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Prodlogo

Estas notas estan basadas en el curso semestral de Elementos de Matematica IT que
hemos dictado junto a otros colegas en la Universidad Nacional de General Sarmiento
en los anos 2005, 2006, 2007 y 2008. Si bien no pretenden sustituir la bibliografia de
la materia, dada la gran variedad de temas que incluye el programa, esperamos que
sirvan de ayuda para centralizar el material necesario.

Los temas contenidos comprenden integracion en una variable, polinomio de Taylor,
algunos conceptos elementales de ecuaciones diferenciales ordinarias, los rudimentos
de las operaciones con numeros complejos, y del cdlculo diferencial en varias varia-
bles. Hemos tratado de brindar un enfoque basado fuertemente en las aplicaciones
econdmicas, con menos énfasis en las demostraciones matematicas y un mayor nimero
de ejemplos.

Estas notas nacieron como un apunte que preparé Rodolfo Muria, principalmente
con ejemplos tanto de la parte estrictamente matematica como de las aplicaciones
econdmicas, que circulé entre los alumnos en los afios 2006 y 2007. Selva Figueroa
participé de su correccién y tipeo en BXTEX de la primera ediciéon mientras que Cristian
Conde y Paula Trillini contribuyeron en la correccién de la segunda.

Incluimos también las guias de trabajos practicos de la materia. Este material ha
sido re-elaborado a lo largo de varios cuatrimestres por los distintos docentes de
Elementos de Matematica II, y no nos corresponde adjudicarnos su autoria.

Finalmente, queremos expresar nuestro profundo agradecimiento a los distintos do-
centes de la materia por su contribucién directa o indirecta en estas notas y por su
participacion invaluable en la elaboracién de las guias practicas. En especial, quere-
mos agradecerles a Gabriel Acosta, Cristian Conde, Patricia Palacios, Mariana Pérez
y Paula Trillini.

Rodolfo Muria y Juan Pablo Pinasco, Los Polvorines, Junio de 2009.
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Capitulo 1

Introduccion

En este libro desarrollaremos los temas correspondientes al programa de la materia
Elementos de Matematica 2 de la Universidad de General Sarmiento. Un vistazo al
indice nos convencera de la dificultad de encontrar material bibliografico adecuado
para cubrirlos a todos, ya que contiene temas de andlisis de una y varias variables,
una introduccién a las ecuaciones diferenciales ordinarias, y nimeros complejos; y
ademads, estdn presentados con un enfoque aplicado a las ciencias econémicas. La bi-
bliografia que recomendamos incluye los libros [3, 5, 9, 11] para la parte estrictamente
matemadtica, y [6, 7] para un desarrollo dirigido a las aplicaciones econdémicas; sin
embargo, insistimos en que ninguno de ellos cubre por completo el programa.

En este capitulo repasaremos brevemente algunos conceptos matematicos y econémi-
cos que se consideran conocidos y que pueden consultarse en [1, 7] y también [4]. Para
un desarrollo mas detallado de los temas mateméticos recomendamos [3, 8] y para los
temas econémicos, [10].

1. Calculo diferencial

1.1. Derivadas

Dado un intervalo de la recta [a,b] y una funcién f : [a,b] — R, diremos que f es
derivable en el punto xy € (a,b) si existe el siguiente limite que denotaremos f’(z):

/ . f(@o +h) — f(wo)
f(@o) = Lfm 5 :

En las aplicaciones, muchas veces la funciéon dependerd de otra variable que llama-
remos t, p, ¢,... segun la interpretacién que le demos (la variable puede representar el
tiempo, precios, cantidades,...), y vamos a considerar funciones g(t), D(p), etcétera.
Nos conviene en estos casos aclarar respecto de qué variable estamos derivando, para
lo cual serd 1til considerar la notacién de Leibniz:

d d
Fay=2 =12

13
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que leeremos como “derivada de f respecto de x” y “derivada de g respecto de t” res-
pectivamente. Observemos que esta notacién nos dice qué funcién estamos derivando,
y respecto a qué variable la derivamos.

Desde ya, no es necesario calcular el limite cada vez que uno desea conocer la deri-
vada de una funcién. Conociendo las derivadas de ciertas funciones bésicas, podemos
luego derivar funciones mas complicadas utilizando las llamadas reglas de derivacion.
Recordaremos las derivadas més importantes y las reglas.

Lista de derivadas elementales:
= (¢)) =0, para todo ¢ € R.
s (2%)" = ax®"!, (el dominio depende de a)
= sen’(z) = cos(z), para todo x € R.
= cos’'(z) = —sen(z), para todo x € R.

» (e®) = e, para todo z € R.

1
= In'(z) = _» para todo x € Ryg.

, para todo x € Dom(tg).

L}
+
09
~
—
~—
|

» arctg’(z) = 5, bara todo = € R.

142z
A continuacién vamos a enunciar las reglas principales de derivacién. Suponemos
que las funciones f(z), g(z) son derivables y que las operaciones pueden efectuarse

(por ejemplo, en el cociente no se anula g(z), o en la composicién, g(z) pertenece al
dominio de f).

Reglas de derivacion:
1. Sea y(z) = a- f(z) donde a € R es una constante, entonces
y'(x)=a-f'(z).
Sea y(z) = f(z) £ g(z), entonces y'(x) = f'(z) £ ¢'(z).
. (Regla del producto) Sea y(z) = f(z) - g(x), entonces
y'(x) = f(x) - g(x) + f(2) - g'(2).

[
. (Regla del cociente) Sea y(z) = g(w;7

w o

;J;

entonces

(Regla de la cadena) Sea y(z) = (g o f)(z), es decir y(z) = g(f(x)), entonces
y'(x) =g'(f(2)) - f'(2).

Ut

14



Capitulo 1. Introduccién

Recta tangente

Otro concepto que utilizaremos es el de la recta tangente al grafico de f en un punto
Zo. Recordemos que esta recta pasa por el punto (zo, f(z¢)) y su pendiente esta dada
por f’(zg). La ecuacién de esta recta la escribiremos

y(x) = f(zo) + f'(w0)(z — o).

Podemos verificar que esta recta tiene la pendiente deseada, y que ademés pasa por
el punto (xo, f(x0)):

y(xo) = f(wo) + f'(wo)(wo — x0) = f(o).

Ejemplo 1.1.1. Calculemos la derivada de f(z) = 3ze**”. Aqui tenemos un produc-
to, entonces

f/(x) _ (31,)/ . e4;c3 + 3z - (64953)/’

luego,
F(z) = 3e*’ + 3wet®’ 1222

Observemos que en la derivada de la segunda funciéon hemos utilizado la regla de la
cadena. Ahora, sacando factor comun, podemos escribirla como

F(x) = 3% (1 + 1227).
Ejemplo 1.1.2. Derivemos f(z) = In®(7z + 9) = [In(7z + 9)]°.
Aqui tenemos que aplicar tres veces la regla de la cadena. La primera vez nos queda
f'(x) = 3[n(7z + 9)]* - (In(72 + 9))".

Derivamos ahora el logaritmo,

() = 3[n(7z +9)]*- (7x +9)

1
(Tx+9)

y por ultimo, su argumento:

() = 3[In(7z + 9)]2 - ﬁ 7

Observacion 1.1.3. Aqui podemos ver que la regla de la cadena consiste en derivar
de “afuera” hacia “adentro”.

Veamos un ultimo ejemplo que involucra la regla del cociente.

Ejemplo 1.1.4. Derivemos
(42t + 5)3
sen(6x)

flz) =

15
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Aplicando la férmula del cociente tenemos que:
o) = [(42* +5)%)' - sen(6x) — (42" 4 5)° - [(sen(6z)]’

sen?(6z) ’
y derivando nos queda
() 3(4z* +5)2 - 162° - sen(6z) — (42* + 5)% - cos(6x) - 6
x) = .

sen?(6x)
Agrupando los términos,
flz) = 48(4z* +5)2? - 23 - sen(6x) — 6(4x* + 5)3 - cos(6x).
sen?(6x)
Ejercicio 1.1.5. Utilizando las propiedades de las derivadas verificar que:

a) Si f(z) = (23 — 62) sen(z) + 3(x? — 2) cos(x), entonces f'(x) = x3 cos(x)

b) Siz(y) = (y?> + 1)eY, entonces z'(y) = e¥(y + 1)?

¢) Si f(a) = 2arctg, /%=, entonces f'(a) = |/ %=

d) Six(t) =1n tg(L), entonces o' (t) = Ser}(t)
(

e) Si f(z) =In*(3z +9), entonces f'(z) = =S~ In(3z + 9)

) = 3z+9
f) Sigl) = eCOS(wQH”’), entonces g' () = —(2¢ + 2) sen(¢p? + 21/1)6“’5(“"2*2’1’)
g) Sih(\) =

(9)

h) Si z(0) = 5tIn(02 + 2t0), entonces z'(0) = 15’;532—;;)

In[(3\ + 92)%], entonces h'(\) = 33t%=

2. Aplicaciones econémicas

2.1. Algunas funciones importantes

Recordemos brevemente algunas funciones bésicas que utilizaremos en las aplica-
ciones economicas. En esta seccién, p representara el precio de un producto, y  una
cantidad (més adelante, también utilizaremos la letra ¢ para representar cantidades).

Funcién Demanda

La Ley de la Demanda en economia nos dice que a cada precio p, le corresponde una
cantidad x de productos que se venden a ese precio. Expresaremos la relacién entre el
precio y la cantidad de articulos demandada como una funcién, la funciéon Demanda:

r = D(p),

también llamada la curva de Demanda.

Esta funcién estd definida para p > 0 (precios negativos no tienen sentido) y su
imagen debe ser también = > 0 (la cantidad de articulos demandada también debe
ser positiva o nula).

16



Capitulo 1. Introduccién

Funcién Precio

Por lo general, cuando el precio aumenta cae la demanda. Esto nos dice que la
funciéon demanda es estrictamente decreciente, y nos permite definir su inversa, la
funcién precio

p = P(x).

Aqui también el precio y la cantidad demandada de un producto debe ser positivo.

Funciones Ingreso, Costo Total y Beneficio
Estas funciones responden tres preguntas bésicas: si fabrico x articulos,
1. ;jcdanto dinero voy a recibir al venderlos?
2. jcuanto me costara producirlos?
3. jcudl serd mi ganancia o pérdida?
La funcién Ingreso Total, IT(x) nos dice cuanto dinero ingresa al vender x articulos:
IT(z) = z.P(x)

Asi, el ingreso es el producto de la cantidad de articulos vendidos x, por el precio de
cada uno P(z).

La funcién Costo Total, CT(x), nos dice cudnto cuesta fabricar x articulos.

Por tltimo, la funcién Beneficio, B(x), nos dice cudl serd nuestra ganancia o pérdida:

B(z) =IT(z) — CT(z),

el beneficio al vender x articulos sera la diferencia entre el dinero que ingresé, IT(x),
y el costo de fabricarlos, CT(z).

Ingreso marginal, Costo marginal, y Beneficio marginal

El Ingreso marginal Img(x) es la variacién del ingreso al producir una unidad de

producto mas:
Img(x) =IT(x + 1) — IT(x).

Esta féormula no se utiliza, y se la reemplaza por la derivada del ingreso total:
Img(a) = IT'(x),
y se tiene aproximadamente
Img(x) =IT(z) ~ IT(x + 1) — IT(z).
Se define el Costo marginal Cmg(z) como la derivada del Costo Total,
Cmyg(x) = OT' (),

17
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y se puede interpretar como el costo adicional aproximado de fabricar otra unidad de
nuestro producto:

Cmg(x) = CT'(z) =~ CT(z + 1) — CT(x).
Se define el Beneficio marginal Bmg(x) como la derivada del Beneficio:
Bmg(z) = B'(z)
que nos sirve para aproximar cémo cambia el beneficio al fabricar otra unidad:
BM(x) = B'(z) ~ B(x + 1) — B(z)

Ejercicio 2.1.1. Halle la funcién de costo marginal de cierto bien cuya funcion de
costo es: ¢(q) = 300 + 15In(1 + 5q) y calcule el costo marginal para una produccion
de 40 unidades.

2.2. Elasticidad

Recordaremos aqui la Flasticidad de la demanda, si bien puede definirse la elastici-
dad para otras funciones.

Para un articulo dado se tiene que p es el precio por unidad y z el numero de
unidades que se adquieren al precio p, es decir, x = D(p).

Definicién 2.2.1. Definimos la elasticidad de la demanda, Ep(p), como la varia-
citon porcentual de la cantidad demandada, dividida la variacion porcentual del precio.

Observacion 2.2.2. La elasticidad de la demanda “mide” en qué porcentaje varia
la demanda cuando aumenta el precio en un 1 por ciento. Para variaciones pequenas
del precio, se utiliza la derivada para calcular la elasticidad (con lo cual uno evita
calcular porcentajes):

p-D'(p)
Ep(p) = ————
o) ="50)
Esta es la formula que utilizaremos para calcular la elasticidad de la demanda.

Su deduccion no es dificil: Supongamos que el precio cambia en una pequena canti-
dad, h. La variacion porcentual de la demanda es

D(p+h)— D(p)
D(p) '

La variacion porcentual del precio viene dada por

p p

Ahora, el cociente de ambas variaciones es:

p+h—p h

D(p+h)—D(p)

Dp _ _ p_  Dlp+h)—Dp)
b ~ D(p) h '

18



Capitulo 1. Introduccién

Vemos que la sequnda fraccion es el cociente incremental de D(p), y podemos apro-
ximarlo por D'(p).

De la misma manera, podemos definir la elasticidad para una funcién f(x) respecto
de x como Ef df

x x

L

Ejemplo 2.2.3. Determinar la elasticidad del ingreso respecto del precio, siendo la

ley de demanda
I(p) = 200e %P,

Como nos piden la elasticidad del ingreso respecto del precio tenemos que:

EI dl p P
b e 2.1
Ep —ap1 W] 21)

Necesitamos la funcién ingreso, y tenemos como dato la demanda. Pero sabemos
que I = p -z (es decir, el ingreso es igual al precio por la cantidad vendida), con lo

cual
I(p) = p-[200e7047]
= 200-p-e 0P
dl
>
ap (p)

= 200(e= %% — 0, 4pe=0:4P)
= 200e~%1P(1 —0,4p).

Reemplazando en (2.1) tenemos que:

EI
= —9200e%%(1 - 0.4
B 00e ( 0, 4p)

p

——— =1-0,4p.
200pe—0-4p P

Ejercicio 2.2.4. Determinar la elasticidad de la demanda respecto del precio, siendo
la ley de demanda x = 200e= 4P,
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Capitulo 2

Integral Indefinida

1. Integrales indefinidas inmediatas

1.1. Primitivas

En el repaso hemos visto como obtener f'(z) dada la funcién f(x). En el presente
capitulo haremos justamente lo opuesto; dada una funcién f(x), determinaremos otra
funcién F(x) de modo tal que su derivada sea f(z), es decir, F'(z) = f(x). A la
funcién F(x) la denominaremos una primitiva de f(x).

Definicién 1.1.1. Llamamos a F una primitiva de f en el intervalo [a,b] si F'(z) =
f(z) para todo x € [a, b].

os(x).
os(z) = /(z).

Observacion 1.1.3. En el ejemplo hemos remarcado que se pide una primitiva. Esto
puede hacernos sospechar que no es la unica, y efectivamente asi es: sen(xz) no es la
tnica primitiva de cos(x). Por ejemplo F(x) = sen(x)+100 también es una primitiva.

Recordemos que al derivar una constante nos da cero, con lo cual cualquier funcion
de la forma F(x) = sen(x) + k, con k una constante, es también una primitiva de

f(z) = cos(z).

Definicién 1.1.4. Dada f : (a,b) — R, al conjunto de todas las primitivas de f lo
denominamos la integral indefinida de f y escribimos

Ejemplo 1.1.2. Hallar una primitiva de f(z) =

c
Una primitiva es F(z) = sen(z) ya que F'(z) = ¢

/f(a:)d:v ={F:(a,b) = R, tal que F'(z) = f(z)}.

Un resultado importante es que dos primitivas diferentes de una misma funcién f
sélo difieren en una constante. Demostraremos este sencillo teorema a continuacién.

Teorema 1.1.5. Sean F y G dos primitivas de una misma funcion f en el intervalo
(a,b), entonces F(x) — G(x) =k, con k una constante, para todo x € (a,b).
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Demostracion. Consideremos la funcién H(z) = F(z) — G(x). Sabemos que F(z) es
primitiva de f(z), por lo tanto F’'(x) = f(x). Andlogamente G'(x) = f(x). Luego,
derivando H(x) obtenemos H'(z) = F'(z) — G'(z) = f(x) — f(x) = 0.

Dados dos puntos x1, zs cualesquiera, por el Teorema del Valor Medio del célculo
diferencial tenemos

H(z1) — H(xs) = H'(¢)(x1 —22) =0 (x1 — 32) =0,

con lo cual H(x1) = H(x3), y la funcién es constante en todo el intervalo. Luego, de
H(z) = k obtenemos F(z) — G(x) = k, es decir, F(x) = G(z) + k. O

Observacion 1.1.6. Podemos enunciar este teorema diciendo que dos primitivas
de una misma funcién difieren en una constante, lo cual se puede interpretar
diciendo que las infinitas primitivas de una funcion f constituyen una familia infinita
de curvas desplazadas verticalmente.

En vista de estos resultados, para representar el conjunto de todas las primitivas
escribiremos para abreviar

/f(a:)d:c:F(x)Jrk, keR.
Ejemplo 1.1.7. Verificar que
1
F(z) = = In(7z + 3)

es una primitiva de

1
) = T +3
Para verificarlo basta ver que F’(x) = f(z). Calculamos:
1 1
FI = — =
@ =7 tr3 =10

1.2. Integrales inmediatas y propiedades

Observemos que hasta ahora tenemos cémo comprobar si una funcién es una primi-
tiva de otra, pero no hemos visto como calcularlas. Antes de entrar en ese problema,
debemos acostumbrarnos a reconocer ciertas integrales inmediatas.

Tabla de integrales indefinidas inmediatas

En todos los casos, k es una constante.
1. [0dx =k

2. [ldz =24k
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anrl
3. Ydr =
[ x*dx P

+ksia# -1

e

[Ldz=Inlz|+ksiz#0

ot

fe“"dx:e””Jrk

6. fazdx:lza+ksia>0

7. [cos(z) dx = sen(x) + k
8. [sen(z)dr = —cos(x) + k
9. [sec?(z)dx = tg(x) + k

1
10. / T dxr = arcsen(z) + k
11 /;ldx = arccos(z) + k
) V1—a?

1
12. /1+ sdr = arctg(r) + k

1.3. Linealidad de la integral

Las siguientes propiedades nos permitiran integrar un gran numero de funciones,
combinando sumas y restas de las funciones de la tabla anterior.

Proposicion 1.3.1. Sean F y G dos primitivas de [ y g respectivamente; y sea ¢
una constante real arbitraria. Entonces, se verifican:

a) (e f@)de=c- [ f(z)de=c- Fz)+k
b) JIf (@) + g(z))dz = [ f(z)dz + [ g(z)dz = F(z) + G(z) + k
c) JIf (@) = g(x))dz = [ f(z)dx — [ g(z)dz = F(z) — G(z) + k
Observacién 1.3.2. Observemos que hemos escrito
/ @) + / o(2)dz = F(z) + Glx) + k.

Si pensamos en la definicion que dimos de integral indefinida, a cada primitiva le
corresponderia una constante, y deberiamos escribir

/f(x)dx + /g(a:)dx =F(z)+ k1 + G(x) + ko,

pero esto es innecesario, ya que podemos juntar las constantes de integracion ki y ks
en una unica constante k.
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De la misma manera, en el punto a), podriamos escribir

C'/f(x)dff=c- (F () + k1),
y tras distribuir, a la constante cky la podemos llamar k.

Ejemplo 1.3.3. Calculemos las primitivas de las siguientes funciones:
5 3
a) Vaddx b) —dx
x

. / [7cos(x)+9} e d) / {M} dx

x 4

Antes de comenzar a resolver este ejercicio, indiquemos una estrategia general para
enfrentarlo. En primer lugar, observemos si podemos separar el integrando en sumas
y restas, y a continuacién, si podemos quitar constantes fuera del signo de integral.
Si la funcién que nos queda es una de las inmediatas, basta con saber el resultado de
la tabla para integrarla. Muchas veces, la funcién no se reconocera como una integral
inmediata, pero en algunos casos, unos pasos algebraicos la llevaran a una de éstas.

a) En el primer caso, no hay sumas ni constantes multiplicando, pero observemos
que la raiz y la potencia se pueden escribir de otra manera:

/\%?da::/x:a/sdx

y ésta es una integral inmediata, con lo cual nos queda

co| Ut
8
il
+
>~

341
/x%dx:“ th="C k=
+ 5

b) En este caso podemos sacar la constante (3) fuera del signo de integral, y apli-
camos también las leyes de potencias:

3 1 x— 6+ x7? 31
Zdr = —dr = by = k=3"_+k=-"" 1k
/xﬁx 3/336:1: 3/x v=3 gy th=3T5+ s+

¢) Aquf tenemos una suma de funciones y éstas estdn multiplicadas por constantes.

Luego,
1
/ [7(:08(90) + 9} dx = 7/cos(m)dsc + 9/fdx
x x

Ahora, las integrales que nos quedan son inmediatas, y obtenemos

1
7/c0s(1:)d:c + 9/ de =T7sen(z) +9In|z| + &
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d) Eldltimo parece complicado, porque hay una divisién, y no tenemos propiedades
para integrar un cociente. Sin embargo, separando la fraccién en tres términos

nos queda
5 1 5 1
[ [ 2]
x T x x

Ahora, utilizamos las leyes de potencias y las propiedades de la integral, con lo
cual la iltima integral nos queda

1
S/mdx—/%dx—k/x_‘ldx:5/xdm—/x_%dx+/x_4dx
T

Finalmente, llegamos a integrales inmediatas y obtenemos

9 o P T 9 o 2 _s
— _ k=— — 2 —
2 T T T T T T

Ejercicio 1.3.4. Calcular las siguientes integrales indefinidas:

i) /x%dx i) /ﬁ(2x+ Vr)ydr i) /(w+x11)dx

iv) / <3efr + % - x;) v) / (;5 + cos(z) — QSen(x)) do

2
1
vi) /(x_3 s — x%)dx vi7) /x i dx

T

Observacion 1.3.5. El papel de la constante de integracion se comprenderd mejor en
la seccion 3, cuando veamos las aplicaciones econdmicas (en donde nos dardn un cier-
to dato inicial), y también mds adelante cuando estudiemos ecuaciones diferenciales.
Por lo pronto, nos da cierta libertad para elegir una primitiva especial.

En particular, supongamos que nos dan una funcion f y nos piden una primitiva
que en un punto xg tome un valor yo. En tal caso, si F' es una primitiva, planteamos

F(-/EO) + k= Yo,
y despejamos el valor de la constante.

Ejemplo 1.3.6. Sea f(z) = 2% — 2x + 3. Hallar una primitiva F tal que F(3) = 2.
Buscamos todas las primitivas de f, y obtenemos

3
/x2—2x—|—3dx:%—x2+3x+k.

Ahora, evaluando en x = 3 nos queda
3

3—32+3~3+k:9+k,
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e igualando a 2 nos queda

9+ k=2
k=2-9,
es decir, k = —7, y la primitiva buscada es
F(x)z%g—x2+3x—7.

Ejercicio 1.3.7. Hallar una funcion g(zx) tal que:
1g(x) =1, yg(l)=3.
2. ¢'(x) =sen(x), y g(0) = 1.

Observacion 1.3.8. Revisando las propiedades de la integral vemos que no hay nin-
guna regla para el producto o el cociente de dos funciones. Lamentablemente, no es
cierto en general que la integral de un producto (o de un cociente) de dos funciones
sea el producto (o el cociente) de las integrales de cada funcion.

Cuando tenemos para integrar productos de funciones necesitaremos técnicas mds
complicadas que veremos en la proxima seccion.

Ejemplo 1.3.9. ;Ser4 cierto que [2%dz = [z -xdx = [zdz - [ zda?

La respuesta es no, y para comprobarlo, integremos cada funcién:

2+1 1
/xzdac -2 = gx?’

2+1
1+1 141 1 1 1
ede - | zde =2 2 = 2. 22 = 2t
1+1 141 2 2 4

Ejercicio 1.3.10. Demostrar que

no es una primitiva de f(x) = x cos(z).

Observacion 1.3.11. Otro detalle a tener en cuenta es que no toda funcion tiene
una primitiva que pueda expresarse en términos de las funciones que aparecen en la
tabla de primitivas inmediatas (polinomios, racionales, exponenciales y logaritmicas,
trigonométricas). En estos casos, si bien la funcidn tiene una primitiva, no podemos
calcularla ni expresarla como sumas o productos de las funciones que conocemos.

Un ejemplo importante es la siguiente integral:

/e_a”zdm,

que aparece con frecuencia en problemas de probabilidades y estadistica.
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2. Meétodos de integracién

En esta seccién veremos tres métodos de integracion. El objetivo comin es trans-
formar una integral desconocida en una inmediata.

2.1. Sustitucion

La idea del método de sustitucién se basa en la regla de la cadena para derivar.
Supongamos que sabemos calcular [ f(t)dt, y que una primitiva de f es F. Si te-
nemos que calcular ahora la integral

/f@@»d@ﬂ%

podemos reconocer que el integrando es la derivada de F o g(x). Por la regla de la
cadena,

Fog'(z)=F'(9(z)) g'(z) = f(g()) - ¢'(2),
donde en la 1ltima igualdad utilizamos que F’ = f. Luego,

/f@@»d@M#:Fomw-

A este método se lo conoce como método de sustitucion, o también cambio de varia-
ble. El nombre se debe al procedimiento, que consiste en sustituir la funciéon g por
una nueva variable. Si queremos calcular

/f@@»d@ﬂm

hacemos la sustitucién o cambio de variable

t= g(l‘),
y derivando t respecto de x, tenemos
dt ,
dr g9 ().

Formalmente, si bien para justificar el paso siguiente deberiamos estudiar el diferencial
de una funcién en més detalle, podemos proponer

dt = ¢'(z)dx
Ahora, sustituimos
flg(x)) = [f()
g (x)dr = dit

y entonces reemplazamos en la integral:

[ ratang@as = [ o
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Como F' es una primitiva de f, nos queda

/ F(t)dt = F(8) + k,
y el ultimo paso consiste en regresar a la variable original, cambiando ¢ por g(x):
Fit)+k=F(g(z))+k=Fog(x)+k,
con lo cual hemos hallado la primitiva.

Observacion 2.1.1. Para entender como funciona el método conviene estudiar al-
gunos ejemplos. A continuacion resolveremos varios.

Ejemplo 2.1.2. Calcular la integral

/4sen(4x)dx

Sabemos que la primitiva de sen(u) es — cos(u), pero no podemos calcular directa-
mente la primitiva de sen(4x). Proponemos la sustitucién

t=4x
dt = 4dzx
Luego, sustituimos y resolvemos la integral:
/sen(t)dt = —cos(t)+ k
Finalmente, volvemos a la variable original:

/4sen(4ac)dx = —cos(4z) + k.

Observacion 2.1.3. Cuando tengamos dudas de una integral, podemos derivar la
funcidn obtenida para comprobar el resultado. Aqui,

(—cos(4z) + k)’ = sen(4x) - 4.
Ejemplo 2.1.4. Calcular la integral
/cos(2x + 3)dx
Proponemos el cambio de variable

t=2x+3

dt = 2dx
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Observemos que en la integral no estd el factor 2; podemos hacerlo aparecer multi-
plicando y dividiendo el integrando por 2, y utilizamos las propiedades de la integral
para sacar el 1/2:

2 1
/cos(?a: + 3)dz = / B cos(2x + 3)dx = 5 /2003(23@ + 3)dz
con lo cual ahora podemos cambiar la variable e integrar,

1 1
§/cos(t)dt =3 sen(t) + k.

Finalmente,

1
/cos(Qm +3)dx = 3 sen(2z + 3) + k.

Verificacién:
1 !
5 sen(2x +3) + k| = 3 cos(2x + 3)2 = cos(2z + 3).

Observacion 2.1.5. Notemos que en este ejercicio podiamos también despejar en el
diferencial de la sustitucion
dat
5 =

y reemplazando directamente en la integral, nos queda

[eost)5.

la cual se resuelve como antes y llegamos al mismo resultado.

Cualquiera de las dos formas de proceder es correcta, solo que hay que tener cuidado
si en el diferencial estd involucrada la variable x, ya que no podemos integrar si luego
de la sustitucion aparecen simultdneamente las variables x y t.

dx,

Ejemplo 2.1.6. Calcular la integral

4
d
/3x+10 x

t=3x+ 10

Proponemos el cambio de variable

dt = 3dx

Igual que en el ejercicio anterior, no tenemos en la integral el término 3dxz. Podemos
proceder como antes, o despejar dzx:

it
do = &
T3
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Ahora reemplazamos, e integramos:

4dt 4 [dt 4

—— == | —=-1In(|¢ k.

/ i3 31 - znlht
Volvemos a la variable original y queda:
4 4
——dx = - In(|3 10 k
/3x+10m g (32 +10) +
Verificacién:

4 1 1 4

4 /
“in(|3z +10)) + k| == 3—4 _
[3 (|3 +10[) + ] 33z + 10 3z +10 3z +10

Ejemplo 2.1.7. Calcular la integral

/de
2 +1

Hacemos ¢t = 22 4 1, con lo cual dt = 2xzdz. En la integral aparece sélo xdz, asi que

despejamos

% = xdx.

Reemplazando 22 + 1 y zdx en la integral, queda:
1dt 1 1 1

T 1 9

(observemos que el médulo no es necesario, ya que z2 + 1 es positivo).
Verificacién:

Finalmente,

1 "1 z
Sl +1)+ k| =22 = .
{2 n($+)+} 222 +1 " 22+1

Ejemplo 2.1.8. Calcular la integral

/Mdm

Hacemos ¢ = In(z), con lo cual dt = dz.
Reemplazando nos queda
t2
tdt = —+k
=5+

y volviendo a la variable original, tenemos
1 1
/%dm = §ln2(x) +k

Verificacién:
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Ejemplo 2.1.9. Calcular la integral

/:c\/ 3+ z2dw

Sea t = 3 + 22, con lo cual dt = 2zdz. Despejando

Sustituimos y nos queda

1 [ . 13
trdt= 2 4k
2/2 TR

y volviendo a la variable original obtenemos

12 1
/xV3+xmx=§§@+x%%+k=§@+x%%+k
Verificacién:

!/
1
Jrk] = gg(3+x2)%2x =xzvV3+a?

(MY

{515(3+332)

Observacion 2.1.10. Es importante, cuando se cambia variable, realizar la sustitu-

cion en todas partes. No se puede aplicar el método si quedan funciones expresadas
en x.

Observacion 2.1.11. FEl siguiente ejemplo es especial. En primera instancia, parece
que nos quedan las dos variables (x yt) pero sin embargo el método sirve igual.

Ejemplo 2.1.12. Calcular
/x\/m + ldz

Si hacemos t = = + 1, el diferencial es dt = dx, pero al sustituir, nos queda

/m\/mdx = /x\/idt.

No podemos integrar aqui porque se mezclan las variables x y ¢ en la 1iltima integral.
Cuando esto ocurre hay que ver si podemos despejar = del cambio de variable original,
con la esperanza de reemplazarla.

Como t = x + 1, podemos hacer x =t — 1, lo cual nos permite sustituir

r+1=t
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dr =dt
r=t—1

y la integral nos queda

/@—nwwnz/mﬁ—¢wn=/niﬁ—/ﬁﬁ,

v hemos utilizado las propiedades de las potencias y la linealidad de la integral.
Finalmente integramos,

3 1 2 5 2
t2dt — [ t2dt = -tz — -t
/ / 5 3

y volvemos a la variable original,

Njw

+k

2 5 2 3
/x\/mdxz g(a:—i—l)f - §(x+1)§ + k.

Ejercicio 2.1.13. Utilizando el método de sustitucion, hallar [ f(x)dz para cada una
de las siguientes funciones:

a) f(z)=sen(2r) b) f(z)=cos(3—-5x) ¢) f(z)=sen?(x)cos(x)

D J@) =5 O J@) =sen@e® ) @) =
2 +1 4z + 3
g9) f(z)= In gfx) h)  f(x) = 3z cos(z?) i) f(z) =sen(z)\/2 + 3cos(x)
1 1 4 2\
B f@) == k) f(%‘)zm ) flz) = (52" — 22)(a° — 2?)>
m) S =250 0 g =) e = S

Observacion 2.1.14. En muchos casos, el integrando se puede transformar para
integrar utilizando la arcotangente. Recordemos que

1

/ﬁd.’ﬂ = arCtg(I)7
T

y se la puede utilizar para integrar otras expresiones mds complicadas.

Ejemplo 2.1.15. Resolver la siguiente integral:

1
dr
/1+ax—m2x
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Observemos que no podemos hacer aquf la sustitucién ¢t = 3(x — 1), ya que luego
no tendriamos el diferencial dt = 6(z — 1)dz. Pero para llevarla la forma de la arco-
tangente, no necesitamos eliminar el cuadrado, queremos reemplazar 3(x —1)? por 2.
Entonces, si queremos que nos quede

t? =3(z —1)%,
debemos proponer
t=3(x—1)

Ahora, dt = v/3dz, y si bien no estd v/3 en la integral, podemos despejar

— =daz,
7 T

con lo cual, reemplazando en la integral tenemos

/Lﬁfi/Ldt*Lamt t)+k
1123 3/) 1+t = g '

Volviendo a la variable original, la primitiva es

%arc tg[V3(z — 1)] + k.

Ejemplo 2.1.16. Resolver la siguiente integral:

/ﬁdw.

Esta integral es levemente mas complicada que la anterior, pero vamos a realizar
primero algunos calculos auxiliares:

1 1 1

=D gl C2 ] i (5]

Hemos escrito el integrando de otra forma,

1 1 1 1
/74 12d:c:/—2 dac:z/ix_l 2clac7
Hemd 11+ (1)) 1+ (7)
y ahora lo llevamos con un cambio de variable a una integral inmediata. Proponemos

rz—1
t =

dx
dt = —
2

y despejamos 2dt = dx. Entonces,

1 1 2 [ 1 1
Sl o =2 | gt = Carcte(t) + k
4/1+t2 4/1+t2 parete(t) +k,
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y volviendo a la variable original, nos queda

lact v—1 +k
—ar .
pete | Ty

Verificacién:

{1arctg (x—l)]/_ll 1—171
2 ’ 2 (1) A ()T

Ejercicio 2.1.17. Usando que frlxzdx = arctg(x) + k, calcular:
1 1
' —d i ——d
i) /1+9x2 x i7) /4+(x_1)2x

1 e’
d ; d
1i1) /7l‘2+2$+2 x ) /714_623: x

2.2. Integracién por partes

El método que veremos a continuacién se basa en la regla de derivacién para un
producto. Supongamos que u y v son dos funciones derivables, entonces

/(u-v)’dac:u-v7

ya que la derivada de u - v es (u-v)’. Pero
(w-v) =u - v+u-v

con lo cual tenemos

/(u.u)’dz:/(u'.v+u~v')dx:u.u,

y utilizando las propiedades de la integral,

/u’-vd:v—l—/u-v’dx:u-v.

Si bien parece que no hemos ganado nada, podemos hacer pasaje de términos obte-
niendo la férmula de integracion por partes

/u-u’dmzum—/u’-vdw

Observacion 2.2.1. Para aplicar la férmula de partes en una integral, llamaremos
u a una de las funciones, y v’ a la otra. El paso siguiente es derivar u y elegir una
primitiva para v’ (aqui no es necesario agregar la constante k, lo hacemos al final de
todo).

Luego, reemplazamos en el lado derecho de la formula. Si hemos hecho una buena
eleccion, la integral que queda serd mds simple, y la integramos.
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A continuacion, vamos a ver algunos ejemplos. Conviene prestar atencién a la elec-
cién de las funciones u y v/, y es recomendable ver qué pasa si uno las elige al revés
(queda como ejercicio verificar que en ese caso uno no llega a nada).

Ejemplo 2.2.2. Calcular la siguiente integral

/ zetdx

Hacemos la siguiente eleccién de u y v’

Entonces,

/xemdx = xe® — /emdx

y ahora integramos, obteniendo
xe® — /exdx =xe® —e® 4+ k.
Ejemplo 2.2.3. Calcular la integral

/x cos(3x)dx

Este ejercicio tiene una dificultad adicional. Cuando elegimos u y v’, nos queda
u=x u =1
v = cos(3z) v ="

La primitiva de cos(3x) no es inmediata, y para calcularla hacemos la sustitucién:

t=3x

dt = 3dx

con lo cual,

dt
/cos(?)ac)dm se transforma en /cos(t)g,

y la primitiva de esta integral es

1 1
3 sen(t), es decir, 3 sen(3z).

Ahora, tenemos v = %sen(Sx), y podemos continuar con el ejemplo. Aplicando la
férmula de partes, tenemos

/:Ecos(?):r)dx = xé sen(3z) — / % sen(3z)dr = %x sen(3zx) — %/sen(?)x)dm
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Para calcular esta iltima integral necesitamos nuevamente hacer una sustitucién, y
haciendo otra vez
t =3z

dt = 3dzx
se puede verificar que

/sen(3x)dx = %cos(?)x).

Luego, obtenemos
1 1 1 1 1
x cos(3z)dxr = 3% sen(3z) — 3073 cos(3x) | + k= 3% sen(3z) + 9 cos(3x) + k.

Observacion 2.2.4. En algunas ocasiones, tras aplicar el método de integracion por
partes hay que recurrir a una sustitucion mds complicada. En otras, para resolver la
integral que queda hay que aplicar otra vez el método de integracion por partes. A
continuacion vamos a ver un ejemplo donde haya que aplicar el método dos veces.

Ejemplo 2.2.5. Calcular la integral

/xzewd:ﬂ.

Si hacemos

nos queda

/xQeg”dx = 2%e® — /2xe“’dm = 2%e® — 2/xe“3dx

Para resolver la integral [ ze®dz utilizamos el resultado del ejemplo (2.2.2), y obte-
nemos

/xQe’”dx = 2%e” — 2[xe” — €*] + k.

Observacion 2.2.6. En estos ejemplos se comienza a observar un patron que se
repetird: cuando se integran productos de potencias (o polinomios) con exponenciales
o funciones trigonométricas, la eleccién de u y v’ es siempre la misma:

u = potencia o polinomio

v/ = exponencial o trigonométrica.

El motivo es que al derivar u, el grado del polinomio disminuye, mientras que integrar
una exponencial o una trigonométrica nos da una exponencial o una trigonométrica;
y la integral que nos queda a resolver es similar pero el polinomio es de grado menor.
Aplicando una y otra vez el método de integracion por partes, el polinomio finalmente
se transformard en una constante, y ya no tendremos un producto.
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Un caso molesto es cuando uno tiene el producto de una exponencial con una tri-
gonométrica. Aqui no hay posibilidades de que una desaparezca derivandola, y para
resolverla hay que recurrir a un truco muy ingenioso. A estas integrales se las de-
nomina ciclicas, porque si uno aplica dos veces el método de integracion por partes
recupera la integral original. Vedmoslo en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.7. Calcular la integral

/sen(x)e”“'dx.

Hacemos
u = sen(x) u' = cos(x)
v =" v=¢e"

y reemplazando en la férmula de integracién por partes nos queda

/sen(ac)e””dx = sen(z)e” — /cos(;v)ewdx.

Evidentemente, esta integral que qued6 no es inmediata, y vamos a aplicar partes
nuevamente:

u = cos(x) u' = —sen(x)

v =e* v=e

(es muy importante elegir u y v’ de la misma forma; es decir, si se eligié como u
la trigonométrica y v’ como la exponencial, nuevamente hay que tomar como u la
trigonométrica, y como v’ la exponencial.)

Ahora,
/sen(x)ewdx = sen(z)e” — {cos(gc)e“J + /sen(m)emdx} ,

y nos queda entonces
/sen(x)ewdx = sen(z)e” — cos(x)e” — /sen(x)exdx
Aqui hacemos pasaje de términos, y obtenemos

/sen(x)exdx + / sen(x)e”dx = sen(x)e” — cos(x)e”

2/sen(x)emdx = sen(x)e” — cos(z)e”,

y finalmente,

/sen(m)exda: = sen(z)e” ; cos(z)e” + k.

Observacion 2.2.8. Hay un caso especial, que veremos a continuacion. La idea para
resolver esta integral es similar, si bien alcanza con integrar una sola vez por partes.
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Ejemplo 2.2.9. Calcular la integral

/ sen’(z)dzx.

Si escribimos sen?(x) = sen(x)sen(z), el integrando es un producto y aplicamos

partes:
u = sen(x) u' = cos(x)
v’ = sen(x) v = —cos(x)

con lo cual,
/sen(m) sen(x)dx = —sen(x) cos(x) — {/ — cos(z) cos(z)dx

= —sen(x) cos(x) + /cos2(:z)dx
Para esta dltima integral, utilizamos la identidad trigonométrica
sen?(z) + cos®(z) = 1,

y despejando reemplazamos cos?(x) = 1 — sen?(z). Luego,

/senQ(:c)dx = —sen(x) cos(x) + / 1 —sen?(z)dx

= —sen(z) cos(z) —|—/d:ﬂ— /sen2(x)dx,

y repetimos la idea del ejemplo anterior,
/senQ(a:)dx + /senQ(a:)dx = —sen(z) cos(z) + /dm
2/sen2(x)dx = —sen(x) cos(x) + x

/sen2(x)dm = — sen(z) CQOS(x) T + k.

Ejercicio 2.2.10. Utilizando el método de integracion por partes, calcular las siguien-
tes integrales indefinidas:

a) /:ccos(:z:)dx b) /xz sen(x)dx c) /ze‘r’xdw
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Observacion 2.2.11. Observemos que hasta ahora no sabemos quién es una primi-
tiva del logaritmo natural In(z). Este es un ejemplo que se resuelve rdpidamente por
partes, pero requiere un paso dificil de adivinar: considerar In(x) como un producto,
el producto 1 -In(z). Veamos a continuacidn cdmo se calcula esta primitiva.

Ejemplo 2.2.12. Calcular la integral

/ In(z)da.

Escribiéndola como un producto, es [In(z)dz = [ 1-In(z)dz. Hacemos
u = In(x) u ==

v =1 v=u
y reemplazando en la férmula calculamos la integral:

/ln(:z:)dx = zln(z) — / L ode = 1) — /dx =zln(z) —z+k

X

Observacion 2.2.13. Veamos otro ejemplo con potencias y logaritmos. Si compa-
ramos con los ejemplos anterios que involucraban erponenciales y trigonométricas,
vemos que ahora se invierte nuestra eleccion de u y v': el polinomio serd v', y el
logaritmo serd u.

Ejemplo 2.2.14. Calcular la integral

/ (2% + 22 — 1) In(z)dz.

Hacemos

u = In(z) u =
v

v =x24+2x—1

w8 =

_z 2
73+$ x

y reemplazando en la férmula nos queda

/(x2 + 22 — 1) In(x)dz = {x; + 2% — x] In(z) — / [:”33 + 2% — x} %dm.

Simplificando, la integral buscada queda

3 2
[xg+x2x} ln(x)f/%JrIfld:C

y ahora integramos el polinomio término a término, con lo cual la integral es
3 3 2
x 9 x x
— 4z —z|ln(z) - — - —+z+k
oo -5 -5

Ejercicio 2.2.15. Calcular las integrales

i) / cln(x)de i) / 22 In(x)de i) / 2% In(z)dx

Ejercicio 2.2.16. Escribir arctg(z) = 1-arctg(z) y calcular [ arctg(z)daz.
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2.3. Fracciones simples

Este método sirve para calcular integrales que son cocientes de polinomios, es decir,

de la forma
P
/ (z) iz,
Q(z)
donde P y @ son polinomios.

Si bien en el método pedimos que el grado del numerador sea menor al del de-
nominador, gr P(z) < gr @Q(z), también puede aplicarse cuando gr P(z) > gr Q(x)
(aunque en ese caso primero hay que dividir los polinomios y luego si es necesario
aplicar fracciones simples).

El procedimiento consiste en escribir la divisién de polinomios como una suma de
fracciones simples, cada una de fécil integracién.

Antes de comenzar, hay que factorizar el polinomio Q(x). En la factorizacién de
Q(z) pueden ocurrir tres cosas

1. @ tiene sdélo raices reales simples,
2. @ tiene alguna raiz multiple, y

3. @ tiene sélo raices complejas conjugadas.

También puede ocurrir que aparezcan casos combinados, pero se resuelven sin mayor
dificultad una vez que se entendié cada uno de estos tres por separado.
Para hallar las raices nos sera de gran ayuda el siguiente método de Gauss:

Lema 2.3.1 (Gauss). Sea Q(z) = ana™ + ap_qz™ ' + -+ + a1z + ag un polinomio
con coeficientes enteros (es decir, ay € Z para todo 0 < k < n). Entonces, si tiene
una raiz racional a/b € Q, b divide a a,,, y a divide a ag.

Veremos en primer lugar como funciona la descomposicién en raices simples, y luego
cémo se integra.
Q(z) admite sélo raices reales simples

La descomposicion en fracciones simples en este caso es escribir el cociente de poli-
nomios de la siguiente forma:

P(x A A
( ) — 1 4+t n
(x—x) - (x—zp) z—x1 T —Tn
donde x4, xa, ..., T, son las raices de Q(x), y A1, Aa, ..., A, son constantes a deter-
minar.

Observemos que se tiene

A
/ de = Aln|x — xo| + k,
r — X
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para verificarlo es suficiente hacer la sustitucién t = x — zq, dt = dx, y nos queda
1
A gdt = Aln|t| + k.

Ejemplo 2.3.2. Descomponer en fracciones simples

rx—1
23 +222 -5 —6

El primer problema es factorizar el denominador. Utilizando el método de Gauss,
cualquier fracciéon a/b que sea raiz de x3 + 222 — 52 — 6 debe cumplir que:

= ¢ divide a 6: por lo tanto puede ser 1, £2, +3, £6.

= b divide a 1: por lo tanto puede ser +1.

Luego hay varias raices posibles: £1, £2, £3, £6. Evaluando Q(z) en estos ocho
valores, encontramos que las raices son —1, 2, y —3. Luego,

Q(z)=(x+1)(z —2)(z+3).

Ahora, proponemos la descomposicién en fracciones simples

x—1 A B C

(x+1)(z—2)(x+3) z+1+z—2+x—|—3'

El problema se reduce a encontrar las constantes A, B y C. Si sumamos las fracciones
del lado derecho nos queda

x—1 Alz —2)(z+3)+ Bz + 1)z +3)+ C(z + 1)(z — 2)

(z+ 1)z —2)(z +3) @+ D)z —2)(z +3) ’

y como los denominadores son iguales, los numeradores tienen que ser iguales. Luego,
r—1=Ax-2)(z+3)+Blz+1)(z+3)+Clx+1)(z—2)

Esta expresion esta definida para todo « (la anterior no, habia que omitir los valores
que anulaban el denominador), podemos darle a x los valores de las raices de Q(x), y
nos queda

» Siz=-1,-2=A(-3)(2), con lo cual 4 = }.

» Siz =2, 1= B(3)(5), y tenemos B = %5

“Siz=-3 —4=C(-2)(-5), yes O = 2.

Entonces,
z—1 _1/3 1/15 2/5

(z+D)(z—-2)(z+3) x+1 z-2 z+3
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Terminada la descomposicion, estamos en condiciones de calcular la integral. Ob-
servemos que integrando ambos miembros tenemos:

1 13 115 25
/(x+1)(x72)(x+3)dm_/(1+1+x72 x+3>dx’

y utilizando las propiedades de la integral, esto es

1 1 1 1 2 1

- d — de — - | ——=dx.

3/x+1x+15 2775 ) 213"
Las tres integrales son casi inmediatas, y se pueden resolver facilmente por sustitucion.
Nos queda

r—1 1 1 2
de = Slnje+ 1]+ —1Inje -2/ — Zln|e + 3| + k.
/(x+1)(m—2)(x+3) v=ghjet 1+ phje -2 - sinfe+ 3+

Q(z) admite raices reales multiples

Cuando en el denominador aparece una expresién de la forma (x — )™ quiere decir
que Q(x) tiene a xg como raiz de multiplicidad n, y la descomposicién en fracciones
simples sera:

P(.’E) Al A2 An

(x — )™ - (x—xo)+(x—x0)2+.”+(a:—xo)”'

En este caso, la primera integral se calcula como en el caso anterior, utilizando el
logaritmo natural. Para las siguientes tenemos

A A
dr = _ —k+1
/<x—xo>k vE @)

Observemos que para verificarlo podemos hacer la sustituciéon t = x — zqg, dt = dx, y
utilizando las propiedades de las potencias nos queda

/édt — A/t’kdt _ A e
tk —k+1

Ejemplo 2.3.3. Calcular la integral

=

De acuerdo a lo anterior, proponemos

T A B C

@-1p @-1) @1 @-1

Busquemos las constantes A, B, y C. Como antes, sumando las fracciones de la derecha

nos queda
x Alx =14+ B(z-1)+C

(@=1)% (z —1)° ’
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y cancelando los denominadores,
r=Alx-1?+Bx-1)+C

Como en el ejemplo anterior, daremos valores a x, pero en este tenemos una unica
raiz.
Tomando x =1 (el valor de la raiz de Q(x)), obtenemos el valor de C:

r=1, 1=C.

Para hallar los otros valores, y como Q(z) no tiene mds raices, le damos valores
arbitrarios:

x =0, 0=A-B+C,
y como C' =1, queda 0 = A — B + 1 y despejamos B en funcién de A:

B=A+1.

Ahora,
x=-—1, —1=4A-2B+C

reemplazando B y C,
—1=4A-2(A+1)+1,

con lo cual
—1=4A-2A-2+1,

es decir, 0 = 2A, y por lo tanto, A = 0. Reemplazando en B = A + 1, obtenemos
B=1.
Finalmente, integrando ambos miembros tenemos:

[ ot = | et e

[t e

T —1 1 1
/<x—1>3dx‘<m—1>2<x—1>2+’“'

Q(x) tiene raices complejas conjugadas

Un caso importante es el de raices complejas. Recordemos que si un polinomio con
coeficientes reales tiene una raiz compleja, también es raiz su conjugada. Asi, las raices
se agrupan de a pares que son raices de polinomios Q;(z) de grado dos con coeficientes
reales.

Ahora, la descomposicion sera de la forma

P(x) _ Az n B; n Asx n Bsy - A,z B,
Q1(7)Q2(2)...Qn(x)  Qi(z)  Qi(z)  Q2(z)  Q2(x)
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y habré que determinar los coeficientes A, Bj.
Para integrar las fracciones de la forma

Az
Qx)

habra que hacer sustitucién; mientras que las fracciones de la forma

B
Q(x)

se integran utilizando la arcotangente.
Veamos un ejemplo sencillo a continuacién, y luego otro méas complicado.

Ejemplo 2.3.4. Calcular la integral

/ r—1

—————dx

(2 4+4)(22+1)

Aqui, los polinomios 22 + 4 y 22 + 1 no tienen raices reales, asi que planteamos la

descomposicién

rz—1 d Ax L B n Cux L D
T =
(22 +4)(22 + 1) z2+4 2244 2241 2241

y para encontrar los coeficientes hacemos como antes, lo cual nos da:
z—1=(Az+ B)(2* + 1) + (Cx + D)(2* + 4)

(verifiquelo!).

Sin embargo, darle valores a = no ayuda mucho en este caso, ya que no logramos
que se anule nada. Utilizaremos otra idea (que también funcionaba en los problemas
anteriores), que consiste en desarrollar el polinomio de la derecha e igualar coeficientes
con la izquierda.

Tenemos

(Az + B)(z® + 1) + (Cx + D)(2* + 4)
= Az® + Az + Ba? + B+ Ca3 4+ 4Cx + Dz + 4D
=(A+C)2* + (B+ D)x* + (A+4C)x + B+ 4D

Igualando coeficientes, como el polinomio de la izquierda no tiene términos de tercer
y segundo grado, obtenemos:

0 = A4+C
0 = B+D
1 = A+4C
-1 = B+4D
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En la primera, C = —A, y en la segunda, D = —B. Reemplazando en las siguientes,
1=A—4A, —-1=B—-4B
es decir,
1=-34, —1=-3B,
de donde obtenemos . 1
A= = B= _-
3’ 3
con lo cual conseguimos también C'y D:
1 1
C=_, D=-.
3 3

Por lo tanto, hemos conseguido la descomposicion en fracciones simples buscada:

rz—1 1 =z 1 1 1 =z 1 1

S Y, P - h - .
P 0@+ 0" T 3254 32244 3241 13241

Ahora, para integrar, debemos resolver cuatro integrales, ya que
/ xz—1 d / 1 =z 1 1 n 1 =z n 1 1 d
—————dx = —= - = - - x
(x24+4)(22+1) 32244 322+4 322+1 32241

1 T 1 1 1 e 1 1
S L W (S O L d
3/x2+4x 3/302—1—4 x+3/$2+1x+3/m2+1x

Veamos cada una por separado.

T
—d
a) /a:2—|—4$

Hacemos la sustitucién t = 22 + 4, con lo cual dt = 2zdz. Entonces,

/ldt_ll "
t2 gt

que volviendo a la variable original queda

1

1
) / 2™

La primitiva de esta integral se calcula con la arcotangente, y hacemos

1 1 1
/4(m2/4)+1dx:Z/(x/2)2+1dx'

Hacemos la sustitucién ¢t = /2, con lo cual dt = dz/2. Entonces,

1/ Lt 1L
1/ 1 d_1/1
1] 2x12 " a\2™MBW )
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que volviendo a la variable original queda

/ ! dav:%arctg(a:ﬂ).

z2+4

x
I et

Esta es similar a la primera, queda

T
241

1

Esta se integra directamente, y es la arcotangente:

1
/mdx = arctg(x).

1
dx = 3 In(z? + 1).

Luego, la integral buscada nos queda

/ (2 +Jil)_(x12 T = _% (i n(a® + 4))

,é (; arctg(x/2)> +§ <;ln(xz +4)> + %/arctg(:z:) + k,

es decir,

1 1 1 1
~% In(z? +4) — 31 arctg(z/2) + 8 In(z? +4) + 3 /arctg(x) + k.

Observacion 2.3.5. El siguiente ejemplo es un caso especial, donde debemos com-
pletar cuadrados para hallar la primitiva. Se puede omitir en una primera lectura,
hasta manejar mejor los conceptos bdsicos.

Ejemplo 2.3.6. Calcular la integral
2z -1
/ oL,
2+zr+1
Podemos verificar sin dificultad que el denominador no tiene raices reales. Ahora,
observemos que en este caso ya tenemos hecha la separacién en fracciones simples,

pues
2¢—1 2x 1
——dr = | ————dx — | ——dz.
/:1:2—|—z+1x /x2—|—x—|—1x /z2+:17—|—1$

Aqui, la verdadera dificultad estd en integrar las expresiones que quedan.
Si queremos resolver la integral

/ 2x
L
2 +x+1
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podemos intentar la sustitucién ¢t = 22 + z + 1, y tenemos dt = (22 + 1)dz. Hacemos
entonces un pequeno cambio en la integral,

/ 2 /2x+1—1
——dz = [ ———dx
2 +r+1 2 4+x4+1

y separamos esta integral en dos,

/ 2c+1 d / 1 d
—_—dz — | —————dx.
224+z+1 2441

Luego, la integral original nos queda
/&dm:/ﬂd:ﬂ—/édm—/¥dm,
24+ r+1 2+z+1 24+ z+1 24+ r+1

es decir,
/ﬂd;ﬁz/ﬂdm—2/¥dm
22 +z+1 2+z+1 2 +x+1

La primera se puede resolver con la sustitucién propuesta:

1
/fdt = In|¢|
t

que volviendo a la variable original es In(z? + 2 + 1).
Para la segunda, tenemos que completar cuadrados:

2
1 1 1 1 3
2 2
1= 2. —. — — — 1= — —.
-+ x+ =+ 2x+4 4+ (x+2) +4
Ahora, esta se resolverd con la arcotangente, y hacemos

A R S5 GRS B St I S T S
2 4 43 2 4 1\V3T V3

que también podemos escribir como

() o

b

3
4

La integral a calcular nos queda

NI

2 f =2 [(zx:)hl] dxi/mdx

y haciendo la sustitucion
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integramos

V31 8V3

-3 | SErit= 3y me),

y en la variable original nos da

2/ 1 d 4 At <2:L‘+1)
— ————dr = ———=ar .
2 +x+1 B TB

La integral buscada es la suma de las dos:

4 2¢ + 1
In(z? +z+1) — — arct <)+k
( ) 75 aete | =7

El siguiente ejemplo incluye raices complejas y una raiz simple.

Ejemplo 2.3.7. Calcular la integral

/ r—1 d

————dzx

(z+1)(z2+1)

Aqui vemos que Q(z) tiene a 1 como raiz real y dos raices complejas. En este ejemplo,

como tenemos ademaés una raiz simple real, la descomposicién en fracciones simples

sera:
z—1 A Bz C

Cr )@+ o+l 2l @21
Para hallar los valores de A, B y C sumamos y nos queda

r—1 A(z?2 +1) + (Bz + C)(z + 1)

(z+1)(22+1) (z+1)(22 +1)

y por lo tanto,
r—1=A@*+1)+ (Bx+C)(z+1)

Aqui nos conviene resolverlo ddndole valores a z. Utilizamos una raiz de Q(z) y
luego dos valores arbitrarios:

r=-1, -2=24, A=-1
2=0, -1=A+C, —1=-1+C=0C=0
z=1, 0=24+(B+C)(2), 0=-2+2B=B=1.

Tenemos
rz—1 _ 1 T

@t )@+ w4l 2l

(la dltima se omite porque C = 0).

Integrando, nos queda

/(m—i—alj)zxi—i-l /7 /#—l—ld%

que se resuelven en forma similar a las que ya hemos visto, y obtenemos

rz—1 1
————dx = —1 1 “ln(z?+1 k.
/(m+1)(m2+1) x nlr+ |+2n(:17 +1)+
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2.4. Cociente de polinomios

Si bien hemos visto el caso de un cociente de polinomios mediante una integracion
aplicando fracciones simples, en todos los casos el grado del numerador P era menor
al grado del denominador ). Cuando el grado de P es mayor o igual al grado de @,
primero hay que dividir los polinomios, y luego se aplican distintos métodos segtn el
resultado que quede (sustitucién, fracciones simples). En esta seccién repasaremos el
algoritmo de la divisién y veremos algunos ejemplos.

Divisién de polinomios

Cuando se quiere calcular una integral de la siguiente forma

/

donde P y () son polinomios tales que gr P > gr @), hay que dividir los polinomios.
Esto nos permite descomponer una divisién de polinomios en una suma de dos térmi-

P(x)
Q)™

nos.

Proposicién 2.4.1 (Algoritmo de la divisién). Sean P y Q dos polinomios, Q # 0.
Entonces, existen dos tunicos polinomios C' y R tales que

P(z) = C(x)Q(x) + R(x),

donde R=060<grR<grQ. A los polinomios C y R se los denomina cociente y
resto respectivamente de dividir P por Q.

Esto nos permite reducir la integral de P/Q a dos que ya sabemos resolver:

P(z) / / R(x)
de = | C(x)de + | —=dx
Ik it | Q)
Si realizamos la divisién de P por @, por la proposicién anterior existen dos polino-
mios C'y R tales que

P(z) = C(x)Q(x) + R(z).
Luego,

Plr)  C@)Q@) + Rl  C@)Q) o
0@~ Q@ 0k < qw ‘@7

Integrando ambos miembros,

[ 53~ s B et [ B

Veamos un ejemplo:
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Ejemplo 2.4.2. Calcular la integral
3z +9
d
/ 2w +1F
Realizando la divisién se obtiene que C(z) = 3 y R(z) = 1. Entonces,

3xr+9
/2x+1 / /22+1 /d+ /2+1d

1
+f571 2z + 1| + k.

— 3"
Observaciéon 2.4.3. La integral del segundo miembro se resuelve con la sustitucion
t = 2x + 1. Dejamos los detalles de la verificacion a cargo del lector.

Ejemplo 2.4.4. Calcular la siguiente integral

/4x3—|—x2—x+1
202 —2x — 4

Como el grado del polinomio del numerador es mayor al grado del polinomio del

dx.

denominador vamos a dividirlos.
Al realizar la divisién el cociente es C'(z) = 2z + % y el resto es R(z) = 122 4+ 11.
Luego por la Proposicion 2.4.1 tenemos que:

ded + 22—z +1 5 122 4+ 11
d 2 dx " .
/ 22 —2r—4 07 /(er ) +/2x2—2x—4x

La primera integral del segundo miembro se obtiene sin problemas, pero la segunda

no es inmediata. Entonces, tenemos que aplicar alguno de los métodos vistos anterior-
mente. Como el grado del polinomio del numerador es menor al grado del polinomio
del denominador podemos aplicar fracciones simples. Necesitamos entonces la factori-
zacion de Q(z) = 222 — 22 — 4, que es Q(z) = 2(x + 1)(x — 2).

Una observacién que podemos hacer es que el polinomio @ tiene un 2 como coe-
ficiente principal, pero no es un problema ya que por la linealidad de la integral lo
podemos sacar fuera de la misma. Es decir:

/12x—|—11 d_/ 122 + 11 d_;/ 120411
2% 224" )2+ )@-2""2) @rDEz-20"

Vamos a resolver como un calculo auxiliar la integral

122 + 11
/ i7"

recordando el caso de fracciones simples donde las raices de ) son simples y distintas.

Tenemos
Rz+11 A B Alx—-2)+ Bz +1)

@t )@—2) 241 72-2  @+D@-2
Igualando los numeradores tenemos que

12z +11 = A(z — 2) + B(z + 1).

Déndole a x los valores de las raices de () tenemos que:
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= 2=212-2+11=A(2—-2)+ B(2+1), con lo cual B =32

mr=-1,12-(-1)+ 11 = A(-1-2) + B(~1+1), luego A = %

Reemplazando los valores de A y B e integrando, nos queda

- d
t)e-2" "3 1"ty ) 2™

/ 12 + 11 11 35 [ 1
(z+1)(~2) Y

Las integrales a resolver son casi inmediatas, se pueden resolver con una simple sus-
titucion, quedando:

12z + 11 1 35
——————dz = -1 11+ =1 —2|.
/(x+1)(x—2) x 3n|fc+ |-|-3 n|z — 2|

Recordando que tenfamos que resolver:

4o +2? —x+1 5 12z + 11
dr= | (220+2)d o d
/ 207 —2w—4 / v x+/2x2—2x—4 v

/4x3+m2—x+1 222 5 1(

dt = —+ -2+ =

222 —2x — 4 2 2 2

1
31n|:c+1+3351n|x—2>+k.

Simplificando y realizando la distributiva tenemos que:

/4x3+x2—x+1

5 1 35
_ 2
522 — 57— 4 de ==z +§x+6ln|x+1\+gln\x—2|+k.

Ejercicio 2.4.5. Aplicando el método de fracciones simples, calcular:

2 _ —
0) / 6z + 10 J b) /x 12z 8dx

m2+4x—|—3x 3 — 322 — 4

2z — 21 20° +2x 41
°) /xg—x—Gdz 9) /(m2+4x+4)(1‘—3)d$

2 . 4
¢) /2:c +x 6d:c f) /x +x+2

3 + 322 23 4 x4

Observacion 2.4.6. Desde ya, a la hora de calcular una integral, puede ser necesario
combinar mds de un método para hacerlo. A wveces, tras aplicar partes, la integral que
queda sale haciendo una sustitucion, o viceversa. En el siguiente ejemplo veremos que
es necesario hacer primero una sustitucion, y luego aplicar partes.

Ejemplo 2.4.7. Calcular la integral

/ 625¢% du.
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Primero aplicamos la sustitucién:
t=ux
dt = 322dzx.
Observemos que podemos escribir el integrando de la siguiente forma:
625’ =2 3x2x3ew3,

con lo cual, aplicando la sustitucion obtenemos

/ 2tetdt,

que no es una integral inmediata. Ahora aplicamos partes:
u=t !

v = et v=el

Z/tetdt =2 (tet - /etdt) =2(te! —€t).

Reemplazando la variable ¢,

y nos queda

3

/61‘5€m3dl‘ = 2(x3ez3 —e" )+ k.

Observacion 2.4.8. Un comentario final: no es sencillo distinguir a primera vista
por qué método se resuelve una integral, si sale por sustitucion, fracciones simples,
o partes. Tampoco lo es descubrir la sustitucion correcta cuando se resuelve de ese
modo. Esto se logra con mucha prdctica, y resolviendo distintos ejercicios.

En los siguientes ejercicios no se aclara qué método hay que aplicar, conviene resol-
verlos después de haber hecho los ejercicios para cada método.

Ejercicio 2.4.9. Calcular las siguientes utilizando el método de integracion que sea
conveniente.

o) /ex + 3e%* b /3u+ L 0 /1n(x) sen(In(z)) e

1—e2= u?2 +1 x

d) 1 fﬁd:c e) /xln(ﬁ+ 1)dz f) / arctgéln(y))dy

3. Aplicaciones econémicas

En esta seccién veremos algunas aplicaciones sencillas del concepto de integral inde-
finida en problemas relacionados con la economia. Dada una funcién econémica mar-
ginal, obtendremos la funcién econémica de la cual proviene, que serd una primitiva,
y con alguna condicién determinaremos el valor de k (la constante de integracién).
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3.1. Ejemplos

Ejemplo 3.1.1. En una cierta empresa se sabe que la funcién de costo marginal
estd dada por: Cmg(z) = 200 + 3z + 422 y los costos fijos ascienden a $30000.
Determinar la funcién costo total y la de costo por unidad.

Sabemos que

Cmg(z) = 200 + 3z + 422, es decir, C’(z) = 200 + 3z + 422

Integrando tenemos que:
z? 3
C(x) :/200+3x+4x2 :200x+3?+4?+k,

es decir,
3 4
C(zx) = 200z + 5952 + §m3 + k.
Aqui tenemos infinitas funciones de costo posibles. El dato del costo fijo se utiliza
para hallar el valor de la constante de integracién k. Como el costo fijo es de $30000,
eso equivale a C'(0) = 30000, o sea el costo aunque no se produzca nada es de $30000.

Reemplazando:

3 4
30000:200-O+§~02+§-03+k,

y despejamos
k = 30000,

con lo cual 3 4
C(z) = 200z + §x2 + gx?’ + 30000

La funcién costo por unidad C(z) se obtiene dividiendo el costo entre las x unidades
producidas,

entonces:

_ 200z + 222 4+ 423 + 30000 4
C(x) = G-l s :200+§x+7$2+m.
x 2 3 x

Ejemplo 3.1.2. Dada la funcién ingreso marginal Img(x) = xe?®, hallar la funcién
ingreso total y la funcién de demanda (considerar nulo el ingreso si no hay produccién).

Tenemos
Img(z) = I'(z) = ze*"dx,

con lo cual,

I(z) = /xe%dx.

Vamos a aplicar partes para calcularla:
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Luego,

1 1 1 11 1 1
2x _ T2 2x _ el 2 _ T opp2T 2
/xe dx = 21’6 2/6 dx e e““ +k er 46 + k,

2 22

y obtenemos entonces

1 1
I(z) = ia:eh - 162”3 + k.

Sabiendo que 1(0) = 0, nos queda

1 20 1 90 1
0—2 Oe 1€ +k= 4+k7

con lo cual k = 1. Luego, I(z) = Lze? — 1e2* + 1.
Ahora, como I(z) = D(z)z,

D) I(x) dwe®™—3e*+1 1, le¥ 1
€T) = = = —e e — R
x x 2 4 z 4z’

y hemos conseguido la funcién de demanda D(x).

Ejercicio 3.1.3. Aplicaciones econémicas.

1.

o4

Un fabricante descubrié que el costo marginal cuando se producen q unidades
es Cmg(q) = 3¢*> —60q + 400 délares por unidad. Si el costo total de produccion
de dos unidades es 900 ddlares, ;cudl es el costo total de produccion de las 5
primeras unidades?

La funcion de ingreso marginal en pesos, si se fabrican y venden x pares de
cierto modelo de zapatillas, es Img(x) = 50 + 9z — 0, 1522, ;Cudl es la funcion
ingreso total si el ingreso cuando se fabrican y se venden 10 pares de zapatillas
es de $900 7

Si la funcion de ingreso marginal estd dada por Img(x) = 100 — 822 + a3,
determinar la funcion de ingreso total. (Considerar nulo el ingreso cuando x =

0).

Se sabe que la funcidn costo marginal verifica Cmg(z) = xe™

el costo de producir % unidades es de $4, hallar el costo total.

S+l Sabiendo que

Sabiendo que el costo marginal y el ingreso marginal de cierto producto estdn
dados por:

1 2z
Cmg(z) = 3 sen(2z), Img(z) = +2§ ,
e
Calcular el beneficio total sabiendo que
37 7
Si el costo marginal estd dado por Cmg(x) = €322, hallar la funcién costo total
sabiendo que el costo de no producir nada es de $§, es decir,
29
Cc(0)=—.
0) 27



Capitulo 3

Integral definida

1. Integral indefinida

Una de las grandes aplicaciones de la integral es el calculo de areas. De hecho, la
integral surge como una herramienta para resolver el problema de calcular areas de
regiones arbitrarias. Si bien para circulos, cuadrados, tridngulos, etc., existen férmulas
cerradas que nos dan su area, no las hay para regiones mas generales. Por ejemplo,
jcudl es el area sobre el eje x y debajo de una parabola, entre dos valores a y b7 ;Y
el drea limitada por el gréfico de sen(z) y el eje x entre 0 y 7?7

No vamos a hacer un anélisis detallado del proceso de integraciéon que justifique
los resultados de este capitulo, el lector interesado puede consultarlo en el capitulo 8
de [1]. A continuacién veremos brevemente las ideas principales, y enunciaremos los
teoremas principales.

1.1. Integral de Riemann

La definicién de Riemann de la integral resulta bastante intuitiva, aunque los detalles
técnicos son engorrosos. Consideremos el problema de calcular el area por encima del
eje x y por debajo del grifico de una funcién continua f definida en un intervalo [a, b].

Comenzamos tomando una particion p de [a, b], es decir, p es un conjunto de puntos

p:{a:tmthtg,...,tn:b}.

Esto nos permite dividir el intervalo [a, b] en intervalos [t;_1,t;] mas pequenos.

Ahora, en cada intervalo [t;_1,t;] nos quedamos con el valor minimo m; y el valor
maximo M,; que toma la funcién. Esto nos permite aproximar el area calculando el
area de los rectangulos de base t; — t;_1 y altura m; (por debajo), y de base t; —t;_1
y altura M; (por encima). Si sumamos todas las dreas, obtenemos

Zmi(ti — tifl) S Area S ZMz(t" — tifl).
i=1 i=1
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A estas sumas se las llama sumas inferiores y sumas superiores. En las figuras 3.1 y
3.2 mostramos el caso n = 3.

Gr(f)
m
my
M3

to=a 1 t2 tz=b

Figura 3.1: Suma inferior para n = 3.

Vil Gr(f)

to=a 1 t2 t3=b

Figura 3.2: Suma superior para n = 3.

Resulta intuitivamente claro (si bien es una afirmacién que deberfamos demostrar)
que cuando agregamos mas subdivisiones al intervalo y las longitudes de las bases
[ti—1,t;] tienden a cero, los valores m; y M; de la funcién son cada vez més parecidos,
y por lo tanto, las dreas calculadas con las sumas inferiores y las sumas superiores se
parecen cada vez més.

Con esta idea en mente, definiremos la integral definida, ahora sin hacer referencia
al area, de la siguiente manera:

Definicién 1.1.1. Sea f : [a,b] — R. Si las las sumas inferiores y las sumas supe-
riores

n n
Sp=>_ milti —ti1), SP =" Mt —t; 1),
i=1 i=1

(donde m; y M; son los valores minimos y mdximos de f en [t;—1,t;]) convergen a
un mismo numero cuando aumentamos el nimero de puntos en una particion p y las
diferencias t; — t;_q tienden a cero, decimos que f es integrable. A este nimero lo
llamamos la integral definida de f en [a,b], que escribimos

/abf(;z:)dx.
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A los valores a y b se los denomina los extremos de integracion, a es el extremo
inferior, y b es el extremo superior.

Observacion 1.1.2. Si bien hemos hablado de “dreas” al describir el procedimien-
to, el argumento de Riemann de dividir un intervalo, tomar los valores mdximos y
minimos de la funcion f en cada intervalo, y multiplicarlos por la longitud de estos
intervalos, no dependen del signo de la funcion. Por ese motivo, en la definicion he-
mos omitido toda referencia al drea. Si la funcidn es negativa en un intervalo, tanto el
mdzimo como el minimo lo serdn, y el resultado bien puede ser un numero negativo.

El punto mds importante aqui es que no debe confundirse la integral definida con
el area; aunque coinciden cuando la funcidn f es positiva en el intervalo [a,b].

1.2. Propiedades de la integral definida

Proposicion 1.2.1. A continuacion enunciaremos algunas propiedades de la integral
definida que nos serdn de gran utilidad para el cdlculo de dreas:

1. Sean a, b, ¢ € RN tales que a < ¢ < b, y f una funcidn integrable sobre [a, b

entonces: . . ,
[ 1w = [ s@act [ @

2. Sea [ una funcidén integrable sobre [a,b] y ¢ € R, entonces:

/abc~f(x)dx:c~/abf(x)dx.

3. Sean f y g funciones integrables sobre [a,b], entonces:
b b b
[ @ +g@lde= [ @)+ [ oo d.

Una pregunta que podemos hacernos es qué funciones son integrables. No vamos
a profundizar en este tema, pero enunciaremos a continuacién -sin demostracién- un
teorema que justificara muchos célculos.

Teorema 1.2.2. Si f:[a,b] — R es continua, entonces [ es integrable sobre [a, b)].

1.3. Regla de Barrow

La definicién anterior no da un procedimiento 1til para calcular integrales definidas.
El proceso de limite con las particiones se vuelve lento y dificil de manejar, pero la
Regla de Barrow nos da un método de calculo sencillo. Brevemente, ésta dice que si
F es una primitiva de f, entonces

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
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Por lo tanto, calcular una integral definida se reduce a obtener una primitiva F de
f, luego se la evaliia en los extremos del intervalo, y finalmente se efectiia la resta
F(b) — F(a).

Ejemplo 1.3.1. Calcular la integral

1
/ 222 — 6z + 1dz.
0

Tenemos
1 9 6 1
/(2332—6.73+1)d$ = a3 2+
0 3 2 0
2 6 2 6
= B 241 —(2-0°—=-02+0
<3 2 + > <3 2 +
2
= --3+1
3 +
_ 4
= 3

Ejemplo 1.3.2. Calcular la integral

2m
/ cos(z)dx.
0

27
/ cos(z)dz = sen(x)|2" = sen(2r) — sen(0) = 0 — 0 = 0.
0

Tenemos

Observacion 1.3.3. Estos dos ejemplos nos deben recordar que la integral no es el
drea. En el primero, obtuvimos un resultado negativo, mientras que en el ultimo fue
nulo; un drea, por el contrario, es siempre positiva.

En algunas ocasiones, para obtener la primitiva serd necesario integrar por sus-
titucion, partes, o fracciones simples. Conviene hacer esto como un paso auxiliar,
calculando aparte la integral indefinida, y luego utilizar la primitiva en la variable
original para evaluar en los extremos del intervalo.

Ejemplo 1.3.4. Calcular la integral

4
/ 22/ 22 4 9dzx.
0

Como no podemos hallar una primitiva de forma inmediata, hacemos la sustitucién
2?4+9=u
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2x = du

y la integral queda

11

uz2 2 3
du = %d: :757
/\/ﬂu /u u i U

y volviendo a la variable original, la integral es

4
2 2 2
2072+ 9dx = g(:02+9)% :§(4Q+9)%—§(0+9)%
0
2 s 2 s 2 2 2
= Z(25)% —Z(9)% = 2125 227 = 208
2(25)% — 2(9)F = 2125 — 227 = 208

Observacion 1.3.5. Para utilizar la Regla de Barrow elegimos cualquier primitiva,
Yy no nos preocupamos por la constante de integracion. Esto se debe a que si F' es una
primitiva de f, y k es una constante arbitraria,

a”

b
/ f@)dz = F(z)+ k> = F(a) + k — F(b) — k = F(a) — F(b) = F(a)"

Ejercicio 1.3.6. Calcular las siguientes integrales definidas:

0 9
1
i 325 — 3% 4 2z — 1dx ii / (ﬁ — ) dt
) /_1 ) 1 Vit

1 2 2
£+ 6/t + 202 + Ldt : / B
i) /0 ( ) ) e x

2

In(2) . . e+1 T e 1
v e’ —e ")dt vl / dx Vil / dx
) /m(;) ( ) ) > -1 ) e wln(z)

2. Calculo de areas

En esta seccién mostraremos distintos ejemplos de célculo de dreas. La mayor difi-
cultad que presentan es encontrar la region de integracién, entre qué valores de x hay
que integrar, y en qué orden deben figurar en la integral las funciones que aparecen
cuando hay mas de una.

2.1. Area entre una curva y el eje z

Observacién 2.1.1. Cuando f es positiva en el intervalo [a,b], la integral definida
nos da el drea entre el eje x y el grdfico de f entre los valores a y b. Esto se desprende
de la propia definicion de Riemann.
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Ejemplo 2.1.2. Expresar como una integral y calcular el area de la regién acotada
por

= 224+2+1

0

0

= 1

8] Rew
|

También se puede describir esta regiéon diciendo que x estd entre 0 y 1, por encima
del eje z, y debajo de la pardbola y = 22 + x + 1.

Cuando se pueda, nos conviene graficarla, en este caso podemos hacerlo (jhagalo!)
y vemos que es positiva en [0, 1]. Entonces, el drea buscada es

1
/ (2% 4+ x + 1)dz.
0

Para calcularla, buscamos una primitiva y aplicamos la regla de Barrow:

3 2
F(x)z/(x2+m+1)dm=%+%+x,

3 2

1 1
11 11
/(xQ—&—x—i—l)da::x——&—x——&—x =(-4+-+1)-0=—.
0 32 6

o \3 2

Ejemplo 2.1.3. Hallar el area de la region limitada por la recta y = 2z, el eje x y la
recta vertical x = 2.

Observemos que en este caso nos dan un dnico extremo de integracién, x = 2. Pero
la recta y = 2z corta al eje z en x = 0. Luego, calculamos el area del triangulo que
queda formado entre el eje x, la recta, y x = 2 con la siguiente integral:

2
A:/ 2xda:=m2|(2):4—024.
0

Ejemplo 2.1.4. Hallar el 4rea de la regién limitada por la curva y =  — 22 y el eje
T.

En este caso, debemos hallar ambos extremos de integracién, que serdn las intersec-
ciones de la curva y con el eje z, es decir, las raices de z — 2. Como estas raices son
0y 1, el area buscada es

1

1 2 3
9 T T 1 1 1
/Oxxx 2 3|, 2 3 6

Observacién 2.1.5. En ocasiones, la funcion cambia de signo. Si nos interesa el
drea entre el grdfico de una funcion f y el eje x, no es posible integrarla directamente
como en el ejemplo anterior. Aqui, se buscan los ceros de la funcion y se integra f en
los intervalos donde es positiva, y —f en aquellos donde es negativa.
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y A
x=1/2 x=3
f(x)=Inx

A1

Az ~—— W] X

Figura 3.3: Grafico del ejemplo 2.1.6

Ejemplo 2.1.6. Calcular el drea de la regién encerrada entre:

)

8 8 € w
Il

w ol Og

— —~

8

Una vez realizado el grafico (ver figura 3.3), nos damos cuenta que hay que partir
en dos la regién ya que la funcién cambia de signo. Entonces, tenemos

3 1
Ay :/ In(z)dx, y Ao :/ —In(x)dz.
1 1

2

Para hallar el drea necesitamos una primitiva del logaritmo, que ya la calculamos
en el ejercicio 2.2.12, y tomamos z In(x) — .
Entonces,

3
A = /1 In(z)dx
= zln(x) — xﬁ'
31n(3) — 3 — (1In(1) — 1)
31In(3) — 3+ 1
= 3In(3) — 2.
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1
Ay = /fln(x)dx

Luego,
1 1 1
A=A+ A :3111(3)—2—1-5—}—5111 (2> ~ 1,45.

Ejemplo 2.1.7. Calcular el 4rea entre el eje = y la pardbola y = 22 — 1 entre —2 y 2.
Aqui el drea no es fi 2% — 1dz, ya que la funcién se hace negativa. Calculamos los
ceros y encontramos que son +1; la pardbola es positiva en [-2, —1] y [1, 2], y negativa
n [—1,1] (jdibdjelal).
Luego, el area es

-1 1 2
/ 2% — 1dx +/ —2? + ldx +/ z? — ldz,
—2 -1 1

e integrando cada una por separado, tenemos

1 8
= ——+4+14+--2==
3 ti 3 3
2| L 1) (—1)
T—— = 1—-——=—-1((-1) -
31, 3 3
- 3 33
3 2 3 3
2
) = e (L
3 1 3 3
8 1 4
3 3 + 3
Ahora, obtenemos el drea buscada sumando estos valores, y es
4 4 4
—+ -+ -=4
3 + 3 + 3
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X=-2 \%
fx)=e™

y=1/2x+1

Figura 3.4: Grafico del ejemplo 2.2.2

Ejercicio 2.1.8. Hallar el drea de la regidn limitada por la curva y = \/x, las rectas
z=4, =9 yel eje x.

Ejercicio 2.1.9. Hallar el drea de la regién limitada por la curva y = x? — 4z y el

eje x.

2.2. Area entre curvas

Observacién 2.2.1. Si se tienen dos funciones f y g definidas en [a,b], tales que
f(z) > g(z) para todo = € [a,b], el drea entre ambas funciones se calcula como

b
/ (@) - g())dr.

Coloquialmente, nos referiremos a f como el "techo” de la region y a g como el "piso”,
para indicar que una estd por arriba de la otra.

Ejemplo 2.2.2. Calcular el area de la regién encerrada entre:

—Z

y = ¢

1
y = §x+1
T = -2
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Observemos que sélo dan uno de los extremos de integracion, el otro saldra del
punto donde se crucen ambas curvas. Nos conviene graficar las funciones, y una vez
realizado el grafico (ver figura 3.4), calculamos el drea como:

0 1
A:/ e””—(x—i—l) dx.
9 2

El extremo superior de integracién, * = 0, lo descubrimos a partir del grafico.
Podemos plantear, para hallarlo, la ecuacién

1
e x:?v—&—l,

pero es practicamente imposible despejar el punto donde se cruzan las curvas a partir
de esa ecuacion. Aunque podemos verificar que z = 0 es solucién de la misma, ya que

e = = 0+1
2
En casos més simples (cuadriticas, rectas), podremos hallar los extremos de integra-
ciéon buscando analiticamente los puntos de interseccién, pero con exponenciales o
trigonométricas resulta muy dificil.
Antes de calcular la integral, busquemos una primitiva de [ e *dz. Haciendo la
sustitucion

u = -z
du = —dx
despejamos dr = —du y cambiamos de variable:

/e"(—du) = —/e"du =—e"+c¢

y volviendo a la variable original tenemos

/efzdx =—c"+ec
Luego, el area buscada es

0 1
/ e ¥ — (a: + 1) dx
. 2 Y

I
m\
8

|

I

8

|
[
ISH

8

_ w12
B 22 )
102 1(-2)?

— o_ -2 —(=2) _ =

= —e- L - — (=2
<797 ( 3 2 Y
—1—(—e2-1+2)

= —1+e2+1-2
e? — 2.
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Ejemplo 2.2.3. Hallar el drea encerrada por las curvas y1 = 2> —leys =2 + 1.
En este caso, si bien podemos graficar ambas funciones, vamos a resolverlo analiti-
camente. Planteamos
2 —1=xz+1,
y nos queda
22—z —-2=0.

Las raices de esta ecuacion son x = —1 y x = 2, que seran los extremos de integracion.
Nos falta saber en qué orden tenemos que escribir las funciones, y para esto evaluamos
en punto del intervalo (—1,2), por ejemplo en x = 0. Tenemos

y1(0)=0* =1 =1, ¥2(0)=0+1=1,

con lo cual y2 > y; en (—1,2) (en realidad, aqui estamos utilizando el Teorema de
Bolzano: la funcién y» — y1 es continua y no tiene ceros en (—1,2), por lo tanto es
positiva en todo el intervalo).

El drea buscada es

2 2
/x+1—(w2—1)dm = /—x2+x+2dx

—1 -1

Z‘S J,'Q 2

)
3 T2
8 4 (=1)°  (=1)?

= 44209 (- 2(~1
3727 ( T B
8 11

= T 424442
SH24d— o

_ 9

- =

Observacién 2.2.4. En ocasiones, dadas dos funciones f y g definidas en [a,b], éstas
se cruzan en varios puntos, y cambia cudl es mayor que la otra segun el intervalo
considerado.

Ejemplo 2.2.5. Calcular el drea encerrada por las curvas y; = 23 + x e yp = 5.
Como en el ejercicio anterior, buscamos la interseccién de y; e ya:

x3+x:5w,

y obtenemos
0=2®—dox =2(2® —4) = z(z — 2)(x + 2).

Entonces, tenemos dos intervalos para integrar, (—2,0) y (0,2). En el primero, y; > ya,
pues evaluando en x = —1 tenemos

(-1 4+ (-1)=-2>5-(-1) = —5.
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En cambio, en (0,2) es y2 > y1, pues evaluando en z = 1,
5-1=5>14+1=2.

Luego, el area buscada es A; + Ay donde

0
A = /w3+m—5xdx

-2

0 4
/ x3—4x:x——2w2

-2 4 -2
04 (_2)4

= ——2.02~ —2(-2)?
’ (5 -2

= —448=4,

Ay = f025x—(x3—|—x)dx

0 412

= /4x—x3:2x2—x—
—2 4|,

= 2224 (22— )

= 8-4=4,

y entonces
A+ Ay =4+4=28.

Ejercicio 2.2.6. Hallar el drea de la regidn limitada por las curvas y = x> — 2z e
2
y=—a°+4

Ejercicio 2.2.7. Hallar el drea de la region limitada por la curva

y:?
y las rectas y = x, e y = z/8.

Ejercicio 2.2.8. Calcular el drea de la region encerrada entre

= In(x)

1
= 1
= 6

8 8 e w

Ejercicio 2.2.9. Hallar el valor de m > 0 de manera que la region limitada por la
recta y = mx y la curva y = 42> sea igual a 18.
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3. Aplicaciones econémicas

En lo que sigue, vamos a considerar dos funciones, una de demanda (p = D(q)) y
otra de oferta (p = O(q)), de un mismo articulo. La variable ¢ denota la cantidad del
articulo que puede venderse u ofertarse a un precio p por unidad. Suponemos que el
bien es tipico, con lo cual la funcién de demanda es decreciente y la de oferta creciente.
La interseccion de ellas representa el punto de equilibrio,

Pe = (Qeype),

es decir, a ese precio p. los consumidores estardn dispuestos a comprar (y los produc-
tores a vender) una cantidad ¢, de unidades del articulo.

Bajo la hipétesis de un mercado de libre competencia existirdn consumidores que
estaran dispuestos a comprar el articulo a un precio mayor que el precio de equilibrio
Pe, ¥ por lo tanto se benefician con este precio. La suma en que se benefician se
denomina el excedente del consumidor, EC, y es igual al drea que se encuentra
entre la curva de demanda, el eje de ordenadas, y la recta p = p., suma que se puede
calcular mediante la integral:

EC = /OQE(D(Q) — pe)dq.

En forma similar consideraremos el excedente del productor, es decir, existiran
productores dispuestos a vender el articulo a un precio menor que el precio de equili-
brio pe, y por lo tanto se benefician con este precio. La suma en que se benefician se
denomina excedente del productor, y se puede calcular con la integral

EP = / " (pe — O(a))da.

D(a)

q

Figura 3.5: Gréafico de los excedentes
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3.1. Ejemplos

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.1.1. Las funciones de demanda y de oferta de un articulo son
D(g)=-¢"+6, y O(qg)=2¢+3

respectivamente, hallar el excedente del consumidor y del productor.

Para resolver el ejercicio primero necesitamos hallar el punto de equilibrio, o sea, la
interseccién entre la demanda y la oferta. Para ello, igualamos las funciones:

D(g)=0(g) = —-¢+6=2¢+3
y debemos hallar las raices de la cuadratica
2 —
—q°—2¢q+3=0.

Estas son ¢ = —3 y ¢ = 1, pero como ¢ representa cantidades, descartamos la primera
y nos quedamos con ¢, = 1.

Para hallar el precio de equilibrio basta evaluar las funciones en este valor, y haciendo
O(1) o D(1), obtenemos p. = 5.

Reemplazando en las integrales, calculamos los excedentes
1
EC = / D(q) — bdg
0
1

= / —¢* 46— 5dg
0

1
= / —¢* + 1dgq
0
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1
EP = /570(q)dq
0

1
/ 5—(2¢+ 3)dq
0

1
/ —2q + 2dq
0

1
—*+2q |,

= —-14+2=1.

Ejemplo 3.1.2. Se desea que el excedente del productor sea de $64, y la funcién de
oferta es O(q) = a® ¢?, donde a es el precio unitario (a > 0). Sabiendo que el precio
de equilibrio es p. = 4, ja cuanto se tiene que vender cada articulo para obtener dicho
superavit?

Aqui la verdadera incégnita es a (precio unitario), y nos dan como datos el excedente
del productor y el precio de equilibrio. Para hallar la cantidad de equilibrio usamos
el dato p., y entonces obtenemos

4 = d*¢’
2 _ 4
qE - a2
e = —
a

ya que ge >0y a > 0.
Sabemos que el excedente del productor es

qe
EP = / pe — O(q)dg,
0

y reemplazando los datos tenemos

64 = /a4fa2q2dq
0

a 2
= 4q- gqg l6
8 8

" a 3a
16

 3a’
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de donde despejamos a, y obtenemos

1
a=—.

12

Ejercicio 3.1.3. Dadas las siguientes funciones para un determinado producto:
f(x) =454 2z, y g(x) = 144 — 22,

hallar los excedentes del productor y del consumidor. Realizar un grdfico aprozimado.
(Sugerencia: determinar primero cudl funcién es la de demanda y cudl es la de oferta).

Ejercicio 3.1.4. Las funciones de demanda y oferta para cierto bien es

18 1
D(q) = —— —Zqg+1.
(q) i3 y O(q) G4+

Hallar el excedente del consumidor.

Ejercicio 3.1.5. La funcidn de oferta de un articulo es O(q) = +/10g + 100 y la de
su demanda es D(q) = f% q + 35. Hallar el excedente del productor.

Ejercicio 3.1.6. Sea D(q) = (q+32)e~%4"8 la funcién de demanda de cierto producto.
Hallar el excedente del consumidor cuando el equilibrio se alcanza para una demanda
de 2 unidades.

Hay otros problemas econémicos donde se utiliza la integral definida. Los siguientes
ejercicios se resuelven de manera diferente, y no involucran excedentes.

Ejercicio 3.1.7. En cierta fdbrica, el costo marginal es 3(q —4)? délares por unidad
cuando el nivel de produccion es q unidades. ;En cudnto aumentard el costo total de
fabricacion si el nivel de produccion aumenta de 6 a 10 unidades?

Ejercicio 3.1.8. Una compania determina que el ingreso marginal de la produccion
de x unidades es I'(x) = T—3x—4x? cientos de ddlares por unidad vy el correspondiente
costo marginal es C'(x) = 5+ 2x cientos de ddlares por unidad. ;Cudnto cambia la
utilidad cuando el nivel de produccion aumenta de 5 a 9 unidades?
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Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales
ordinarias

En este capitulo estudiaremos ecuaciones diferenciales ordinarias. Las ecuaciones di-
ferenciales son una clase de ecuaciones donde la incégnita es una funcién, y conocemos
ciertas relaciones entre esta funcién desconocida y sus derivadas.

Cuando la funcién desconocida depende de una tnica variable, tenemos una ecuacién
diferencial ordinaria, y si la funcién desconocida depende de varias variables, tenemos
una ecuacion en derivadas parciales.

El drea de ecuaciones diferenciales es una de las mas amplias de la matemaética, ya
que se aplican a distintos problemas préacticos de la fisica, la quimica, la ingenieria y
también de la economia. Por esta razén, y dado que éste es un curso introductorio
al tema, veremos algunos métodos sencillos para resolver ecuaciones diferenciales de
primer orden. Vamos a considerar también problemas de segundo orden a coeficientes
constantes, y para un desarrollo més completo del tema recomendamos [2], y en
especial el excelente libro de Simons [11], si bien puede ser necesario un conocimiento
de matematicas mayor para estudiar este tltimo libro en detalle.

1. Ecuaciones de primer orden

En esta seccién estudiaremos ecuaciones diferenciales de primer orden. Luego de las
definiciones bésicas, veremos algunos ejemplos sencillos para familiarizarnos con las
ecuaciones diferenciales.

1.1. Nociones generales

Definicién 1.1.1. Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es una ecua-
cion que involucra la funcion incégnita y su primera derivada. La funcidn incognita
depende de una sola variable independiente.
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Ejemplo 1.1.2. La ecuacién diferencial ordinaria f'(x) + 3z f(z) = 2z es de primer
orden, la incdgnita es la funcién f(x).

Observacion 1.1.3. FEl orden de una ecuacion diferencial es igual al de la mayor
deriwada de la funcion incdgnita.

Ejemplo 1.1.4. La ecuacién diferencial ordinaria f”(x)+3x f(x) = 2z es de segundo
orden, la incdgnita es la funcién f(z).

Nos convendrd introducir cierta notacién para las funciones incégnitas, vamos a
representarlas con la letra y:

f(z) =y,
fl@) =y,
(@) =y"
También escribiremos la derivada utilizando la notaciéon de Leibniz,

—

y_dx

Los ejemplos anteriores con la nueva notacion se escribiran
y + 3zy = 2, y' + 3zy = 2.

Definicién 1.1.5. La solucion general de una ecuacion diferencial es el conjunto de
todas las funciones que satisfacen la ecuacion diferencial.

Definicién 1.1.6. Una solucidn particular es aquella funcion que ademds de ser una
solucion cumple con alguna condicion adicional, por lo general, la de pasar por un
punto (xg,yo) determinado.

A la condicion y(xg) = yo se la llama la condicidn inicial.

Observaciéon 1.1.7. Resolver una ecuacion diferencial consiste en hallar la solucion
general de la ecuacion. Si se dispone de un dato inicial, se debe hallar la solucion
particular.

Veamos unos ejemplos donde aplicamos directamente estas definiciones para fami-
liarizarnos con ellas.

Ejemplo 1.1.8. Decidir si y = 22 + x es una solucién de la ecuacién
Y =y+1

Para ver si es una solucidn, calculamos 3y’ = 2x + 1, y reemplazamos y, 3’ en la
ecuacion. Si lo es, debe cumplirse que

2r+l=a’4z+1
para todo valor de x. Pero cancelando vemos que no, ya que

x # 22
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Observacién 1.1.9. En este ejemplo, cuando x =0 6 x = 1 se cumple © = 2. Sin
embargo, para ser solucion debe darse la igualdad para todo valor de x.

Ejemplo 1.1.10. Verificar que la funcién y = 22 + z es una solucién particular de
la ecuacion
zy =y +a?

que satisface y(0) = 0.
Observemos que para verificar que es una solucion particular hay que comprobar
dos cosas:

= que y es solucion de la ecuacion, y ademas
= que y(0) = 0.

Esto dltimo es més sencillo de comprobar, ya que basta reemplazar y hacer la cuenta.
En efecto, y(0) = 02+0 = 0. Para verificar que es solucién de la ecuacién, necesitamos
calcular su derivada. Como y = z2 + z, tenemos 3’ = 2z + 1, y ahora hay que ver si
se cumple que

xy =y+a®

Reemplazamos en la ecuacion y nos queda
2z +1) = 2% + z + 22,
ahora, distribuyendo en el primer miembro y agrupando en el segundo,
2x2+x:2x2+x,

con lo cual y es solucién.

Veamos un ultimo ejemplo antes de estudiar los métodos para hallar las soluciones
de una ecuacién ordinaria de primer orden.

Ejemplo 1.1.11. Hallar el valor de ¢ tal que la funcién y = e® + 22 + cx sea una
solucién particular de la ecuacion

v =y—a?+2, y(0) = 1.
Derivando tenemos que 3’ = e® + 2z + ¢, y reemplazando,
e +2r+c=e"+a’+cx—a*+2,
y tras simplificar y hacer pasaje de términos nos queda
2r — 2 =cx —c,

con lo cual ¢ = 2.
Finalmente, observemos ademds que y(0) = e® + 02 + 2 -0 = 1, asf que satisface la
condicién inicial.
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2t

Ejercicio 1.1.12. Demostrar que y = e“* no es una solucion de la ecuacion diferen-

cial y" + 4y = 0.

Ejercicio 1.1.13. Demostrar que para cualquier constante k, la funcion y = ke”
satisface la ecuacion diferencial Z—Z =y.

Ejercicio 1.1.14. Hallar los valores de C y k tales que la funcion y = Ce® satisface
el problema de valores iniciales

2. Meétodos de resolucion

En esta seccién veremos dos métodos para resolver ecuaciones diferenciales ordina-
rias de primer orden. Ambos corresponden a dos casos particulares de ecuaciones de
primer orden, pero quedan muchos mas que no trataremos aqui.

2.1. Ecuaciones diferenciales de variables separables

Definicién 2.1.1. Dada una ecuacion diferencial

v = f(z,y),

se denomina de variables separables cuando la funcion f(x,y) se puede escribir como
un producto de dos funciones, una de la variable x, la otra de la variable y, es decir,
existen funciones P, Q) tales que

f(z,y) = P(z)Q(y).

Esta clase de ecuaciones diferenciales se resuelve con facilidad. Vamos a proceder
formalmente para entender cémo funciona el método.
Si tenemos y' = P(x)Q(y), escribimos

dy

_— = P

7 = L @)R),
y “despejando” e integrando,

dy__ x)dx
@—/P()d.

Calculamos ahora las primitivas, y tenemos una ecuacién implicita para y. Observemos
que no siempre podremos despejarla explicitamente como funcién de x.

El método, planteado asi, nos puede provocar varias dudas (jse despeja dz?, jpo-
demos dividir por Q(y) siempre?), pero tras resolver distintos ejemplos nos conven-
ceremos de que funciona. Veamos algunos ejemplos:

74
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Ejemplo 2.1.2. Hallar todas las funciones cuyas derivadas son iguales a .

El ejemplo nos pide resolver una ecuacién diferencial, si bien primero debemos plan-
tearla. Una funcién genérica que estamos buscando es y, sobre la cual el dato que
tenemos es que su derivada es z, esto es

Yy =x.
Entonces,
dy
- —r
dx

[v= [

Integrando ambos miembros nos queda

2

X
= — k
y= + K,

que es la solucién general de la ecuacién anterior.

Ejemplo 2.1.3. Hallar la solucién de 3y’ = x que pasa por el punto (2,1).

Aqui nos piden una solucién particular, y podemos utilizar la solucién general que
calculamos en el ejemplo anterior, y = 2%/2 + k. Para hallar la solucién particular,
tendriamos que determinar k. Entonces, como y = 1 cuando x = 2, tenemos

22

1= 4k
g T

de donde obtenemos
k=-1.
Luego, la tnica funcién que satisface la ecuacién y que pasa por el punto (2,1) es

2

"
y=5

Observacion 2.1.4. En este ejemplo se ve que la solucion general no es una unica
funcion, sino que son infinitas (salvo que nos den una condicion para hallar k).

A continuacién veremos un ejemplo més complicado.

Ejemplo 2.1.5. Resolver la ecuacién diferencial

y' + ey = 0.
Reescribimos la ecuaciéon como

@ _ 762wy2

dz ’

y vemos que es de variables separables ya que la expresién de la derecha es el producto

22 o 42, Luego, separando variables e integrando, nos queda

d
/—g = /ermdm.
Yy

de —e
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Para la integral del lado izquierdo hacemos
1 y_l
—dy = —2d -4 _ 1
/ 7 Y / Yy =" Y

1
/ehdx = —562:” + k,

con lo cual podemos despejar y en funcién de x:

Del lado derecho,

1 1
—*:—762‘%4-]{}7
Y 2

1 1
*:*62z—]€,
y 2

_ 1

v= %e%—k'

Ejemplo 2.1.6. Resolver la ecuacién diferencial

yy' cos(x) — y* tg(x) = 0.
Separando las variables, tenemos

v costa) = ta(e)

ydy  tg(x)
y3dx  cos(z)’

Como tg(z) = sen(x)/ cos(x), integramos

1
/—dy _ / sen(x) A
y? cos?(x)
La integral del lado izquierdo es la misma del ejemplo anterior, y una primitiva es
—y~ 1. Vamos a calcular la integral del lado derecho por sustitucién, hacemos

t = cos(x)

dt = —sen(z)dz,

y reemplazando tenemos:

1 t=1 1
/f—th: —/fzdt: - =
t -1 ¢

Volviendo a la variable original, es

/ CSS:;(Z)) dr = cosl(a:)'
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Luego,
1
— -1 —

Y cos(x) Tk
1 1

y ~ cos(x) Tk
1 1
- = —(— 41k
y (@ +4)

6 - ()

I
cosl(w) +k

Ejercicio 2.1.7. Hallar la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales
a) y'=8y b yY=3y-4 o y=y
d) Y=z ¢ zl@+lly =y f) (@+2y =y

9) ¥y +e*y* =0 h) (1-cos(z))y = ysen(x)

5y .
'=—  j) zhn(z)y'=y k) ¥ =

i
)yx .

Ejercicio 2.1.8. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:

W v =g w0)=3 b ov= g vl =e
) 'zw =2 4 y=""2 o=

&) ¥=@++1), y0)=0 f) y=a y1)=1

—2z
9) v =25 w)=1 h Y ==’ y(0) =0
—yln . 2
)y =)< N ov=Y w=
2x(1+eY) 1+y?
k) y’=6y((1+x2)7 y(0)=0 D y=—— y1)=0
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2.2. Ecuaciones lineales de primer orden

Definicién 2.2.1. Una ecuacion diferencial se dice lineal de primer orden si tiene la
siguiente forma:

a()y’ + b(x)y = f(x),

donde a(x), b(x) y f(x) son constantes o funciones que dependen de x pero no de vy,
con a(x) # 0.

Definicién 2.2.2. Una ecuacion lineal de primer orden se dice homogénea cuando
f(z) =0, es decir, si es de la forma

/
a(x)y" + b(x)y = 0.
A continuacién veremos cémo resolver una ecuacién lineal de primer orden ho-
mogénea, y luego el caso general.

Resolucién de la ecuacién lineal homogénea

Vamos a suponer que y > 0, para evitar tomar médulos.
Partimos de la ecuacién

alw)y +b(x)y = O,

que vemos que es de variables separables, con lo cual hacemos

() % = —b(a)y

@__/“ﬂm.

Y a(x

/éwzm@,

Integrando el lado izquierdo,

y despejando al lado derecho,

b(z
In(y) = /aix))d +k,
y = ce~ ) iFd

donde ¢ = e*.

Observacién 2.2.3. Si no hubiésemos supuesto que y > 0, hubiésemos tomado In |y|.

A esta solucién de la ecuacién homogénea la escribiremos y,, tenemos entonces la
férmula:
b(z

) s
yn = ce | a@ %, (2.1)
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Ejemplo 2.2.4. Resolver la ecuacién
zy — 3y = 0.
Separando variables tenemos

dr

d
R
Yy xr

In(y) = 3In(z) + k.

3y

con lo cual

e integrando nos queda

Despejando,

3ln(z)+k _ 63 ln(w)ek 3

)

3
y=e = eFen@) = ¢

donde hemos llamado ¢ = e*.

Luego, se tiene vy, = ca>.

Observacion 2.2.5. En este ejemplo, cuando calculamos [ %dm estamos consideran-
do x > 0; de lo contrario deberiamos utilizar maddulos.
Resolucién de la ecuacién lineal no homogénea

La solucién general de una ecuacién lineal de primer orden no homogénea es y =
Yn + Yp, donde y;, es la solucién de la homogénea e g, es una solucién particular de
la ecuacién no homogénea.

A continuacién veremos cémo obtener esta solucién particular y,,.

Método de variacion de los parametros

Dada la ecuacién diferencial
a(z)y’ +b(zx)y = f(x) (2.2)
queremos encontrar una solucién particular y,. El método consiste en plantear.
Yp = c(T)Yph,

donde ¢(z) es una funcién que tenemos que encontrar e ¥, s una solucién particular
de la homogénea (la obtenemos de y;, dandole el valor 1 a la constante).

Ahora, como ¥, es una solucién de la homogénea, sabemos que es una solucién de
a(x)y’ + b(x)y = 0, es decir,

a(m)y{oh + b(z)ypn = 0. (2.3)

Como queremos una solucién particular de la ecuacién 2.2, tenemos que hallar ¢(x)
tal que
a(z)y, + b(x)y, = f(@).
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Luego, derivando y, = ¢(z)y,, tenemos
Yy = ¢ (@)ypn + (@)Y,
y reemplazando y, e y]’o nos queda
a(x)[¢' (@)ypn + c(@)ypn] + b(@)c(x)ypn = f ().
Distribuyendo,
a(z)d (x)ypn + alz)e(@)yy, + b(z)e(@)ypn = f(2),

y agrupando ahora los términos con el factor ¢(x) y utilizando la ecuacién 2.3,

c() [a(@)y,n, + b(x)ypn] +a()d (@)ypn = f(z),

0

por lo tanto debemos resolver

a(z)d (z)ypn = f(x).

Observemos que esta es una ecuacion de variables separables, donde las funciones
a(z) y f(x) son datos, y la funcién y,;, también la conocemos, porque se obtiene al
resolver la homogénea. Tenemos entonces la siguiente ecuacién a resolver:

Sy~ @)

a()ypn’

e
c(x) _/a(x)yphd

Una vez que conocemos c(z), obtenemos yp:

Yp Zyph/ AC) dzx, (2.4)

a(x)yph

e integrandola,

y entonces la solucién general es

Y ="Yn+ Yp-

Observacion 2.2.6. Podemos resolver una ecuacion lineal de primer orden utilizando
directamente las formulas (aunque no lo recomendamos) a las que hemos llegado, es
decir, las ecuaciones 2.1 y 2.4:

b(x)
Yn = ce—f a(z) 4

(la constante ¢ aparece de la constante de integracion al calcular
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ya que si g(x) + k es una primitiva de b(zx)/a(z),

yp = e~ 9@k _ o—9(z)—k _ Ce—g(w)’

conc=e")

@,
Yp _yph/a(x)yphd .

Como ademds y,n se obtiene de yp, con c =1, tenemos

_ b(l) x b(L)
Up I dz/f “(1)dxd.’17.

(ZZ

y la solucion general de la ecuacion es

I b(x) 4 - b)) 4o f ,]j b(z) da

Yy = ce atzy & a(ﬂ") d,]j

donde ¢ es la constante a determinar por las condiciones iniciales (si las hay).

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.2.7. Resolver la ecuacién
xy — 3y = 2°.

En primer lugar, buscamos la solucién de la homogénea. Para calcular y;, tenemos
que resolver
zy — 3y = 0.

Por el ejemplo 2.2.4 anterior, tenemos que

yn = ca’.

Debemos calcular ahora y,, es decir, tenemos que encontrar ¢(z) tal que
Yp = c(T)Ypn

donde y,, = 2% (hacemos ¢ =1 en yp,).
Luego,
y, = (x)a® + c(x)327,

reemplazando y, e y;, en la ecuacién original tenemos
z[c (2)x® + c(x)32?] — 3e(x)2® = 2°,

wc (x)z® + ze(z)30? — 3e(x)r® = 2°.

Agrupando nos queda
2t (z) + 32c(x) — 3adc(x) = 2°.
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Luego,
5
x
d(z) == =z,
()=
e integrando obtenemos
2
x
c(x) = ER
Entonces,
2w
Yp = =Yp = 9
y la solucién general es:
=ca® + x—5
Y= 9"
Ejemplo 2.2.8. Resolver la ecuacién
T+ 2
)y +y=——=
(@+ Dy’ +y ="

Al igual que en el ejemplo anterior buscamos la solucién de la homogénea, es decir,
hallamos la solucién de la ecuacién

(x4+1)y +y=0

Como tenemos que separar variables planteamos

dy
-2 =—
(@+1)— =~y
Luego,
dﬁ,f dx
y  x+l

Integrando ambos miembros,

/édy:/(_xil)dx

La integral de la izquierda es inmediata y la de la derecha se resuelve con una simple
sustitucion, llamando t = x + 1, luego se obtiene

In(y) = —In(x + 1)+ k

Aplicando e ambos lados y utilizando propiedades del logaritmo obtenemos
y = e1n((x+1)*1)+k

Aplicando propiedades de la potencia y componiendo la exponencial con el logaritmo
tenemos

y=(z+1)""e"
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Llamando ¢ = e* obtenemos ¥,

1
c
r+1

Para hallar y, tenemos que encontrar ¢(z) tal que

Yn =

Yp = c(T)Yph

1

41 (tomamos ¢ =1 en yp).

donde ypn, =

Derivamos y,, utilizando la regla del producto,

1 (-1)
x+1 +c<x)(m—|—1)2

Reemplazando y, e y;, en la ecuacién original tenemos que,

y'p=d(x)

1 1 T+ 2
1 / _ - - —
(z+ )(c(m)x+1 c(m)(x+1)2>+0(33)$+1 PR
Aplicando la propiedad distributiva,
1 1 1 T+ 2
1 — 1 — =
(2 +1)€/(@) g — (b D ele) gy +el@) g = g

Simplicando términos obtenemos

T+ 2
z+1

d(z) =

A diferencia del ejemplo anterior, para hallar ¢(x) tenemos que resolver una integral

que no es inmediata, sino que hay que dividir polinomios ya que el grado del numerador

es igual al grado del denominador.

Realizando la divisién tenemos que

r+2=(x+1)-14+1

Entonces

Luego

yp:($+1n($+1))'m

Finalmente la solucién de la ecuacién diferencial es v, + yp, es decir
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1 1
1 1) . ——
m+1+(3§—|—n(a:—|— ) z+1

y==c

Vamos a resolver otro ejemplo usando directamente las formulas para que se entienda
su funcionamiento.

Ejemplo 2.2.9. Resolver la ecuacién

y —2xy = .
Sabemos que
) g
yp = ce I a() dl’
y en nuestro ejemplo es a(z) =1, b(x) = =2z y f(x) = x. Luego,

- 2
/L(x)dx - /—2mdx = —Q/xdac — 2% 4tk=—2’+k
a(x) 1 2

Tenemos entonces

2 2 2
yp = e (TTHR) = ook — et

Ahora necesitamos y,, donde y, = ¢(x)ypn, y tenemos

= [ 2

a(T)ypn

En nuestro ejemplo y,;, = e’ (tomamos ¢ = 1 en y;). Tenemos que calcular

@
() = / s,

que es

t=—x
dt = —2xdzx,
dt
der = ——.
v —2x

Luego,

1
—— [ eldt = flet,
2 2

y volviendo a la variable original, queda
—x

c(z) = —=e
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Entonces,

y la solucién general es

Capitulo 4. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Ejercicio 2.2.10. Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales

linea- les:

a)

c)

e)

9)

i

y/+2y — 621

, cos(z) 1
sen(z)  sen(x)

22y + 22y —e* =0

b) ay —3y=ab

d) zy +y+ax=c¢e"

2 3 r+1

/o _ 13 h /2 —

YoavrY (@+1) ) x x

/ - / 5 x,.5

y' + ycos(z) = sen(x) cos(x) i)Y - Sy=¢€"x

x
7 3 1-2x
k) o+ —y=— )y ~1=0
) Y+ —y=— ) Yty

1)

y +2ry==x

m) (322 + 1)y’ — 22y = 62

Un problema aparte, una vez aprendido estos métodos, es reconocer cuél de los dos
se debe aplicar a una ecuacion diferencial. Esto sélo es cuestiéon de préctica, y resolver
los siguientes ejercicios ayudard a afinar nuestra capacidad de reconocerlos.

Ejercicio 2.2.11. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales utilizando el méto-
do conveniente:

a)

9)

(z+ 1)y +y=

T+ 2
r+1

zy —y=1In(z)+1

yy' cos(x) — y* tg(x) =0

/

142y
4 — g2

Q) o = VA4 —4y?2 (22 + 1)
Vix? +4x+1

f @+1)y — (@20 +1)y=ze"

h) xzsen(x)y + [sen(x) + x cos(x)]y = xe®
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3. Aplicaciones econémicas

Veamos algunas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden.

3.1. Marginales y elasticidad

Las ecuaciones diferenciales sirven para resolver ecuaciones econémicas cuando den-
tro de la misma aparecen funciones marginales o elasticidades. Veamos dos ejemplos.

Ejemplo 3.1.1. Se sabe que la tasa de cambio del costo de produccién de una
empresa aumenta proporcionalmente a la cantidad producida. Determinar la funcion
costo, sabiendo que el costo fijo es de $1000.

Como la tasa de cambio del costo es su derivada, tenemos

C'(z)=a- =,

donde a es una constante positiva.
Esta es una ecuacién de variables separadas, y tenemos

o _ L,
de
/dC’ = /axda:
2
ax
C’—T—Fk

Ahora, utilizando la condicién inicial C'(0) = 1000 (costo fijo), tenemos

N2
1000:0(0)=a20 th=k,

con lo cual el costo total es

CL.T2

C(x) = =5~ + 1000.

Ejemplo 3.1.2. Se sabe que la elasticidad del precio con respecto a las cantidades z
esta dada por

Ep 2z
Ex 10—z

Hallar la ecuacién del ingreso sabiendo que cuando =z = 2, p = 12.
Para resolver el ejercicio tenemos que recordar la férmula de la elasticidad:

Bf _dz

Ex dx f’
En nuestro caso,

Ep _dPs

Ex dxp’
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Reemplazando, tenemos que:

dpv 2
dep 10—z’
con lo cual
dpl 2
dep 10—z’
Aqui tenemos una ecuacién diferencial de variables separables, y nos queda
dp -2
o - d
p /10 - o
d, 1
L —2/ dz
p 10—z
In(p) —2(—In(10 —z) + k
In(p) = 2In(10 —x) + k

In(10 — z)? + k
eln(l()fm)2+k

S~—"
I

In(p

2
eln(lofz) Bk

= ¢(10 —z)?

SIS S
I

Utilizando la condicién que nos dieron determinamos el valor de la constante c:

3
12 =1¢(10 —2)®> entonces c= 16’

y tenemos finalmente:

_ 2 _ 2

y como I(z) =p -z,

I(z) = 1—36x(10 — )%

Ejemplo 3.1.3. Se sabe que las funciones de costo y costo marginal de cierto bien
cumplen la siguiente ecuacién:

x Cmg(z)+aC(x) = bz?, donde z son las cantidades producidas del bien y a y b son
constantes positivas. Sabiendo que el costo de producir una unidad es de $1, hallar la
funcién de costo.

Para resolver este ejemplo primero usamos la siguiente notacion,

xC' + aC = ba?

Claramente es una ecuacion diferencial lineal, entonces primero resolvemos la ecua-
cién homogenea, o sea, igualamos a cero:

2C'+aC =0

Separamos las variables y luego integramos ambos miembros,
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x———aC E:—fd /dC /

Utilizando las propiedades de las integrales tenemos que:

dC 1
> =d
C @ / T *
Como ambas primitivas son inmediatas obtenemos:
In(C) = —aln(x) + &
Utilizando la propiedad del logaritmo, nos queda
In(C) =In(z™%) + k
Para despejar C aplicamos e ambos miembros:
eln(C) — eln(:cfa)—i-k
Finalmente componiendo la exponencial con el logaritmo,

C=e" ek o 0 =g

con 3 = eF.

Entonces la solucién de la homogenea es:

Chp=pz"¢
Luego para hallar la solucién particular planteamos

Cp=2a"%(x),

donde g(z) es la funcién que queremos determinar.
Recordando que a es un constante, su derivada es,

Cp = —az™""'g(x) + 27" ¢ (x)

Luego reemplazamos C), y Cz,> en la ecuacién original, es decir:

o(—az~" " g(z) + 27 ¢'(2)) + azg(x) = ba?

Haciendo la distributiva podemos sumar los exponentes ya que las bases son las
mismas, es decir:

—ax~%g(z) + 27T (2) + axg(x) = bx?

Simplificando y despejando ¢'(x) obtenemos
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Al ser la misma base podemos restar los exponentes,

g'(a) = ba*!

Luego la primitiva es

Entonces,

b b
C — G a+2:0 — 2
P2 a+2x P a+2x

Luego la solucion general de la ecuacién es,

e, b
C=Cp+Cp=pa+ —a°

Para hallar el valor de § utilizamos la condicién inicial, es decir, C'(1) = 1, reem-
plazando en la soluciéon general queda,

b b
1= ——=0=1-
6+a+2 A a—+ 2

Para obtener la funcién de costo reemplazamos 3,

C’(Jc):(l—aJr2 x

3.2. [Estabilidad de precios

Una aplicacién interesante de las ecuaciones diferenciales consiste en analizar la
estabilidad dindmica del equilibrio de precios. En general, en economia la variable
independiente es el tiempo y la dependiente es el precio. Vamos a decir que un modelo
es estable si el precio tiende a una constante cuando pasa el tiempo. En términos
matematicos,

lim p = py,
t—o0
donde pg es una constante.

Ejemplo 3.2.1. Supongamos un modelo econémico en el cual las funciones de oferta y
demanda son lineales y ademas en el equilibrio la variacién del precio es proporcional
a la diferencia entre la demanda y la oferta. Resolver la ecuacién diferencial para
encontrar la evolucion del precio al transcurrir el tiempo. Hallar las condiciones para
que el modelo sea estable.

El modelo supone que tanto la oferta como la demanda son lineales, y planteamos

0
—
o~
=
|

Qo+ a1ps
Bo + B1pd,

S
—~
~
~—
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W — o) - s(0)
con 6 > 0.
En el equilibrio, ps = pg = pe, entonces reemplazando S y D en la ecuacién se tiene:
% = 0[(Bo + Bipe) — (o + a1pe)],
es decir,
% = 0(Bo + Bipe — a0 — crpe).
Luego,
‘%D =08y + 081pe — oy — O pe,
0 sea,
(31— n)pe = 0(6 — 00)

En esta ecuacion diferencial se pueden separar las variables pero también es una
ecuacién lineal de primer orden, con a(t) = 1, b(t) = —(B1 —a1)8, y f(t) = 0(Bo — ).
La vamos a resolver utilizando las féormulas conocidas de las lineales, dejamos a
cargo del lector resolverla separando variables y verificar que la solucién es la misma.
Entonces, sabemos que

En nuestro ejemplo,

Py = el (Br-en)dt _ (Br—an)btth _ ok o(Br—an)8t _ co(Br—on)t

v la solucién particular se obtiene como

P, =C(t)Pyn,
donde 1)
C(t) = / dt
0 a(t) Ppn
y
Pph = e(Ar—n)ot,
Entonces,

C(t) _ / 9(50 — 040)

e(Br1—a1)0t

9(/@0 _ aO) /e—(ﬁl—al)et

0(Bo — a0) —(,—an)or
(61— 1)l

750 ~— %0 e~ (Bi—a1)6t
B1— oy
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La solucién particular es

Pp — _Me—(ﬂl—al)ete(ﬁl—al)at
1 —
y tras simplificar,
Bo — o
Pp=——rr—.
fr—

Luego,
P = celPr—on)ot _ Po = ao a0
B1—aq
Podemos llamar pg a la constante que aparece aqui,
o = Bo — ap
o= —"—"—.
81—
Tomando limite cuando t tiende a infinito queremos que vaya a una constante,

z — 1% (,617041)015
Jim P jin e I 4
debe tender a 0

entonces para que el modelo sea estable debe ser

pr < a,
es decir, la pendiente de la demanda tiene que ser menor que la de la oferta.

Ejercicio 3.2.2. El cambio en el consumo C de una marca de zapatos a medida que
cambia el ingreso I, estd dado por ‘fi—? = C + ke!, donde k es una constante. Hallar
la funcion de consumo si C(0) =0

Ejercicio 3.2.3. La elasticidad del precio p con respecto a la cantidad demandada x

estd dada por — 1§fm. Sabiendo que para un precio de $12 se demandan 2 unidades,

hallar la funcion ingreso total.

Ejercicio 3.2.4. La elasticidad de la demanda respecto del precio es ((;125)” , hallar
la funcion de demanda en funcion del precio.

Ejercicio 3.2.5. El cambio en las ganancias netas G a medida que cambia el gasto
en propaganda x, estd dado por % =k—a(G+x) donde a y k son constantes. Hallar

G como funcion de x, si G =0 cuando x = 0.

Ejercicio 3.2.6. Una cierta empresa sabe que su costo marginal es igual a una cons-
tante multiplicada por su costo mds otra constante. Hallar la funcion costo sabiendo
que si no se produce nada el costo es cero.

Ejercicio 3.2.7. La tasa de incremento del costo total C, a medida que crece el
numero de unidades fabricadas x, es proporcional a la suma de las unidades fabricadas
T mds una constante, e inversamente proporcional al costo total. Encontrar la funcion
costo total si C'(0) = Cy.
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Capitulo 5

Polinomio de Taylor

1. Introduccion

En este capitulo veremos la formula del polinomio de Taylor para aproximar una
funcién conociendo en un punto su valor y el de sus derivadas. Durante afios, éste
fue uno de los mejores métodos para reemplazar funciones complicadas por otras
mas simples a la hora de calcularlas, o de integrarlas, si bien en el ultimo tiempo
su importancia se ha visto disminuida ante la apariciéon de paquetes informaticos de
calculo. Sin embargo, sigue siendo una herramienta de gran valor tedrico.

1.1. Desarrollo de un polinomio

Taylor en primera instancia se propuso expresar un polinomio de grado n en poten-
cias de x — xg siendo zg un numero real cualquiera.

Supongamos que nos dan el polinomio P(x) = ag + a1 + ax® + -+ + a,a™ y
queremos escribirlo en potencias de (z — ) donde zg € R. Podemos proponer la
forma que tendra,

P(z) = Ao+ A1(z — 20) + Ag(x — 20)> + - + Ap(z — 20)" (1.1)

y queremos ahora obtener los coeficientes desconocidos A;.
Observemos que, evaluando el polinomio en xq, obtenemos

P(Z‘()) = Ao,

ya que en la expresion dada por la ecuacién 1.1, se anulan todos los sumandos excepto
el primero.

La idea para obtener los demas coeficientes serd similar: hay que derivar el polinomio
dado por la ecuacién 1.1, y luego evaluar las derivadas de P(z) en xg.

93



Notas de Elementos de Matematica 2

Derivando reiteradamente hasta el orden n,

Pl(z) = A +2Ax—20)+3A3(x —20)% + - +nd,(z—z0)" !
P'(z) = 2-1-Ay+3-2-Az(xz—20)+-+n-(n—1)-A,(z —x9)" 2
PO(z) = 3-2-1-A3+4-3-2-Ay(x —x0)+...

ot n-n—=1)-(n—2)- A, (z —x0)" 3

P (z) _ n-n—1-(n—-2)-...-3-2-1-A,.

Recordemos brevemente que n! =1-2-3-...-(n — 1) - n. Ahora, si en todas las
igualdades hacemos = = x¢ y utilizamos esta notacion, resulta:

P/(Iﬂo) = A1
P”(],‘()) 2! A2
P(?’)(!Eo) = 3. Ag

PM(z5) = nl-A,.
Luego, para todo valor k € N, tal que 1 < k < n, concluimos que
1
Ay = HP(’“) (z0).

Reemplazando en la expresién (1.1) nos queda
P" (o)
2!
Para ver cémo funciona este procedimiento, lo mejor es analizar un ejemplo.
Ejemplo 1.1.1. Desarrollar P(z) = 2°® + 322 + 8z — 2 en potencias de (z + 2),

Como nos piden en potencias de (z 4 2), tomamos zg = —2.

Para obtener el polinomio de Taylor necesitamos calcular P(—2), P'(-2), P"(-2),
y P®)(=2). Calculemos primero las derivadas correspondientes:

P (z
(x —z0)*+ ...+ %(m—xo)".

P(x) = P(zo) + P'(z0)(z — mo) +

Px) = a3+322+8x—-2
P'(x) = 32%+6x+8
P'(x) = 6x+46
PO)(z) = 6.
Evaluando,
P(-2) = —-8+412-16—-2=-14
P(-2) = 12-12+8=38
P'(-2) = —-1246=-6
PBI(-2) = 6.

Reemplazando en la férmula de Taylor (1.1) tenemos:

P(z) = —14+8(x+2)— g(m+2)2 + g(x+2)3

—14+8(x +2) —3(x+2)? + (z +2)°
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2. Desarrollo de funciones

2.1. Férmula de Taylor

La idea de Taylor fue generalizada rapidamente para funciones derivables. Enuncia-
remos aqui -sin demostracion- el teorema que nos da la formula de Taylor para una
funcién arbitraria:

Teorema 2.1.1. [Fdérmula de Taylor] Sea f : (a,b) — R una funcidn derivable hasta
el orden (n+1) en (a,b), y supongamos que la derivada ™tV es continua en (a,b).
Entonces, dado zy € (a,b), para todo x € (a,b) existe un nimero ¢ entre xo y = (si
To < x, entonces xg < c < x; st x < xg, entonces T < ¢ < xo) tal que

"y (n) x
£(@) = flao) + £z + L (0 gz T (g .
donde (1)
R () = f(n+1()cl)(""” — )" Y.

El término R, (z) es la férmula del error de Lagrange, y se lo suele llamar el resto
de Taylor. Observemos que no podemos decir cuanto vale este error, ya que no cono-
cemos en qué punto ¢ debemos evaluar la derivada f(**1 | pero si podremos estimar
qué tan grande es para acotar la diferencia entre el valor verdadero de la funcién y su
aproximacién con el polinomio de Taylor.

Tenemos entonces el siguiente desarrollo de Taylor:

" (n) T
£(0) = Fao) + o)~ 20) + LU0 gy LN (o iy

polinomio de Taylor

Llamaremos orden del polinomio de Taylor al orden de la mayor derivada utilizada
para calcular la férmula. Por lo general coincide con el grado del polinomio, excepto
que esta derivada se anule. En general, escribiremos P, (z) para referirnos al polinomio
de orden n.

Observacion 2.1.2. Sixg = 0, esta expresion se denomina formula de Mac Laurin,
pero no haremos aqui esta distincion.

Ejemplo 2.1.3. Hallar el polinomio de Taylor Ps(z) de orden 3 alrededor de 29 =0
de f(z) =Iln(z + 1).
Como g = 0, necesitamos £(0), f/(0), f”(0), y f©®(0).

() = In(z+1)
fla) = (@+1)!
@) = —(z+1)72
O () 2(zx+1)73.
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Evaluando,
f(0) = In(0+ 1) =0
FO) = (O+1t=1
f7(0) = —(0+1)2=-1
&) = 20+1)%=2.
Finalmente, reemplazando en la férmula de Taylor obtenemos
1 2, 2 3
Ps(z) = 0+1(xz—-0)— 5(3@—0) +6($—0)
1
= - 5332 + §x3

Ejemplo 2.1.4. Hallar el polinomio de Taylor Ps(z) de orden 4 alrededor de 29 =0
de f(z) = sen(x).
Como g = 0, necesitamos £(0), f/(0), f”(0), f®(0), y f*(0)..

f(zx) sen(x)
f(x) = cos(x)
f"(x) = —sen(x)
f(3) (z) = —cos(x)
f®(x) sen(x)
Evaluando,
(0) 0
[ =1
') =0
f&0) = -1
F(0) 0
Finalmente, reemplazando en la férmula de Taylor obtenemos
0 2 3, 0 4
Py(z) 0+1(x70)f§(x70) ——=(z—0) +ﬂ(x70)
1
= T — Ems

Ejercicio 2.1.5. Para las siguientes funciones, hallar los polinomios de Taylor de
grado n que aproximen las funciones dadas para x cerca de 0.

a) f(x
b) flx

(z) = cos(z) paran =2, 3, 4
() =

¢) f(z) = 15 paran =4
(x)
() =

—pamn—?)

d) f(x) =tg(x) paran =3
e) f(z) =In(1+z) paran=>5
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f) fl@)=V1—2 paran=3
g) f(x) =14 2x)? paran =2, 3, 4 (p es una constante)

Ejercicio 2.1.6.

1. Hallar el polinomio de Taylor de sequndo grado para f(z) = 4x% — Tx + 2
alrededor de xg =0 y xg = 1. ;Qué se observa?

2. Hallar el polinomio de Taylor de tercer grado para f(x) = x® + 722 — 5z + 1
alrededor de xo = 0. ;Qué se observa?

3. Basdndose en las observaciones de los items anteriores haga una conjetura sobre
las aproximaciones de Taylor de f cuando ya es un polinomio.

La relacién entre una funcién y su polinomio de Taylor se puede utilizar también
para conocer las derivadas de la funciéon dado el polinomio. Veamos un ejemplo

Ejemplo 2.1.7. Sea Py(z) = 2 + 3z + 522 el polinomio de Taylor de f en zg = 0.

Determinar f(0), f'(0), y f”(0).
Por la férmula de Taylor, tenemos

1"(0)
2

Py(z) = f(0) + [f(0) +

con lo cual

2 = f(0)
P
=

Las dos primeras nos dan directamente f(0) y f’(0), y para la restante despejamos
en la tercera, y nos queda f”(0) = 10.

Ejercicio 2.1.8. El polinomio de Taylor con xg =0 de orden 4 de una funcion f es
Py(z) =3 — 2%+ 52, Hallar f(0), f'(0), f(0), f(0) y £4(0).

Ejercicio 2.1.9. Hallar a y b de modo tal que el polinomio de Taylor en xog = 0 de
orden 2 de f(x) = aln(1 + bx) sea Py(v) = 22 — 222,

2.2. Aproximaciones

Una de las grandes ventajas del polinomio de Taylor es que nos permite calcular
los valores de una funcién (aproximadamente) sin mucha dificultad. Por ejemplo, si
deseamos calcular sen(0,2), y no disponemos de una calculadora, probablemente no
sepamos siquiera por donde empezar. De la misma manera, es casi imposible calcular
e~ %3 s6lo con papel y 1apiz.
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Sin embargo, evaluar un polinomio en 0, 2 0 en —0, 3 es relativamente sencillo: sélo se
trata de calcular productos y sumas. De esta manera, si tenemos que evaluar una fun-
cién trigonométrica (o un logaritmo, o una exponencial, o raices...) y no disponemos
de una calculadora, podemos aproximar la funcién con un polinomio de Taylor. Por
lo general, cuanto mayor sea el grado del polinomio, mejor resultard la aproximacion.

Ejemplo 2.2.1. Calcular ¢%! utilizando el polinomio de Taylor P3(z) alrededor de
20 =0de f(x) =e”.

Como zy = 0, necesitamos f(0), f/(0), f”(0), y £ (0). Este caso es sencillo, ya
que todas las derivadas de e® nos dan e*, y evaludndolas en cero obtenemos f(0) =
F1(0) = f7(0) = f®(0) = 1.

Reemplazando en la formula de Taylor obtenemos

Py(z) = 14+ 1(z—0)+ %x% —0)% + %(:c -0)3

1 1
= 1+9:+§:c2+69:3.

Para aproximar %!, hacemos P;(0,1):

1 1 1
P3(0,1) =1+4+0,14-0,1°4+-0,1> =1+0,1 +

— - —— =1,105166...
2 6 200 6000 ’

Ejercicio 2.2.2. Calcular In(1,1) utilizando el polinomio de Taylor Ps(x) alrededor
de g =0 de f(z) =In(z +1).

A la hora de calcular un valor dado, debemos construirnos una funcién que en un
punto x nos de este valor, y luego aproximar la funcién por Taylor. Sin embargo, no
siempre sabremos qué funcién tomar, ni dénde desarrollar el polinomio de Taylor (es
decir, qué xg elegir). Si bien no hay una regla fija y absoluta al respecto, nuestra
eleccion del zg debe tener en cuenta lo siguiente:

= Debemos ser capaces de evaluar la funcién y sus derivadas en el xg elegido. Por
ejemplo, si queremos calcular e®!, no tiene sentido que desarrollemos e® en el
punto xg = 0, 2, ya que evaluar la funcién en este punto es tan complicado como

hacerlo directamente en 0, 1.

= El valor de xg debe estar cerca del punto z donde deseamos evaluar la funcién.
Qué quiere decir “cerca” es mas complicado de definir, ya que en ocasiones hay
distintos puntos que podemos utilizar. Por ejemplo, si deseamos calcular /2,5,
podemos desarrollar v/z en 1 o en 4.

= Kl valor de zy depende también de la funcién elegida. Por ejemplo, volviendo a
V2,5, podemos desarrollar v/z 4+ 1 en 0 6 en 3. Aqui el x es entonces 1,5 y no
2,5.
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3. Foérmula del resto

Hemos visto en la seccién anterior que el polinomio de Taylor puede utilizarse para
obtener una aproximacién del valor de una funcién en un punto. Sin embargo, el poli-
nomio nunca nos daré el valor exacto, y podemos preguntarnos cuanto difiere el valor
aproximado del valor real. Esta pregunta tampoco podemos contestarla exactamente,
pero en el Teorema de Taylor 2.1.1 hemos visto una férmula para el error cometido.
Despejando en el teorema la féormula del resto tenemos:

B f(n+1)(c)

R, (x) = e (z — x0) ™V = f(z) — Py (),

es decir, el resto es la diferencia entre el valor de la funcién y el valor de su polinomio
de Taylor.

Desde ya, no podemos calcular exactamente el error, ya que no conocemos en
qué punto ¢ tendriamos que evaluar la derivada n + 1 de f, pero podemos acotarlo
para ver qué tan grande es. Para realizar dicha acotacién vamos a tomar moédulo ya
que no interesa si el error es por defecto o por exceso. Veremos a continuacién varios
ejemplos.

3.1. Cotas del error

No hay un tnico procedimiento para acotar el error. En los ejemplos veremos algunos
de los casos méas comunes.

Ejemplo 3.1.1. Sea f(x) = cos(x). Obtener el polinomio de Taylor P,(z) de orden
4 en xg = 0, escribir la expresion del resto R4(%), y dar una cota para el error.
Tenemos

f(z) = cos(x) f(0) = cos(0)=1
f'(x) = —sen(z) f'(0) = —sen(0)=0
f(x) = —cos(z) f7(0) = —cos(0)=-1

f(x) = sen(x) f7(0) = sen(0)=0
f®(x) cos(x) f®0) = cos(0)=1

Necesitamos ademds la derivada f(®)(x) para la férmula del resto:
FO (@) = —sen(x),

aunque no la tenemos que evaluar en 0.
El polinomio es entonces

1 1
P4(l‘> =1- 5.172 + ﬁl‘47
y la férmula del resto es
5
—sen(c)x
Ry(z) = 5$ )
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con ¢ € (0,z). Evaluando en = = 1/2, tenemos

w(3)-—mt (3)

Nuestro objetivo es ahora acotar el resto. Tenemos

1 —sen(c) (1\°| 1 1 1
- = |—F- —_ = - < -
‘R“ (2)‘ ‘ 120 (2) 12025 %) = 135555
donde en el dltimo paso hemos acotado
|sen(c)| < 1.

Observacion 3.1.2. Las funciones seno y coseno son sencillas de acotar porque
|sen(z)| <1 y |cos(z)| <1 para todo x.

Ejemplo 3.1.3. Aproximar /e utilizando el polinomio de Taylor de orden 5, y acotar
el error cometido.

Aqui nos piden calcular un cierto valor, pero no nos indican qué funcién utilizar ni
en qué punto xy desarrollarla. Recordando que el valor de xg tiene que ser un nimero
cercano al x donde debemos evaluar, y ademas, un valor donde conozcamos la funcion.

Tomamos entonces
flz) =¢€", xg = 0.

Calculemos ahora f(xg) y las derivadas. Como f(0) = 1, y ademés
f (z) = e,
resulta
f®0) = 1.
Para la formula del resto,
fOu =e,  fO)=e"
Luego, el polinomio de Taylor es:

2 1‘3 1‘4 1‘5

x
P5($)=1+x+§+§+ﬂ+a

Como sabemos que f(z) = Ps(z) + R5(x),

() -7 (3) ()

y si el error es chico tenemos
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Entonces,

1 13?2 5P ) 3P
P(=)=1+4= 3 3 3 32— 1042524,
5(3) +3+ ol + 30 + T + =] ,3956104252

Para saber si este valor es una buena aproximacién, vamos a acotar el error, es decir,
buscamos una cota de qué tan grande puede ser el resto de Taylor. Tenemos

F9(c) e

6
1 e (1
w(5) =5 (5)
donde ¢ € (0,1/3). Tomando médulo y acotando e© por 3,
1 e (1\°
Rs(=)=1% (=
OO

Observacion 3.1.4. Hemos acotado e por 3 haciendo el siguiente razonamiento:
como 0 < ¢ < 1/3, tenemos que

y evaluando en z = 1/3,

1, 1

ef<ed <el = e,
ya que la funcion exponencial es creciente. Ahora, e ~ 2,718288... < 3, y podemos
afirmar que e < 3.

Esta cota es mayor que el error cometido, y podemos verificarlo utilizando una cal-
culadora (el error es menor a 0,0000003), pero recordemos que la utilidad del método
de Taylor es que nos da muy buenas aproximaciones sin necesidad de utilizar una
calculadora.

Veamos un nuevo ejemplo:

Ejemplo 3.1.5. Considerando la funcién f(z) = zIn(x), hallar el polinomio de Taylor
de orden 3 de f en xg = 1. Estimar, acotando el resto, el error que se comete al calcular
f(1,5) utilizando P(1,5).

Necesitamos las cuatro primeras derivadas para armar el polinomio y estimar el

resto.
Tenemos
flx) = =zln(z) f) = 1-In(1)=0
@) = @)+ %zln(x)—kl F1) = 1) +1=1
1 — 1 " —
f'(z) = 7 (1) 1
f///(x) — _% f///(l) _1
@ = 2 90 = 2
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Reemplazando en la féormula de Taylor tenemos

P3($):(x_1)+($—1>2 _ (.’17—1)3

2! 3
y en la del resto,
2 (z—1)*
Ahora, si queremos estimar el error cuando x = 1,5 hacemos
2 (0,5)*
R3(1,5) = PRy con ¢ € (1,1,5).
Entonces,
2 (0,5)*
|R3(1,5)] = Y
4
,(0.5)

= 0,005208333,

donde hemos utilizado que
2
— <2
c

para todo ¢ € (1,1,5), ya que la funcién g(z) = % es mondtona decreciente cuando

x > 0, y alcanza su méximo en [1,1,5] cuando = = 1.

Veamos un ejemplo en donde no nos dan el xg
Ejemplo 3.1.6. Usando el polinomio de Taylor de orden 4 de f(x) = e* + cos(x)
aproximar el nimero e + cos(1). Acotar el error cometido.

Como tenemos que aproximar f(1), vamos a elegir zop = 0 ya que tanto f(0) como
las derivadas de f evaluadas en zy se pueden hallar sin calculadora. Luego,

f(z) = €*+cos(x) f(0) = €% +cos(0) =2
fl(x) = e*—sen(x) f(0) = € —sen(0)=1
f’(x) = e* —cos(x) f70) = €%—cos(0)=0
f"(x) = €*+sen(x) f70) = €% +sen(0)=1
f@(x) e + cos(x) F@(0) e¥ + cos(0) = 2
Entonces 3 g
P4(3?)—2+x+§' +Ta;
Luego

1 2
f(1) =e+cos(1) ~ Py(1 )_2+1+6+ﬂ_3 25

Ahora vamos a acotar el error,

‘ f®

| Ra(1 120 =120 30

120 -

(ec—sen(c))‘ < le¢| + | sen(c)] L3+t 1
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Observacion 3.1.7. Cuando tenemos que acotar una suma o resta de funciones es
muy util la desigualdad triangular, es decir, |a+b| < |a| 4 |b|. (Recordar que también
vale: |a — b| < |a| + [b])

Ejercicio 3.1.8.

1. Hallar el polinomio de Taylor de orden 2 alrededor de xo = 0 y la expresion del

resto de la funcion f(x) =1+

2. Fvaluar el error de la igualdad aproximada 1+ x ~ 1+ %x - %xQ cuando
z=0,2

Ejercicio 3.1.9.

1. Calcular el polinomio de Taylor de orden 3 alrededor de xq = 0 de la funcion
f(x) = e®. Calcular aprozimadamente e=%'. Acotar el error cometido en la
aproximacion.

2. Calcular el polinomio de Taylor de orden 4 de f(x) = In(z) alrededor de xg = 1.
Usarlo para calcular aprozimadamente In(1,3). Acotar el error cometido.

3. De una cota del error al usar la aproximacion de primer grado en el punto
2o = 0 de f(x) = sen(x) en el intervalo [—1,1]. Repita el ejercicio para una
aproximacion de tercer grado.

_$2

4. Calcular el polinomio de Taylor de orden 3 alrededor de xo =0 de f(z) =e
Calcular aproximadamente f01 e~ dx.

Ejercicio 3.1.10. Dada la funcién f(x) = /16 + x

1. Desarrolle el polinomio de Taylor de grado 2 de f(x) alrededor de xo = 0 y
utilice esa informacion para calcular aprorimadamente /16,5

2. Pruebe (sin usar la calculadora) que la aprozimacion tiene al menos 5 decimales
exactos a partir de la coma.

Ejercicio 3.1.11. Considere la funcién f(x) = xIn(x).

1. Hallar el polinomio de Taylor de orden 3 de f en xg = 1. Escriba la expresion
del resto.

2. Acote el resto, cuando se quiere calcular f(1,5) por medio de P(1,5).

El siguiente ejemplo es diferente a los anteriores. Aqui nos dan como dato la cota
del error y tenemos que averiguar el orden del polinomio, con lo cual la incégnita es
n, y lo hallaremos a partir de la expresion para el resto.
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Ejemplo 3.1.12. Calcular sen(0,2) con un error menor que ﬁ.

Para este problema, desarrollamos la funcién f(z) = senz en z¢ = 0, y evaluaremos
el polinomio en z = 0, 2.
Para hallar el grado del polinomio, utilizamos la férmula del error:

f(n+1) (C) n+1

Rn = 5
@) =
y evaluando en x = 0,2 tenemos
f("+1)(c) +1
R,(0,2) = =—=(0,2)""".
0 =T 70

Como queremos que el error sea menor a 10~4, planteamos

(n+1) c
im0 = |[E 0

(0,2)"*+!

= mﬁ(nﬂ)(cﬂ

< 1
- 10t

Observemos que |f(™T1(c)| < 1, ya que las derivadas son siempre las funciones seno
o coseno, que en modulo son menores a 1. Entonces, tenemos que hallar n tal que

0,2 1
(n+1)! " 10%

o lo que es lo mismo,
10%(0,2)" " < (n+ 1)1

Como no podemos despejar la n, buscamos probando con la calculadora el primer
valor de n que satisface la inecuacién. Con n = 2 no se cumple, ya que

10%-(0,2)3 =80 > 3! = 6.
Verificamos que con n = 3 se cumple:
10%-(0,2)* < 4!, esto es, 16 < 24.

Ahora tenemos que calcular el polinomio de Taylor de orden 3 de f en zy = 0.
Tenemos

f(z) sen(x) £(0) sen(0) =0
fl(x) = cos(x) f(0) = cos(0)=1
f"(x) = —sen(x) f"(0) = —sen(0)=0

f"(x) = —cos(x) f"0) = —cos(0)=-1
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Reemplazando en la féormula de Taylor tenemos

x
Como f(x) ~ Ps(x),
2)3 A
sen(0,2) ~ P3(0,2) = 0,2 — (0’3') =0,1986.

Ejercicio 3.1.13. Calcular:

1. el numero e con un error menor que —

104
1
2. co0s(0,2) con un error menor que 1ot
3. (1,3)3 1
. T R
) con un error menor que To-

Ejemplo 3.1.14. Sea f(x) = e~ % + ka? + 2x.

1. Hallar los valores de a y k sabiendo que su polinomio de Taylor de orden 2 en

zog=0es
Py(z) = 1+ 2 + 42*.

2. Para los valores de a y k hallados, dar una cota del error si se quiere aproximar

f(1) con Py(1)

Este ejemplo es distinto a los anteriores porque tenemos que averiguar a y k para
que el polinomio de Taylor de la funcién coincida con el polinomio dado. Entonces,
lo que vamos a hacer es hallar Ps(x) en 29 = 0 para f(x), el cual va a depender de a

y k, y luego compararemos los coeficientes de ambos polinomios.
Tenemos

flx) = e 9% 4 ka?+ 22 fo)y =1
f'(x) = —ae™ ™ 4 2kx+2 f1(0) =
f'(x) = a%e % +2k f70) = a®+2k.

Entonces,
2

Py(z) =1+ (—a+2)z + (a® + 2k)%.

—a+ 2

Igualando el polinomio que nos dieron como dato al polinomio obtenido, tenemos

2

1+x+4x2:1+(fa+2)x+(a2+2x)%
con lo cual
1 =1
1 = —a+2
4 = a® + 2k
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De la segunda ecuacién obtenemos a = 1, y reemplazando en la tercera nos queda
1+ 2k =8, es decir,

k=<
2

Para hacer la segunda parte, como nos piden una cota para el error, necesitamos

f" (@), que es
f'”(a:) _ _a3e—ax

y reemplazando a = 1, nos queda
f///(x) =7, f///(c> — —eC,

Acotamos el error:

) = [F9a - o

S —
ya que podemos acotar e~ ¢ por 1, pues
0<c<,

y como e* es creciente,

1

e <ef<e

IN

1<e”

IN

6,

Invertimos, y se dan vuelta las desigualdades, con lo cual nos queda

1 1
1 Z - 2 ]
ec e
es decir,
1
- <e ¢<1.
e

Ejercicio 3.1.15. Sea f(x) = cos(az) + 2.

1. Hallar el valor de a sabiendo que su polinomio de Taylor de orden 2 en xg =0

€s
Py(x) =1+ 22 — 1822

2. Para el valor de a hallado, dar una cota del error si se quiere aprozimar f(1)
con Ps(1)
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Niumeros Complejos

1. Introduccion

La historia de los niimeros complejos es fascinante, y comienza hace unos quinientos
anos. En su libro Ars Magna, el matematico italiano Girolamo Cardano se planteé el
siguiente problemas:

Hallar dos nimeros © e y cuya suma sea 10 y su producto sea 40.
Como z 4+ y = 10, escribiendo
y=10 —z,
reemplazamos en la segunda condicién y tenemos
0=z-y=x-(10 —z) =10z — 2%
Ahora, si buscamos las raices de la cuadratica x? — 10z + 40, obtenemos

r=95++v—-15, y=>5—+v—-15,

y si bien ningtin nimero real puede ser la raiz cuadrada de un nimero negativo, vemos
que estas expresiones (si las manejamos de la forma usual) satisfacen

z4+y = b+v—I5+5— /15
= 10,
2y = (5++/=15)-(5—+/—15)
52 — 5v/—=15 + 5y/—15 — /=15
25 + 15
40.

Cardano no estaba convencido de lo que habia hecho, pero también en otros proble-
mas le aparecian raices cuadradas de cantidades negativas, y manipuldndolas como si
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Im(z),

A
L/
R

Figura 6.1: Representaciones binomial y polar

fuesen numeros llegaba siempre a resultados correctos. Otros matematicos italianos
de la misma época (Tartaglia, Scipione Del Ferro, Antonio Maria Fior) que estaban
estudiando las raices de una ecuacién cubica se encontraban con expresiones simila-
res, y se acostumbraron a utilizarlas. Rafael Bombelli, un matematico admirador de
Cardano, dio las reglas para manejar estas raices de cantidades negativas en su libro
Algebra de 1572. Estas reglas no difieren de las que veremos en la siguiente seccion.

2. Forma binémica
Comencemos introduciendo la unidad imaginaria i, definida por la relaciéon
i =—1.

Un ntimero complejo serd una expresién de la forma a + ib donde a y b son nimeros
reales. Definiremos el conjunto

C={a+bi talque a,beR e *=-1}.

Esta forma de representarlos se la llama representacion binomial, y es conveniente para
ciertas operaciones. Observemos que un nimero complejo tiene dos “coordenadas” a 'y
b, y podemos interpretarlo como un vector (a,b) € R?, y para representarlo podemos
indicar su longitud y el dngulo que hace con el eje x. A esta forma la llamaremos
representacion polar.

Cada forma de representar los nimeros complejos tiene sus ventajas y sus desven-
tajas. Las veremos a continuacion en las préximas secciones.
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2.1. Operaciones con niimeros complejos

Definicién 2.1.1. Si z € C, la representacion a + ib se denomina forma binémica
de z.

Definicién 2.1.2. Dado z € C, z = a + ib, a es la parte real de z, y b es la parte
imaginaria de z, vamos a escribir

a = Re(z), b=1Im(z).

En términos de las partes real e imaginaria de los niimeros complejos, tenemos que
si z,w € C, entonces

z=w <= Re(z) = Re(w), e Im(z)=Im(w).

Podemos definir ahora las operaciones con nimeros complejos en forma binémica.
Siz=a+0biyw=c+ di son dos nimeros complejos, entonces:

= La suma es:

z4+w=(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i.

= La resta es:
z—w=(a+bi)— (c+di)=(a—c)+ (b—d)i.

= El producto es:

z-w = (a+bi)(c+di)
ac + adi + bei + bdi?
ac + adi + bei + bd(—1)
ac + adi + bei — bd
(ac — bd) + (ad + be)s.

Veamos algunos ejemplos numéricos.
Ejemplo 2.1.3. Sean z =344, w=1—1.
Entonces, la suma es
z4w=0B8+4)+(1-9)=B+1)+4—-1)i=4+3i
y la resta
z—w=B8+4+4i)—(1-4)=B-1)4+(4+1)i =2+ 5i.
Ejemplo 2.1.4. Sean z =4 — 3i y w = 1 + ¢. Entonces,
zow = (4-=3i)-(1+1)
= 4-14+4-1—3i-1—-3i-14

4+4i—-3i+3
= T+u1.
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Para definir la divisién entre nimeros complejos necesitamos introducir la nocién
de complejo conjugado.

Definicién 2.1.5. Siz € C, z = a + b, llamaremos conjugado de z a Z = a — bi.

Definicién 2.1.6. Si z € C, z = a + bi, llamaremos médulo de z al nimero real no
negativo | z |= Va2 + b2. Utilizando Pitdgoras se puede comprobar que el mdédulo de
un complejo es la longitud del mismo pensado como vector. (Ver la figura 6.1)

Observacién 2.1.7. Recordemos la propiedad (x +y)(z —y) = 2? —y? (diferencia de
cuadrados). Serd 4til para calcular el producto de un nimero complejo y su conjugado:

z2-Z=(a+1ib)(a —ib) = a® — (ib)* = a® —i*b* = a® — (—1)b* = a® + b = (|2])?
Observemos también que el resultado de hacer z - Z serd siempre un niumero real.

Ahora si ya podemos definir la divisién entre dos complejos. Sean z = a + bi y
w = ¢+ di, calculamos = del siguiente modo:

z a+ bi a+bi c—di ac — adi + bci — bdi? ac+bd be—ad .

w  ctdi ctdi c—di c2 4+ d? 702+d2+02+d21

Ejemplo 2.1.8. Sea 2 =3+ 2iy w=2— i, calcular =

z 3+ 2
w  2—i
3420 2+
O 2—4 241
6430440422
I
64+ Ti+2(-1)
o 4 — 2
64+ Ti—2
4= (-1
A+
- 5
4+
= -+ =1
5
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Ejemplo 2.1.9. Sean z = —1+ 2i y w = 4 — 3i. Entonces,

z =142
w430
=14+ 2i4+4 3
430 4430
(14 20)(4 - 30)
N 25
2 + 11
= — 4+ —i.
25 25
2.2. Calcular potencias de ¢
Dado un nimero natural n € N, queremos calcular i”. Como i2 = —1, tenemos

it =422 = (=1)(-1) =1

Luego, si dividimos n por 4 serd n = 4¢q +r (por el algoritmo de la divisién), donde
el resto puede ser r =0,1,2, 3.
Entonces, reemplazando:

"= Z-4q+r — ;4q . i = (i4)q T =197 =47,

Ejemplo 2.2.1. Calcular 1939,

Primero tenemos que dividir 1039 por 4, como el cociente es 259 y el resto es 3
tenemos que 1039 = 259 - 4 + 3. Entonces:

2'1039 — i259,4+3 — i259,4i3 — (,L'4)259 ,L'3 — 1259 Z’3 — 7;3 — 'LZZ — (_1)Z — _Z

Para concluir con esta seccién, vamos a ver un ejemplo donde apliquemos todo lo
visto hasta ahora:

Ejemplo 2.2.2. Calcular

Im(| 3+ 4i | (gi)iSS>
1+ 22

Vamos a hacer primero algunos calculos auxiliares:
Dividiendo 58 por 4 se obtiene 58 = 14-4+2. Siguiendo el razonamiento del ejemplo
anterior,

Por otro lado

|3+4i|=32+42=+9+16=125=5.

Ahora, reemplazando en el numerador:
|3+ 4i | (=2 —14)i%® = 5(—2 —i)(—1) = 5(2 +14) = 10 + 5i.
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Luego:

10 + 52

10+5 1—-2¢

1+2

142 1-2

10 — 20¢ + 5¢ — 1042

Reemplazando en el ejercicio original,

Im<|3+4¢ | (=2 — 4)i%8

1424

142
10 — 15i + 10
1+4
20 — 15
5
20 15,
5 5
43
):1m(4—3¢)=—3

ya que la parte imaginaria del complejo z =4 — 3¢ es —3.

Ejercicio 2.2.3. Reducir a la forma cartesiana a + ib

112

a) (346i)+ (5— 2i) + (4 — 5i)

¢) (345i)(—4— 2i)(—1 + 4i)

y L
g 1—+/3i
i) (1—i)2(1+1)

k) |(1+20)5(2— 34)|
[(—1+41)(2 4 5i)]

™ B o)

0) Re[(3+2i)(1 + 5i)]

q) Re[(1+1)%]

b) (2—3i) — (5 —4i) — (2 — 5i)

4+ 24
1—-2¢

d)

3+41
1-2

it — 3i" +42(1 — i*) — (—i)%6

2 \?
2+

1) (5—1i)(4+3iQ)

|(3 + 4i)(4 — )i8|

m (1225)

Im(|3 — 4ili®)
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1—14v3 3 1
Ejercicio 2.2.4. Dado z = i, calcular -~y 2
2 z+1 =z

Ejercicio 2.2.5. Mostrar que si z y w son numeros complejos, entonces

a) zrtw=z+w b) zw =zw c) zz=|z|?
d) zesreal <= z=7% e) z+4+7Z=2Re(z) f) z==z
g) z—z=2iIm(z) h) |zl|=|Z]

3. Representaciéon polar

En esta secciéon veremos la representacion polar de un niimero complejo. Veremos
también su utilidad para calcular productos, cocientes, potencias, y en especial raices
de nimeros complejos.

3.1. Argumento de un niimero complejo

Definicién 3.1.1. Dado z € C, z = a + bi, z # 0, llamaremos argumento de z al
unico numero real v que verifica simultdneamente

0<a<2m, a = |z| cos(a) b = |z| sen(a).

Geométricamente, « es el dngulo que forma el vector (a,b) con el eje x.
Por la definicién anterior, podemos reemplazar a y b en la forma binémica y ob-
tenemos

z = |z| cos(a) + i|z] sen(a) = |z|(cos(a) + i sen(a))
con |z| €R, 2] >0,y 0 <o < 27.

Definicién 3.1.2. Siz € C, la representacion z = |z|(cos(a) +isen(a)) se denomina
forma trigonométrica de z.

Observacion 3.1.3. Para abreviar, escribiremos
e = cos(a) + isen(a). (3.1)

No vamos a entrar en detalles ahora respecto a esta formula, pero observemos que
nos dice como elevar un numero real a una potencia compleja. La relacion de la
exponencial con las funciones trigonométricas se verd brevemente al final del capitulo.

Multiplicando ambos miembros en (3.1) por |z| llegamos a la siguiente definicién:

Definicién 3.1.4. Si z € C, la representacion z = |z|e'* se denomina forma polar o
exponencial de z.
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Observacion 3.1.5. El argumento del nimero complejo lo medimos en radianes.
Para pasar de grados a radianes utilizamos la regla de tres simple. Por ejemplo, si el

dngulo es de 30°, planteamos
180° — «
30° — =z,

y resolvemos
30 1

T80 6
3.2. Pasajes de una forma a otra

Pasar un niimero complejo de la forma exponencial a binémica es muy sencillo, sélo
hay que utilizar la forma trigonométrica. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.2.1. Pasar el nimero complejo
z=Te%i

a la forma binémica.
Primero tenemos que pasar z a la forma trigonométrica,

.y
z = Tes"’

o (82) isn (25)].

y calculamos (recordando que los dngulos estén en radianes, y no grados)

(3] - ()
)

Ejemplo 3.2.2. Verificar que el niimero complejo z = v/28¢7¢ es

z=V14+ V14

7

escrito en la forma binémica.
Pasandolo a la forma trigonométrica,

T
5 o () i ()

_ f<f+f>

2
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Im(z) »

A

2/3  Re(z)

A\

Figura 6.2: Ejemplo 3.2.4

Ahora, distribuyendo nos queda

VEL VB~

Ejercicio 3.2.3. Ezxpresar

efiw/2 56i7r/3 462'71'/6

en forma binomial o cartesiana.

Veamos ahora como se pasa un numero complejo de la forma binémica a la expo-
nencial.

Ejemplo 3.2.4. Escribir z = 21/3 + 2i en la forma polar.
Para escribir z en la forma polar necesitamos conocer su médulo y su argumento.
Calculamos el médulo haciendo

|zl =1/ (2V3)2 +22 =V4-3+4=4.

Ahora, para el argumento (ver Figura 6.2), sabiendo que

cateto opuesto

tg(a) =
g(@) cateto adyacente’

tenemos

Entonces,
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M),

-~ 1573

B

5 Re(z)

A

Figura 6.3: Ejemplo 3.2.5

Ejemplo 3.2.5. Escribir w = —5 + 5v/3i en forma exponencial.
Primero calculemos su médulo:

lw| =/ (=5)2 4+ (5v/3)% = v/25 + 25 - 3 = /100 = 10.

Como el nimero complejo estd en el segundo cuadrante (ver Figura 6.3) vamos a
calcular un dngulo auxiliar, llamémoslo 3. Como estamos trabajando con tridngulos,
los valores de los catetos son positivos ya que son longitudes. Entonces tenemos

0 = arctg <5\5/§> = arctg(\/g) = éw,

Luego,
1 2
Q@=T—-T=_m,
3 3
y 27
w=10e3".

Ejemplo 3.2.6. Escribir en forma polar
u=—7-2Li.

Primero calculamos su médulo,

] = (V)2 + (—V31)2 = VT 31 = V8.

Ahora vemos que el nimero complejo estd en el tercer cuadrante (ver Figura 6.4), y
vamos a calcular el angulo auxiliar §

(= arctg ({?) = arctg(V3) = éw.
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Im(z).,

Luego,

Entonces,

Ejemplo 3.2.7. Escribir en forma exponencial
v=4v2 — 4V/2i.

Calculamos su médulo:

v| = \/(4\/5)2 +(—4V2)2 =16 -2+16-2 = V64 =8,

y su argumento:

Sk

8 = arctg (ig) =arctg(l) =

Como el nimero complejo estd en el cuarto cuadrante, (ver Figura 6.5)

5 T T
a=2r—— = —.
4 4
Entonces,
v=8eTi

Ejercicio 3.2.8. Expresar los siguientes complejos en la forma polar z = |z|e®
242  1-iV/3 -3 2 —VT+iV2
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Im(2),

A

ah

T B 42 Reld)
4/3- -

Figura 6.5: Ejemplo 3.2.7

3.3. Operaciones en forma polar

La representacion polar nos permite calcular productos, cocientes, y potencias de
manera muy simple. En lo que sigue, sean z y w dos nimeros complejos, escritos como

z = |z]e', w = |wle”.

Producto

El producto de z y w, escritos en forma polar, es

i(a+3)

O = 2] Jwle -

z-w = |z[e - |w|e? = |z| - |wle
Es decir, se multiplican entre si los médulos de z y w, y se suman los angulos.

Observacién 3.3.1. La suma de los dngulos o + 3 puede ser mayor a 2w. En tal
caso, se le restan maltiplos enteros de 2w hasta que pertenezca al intervalo [0, 27).

Ejemplo 3.3.2. Sean z = 2e7%, w = 4e ¢ ¢, Entonces, el producto de z y w es:

iy 5m
z-w = 2e4’-4e6’

2. 4e(FHT)

13w ;

= 8e1z’,

y como 137/12 estd en el intervalo [0, 27), no hace falta reducir el dngulo.

Cociente
El cociente de z y w con w # 0 es

z _lad e _ 12 iap)

w o fwle® T ul
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Esto es, se dividen los médulos de z y w, y se restan los dngulos.

Observacion 3.3.3. La resta de los dngulos o — 3 puede ser menor a 0. En tal caso,
se le suman multiplos enteros de 21 hasta que pertenezca al intervalo [0, 27).

Ejemplo 3.3.4. Sean z = 2e7%, w = 45, Entonces, el cociente de z y w es:

z 2 et
w - 4 e%rl
= %e%i_%i
= %ef%i’
y ahora sumamos 27 para llevar el dngulo al intervalo [0, 27). Nos queda
2o Lloms
w2

Potencia

Sea z = |z]e'®, y n € N. Entonces,
L — (|Z|eia)n _ |Z|n(6ia)n _ |Z|n6ina.
Es decir, se eleva a la n el médulo de z y se multiplica por n el angulo.

Observacion 3.3.5. Recordemos que el argumento de un numero complejo toma
valores entre 0 y 2w. Al hacer esta operacion, es posible que el argumento del resul-
tado caiga fuera del intervalo [0,27]. En ese caso, se restan mailtiplos enteros de 2w
(“vueltas”) hasta reducirlo.

Ejemplo 3.3.6. Sea z = 2e7*. Calcular 2'°.
Tenemos o
10 (26%) _ 2106197”

)

es decir, queda

ZlO — 2106%27
y como 27w < 57/2, debemos reducir el dngulo. Restdndole 27 nos queda 7/2, y el
resultado es

ZlO — 210651.

Ejemplo 3.3.7. Sea z = 2¢ %1, Calcular 27.

Tenemos .
Z? _ (26T1)7

— 1287

287w

i

= 128e

o
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Aqui, 287/5 > 2, asi que debemos reducirlo. Para saber cudntas vueltas hay que
restar, dividimos 28 por 5:

28 3 3
Eﬂ': <5+5)7T=27T+27T+7T+;,

y vemos que podemos restar dos vueltas, es decir, 47. Nos queda entonces

28 3 8
Cr—dr=(1+2)r=2nx
5 ( 5) 5

Conjugacién
Dado un ntimero complejo z = |z|e!®, el complejo conjugado es

5 = |Z|e(27r—a)i_

Observemos que si z forma un angulo « con el eje z, el dngulo que forma el conjugado
es —a, y le sumamos 27 para reducirlo al intervalo [0, 27).

Ejemplo 3.3.8. Sea z = 2¢7i?, calculemos Z. Directamente,

7 = 2627 5)i = 9 i,

Ejemplos

Veamos algunos ejemplos combinando las distintas operaciones.

Ejemplo 3.3.9. Sean z = 2v/3 +2i, y w = —5 + 5v/3i. Calcular 2° - w”.
El primer paso es llevarlos a la forma polar, y ya lo hicimos en los ejemplos 3.2.4 y
3.2.5 respectivamente:

.y 2
z =4es", w = 10e73".
Ahora,
iy 57 4
2,5 — 45(651)5:45661’
27 147
w’ = 107(eFTHT =107 "
Entonces,
57, FEEY
22wt = 4%e%i.107e5 !

45107 (FHE)

1ixw ;
B) K2

= 45.107¢

7

Como el argumento de z° - w” no estd entre 0 y 27, tenemos que escribir el dngulo

equivalente a 11771 dentro de ese intervalo. Observemos que

— T = + - T = 271 + 27( + 10 + —7
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y podemos restar dos vueltas completas. Nos queda finalmente
2w’ =45 1077,
Ejemplo 3.3.10. Sean u = —V7 —/21i you= 4v/2 — 44/2i. Calcular

u®

(0)*
El primer paso es pasarlos a la forma polar, que lo hicimos en los ejemplos 3.2.6 y

3.2.7 respectivamente:
4r ; Tr
u=+v28e3" 'y wv=8ei"

Ahora,

— 283687ri

7 = (86(277—%")1')3

Entonces

<
=)
[\
[0¢)
@
a
[
3
<

Finalmente, reducimos el dngulo, ya que

29 _7+1 —6++1 _32++1
47r—7r 47r—7r s 471'— T+T 47T,

y podemos restarle tres vueltas completas. El resultado es

(TN
@ \z)
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Ejercicio 3.3.11.

1. Ezpresar en forma polar z = |z|e%® los niimeros complejos 1+i y 1—i. Utilizarlas
para efectuar los siguientes cdlculos (dar las respuestas en forma cartesiana

z=a+1b)
1
(1 +4)100 (149)%3(1 — i) : +Z.
—1
2. Expresar la forma polar de z = —/2 + V/2i y w = /3 — 4. Utilizarlas para
calcular .
z?’wz, Zw5, w—E)
z

4. Ecuaciones con nimeros complejos

En esta seccién veremos cémo calcular raices n—ésimas de un ntimero complejo y
luego cémo resolver ecuaciones un poco mas complicadas que involucran nimeros
complejos.

4.1. Calculo de raices

Dado un ntimero complejo w y un nidmero natural, queremos determinar todos los
ntimeros complejos tales que

2" =w.

Veamos cémo resolverlo, y luego analizaremos un ejemplo.
El primer paso consiste en escribir los nimeros complejos en forma polar. Tenemos
entonces z = |z[e® y w = |w|e®’ (w es dato), y la potencia n—ésima de z serd 2" =
Ahora, dos nimeros complejos son iguales si y sélo si sus médulos son iguales y sus
argumentos difieren en 2k7, con k£ un nimero entero. Tenemos entonces

[2]" =|w|, vy na=p+2knr,

y entonces

2k
o= Ylol, y a=DF2T

n
donde k=0,1,---, n—1.
Entonces, todos los z que estamos buscando se escriben de la siguiente forma:

n B+2km
z=V|wle » , conk=0,1,---,n—1.

Observaciéon 4.1.1. Cuando k = n vemos que

2
QZM:§+277
n n

con lo cual a no estaria entre 0 y 2.
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Ejemplo 4.1.2. Calcular las raices sextas de 2v/3 + 2i.

En este ejemplo n = 6 y w = 2v/3 + 2i. El primer paso es llevar w a la forma polar,
y lo hicimos en el ejemplo 3.2.4, obtuvimos

w = 4e6",
y tenemos que hallar los z € C tales que 2° = w, es decir,
2% = 4e7,
Proponemos z = |z|e®*, y entonces 2% = |2]|%¢5%?  con lo cual se debe cumplir

1215 =4, esdecir |z = V4,

T 2kmw km

=~ 4 2%n i =+
6 6 ]{ 5 €s demr « 36 6 36 3

Veamos que los k € Z tales que 0 < a < 27 son los que habiamos mencionado. Si

s km
0< = 4Ty
S36T 3 <

entonces, despejando k llegamos a

1k

0 < =4° 9
< g+3 <
k ]
_1 < b P ——
I 36
Lk T
36 = 3 36
3 213
_2 < k 229
36 = < 36
1 71
- < i
5 = ko< 3

Como k es un ndmero entero, se tiene que k =0, 1, 2, 3, 4, 5.

Finalmente, los z buscados se escriben como
2= Vae(FHF) | conk=0,1,2,3,4,5.

Ejercicio 4.1.3. Calcule las raices cuartas de los complejos dados en el ejercicio
3.2.8.
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4.2. Ecuaciones con niimeros complejos

Veremos con un ejemplo cémo resolver ciertas ecuaciones polinomiales con ntiimeros
complejos.

Ejemplo 4.2.1. Hallar los z € C que satisfacen 2° = 2iz2.

Como no conocemos z, planteamos z = |z|e®’. Como en el segundo miembro de
la ecuacién tenemos un numero complejo en forma bindmica, tenemos que pasarlo a
la forma exponencial y luego multiplicarlo por z2. Pasidndolo a la forma exponencial
queda 2i = 2e%?, y ahora reemplazamos todo en la ecuacién:

‘Z|5€5ai — 2egi|z‘262ai
= 2|z|26(%720‘)i.

Entonces, ambos lados son iguales si sus mddulos son iguales y sus argumentos
difieren en 2k, es decir,

2> =2z y ba= g + 2a + 2km.

Para el médulo, tenemos dos posibilidades,
lzl=0 6 |z>=2.

Para el primer caso, z = 0 es una solucién, en el segundo, tenemos |z| = 2.
Ahora comparemos los argumentos. Despejando nos queda
T m  2krw
3a = - + 2km a=—=+—.
2 Y 6 3
Como « tiene que estar entre 0 y 2w, tenemos que hallar los valores posibles de k,
entonces:

T 2km
< T T 9
0 < 6+ 3 T
1 2%k
0 el 2
= 573
1 2% 1
_Z < = 9_ =
6 = 3 < 6
13 11 3
_1.2 < k =0
62 = < 62
1 11
I < k e
1= <

y como k € Z, debe ser k=0, 1, 2.
Entonces los complejos buscados son

2k

z=0 vy z:\a/ﬁe(%+Tw)i con k=0,1,2.
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Observacién 4.2.2. También la ecuacion z° = 2iz% se puede resolver igualando a 0
y sacando factor comun 22, es decir

25— 2i22 =0= 2%(2* - 2i) =0

Con lo cual 2> =0 0 23 = 2i
Luego la seqgunda ecuacion la podemos resolver hallando las raices cubicas de 2i.

Ejercicio 4.2.3. En cada caso encontrar todos los niimeros complejos z que satisfacen
las ecuaciones

a) 22 =i by =1 ¢) 2°=-32 d) 2° =822 e) 22=-%
Ejercicio 4.2.4.

1. Dado w = /3 — i, hallar u = 23w

2. Hallar los v € C tal que v> = u

(Sugerencia: trabajar con la forma exponencial.)

5. Apéndice

Podemos preguntarnos el origen de la férmula (3.1),

e = cos(a) + isen(a),

y si bien no vamos a entrar en muchos detalles, observemos que el polinomio de Taylor
de grado 2n + 1 de la funcién exponencial es

22 23 gt z*n z?n
P, =1 — 4+ =+ —+... .
(@) =1 et ot gt T T G T @

Por otra parte, el desarrollo del coseno de grado 2n es

1.2 1.4 x2n

Panw) = 1= 5p b =k (C)"

y el del seno de grado 2n + 1,
3 5 x2n+1

P2n+1($):$—£+£—...+(—1)nm.

3! 5!

Si bien el polinomio de sen(x) tiene términos de grado impar, y el de cos(x) tiene

términos de grado par, la suma de ambos no es el polinomio de la exponencial e*. Hay

una diferencia en los coeficientes, ya que se alternan los signos positivos y negativos.

Veamos qué pasa si evaluamos el polinomio de la exponencial en iz, es decir, en un
valor imaginario puro. Nos queda:

@2 @), @), @) (@i

Popia(iz) = 1+ ai
o (i7) = 1+ @i+ S5 + S+ = @)l T @)
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2 £B3 954 x2n 1.2n+1
(2n+ 1)!

Rm+ﬂm0::1+ix‘”ﬁ’7i47+‘f”+“'+(7nnﬁﬂﬁi+(7nni
Observemos que i?" = (i?)" = (—1)", con lo cual vemos que la unidad imaginaria i

desaparece de los términos pares, mientras que en los impares queda (hemos escrito
también "1 = 2" . = (—1)"4). Ademas, los signos de las potencias pares (y los de
las impares) se van alternando, ya que las potencias de ¢ se repiten periédicamente y
nos dan

i, —1,—i, 1,4, —1,—,1,4,—1, —i, 1, --

Si reescribimos el polinomio separando los términos que tienen a i como coeficiente
de los otros, el polinomio Ps,1(ix) nos queda

!L‘2 .’174 an .’1,‘3 x2n+1
1l—— 4+ —4+... -1 ] -4+ ... -1t
( TR TERER (2@!)“(”3 g et (2D (2n+1)!>7

es decir, nos queda la suma del polinomio de Taylor para el coseno maés el polinomio
de Taylor para el seno multiplicado por 1.
A partir de este cdlculo formal, podemos sospechar entonces que para todo valor de
T se tiene
1xr

e = cos(x) + isen(z),

si bien no tenemos herramientas necesarias para demostrarlo, ya que necesitariamos
introducir el concepto de serie de potencias, hacer tender en los polinomios n — oo
para introducir las series de Taylor, y mostrar que las funciones coinciden con estas
series de Taylor.

Ahora, dado un nimero complejo z = a + ib, escribimos

ez — ea+ib
a , ,ib

= e%[cos(b) + isen(b)],

y esto nos permite calcular la exponencial de un niimero complejo. Utilizaremos esto
en el apéndice 2, donde resolveremos ciertas ecuaciones diferenciales.

Observacién 5.0.5. No podemos terminar este capitulo sin mencionar una de las
formulas mds conocidas de las matemdticas,

€T +1=0.

Se la puede verificar a partir de las expresiones obtenidas.
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Capitulo 7

Funciones de varias variables 1

En este capitulo analizaremos funciones que dependen de més de una variable, es
decir, trabajaremos con funciones f(z,y), g(z,v, 2), h(z1, -, z,). Analizaremos bre-
vemente cémo graficarlas, el concepto de curva y superficie de nivel, y el dominio de
una funcién de varias variables.

Veremos también las ecuaciones de algunos objetos geométricos béasicos en el plano
y el espacio, tales como circulos, elipses, esferas y cilindros, y una breve introduccién
a la nocién de distancia en el espacio euclideano.

Por simplicidad, trabajaremos mayormente con funciones de dos o tres variables,
aunque los resultados en el caso general son similares.

Ademds, el contenido de este capitulo nos dara el lenguaje y los conceptos necesa-
rios para definir limites, derivadas parciales, etc. Recordemos que en una variable, la
distancia entre dos puntos x y xq era el médulo de su diferencia, |z —x¢|, pero con més
variables este tipo de nociones es mas complicada, y necesitaremos definir una no-
cion de distancia. Por otra parte, muchos resultados utilizaban la nocién de intervalo
abierto, o de intervalo cerrado; y ahora tenemos que generalizar estos conceptos.

1. El plano euclideo

En esta seccién recordaremos brevemente la nocién del plano euclideo, que conoce-
mos gracias a la geometria elemental. Introduciremos ademas el concepto de distancia
entre sus puntos.

1.1. Vectores

Llamaremos R? al plano euclideo xy, es decir, al conjunto de puntos de coordenadas
(x,y) con z € R ey € R. De la misma forma, R? es el espacio euclideo, el conjunto de
puntos de coordenadas (z,y, z). En general, escribiremos R™ para representar todos
los puntos de coordenadas (z1,xa,...,z,).
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Podemos interpretar los puntos como vectores, y esto nos permite sumarlos y res-
tarlos entre si (coordenada a coordenada), o multiplicarlos por un escalar a € R:

(z1,91) + (22, 92) = (#1 + 22,91 + y2)
(z1,91) — (22, 92) = (T1 — T2, 41 — Y2)
a-(z,y) = (ax, ay)
Observacién 1.1.1. Valen expresiones andlogas en R® y en R,
a- (1,0 Tn) £ (Y1, yn) = (a1 £ Y1, ooy Ay £ Yn).
Ejemplo 1.1.2. Tenemos en R*:
(1,0,3,-1)+4-(-1,2,0,1) = (1,0,3,—1) + (—4,8,0,4) = (-3,8,3,3).

Ejercicio 1.1.3. Calcular 2 - (—2,—1,3) — 3(1,-1,2).

1.2. Distancia

En la recta real era sencillo determinar si dos puntos estaban cerca: el médulo de la
resta era cercano a cero para puntos a poca distancia entre si. Necesitamos ahora una
nocién de distancia en R™, y para eso introducimos la norma euclidea de un vector
(su médulo, o su longitud):

(1, 2| = (@2 + -+ 22)V/2,
Ejemplo 1.2.1. Tenemos
I3, -8)l = (12 + (-3} = VD,
12, =4, 4)|| = (22 + (—4)? + 4%)Y/2 = /36 = 6.

Definicién 1.2.2. La distancia entre dos puntos P,Q € R™ es la norma de su dife-
rencia, |z — y||.

Ejemplo 1.2.3. La distancia entre P = (3,3) y @ = (—1,4) es
1(3,3) = (=1,4)[| = ||(4, —1)|| = (42 + (=1))? = V17.

Con esta nocién de distancia podemos definir un disco abierto de radio r centrado
en (zg,yo) como los puntos del plano ubicados a distancia menor que r del punto

(70, %0):

D, (z0,90) = {(z,y) € R*tal que /(x — x0)2 + (y — y0)2 < r}.
De manera andaloga, el disco cerrado seré
Dy [z0,y0] = {(z,y) € R tal que /(z — x0)? + (y — y0)? < 7}

es decir, el disco cerrado incluye la circunferencia de radio r centrada en el punto
(z0,%0):

Sr(z0,y0) = {(7,y) € R? tal que \/(95 —20)?+(y —vo)? =7}
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Ejemplo 1.2.4. El disco abierto centrado en (0,0) de radio 1 es
D1(0,0) = {(z,y) € R*tal que /22 + 32 < 1}.
Su circunferencia es
51(0,0) = {(z,y) € R?tal que \/22 + ¢ = 1}.

Observacién 1.2.5. Estas definiciones se generalizan a R™. Podemos definir en R?
una esfera de radio v centrada en el punto (xg, Yo, 20); y en general, una bola abierta
de radio v y centro (x1,...,x,) es el conjunto de puntos de R™ a distancia menor que
r del centro.

1.3. Conjuntos abiertos y cerrados

Si bien no profundizaremos en estas nociones, es conveniente introducirlas ahora,
pues son necesarias en las hipétesis de distintos teoremas.

Definicién 1.3.1. Un conjunto A C R? se dice abierto si para cada punto (o, o) €
A, existe un nimero real r > 0 tal que D,(xo,y0) C A.

El papel de los conjuntos abiertos es similar al de los intervalos abiertos. Mas ade-
lante veremos ejemplos al respecto.

Definicién 1.3.2. Dado un conjunto A C R2, su complemento A° estd formado por
los puntos de R? que no pertenecen al conjunto A.

No vamos a utilizar en lo que sigue la nocién del complemento de un conjunto, sélo
lo haremos en la préxima definicién:

Definicién 1.3.3. Un conjunto A C R? se dice cerrado si su complemento A° es
abierto.

Ejemplo 1.3.4. Los siguientes son conjuntos abiertos:
1. Un disco abierto de radio r > 0, D,.(xo,yo)-
2. El plano R2.
3. El plano menos el origen, R? \ {(0,0)}.
4. El plano R? menos el semieje R<q, R? \ {R<p}.
5. El rectangulo (a,b) x (¢, d).
Ejemplo 1.3.5. Los siguientes son conjuntos cerrados:
1. Un disco cerrado de radio r > 0
2. El plano R? menos un disco abierto de radio r > 0, R%\ {D,.(zo, y0)}
3. El plano complejo menos el semieje R.g, R? \ {R-o}

4. El recténgulo cerrado [a,b] X [c, d]
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2. Conicas

Las siguientes curvas que presentaremos de R? reciben el nombre de cénicas. El
nombre se debe a que dichas curvas se obtienen al intersecar un cono con distintos
planos.

Veremos que estas curvas aparecen en forma natural al calcular y graficar el dominio
de funciones cuyo dominio est4 en el plano R?, y también al trazar curvas de nivel.

2.1. Circunferencia

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de un punto
dado. Es decir, es la curva formada por los puntos que estan a igual distancia de
un punto fijo. A dicho punto se lo denomina centro y la distancia entre un punto
cualquiera de la circunferencia y el centro es el radio, ver la figura 7.1.

1\

h X

Figura 7.1: Gréfico de la circunferencia de radio r centrada en (h, k).

Se puede probar facilmente utilizando la identidad de Pitdgoras que si el centro es
el origen (0,0) del plano, la ecuacién de la circunferencia de radio r es

2 2 2
Tyt =77,
esto coincide con nuestra definicién de distancia y de disco de radio r.
Ahora, si el centro es un punto cualquiera (h, k) € R?, la ecuacién de la circunfe-
rencia es

(2= h)2+ (y — k)2 = 12,
Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2.1.1. Graficar la curva cuya ecuacién es: (z +1)2 + (y —2)? =4

Por lo visto anteriormente, la curva es una circunferencia centrada en el (—1,2) y
de radio 2 ya que la ecuacién dada la podemos escribir como (z +1)2 + (y — 2)? = 22,
ver la figura 7.2.

Hay que tener cuidado con los signos del centro. En la férmula, h estd precedido por
un signo —, y en la ecuacién dada tiene un signo +, entonces la primer coordenada
del centro tiene que ser negativa.
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4

X

Figura 7.2: Grafico de la circunferencia de radio 2 centrada en (—1,2).

2.2. Elipse

Dados dos puntos F} y Fb, y un nimero real k > 0, la elipse es el lugar geométrico
de los puntos del plano P tales que ||P — Fi|| + |P — F|| = k. A Fy y F» se los llama
los focos de la elipse.

Como a nosotros unicamente nos interesard graficar las elipses, no le daremos im-
portancia a los focos. Si el centro de la elipse es el (0,0), la definicién anterior sirve
para llegar a la siguiente férmula:

2 2

S

a b
donde a y b se denominan los semiejes de la elipse. El semieje mayor da la mayor
distancia entre dos puntos diametralmente opuestos, mientras que el semieje menor
corresponde a la menor distancia. Podemos pensar que un circulo es una elipse defor-
mada donde todo par de puntos diametralmente opuestos estan a la misma distancia,
ver la figura 7.3.

i
Y

h X

Figura 7.3: Elipse.
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Si ahora el centro es el punto (h,k) € R?, utilizando traslaciones, llegamos a la
siguiente expresién de la elipse:

(=P, = h7 _

e = 1.
Veamos algunos ejemplos
Ejemplo 2.2.1. Graficar la curva cuya ecuacion es
—1 2 2 2
(-12, w+2? _,

4 9

El grifico es una elipse centrada en el punto (1,—2) donde los semiejes son a =2 y
b = 3, ya que la expresién dada es equivalente a

(z-1)*  (y+2)?° _

2 T3

Una vez identificados el centro y los semiejes podemos graficar la elipse, ver figura
74.

1.

Figura 7.4: Ejemplo de elipse

2.3. Hipérbola

Dados dos puntos F} y F» y un nimero real £k > 0, la hipérbola es el lugar geométrico
de los puntos del plano P tales que | ||P — Fy|| — ||P — Fa||| = k. A F1 y F5 se los
llama los focos de la hipérbola. Al igual que con la elipse, el tratamiento de los focos
excede el propésito de este libro. Lo que nos va a interesar es la ecuacién canénica de
la hipérbola para poder graficarla. Si la misma estd centrada en el (0,0) su ecuacién

es:
22 g2 .
a2 b2
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Figura 7.5: Hipérbola

donde a y b se denominan semiejes.
Si ahora el centro es el punto (h,k) € R? utilizando traslaciones llegamos a la
siguiente expresién de la hipérbola:

(@=h? (=K _,
a? B b2 v

y su grafico podemos verlo en la figura 7.5.

El siguiente ejemplo nos muestra cémo graficarla.
Ejemplo 2.3.1. Graficar la curva cuya ecuacion es

© Yy
4 9
Por lo visto anteriormente tenemos una hipérbola centrada en el (0,0) con semiejes

a = 2y b= 3. Para graficarla primero tenemos que trazar un rectangulo centrado en
el origen de coordenadas y la longitud de los lados se corresponde con los semiejes,
como indica la figura. Las diagonales del mismo son las asintotas de la hipérbola. Por
dltimo, la hipérbola tiene que pasar por los puntos (0,—2) y (0,2), ver la figura 7.6.
Tanto el rectangulo como las diagonales del mismo sirven de ayuda para realizar el
grafico, pero no forman parte de la hipérbola.

Muchas veces, cuando tengamos que obtener y graficar el dominio de una cierta
funcidn, llegaremos a una expresion que aparentemente no conocemos, pero tal vez
realizando pasos algebraicos la podremos transformar en otra conocida. Veamos un
ejemplo.
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Figura 7.6: Ejemplo de hipérbola

Ejemplo 2.3.2. Graficar la curva cuya ecuacién es: 922 + (y — 1)? = 4.

Aqui la expresién dada no se corresponde directamente con ninguna de las féormulas
conocidas. Como las dos variables estan al cuadrado, en principio puede ser una
circunferencia o una elipse (no es una hipérbola porque uno de los coeficientes deberia
ser negativo). Veremos que es una elipse realizando algunos pasos algebraicos.

Tenemos la expresién:

92% + (y — 1)* = 4,

y podemos dividir por 4 ambos miembros, quedando:

922 —1)2
927 w17
4 4

Tenemos que tener cuidado porque hay un 9 multiplicando en el primer término,
con lo cual todavia no podemos obtener el semieje a. Recordando las propiedades de
las fracciones obtenemos:

+ Lo

a? | (y-1)7°
1 4

=)

Ahora si estamos en condiciones de obtener el centro y los semiejes. El centro es el
punto (0,1) y los semiejes son a = %, y b = 2 (recordemos que para obtener los
semiejes hay que tomarle raiz cuadrada a los denominadores de ambos términos, ya
que en la férmula tanto a como b aparecen al cuadrado), ver la figura 7.7.

Figura 7.7: Ejemplo de elipse
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3. Funciones de varias variables

Ya, estamos en condiciones de comenzar a estudiar las funciones de R? y, en general,
de R™ a R. Recordemos que una funcién asigna a cada elemento de su dominio un
tnico elemento en la imagen.

Cuando f(x,y) : R? — R, muchas veces la indicaremos de la forma

3.1. Algunas funciones sencillas

Las siguientes son funciones de R? en R:

fley) = x4y
fly) = wzy
flay) = a¥
flz,y) = sen(z +y)
flay) = 77
z—1
flay) = 2l
En ocasiones, las funciones estaran definidas por distintas formulas segin la regién
del plano:
xy )
—— si («x, 0,0
fay) =1 P4 (z,y) # (0,0)
0 st (z,y) = (0,0)
In(z—y) si z>y
fay)={ hiy-2) si <y

0 si x=y

[ cos(zy) si y>a?
fay) = { sen(zy) si y < 2?

Las siguientes son funciones de R? en R:

f(x,y,z) = Tz+y+z
f(x,y,z) = Tyz
flz,y,2) = x%e™
f(z,y,2) = zsen(x®+y)
f(x7y’z) = 62:1:_712

f(xa Y, Z) = —

.1'2 + 22 + y2 + 1

Con estos ejemplos sélo queremos familiarizarnos con funciones de dos y tres varia-
bles. Si las observamos y tratamos de imaginar cémo serfan sus graficos, nos haremos
una idea de las dificultades del calculo diferencial de dos y mas variables, donde no
podremos confiar tanto en la geometria y tendremos que trabajar més analiticamente.
En las siguientes subsecciones veremos cémo hacernos una idea de los gréaficos de estas
funciones, pero primero estudiaremos su dominio.
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3.2. Dominio

El dominio de las funciones de varias variables se estudia de la misma manera que
el de funciones de una sola variable.

Se deben evitar los problemas, tales como ceros del denominador, raices pares de
ntimeros negativos, o logaritmos de ntimeros menores o iguales a cero. Veamos algunos
ejemplos.

Ejemplo 3.2.1. Determinar el dominio de la funcién
flay) =ve—y.
Esta funcion esta definida sélo para los valores de x y de y tales que
x—y =0,
de lo contrario tomariamos raiz de un nimero negativo. Entonces, despejando,
Dom(f) = {(z,y) € R? tales que = > y}.

El dominio puede verse en la figura 7.8.

Figura 7.8: Ejemplo de dominio

Ejemplo 3.2.2. Determinar el dominio de la funcién

Ty

f($,y>=m~

Esta funcion esta definida para los valores de x y de y tales que el denominador sea
distinto de cero, es decir
2?4y —140.
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Para indicar el dominio, nos conviene escribirlo como
Dom(f) =R*\{(z,y) tales que z° +y* =1},

es decir, quitamos del plano aquellos puntos (z,%) tales que 2% +y? = 1. Estos puntos
corresponden a la circunferencia de radio r = 1 centrada en el origen.

Ejemplo 3.2.3. Determinar el dominio de la funciéon
fz,y) = n(z® +y* - 1).
Esta funcion estd definida sélo para los valores de = y de y tales que
2?2 +y2—1>0,

de lo contrario tomariamos logaritmo de un nimero negativo o de cero. Entonces, el
dominio es la parte externa a la circunferencia de radio 1, y puede verse en la figura
7.9. Lo escribiremos como

Dom(f) = {(z,y) € R? tales que z* +y* > 1}.

Figura 7.9: Ejemplo de dominio

Ejemplo 3.2.4. Hallar analitica y graficamente el dominio de la funcién

3
f@,y) = In(16 — 22 — 4y?)’

En este ejemplo, a diferencia de los anteriores, tenemos que tener en cuenta que se
presentan dos problemas de dominio.

= Sabiendo que el argumento de un logaritmo tiene que ser positivo, tenemos que
graficar los puntos de R? que satisfacen:

16 — 2% — 49> > 0.

Recordando la seccién de cénicas, podemos despejarlo como

z? 4 442 < 16,
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y finalmente

1'2 y2
— 4+l <1
6 <h

y tenemos una expresion mas conocida. Si tuviesemos la ecuacion

=+

2 2
x y7:17
16 4

el gréafico serfa una elipse centrada en el origen con semiejes a = 4 y b = 2. Para
darnos cuenta si el conjunto solucién es el interior o el exterior de la elipse, una
forma es elegir un punto cualquiera del plano y ver si cumple la inecuacién. Por
ejemplo, si elegimos el (0,0),

0% 02
— 4 —= 1
16+4 0<1,

y entonces los puntos que verifican la inecuacion son todos los puntos interiores
de la elipse. Pasemos al segundo problema de dominio.

Como tenemos una divisién tenemos que excluir del dominio los puntos que
anulen el denominador, es decir:

In(16 — 2 — 4y?) # 0.

Componemos con la exponencial en ambos miembros, y tenemos que
2 2
eln(16 z°—4y~) 7& 60,
sabiendo que una funcién compuesta con su inversa da el argumento y que

e¥ =1, resulta
16 — 22 — 4y # 1.

Haciendo pasajes de términos nos queda
x? 4 4y? # 15,
y dividiendo por 15 ambos miembros,

2 4y?
L
15 15

La expresién anterior es equivalente a

$2 y2
41
FrE AL

y sabemos que los puntos que verifican la igualdad, es decir,

2 2
£+y7:1’
15 L
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Figura 7.10: Ejemplo dominio

son los puntos de la elipse centrada en el origen y de semiejes

1 1
a=+V15, vy b:w;:\/;.

Entonces, los puntos que cumplen la desigualdad son todos los puntos del plano,
menos los de dicha elipse.
Luego, una forma de escribir anéliticamente el dominio es la siguiente:
2 2 2

2
2 €z Y T Y
Dom(f){(x,y)G]R tal que 16+4<1,y15+1457é1}.

Representamos graficamente los puntos del plano que cumplen simultdaneamente la
inecuacion y la desigualdad en la figura 7.10

Ejercicio 3.2.5. Determinar analitica y grdficamente el dominio de las siguientes
funciones:

o) flry)=20—17 b floy) =L o) flay) =V

r — 3y
2 1 !
d) flz,y)=In(@@"-y) e f(ﬂc,y):;y 9) f(xay):m
_In(2z —y)
N Hey) = mm g

4. Representacién grafica de funciones

Graficar funciones f : R? — R es complicado, porque necesitamos una tercera
dimensién para representar los valores que toma. Un grafico de esta clase debe hacerse
en perspectiva (sélo tenemos dos dimensiones en el papel para dibujar), y no suele
ser sencillo.
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Para hacernos una idea del grafico de una funcién f : R2 — R disponemos de dos
métodos. El primero, consiste en graficar las curvas de interseccién del grafico de f
con distintos planos; hacemos cortes de la imagen de la funcién que nos dan una idea
de su gréfico. El segundo, es graficar en el plano aquellos conjuntos donde la funcién
toma un mismo valor; estos conjuntos se llaman las curvas de nivel de f. Hay una
relacién entre ambos, ya que las curvas de nivel son las proyecciones sobre el plano
xy de las intersecciones del grafico con planos de la forma z = c.

4.1. Interseccién con planos

Para estudiar el grafico de una funcién f : R?> — R necesitamos trabajar en R3.
Llamamos a las coordenadas de un punto (z,y, z), y nos interesa graficar el valor de
z que corresponde a cada par (z,y).

Podemos identificar los puntos en el eje x con aquellos puntos del espacio de coorde-
nadas (z,0,0) con z € R. De la misma forma, el eje y son aquellos puntos del espacio
de coordenadas (0,y,0), y el eje z los puntos de coordenadas (0, 0, z).

Los ejes coordenados definen tres planos:

= el plano zy, que corresponde a los puntos de la forma (z,y,0). Su ecuacién
es z = 0, y se obtienen planos paralelos para cada constante k£ € R haciendo
(z,y, k), es decir, el plano de ecuacién z = k.

= el plano yz, que corresponde a los puntos de la forma (0,y,z). Su ecuacién
es x = 0, y se obtienen planos paralelos para cada constante & € R haciendo
(k,y, z), es decir, el plano de ecuacién = = k.

= el plano zz, que corresponde a los puntos de la forma (z,0,z). Su ecuacién
es y = 0, y se obtienen planos paralelos para cada constante k& € R haciendo
(z,k, 2), es decir, el plano de ecuacién y = k.

4.2. Curvas de nivel

Definicién 4.2.1. Sea f : R? = R, y ¢ € R. Llamamos curva de nivel ¢ al conjunto
C, de R?:

C, = {(z,y) €R?: f(z,y) = c}.

Informalmente, las curvas de nivel se pueden representar con diferentes colores para
dar una sensacién de profundidad o de altura. Podemos mencionar dos ejemplos:

= [sotermas: en el prondstico meteoroldgico se ven mapas con curvas que separan
regiones de diferentes colores, estas curvas son las superficies de nivel de la
temperatura y se las llama isotermas.

= Mapas orogréficos (o fisicos): la altura de un territorio se indica con distintos
colores, y a regiones de igual color, les corresponde la misma altura.
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Observacién 4.2.2. Para funciones f : R> — R podemos dar una definicion similar,
aunque ahora se llamardn superficies de nivel.

Ejemplo 4.2.3. Determinar las curvas de nivel de la funcién f(z,y) =y — 222

Para cada valor de ¢, buscamos el conjunto C, de puntos (z,y) tales que f(z,y) = c.
Desde ya, es imposible analizar todos y cada uno de los valores de ¢, pero podemos
elegir algunos y analizar qué aspecto tiene C, para esos valores.

= Sic=0, hacemos y — 222 = 0, y despejando nos queda y = 222, una parsbola.

= Sic =1, hacemos y — 222 = 1, y despejando nos queda y = 2z2 + 1, la misma
parabola corrida hacia arriba una unidad.

= Sic= —1, hacemos y — 222 = —1, y despejando nos queda y = 222 — 1, la
misma parabola pero corrida hacia abajo una unidad.

Podemos ver que, en general, la curva de nivel C,. es una parabola de ecuacién
y =222 +c.
Ejemplo 4.2.4. Determinar las curvas de nivel de la funcién f(z,y) = xy.

Igual que en el ejemplo anterior, damos valores a ¢ y vemos qué puntos (x, y) cumplen

f(x,y) =C.

= Si ¢ = 0, tenemos yxr = 0, y despejando nos queda y = 0, 6 z = 0, los ejes
coordenados.

= Si ¢ =1, tenemos yxr = 1, y despejando nos queda y = %, la ecuacién de una
hipérbola.

= Sic =2, tenemos yxr = 2, y despejando nos queda y = %, la ecuacién de una
hipérbola (ubicada por encima de la anterior).

= Si ¢ = —1, tenemos yr = —1, y despejando nos queda y = f%, también una
hipérbola.

Podemos ver que, en general, la curva de nivel C. es una hipérbola de ecuacién
y = £, con la excepcién del valor ¢ = 0, donde Cy son los ejes coordenados. Conviene
graficar algunas curvas, y ver qué ocurre para valores pequenos de c.

4.3. Ejemplos de graficos

Veamos algunos ejemplos de graficos de funciones y de superficies. Ademds de buscar
la interseccién del grafico con planos, buscaremos la intersecciéon del grafico con los
ejes (esto no nos da tanta informacién como la interseccién con planos, pero puede
ser de alguna utilidad).
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Ejemplo 4.3.1. Graficar la funcién
fla,y) = 2% +y°.

Busquemos las intersecciones con los ejes y con planos paralelos a los planos coor-
denados.

= Eje z. Para hallar la interseccion del grafico con el eje x, tenemos que igualar
las otras variables a cero; reemplazando y = z = 0 en la ecuacién obtenemos

0=2%+0% conlocual 2?=0,
que se cumple sélo cuando z = 0.

= Eje y. Para hallar la interseccién del grafico con el eje y, tenemos que igualar
las otras variables a cero; reemplazando x = z = 0 en la ecuacién obtenemos

0=0%+4% conlocual y?=0,
que se cumple sélo cuando y = 0.

= Eje z. Para hallar la interseccién del grafico con el eje z, tenemos que igualar
las otras variables a cero; reemplazando x = y = 0 en la ecuacién obtenemos

0°+0% =z,
con lo cual z = 0.

Entonces podemos ver que la superficie corta a los tres ejes en el origen de coorde-
nadas. Vamos a trazar algunas curvas de nivel para obtener mas informacion.
Comencemos intersecando a la superficie con planos horizontales, es decir, z = k:

» 2=0:0=22+1y?% y el tinico punto que verifica la ecuacién es el origen (0,0).

= z=1:1= 2%+ 42, esta ecuacién representa una circunferencia centrada en el
origen de radio 1.

» z =4: 4 = 22 4+ 42, ahora tenemos una circunferencia también centrada en el
origen pero de radio 2.

s z=—1: -1 =22 + 9%, ninglin punto de R? verifica esta ecuacién, el grafico no
corta al plano z = —1.

En general, dado z = k, tenemos la ecuacion
k=a? 4%

Si k > 0 representa una circunferencia de centro (0,0) y radio Vk, v vemos que a
medida que aumentamos el valor de k, el radio de la circunferencia va aumentando.
Si k = 0 vimos que la tnica solucién es el (0,0), y si k& < 0 no hay solucién.

Vamos a hallar las intersecciones de las mismas con planos paralelos al plano coor-
denado xz (de ecuacién y = k) y al plano coordenado yz (x = k). Veamos algunos
ejemplos y luego generalizaremos:
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X

Figura 7.11: Ejemplo paraboloide

s 2 =0: 2z = 02+y?2, y la ecuacién representa una pardbola. Cuando tengamos que
graficarla tenemos que tener en cuenta que la misma estd situada en el plano

yz.
= 2 =1: 2=1+12, esta ecuacién también representa una parabola.

= x = —1: z = 1 + 92, que también representa una parabola (simétrica a la
obtenida para x = 1).

En general, cuando = = k, tenemos z = k% + y2, que representa una parabola.

Andlogamente, si ahora hallamos las intersecciones con planos paralelos al plano zz
tenemos que, cuando y = k, z = 2 + k2, y también para cada valor de k obtenemos
una parabola.

Con esto en mente, estamos en condiciones de graficar la superficie, ver la figura
7.11.

Observacién 4.3.2. En ocasiones, hay superficies en R3 que no son el grifico de una
funcién f: R? — R. El ejemplo mds sencillo que nos viene a la mente es una esfera
(en el plano, un circulo tampoco es el grdfico de ninguna funcién de una variable).

Veamos tres ejemplos importantes, comenzando por la esfera, seguida de un elipsoide
y luego un cilindro.

Ejemplo 4.3.3. Graficar la superficie de ecuacién x2 + y2 + 22 = 4.

Igual que en el ejemplo anterior comencemos por obtener las intersecciones de la
superficie con los ejes coordenados.

143



Notas de Elementos de Matematica 2

= Eje x. Igualamos las otras variables a cero; y reemplazando y = z = 0 en la
ecuacion obtenemos

224+02°+02=4, conlocual a°%=4,
y la superficie corta al eje x en los puntos £ =2y = = —2.

= Eje y. Igualamos las otras variables a cero; y reemplazando z = z = 0 en la
ecuacion obtenemos

024952 +0%2=4, conlocual ¢y*=4,
y la superficie corta al eje y en los puntos y =2y y = —2.

= Eje z. Igualamos las otras variables a cero; y reemplazando x = y = 0 en la
ecuacién obtenemos

0°4+0%2+22=4, conlocual 2%=4,
y la superficie corta al eje z en los puntos z =2y z = —2.

Encontremos ahora algunas intersecciones de la superficie con planos paralelos al
plano coordenado xy, es decir, con z = k.

= 2z = 0: tenemos 2% +y? = 4. La curva es una circunferencia centrada en el origen
de radio 2.

» z = 1: tenemos 22 + y? = 3. La curva es una circunferencia centrada en (0,0, 1)
y de radio v/3. Si z = —1, tenemos también 22 4 y? = 3 y es una circunferencia
centrada en (0,0, —1) de radio v/3.

= z = 2: tenemos 2% +y? = 0. La curva es un tinico punto de coordenadas (0,0, 2).
Si z = -2, es el punto (0,0, —2).

s z = 3: tenemos z? + y? = —5, ningin punto de R? verifica esta ecuacién, el
grafico no corta al plano z = 3.

En general, dado z = k, tenemos la ecuacion
2 4 y? =4 -k

La ecuacién representa una circunferencia de centro (0,0, k) y de radio v/4 — k2. Lue-
go, el radio estd definido si:

4—k*>0, esdecr, —2<k<2.

Una observacién que podemos hacer es que si k = —2, o si k = 2, el radio es cero, y
las intersecciones se reducen a puntos. Por 1ltimo, la interseccién entre la superficie
y planos z =k con k < —2 0 k > 2 es vacia.

De la misma forma vamos a hallar las intersecciones de la superficie con planos
paralelos al plano coordenado yz, es decir, planos de ecuacién x = k.
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Figura 7.12: Ejemplo esfera

= 2 = 0: tenemos y? + 22 = 4. La curva es una circunferencia centrada en el origen
de radio 2.

= 7 = 1: tenemos y? + 22 = 3. La curva es una circunferencia centrada en (1,0, 0)
y de radio /3. Si = —1, tenemos también y? + 22 = 3 y es una circunferencia
centrada en (—1,0,0) de radio v/3.

» 2 = 2: tenemos y? + 22 = 0. La curva es un tinico punto de coordenadas (2,0, 0).
Six = —2, es el punto (—2,0,0).

Entonces, si —2 < k < 2 las curvas de nivel son circunferencias de radio v4 — k2. Si
k = —2 o k = 2 las intersecciones son los puntos (—2,0,0) y (2,0,0) respectivamente.
Al igual que las curvas anteriores, si k < —2 o k > 2 la interseccién es vacia.

No vamos a repetir el razonamiento para los planos paralelos al plano zz, cuando
y = k, pero también se obtienen circunferencias centradas de radio v/4 — k2.

Juntando toda la informacién obtenida, tenemos el grafico de la figura 7.12.

Ejemplo 4.3.4. Graficar la superficie de ecuacién
2 2 2

+ 4 2
1

X

— =1.
9

I\D‘Qd
ot

Igual que en el ejemplo anterior comencemos por obtener las intersecciones de la
superficie con los ejes coordenados.

= Eje z: reemplazando y = z = 0 en la ecuaciéon obtenemos

2 02 02 2
%+%+Z:1’ con lo cual %:1,
y la superficie corta al eje x en los puntos x =3y = = —3.
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= Eje y: reemplazando x = z = 0 en la ecuaciéon obtenemos

02 2 02 2
§+%+z:1, con lo cual 32/—5:1,
y la superficie corta al eje y en los puntos y =5y y = —b.

= Eje z: reemplazando x = y = 0 en la ecuacién obtenemos

02 02 2 2
5—!—%4—%:1, con lo cual %:1,
y la superficie corta al eje z en los puntos z =2y z = —2.

Encontremos ahora algunas intersecciones de la superficie con planos paralelos al
plano coordenado zy, es decir, con z = k.

22 g2 2
= 2 =0, 9 + % + 1= 1, y tenemos la elipse de ecuacion
2 2
@ v
9 25
cuyos semiejes son a =3y b= 5.
2 2 12
2 =1, 9 + % + il 1, y despejando tenemos
2 2
1
£ + yf — ]_ N — §’
9 25 4 4

Para transformarla en la ecuacién de una elipse multiplicamos ambos miembros

por %, y nos queda
4 (22 9P 4 3
(=4 ) ==.-.
3\9 25 3 4

4r% 492
— + i — 17
27 75

y para encontrar los semiejes reescribirmos la expresién como

Distribuimos, y queda

1,2 y2
wTE
4 4

=1.

Ahora si llegamos a la expresién de una elipse cuyos semiejes son:

y racionalizando tenemos que:

3 5

Es importante notar para realizar luego el grafico que los semiejes son menores
que los de la elipse anterior.
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Figura 7.13: Ejemplo de elipsoide

22 42 2

=z =2 r + % + 1= 1, y despejando tenemos
22 42
47 9
9 * 25 ’

cuya tnica solucién es el (0,0). Esto quiere decir que la interseccién de la su-
perficie con el plano z = 2 es tnicamente el punto (0,0, 2).

2?2 2

m 2 =3, 9 + % + 1= 1, y despejando tenemos
x2 2 )
2 v __5
9 25 4

ningiin punto de R? verifica esta ecuacién, con lo cual la interseccién entre la
superficie y el plano z = 3 es vacia.

(Verificar que si z = —1, 2z = —2, 6 z = —3 se obtienen los mismos resultados).
En definitiva, para cualquier valor z = k se tiene

1‘2 y2 k‘2
[T — |
9 +25+ 4 ’
2 2 2
A
9 25 4
T A
LY
9 25 4

Esta ecuacién no tiene soluciones si 4 — k? < 0, es decir, si k? > 4.
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Si k? < 4, podemos llevar esta expresion a la férmula de la elipse, y nos queda

4 z? N v\ 4k 4
4-k2\9 25) 4 4 — k2
42 42
r -1
9(4—k2) ' 25(4 — k?)
x2 y2
9(4—k2) + 25(4—k2) 1.
4 4

Entonces, los semiejes son:

a:%\/471€2 b:g 4 — k2.

Si k= —2o0sik=2el argumento de la raiz se anula, y la interseccion se reduce a
un punto.

Siguiendo el mismo razonamiento, dejamos a cargo del lector la tarea de hallar las
intersecciones de la superficie con planos de ecuaciones z = k e y = k.

El grafico que se obtiene puede verse en la figura 7.13.

Observacién 4.3.5. En el prézimo ejemplo estudiaremos la superficie en R? de
ecuacion x2 +y? = 4.

En este ejemplo es importante darse cuenta que estamos trabajando en el espacio
R3, ya que la misma ecuacion en R? representa una circunferencia. En el espacio,
esta ecuacion representa un cilindro.

Ejemplo 4.3.6. Graficar la superficie de ecuacién z2 + 3% = 4.
Como antes, hallemos las intersecciones de la superficie con los ejes coordenados.

» Eje 2: reemplazando 3 = 0 en la ecuacién queda 2% = 4, con lo cual la superficie
corta al eje x en los puntos z =2y z = —2.

s Eje y: reemplazando = = 0 en la ecuacién queda y? = 4, con lo cual la superficie
corta al eje y en los puntos y =2y y = —2.

s Eje z: reemplazando z = y = 0 en la ecuacién obtenemos 02 4 02 = 4, que es un
absurdo. Esto significa que no interseca al eje z.

Estudiemos ahora las curvas de nivel z = k. Al reemplazar, como la ecuacién no
depende de z, tenemos
z=Fk, 2?4 9y? =4,

es decir, la interseccién es siempre una circunferencia de radio 2. A diferencia de los
ejemplos anteriores, no tenemos restricciones sobre k, y es siempre la misma curva.

Veamos los cortes con planos paralelos al plano yz. Estos tienen la ecuacion x = k,
y es importante recordar que no tenemos restricciones sobre la variable z.
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+ x/

Figura 7.14: Ejemplo cilindro

» 2 = 0: tenemos 02 +y? = 4, y queda y? = 4, los puntos del espacio que cumplen
esta condicién son (0,2, 2) y (0,—2, 2), dos rectas verticales paralelas al eje z.

» 2 = 1: tenemos 12 +y? = 4, y queda y? = 3, los puntos del espacio que cumplen
esta condicién son (1,v/3,2) v (1, —+/3, 2), dos rectas verticales paralelas al eje
z.

» x = 2: tenemos 2% + 32 = 4, 42 = 0, los puntos del espacio que cumplen esta
condicién son (2,0, 2) y (2,0, 2), dos rectas verticales paralelas al eje z.

» = 3: tenemos 32 + y? = 4, y?> = —5, no hay puntos del espacio que cumplen
esta condicién.

En general,

==k queda k*>+y?=4,

y la condicién y? = 4 — k2 se cumple cuando —2 < k < 2. Para estos valores, se tienen
las rectas paralelas al eje z

(k, V4 — k2, 2), (k, V4 — k2, 2).

De la misma manera se obtienen las intersecciones de la superficie con planos e
ecuacién y = k, y se tienen también rectas paralelas al eje z. Con toda esta informacién
tenemos el gréafico de la figura 7.14.
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Ejercicio 4.3.7. Trazar algunas de las curvas de nivel y describir el grdafico de f para
las siguientes funciones:

a) f(z,y) =2 +¢° b)  flx,y) = 2?4 4y

o) flz,y) =92* + 16y> d) f(z,y) =3z —2y

e) flz,y)=a2+y? ) fley) =922 4+ 42
g) flz,y)=my h) flz,y) =+/1—22—y?

Observacién 4.3.8. Si bien podemos graficar -con dificultad- funciones f : R? — R,
no lo haremos con funciones de mds variables. Dada una funcién f : R — R nos
limitaremos a calcular sus superficies de nivel, igualando f(z,y,z) = ¢ para distintos
valores de c.

Ejercicio 4.3.9. Describir las superficies de nivel de las siguientes funciones:

a) flz,y,2) =2* +y* + 22 b) flz,y,2) =a® +4y® + 922
o) flz,y,2)=a*+y° d) f(z,y,2) =2

5. Aplicaciones econémicas

Veamos algunas aplicaciones econémicas del concepto de dominio y de curva de
nivel.

5.1. El dominio de las funciones econémicas

Ademsds de las restricciones matemaéticas, las funciones econémicas poseen restric-
ciones de tipo econémico que reducen su dominio. Claramente, las cantidades produ-
cidas, los precios, la demanda, y la produccién tienen que ser no negativas (vamos a
considerar que pueden tomar el valor 0).

Ejemplo 5.1.1. Hallar el dominio de la funcién de demanda D1 (p1, p2) = 4—p1 —2ps.

Si el ejercicio fuese exclusivamente matematico, la funcién no tendria problemas de
dominio; pero como es econdmico tenemos que considerar p; > 0, po > 0, y ademés
la cantidad demandada debe ser positiva, D > 0. Entonces,

4—p1 —2p2 >0 si 4—p; > 2py,

es decir,
1
p2 <2-— 5P

Luego,

1
Dom(D)={(191,1?2)611%2 tal que p1 >0, p2>0, p2§2—2p1}.

El grifico de este ejemplo es un tridngulo de vértices (0,0), (4,0), (0,2), como puede
verse en la figura 7.15
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A

P2

| P2=2-1P1
2 2

0 A P1

Figura 7.15: Ejemplo 5.1.1

Ejemplo 5.1.2. Dada la funcién de produccién

X1 X2

p =122
(IE1,IE2) 4_:1/‘%_3:%,

donde x1 y x5 son las cantidades de dos insumos X; y Xs respectivamente, hallar el
dominio de P.
Si fuese un problema matemético tendriamos que pedir

4—212 — 3% #0,
pero como es econdémico tenemos ademas las siguientes restricciones:
x120, CL‘QZO, y PZO

Entonces, observemos que el numerador es positivo (ya que 7 y x2 lo son), y por
lo tanto debe ser también

4— 112 — 292> 0.
Luego,
Dom(P) = {(x1,29) €R* : 27 >0, x9>0, a?+4a23<4},
y el grafico estd dado por la figura 7.16.

Ejercicio 5.1.3. Dados dos bienes Xy y Xo, hallar el dominio analitica y grdfica-
mente de las siguientes funciones de demanda y costo

1. Di(p1,p2) = 3p1 — 2p2

VP12 +pa? =9

2. C(pq, =
(1, p2) 1+ 2p2

3. Dy(p1,p2) = 4p1 + 3p2
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X2A

A\

Figura 7.16: Ejemplo de dominio 5.1.2

5.2. Curvas de nivel

Las curvas de nivel aparecen en distintos problemas econémicos. Veamos los princi-
pales tipos a continuacién.
1. Curvas de indiferencia

Las curvas de indiferencia son las curvas de nivel de la funcién utilidad. Es decir,
son las intersecciones entre la funcién utilidad y planos U = k, donde U es la
funcién de utilidad de un consumidor y k£ es una constante.

Si llamamos X; y X5 a dos bienes, y 1 y z2 a las cantidades consumidas
respectivamente, sea U = f(x1,22) la funcién de utilidad de un consumidor.
Si U = k, la curva de indiferencia es k = f(x1,22). Econémicamente significa
que cualquier combinacién de x1 y xo le representard al consumidor ese nivel de
satisfaccién k, o sea, en esa curva la utilidad se mantiene constante.

Ejemplo 5.2.1. Sea U = zjx9, trazar algunas curvas de nivel.

Se puede ver el grafico en la figura 7.17. Por ejemplo, si U = 1, la curva de
indiferencia es 1 = x1x2, es decir, la hipérbola

1
ro = —, con x; #0.
Si U = 2, la curva de indiferencia es 2 = x4, es decir,

2
o =—, con x7 #0.
T

Si U = k; la curva de indiferencia es k; = x1xs,

i
9 =—, con x; #0.
T
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X2

Donde ki <ka<ks<ka<ks

Figura 7.17: curvas de nivel de U = x129

Una funcién de utilidad se dice una funcién de utilidad normal si cumple con
las siguientes caracteristicas:

a) Las curvas de indiferencia son decrecientes (derivada negativa). Econémica-
mente significa que si aumento el consumo de un bien, tengo que disminuir
el consumo del otro para mantener la utilidad constante.

b) El nivel de la funcién de utilidad aumenta en direccién noreste (de abajo
hacia arriba, y de izquierda a derecha) ya que se obtiene una mayor utilidad
cuando aumentan las cantidades consumidas de los bienes (suponiendo que
no hay saciedad en el consumidor).

¢) Las curvas de indiferencia no se intersecan. Si se cortaran existirfa una
combinacion de cantidades de X; y Xs que corresponderian a dos niveles
de satisfaccién y esto no puede ocurrir en la teoria del consumidor.

d) Las curvas de indiferencia son convexas respecto al origen de coordenadas.

2. Curvas isocuantas
Se denomina isocuantas a las curvas de nivel de la funcién de produccién, es
decir que sobre una isocuanta se mantiene constante la produccién total.

3. Curvas de isocosto

Se denomina curvas de isocosto a las curvas de nivel de la funcién costo. Su-
pongamos que un empresario distribuye sus compras entre dos bienes X; y
X5, donde los precios unitarios son constantes. Entonces su funcién costo seré:
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X2
30—

\
15 Xi

Figura 7.18: curvas de isocosto de C' = 2x1 + x5 + 100

CT =CV +CF, con CV = p1xy + paxs, siendo x1 y x2 las cantidades de los
bienes X7 y X» respectivamente.

Los pares (z1, z2) que pertenezcan a la misma curva de isocosto representan las
combinaciones en las cantidades de cada insumo entre las cuales el empresario
puede optar. Bajo estas condiciones, se puede ver ficilmente que las curvas de
isocosto son funciones lineales.

Ejemplo 5.2.2. Los precios unitarios de los bienes X; y Xosonp; =2y py =1
respectivamente, el costo fijo de la empresa es $100, hallar y graficar algunas
curvas de isocosto de la empresa.

Utilizando los datos dados se tiene que la funcién costo total es C' = 2z1 + z2 +
100. Para hallar algunas curvas de isocosto hay que trazar las curvas de nivel
de la funcién costo. Vamos a elegir C' = 110, C' = 120 y C' = 130. Entonces,

110 = 2z + z2 + 100, queda x5 = —2x1 + 10.
120 = 2x1 + 22 + 100, queda xz9 = —2x1 + 20.
130 = 2z1 + 2 + 100, queda x5 = —2x1 + 30.

En la figura 7.18 podemos ver que las curvas de isocosto son todas rectas para-
lelas y a medida que nos alejamos del origen, mayor es el costo que representan.

Observacion 5.2.3. Podemos ver que como es un problema econdémico las cur-
vas de nivel se pueden tomar para C > 100, en caso contrario las rectas quedan
fuera del primer cuadrante.
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4. Curvas de isoingreso
Las curvas de isoingreso son las curvas de nivel de la funcién ingreso. Recordando
la funcién de ingreso I(z1,22) = p121 + pax2 donde 1 y x5 son las cantidades
vendidas de los bienes X y X5 respectivamente, también se puede ver facilmente
que las curvas de isoingreso son funciones lineales.
Ejemplo 5.2.4. Una empresa fabrica dos tipos de bienes, y el ingreso que
obtiene por vender x; unidades del primero y x5 del segundo es

T
I(iL’l,ICQ) =1 —+ ZQ

Determinar las curvas de nivel de 1.

En este ejemplo, si tomamos ¢ = 0 tenemos

X
0=$1+Zz

y la curva de nivel 0 es vacia, ya que para que la suma nos de cero, una de las
cantidades deberia ser negativa.

Si ¢ =1, tenemos
T2

4 )
y es el segmento de recta zo = 4 — 4x;. Observemos que sélo los puntos del

1:.’E1+

primer cuadrante tienen sentido, es decir, aquellos donde 1 > 0, x5 > 0.

De la misma forma se analizan otros valores. Para un c arbitrario, si es negativo
la curva de nivel serd vacia, y si es positivo serd un segmento de recta en el
primer cuadrante.

5.3. Recta presupuestaria

Un caso importante, por sus aplicaciones econémicas, es la recta presupuestaria. En
la vida cotidiana, los consumidores tienen restricciones, una de ellas es su ingreso.
Supongamos que quiere consumir sélo dos bienes cuyos precios son p; y ps respecti-
vamente. Entonces la ecuacion de la recta presupuestaria es I = pyx1 + pax2 donde el
ingreso estd fijo. Entonces para un ingreso k, la recta presupuestaria es k = pyx1+paxs

Observaciéon 5.3.1. Veamos una aplicacion de las curvas de nivel y la recta presu-
puestaria. Resolveremos el siguiente problema utilizando herramientas de andlisis de
una variable, y en el capitulo 9 veremos un método mds general, cuando estudiemos
problemas economicos de optimizacion.

Ejemplo 5.3.2. Sea U = 3z;125 la funcién de utilidad de un consumidor, donde z; y
o son las cantidades consumidas de X; y Xa, con p1 = 5 y po = 6 respectivamente.
Hallar la méxima utilidad si el consumidor tiene un ingreso de 600.

Como el ingreso es de 600, la recta presupuestaria es 600 = 5x; + 6x5. Luego,

despejando x5 se tiene

5
xo = 100 — 6x1.
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X2
100~
50+ Ua nta
U=10000
U=9000
il
T T
60 120 X1

Figura 7.19: El punto critico es maximo

Encontramos una relacién entre zo y x1, y podemos reemplazarla en la funcién de
utilidad. Nos queda

5 5
U =3z, (100 - 6x1> =300z, — 5:512,

con lo cual nos quedé un problema de maximizacién en una variable. Tenemos que
derivar y luego igualar a cero para hallar el punto critico.

U =300 -5z, =0, esdecir, z;=60.

Reemplazando en la recta presupuestaria se obtiene que xo = 50 y la maxima utilidad
serfa U(60,50) = 9000. Observemos que hemos obtenido un punto critico, pero no
sabemos si realmente ahi la utilidad es maxima, asi que para confirmar que hallamos
la méxima utilidad sobre la recta presupuestaria, trazamos algunas curvas de nivel.
Como las curvas de nivel aumentan en direccién noreste, el punto hallado brinda la
maxima utilidad, ver la figura 7.19.

156



Capitulo 8

Funciones de varias variables
11

En este capitulo vamos a introducir la nocién de derivada parcial y la de diferenciabi-
lidad, generalizaciones de la nocién de derivada y de ser derivable. Para esto, primero
estudiaremos las nociones de limite y continuidad.

El célculo diferencial en varias variables es importante en las aplicaciones, ya que
nos permitird obtener modelos fisicos o econémicos més reales. Por ejemplo, en una
economia suele haber varios productos, y podemos considerar el precio de cada uno de
ellos como una variable para definir la demanda de los distintos productos; cualquier
cambio en el precio de uno de los productos provocarda cambios en las demandas
de los otros (por lo general, si el precio de un bien sube, su demanda caerd, y los
consumidores preferirdn consumir un bien sustituto, lo cual aumentara la demanda
del otro). Las aplicaciones de esta clase serdn desarrolladas més adelante, cuando
tengamos las herramientas necesarias para trabajar con funciones de varias variables.

1. Limite y continuidad

1.1. Limite

La nocién de limite en funciones de dos variables es un poco méas complicada que
para las funciones f : R — R.

El primer problema es entender qué quiere decir que (z,y) tiende a (zg,yo) cuando
(x,7) se acerca a (79,%0) € R?. En una variable, que = tendiera a x¢ querfa decir
que la distancia entre x y xg se acercaba a cero, en varias variables serd lo mismo,
diremos que (z,y) tiende a (g, yo) si la distancia ||(z,y) — (zo, yo)]|| se acerca a cero,
pero hay que tener cuidado, porque hay muchos caminos posibles por donde acercarse
a (zo,%0), a diferencia del caso de una variable donde x sélo podia acercarse por
izquierda o por derecha.

Con esta advertencia en mente, pasemos a la definicién de limite.
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Definicién 1.1.1. Sea f : R? — R. Decimos que el limite de f(x,y) cuando (x,vy)
tiende a (zg,y0) es L, si para todo € > 0, existe § > 0 tal que

[f(e,y) =Ll <e si 0<|(z =0,y —yo)ll <0

Podemos interpretar geométricamente esta definicion de la siguiente manera: una
vez fijado un ¢, existe un disco de radio § centrado en (zg, yo) tal que la funcién toma
valores en el intervalo (L —e, L +¢) para todos los puntos (x,y) de este disco (excepto
el centro, (zo,yo)). Ver figura 8.1

Figura 8.1: Interpretacion geométrica del limite.

Ejemplo 1.1.2. Sea f(z,y) = 2x + y. Demostrar que

flz,y) =1

im
(z,y)—(1,-1)
Para demostrarlo, fijado un &, queremos hallar un § > 0 tal que
[flz,y)— 1l <e si O0<|(xz—1ly+1)] <.

Conviene operar primero con |f(z,y) — 1| antes de introducir el €, y hacer aparecer
la expresion |[(z — 1,y + 1), sin embargo para esto no hay recetas fijas para aplicar.
Planteamos

If(z,y) =1 =2z+y—1 =20 —2+y+1| <[22 —2|+ |y + 1
donde en el ultimo paso hemos utilizado la desigualdad triangular. Ahora, como
o] = Va2 < /a2 +y? = |[(z.y)]),
yl = V32 < Va2 +y? =||(z, )],
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tenemos
22 =2[+|y+1] = 2lz—1[+]y+1] < 2||(z—1,y+ D[+ l(z—1,y+1)[ = 3ll(z—1,y+1)]
Ahora si, nos queda
|f(z,y) =1 < 3ll(z = Ly +1)| <&,

y despejando,
€
I~ Ly + 1)) <5,

tomando § = £/3, hemos demostrado que el limite de f(z,y) = 1, ya que si
||(£L'— 1ay+ 1)” < 526/3,

resulta .
|f(z,y) =1 <3|l(z — Ly+ 1) <356 = 33==¢

Observacion 1.1.3. El cdlculo de limites mo es sencillo, si bien existen algunas
propiedades que lo facilitan. No las vamos a demostrar aqui, pero las enunciamos
porque se utilizardn en el resto del capitulo.

Teorema 1.1.4. Sean f,g:R? =R, y Ly, Ly tales que

lim x,y) = L, lim xz,y) = Lo,
o B @Y =1 lm 9@ )= L

entonces:
n Fl limite de la suma es la suma de los limites:

lim  f(x,y) +9g(z,y) = L1 + Lo.
(2,y)—(z0,90)

n Fl limite de la resta es la resta de los limites:

lim  f(x,y) — g(z,y) = L1 — Lo.
(@,y)—(z0,90)

= Bl limite de un producto es el producto de los limites:

(@,y)—(w0,y0)

= El limite de un cociente es el cociente de los limites (si Lo #0):

1 f(x? y) _ Ll
1m = —.
(z.y)—(zow0) g(x,y) Lo

El siguiente teorema serd de gran utilidad, nos dice que una funcién no puede tener
dos limites distintos en un mismo punto.
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Teorema 1.1.5 (Unicidad del limite). Sea f : R? — R, (z0,y0) € R2, tal que existe

lim f(z,y).

(z,y)—(Z0,y0)
Entonces, el valor de este limite es unico.

En otras palabras, no pueden existir Ly y Lo distintos tales que

lim flzyy)=L1 vy lim flx,y) = Lo.
(z,y)—(w0,y0) (=,y)—(w0,y0)

La definicién de limite es poco practica, pero en general no tendremos otra opcién
para demostrar que cierto limite existe. Sin embargo, es mas simple demostrar que
algunos limites no ezisten. Observemos que los valores de f(z,y) se deben acercar a
los de f(zg,yo) independiente de cémo se acerque (z,y) a (xo,yo0), asi que podemos
mirar curvas especiales y ver qué ocurre:

= Si en alguna de estas curvas no existe el limite, entonces podemos asegurar que
el limite no existe (la curva es una parte del conjunto donde debe cumplirse la
condicién).

= Si en dos curvas distintas el limite nos da diferente, tampoco existe el limite
(porque el limite es unico, debe dar lo mismo independiente de cémo nos acer-
quemos).

Supongamos que nos piden el limite en el punto (z,yo)). Algunas curvas especiales
sobre las cuales calcular el limite son las siguientes:

= Rectas paralelas al eje x: evaluamos la funcién en (z,y0) y tomamos

lim f(z.y0).

Tr— T
= Rectas paralelas al eje y: evaluamos la funcién en (xg,y) y tomamos

lim f(zo,y).
Y—Yo

= Rectas que pasen por (aco, yo): estas rectas tienen la ecuacién y = m(x—aco) +Yo.
Evaluamos la funcién en (z,m(xz — x¢) 4+ yo) y tomamos limite cuando = — z,

lim f(x,m(z — x0) + yo).

T—T0

= Pardbolas que pasen por (xg,yo) con vértice en dicho punto: estas pardbolas
. L 2 < 2
tienen la ecuacién y = a(x — x9)” +yo. Evaluamos la funcién en (z, a(z — zo)” +
Yo) ¥ tomamos limite cuando = — x,

lim f(z,a(z — x0)* + o).

T—x0
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= Cubicas, raices, otras funciones...

Vamos a concentrarnos en un caso especial, cuando (zg,yo) = (0,0). Los puntos
anteriores se simplifican mucho, porque tenemos que considerar:

= El eje z: evaluamos la funcién en (z,0) y tomamos

h'r% f(z,0).

= El eje y: evaluamos la funcién en (0,y) y tomamos

lim f(0,y).
y—0

= Rectas que pasen por (0,0): estas rectas tienen la ecuacién y = mz. Evaluamos
la funcién en (z,ma) y tomamos limite cuando x — 0,

lim f(x, mz).
z—0

= Pardbolas que pasen por (0,0) y tengan vértice en dicho punto: estas pardbloas
tienen la ecuacién y = ax?. Evaluamos la funcién en (z,az?) y tomamos limite
cuando z — 0,

lim f(x, ax?).
z—0

= Cubicas, raices, otras funciones: y = 23, y = VY-

A estos limites los llamaremos L1, Lo, L, (por rectas, o radial), y L, en el caso de
parabolas.

Observacién 1.1.6. Al limite lim, ) (zo.y0) f(2,y) lo llamaremos el limite doble
para diferenciarlo de los caminos que detallamos anteriormente.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.1.7. Decidir si existe el limite

, T+Yy
lim 5
(z,y)—(0,0) T

Si queremos calcular el limite sobre el eje z nos queda

1
tm 210 _ g 1

z—0 X z—0 X1

y este limite da infinito, asi que no existe el limite doble en este caso.
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Ejemplo 1.1.8. Decidir si existe el limite

) z® +y
lim .
(z,9)—(0,0) T+ Y

Si calculamos el limite sobre el eje x nos queda

224+0
hmf(xO)fili% - fwli%:z:—(),
y si calculamos el limite sobre el eje y nos queda
0
hmf(O y) = lim — +y =lim1l=1.

11m
y—0 (0 + Y y—0

Como ambos limites dan distinto, el limite doble no existe (recordemos que si el
limite existe, es tnico, y debe dar lo mismo por cualquier camino que nos acerquemos).
Ejemplo 1.1.9. Decidir si existe el limite

. Ty
hm ﬁ
(z,y)—(0,0) ° +y

Calculemos primero los limites sobre los ejes:

z-0 ;
. y-0 .
L lim £(0,y) = lim —2"— = 1fm 0 = 0,
2)  lim f(0,y) = lim e i

(al evaluar en z = 0 en el primero, el numerador se anula, pero no el denominador ese
cociente es siempre cero cuando z # 0y, por lo tanto, el limite es cero; en el segundo
ocurre algo similar).

Que ambos limites dieran igual, no quiere decir que exista el limite. Nos conviene
probar por rectas para ver qué ocurre. Hacemos y = ma con m € R, y calculamos L,

2
T - me , mx
i o) = 10 S G =

ahora, sacando z2 de factor comin en el denominador, y cancelando, nos queda

ma? ma? , m m

lim ——— =1llm ——— = lim =
=0 22 +m2z?  2-022(1+m2) 2-01+4m?  14+m?’

y vemos que el limite depende de la recta considerada. Por ejemplo, si m = 1, nos
queda 1/2; si m = 2 nos queda 2/5, etc. Luego, el limite doble no existe.
Ejemplo 1.1.10. Decidir si existe el limite
) a’y
lim ———.
(@y)—(0,0) 2 + y?
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Calculemos primero los limites sobre los ejes:

Ly) lim f(z,0) = 1 ﬂfl' 0=0
Vo I T S e 02 a0
Ly)  lim (0 )—h’mﬁ—h’m()—o
2 y—0 Y __yHOO4%—y2__yHO o

Como dieron iguales, nos conviene probar por rectas. Hacemos y = mxz con m € R, y
calculamos

2 3

z? - mzx mx
L lim f(x,mz) =1lm ——F—5 = llm —5—.
) z—0 f(@,mz) 20 7t + (mz)? 250 zt + m2a?

ahora, sacando z2 de factor comun en el denominador, y cancelando, nos queda

mx3 me mx

lIm ———=1lm ————— = llm ——— =
=0 24 +m222  2—0 22(22 + m2) 10 22 + m?2
yva que el numerador tiende a cero y el denominador no, con lo cual no esta indeter-

minado.
Probemos entonces por parabolas, reemplazando y = az?, y calculamos L.

Iz . a:z:2 ax4

’ 2\ 12 _ 1
0 0] = I T e 2 T

ahora, sacando 2* de factor comtin en el denominador, y cancelando, nos queda

ax4 G,.’IJ4 a a

lim = lim =lim-——5=—-—
z—0 I4 + a2:174 x—0 I’4(1 + a2) x—0 1 + a2 1 + CL27

que da valores diferentes segin el a elegido, por ejemplo, si a = 1, nos queda 1/2; si
a = 2 nos queda 2/5, etc. Luego, el limite doble no existe.

Ejemplo 1.1.11. Decidir si existe el limite

fm vy +2
(@) —(1,-2) (x —1)2 + (y +2)?

Observemos que esta expresion estd indeterminada, ya que si evaluamos en (1, —2)
queda cero sobre cero.

Calculemos entonces los limites L; y Lo, que ahora no corresponden a limites sobre
los ejes x e y, sino sobre rectas paralelas:

, L —2r+2 . 2@@-1) -2
Lyl e =2) = M o = I =gy = M o
que no existe. Tampoco el otro,
Y+ 2 , y+2 , 1

L lim f(l,y)= lim —%——— = lim ——— = lim ——,
2) y——2 79 v——202+ (y+2)2 v—>—2(@y+2)? yo-2y+2

que tampoco existe.
Por lo tanto, no existe el limite de f en (1, —2).
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Ejemplo 1.1.12. Decidir si existe el limite

, (z+1)(y—3)
1m .
(zy)—(-1,3) (x+1)2 + (y — 3)?

Esta expresion estd indeterminada, si evaluamos en (—1,3) queda cero sobre cero.
Calculemos entonces los limites L1 y Lo, que ahora no corresponden a limites sobre
los ejes x e y, sino sobre rectas paralelas:
(z+1)(3-3) 0

L If = Ii = lfm —— =
1) I—1>IE1 f(x’ 3) 1—1>H—11 (x + 1)2 + (3 - 3)2 LLIEI (l‘ + 1)2 0,

(=1+D—3) . 0
=lm ———-— =
—1+1)2+(y—3)2% v—3(y—3)2
pero sabemos que esto no es suficiente para garantizar que el limite exista.
Calculemos el limite por la recta

y=(r+1)+3.

) o (z+1)((z+1)+3-3)
L) ll_l)rr_llf(x, (x+1)+3) —l_l_l)n_ll (z+ 12+ ((z+1)+3—3)2

ahora, esta expresién se puede simplificar, y nos queda

(z+1)(x+1)  (z+1)> 1
(x+12+(z+1)2 2z+1)2 27

con lo cual el limite nos da distinto de cero, que era lo que obtuvimos con Ly y La, y
por lo tanto no existe el limite de f en (—1,3).

Puede ocurrir que cuando calculemos estos limites nos den todos el mismo valor.
Lamentablemente, no podemos decir que el limite existe ni que ese sea el limite. En
algunos casos particulares se puede proceder como en el Ejemplo 1.1.2. En otros se
puede demostrar calcular el limite de otra manera, veamos a continuaciéon algunos
ejemplos:

Ejemplo 1.1.13. Calcular el limite

2o (2
(z + y)* sen (a:2+y2>'

En este caso, si bien la expresién dentro del seno estd indeterminada, podemos ver
que (x + y)? tiende a cero y el seno est4 siempre acotado entre —1 y 1. Entonces,

, Ty
lim z+1y)? sen|—2— ] =0.
(z,y)ﬂ(O,O)%( ,—/y) (xQ + y2>
—_———

tiende a cero

lim
(x,y)—(0,0)

acotado

Ejercicio 1.1.14. Comprobar que en el ejemplo anterior todos los limites L1, La, Ly,
y Ly dan cero.
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Ejemplo 1.1.15. Decidir si existe el limite

1‘2y

lim — ———.
(z,y)—(0,0) T= +y
Si calculamos el limite por los ejes, por rectas, pardbolas, etc., siempre nos dara cero
(jverifiquelo!). Para ver que el limite es efectivamente cero, reescribimos la expresién

de la siguiente manera:

%y x?

= y . .
l‘2 + y2 1‘2 + y2
Ahora, como 22 < x2 4192, el cociente estd acotado por 1, y la funcién y tiende a cero,
asi que tenemos otro caso de la forma cero por acotado:

%y x?

Im —F—== Ilim =
)00 4y @m0 T2+ yP
Ejemplo 1.1.16. Decidir si existe el limite

lim M
(y)—(10) (z —1)(y* — 1)

Esta funcién no esta definida en el punto (1,0), y si evaluamos estd indeterminada.
Veamos que el limite es efectivamente cero, reescribiendo la expresion de la siguiente
manera:

2’y —y (22 —1)y (z = D(x+ 1y

(r-1)2-1) (@-DE2-1) (@-1)2-1)
donde en el dltimo paso hemos factorizado la diferencia de cuadrados.
Cuando z # 1, podemos simplificar la expresion y obtenemos

2y — 1
VAL e R T b
@y—-10 (z=1)EF*=1)  @y-00 y*>—1
ya que esta ultima expresion no esta indeterminada.
Ejemplo 1.1.17. Decidir si existe el limite
—1)2
@y)—1.0 (z—1)* +y
Dejamos a cargo del lector verificar que Ly = Ly = L, = 0 y vayamos directamente
al limite parabdlico.

— 2 — 2

Aplicando propiedades de potencias y sacando factor comin, tenemos que
a(z —1)* a a
L = 1, -— — 1, = —
P (x —1)*(1+ a?) 11+ a2 1+a2

El limite parabdlico depende de a, con lo cual no existe el limite doble.
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Ejemplo 1.1.18. Decidir si existe el limite
. 23 y?
(@y)—(0,0) Y8+t

También dejamos a cargo del lector verificar que L1 = Ly = L, = L, = 0. En este
ejemplo todos los caminos que solemos tomar no nos sirvieron. Por lo tanto vamos a
elegir el camino y = /z, luego

3 2 3 4
1
lim f(z, ) = lim Gl V) R T S T AN

= lim —
a—0 (z)¥ +2t  a-0zt 4+t 2022t 2
Por lo tanto encontramos un camino en donde el limite no da cero, entonces no

existe el limite doble.

Observacion 1.1.19. El ejemplo anterior nos sirve para tener en cuenta que por
mds que un limite de un mismo valor por varios caminos, no podemos afirmar la
existencia del limite doble, ya que los caminos que podemos elegir son infinitos.

Ejercicio 1.1.20. Determinar si existen los siguientes limites dobles:

B x?—4
a) lim
(z,y)—(0,0) 3+ 2y

3 1
¢) lim ———
(z,y)—(0,0) sen(z + )

(92% — y?) sen(2y)
m
(x,y)—(0,0) y(3r —y)

2 2,2
(z,9)—(0,0) * + 2y

x? — 2zy + 5y? xy?

11 1
) (m,y)Ln}(),o) 312 + 4y? i

) () (0.0) 72 + 112
.’I?y 2

[ p— Ry lim Y
(z,9)—(0,0) 22 4 y2 (2,9)—(0,0) 24 4 32

2., .2 2 2Y(2
) lim sen(x® + y*) J) (y* —2*)(x* — 3z + 2)

lim
(zy)—(0,0) %+ y? (@y)—11)  (y—z)(2z—-2)

Ejercicio 1.1.21.

24 3y—10
a) Dada la siguiente funcion: f(x,y) = %, calcular Ly, Lo y L, en el
Ty
punto P = (—1,3).
%y
b) Dada la siguiente funcidn f(x,y) = pe—E calcular Ly, Lo, L, y L, en el
€T Y
punto P = (0,0).
L . 22y
¢) Dada la siguiente funcion f(z,y) = — e calcular Ly, Ly, L, y L, en el
€z Y

punto P = (0,0). Probar también por el camino x = y>.

d) Para las funciones anteriores, ;qué conclusion se puede obtener con respecto al
limite doble en cada punto?
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1.2. Continuidad

Una vez definido (y entendido) el limite de f en un punto, estudiar la continuidad
es mucho més sencillo:

Definicién 1.2.1. Sea f : R? — R. Decimos que f es continua en (zo,yo) i

J(wo,y0) = lim f(z,y).

(z,y)—(0,y0)

Observemos que esta definicién nos pide tres cosas:

= (z0,%0) € Dom(f).

= Existe lim flz,y).
(z,4)—(x0,30)

= El limite anterior es igual al valor de la funcién en el punto.
En definitiva, verificar que una funcién sea continua en un punto consiste en eva-

luarla, tomar limite, y comparar los dos valores obtenidos.
Enunciemos también la definicién de continuidad para un conjunto de R2.

Definicién 1.2.2. Sea f : R?> — R. Decimos que f es continua en D C R? si f es
continua en cada punto (x,y) € D.

Observacion 1.2.3. FEl andlisis de la continuidad es complicado, pero al igual que en
limites tenemos algunas propiedades que lo facilitan. Las enunciaremos sin demostra-
cion.

Teorema 1.2.4. Sean f,g: R? — R, funciones continuas en (xq,yo). Entonces, las
funciones f+gq, f —g, [-g son continuas en (xo,yo). La funcidn f/g es continua en
(‘T()vyo) st g(x07y0) 7£ 0.

Teorema 1.2.5. Sean g : R? — R continua en (zo,y0), ¥y f : R — R continua en
9(x0,y0). Entonces, la composicion f o g es continua en (xg,yo)-

Estas propiedades nos permiten demostrar la continuidad de muchas funciones, men-
cionemos algunas funciones que son continuas:

= Los polinomios en dos variables P(z,y) (como x®y? + 4xy® — 2% + —2),

= La composicién de senos, cosenos, raices impares, y exponenciales con polino-
mios (tales como sen(z + y), e*V),

= La composicién de logaritmos y raices pares con polinomios (donde la imagen
del polinomio sea positiva).
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Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 1.2.6. Decidir si la funcién

2
7y
T,Y) = ————
flay) = — vy
es continua en (1,2).
Esta funcién es un cociente de dos polinomios y el denominador no se anula en ese
punto, luego, la funcién es continua en el punto (1,2).

En los siguientes ejemplos analizaremos paso por paso las tres condiciones de conti-
nuidad.

Ejemplo 1.2.7. Decidir si la funcién

2
=y
T,y) = ————5
flay) = — vy
es continua en (1,0).
Veamos si verifican las condiciones:

= El punto (1,0) pertenece al dominio de f, asi que se cumple el primer paso, y
tenemos

12.0

1 = — =

= Existe el limite, y
2
lim % =
(zy)—(1,0) 22 + Y

)

aunque no es necesario se puede reescribir la funcién como
22

f(fvy):y‘ma

en donde podemos utilizar el criterio de cero por acotado.

= El limite coincide con el valor de la funcién en el punto.

Entonces, la funcién es continua en el punto (1,0).
Ejemplo 1.2.8. Decidir si la funcién
2
_ vy
f($7y) - 22 +y2

es continua en (0,0).
Esta funcién no es continua en (0,0), ya que no cumple la primer condicién: (0,0)
no pertenece al dominio de f.
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Ejemplo 1.2.9. Decidir si la funcién

Fhsi(w,y) #(0,0)
f(z,y) =
1 si (2,y) = (0,0)

es continua en (0,0).
Veamos si verifican las condiciones:

= El punto (0,0) pertenece al dominio de f, asi que se cumple el primer paso, y
tenemos

£(0,0) = 1.
= Existe el limite (lo calculamos antes en el ejemplo 1.2.7) y

I2y

lim —— =
(2,9)—(0,0) 2% + y?
= El limite no coincide con el valor de la funcién en el punto.

Como la tercera condicién no se verifica, la funcién no es continua en (0, 0).

Observacion 1.2.10. Cuando la condicion que falla es la tercera, siempre se puede
redefinir la funcion en el punto para que si sea continua. En el ejemplo anterior,
redefiniéndola en (0,0) para que f(0,0) =0, seria continua.

Ejemplo 1.2.11. Decidir si la funcién

s si () £ (0,0)
fla,y) =
0 si (z,y) = (0,0)

es continua en (0,0).
Veamos si se verifican las condiciones.

= El punto (0,0) pertenece al dominio de f, asi que se cumple el primer paso, y
tenemos
£(0,0) = 0.

= No existe el limite (lo calculamos antes en el ejemplo 1.1.9).

Como no se cumple la segunda condicién, la funcién no es continua en (0, 0).

Ejemplo 1.2.12. Decidir si la funcién

(z+1)(y—1)?
(x+1)2+ (y—1)2

(l‘, y) 7& (_L 1)
flz,y) =

—6 (z,y) = (=1,1)

es continua en (-1,1)
Veamos nuevamente si se verifican las condiciones.
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= El punto (—1, 1) pertenece al dominio de f, asi que se cumple el primer paso, y
tenemos

f(=1,1) = —6.
= Para ver si existe el limite doble, calculamos primero L,
(x+1)(1—-1)2

0
L 1f 1)= I = lim - —
0ot S D=t e e L e =

Con lo cual, si existiese el limite doble seria 0, por lo tanto f no es continua
porque f(—1,1) = —6. En este ejemplo pudimos determinar la discontinuidad
de f y i sin calcular el limite doble!

Ejercicio 1.2.13. Analizar la continuidad de las siguientes funciones en el origen.
En caso de no ser continua, si es posible redefinir f para que lo sea:

Y si(2,y) #(0,0)

W fap=9 © Y
0 si (x,y) = (0,0).
22y? '
o, .1 St (.13, ) 7é (070)
) sy =] T
0 st (z,y) = (0,0).
202 +y?
T2 .2 S (z,y) # (0,0)
o) flay)=¢ 1Y
0 si (z,y) = (0,0).
(x+y)sen(3z) si (x,y) # (0,0)
d) f(z,y) =
0 si (z,y) = (0,0).
sen(z? +y?) .
I (xay) 7& (070)
e) fwy) =3 Y

0 si (x,y) = (0,0).

Ejercicio 1.2.14. Analizar la continuidad de la siguiente funcidn en el punto (1,0).
En caso de no ser continua, si es posible redefinir f para que lo sea :

2xy — 2y
— oz @y #(1,0)
flag) = T

0 (z,y) = (1,0)
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2. Calculo diferencial

A continuacién veremos como extender las nociones de derivadas a funciones de dos
o0 mas variables. La mayor diferencia es que ahora no tendremos un tnico nimero,
f'(z0) (o una tnica funcién, la derivada f’(z)) que nos diga cémo varfa una funcién
en el punto xy. Por ejemplo, recordemos que una funcién con derivada positiva era
creciente, o que la derivada se anulaba en los méximos o minimos de una funcién. Con
dos o mas variables, no tendremos un tnico valor que nos de informacion similar.

2.1. Derivadas parciales

El primer concepto que vamos a introducir es el de derivada parcial:

Definicién 2.1.1. Sea f : R? — R. Se definen las derivadas parciales de f en
(z0,y0) como el limite:

of o flxo +h,y0) — f(zo,v0)
By (P0ov0) = Jim h

of . f(xo,y0 + ) — f(xo,%0)
Fy(!ﬂo,yo) = lim b .

Observemos que esta definicién es muy similar a la definicién de derivada para
funciones de una variable. En la definicién de la derivada parcial con respecto a x se
considera que y es la constante yg, y sélo derivamos en la variable z. A la inversa, en
la definicién de la derivada parcial con respecto a y se considera que x es la constante
Zg, vy s6lo derivamos en la variable y.

Observacién 2.1.2. Si las derivadas parciales existen para todo punto (x,y) de un
conjunto U C Dom(f), esto define dos nuevas funciones,

B B
afi(wvy),%(:v,y) :U—R.

Observacién 2.1.3. Por comodidad, muchas veces escribiremos f., f, para las de-
rivadas parciales:

Para las derivadas parciales valen reglas similares a las que valen para las derivadas
de funciones de una variable, las enunciamos aqui sin demostracién porque nos facili-
taran el cdlculo de derivadas:

Proposicién 2.1.4. Sean f(x,y),9(z,y) : R? — R tales que existen las derivadas
parciales fq, fy, gz, gy en el punto (xo,yo). Entonces, se tiene en (xo,Yo):

1. Sia € R es una constante, (a- flg =a- fz, (a- fly=a- fy.
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2. Regla de la suma y de la resta: (f £ 9)e = fo £ gz, (f £9)y = [y £ 9y-

3. Regla del producto: (f-@)e =fo -9+ f 9u, (f-9)y=Fy -9+ 9y

4. Regla del cociente:

(f) _forg—T (f) _fy9—f-9
9) . g ’ 9/, g '

5. Regla de la cadena (composicion con una funcion de una variable): Sea h : R —
R derivable en f(xzo,yo),

(ho fle =N (f)" fu, (hof)y:h,(f)'fy-
Ejemplo 2.1.5. Calcular las derivadas parciales de la funcion

fz,y) = Y

— — 2.
$2+y2+1 x

Tenemos

folz,y) = (anﬂyJQH)x—(Qx)z

0~(9c2+y2+1)—y~2x_
@t I

2zy 9
(a2 + 42+ 1)
y
) = mrery) (2
hew = () e
£U2—y2+1
(@2 +y2 + 1)

Ejemplo 2.1.6. Calcular las derivadas parciales de la funcién
Flx,y) = eV — 2ay°,

Tenemos )
folz,y) = (& y+y)x - (25173/3)96
— Tty 2zy — 2°
= nyemzy“’ — 23
fywy) = (), - Qo)
= TVTY . (22 +1) — 2z - 3y?
(x* + l)ezzy“’ — 6y,

Observacién 2.1.7. La definicién de derivadas parciales para funciones f : R3 — R
(o0 para funciones f : R™ — R) es completamente andloga.
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Ejemplo 2.1.8. Calcular las derivadas parciales de f(x,y,z) = zsen(z3 + y).

folw,y,2) = [zsen(z® + y)u

(2] - sen(z® +y) + 2 - [sen(z® + y)].
0+ zcos(z® +y) - 322

3222 cos(x3 + y).

fy(xayaz) - [ZSGH(I’s +y)]y

[y - sen(z® +y) + = - [sen(z® + y)],
0+ zcos(z3 +y) -1

zcos(z® +y).

[zsen(z3 + y)].

[2]. - sen(a® + y) + 2 - [sen(a® + y)].
1-sen(x® +y)+2z-0

sen(z3 + ).

f2(z,y,2)

Ejercicio 2.1.9. Hallar f, y fy, si:

a) f(z,y) =2 b)  flx,y) = (2* +y*) In(2® + y?)
o) flz,y)=e" d)  f(z,y) =z cos(x) cos(y)
e) flz,y)=a¥ ) flz,y) =e* ¥ cos(z —y)
- 2 4y
9) flz,y)=evIn(¥) h)  f(z,y)

Ejercicio 2.1.10. Calcular f, fy y f. en los puntos indicados.

B 1
T2 g2 - 22

a)  flz,y,z2) en (1,1,1)

b)  flz,y,2) = ze® Y 4 yz, en (0,0,1)

C) f(‘T,y,Z) :\/@+tg(z); en (Lla%)'

Observacion 2.1.11. Una vez calculadas las derivadas parciales, es posible que po-
damos calcularles a estas nuevas funcions sus derivadas parciales, que serdn las de-
rivadas parciales de sequndo orden de f. Es decir, dada f,, podemos ahora calcular

Ofa Ofa
a.’l; ) y ay )

(también podemos hacerlo para f,). De este modo, tenemos una generalizacion de
las derivadas sequndas, solo que ahora para cada derivada parcial, hay dos nuevas
derivadas parciales. Las vamos a escribir

fmza fmyv fyzv fyy

Desde ya, también podemos considerar funciones de tres o mas variables, y podemos
también calcular derivadas de tercer orden, cuarto, etcétera.
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En la lista de derivadas segundas tenemos f., y fyz, nos podemos preguntar si el
orden en que derivamos influye, o estas dos derivadas coinciden. La respuesta es el
siguiente teorema que nos va a ahorrar cuentas:

Teorema 2.1.12. Sea f :R* > R, con f,, f, continuas. Entonces,

facy = fyw
En otras palabras, da lo mismo si derivamos respecto de x a f,, que si derivamos
respecto de y a f.

Ejemplo 2.1.13. Calcular las derivadas parciales de segundo orden de f(z,y) =
ety—2y’

Calculemos primero f; y 4

folmy) = eV (y — 22y°)
2, 3
fylz,y) = eV 7Y (x— 322y?).

Calculemos ahora las derivadas parciales de f,(z,y) = ey—2’y’ (y — 2zy3). Obser-
vemos que ademads de aplicar la regla de la cadena, tenemos que derivar un producto:

2.3 b 2.3 P
oz, g)le = eV (y = 2wy%)® + eV (=2y°)
= VTV (y - 22y°)% -y,

fola,p)ly = V=V (y = 2ey*) (@ = 3a%y?) + e~V (1 — 62 y?)
ery—"y’ (vy + 322y3 — 22%y3 + 623y° + 1 — 62 92).

Calculemos ahora la derivada fy,, y dejamos como ejercicio verificar que si derivamos
fy respecto a x, obtenemos el mismo resultado que al derivar f, respecto a y.

[fy(xay)]y = e a*y? (SE 3 )2 + 62$y7w2y3(—61’2y)
= (= 3a%y) — 627y,

Ejercicio 2.1.14. Calcular fye, fyy, foy Y fyz para las siguientes funciones:

a) f(z,y) = xy* + 322y — xy b) f(z,y) =22~ +y~!cos(z)
72
c) f(x,y):Hy.

¢ Qué sucede con fry Y fya?

2.2. Diferenciabilidad

La existencia de derivadas parciales es un buen comienzo para estudiar una funciéon
de varias variables, pero no nos dice mucho acerca de la funcién. Sélo sabemos cémo
crece en dos direcciones particulares. Una clase de funciones méas importante es la de
las funciones diferenciables:
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Definicién 2.2.1. Una funcién f : R? — R se dice diferenciable en (zg,yo) si

lim f(x,y) = f(2o,y0) — fz(T0,y0)(x — o) — fy(T0,%0)(y — Yo)

—0.
(2,y)—(0,y0) [[(x = 20,y — yo)ll

Observemos que para que el limite de un cociente nos de cero, si el denominador
tiende a cero, entonces el numerador tiene que tender también a cero (de lo contrario,
si tendiese a una constante el numerador, el limite serfa infinito). Entonces, tenemos
que

(@ y)EI(T;O o) f(x,y) — f(zo,90) — fo(zo,y0)(x — x0) — fy(x0,y0)(y —yo) =0

para las funciones diferenciables. La expresién

f(x0,90) + fz(z0,%0)(x — 0) + fy(z0,%0)(y — yo)

es la ecuacion de un plano, con lo cual estamos diciendo que la diferencia entre nuestra
funcién f y la ecuacién de este plano tiende a cero (y lo hace muy rapido, ya que
dividido por algo que tiende a cero, sigue tendiendo a cero).

En otras palabras, una funcién diferenciable es aquella que se puede aproximar muy
bien por un plano. Esto generaliza la idea de derivada, recordemos que las funciones
derivables podian ser aproximadas por su recta tangente.

Definicién 2.2.2. Sea f: R? — R diferenciable en (xq,yo). Entonces,

7T($, y) = f(x()?yo) + fw(an yo)(.’L‘ - .1,‘0) + fy(x()vyo)(y - yO)
es el plano tangente a f en (xo,yo).

Ejemplo 2.2.3. Decidir si f es diferenciable en (0, 0) y si lo es dar su plano tangente,
siendo
flay) =2y —yle+1) +aly—2) +2y° +1

Para saber si es diferenciable necesitamos primero calcular las derivadas parciales
n (0,0). Sabemos f(0,0) =1, y tenemos

fo = 2zy—y+y-2 entonces  f(0,0) = -2,
fy = 2 —(z+1)+x+6y%  entonces f,(0,0) = -1,

y ahora calculamos el limite

lim Py—ylz+1)+aly—2)+22+1-1—(=2)z— (-1)y
(2.9)—(0.0) 1 2 :

que tras distribuir y cancelar se transforma en

. z?y + 2y
hm —_—.
(2,9)—(0,0) /22 4 12
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Este limite da cero, y para demostrarlo sacamos y de factor comun y utilizamos el
criterio de cero por acotado. Observemos que |y| = \/y? < /x2 + y2, con lo cual

1< —4 <.
Va4 y?
Entonces,
2 2 2
fm T g2aen Y

(@9)—(0.0) /22 y%  (@)—(0,0) NZZESTE

Por lo tanto, la funcion es diferenciable, y su plano tangente es
m(x,y) = —-14+2z+y.

Observacion 2.2.4. Como hemos visto en este ejemplo, para verificar la diferencia-
bilidad se debe calcular un limite, y demostrar que es cero. FEsto no suele ser sencillo,
pero disponemos de un teorema que nos evitard calcular el limite en muchos casos.

Teorema 2.2.5. Sea f : R? — R tal que existen las derivadas parciales f, y f,
en (xo,Y0) y son continuas en ese punto. Entonces, la funcidn f es diferenciable en
(z0,Y0)-

Ejercicio 2.2.6. Encontrar la ecuacion del plano tangente al grdfico en los puntos
indicados:

a) f(z,y) =In(a®+y*>+1), en (0,0)
b) g(z,y) = 2% cos(zy), en (1,0)

c) h(z,y)=+/2%+3y*, en(1,1)

3. Gradiente y Derivadas direccionales

Definicién 3.0.7. Definimos el gradiente de f como el vector formado por sus
derivadas parciales,

Recordemos que un vector v se decia unitario si tenfa médulo (o norma) igual a 1.
Es decir, dado v = (a, b), se dice unitario si

[v] = Va2 + b2 =1.

Definicién 3.0.8. Dado un vector v = (a,b) unitario, y una funcién f : R> — R
diferenciable, se define la derivada direccional de f con respecto a v como

ngfm:afw—l—bfy.
ov
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Observacion 3.0.9. En realidad la definicion de derivada direccional es la siguiente:

of . flle,y) + t(a,h) ~ f(x,y)
ov  t—0 t

Obviamente la definicion es mds general ya que se puede aplicar ain para funciones
no diferenciables. Aunque en este curso no vamos a trabajar con tales funciones.

Un resultado importante es el siguiente: supongamos que estamos parados en una
superficie que es el gréfico de una funcién diferenciable f(z,y), y nos preguntamos en
qué direccién se eleva més rapido la funcién; o que tenemos una funcién T'(z,y) que
nos da la temperatura y queremos saber en qué direccién movernos para ir a un lugar
con temperatura mas elevada. La respuesta la da el siguiente teorema:

Teorema 3.0.10. Sea f : R? — R diferenciable. Entonces, el gradiente Vf apunta
en la direccion de mdximo crecimiento de f.

Ejemplo 3.0.11. Sea v = (—1,1). Calcular la derivada direccional de f(z,y) =
y?sen(z —2)+x—2y en (z0,y0) = (2,3) respecto a v, y hallar la direccién de maximo
crecimiento de f en ese punto.

Para resolverlo, normalizamos el vector v:

| =/(~1)2+12 = V2.

1 1 1
i:7(7171): (7)
vl V2 2" V2

Calculemos ahora V f:

Entonces,

V= (fas fy) = (4 cos(z = 2) + 1,2y sen(z - 2) - 2).
Luego,
V1(2,3) = (f2(2,3), f,(2,3)) = (3% cos(0) + 1,2 3sen(0) — 2) = (10, —2).

Por lo tanto, la direccién de maximo crecimiento es (10, —2).
Para la derivada direccional, tenemos:

1 1 10 2 12
() =5

Ejercicio 3.0.12. Calcular la derivada de f en la direccion (%, %) en los puntos
indicados:
a) flz,y)=In(2®+y?), en (1,2) b) flx,y) =e"", en (0,0)

¢) f(z,y) =V1+uwy, en(1,0)
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Ejercicio 3.0.13. Indicar cudles son las direcciones de mayor y de menor crecimiento
de las siguientes funciones en los puntos dados:

a) f(z,y) =sen(z +y°), en (0,0) b) flx,y) =xze™, en (1,0)
¢) flx,y,z) =2+ 2%y, en (2,2,1).

Ejercicio 3.0.14. Calcular la derivada direccional de la funcion f(x,y) = zy? + 23y
en el punto P = (4,—2) en la direccidn v = (1,3). ;Cudl es la derivada direccional
mazxima y en qué direccion se alcanza?

4. Aproximacion de funciones

Como mencionamos antes, una funcién diferenciable puede aproximarse por su plano
tangente. Cuando tiene derivadas de mayor orden, definiremos su polinomio de Taylor.
La teoria y las aplicaciones son similares a las que vimos en el capitulo 5.

5. Polinomio de Taylor

Definicién 5.0.15. Se define el polinomio de Taylor de sequndo orden (o grado) de
f:R2 =R como

Py(z,y) = f(z0,90) + fu(z0,90) (7 — w0) + fy (20, y0) (¥ — yo)+

+% [fm(xo,yo)(l“ —x0)% + 2 fey (0, y0) (2 — 20) (¥ — Y0) + fyy (20, y0)(y — y0)2] .

Observacién 5.0.16. Como podemos ver, el polinomio comienza con los términos
del plano tangente, una situacion similar a la que se produce en una variable, donde
el término independiente y el de primer orden dan la recta tangente a la funcion en
el punto donde se la desarrolla. Es decir, el polinomio de Taylor de primer grado es
el plano tangente.

Como se puede observar también, en los términos de seqgundo grado aparecen todas
las derivadas sequndas, y tenemos 2 fy, porque fry = fyz.

Para obtener polinomios de Taylor de mayor grado necesitaremos todas las derivadas
parciales hasta el grado que nos interese.

Ejemplo 5.0.17. Hallar el polinomio de Taylor de grado 2 de f(z,y) = e*t¥ + 223y

en (zo,y0) = (=1,1).
Calculemos las derivadas parciales que necesitamos:

fx = et 4 6x2y

fy = e"TV4+253
feze = €TV +12zy
fye = €TV +622
fyy = Tty
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Calculemos ahora los coeficientes del polinomio

f(=1,1) = el 42(-1) 1=-
fo(=1,1) = e +6(-1)% 1:
Fo(=11) = e a(—1)3 =
fex(=1,1) = e 1L 412(-1)- 1:—
fra(=1,1) = e +6(-1)? =7
fyy(—1,1) e 1t =1

El polinomio nos queda entonces
1
Py= =147+ 1)+ (-Dy -1+ [~ 11z + D2+2-7(z+1)(y—1)+1(y — 1)
Esto es,

71(95+ D247z +1)(y—1)+ %(y —1)2

Po=—-1+7z+1)—1(y—1)+
Si nos hubiesen pedido el plano tangente de esta funcién, la respuesta hubiese sido
m=—-1+7x+1)+(-1)(y —1).

Ejercicio 5.0.18. Determinar el polinomio de Taylor de orden 2 para:

a) flz,y)=e 7Y, en (0,0) b) flz.y) = n (0,0)

$2+y2_~_1’ e

¢) flz,y) =e""tcos(y), en (1,0).

Ejercicio 5.0.19. Determinar los polinomios de Taylor de primer y sequndo orden
de f(x,y) = cos(zy) en (1,0) y utilizarlos para aproximar el valor de £(0,9;0,2).

6. Aplicaciones econémicas

En esta tltima seccion veremos dos aplicaciones econémicas de las derivadas parcia-
les: la clasificacién de bienes y el cédlculo de elasticidades de precios cuando hay més
de un producto.

6.1. Clasificacién de bienes

La clasificacién de bienes cambia segtiin de qué variables depende la demanda. Puede
ser solamente el precio del bien, el precio del bien y el ingreso de los consumidores, o
de los precios de diferentes bienes.

1. Analicemos el caso en que la funcién de demanda de un bien depende de su
propio precio y del precio de otros bienes, o sea,

Dl = f(p17p27"',pn)-
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a) Sea %’Z + < 0. Este caso se ve reflejado en la mayoria de los bienes, ante un

leve aumento en el precio, disminuye la cantidad demandada del mismo (y
viceversa). En este caso se dice que el bien es tipico

b) %—gll = 0. Ante un aumento del precio del bien, la demanda se mantiene

constante.

c) %?11 > 0. Significa que la cantidad demanda del bien aumenta ante un

aumento en su precio (y viceversa), lo cual es més dificil de encontrar en

la realidad. Un ejemplo serian los bienes de lujo, que apuntan a ciertos
sectores del mercado. También se encuentran en el otro extremo del consu-
mo, con el caso del arroz en China. Un tercer ejemplo se ve en las corridas
bursatiles y en el precio de monedas extranjeras: las acciones en la bol-
sa pierden su atractivo cuando el precio disminuye, y cuanto més cae su
precio, hay menos interesados en comprarlas. Y al contrario ocurre con el
dolar (u otra moneda percibida como fuerte, o con el oro): al aumentar su
precio, aumenta su demanda, ya que se lo percibe mas fuerte o mas seguro.
Estos bienes se denominan bienes giffen.

2. Vamos a considerar ahora dos bienes X; y X5, cuyas funciones de demanda son
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D1 = f(p1,p2) y D2 = f(p1,p2) respectivamente, o sea, ambas dependen de su
propio precio y del precio del otro bien. Para comparar los bienes necesitamos
estudiar las demandas marginales cruzadas:

a) %Z; >0y %1;12 > 0. En este caso un aumento en el precio del bien ge-

nera un aumento en la demanda del otro bien. Estos bienes satisfacen la

misma necesidad, por ejemplo: manteca y margarina; carnes rojas y carnes
blancas, etc. Estos bienes se denominan sustitutos.

b) %Z; <0y %ff < 0. Este tipo de bienes se consumen conjuntamente, por
ejemplo, café y azucar y se denominan bienes complementarios. En esta
situacién una suba en el precio de un bien genera una disminucién en la

cantidad demandada del otro bien.

Observacién 6.1.1. Si los signos de las derivadas no son iguales, los bienes
no son comparables.

Estudiemos finalmente el caso en que la demanda de un bien depende de su
propio precio y del ingreso del consumidor, o sea, D = f(p,I). El concepto
de derivada parcial respecto del ingreso, %—? expresa el efecto de cambio en la
cantidad demandada del bien si se efectiia un pequeno cambio en el ingreso.

Analizaremos las tres posibilidades:

a) %—? > 0. Significa que la cantidad demandada del bien aumenta (o dismi-
nuye) ante un aumento (o disminucién) en el ingreso, o sea la cantidad
demandada cambia en la misma direccién del ingreso, en este caso se dice
que el bien es normal.
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b) %—? = 0. La cantidad demandada permanece constante ante un cambio en

el ingreso. El bien es independiente del ingreso.

c) %—? < 0. Aqui disminuye (o aumenta) la cantidad demandada al aumentar
(o disminuir) el ingreso. Lo que ocurre en este caso es que al aumentar el
ingreso del consumidor, este consume bienes de calidad superior. En este
caso el bien se denomina inferior.

6.2. Elasticidad

Cuando la demanda de un bien X; depende de su precio y de los precios de otros
bienes, podemos calcular las elasticidades parciales de la demanda respecto de los
precios. Esto nos dard una idea de cémo varia la demanda del bien al modificar uno
o varios de los precios.

Dado un cierto bien X; y su funcién de demanda D1 (p1,p2), las elasticidades par-
ciales de la demanda respecto de cada precio se definen como:

ED1 - 3D1 pil
Epi 0pr D

(6.1)

ED1 - 8D1 pi
Epy  0Opy Dy

(6.2)

Econémicamente, la férmula 6.1 mide el porcentaje de cambio de la cantidad de-
mandada de X; ante un aumento de aproximadamente 1% en el precio p; (dejando
constante p2). Andlogamente, la férmula 6.2 mide el porcentaje de cambio de la can-
tidad demandada de X; ante un aumento de aproximadamente 1% en el precio ps
(dejando constante py).

El valor absoluto de la elasticidad permite distinguir distintos tipos de demanda.
Llamando 7 a dicho valor absoluto, la demanda se puede clasificar asi:

1. Sin > 1 significa que un cambio en el precio en 1% provoca un cambio propor-
cionalmente mayor en la cantidad demandada. Se dice entonces que la demanda
es elastica.

2. Sinp = 1 significa que un cambio en el precio en 1% provoca un cambio propor-
cionalmente igual en la cantidad demandada. Se dice entonces que la demanda
tiene elasticidad unitaria.

3. Si 0 < n < 1 significa que un cambio en el precio en 1% provoca un cambio
proporcionalmente menor en la cantidad demandada. Se dice entonces que la
demanda es inelastica.

4. Si n = 0 significa que variaciones porcentuales en el precio no provocan ningin
cambio en la cantidad demandada del bien, aqui la demanda se dice totalmente
inelastica
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6.3. Ejemplos

Veamos algunos ejemplos de ambos conceptos.

Ejemplo 6.3.1. Un local de musica vende discos compactos originales (Bien 1) y
copiados (Bien 2). Las demandas de ambos bienes son: Dy = e*P27P1(5p; + 1)? y
Dy = (5p2 +4p7)*3ps

a) Comparar ambos bienes entre ellos utilizando derivadas parciales.

b) Hallar las elasticidades parciales de Dy cuando p; = 30 y pa = 10. Interpretar
economicamente el resultado.

Para resolver el item a necesitamos las derivadas cruzadas,

0D; 9 3
—— = 3(5py + 1)7e’P27Pt >0,
s ( )
lo cual quiere decir que la demanda del bien 1 aumentaria ante un leve incremento
del precio p2 (dejando constante py).

oD,

oy 3(5p2 + 4p12)?8p13p1 + 3(5pa + 4p1 %)% > 0,
1

lo cual quiere decir que la demanda del bien 2 aumentaria ante un leve incremento
del precio p; (dejando constante ps). Entonces, los bienes son sustitutos.
Vamos a calcular las elasticidades parciales para el item b:

ED, dD1 py

Ep; Op1 Dy

[63172—;01 (_1)(5])1 + 1)2 + 2e3P27P1 (5]71 + 1>5]p1
e3P2=P1(5p; + 1)2

e3P2=P1[—(5py 4+ 1)%2 4+ 10(5p1 + 1)]p1
e3P2—p1 (5p1 + 1)2

[—(5p1 +1)2 4+ 10(5p1 + 1)]p1
(5p1 +1)2 '

Luego,
ED,
Ep, (30,10)

= —28,013.

Es decir, si aumenta en 1% el precio del bien 1 (dejando constante el precio del bien
2) la demanda de los discos originales cae en un 28 % aproximadamente.
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ED; 0D, P2
Eps Op2 D

3(5p1 +1)%e*2"Pip,
321 (5p1 + 1)°

= 3}?2 .

Luego,
ED,

= 30.
Ep, (30,10)

Esto es, si aumenta en 1% el precio del bien 2 (dejando constante el precio del bien
1) la demanda de los discos originales aumenta en un 30 %.

Ejemplo 6.3.2. Sean

a d
Di(p1,p2) = ——— + cpo, Do(p1,ps) = —— +
1(p1,p2) o T 2(p1,p2) P Im

las demandas de dos bienes, con a > 0y d < 0.
a) Clasificar ambos bienes.
b) Estudiar en qué casos los bienes seran complementarios o sustitutos.

Como tenemos que clasificar los bienes necesitamos sus derivadas parciales,

8D1 _ a <0
Op1 (pr+0)?% 7
oD d

2 = _ > 0.

Ip2 (p2 +¢)?

Entonces, el bien 1 es un bien tipico y el bien 2 es un bien giffen.
Para resolver el item b, necesitamos

oDy . 0D4

Op2 ’ op1

Luego, para que los bienes sean sustitutos las condiciones son: ¢ > 0y f > 0. Los
bienes seran complementarios cuando ¢ < 0y f < 0.

Ejercicio 6.3.3. Dadas las funciones de demanda de dos articulos, clasificarlos entre
a) Dy =20 —2py —p2 y D2 =9 — p1 — 2ps.
b) D1 — qe P1p2 Yy D2 = bePr17P2

4 16
C) D1 = Yy D2 = .
P%p2 P1P%
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En todos los casos se tiene a >0 y b > 0.

Ejercicio 6.3.4. Si la funcion de demanda de un articulo es Dy = 5000 — 10py +
20p2 — paps en funcion de su precio p1 y de los precios ps y ps de otros dos bienes,
calcular las demandas marginales y las elasticidades parciales respecto de py, p2 y
p3 para p1 = 8, po = 12 y ps = 14. Dar el significado economico de los resultados
obtenidos. Clasificar el bien.

Ejercicio 6.3.5. Sean Dy = keP* P2 y Dy = kel@=2P14P2 g demanda de dos bienes:
a) Hallar todos los valores de k y « para que los bienes sean complementarios.
b) Para los valores hallados, clasificar los bienes.

¢) Hallar las cuatro elasticidades parciales, sabiendo que p1 = %, pp=3ya=3,
clasificarlas en eldsticas o ineldsticas.
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Extremos

En este capitulo estudiaremos los maximos y minimos de funciones de varias varia-
bles. La situacién es mas complicada que para funciones de R en R, y veremos distin-
tos métodos para hallarlos. En la primera secciéon daremos las definiciones necesarias,
y un criterio para hallarlos; en la segunda seccién analizaremos la existencia de ex-
tremos en conjuntos abiertos y veremos un criterio para clasificarlos. En la tercera
seccién analizaremos la existencia de extremos en conjuntos cerrados; y en la cuarta
seccién estudiaremos el método de los multiplicadores de Lagrange, para la existen-
cia de extremos con restricciones, y en la ultima veremos aplicaciones a problemas
econdémicos.

1. Extremos y puntos criticos

1.1. Definiciones

Comencemos definiendo algunos términos que necesitaremos.

Definicién 1.1.1. Diremos que (xg,yo) € Dom(f) es un minimo local de f si existe
r > 0 tal que

f(zo,90) < f(z,y)

para todo punto (x,y) en D.(xq,yo).
Si se cumple la desigualdad estricta

f(‘r()vy()) < f(zvy)a
diremos que (zo,yo) € Dom(f) es un minimo local estricto de f.

Informalmente, f(zo,yo) es menor que otros valores f(z,y) para todo punto (z,y)
que estd suficientemente cerca de (zg, yo)-

Ejemplo 1.1.2. El punto (0,0) es un minimo local estricto de f(z,y) = 22 + y>.
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Esto ya lo sabemos graficamente, basta recordar el grafico del paraboloide 7.11 del
capitulo 7.

Para comprobarlo analiticamente, observemos que f(0,0) = 0, y para todo otro
punto (z,y), se tiene 0 < 2% + y? (y son iguales sélo si * = 0 y simultdneamente
y=0).

Ejemplo 1.1.3. EI punto (0,0) es un minimo local de f(z,y) = (2z + y)*.

Para comprobarlo, observemos que f(0,0) = 0, y como 2z + y estd elevado al
cuadrado, no puede ser menor a cero para ningtin otro punto (z,y). No es estricto
porque en cualquier punto de la forma (z, —2z), se tiene f(z, —2x) = (22 — 2z)? = 0.
Es decir, sobre la recta y = —2z la funciéon f se anula.

Tenemos, también, una definicién similar para maximo:

Definicién 1.1.4. Diremos que (xo,yo) € Dom(f) es un mdzimo local de f si existe
r >0 tal que

f(zo,90) = f(w,y)

para todo punto (x,y) en D.(xq,yo).
Si se cumple la desigualdad estricta

f(onayO) > f(%y)7
diremos que (xo,y0) € Dom(f) es un mdzimo local estricto de f.
Finalmente, definimos méximos y minimos globales:

Definicién 1.1.5. Diremos que (xo,yo) € Dom(f) es un:

= minimo global de f si f(xo,y0) < f(x,y) para todo punto (z,y) en Dom(f).

= mdzimo global estricto de [ si f(xo,y0) < f(z,y) para todo punto (z,y) en
Dom(f).

= mdzimo global de f si f(xo,y0) > f(x,y) para todo punto (xz,y) en Dom(f).

= mdzimo global estricto de f si f(xo,y0) > f(x,y) para todo punto (x,y) en
Dom(f).

Ejemplo 1.1.6. El punto (0,0) es un minimo global estricto de f(z,y) = 2% + y?
Para comprobarlo, observemos que f(0,0) = 0, y para todo otro punto (z,y), se
tiene 2 + y2 > 0, serfa cero sélo si = 0 y simultdneamente y = 0.

Observacién 1.1.7. Conviene recordar, al comparar otros textos de este tema, que
hay autores que llaman mdximo (o minimo) al valor que toma la funcion en el punto
(20,Y0) y no a este punto, como lo hemos hecho acd; no hay un criterio unificado al
respecto.
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1.2. Puntos criticos

Nuestro préximo objetivo es hallar méximos y minimos para f : R?> — R. Recor-
demos que en una variable, si la funcién era derivable su derivada se anulaba en los
méaximos y minimos. Aqui tenemos un resultado similar.

Teorema 1.2.1. Sea f : R?> — R tal que existen sus derivadas parciales en (zo,yo)-
Entonces, si (x0,y0) es un mdzimo (o un minimo) de f,

Vf(zo,y0) = (0,0).

Sabiendo que el gradiente se anula en los maximos y minimos de una funcién, po-
demos introducir la nocién de de punto critico:

Definicién 1.2.2. Sea f : R? — R tal que existen sus derivadas parciales en (2o, yo)-
Diremos que (x9,y0) es un punto critico si

V f(xo,y0) = (0,0).

Si existen las derivadas parciales de nuestra funcién, los maximos y minimos estaran
dentro del conjunto de puntos criticos. Sin embargo, puede haber puntos criticos que
no sean maximos ni minimos; a estos puntos los llamaremos puntos silla:

Definicién 1.2.3. Sea f : R? — R y (x¢,y0) un punto critico. Entonces, si no es un
mdzrimo ni un minimo de f, es un punto silla.

Veamos algunos ejemplos en donde calculamos los puntos criticos de ciertas funcio-
nes.

Ejemplo 1.2.4. Hallar los puntos criticos de f(z,y) = 2y + 222 — 3y.
Calculamos el gradiente y lo igualamos a cero:

Vi=(y+4z,z—3),
y+4x =0
r—3=0
Por la ultima ecuacién, x = 3, y reemplazando en la primera queda
y+4-3=0

y=—12.
El tnico punto critico es (3, —12).

Ejemplo 1.2.5. Sea f(z,y) = (v + y)? + 2. Hallar sus puntos criticos.
Tenemos
V=2 +y)+2z,2x+y)) = (0,0)

es decir,
20 +y)+2x=0
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20 +y)=0

En esta ultima tenemos que y = —x, y reemplazando en la primera tenemos
2(xr —xz)+ 22 =22 =0,

y por lo tanto, x = 0. Como y = —z, también y = 0. El tnico punto critico es (0, 0).

Ejemplo 1.2.6. Hallar los puntos criticos de

1 3
f(z,y) = gm?’ - 5:62 + 2z + 9 — 2¢°.

Calculamos el gradiente de f:
Vf(z,y) = (2% — 3z + 2,3y — 4y)
Luego, buscamos los valores de x e y tales que Vf = 0:
®—3x+2=0

3y? —4dy=0

En la primera, se tiene x = 1 6 x = 2. En la segunda, y = 0 6 y = 4/3. Luego, los
puntos criticos son

(1,0), (1,4/3), (2,0), (1,4/3).

Para determinar los maximos y minimos de f : R? — R en todo el plano R? (o en
un conjunto abierto), no sélo se deben determinar los puntos criticos de la funcién,
sino también aquellos puntos donde no exista el gradiente.

Ejemplo 1.2.7. Hallar los candidatos a méximos y minimos de f(z,y) = |z| + y.

Observemos que la funcién no tiene puntos criticos, ya que f, = 1 siempre. Por otro
lado, la funcién no es diferenciable si # = 0 (la funcién de una variable |z| no era
derivable en cero), con lo cual los puntos de la forma (0,y) son todos candidatos a
maximos o minimos.

2. Clasificacion de extremos

Nuestro préximo objetivo es determinar si un candidato a extremo es un maximo,
un minimo, o un punto silla. Cuando tenemos un punto critico y podemos seguir
derivando la funcién, disponemos del criterio del Hessiano para decidir qué es. Si en
cambio el candidato a extremo es un punto en el que no existe V f, debe determinarse
“a mano” si es un maximo, un minimo, o un punto silla.

Veremos primero el criterio del Hessiano, y luego estudiaremos ejemplos donde se

“

determina “ a mano” la naturaleza del candidato a extremo.
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2.1. Criterio del Hessiano

Para decidir si un punto critico es maximo, minimo, o silla disponemos de un criterio
que se basa en las derivadas segundas de la funcién.

Definicién 2.1.1. Sea f : R2 — R una funcidn C?. Definimos la matriz Hessiana
de f en (x9,yo0) como

_ fﬂcm(CCOvyO) fxy(Ian0)>
H{zo.90) = ( Feu(@0:50)  Fuy(z0,30) )

Llamaremos Hessiano de f al determinante de esta matriz,

_ fﬂﬂw(‘r()vyo) fwy($0ay0):|
detlH (o, y0)] = det[ fey(®0,90)  fyy(0,Y0) '

El siguiente teorema nos da el criterio:
Teorema 2.1.2. Sea f : R?> — R una funcién C3, (xq,yo) un punto critico. Entonces,
= Sidet(H(xo,y0)) < 0, es un punto silla.
» Sidet(H(zo,y0)) > 0, hay dos casos:

e Si fux(xo,y0) > 0, es un minimo.

e Si frr(x0,y0) <0, es un mdzimo.
» Sidet(H(xo,y0)) =0, el criterio no decide.

Observacién 2.1.3. Cuando det(H(zg,yo)) = 0 el criterio no decide, veremos mds
adelante algunas técnicas para decidir en estos casos si es un punto silla o un extremo.

Ejemplo 2.1.4. Sea f(z,y) = xy. Clasificar sus puntos criticos.
Calculamos Vf = (y, ) e igualando a cero, obtenemos

Para clasificar este punto critico calculamos las derivadas segundas. Observemos que

fmc:O:fyya fzyzl

con lo cual,

det(H)-det(? (1)>—01—1.

Luego, como el Hessiano dio negativo, (0,0) es un punto silla.

Ejemplo 2.1.5. Sea f(z,y) = e=2"=¥’_ Clasificar sus puntos criticos.
Calculamos el gradiente para hallar puntos criticos, y obtenemos:

fz= —em Y 9y = 0,
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fy=—e" 2y =0,

con lo cual z = y = 0 es el Unico punto critico, ya que la exponencial no se anula
nunca. Calculamos las derivadas segundas, y tenemos:

fza = e~ Y 4g? 26_“2_3/2,
fyy = e~ -dy? — 26_w2_y27
fry = 6706271/2 Ay
Evaluando en (0,0) nos queda

Jroa = —2= fyy, foy =0

Luego,
-2 0
det(H) = det =4-0=4>0,
0 -2
y como [z, = —2 < 0, el punto (0,0) es un méximo.

Veamos un ejemplo con mas de un punto critico:

Ejemplo 2.1.6. Sea f(z,y) = (22 —2z)(y?>—1). Hallar y clasificar sus puntos criticos.
Calculamos el gradiente y obtenemos

Vf =122 - 2)(y* - 1), (2” - 22)2y].
Para hallar los puntos criticos igualamos a cero y resolvemos:
(20— 2)(y —1) =0

(2% —22)2y =0

La primera se anula cuando x = 1, y = 1, 6 y = —1. La segunda, cuando =z = 0,
x = 2,6y = 0. Los puntos criticos son entonces aquellos puntos (z,y) que anulan
ambas ecuaciones, con lo cual se tienen los siguientes puntos:

(1,0), (0,1), (0,-1), (2,1), (2,-1).
Para clasificarlos, necesitamos las derivadas segundas:
fow =2(y* = 1)
foy = 2(2* — 2)

foy = (22 —2)2y

A continuacién, calculemos el Hessiano para cada uno y decidamos si son méximos,
minimos, o puntos silla.

-2 0

" (1,0):det(H):det( 0 9

> =4,y fzz <0, es un maximo.
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0 -4

" (O,l):det(H)zdet( 4 0

) = —16, punto silla.

= (0,—1): det(H) = det ( Z 3 ) = —16, punto silla.

= (2,1): det(H) = det ( 0 4 ) = —16, punto silla.

4 0

0 -4

w (2,—1): det(H) = det ( 4 0

) = —16, punto silla.

2.2. Casos donde el criterio no decide

Cuando el Hessiano es cero, el criterio no decide si un punto critico es un extremo
o un punto silla. Por otra parte, cuando no existen las derivadas parciales segundas
de la funcién en el punto que nos interesa, tampoco podemos aplicar el criterio.

Si queremos determinar si un punto critico o un punto donde no existe el gradiente
de una funcién es un extremo sin utilizar el criterio del Hessiano (o porque éste fallg),
debemos comparar el valor de la funcién en ese punto con los valores de la funcién en
los puntos vecinos. En los ejemplos 1.1.2 y 1.1.3 demostramos “a mano”que el origen
era un minimo, pero no hay una receta fija para hacer esto, sino que se aprende a
hacerlo luego de realizar bastantes ejemplos.

Ejemplo 2.2.1. Mostrar que (0,0) es un punto silla de
flx,y) = ay.
Resolvimos este ejercicio antes, en el ejemplo 2.1.4. Calculamos el gradiente de f:
Viz,y) = (y, )
Luego, verificamos que (0,0) es un punto critico,
V£(0,0) = (0,0)

Para ver que es un punto silla, debemos mostrar que no es un maximo ni un minimo.
Observemos que la funcién vale 0 en este punto, por lo tanto, si fuese un méximo
deberia ser negativa en todos los puntos de un disco centrado en el (0,0), y si fuese
un minimo, deberia ser positiva.

Pero f(x,y) = xy es positiva en el primer y tercer cuadrante (donde z > 0, y > 0;
y donde z < 0, y < 0); vy es negativa en el segundo y cuarto cuadrante (donde x < 0,
y > 0; y donde z > 0, y < 0).

Luego, no existe un disco centrado en el origen donde la funcién no cambie de signo,
y por lo tanto, (0,0) no es ni maximo ni minimo.
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Ejemplo 2.2.2. Sea f(z,y) = |z| + y. Mostrar que (0,1) es un punto silla.

Para demostrar lo que nos piden, mostremos valores muy cercanos al (0, 1) tales que
en algunos casos la funcién vale més que f(0,1), y en otros, menos. Por ejemplo, si
tomamos los puntos (0,1 — ¢), donde t es un nimero positivo cualquiera, tenemos

f0,1—t)=04+1—-t<1=f(0,1).
Ahora, tomando (0,1 + ¢), donde ¢ es un nimero positivo,
f0,1—t)=0+14+t>1= f(0,1).

Luego, (0,1) no puede ser un maximo ni un minimo.

Ejemplo 2.2.3. Calcular los extremos relativos de
fla,y) =52 + 2" —y°.
Calculamos el gradiente y obtenemos
Vf = (10z,8y> — 3y?).
Para hallar los puntos criticos igualamos a cero y resolvemos:
102 =0
8y —3y2 =0
La primera se anula cuando = = 0. Para la segunda, factorizamos
8y* —3y* =y*(8y —3) = 0,

y se anula paray =06 y = %. Los puntos criticos son entonces

(0,0), (o, 2) .

Para clasificarlos, necesitamos las derivadas segundas:

frm = 10
fyy = 24y2 — 6y
fxy = 0.

A continuacion, calculemos el Hessiano en cada punto critico:

10 0

. (o,s/g):deﬂﬂ):det( 0 9/8

) =45/4,y fzz > 0, es un minimo.
10 0

" (0,0):det(H):det( 0 0

) = 0, no decide.
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El criterio no nos dice nada del punto (0,0). Recordemos que una funcién tiene un
méaximo (respectivamente, un minimo) relativo en (xg,yo) si f(x,y) < f(zo,yo) (res-
pectivamente, f(x,y) > f(xo,y0)) para todo (z,y) en un disco centrado en (xg,yo)-

Aqui, f(0,0) =0, y vamos a demostrar que el punto (0,0) es un punto silla viendo
que la funcién cambia de signo tan cerca como queramos del punto critico, con lo cual
no puede ocurrir que en un disco centrado en el origen sea un maximo o un minimo.
Nos acercaremos al (0,0) por dos caminos: el eje x y el eje y.

» Eje 2: tenemos f(z,0) = 522 > 0 = f(0,0), luego, no puede ser un méximo.

= Ejey: f(0,y) =2y" — ¢ =¢*(2y - 1).
En este caso, podemos ver que f(0,y) es negativa si por ejemploy > 0y 2y—1 <
0, es decir, cuando y < % Como todo disco centrado en cero, por muy chico que
sea el radio, incluye puntos donde y < %, tenemos que f(0,y) < 0= f(0,0) y
no puede ser un minimo.

Ejemplo 2.2.4. Calcular los extremos relativos de f(z,y) = 22 + 2xy + 3% — 2*.
Calculamos el gradiente y obtenemos

Vi =(2z+ 2y — 423 2z + 2y).

Para hallar los puntos criticos igualamos a cero y resolvemos:

20+ 2y —42® = 0 (1)
2z + 2y =0 (2)
De (2) obtenemos y = —z, y reemplazando en (1)
22 — 2x — 42 =0, esdecir, —42®=0.

Luego, el tinico punto critico es (0,0).
Para clasificarlos, necesitamos las derivadas segundas:

fox = 2— 1227
fyy = 2
fog = 2.

Entonces, el Hessiano en cs

det(H(0,0)) = det( . ) 0,

y el criterio no decide.
Vamos a ver que es un punto silla, y como f(0,0) = 0, tomaremos dos caminos
donde f cambie de signo. Para eso reescribirmos a f como

fla,y) = (x +y)* — 2.
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Primero nos acercamos al (0,0) por la recta y = —x, nos queda
f(x,—z) = —2* <0 paratodo x#0,
y luego tomamos la recta y = 3x, con lo cual tenemos
f(x,3z) = (z + 32)% — 2* = 162% — 2* = 22(16 — %) > 0.

Esta expresién es positiva para todo x € (—4,4), y entonces existen puntos muy
cercanos al origen de la forma (x,3z) donde f(z,3z) > 0.

Como la funcién cambia de signo en cualquier disco centrado en el punto critico y
evaluada en el mismo vale cero, entonces es un punto silla.

Ejemplo 2.2.5. Calcular los extremos de f(z,y) = 22 + 3zy + Jy?
Calculamos el gradiente y obtenemos

Vf= <2:17+3y,3x+3y).

Para hallar los puntos criticos igualamos a cero y resolvemos:
2x4+3y = 0
3T + %y = 0

Este es un sistema lineal compatible indeterminado, que tiene infinitas soluciones.
Luego, tenemos infinitos puntos criticos que se escriben de la forma

2
Pc = (I,—Sl') .

Para clasificarlos, calculamos las derivadas segundas:

Jox =
foy =
fa:y =

Wl N

Entonces, el Hessiano en cs

2

det(H(P.)) = det ( 3

o W

) B O’
y el criterio no decide.
Para analizar qué ocurre en los puntos criticos reescribimos a f como

3\ 2
flzy) = <w+ 29) :
Calculamos el valor en los puntos criticos, y tenemos

f(P) = (z §x> _ {x 2 <§x)]2 o

Como f(x,y) > 0 para todo (z,y) € R?, resulta f(z,y) > f(P.) y por lo tanto, todos
los puntos criticos son minimos.
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Ejercicio 2.2.6. Estudiar los extremos relativos de las siguientes funciones:

a) fla,y)=—o® —y*+ 20 +dy+5 b fley) = - o —dety
o) flz,y)=2"+y> +ay d) fla,y)=ete v

€) f(:c7y)=xy+%+§ ) fz,y) = e* cos(y)

9) flz,y) =In(2*+y*+1) h)  flz,y) =2y +ay® +xy
i) flz,y) =2 +y* —6xy + 6z + 3y

Ejercicio 2.2.7. Analizar los puntos criticos de las siguientes funciones:
a) flr,y)=2"-2zy+y*> b)) flz,y) =2y +ay?

Observacion 2.2.8. En algunas ocasiones, no buscamos un extremo en todo el plano
o en un conjunto abierto sino en un conjunto cerrado, un conjunto con borde. Este
caso es similar a los problemas de mdzimos y minimos en un intervalo cerrado [a,b]:
recordemos que una funcién puede tener un mdzimo en a (o en b) sin que se anule
alli su derivada. Por ejemplo, si f(x) = x, y buscamos sus mdximos y minimos en
toda la recta, llegamos a la conclusion de que no los tiene; pero si los buscamos en
[0,1], el punto x = 0 resulta ser el minimo, y x =1 el mdzimo. La situacidn en dos
o mas variables se complica, porque el borde tiene infinitos puntos.

Para resolver estos problemas se parametrizan las curvas que forman el borde, y se
buscan mdximos o minimos sobre las mismas. En los siguientes ejemplos explicamos
como se hace esto.

Ejemplo 2.2.9. Hallar los extremos absolutos de f(z,y) = 2+ (y—1)? en el tridngulo
de vértices (0,0), (1,0), y (1,3).

En este ejemplo la funcién no tiene ceros dentro del tridngulo ya que su gradiente
no se anula. Entonces, como el conjunto es cerrado y acotado, la funcién alcanza sus
extremos y tiene que hacerlo en el borde.

El borde del conjunto esta formado por tres segmentos de recta, y miramos como se
porta la funcién en cada uno de ellos. Vamos a parametrizar cada segmento de recta
para transformar la funciéon de dos variables en una funcién de una sola variable, y
buscaremos maximos y minimos como lo haciamos para funciones de una variable.

= Segmento que une (0,0) y (1,0): se parametriza como h(t) = (¢,0) con 0 < t < 1.
Hacemos la composicién g(t) = foh(t) = t+ (0 — 1) = t + 1. Claramente,
g'(t) # 0, y sus extremos se alcanzan en el borde del intervalo, es decir, cuando
t =06t =1. Observemos que esto corresponde a los puntos (0,0) y (1,0).

= Segmento que une (1,0) y (1, 3): se parametriza como h(t) = (1,¢) con 0 < t < 3.
Hacemos la composicién g(t) = f o h(t) = 1+ (t — 1)2. Ahora, ¢'(t) = 2(t — 1),
que se anula cuando t = 1, y ademads los puntos del borde del intervalo también
son candidatos a extremos, es decir, cuando t = 0 6 t = 3. Los valores de ¢
hallados corresponden a los puntos (1,1), (1,0), y (1, 3).
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= Segmento que une (0,0) y (1,3): se parametriza como h(t) = (¢,3t) con 0 <
t < 1. Hacemos la composicién g(t) = f o h(t) = t + (3t — 1)2. Ahora, ¢'(t) =
1+6(t — 1), que se anula cuando ¢t = 1 — ¢ = 2, y ademés los puntos del borde
del intervalo también son candidatos a extremos, es decir, cuandot =06 ¢t = 1.
Los valores de ¢ hallados corresponden a los puntos (g, g), (0,0), vy (1,3).

Para decidir cuél de todos estos puntos es el maximo absoluto y cuél es el minimo
absoluto, evaluamos la funcién en cada uno:

f(0,0) = 0+(0-1)%=1
f(L,o) = 1+(0-1)2%=2
f(1,3) = 1+(3-1)2=5
f(1,1) = 1+(1-1)2=1
55 5 5
f(m) = % (2_1)

_ 5 9

T 6571

1

_

y tenemos que el médximo absoluto se alcanza en (1, 3) y el minimo absoluto se alcanza
en los puntos (0,0) y (1,1).

Ejemplo 2.2.10. Hallar los extremos absolutos de f(x,y) = xy restringida al circulo
2?2 +y?=1.

Observemos que Vf = (y,x) sblo se anula en el origen, y éste era un punto silla,
como vimos en el ejemplo 2.1.4 y nuevamente en el ejemplo 2.2.1. Luego, como el
conjunto es cerrado y acotado, la funcién alcanza sus extremos y tiene que hacerlo en
el borde.

Parametrizamos el borde del circulo como la curva (cos(t),sen(t)), que recorre el
circulo cuando 0 < ¢t < 27. Reemplazando x = cos(t), y = sen(t) en la funcién, nos
queda a maximizar una funcién de una tnica variable,

f(cos(t),sen(t)) = cos(t) - sen(t),
y vemos donde se anula la derivada:
f'(t) = —sen(t) - sen(t) + cos(t) - cos(t) = 0

es decir, si
sen(t) - sen(t) = cos(t) - cos(t).
Entonces, los posibles puntos criticos son

T 3 5m T

4’ 4 4 4
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y evaluando f en cada uno,

Fleos (5) sen (1)) = cos (4) sen () = £ £ = }
Fleos (3) sen (3)) = —cos () -sen () = 14 -7

f (cos () ;sen (F))

comprobamos que el mdximo absoluto se alcanza en los puntos 7,

absoluto se alcanza en los puntos %, %”.
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°F; y el minimo

Ejercicio 2.2.11. Encontrar los extremos absolutos de f(x,y) restringida al dominio
D indicado:

a)f(z,y) = 2 + 2zy + 3y?, D={(z,y) €R*/ —2< <4, -1<y<3}
b)f(xz,y) = cos(y) + sen(z), D={(z,y) eR?2/0<z <21, 0<y <27}
o)f(z,y) =1+z+2y, D={(z,y) €R2/2>0,y>0, z+y <1}
d)f(z,y) =2 +y* -z -1, D ={(w,y) eR? / 2® +y> < 1}

e)f(z,y) = x3 — y3 + 6y, D es el cuadrado formado por los vértices

(07 0)7 (37 0)’ (Sa _3)7 (07 _3)
Hf(x,y) =4z — 222 + 3y — 32, D es la region triangular acotada por las

rectas Yy = x,y = —x ey = 2
9)f(zr,y) =In(d4e® +4y* +3) + 2, D ={(z,y) €R* /2 +¢* <1}

3. Extremos condicionados

En esta seccién buscaremos extremos de funciones pero no sobre todo el plano, sino
imponiendo alguna condicién extra en las variables.

Por ejemplo, nos interesara encontrar maximos y minimos de una funcién f sobre
una curva de nivel de otra funcion g. Este problema tiene una interpretacion econémica
clara en términos de restricciones presupuestarias: si queremos maximizar nuestra
funcién utilidad, estaremos limitados a buscar el méximo sobre la recta presupuestaria
g (es decir, sobre aquellos puntos del plano en los cuales g es igual al presupuesto del
que disponemos); o de curvas de indiferencia para la funcién de utilidad: se quiere
minimizar los costos sobre regiones que nos dan la misma utilidad.

Para esto, introduciremos el método de los multiplicadores de Lagrange para en-
contrar puntos criticos sobre restricciones, y explicaremos como determinar si son
maximos o minimos.

3.1. Multiplicadores de Lagrange

El siguiente teorema es el fundamento tedrico del método de multiplicadores de
Lagrange. No lo vamos a demostrar, porque necesitariamos conceptos que escapan de

197



Notas de Elementos de Matematica 2

los tratados en este libro, pero se puede ver la demostracién en el libro de Courant y
John [5].

Definicién 3.1.1. Si C. es una curva de nivel ¢ de una funcion g, diremos que
(x0,%0) € C. es un minimo (respectivamente, mdzimo) relativo de f restringida a C.
st existe v > 0 tal que

f(zo,90) < f(z,y) (resp. f(xo,y0) > f(x,y))

para todos los puntos (x,y) € C.. que estén en el disco de centro (xo,yo) y Tadio r.

En otras palabras, f tiene un minimo (respectivamente, méximo) en un punto de
C. si el valor de la funcién en él es menor (respectivamente, mayor) que en los puntos
cercanos que pertenecen a C¢, no lo comparamos con el valor de la funcién en puntos
que no pertenezcan a C..

El siguiente teorema nos da una condicién que se cumple en un méaximo o un minimo
de una funcién restringida a una curva de nivel de otra.

Teorema 3.1.2. Sean f : R?> — R y g : R? — R funciones diferenciables, y sea
(20.%0) € Co = {(z,y) € B : gla,y) = c}. Si Vg(wo,yo) # 0, y f tiene un cxtremo
en (xg,yo) restringida o C., entonces existe A tal que

Vf(xo,y0) = AVg(z0,%0)-

A X se lo llama el multiplicador de Lagrange.

Definicién 3.1.3. Sean f : R? — R y g : R2 — R funciones diferenciables, y sea
(v,y) € C. = {(x,y) € R? : g(x,y) = c}. Se define el Lagrangiano L como

E(m,y, )‘)) = f(:c,y) - )‘(g<x’y) - C)'

La introduccion del Lagrangiano nos permite formular un método para hallar puntos
criticos basado en el teorema anterior. Las condiciones

Vf(xo,y0) = AVg(zo,y0), v g(xo,y0) =c¢

se convierten en verificar que se anulan las derivadas parciales de L,

or _ o as_,
dr Oz Oz

or o oy,
oy oy Oy

oL

a - g(I,y)*C—O

Observacién 3.1.4. También es posible definir el lagrangiano como L(x,y,\) =
fz,y) + Mg(z,y) — ¢), es decir, con un signo + en el término de la restriccion. En
los ejemplos de tipo econdmico lo plantearemos de esta forma.
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Observacion 3.1.5. Para averiguar si los puntos hallados son mdzimos o minimos
existe un criterio, el del Hessiano orlado, pero también se puede proceder como en la
seccion anterior, comparando que ocurre en los puntos vecinos al punto critico. La
diferencia principal es que en este caso los caminos que tomemos para aprorimarnos al
punto critico deben estar en la restriccion. Otra opcion que utilizaremos muchas veces
es graficar las curvas de nivel de la funcion f, y ver cdmo intersecan a la restriccion.

Tenemos, ademas, un criterio importante y mucho més sencillo cuando la restriccién
es un conjunto cerrado y acotado, basado en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.6. Sea K C R? un conjunto cerrado y acotado, y sea f una funcion
continua. Entonces, f alcanza su mdximo y su minimo en K.

Podemos utilizar esta proposicion en algunos casos especiales: si hay solamente dos
puntos criticos, y Vg existe para todo punto de C. y no se anula en ninguno, entonces
uno los puntos criticos hallados es el minimo y el otro es el maximo; para determinarlos
es suficiente evaluar la funciéon en ambos, y decidimos de esa forma. En algunos
casos puede haber mas de dos puntos criticos, pero si la funcién toma en ellos sélo
dos valores, también es suficiente para determinar cudles son maximos y cudles son
minimos.

Proposicién 3.1.7. Sean f : R?2 = R y g : R?> — R funciones diferenciables, y sea
(0,%0) € C. = {(z,y) € R? : g(z,y) = ¢} un extremo de f restringida a C.. Si f
tiene derivadas sequndas continuas, definimos el Hessiano orlado como

sz(ajmyO) ‘Cwy(ajmy()) gw(xmyo)
HOT(3?07:U0,/\) = 'Cacy(x07y0) f'yy(ffo»yo) gy(‘r07y0)
9:(z0,%)  9y(%0,Y0) 0

y entonces,
» Sidet(Hor(zo,yo,A)) > 0, el punto (xo,y0) €s un mdrimo.
= Sidet(Hor(zo,yo,A)) < 0, el punto (xo,y0) es un minimo.

= Sidet(Hor(xo,y0,))) =0, el criterio no decide.

3.2. Restricciones acotadas

En las restricciones acotadas muchas veces podemos aplicar la Proposicién 3.1.6
sin recurrir al criterio del Hessiano orlado ni dibujar las curvas de nivel. Veamos un
ejemplo.

Ejemplo 3.2.1. Hallar mdximos y minimos de f(z,y) = 2z +y — 1 en la restriccién
S={(z.y): 2® +y*> =5}
Definimos el Lagrangiano £ = f — Ag y buscamos VL = 0. Nos queda

L=2z+y—1-Naz>+y*-5)
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Si igualamos a cero las derivadas,

oL
= — = 2-2zA
0 o x
oL
0 = — = 1-2y\
Ay Y
_ oL 2 2
0 = I ¢ =y +5

Resolvamos ahora para hallar x, y, A. De la ecuacién £, = 0 obtenemos

2 =2x)\, de donde 2 =z,
2\

y por lo tanto,

De L, = 0 obtenemos

1
1=2y)\, dedonde — =
yA, dedonde oo =y,

y por lo tanto,

1
y= N
Reemplazando z e y en £, = 0,
1 1
VARV +5=0
1 1
’vl + e = 5,
sumando,
441 _ 5 _5
42 42 ’
con lo cual,

5 1
1= 5)2,  de donde 1= A2,

Tenemos entonces dos soluciones:
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es decir, el punto (z,y) = (2,1); y cuando A = —1/2 nos queda

es decir, el punto (z,y) = (-2, —1).
Como estos son los Unicos puntos criticos, averiguamos cudl es el maximo y cual es
el minimo evaluando en la funcién:

f21)=2.241-1=4

F=2,-1) =2 (-2) + (-1) 1= -6,

y por lo tanto, (2,1) es el maximo y (—2,—1) es el minimo.

3.3. Restricciones no acotadas

Cuando la restriccién no es acotada no podemos garantizar la existencia de maximos
o minimos, y si bien el método nos da posibles puntos criticos, su analisis se vuelve
ma&s complicado. Una forma de encarar estos problemas es graficando las curvas de
nivel de f y g. Supongamos que nos interesan los valores de f sobre los puntos
de la restriccién g = 0, con lo cual los valores que toma f sobre la restriccion se
analizan viendo la interseccién de las curvas de nivel de f con g = 0. Si una curva
de nivel ¢ de f no cruza la curva g = 0, eso significa que f no alcanza nunca el valor
¢ sobre la restriccién. Graficando distintas curvas de nivel y viendo cémo crecen,
tenemos una idea de qué valores toma f sobre la restriccién. Si podemos determinar
graficamente en qué punto en el cual la curva de nivel f = m interseca a g = 0
para el menor valor posible m, habremos hallado el minimo. De la misma manera, el
mayor valor M que tome f en g = 0 nos daréd el maximo como la intersecciéon de la
curva de nivel f = M con g = 0. De todas maneras, hallar el maximo o el minimo
por este método es practicamente imposible. El método sera hallar los puntos criticos
utilizando multiplicadores de Lagrange, y luego decidiremos si es un maximo o un
minimo utilizando curvas de nivel.

Observacion 3.3.1. En los siguientes ejemplos veremos que cuando la restriccion no
es acotada, no tiene por qué haber un mdzimo o un minimo (podria haber cualquiera
de los dos, incluso ninguno).

Ejemplo 3.3.2 (Caso donde sélo hay un minimo). Hallar maximos y minimos de
f(x,y) = 22 + y? en la restricciéon

g(z,y)=x+y—4=0.

Para este ejemplo conviene dibujar la restricciéon g = 0 y las curvas de nivel de f. La
restriccién g = 0 es una recta, despejando obtenemos que su ecuacion es y = —x + 4.
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Por otra parte, podemos ver que las curvas de nivel de f son circulos centrados en
el origen, y si el radio es chico, no tocan la recta y = 4 — x. A medida que el radio
crece, las curvas se acercan a g = 0, y hay una curva de nivel que la toca en un tnico
punto. Luego, para radios mayores, los circulos cortan siempre a la recta g = 0 en dos
puntos.

Interpretemos esta situacién: para valores chicos de f, no hay puntos en g = 0 que
tomen esos valores. Luego, hay un valor critico que se alcanza en un tinico punto de la
restriccién. Por ultimo, f toma valores arbitrariamente grandes sobre la restriccion.
Es decir, f tendra un minimo sobre g = 0, pero no tendra un maximo. Ver figura 9.1

Figura 9.1: Restriccion y curvas de nivel.

Resolvamos ahora el problema analiticamente. Definimos el Lagrangiano £ = f —\g
y buscamos VL = 0. Nos queda

L= 4y~ Nz +y—4).

Igualamos a cero VL,

0 = L, = 22—\
0 = L, = 2y—2A
0 = Ly = —z—y+4.

Resolvamos ahora para hallar z, y, A. De £, =0, £, = 0 tenemos

de donde =z = i

2r = ), ,
2

A
2y =\, de donde y:§.

Reemplazando z e y en L =0,
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es decir, —\ +4 = 0, y por lo tanto, A = 4, con lo cual

Observemos que hay una tinica solucién, (2, 2). Nos falta determinar si es un méximo
o un minimo (aunque el razonamiento previo con las curvas de nivel nos mostré que
es un minimo). Para decidirlo, podemos evaluar f en el punto (2,2) y compararlo con
el valor de f en otro punto de la restriccién g = 0, por ejemplo el punto (4,0) (este
punto verifica  +y — 4 = 0). Ahora,

f(2,2)=2>+22=44+4=38

f(4,0) = 4> + 07 = 16,

con lo cual f(2,2) < f(4,0), y deberfa ser un minimo, pero esto no es suficiente, y no
nos queda otra opcién que aplicar el criterio del Hessiano orlado.
Tenemos Lyp =2, Lyy =2, Loy =0,9, =1, gy = 1.

2 0 1
Hor(2,2,4)=|0 2 1
110

y su determinante, desarrolldndolo por la primera fila, es
det(Hor) = (=1)*2. (0= 1)+ (-1)*"31.(0-2)=—2-2=-4<0.

Luego, el punto (2,2) es un minimo.

Ejemplo 3.3.3 (Caso donde sélo hay un méximo). Hallar mdximos y minimos de
f(x,y) =y — 2% + 27 en la restriccién

g(z,y) =y +a* - 1=0.

Planteamos el lagrangiano, £ = y — 22 + 22 — A(y + 2% — 1), y buscamos VL = 0.
Nos queda

0 L, = —20x+2-2\x
0 = £, = 1=-2AX
0 = L, = —(y + x2 — 1).

De L, = 0 obtenemos A = 1. Reemplazando en £, = 0, nos queda:
—2r+2—-2x =0, esdecir —4dx+2=0,

y, por lo tanto, = 1/2. Por tltimo, reemplazando & = 1/2 en la restriccién,

2
1 3
y+<2) —1=0, estoes, y:Z

Obtuvimos un tnico punto critico, z = 1/2, y = 3/4. Para decidir si es méximo o
minimo nos conviene dibujar la restriccién y distintas curvas de nivel.
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y=x"+1

Figura 9.2: Restriccién y curvas de nivel

Si consideramos las curvas de nivel para ¢ = 0, 1, —1, 2, 3 y las graficamos, nos
dicen en qué direccién crecen las curvas de nivel de f, y por lo tanto concluimos que
el punto encontrado es un maximo. Ver figura 9.2.

Podemos también verificar este resultado con el criterio del Hessiano orlado, pues
Low=-2-2\ Ly, =0,Lyy =0, g =22, gy = 1.

—4

0
Hor(2,2,1) = 0
1

S = o

0

4

y su determinante, desarrollandolo por la segunda fila, es
det(Hor) = (=1)*T31- (-4 —0) =4 > 0,

y es un maximo.

Ejemplo 3.3.4 (Caso donde no hay méximos ni minimos). Hallar mdximos y minimos
de f(z,y) =2z +y — 1 en la restriccién

S={(z,y): 2 +y=5}

Definimos el Lagrangiano £ = f—Ag = 2z+y—1—A(x+y—5) y buscamos VL = 0.
Nos queda

0 = L, = 2—-2X
0 = £, = 1=\
0 = Ly = —xz—y+5.

Cuando queremos resolver para hallar z, y, A, encontramos una contradicciéon:

s de £, =0 tenemos 2 = \.
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= de £, = 0 tenemos 1 = A.

Esto es una contradiccién, ya que si A = 2, entonces no puede ser A = 1. El problema
no tiene méaximos ni minimos en la restriccién.

Ejercicio 3.3.5. Dibuje las curvas de nivel de f y la restriccion S para el ejemplo
anterior. ;Se nota por qué no hay mdzrimos ni minimos?

El siguiente es un caso especial, donde la restriccion estd separada en dos partes.
En este caso, aunque encontremos puntos criticos, no tenemos méaximos ni minimos
globales, pero si un méximo local y un minimo local.

Ejemplo 3.3.6. Hallar mdximos y minimos de f(z,y) = 2x + y en la restriccién
S={(z,y) : xy = 32}.

Como siempre, definimos £ = 2z + y — A(zy — 32). Ahora,

0 = L = 2-Xy
0 = £, = 1-X
0 = Ly = —(vy—32).

De las dos primeras tenemos

Reemplazando en la tercera,
2

A2

y despejando, vemos que hay dos soluciones: A = +1/4.

=32,

Luego, se tienen dos puntos criticos al reemplazar en x e ¥,
(4,8) (—4,-8).
Si calculamos f en estos puntos, obtenemos:
f(4,8)=2-4+8 =16,

f(—4,-8)=-2-4-8=-16,

con lo cual podriamos pensar que (4,8) es un maximo, y (—4, —8) un minimo, pero
no lo es. Para esto, veamos las curvas de nivel graficadas en la figura 9.3. La funcién
crece de abajo hacia arriba, y de izquierda a derecha.

Se ve entonces, por la direccién en la que crecen las curvas de nivel, que (4, 8) es un
minimo local, no es un mdximo, y que (—4,—8) es un méximo local, no un minimo.
El problema aqui es que la restriccion estd dividida en dos regiones separadas.
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Figura 9.3: Curvas de nivel del ejemplo 3.3.6

Ejercicio 3.3.7. Para las siguientes funciones f(x,y) sujetas a la restriccion g(x,y):
a) Graficar algunas curvas de nivel de f y la restriccion.

b) Usar el método de los multiplicadores de Lagrange para hallar los extremos de
f relativos a la restriccion.

¢) Interpretar los resultados geométricamente.

i) flz,y) =y —a®+ 2z, gz, y)=y+a2—-1=
i) f(z,y) =2 +y> +1, g(z,y) =2y —1=0
i) f(x,y) = vy, g(z,y) =xz+y—10=
w)  f(z,y) = 2*+ 97, glz,y) =22 — 4y +5=
v)  flz,y) =2 —y?, g(z,y) =y —a? =

vi)  fla,y) = V2% + 47, glx,y) =z +2y—10=
vii)  f(x,y) =22 +y, glx,y) =2y —32=0

4. Aplicaciones econémicas

En esta seccién veremos tres aplicaciones econémicas de los problemas de extre-
mos: discriminacion de precios, produccién miltiple, y restricciones presupuestarias.
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En esta iltima veremos ademés una interpretaciéon econémica del multiplicador de
Lagrange .

4.1. Discriminacién de precios

Vamos a considerar el caso en que un productor es monopolista en mercados dife-

rentes, y puede fijar distintos precios de venta de su producto. Por una cuestién
de simplicidad vamos a considerar solamente 2 mercados, mercado I y mercado I1.
Al productor le interesard averiguar: qué cantidad del producto colocard en cada
mercado, a qué precio vendera su producto en cada uno de ellos y cudl sera el beneficio
maximo.
Ejemplo 4.1.1. Una empresa multinacional sacé un nuevo producto a la venta pa-
ra venderlo en Argentina (mercado I) y Brasil (mercado II), y pretende venderlo a
distintos precios. Las leyes de salida-precio son respectivamente: p; = 20 — 4q1 y
p2 = 30 — 2¢o. Ademés, su funcién costo es C(q1,¢2) = 9 + 4q1 + 16¢s.

1. ;Qué produccién debe destinar a cada mercado y a cuanto debe vender el pro-
ducto en cada uno de ellos para obtener el maximo beneficio?

2. Hallar la elasticidad de cada demanda (g) con respecto al precio correspondiente
a cada mercado. Evaluar la elasticidad en los precios que maximizan el beneficio.

3. Si el productor decide aumentar en 1% alguno de los precios, jcomo cambia la
demanda?

Para hallar el beneficio méaximo debemos maximizar la funcion B = I — C, donde
I = p1q1 + p2go. En este ejemplo,

1 1
I'= (20 —4q1)q:1 + (30 — 5(12)(12 = 20q; — 41 + 30g2 — 5(]227

con lo cual

1
B =20g; — 4q1% + 30g2 — iqf —9—4g; — 16¢2

y nos queda

1
B =—4q;* - §q22 + 16¢;1 + 14g2 — 9.
Para hallar los puntos criticos necesitamos las derivadas parciales

By = —8p+16 = 0
B Cp 14 = 0

q2

y la solucién de este sistema lineal es (¢1,¢2) = (2, 14).
Para verificar que el punto critico es un maximo calcularemos el determinante Hes-
siano, y para esto necesitamos las derivadas segundas:

By gy =8 B, g, =0 By, g, = —1.
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Entonces,

con lo cual det(H) =8 > 0y como By, 4, = —8 < 0, el punto critico es un maximo.
Por lo tanto, las cantidades que hacen maximo al beneficio son ¢ =2 y g2 = 14.
Para hallar los precios y el beneficio maximo basta reemplazar en las ecuaciones
correspondientes
p1 =12 p2 = 23, Bz = 105.

Finalmente, para hallar las elasticidades necesitamos tener las demandas en funcién
de los precios correspondientes, y si despejamos

1
41 =20 —p; queda ¢ =5— —pi,

4
1
50 = 30 —p2 queda g =60 — 2ps.
Ahora,
Be _dapn 1 po | _ 3
Ep1 Oprqa 45— 1p 19 2’
Eep _Owp_ , P | _ 2
Ep,  Op2 g2 60 — 2p2 |55 7

La interpretacion econémica seria la siguiente: si el precio del articulo vendido en
el mercado I aumenta en 1%, la demanda en ese mercado cae aproximadamente en
un 1,5 %. Si el precio del bien en el mercado I1 aumenta en 1%, la demanda en ese
mercado cae en un 3,29 % aproximadamente.

4.2. Produccion maultiple

Consideremos una empresa productora de dos bienes en competencia perfecta, donde
p1 ¥ p2 son los precios unitarios de cada uno. Nos interesa saber a qué precio debe
venderlos para maximizar el beneficio. Vayamos directamente a un ejemplo.

Ejemplo 4.2.1. Una empresa produce dos bienes: Bien 1 y Bien 2. Las leyes de
demanda correspondientes son g1 = 300 — 3p; + 2p2 ¥y q2 = 920 — 4ps + 2py; vy la
funcién costo estd dada por C(q1,q2) = 80¢1 + 30¢>. Determinar los precios de cada
producto para obtener el maximo beneficio.

Sabemos que B = I — C, donde I = p1q1 + p2g2. Aqui tenemos un pequeiio pro-
blema ya que las demandas estdn en funcién de los precios y el costo en funcién de
las demandas, por lo tanto, dejaremos la funcién beneficio en funcién de los precios
unitarios de cada bien. Entonces:

= 300p1 — 3p1? + 2p1p2 + 920p2 — 4po? + 2p1po,

con lo cual
I =300py — 3p1” + 4p1p2 + 920p2 — 4ps°.
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Ahora,

C(p1,p2) = 80(300 — 3py1 + 2p2) + 30(920 — 4p2 + 2p1)
— 24000 — 240p; + 160ps -+ 27600 — 120py + 60p;
— 51600 — 240p1 + 160ps — 120ps + 60p,

y la funcién beneficio que tenemos que maximizar es

B(p1,p2) = 300p1 — 3p1? + 4p1pa + 920ps — 4ps*
—(51600 — 240p; + 160py — 120ps + 60p1 ),
= 480p; — 3p12 + 4p1 po + 880py — 4p22 — 51600.

Calculamos las derivadas parciales, By, = 480 —6p1 +4p2 y B, = 4p1 + 880 — 8po,
y buscamos las soluciones de

\
o

480 — 6p1 + 4po
4p1 + 880 — 8po

|
o

Resolviendo el sistema lineal, (p1, p2) = (230, 225).
Para verificar que el punto critico es un maximo calculamos las derivadas segundas
y el Hessiano: By, p, = —6, Bp, p, =4, By, p, = —8, y ahora

con lo cual det(H) =32 >0y By, p, = —6 < 0, el punto critico es méximo.

Entonces, los precios con los cuales se logra el maximo beneficio son $230 para el
bien 1, y $225 para el bien 2. Para calcular la mdxima ganancia basta reemplazar los
precios mencionados en la funcién beneficio, y Ba, = 102600.

Ejemplo 4.2.2. Una empresa produce dos bienes 1 y x2, y sus leyes de demanda
son

Dy = 100 — 3p1 + ps
D2 =200 + p1 — p2.

Se desea hallar el maximo beneficio sabiendo que el costo es C' = 20D + 10Ds.
El primer paso es obtener la funcién a maximizar, que es B = I — C, es decir,

B=p1-D1+ps-Ds—20D; — 10D,
y reemplazando las demandas,
B = p1(100 — 3p1 + p2) + p2(200 + p1 — p2) — 20(100 — 3p; + p2) — 10(200 + p1 — p2).
Distribuyendo y agrupando nos queda:
B = 150p; + 190ps — 3p? — p3 + 2p1p2 — 4000.
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El préximo paso es buscar los puntos criticos. Para eso buscamos los ceros de las
derivadas parciales,
B, =150 —6p; +2p2 =0

B, =190 — 2py + 2p; = 0.
Si sumamos ambas derivadas, obtenemos
340 — 4p; =0,
de donde despejamos p; = 85. Reemplazando en la primera ecuacion,
150 —6-85+4+2p2 =0

—360 + 2ps = 0

y obtenemos p, = 180. El 1ltimo paso es determinar si es un méaximo, y para eso
utilizamos el criterio del Hessiano. Tenemos:

BP1P1 =—6
szpz =-2
BP1P2 =2

Luego,
—6 2

det(H (85,180)) = det ( 9 _9

) =12—-4=8>0.

Como el determinante es positivo, y el coeficiente By, ,,, es negativo, el punto critico
es un maximo, luego se alcanza el maximo beneficio cuando p; = 85 y ps = 180. Para
hallar dicho beneficio basta reemplazar los precios en la funcién.

Ejercicio 4.2.3. Las demandas de dos bienes X1 y Xo son D1 =24 —2py y Dy =
20 — 4po y la funcién costo es C(p1,p2) = p3 + p1 p2 + 2p3, hallar los precios py y p2
y las cantidades Dy y Dy que maximizan el beneficio.

Ejercicio 4.2.4. Una empresa productora de dos bienes presenta las siguientes fun-
ciones de demanda:

@1 =40 — 2py + po

2 =15+p1 —p2

siendo p1 y p2 los precios de salida de ambos bienes. Si el costo total esta dado por
C = ¢ + q1 g2 + ¢35, mazimizar el beneficio total dando las cantidades y precios que
lo determinan.

Ejercicio 4.2.5. Una empresa saco un nuevo producto a la venta para venderlo en
Argentina (mercado I) y Brasil (mercado II), el producto pretende venderlo a distintos
precios. Las leyes de salida-precio son respectivamente: p1 = 10 — 2q1 y p2 = 30 — ¢o.
Ademds su funcion costo es C(q1,q2) = 9+ 2q1 + 2¢2.
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a) 4Qué produccién debe destinarse a cada mercado y a cudnto debe venderse el
producto en cada uno de ellos para obtener el mdzimo beneficio? (verificar que
el punto critico es mdximo)

b) Hallar la elasticidad de cada demanda (q) con respecto al precio correspondiente
a cada mercado. Evaluar la elasticidad en los precios que maximizan el beneficio
e interpretar el resultado economicamente.

4.3. Restricciones presupuestarias e interpretacion de A

Desde el punto de vista econémico las aplicaciones de los extremos condicionados
son mas interesantes que las de extremos libres, ya que siempre existen restricciones
presupuestarias, de insumos, de tiempo, etc.

Cuando resolvemos un problema de extremos utilizando multiplicadores de Lagran-
ge, el médulo de A representa aproximadamente en cudnto variaria la funcién objetivo
(la funcién a maximizar o minimizar) si la restriccién aumentara en una unidad. Por
ejemplo, cuando tenemos que maximizar la utilidad de un consumidor sujeto a cierto
ingreso, si el mismo aumentara en $1, la utilidad aumentaria en |\|.

Ejemplo 4.3.1. La utilidad del consumidor de 2 bienes X e Y estd dada por U(z,y) =
4 + 17y — 2% — xy — 3y?. El precio del bien X es de $1 y el precio del bien YV
es de $2. Encuentre las cantidades de ambos bienes que brindan al consumidor la
maéxima satisfaccion si el gasto que el consumidor asigna para ambos productos es
de $7. ;Cudl es la maxima utilidad? Si el consumidor decide destinar $8, en cuénto
aumentara aproximadamente la utilidad?

En este tipo de ejercicios tenemos primero que identificar la funcién objetivo y la
restriccién. Aqui la funcién a maximizar es la utilidad y la restriccién es el gasto.
Entonces, tenemos que maximizar U(x,y) sujeto a x 4+ 2y = 7.

Resolviendo por el método de Lagrange, tenemos

£(£L’,y,)\):U($,y)+)\g($,y) con g($7y)=x+2y—7,
(hemos planteado el lagrangiano como L(z,y,\) = f(x,y) + Mg(x,y) — ¢)), esto es,
L(z,y,\) =4z + 1Ty — 2% —axy — 39> + Mz +2y — 7),

e igualando VL = 0,

0 L, = 4—2r—y+A
0 = L, = 17T—xz—06y+2A
0 = Ly = z+2y-—T.

Tenemos que determinar las soluciones del sistema

4—2c—y+X = 0 (1)
1T—2z—6y+2\ = 0 (2)
T+2% -7 = 0 (3)
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De (1) tenemos A = 2z + y — 4, y por (2),

T 17
A=—+4+3y— —
2 TV
e igualando tenemos
17
2 —4=—-+3y— —
T+ Yy 2+ 5
con lo cual
9
—x 4+ - =2y, y:fx—i—z.

Reemplazando y en (3),

39
x+2(4x+4>70,

3 9
= ——7=0
x—|—2x+2 ,

con lo cual

5
dp=2 —1.
2" T3 Y T

Volviendo atras, tenemos que y =3 y A = 1.
El punto critico es (1, 3), y para ver si es un extremo calculamos el Hessiano orlado.
Las derivadas segundas son

Low=-2 Lyy=-1 Lyy=-6 g.=1 gy,=2,

de donde
-2 -1 1
Hor(1,3,1)=| -1 -6 2 |,
1 2 0
y tenemos det(Hor) = 10 > 0. El punto critico es un méximo, y la utilidad es

Unaz = U(1,3) = 24.
Utilicemos ahora el multiplicador. Si el gasto del consumidor fuese de $8, la utilidad
aumentaria aproximadamente en |A| = 1.

Ejemplo 4.3.2. Dada la funcién de produccién P = 3x1x2, obtener el costo minimo
y las cantidades de cada insumo necesarias para producir 15 unidades si el costo fijo
es de 150 y los precios unitarios de cada insumo son p; =5y p2 = 9.

Aqui tenemos que tener en claro que la funcién objetivo es el costo (queremos hallar
el costo minimo) y la restriccién es la produccién. Como CT = CV 4+ CF, queremos
minimizar C(z1,x2) = 5x1 + 922 + 150 sujeto a 15 = 3x1x2, que podemos despejar
como b5 = x1x9, y tenemos la restriccién g(x1,x2) = x129 — 5.

El lagrangiano (plantedndolo como L(z,y,A) = f(x,y) + AMg(x,y) — ¢)), serd

E(l‘hl'g, )\) = 5$1 + 91’2 + 150 + )\(Cﬂll'g — 5),
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e igualando VL = 0,

0 = £m1 = 54 Axg
0 = EIQ =9 + )\.Tl
0 = ﬁ)\ = X1X9 — 5,
con lo cual debemos resolver
5+Xrs = 0 (1)
9+ X1 = 0 (2)
T1Xo — 5 = 0 (3)

Despejando en (1) y (2) y considerando que z1,x2 # 0 porque sino no cumplirian (3),
obtenemos

5 9
A= ——, A= ——.
T2 I
Tgualdndolas, tenemos que
5 9
o=, Y 1= 2
T2 Iy

Reemplazando en (3),
5
g$25€2 —5=0, conlocual zy= 3 y xp=3.

Entonces, el punto critico es el (z1,z2) = (3, %), con A = —3.
Para aplicar el criterio del Hessiano orlado calculamos

5}
£z1z1 =0 ['azlxz =A l:a?za?z =0 9z, = T2 = 5 Gzy = T1-

3
Entonces,
5
5 0 -3 3
Hor (3,,—3) =-3 0 3|,
3 23 0
3
con lo cual tenemos det(H) = —30 < 0, y el punto critico es un minimo. Luego, el

costo minimo es Cyipn = C(3, %) = 180.
Observemos que si la produccién fuese de 16 unidades, el costo aumentaria en |A| = 3

Ejercicio 4.3.3. Dada la funcion de utilidad de un consumidor U = x1 2, los precios
de los bienes son p1 = 1, po = 3, y el ingreso es I = 15, encontrar las cantidades x1
Yy T3 que hacen mdxima la utilidad y a cudnto asciende ésta. Dar la interpretacion
economica de A

Ejercicio 4.3.4. Una fdbrica produce articulos X1 y Xo. La funcion de costo es
C(w1,22) = 23 +22% — 21 y se quiere minimizar el costo. Determinar el costo minimo
y las cantidades a producir si el total de articulos debe ser 8
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Ejercicio 4.3.5. La funcion de utilidad es U = 10z1 + 20xo + 421 x2. Si el ingreso
es de $18, y sean los precios p1 = 2 y pa = 3 respectivamente, hallar las cantidades

que mazimizan la utilidad y a cudnto asciende ésta. Dar la interpretacion econdmica
de .

Ejercicio 4.3.6. La utilidad del consumidor de dos bienes estd dada por U(x,y) =
x?y3. Los precios de dichos bienes son P, = 1,P, = 4 respectivamente. El monto asig-
nado para la compra de ambos bienes es de $10, hallar la mdxima utilidad. ;Cianto

hay que consumir de ambos bienes para alcanzarla? ;Cudl es el significado econdmico
de |\ ?

Ejercicio 4.3.7. Dada la funcion de produccion de un articulo P(z1,22) = 3x1 x2
st x1 Yy T2 son las cantidades de 2 insumos X1 y Xo y p1 =4, po = 5 son los precios
de los mismos, $300 es el costo fijo, hallar: a) el costo minimo para P = 6000, b) el
producto maximo para C = 500. En ambos casos determinar las cantidades x1 y T2
correspondientes. Dar la interpretacion econdomica de A
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Apéndice 1

Integrales impropias

1. Integrales impropias

Dado a € R,y f: R — R, podemos considerar integrales de la forma
+o00 a +oo
/ f(z)dzx, / f(z)dz, / f(x)dx.

También, si lim f(z) = +o00, y b < a < ¢, podemos considerar integrales de la forma

/ac f(z)dz, /ba f(z)dz, /bcf(:c)d:z:.

Un primer problema es cémo definirlas, ya que el dominio de integracion no esta aco-
tado en las primeras, y en la segunda es la imagen la que no estd acotada.
En estos casos, las integrales se definen como un limite:

/:wf(x)dx ~  lim /aRf(x)da:,

R—+o0
flx)de = lim / f(x)dx,

—00 S——00 S

+oo R
[m f(z)dx = RETM SEIPOO/S f(z)dz,

f(z)dx = h'm+/ f(z)dz,

f(x)dx = lim f(x)dex,
b a—a~ Jp

f(z)dz = lim f(z)dz + lim / f(z)dz.
b a—a~ Jp y—at 5
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Si alguno de los limites no existen, diremos que la integral no existe, o que la funcién
no es integrable.

También es posible que la funcién tenga més de un punto donde no esté acotada,
0 que tenga puntos donde tienda a infinito y que el intervalo tampoco esté acotado.
Las integrales se definen de manera anéloga.

1.1. Ejemplos

Ejemplo 1.1.1. Calcular

En este caso hacemos

—_
E\

I
TL
+5
8

VR
=)

_|_

N

Ejemplo 1.1.2. Calcular
“+o0
1
——=dx.
/_oo T+a2

Recordemos que una primitiva es arctg(x), con lo cual hacemos En este caso hacemos

/ ——dr = lim  lim ——dx
o 1422 R—+4o00S——c0 Jg 14 22

lfm 1f tg(x)|§
R gl oretg (1S

= lim lim (arctg(R) — arctg(S))

R—+00 S——o00

T -
2 2

|
A

Ejemplo 1.1.3. Decidir si existe la integral

o0 2
/ ze * dx.
0
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Para hallar una primitiva de esta integral hacemos el cambio de variable

t=—x
dt = 2zxdzx
y nos queda
— / 1etdt = —le75 +k
22 ’

y volviendo a la variable original es
1
/xeﬂjgdx = _56712 + k.

Ahora calculamos el limite:

oo
/ ze~ " dz Rh'm fOR re~ % dx
0 — 00
) R
lim ——e™*
R—oo 2 0
1
Rhm 756 R _ <e 02)
— 00
= —— lim e " 4 =
2 R—oo
_ 1
= 5
R* .

ya que lim e~
R—o0

Ejemplo 1.1.4. Sea f(x) = x, Decidir si existe la integral de f en toda la recta.

Calculamos:
R

T rde = lim lim xdx
-0 R—+o00 S——o0 S

9 R
7 7. x

= Iim lim —
R—+o0o S——o00 2

S

R S?
= lim lim — — —
R—+4o0c0 S——o00 2 2

y este limite no existe.

Observacién 1.1.5. Recordemos ademds que una funcidon se dice par si f(—x) =
f(z) para todo x € R. La funcidn anterior,
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€es par, ya que
1 1
—r) = = = x
(=) 1+ (—z)2 1422 f(@)
Esto muchas veces nos ahorra cdlculos, ya que si f es par, por simetria tenemos

/M F(@)dz = 2/0+°° F(w)da.

— 00

Por otra parte, una funcion se dice impar si f(—x) = —f(x) para todo x € R. Un
ejemplo de funcion impar es f(x) = sen(x), otra es f(x) = x®. En general, si f es

impar y existe la integral
“+o0
/ f(z)dz,

— 00

por las propiedades de la integral tiene que ser igual a cero.

Ejercicio 1.1.6. Dadas las integrales impropias

< 1 1
/ —dz, / —dx,
1z 0o ¢

hallar los valores de a € R~ para los cuales cada una de las integrales converge y los
valores para los cuales divergen.

Ejercicio 1.1.7. Decidir si las siguientes integrales impropias convergen o divergen.
En el caso que converjan, calcular su valor.

—d b —d —*d
a) /0 Gz 1) x ) /1 g x ¢) /0 e Tdx

<z

d) /Oooxsen(m)dx e) /01 \/%jdx 1) /0 e—xdx
9) /01 @daz h) /200 W;(ﬁ)dx 7) OOO e\/\;dx.
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Apéndice 2

Ecuaciones diferenciales de segundo
orden

1. Ecuaciones diferenciales a coeficientes constantes

Una ecuacién diferencial de segundo orden es aquella en la cual aparece involucrada
la derivada segunda de la funcién incégnita. Aqui vamos a estudiar un caso muy
particular, en el que la ecuacién es lineal y los coeficientes son constantes. La forma
general de estas ecuaciones es

ay” + by +cy = f(z),
con a # 0.

Si f(x) = 0 la denominamos ecuacién homogénea.

1.1. Ecuaciones homogéneas

Vamos a estudiar aqui ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coefi-
cientes constantes homogéneas.

Definicién 1.1.1. Dos funciones y1 e ys se dicen linealmente independientes si no
existen constantes reales ¢1 y co distintas ambas de cero tal que

cyr (@) + caya(2) =0

para todo x € R.

Ejemplo 1.1.2. Las siguientes funciones son linealmente independientes:
=y =1,y = 2.
=y =% Yo =20
= y; =sen(x), y2 = cos(z).

Y =€,y =1
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Una forma de verificarlo, es utilizando la derivada: si no son linealmente indepen-
dientes, tendriamos

(c1y1(z) + cay2(x)) =0

con ¢; # 0y ¢ # 0. Por ejemplo, en el primero, si tenemos
1+ cox =0,

debe ser
(c1 + cax) =3 = 0.

Esto nos dice que ¢; = 0, pero entonces, como ¢; + cox = ¢; = 0, también ¢; = 0, lo
cual contradice nuestra suposiciéon.

Vamos a enunciar una serie de proposiciones sin demostracién.

Proposicion 1.1.3. Sean y; e yo dos soluciones de la ecuacion diferencial:

ay” + by +cy=0 (1.1)

W (x) =det( v ) #0,

1 Y2

entonces y1 e y2 son linealmente independientes.
Observacién 1.1.4. El determinante W (x) se denomina wronskiano.

Proposicion 1.1.5. Sean y; e ys dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion ay” + by’ + cy = 0, entonces la solucidn general se escribe como

y(z) = Cry1(z) + Caya ().

Observacién 1.1.6. La solucion general tiene ahora dos constantes desconocidas (las
de primer orden, sdlo tenian una). Para determinarlas, necesitaremos dos condicio-
nes, y tenemos dos postbilidades:

= dar condiciones iniciales, de la forma y(zo) = yo, V' (x0) = y{, 6
s dar condiciones en dos puntos, de la forma y(zo) = yo, y(x1) = y1.

El problema de resolver una ecuacion lineal de segundo orden a coeficientes cons-
tantes se reduce entonces a encontrar dos solucioes y; e ¢ linealmente independientes.
Si proponemos como solucién particular de la ecuacién 1.1 a y = e**, debemos

e)\rc

determinar cudnto vale A. Ahora, si y = , entonces iy = XM, ey = N7,

Reemplazando,
arX?e™ £ DA 4 e =0

Sacando e’ de factor comtin,
e (aX? + b +¢) =0,
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y como la exponencial no se anula nunca, debe ser

arX? +bA+c¢=0.

Este polinomio P(A\) = a\? 4+ b\ + ¢ recibe el nombre de polinomio caracteristico. En-
tonces, los valores posibles de A de una solucién coinciden con las raices del polinomio

caracteristico.
Hay tres casos, segin cémo son las raices:

a)

Raices reales y distintas A1 # As.

Sean A1 y Ag las dos raices del polinomio caracteristico. Entonces, las dos so-
luciones particulares de la ecuacién 1.1 son y; = eM® e yp = e*2*. Faltarfa ve-
rificar que las soluciones son linealmente independientes, y para eso calculamos
el wronskiano.

e)\lm e)\gib
W(-’E) = det < )\16>\1x )\26)\23: )
Entonces,
W(:C) — /\26()\1+>\2)z o )\16()\1+)\2)r

e(A1+)\2)J¢(A2 _ )\1)7

y es distinto de cero (porque la exponencial nunca se anula, y porque A\; # \z),
con lo cual las soluciones son linealmente independientes.

Finalmente, si Ay # Ao entonces la solucién general de la ecuacién diferencial
homogénea es

y = CreM® + Che?®.
Raices iguales A1 = \s.

Veamos primero que pasa con el wronskiano:

6)\1% e}\QZ
W(.’L') = det ( )\16)‘11 )\26)\23: )
W(z) = Xeitra)z _ )\ etz

= 6(/\1+)‘2)x()\2 — )\1)

Entonces, W (z) = 0, porque A\; = Aq, y las soluciones y; e y2 no son linealmente
independientes.
A1£C

)\123

también es solucién (lo verificaremos
e Y si son linealmente independientes,

Observemos que la funcién y, = ze
debajo), y ahora las soluciones y; = e
porque el wronskiano

reM®
)\e)\liﬂ 6A1$ +x)\16)\1$
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es distinto de cero:
W(x) = e2MT L\ M — N\ pe?MT = 2T £ ),
Falta demostrar que y = xe™® también es solucién de ay” + by’ + cy = 0.

Calculemos las derivadas, y' = €M% + z\jeM?, y = 2X\eM% + \2zeh® v
reemplazando en la ecuacién tenemos

a(2A1eMT 4+ X2zeM®) 4 b(eMT 4z eMT) 4 cxeMt =
eMT(2aM; + b) + 2% (aX? + b\ +¢) =0,

el segundo término se anula por ser raiz de la ecuacién caracteristica, y el primero
porque es raiz doble y con lo cual también anula su derivada.

Luego, si A\ = A2 = A, la solucién de la ecuacion diferencial homogénea es
y = C1e™ + Coze™.

Raices complejas A\; y A;.

Sean A1 y Ao las dos raices del polinomio caracteristico. Entonces, ambas raices
son nimeros complejos conjugados,

A1 = a + b, Ao = a —ib.
Proponemos las soluciones particulares
y1(x) = e cos(bx), ya () = e* sen(bzx),

y para verificar que las soluciones son linealmente independientes, calculamos
el wronskiano.

B e cos(bx) e sen(bx)
W) = det < ae® cos(bx) — be® sen(bx) ae® sen(bx) + be®® cos(bx)
Entonces,
W(x) = e cos(bx)[ae® sen(bx) + be® cos(bx)]

—e® sen(bx)[ae™ cos(bx) — be® sen(bx)]
= e cos(bx)ae® sen(bx) + e** cos(bx)be® cos(bx)
—e% gen(bx)ae® cos(bx) + e sen(bx)be®® sen(bx)
= ae?®® cos(bx) sen(bx) + be?** cos? (bx)
—ae?® sen(bx) cos(br) + be?*® sen? (bx)
= be?® cos?(bx) + be??® sen?(bx) = be?**[cos? (bx) + sen?(bx)]
be2ae,

y es distinto de cero porque la exponencial nunca se anula, con lo cual las
soluciones son linealmente independientes.

Entonces la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea es

y = C1e cos(bx) + Cae®” sen(bx).
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Ejemplo 1.1.7. Hallar la solucién general de 3" + 2y’ — 3y = 0.
El polinomio caracteristico es

P()\)=A?+2X\-3.
Buscamos las raices, que son

AM=1y d=-3
Como las raices son distintas, la solucién general es

y = Cre® 4+ Che 37,

Ejemplo 1.1.8. Hallar la solucién general de y” — 4y’ + 4y = 0.
El polinomio caracterfstico es P(\) = A2 — 4\ + 4, cuya tinica rafz es \ = 2.
Como la raiz es doble, la solucién general es

y = C1e*® 4 Coze®®.

Resolvamos ahora un problema de valores iniciales.

Ejemplo 1.1.9. Hallar la solucién de y” + 2y’ — 3y = 0 que satisface y(0) = 0 e

y'(0) =1
Por el ejemplo (1.1.7) se tiene que la solucién general es

y = Chre® + Cre 3%,

Ahora,
y(0) = C1e® + O30
= Cl + 027

de donde se deduce que Cy = —Cs.
Para utilizar la segunda condicién necesitamos la derivada de y,

y' = Cre® — 3Ce 3%,

y tenemos
y’(O) = Cl — 302

= (7 —3C,.

Reemplazando aqui C7; = —C5 nos queda
1=-Cy —3Cy = —4Cs,
con lo cual Cy = —%, y C1 = i.
La solucién buscada es
1 x 1 —3z
y=—-e* — 1€
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1.2. Ecuaciones no homogéneas

Estudiaremos aqui las ecuaciones de la forma:
ay’ +by' +cy = f(x) (1.2)
con f(x) # 0.

La solucién general de la ecuacion 1.2 es igual a la suma de la soluciéon general de
la ecuacion homogénea asociada y de cualquier solucién particular de la ecuaciéon no
homogénea, la escribiremos

Y =Yn + Yp-
Observemos que si y, es una solucién particular de la ecuacién 1.2 se verificard
ay, + by, + cyp = f(2).
Por otra parte, si y5, es una solucién de la homogénea también se cumplira
ayy, + byy, + cyn, = 0.

Ahora veamos que y = y,, + y, es solucién de la ecuacién 1.2. Como y = yp, + yp,
entonces y' = y;, + v, e ¥y’ =y} +y, . Reemplazando en la ecuacién tenemos

alyy +yy) + by, +y,) +clyn +yp) = (ayy +byy, + cyn) + (ayy + by, + cyp)
= 0+ f(z)
= f(x).

Entonces, el problema de hallar una solucién para la ecuacién se reduce a determinar
la solucién de la homogenea y una solucién particular. La de la homogénea ya sabemos
como calcularla, veamos ahora como encontrar la particular.

Vamos a limitarnos aqui a una versiéon del método de los coeficientes indeterminados,
que consiste en proponer como soluciéon particular una funcién del mismo tipo que
f (es decir, si f es un polinomio, exponencial, o trigonométrica, probaremos con
polinomios, exponenciales, o trigonométricas). En los siguientes ejemplos veremos
como funciona.

Ejemplo 1.2.1. Resolver la ecuacién diferencial 2y” — 4y’ — 6y = 3z + 9.

Primero hallamos la solucién del homogéneo y;, resolviendo la ecuacién 2y” — 4y’ —
6y = 0. El polinomio caracteristico es P(\) = 2A\2 — 4\ — 6, y las raices son: \; =3y
A2 = —1. Entonces y;, = Cre™® + Cye3?.

Como f(x) es un polinomio de grado 1, planteamos como solucién particular y, =
Az + B. Ahora tenemos que encontrar A y B para que sea una solucién particular
de la ecuacién no homogénea. Reemplazamos y, = Ar+ B, y, = Aey, = 0en la
ecuacion diferencial y obtenemos

2-0—4A—-6(Ax + B) =3z +9,
con lo cual

—4A —6Axr —6B=3x+9, esdecir —6Axr—4A—-6B=3z+9.
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Como dos polinomios son iguales si y sélo si sus coeficientes son iguales, tenemos
las siguientes ecuaciones:
—4A—-6B = 9
{ —6A = 3

de donde despejamos
Luego,

y la solucién general es

1 7
=Che % C 3z~ . _.
Y 1e 7+ Cae 255 6
Ejemplo 1.2.2. Resolver la ecuacién diferencial 3" + 5y’ — 14y = 3e%®.
Resolvemos primero la homogénea 3" + 5y' — 14y = 0.
Como el polinomio caracterfstico es P(A\) = A\? + 5\ — 14, las rafces son \; = 2 y
Ao = —7. Entonces,

yp = C1e%* + Cre™ ",

Ahora, dado que f(z) es una exponencial multiplicada por una constante, propone-
mos como solucién particular y, = Ae® (el argumento de las exponenciales de f()
y de y, tiene que ser el mismo). Entonces, y, = Ae'*, y/ = 4A4e'*, y = 164e**, y
reemplazandolas en la ecuacién no homogénea,

16Ae*™ + 5(4Ae'™) — 14Ae*™ = 3¢17,

22Ae*” = 3¢ es decir, 224 =3, A= %

Luego, la solucién general es

Y= 0162:1: + 026771 + 36430.
22
Ejemplo 1.2.3. Hallar la solucién general de 53" + 5y’ — 10y = cos(3x).

El polinomio caracterfstico es P(\) = 5A2 45X — 10, con lo cual las rafces son \; = 1
y Ao = —2. Luego, y, = C1e® + Coe 2%,

Cuando f(z) es una trigonométrica hay que plantear como y, una suma entre el
seno y el coseno, cada una multiplicadas por una constante (manteniendo el mismo
argumento que el de f(z)). En este caso, proponemos y, = Acos(3z) + Bsen(3z).

Entonces, y,, = —3Asen(3z) + 3B cos(3z), y, = —9Acos(3z) — 9B sen(3z). Reem-
plazando en la ecuacién, tenemos que:

5[—9A cos(3z) — 9B sen(3z)] + 5[—3Asen(3x) + 3B cos(3z)]
—10[A cos(3z) + Bsen(3z)] = cos(3z),
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y distribuyendo nos queda
—45A cos(3z) — 45B sen(3z) — 15Asen(3x) + 158 cos(3x)

—10A cos(3z) — 10B sen(3z) = cos(3x),

con lo cual
(—55A + 15B) cos(3z) 4+ (—55B — 15A) sen(3z) = cos(3x).

Para que ambos miembros sean iguales tiene que cumplirse:

—55A+15B = 1
—55B—15A = 0
Resolviendo el sistema se obtiene A = —% y B = %, con lo cual la solucién general
es
= C1e” + Coe 2" — 1 cos(3x) + 3 sen(3z)
v=m 2 650 650 '

El siguiente ejercicio se parece al ejercicio 1.2.1, si bien es muy diferente. Como
veremos, parte de la funcién f del segundo miembro ya es solucién de la ecuacién
homogénea, y por lo tanto, no podremos hallar una solucién particular de la forma
que lo hicimos antes. Esta clase de problemas se llaman resonantes. Para resolverlos
habra que multiplicar por x la solucién particular propuesta.

Ejemplo 1.2.4. Hallar la solucién general de 3" + 2y’ = 4z + 9.

El polinomio caracterfstico es P(A\) = A2 + 2\, y las raices son \; = 0, Ay = —2.
Entonces, y, = C1 + Cye™ 2%,

Como f(z) es un polinomio de grado 1, en principio vamos a plantear y, = Az + B
igual que antes. Tenemos y, = Az + B, y; = A, y]’g’ = 0 Reemplazando en la ecuacién
queda 2A = 4x + 9, y debemos resolver el sistema

0 = 4
24 = 9

Podemos ver que este sistema no tiene solucion, ya que 0 = 4 nos lleva a un absurdo.

Vemos entonces que y, = Az + B no sirve. Si multiplicamos B por z nos queda y, =
Az + Bz, que tampoco sirve ya que sus términos no son linealmente independientes.
Entonces planteamos y, = Az? + Bz. Calculamos sus derivadas y, = 24z + B,
y, = 2A y reemplazando en la ecuacién tenemos 2A+2(2Ax+ B) = 4r+9, igualando
coeficientes, debemos resolver el sistema

4A = 4
2A+2B = 9
Aqui, A=1y B= % Entonces, la solucién general es

7
y=C1 4+ Coe™ 2 422 + ix
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Ejemplo 1.2.5. Resolver el siguiente problema de valores iniciales y” + 2y’ = 4z +9
con y(0) =2ey'(0)=1.

Podemos ver que es la misma ecuacion del ejemplo anterior pero con condiciones
iniciales. Estas condiciones son utilizadas para obtener las constantes de la solucién
general C7 y Cy. Obtuvimos

7
y=C1 4+ Coe 2 + 22 + 2%

con lo cual

7
y = 20272 + 2z + 3

Utilizando las condiciones dadas tenemos

y(0) =C1 + Cs, esdecir, 2=0C1+Cy

7 7
y'(0) = =205 + 3 o8 decir, 1=-2C+ 3
De esta ultima despejamos
o, =2
2 — 47
y entonces
2=C1+ > 1 1 C 3
= —, con lo cua =-.
AV 1=7

Reemplazando los valores de C; y Cs se tiene la solucién

y = 1+26_2w+x2+gx.
Ejemplo 1.2.6. Resolver la ecuacién 3" — 3/ = 322 + x + 2¢*.

El polinomio caracteristico es P(\) = A2 — ), y sus rafces son \; = 0, A\ = 1.
Entonces, y, = C1 4+ Coe”.

Aqui, f(z) es una suma de un polinomio de grado 2 con una exponencial, entonces
en principio plantearfamos y, = Az? + Bz + C + De”, pero observemos que otra vez
la solucion particular incluye a las soluciones de la homogénea. Luego, multiplicando
convenientemente por x planteamos

yp = Az + Bx? + Cx + Dze”®

y calculamos las derivadas y), = 34z + 2Bx + C + De” + Dxe”, y)) = 6Ax + 2B +
De® 4+ De* + Dxe® = 6Ax + 2B + 2De* + Dze®. Reemplazandolas en la ecuacién
obtenemos

6Azx + 2B + 2De” + Dxe® — (3Az? + 2Bx + C + De® + Dxe®) = 32 + x + 2¢7,
es decir,

6Ax + 2B + 2De” + Dze® — 3Ax? — 2Bz — C' — De® — Dze® = 322 + z + 2€°.
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Agrupando,
De® — 3Az* + (6A — 2B)x + 2B — C = 32? + 2 + 2¢%,

y resolvemos

D = 2
—-3A = 3
6A—2B = 1
cuyas soluciones son A = —1, B = —%, yC=-T1.

Luego, la solucion general es
7
y=Cy + Che®” — 23 — 53:2 — Tz + 2xe”.

Ejercicio 1.2.7. Resolver las siguientes ecuaciones de sequndo orden:
a) y' +8y +16y=0, y(0)=3, ¢(0)=38
b) 3y" =3y =6y =0, y(0)=5, y(0)=4
¢c) 2y —4y' —6y=3z+9, y(0)=2, y(0)=-3
d) 5y" + 5y’ — 10y = cos(3x)
e) y' +5y — Uy =3e", y(0)=g5, y(0)=1
f) y" +8y + 15y = 2e3* + Tx2 + 9
g) v +2y =42 +9, y(0)=2, 2 (0)=1
h) y" =2y +y=2e"
i)y —y =322+ 1+ 2°
j) y" — 6y + 9y = 4e3® +

k) y" 4+ 4y" — by = cos(4x) + sen(4x)

228



Apéndice III: Trabajos Précticos

Apéndice 3

Trabajos Practicos

Practica 0 - Repaso

1. Utilizando las propiedades de las derivadas verificar que:

a) Si f(z) = (z* — 62) sen(z) + 3(z? — 2) cos(x), entonces f’(z) = 2 cos(z)

b) Si :c(y) = (y* + l)ey7 entonces 2’ (y) = e¥(y + 1)?

¢) Si f(a) = 2arctg, /7%=, entonces f'(a) = /%=

d) Siz(t) =1In tg(i) entonces 2’ (t) = Sen(t) (Sugerencia : sen(2z) = 2sen(x) cos(x))
e) Si f(z) =1In*(3z +9), entonces f'(x) = 3I+9 In(3z +9)

£) Si g(¥) = e<(¥"+29), entonces ¢/(y) = 7<2w+2) sen (2 + 2¢p)ecos(v*+2v)

g) Si h(\) =1In[(3)\ + 92)%], entonces h'(\) = 3)\4_%

h) Si z(6) = 5tIn(6? + 2t0), entonces ' () = A%

2. Halle la funcién de costo marginal de cierto bien cuya funcién de costo es:
¢(q) = 300 + 151n(1 4 5q) y calcule el costo marginal para una produccién de
40 unidades.

3. Determinar la elasticidad de la demanda respecto del precio, siendo la ley de
demanda x = 200e %47,

4. Determinar la elasticidad del ingreso respecto del precio, siendo la ley de de-
manda
I(p) = 200e™ "%

229



Notas de Elementos de Matematica 2

Practica 1 — Integrales Indefinidas

1. Para cada una de las siguientes funciones, hallar todas las primitivas:
i) 3 i) 2z iii) 22 — 8z + 1 iv) cos(x) v) e®.

2. Calcular las siguientes integrales indefinidas:

i) /x25d1: i) /\/E(zx+\/a?)da: i) /(77+:511)da:

i) / (361 + ; - f) v) / (\;’5 + cos(z) — ZSen(x)) dw

2
%)dac vit) /x +1dx

T

(4
=
—
8

I}
_l_
8

il
|
8

3. Hallar una funcién g(z) tal que:
a) g'(x) = 3,y g(1) = 3.
b) g'(x) = sen(z), y g(0) = 1.

4. Demostrar que

no es una primitiva de f(z) = x cos(z).

5. Utilizando el método de sustitucién, hallar [ f(z)dx para las siguientes funcio-
nes:

a) f(z) =sen(2z) b) f(z) =cos(3—5z) ¢) f(z) = sen3(x) cos(x)

D)= O f@) = 25D ) fla) = sen(a)e

9) flw) = 1“1(‘””) h) f(z) =3wcos(a?) i) f(x) = sen(w) /2 + 3cos(z)
DI = s b fla) = Cosj(5x> D f(a) = (52— 20) (@ — 22)}
) f) = g o) g = T gy = Bt E

6. Usando que [ 1Jr%dac = arctg(x) + k, calcular:

) 1 . 1
7,) / Wdl' Zl) / mdfﬂ
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1 . e’
ZZZ) / mdl’ ZU) / mdl‘

7. Utilizando el método de integracién por partes, calcular las siguientes integrales
indefinidas:

a) / veos(z)dz  b) / 2sen(z)dz ¢ / e dy

d) / " sen(z)dzr  ¢) / cos2(@)dr  f) / =1,

1
Tra
q) /x2(x+9)7%dx h) /(:1:+3)2$%d:c i) /:—zdx
8. Calcular las integrales

i) /xln(x)dm 1) /3:2 In(z)dx 1it) /x?’ In(z)dx

9. Escribir arctg(z) = 1-arctg(z) y calcular [ arctg(z)dz.

10. Aplicando el método de fracciones simples, calcular:
6z + 10 22— 122 -8
—d b ———d
@) /$2+4$+3z ) /x3—3x2—4xx

2z — 21 20° +2x 41
¢) /:L‘Q—:E—de 9) /(m2+4x+4)(x—3)dx

2 _ 4
¢ /2x +x 6d33 P /x +x+2daz

3 + 372 223 + x4

11. Calcular las siguientes utilizando el método de integracién que sea conveniente.

a) /e”: + 3e2® de ) /3u+ 1du 0 /hl(x) sen(ln(x))dx

1—e22 u? +1 T

d) / 1 fﬁd:ﬁ e) /mln(ﬁ+ 1)dz f) /arctg;ln(y))dy

Aplicaciones econémicas

a) Un fabricante sabe que el costo marginal cuando se producen ¢ unidades es
Cmg(q) = 3¢>—60q+400 dblares por unidad. Si el costo total de produccién
de dos unidades es 900 ddlares, ;cudl es el costo total de produccion de las
5 primeras unidades?

b) La funcién de ingreso marginal en pesos, si se fabrican y venden x pares
de cierto modelo de zapatillas, es Img(x) = 50 + 92 — 0, 15z2. ;Cudl es la
funcioén ingreso total si el ingreso cuando se fabrican y se venden 10 pares
de zapatillas es de $9007
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Si la funcién de ingreso marginal estd dada por I'mg(z) = 100 — 822 + 3,
determinar la funcién de ingreso total. (Considerar el ingreso nulo cuando
x =0).

Una empresa advierte que un incremento de 1 unidad de su produccion
provoca una suba de $6 en el costo. Ademds se sabe que el costo de producir
10 unidades es de $70. Hallar la funcién costo total de la empresa.

Se sabe que la funcién costo marginal verifica Cmg(z) = re~>**1. Sabiendo

L unidades es de $4, hallar el costo total.

que el costo de producir £

Sabiendo que el costo marginal y el ingreso marginal de cierto producto
estan dados por:
- 1+ eQw
Cmg(z) = e’ sen(2z), Img(x) = oz

Calcular el beneficio total sabiendo que

37 7

cO) =45

Si el costo marginal estd dado por Cmg(x) = e3¥22, hallar la funcién costo
total sabiendo que el costo fijo es de $§—?, es decir, C(0) = g—?.
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Practica 2 — Integrales Definidas

1. Calcular las integrales definidas dadas:

0 9 1
) 32° — 322 + 22 — 1dz X / ( t— ) dt
 / b Vi

1 2 x2
i) / (t3 + 1)Vt + 262 + 1dt iv) / (7@;
0 1

$3 + 1)2

In(2) . . e+1 T e 1
—e Nt i d i
v) /ln(%) (e —e")d vi) /2 L vii) /e TTn(z) dx

2. Hallar el drea de la region limitada por la recta y = 2z, el eje = y la recta vertical
T =2.

3. Hallar el drea de la regién limitada por la curva y = 22 — 4z v el eje z.

4. Hallar el drea de la regién limitada por la curva y = \/z, lasrectas x = 4, z = 9
y el eje x.

5. Hallar el drea de la regién limitada por las curvas y = 22 — 2z e y = —22 + 4.
1
6. Hallar el area de la region limitada por la curva y = — y las rectas y = z e
x
y=5-
7. Calcular el drea de la regién encerrada entre

In(z)

8] 8w
I

1
1
6
8. Hallar el valor de m > 0 de manera que la regién limitada por la recta y = max

y la curva y = 423 sea igual a 18.

9. a) Decidir cudl o cudles de las siguientes expresiones permite calcular el drea
sombreada. Justificd tu respuesta.

UA=£ﬂ4Mmij w)dz + [3(f —3m+g da
) A= [T@)da+ [ (~f(@))dx + [y (f(z) + 3)dz + [; (— f(a))dx
3) A:fff(— 2))dz + [2(f(2) - 3)da + [~ f(2))da
) A= [1@)de + [ (—f(@))de + [ (f(z) - 3)dz + [} (—f(z))dz
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F(X)

b) ;Por qué descartaste las otras opciones? Justificd tu respuesta

¢) (Se puede afirmar que el drea sombreada es mayor que 97 ;Por qué?

10. Sabiendo que el drea sombreada vale 3, hallar f02 f(x)dx.

f(x)
g[x]:-x2+ 2X+2

Aplicaciones econémicas

1. En cierta fabrica, el costo marginal es 3(¢ — 4)? délares por unidad cuando
el nivel de produccién es g unidades. ;En cuianto aumentard el costo total de

fabricacion si el nivel de producciéon aumenta de 6 a 10 unidades?

2. Una compania determina que el ingreso marginal de la produccién de x unidades
es I'(x) = 7— 3x — 422 cientos de ddlares por unidad y el correspondiente costo
marginal es C'(z) = 5 4 2z cientos de ddlares por unidad. ;Cudnto cambia la

utilidad cuando el nivel de produccién aumenta de 5 a 9 unidades?

3. Dadas las siguientes funciones para un determinado producto:

flz)=454+22 vy g(x) =144 — 2*

Hallar los excedentes del productor y del consumidor. Realizar un gréfico aproxi-
mado. (Sugerencia: determinar cudl funcién es la de demanda y cudl es la de

oferta).

4. La funcién de demanda para cierto bien es D(q) = ql% y la de oferta es S(q) =

%q + 1. Hallar el excedente del consumidor.
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5. La funcién de oferta de un articulo es S(q) = +/10g + 100 y la de su demanda
es D(q) = f%q + 35. Hallar el excedente del productor.

6. Sea D(q) = (q+ 32)e~%978 la funcién de demanda de cierto producto. Hallar el
excedente del consumidor cuando el equilibrio se alcanza para una demanda de
2 unidades.

7. Se desea que el excedente del productor sea de $64, y la funcién de oferta es
O(q) = a®¢?, donde a es el precio unitario (a > 0). Sabiendo que el precio de
equilibrio es p. = 4, ; A cuanto se tiene que vender cada articulo para obtener
dicho superavit?
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Practica 3 — Ecuaciones diferenciales

Ecuaciones diferenciales de primer orden

2t

1. Demostrar que y = e’ no es una solucién de la ecuacién diferencial y” + 4y = 0.

2. Demostrar que para cualquier constante k, la funcién y = ke® satisface la ecua-
cion diferencial 3—3/ =1q.
€T

kx

3. Hallar los valores de C' y k tales que la funcién y = Ce™® satisface el problema

de valores iniciales .
dy _
{ dr — Sy

y(0) = 2.

4. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales

a) y =8y b) ¥ =3y—4) o) ¥ +e*y’=0

d) y' = e e) z(x+1)y =y h y= - Z;Jr_ 1

O y=" ) am@y =y 9 (- cos(e))y =ysen(s)
j) v =y k) (z+2)y =y

5. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:

= R R O
REE—-SRUEEINERES SR

/ y /

9 ¥y = vyl )y N y(0) =0

—yIn . 2
i) o = (y), y(1)=e 7) y’=%, y(1) =2

X X

2x(1 4 ¢Y) 1492
k /: = l /: 1 =
)y TR y(0)=0 )y - y(1)=0
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6. Encontrar las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales lineales:

Apéndice III: Trabajos Practicos

a) y +2y=e
) ay +yt+ax=e"

e) y'tg(z)=y—1

, 3 z+1
9 ¥ --y=
X X
1—2x
i) Y+ =

p) Yy — 2y = cos(x)
7 3
/ — = —
O i

t) 2y +3y=e*®

b) xy —3y=a’

T cos(z) 1

sen(z)

f) 2% +2ry—e*=0

h) M*x+1

, 5
i)y - —y=ea’

1) vy + ycos(z) = sen(z) cos(x)

m) (322 + 1)y’ — 22y = 62

o) xy'+(1+z)y=35

q) vy cos(z) +ysen(z) =1

s) zy' +y==x

sen(x)

y=(z+1)°

7. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales utilizando el método conveniente:

a)

T+ 2
z+1

(x+ 1)y +y=

xy —y=In(z)+1

/ 1+y2
y:
X
/:_1+2y
4 — 2

b)

d)

)

h)

yy' cos(z) —y° tg(x) =0

;A= 4220 + 1)
Y Vdx? + 4z + 1

(22 4+ 1)y — (2?2 =22+ 1)y =z ®

xsen(x)y’ + [sen(z) 4+ x cos(z)|y = ze”
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Aplicaciones econémicas

a) El cambio en el consumo C de una marca de zapatos a medida que cambia
el ingreso I, estd dado por % = C +ke!, donde k es una constante. Hallar
la funcién de consumo si C(0) = 0.

b) La elasticidad del precio p respecto de la cantidad demandada x estd da-
da por flgfm. Sabiendo que cuando el precio es de $12 se demandan 2

unidades, hallar la funcién ingreso total.

(d—2)p

¢) La elasticidad de la demanda respecto del precio es PE

, hallar la funcién
de demanda en funcién del precio.

d) El cambio en las ganancias netas G a medida que cambia el gasto en
propaganda x, esta dado por % = k—a(G+x) donde a y k son constantes.
Hallar G como funcién de x, si G = 0 cuando x = 0.

e) Una cierta empresa sabe que su costo marginal es igual a una constante
multiplicada por su costo méas otra constante. Hallar la funcién costo sa-
biendo que el costo fijo es cero.

/) La tasa de incremento del costo total C, a medida que crece el niimero de
unidades fabricadas x, es proporcional a la suma de las unidades fabricadas
r mas una constante, e inversamente proporcional al costo total. Encontrar
la funcién costo total si C'(0) = Cp.

g) En el modelo econémico de EVANS se supone que las funciones de oferta
y demanda en el equilibrio son lineales y que la variacién del precio es pro-
porcional a la diferencia entre la oferta y la demanda. Resolver la ecuacién
diferencial para encontrar la evolucién del precio al transcurrir el tiempo.
Hallar las condiciones para que el modelo sea estable.

Ecuaciones diferenciales de segundo orden

8. Encontrar las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales lineales:

a) y' +8y +16y =0, y(0)=3,
) 3y =3y —6y=0, y(0)=>5,
) 2y —4y —6y=3z+9, y(0)=3, y(0)=-3
) 5y” + 5y’ — 10y = cos(3x)
)y 45y — 14y =3¢, y(0) =55, ¥'(0) =1f
)y + 8y + 15y = 2e3% + 72?2 + 9
Yy +2y =42 +9, y(0)=2, y(0)=1
h) ¢y’ — 2y +y = 2"

)y —y' =322 + x4 2"
i) Y — 6y + 9y =4e3* +x
k) y" + 4y’ — by = cos(4x) + sen(4x)

o & o T

0

1
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Practica 4 — Polinomio de Taylor

1. Para las siguientes funciones, hallar los polinomios de Taylor de grado n que
aproximen las funciones dadas para x cerca de 0.

a) f(z) = cos(z) paran =2,3,4

b) f(z) = 1= paran =3

c) f(z) = H% paran =4

d) f(x)=tg(x) paran =3

e) f(x)=In(l+2z) paran=5

f) f(x) = /1 —z paran=3

g) f(z) = (1+ z)? paran =2,3,4 (p es una constante)

2. Para las siguientes funciones, hallar los polinomios de Taylor de grado 4 que
aproximen las funciones dadas para x cerca del punto dado xg.

a) f(x)=e* con zp =1

b) f(z) = cos(z) con 29 = §
c) f(x) =sen(x) con zo = 5
d) f(z)= 1—&1-a: con xy = 2

e) f(z) =In(z) con o =2

3. a) Hallar el polinomio de Taylor de segundo grado para f(x) = 42? — Tz + 2
alrededor de g =0y xop = 1. ;Qué se observa?

b) Hallar el polinomio de Taylor de tercer grado para f(z) = 2®+ 722 —5z+1
alrededor de x¢g = 0. ;Qué se observa?

¢) Basdndose en las observaciones de los items anteriores haga una conjetura
sobre las aproximaciones de Taylor de f cuando ya es un polinomio.

4. Dada la funcién f(z) = /= + 4, aproximar /3.

5. El polinomio de Taylor con zyp = 0 de orden 4 de una funcién f es Py(z) =
3 — 2?2 + 5z3. Hallar f(0), f(0), f”(0), f(0) y f4(0).

. Hallar a y b de modo tal que el polinomio de Taylor en zg = 0 de orden 2 de
f(l') = ahl(l + bl‘) sea PQ(Q;‘) = 2r — 21'2.

D

~

a) Sea f(x) = e~ + kx? + 2z, hallar los valores de a y k sabiendo que su
polinomio de Taylor de orden 2 en zg = 0 es Pa(z) = 1 + z + 422.

b) Para los valores de a y k hallados, dar una cota del error si se quiere
aproximar f(1) a través de P»(1).
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10.

11.

12.

13.

14.

16.
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a) Hallar el polinomio de Taylor de orden 2 alrededor de zp = 0 y la expresién
del resto de la funcién f(z) = /1 + .

b) Evaluar el error de la igualdad aproximada /1 + z ~ 14 1z — $2* cuando
z=0,2.

Calcular el polinomio de Taylor de orden 3 alrededor de xzg = 0 de la funcién
f(z) = e®. Calcular aproximadamente e~%!. Acotar el error cometido en la
aproximacion.

Calcular el polinomio de Taylor de orden 4 de f(z) = In(z) alrededor de oy = 1.
Usarlo para calcular aproximadamente {n(1,3). Acotar el error cometido.

De una cota del error al usar la aproximacién de primer grado en el punto
xo = 0 de f(x) = sen(z) en el intervalo [—1,1]. Repita el ejercicio para una
aproximacién de tercer grado.

a) Dar una cota para el error méximo posible para el polinomio de Taylor
de grado enésimo alrededor de = 0 que aproxime a f(z) = cos(z) en el
intervalo [0, 1].

b) ;Qué grado de polinomio de Taylor alrededor de = 0 se necesita para
calcular cos(0,1) a cuatro lugares decimales? (usen el {tem anterior para
responder)

Calcular el polinomio de Taylor de orden 3 alrededor de xop = 0 de f(x) = e,

Calcular aproximadamente fol e~ dr.
Dada la funcién f(z) = /16 + x

a) Desarrolle el polinomio de Taylor de grado 2 de f en un z( conveniente si
se quiere aproximar /16,5
b) Pruebe (sin usar el valor exacto) que la aproximacién tiene al menos 5
decimales exactos a partir de la coma.
Considere la funcién f(z) = zln(z).
a) Halle el polinomio de Taylor de orden 3 de f en zy = 1. Escriba la expresién
del resto.

b) Acote el resto, cuando se quiere calcular f(1,5) por medio de P(1,5).
Considere la funcién f(z) = v + 1 + cos(iz)

a) Aproximar el nimero v/2 + cos(%) utilizando el polinomio de Taylor de f
de grado 2 desarrollado en un xy conveniente.

b) Acotar el error. ;Por qué se obtuvo una cota tan grande? ;Cudles son las
posibles razones?



Apéndice III: Trabajos Practicos

17. Siendo f(z) = —%x‘* + %x?’ + €7, acotar el error que se produce al aproximar
f(1) por P(1) con zy = 0.
18. Calcular:

1

a) el niimero e con un error menor que yr

1
b) sen(0,2) con un error menor que 15z

2
2 1
c¢) (1,3)% con un error menor que 155
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Practica 5 — Numeros complejos

1. Reducir a la forma cartesiana a + ib

) (3+6i) + (5 2i) + (4 — 5i) b) %

¢) (34 50)(—4 — 20)(—1 + 40) d) ffzz

¢) (2—3i) — (5—4i) — (2 — 5i) £ i’f;‘j

g) i —3i" +i%(1 — i) — (—i)% h) 1%\@

i) (1—i)2(1+14) 7) (224:)2
k) (1 +2i)°(2 - 34) ) (5—i)(d+30)

|(=14)(2 + 53)]

m) - n) |(3+4i)(4 —i)®
(3 =)
. . (2+1i)?
o) Re((3+2i)(1+51)) p) Im T
q) Re((1+14)?) r)  Im(|3 — 4i|i%)
1—14v3 3 1
2. Siendo z = l, calcular ——y 22
2 +1 =z
3. Mostrar que si z y w son niimeros complejos, entonces
a) zrw=z+w b) zw=zw c) 2z=|z|?
d) zesrteal < z=72 e) z+2z=2Re(z) f) z==z

g) z—Z=2iIm(z) h) |z|=|z]

4. Mostrar que la ecuacién cuadrética z2 + x 4+ 1 = 0 tiene como soluciones a los

nimeros complejos 1 = —1 + @z yao=—1%— @z

5. Escribir los siguientes niimeros complejos en la forma polar z =| z | ¢ arg(z)
242  1-iV/3 -3 2 —V7T4+iV21
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6. Calcular
efiTr/2 5ei7r/3 4€i7r/6

en forma binomial o cartesiana.
a) Escribir en forma polar z = re'? los niimeros complejos 144 y 1 — i

7.
y efectuar los siguientes célculos (den las respuestas en forma cartesiana
z=a+1b)
1
(1 4 9)100 (14 9)%3(1 — i) : +Z.
—1

b) Escribir la forma polar de z = V2 + V2 yw = V3 —i y usarlas para

calcular

8. En cada caso encontrar todos los nimeros complejos z que satisfacen las ecua-

ciones
b) 2t =1 c) 2% = —32 d) 2° = 822 e)z

9. Calcule las raices cuartas de los complejos dados en el ejercicio 4.

10. a) Dado w = V3 —i , hallar u = z3.w
b) Hallar los v € C tal que v? = u

11. Hallar todos z € C que verifican la siguiente ecuacion:

2:° = (V2 — V2i)2?

12. Representar graficamente todos los nimeros complejos que satisfacen las si-

guientes condiciones:

3
a) % <arg(z) < 3T Y Re(z) > 0.

b) lw| <1y 0< Re(w) <3
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Practica 6 — Limite y continuidad en varias variables

244

Identificar a qué objeto geométrico en R? corresponden las siguientes ecuaciones.

Graficar.
a) 22+1y%=9, b) (r—2)2+ (y+3)? =4, c) 922 +16y° =1
d) 22—-y?>=0, e) (z+1)2+25(y—1)2%=1, f) 22—-y*=1

g) y-—3x?=2, h) 2z —5y=1.

Trazando algunas curvas de nivel identificar a qué objeto geométrico en R?
corresponden las siguientes ecuaciones. Graficar.

a) w2 +y?+ 22 =4, b) (x—1)2+(y—2)2+(2—-3)2=9
c) 22+4+1y?—-22=0, d) (z-1)2+(@y—-12-22=2

e) 2z+y+3z2=1, f) 224+9y*2—-2=0

g) z=a? h) 4x? +25y% + 1622 =1

i) z+22z=3.

Determinar el dominio anéliticamente y graficamente de las siguientes funciones:

B Sy =2 b fEy)=T0 o fey) =i -y
D S = O fen)=VB-E o g S = gt

f) f(%y):m

Dados dos bienes X7 y Xo, hallar el dominio analiticamente y graficamente de
las siguientes funciones de demanda y costo

a) Di(p1,p2) = 3p1 — 2p2
VP12 +p2? =9
b) C(p1, =t
TS
¢) Da(p1,p2) = 4p1 + 3p2
Determinar analitica y graficamente el dominio de las siguientes funciones. Ha-

llar, si es posible, las curvas de nivel cuando z = —2,—1,0,1,2 y realizar un
grafico aproximado f.

a) fla,y) =a2®+y? b) flz,y) =2 +4y°

c) flx,y) =922 + 16y d) f(z,y) =3z —2y

e) flz,y)=+a?+y? ) flzy) = /922 4+ y?
9) [(z,y)=uzy h) fla,y)=1—-2—y?
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6. Dada la siguiente funcién de utilidad U(z1,22) = 321 22 :

a) Trazar las curvas de indiferencia cuando U = 6,9, 15. ;Qué caracteristicas
podés observar de las mismas?

b) Si los precios de los bienes son p; = 5 y pa = 6, hallar la ecuacién de la
recta presupuestaria para un ingreso de $100

¢) Que combinacién de bienes conviene consumir con dicho ingreso? ;Cudl
es la maxima utilidad? (Sugerencia: utilizar estudio de funcidn en una
variable)

7. Ver si existen los siguientes limites dobles:

2 4 2 _ .2 2
a) lim L b) im (92 y~) sen(2y)
(@,y)—(0,0) 3+ zy (2,y)—(0,0) y(3z —y)
1 2 2 _ .2
¢ lim —— d 1im =Y
(z,y)—(0,0) sen(x + ) (z,y)—(0,0) 2 + 2y
2_9 2 2
¢ lm T ITRYEN g g, IV
(zy)—(0,0)  3x* + 4y (z,9)—(0,0) T2 +y
m Y h)  lim 2y
(z,y)—(0,0) 2 + y? (x,y)—(0,0) T4 + 32
2 2 2 _ .2 2 _ 3 2
(@y)—(00) z2+7y @y~ (y—z)(2z—2)

8. Analizar, en cada caso, la continuidad de la funcién f:

A) fwy)=hmty-1) b f@wy)=5rn o Sy =y

9. Dada la siguiente funcién: f(x,y) = % Hallar Ly, Ly y L, en el punto
P = (—1,3). ;Qué conclusién se puede obtener con respecto al limite doble en

ese punto?

10. Dada la siguiente funcién f(z,y) = %, hallar L, Lo, L, y Ly, en el punto
P = (0,0). ;Qué conclusién se puede obtener con respecto al limite doble en ese

punto?
11. Dada la siguiente funcién f(z,y) = %, hallar L1, Lo, L, y L, en el punto
P = (0,0). Luego probar por el camino z = 3%, ;Qué conclusién se puede

obtener con respecto al limite doble en ese punto?

12. Analizar la continuidad de la funcién f en el punto (0,0), si

4yt
fay) =4 In@+y?) (z,y) # (0,0)
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13. Analizar la continuidad de las siguientes funciones en el origen. En caso de no
ser continua, si es posible redefinir f para que lo sea :

xy .
W 5t (x,y) 7é (0’0)
&) fey=0 T
0 st (z,y) = (0,0).
222 ‘
T2 4 5t (x,y) # (030)
b) flay) =9 Y
0 si (x,y) = (0,0).
2% +y?
—5 5 si(zy) #(0,0)
o) flay) =3 Y
0 st (z,y) = (0,0).
(z +y)sen(3z) si(z,y) # (0,0)
d) f(x,y) =
0 si (z,y) = (0,0).
sen(z? +y%)
I (z,y) # (0,0)
o) flay)=¢ Y
0 st (z,y) = (0,0).

14. Analizar la continuidad de la siguiente funcién en el punto (1,0). En caso de no
ser continua, si es posible redefinir f para que lo sea:

2xy — 2y

flay) =9 (@=1)2+¢?
0 (z,y) = (1,0)

15. Dada la siguiente funcién

a) Hallar Ly, Lo, L, y L, en el punto (—1,1)

b) i Qué se puede afirmar sobre la continuidad de g en dicho punto?
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Practica 7 — Calculo Diferencial en varias variables

1. Hallar f; y fy si:

a) flz,y) =2y b) f(z,y) = (z* +y*) In(2® + y?)
o) flz,y)=e" d)  f(z,y) = xcos(z) cos(y)
e) flx,y)=aY ) flz,y) =e*TYcos(xz —y)
@ 24y
9) flx,y) =evIn(¥) h) f(z,y) =

2. Calcular f;, f, v f. en los puntos indicados.

1
a)  f(z,y,2) = 24—

b)  f(x,y,2) = ze” ' +yz en (0,0,1)
o) fx,y,2) = TG+ tg(2), en (1,1,T).

3. Encontrar la ecuacién del plano tangente al grafico en los puntos indicados:

en (1,1,1)

a) f(z,y) =In(z* +y* +1), en (0,0) b) g(z,y) = a®cos(zy), en (1,0)

¢) h(z,y) =22+ 3y%, en (1,1)

4. Usar la informacién obtenida en el ejercicio anterior para aproximar f(0,1; —0,2),
9(0,9:0,01) y h(0,8;1,2).

5. Dadas las funciones:

Y , 0,0
fl(:v,y)_{x2+y2 o) 7 0.0 o, y) = |z] + [y

0 (a?,y) = (0’0)

folwy) = (@ Fv)sen (ny) (2,9) # (0,0)
0 (xvy) = (070)

Ver que en (0,0):
a) f1 es discontinua aunque existen las derivadas parciales.
b) f2 no admite derivadas parciales pero es continua.

¢) f3 es diferenciable pero sus derivadas parciales son discontinuas.

6. Sea f(z,y) = % Mostrar que f es de clase C' en todos los puntos
(z,y) # (0,0).
7. Calcular la derivada direccional de f:
a) f(z,y) = In(z? 4+ y?), en el punto (1,2), en la direccién v = (2,3)
b) f(z,y) = e**Y, en el punto (0,0), en la direccién v = (4,1)
¢) f(z,y) =1+ zy, en el punto (1,0), en la direccién v = (1,—1).
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Analizar la continuidad y derivabilidad en el origen de

z:{ s @) £ (0,0)

x2+y
0 (z,y) = (0,0)

L i) en los puntos indicados:

Calcular la derivada de f en la direccién ( 5

S

a) f(xay) = ln(x2 + y2)a €n (172) b) f(xay) = eery, en (070)
¢) f(z,y) =T+ zy, en (1,0)

Indicar cuédles son las direcciones de mayor y de menor crecimiento de las si-
guientes funciones en los puntos dados:

a’) f(l',y) = Sen(x + y5)7 en (070) b) f(xay) = ze', en (13())
¢) flz,y,2z) =+/z+a%y, en (2,2,1).

Calcular la derivada direccional de la funcién f(z,y) = 2y* + 23y en el punto
P = (4,-2) en la direccién v = (1, 3). ;Cudl es la derivada direccional méxima
y en qué direccién se alcanza?

Calcular frz, fyy, foy ¥ fye para las siguientes funciones:

a) flz,y) = zy* +32°y —ay b) f(z,y) =2 +y~ ! cos(x)
CC2
) floy)=_— n

1 Qué sucede con fry y fya?

Determinar el polinomio de Taylor de orden 2 para:

a) flz,y)=e""", en (0,0) b) fla,y) = en (0,0)

¢) flz,y) =e"""cos(y), en (1,0).

$2+y2+1’

Determinar los polinomios de Taylor de orden 1y 2 de f(z,y) = cos(zy) en
(1,0) y utilizarlos para aproximar el valor de f(0,9;0,2).

Aplicaciones econémicas

Dadas las funciones de demanda de dos articulos, clasificarlos entre si:

a) Dy=20—-2p1—p2 y Da=9—p1—2p;
b) Dy =ae P2 y Dy = bePr P2
1

_ 4 _ 16
c) D1 = Lo y Dy = P En todos los casos a > 0,b > 0




Apéndice III: Trabajos Practicos

2. Si la funcién de demanda de un articulo es D7 = 5000 — 10p; + 20ps — pops
en funcién de su precio p; y de los precios ps y ps de otros dos bienes, calcular
las demandas marginales y las elasticidades parciales respecto de pi, p2 y p3
para p; = 8, po = 12 y p3 = 14. Dar el significado econémico de los resultados
obtenidos. Clasificar el bien.

3. Un local de misica vende Cds originales (Bien 1) y Cds copiados (Bien 2). Las
demandas de ambos bienes son:
Dy = e3P27P1 (5p) +1)2 y Dy = (5p2 + 4p3)2 3p1

a) Comparar ambos bienes entre ellos utilizando derivadas parciales. ;Cémo
son? Justificar.

b) Hallar las elasticidades parciales de Dy cuando p; = 30 y p2 = 10. Inter-
pretar econémicamente el resultado. El dueno del local quiere aumentar
en %1 alguno de los precios. {Ctial le conviene aumentar respecto a la
demanda de los Cds originales?. Justificar.

4. Dados dos bienes con sus respectivas demandas: D; = 3p; e tbP2 y D, =
4be3P2P1 con a > 0 yb<O0:
a) Comparar ambos bienes.
b) Clasificar el bien 1.

¢) Hallar las dos elasticidades parciales de la demanda del bien 1.

5. Considerando las siguientes funciones de demanda de los bienes X7, Xo:

p1p
Dy (p1,p2) = P72y Dy(py, p2) = ﬁ

a) Encontrar todos los «, § € R para que los bienes X7 y X5 resulten susti-
tutos.

b) Teniendo en cuenta el dominio de Ds, para cada valor de o € R clasificar
el bien x5.
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Practica 8 - Extremos libres y condicionados

Extremos Libres

1. Estudiar los extremos relativos de las siguientes funciones:

a) flz,y)=—-22—y2+22+4y+5 b) f(x,y):g—;—zm—ky
o) flxy)=2>+y°+uxy d) f'(x’y):el+x2—y2
€) f(:v,y):xy+%+§ f) f(z,y) = e cos(y)
9) flz,y) =In(2® +y*>+1) h) fz,y) =2y +ay® +ay

i) f(z,y) =2 +y* — 6zy + 62 + 3y

2. Analizar los puntos criticos de las siguientes funciones:
a) flz,y)=2"—-2zy+y> b)) flz,y)=2y+ay

3. Encontrar los extremos absolutos de f(x,y) restringida al dominio D indicado:

a) f(z,y) = 2% + 2xy + 332, D={(z,y) €eR?/ —2<x<4, —1<y<3}
b) f(z,y) = cos(y) + sen(z) D={(z,y) eR?2/0<x<2m 0<y<2n}
c)f(x,y)—l—i—x—i—Zy, D={(z,y) €R? /2 >0,y>0, z+y <1}
d)f(x,y)—x +y —x—1, D={(x,y) eR? /a2 +y*<1}
e) flz,y) = z3 — y3 + 6y, D es el cuadrado formado por los vértices

(0,0),(3,0), (3,—3),(0,-3)
f) f(z,y) =5+ 42 — 222 D es la regién triangular acotada por las

+3y7y2, rectasy =z, y=—xcrey=2
9) f(z,y) =In(42? +4y* +3) D= {(z,y) €R? /2® +y* < 1}
+x,

Aplicaciones econémicas

1. Las demandas de dos bienes X1 y Xs son D1 =24 —2p; y Do = 20 —4py y
la funcién costo es C(p1,p2) = p? + p1 p2 + 2p3, hallar los precios p; y po y las
cantidades Dy y Dy que maximizan el beneficio.

2. Una empresa productora de dos bienes presenta las siguientes funciones de de-

manda:
¢1 =40 —2p; + po
G2 =15+ p1 —

siendo p; y p2 los precios de salida de ambos bienes. Si el costo total esta dado
por C = ¢} + q1 g2 + ¢3, maximizar el beneficio total dando las cantidades y
precios que lo determinan.
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3. Una empresa sacé un nuevo producto a la venta para venderlo en Argentina
(mercado I) y Brasil (mercado II), el producto pretende venderlo a distintos
precios. Las leyes de salida-precio son respectivamente: p; = 10 — 2q; y p2 =
30 — g2. Ademds su funcién costo es C(q1,q2) = 9+ 2¢1 + 2¢o.

a) ;Qué produccién debe destinarse a cada mercado y a cudnto debe ven-
derse el producto en cada uno de ellos para obtener el maximo beneficio?
(verificar que el punto critico es un méximo).

b) Hallar la elasticidad de cada demanda (gq) con respecto al precio correspon-
diente a cada mercado. Evaluar la elasticidad en los precios que maximizan
el beneficio e interpretar el resultado econémicamente.

¢) Si el productor decide aumentar en 1% alguno de los precios donde se
maximiza el beneficio, ; cudl le conviene aumentar?

Extremos condicionados

1. Para las siguientes funciones f(x,y) sujetas a la restriccién ¢(z, y):

a) Graficar algunas curvas de nivel de f y la restriccién.

b) Usar el método de los multiplicadores de Lagrange para hallar los extremos
de f relativos a la restriccion.

¢) Interpretar los resultados geométricamente.

i) flz,y) =y —2*+ 2, oz, y) =y+22—-1=0
i) fz,y)=2>+y* +1, dlz,y) =ay—1=0
iii)  f(x,y) = vy, () =x+y—10=0
w)  f(z,y) =2+ 1>, dla,y) =20 —4y+5=0
v) f(x,y)sz—yQ, ¢(x,y):y—x25
o(x,y)
o(x,y)

vi) f(z,y) =22+ 42, =zx+2y—10=0
vii)  f(z,y) =2z 4y, =xzy—32=0

€z,

z,

Aplicaciones econémicas

1. Si se gastan « miles de délares en mano de obra e y miles de ddlares en equipo,
la produccién de cierta fabrica serd Q(x,y) = 60z2y unidades. Si hay 12000
dolares disponibles, jcéomo debe distribuirse el dinero, entre mano de obra y
equipo, para generar la mayor produccién posible?

2. Si una empresa invierte x miles de délares en mano de obra e y miles de délares
en desarrollo de sus productos, la funcién de produccién es Q(z,y) = zy y
el costo de produccién es C(x,y) = 20z + 10y. Si se quieren producir 3200
unidades, jcémo debe distribuirse el dinero para que el costo sea minimo?
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Dada la funcién de utilidad de un consumidor U = z1 x3, los precios de los
bienes son p; = 1,ps = 3, y el ingreso es I = 15, encontrar las cantidades x; y
T2 que hacen méaxima la utilidad y a cudnto asciende ésta. Dar la interpretacion
econdmica de \.

Una fébrica produce articulos X; y Xo. La funcién de costo es C(x1,z2) =
2?2 + 223 — 21 y se quiere minimizar el costo. Determinar el costo minimo y las
cantidades a producir si el total de articulos debe ser 8.

La funcién de utilidad es U = 10x7 + 20x5 + 4x1 x2. Si el ingreso es de $18,
y sean los precios p; = 2 y pa = 3 respectivamente, hallar las cantidades que

maximizan la utilidad y a cuanto asciende ésta. Dar la interpretacién econdémica
de A.

Dada la funcién de produccién P = 3x7 x2, obtener el costo minimo y las can-
tidades de cada insumo necesarias para producir 15 unidades si el costo fijo es
$150 y los precios unitarios de cada insumo son: p; = 5,ps = 9.

La utilidad del consumidor de 2 bienes X e Y estd dada por:

U(z,y) = 4x + 17y — 2% — xy — 3y%. El precio del bien X es de $1 y el precio
del bien Y es de $2. Encuentre las cantidades de ambos bienes que brindan al
consumidor la méxima satisfaccion si el gasto que el consumidor asigna para
ambos productos es de $7. Probar que el punto critico es méximo. ;Cual es
la méaxima utilidad? Si el consumidor decide destinar $8, ;En cudnto aumen-
tara aproximadamente la utilidad? Justificar.

La utilidad del consumidor de dos bienes estd dada por U(z,y) = 2%y3. Los
precios de dichos bienes son P, = 1, P, = 4 respectivamente. El monto asig-
nado para la compra de ambos bienes es de $10, hallar la mdxima utilidad.
;Cudnto hay que consumir de ambos bienes para alcanzarla? ;Cudl es el signi-
ficado econémico de |A|?

Dada la funcién de produccién de un articulo P(z1,22) = 3z122 , sl 21 ¥ 22
son las cantidades de 2 insumos X; y Xo y p1 = 4, p2 = 5 son los precios de
los mismos, $300 es el costo fijo, hallar: a) el costo minimo para P = 6000, b)
el producto méaximo para C = 500. En ambos casos determinar las cantidades
x1 y x2 correspondientes. Dar la interpretacién econémica de .
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