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Proélogo

Estas notas estan basadas en el curso cuatrimestral de Matematica I'V dicta-
do por nosotros y otros colegas en la Universidad Nacional de General Sarmien-
to durante los anos 2001 al 2007. Estas notas no pretenden sustituir la bibli-
ografia de la materia, sino servir como soporte de las clases tedricas brindando
un resumen de los resultados mas relevantes, asi como variados ejemplos que
durante la cursada no siempre encuentran espacio debido a la falta de tiempo
material.

Los temas contenidos comprenden Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, al-
gunos conceptos elementales de Algebra Lineal, Series de Fourier con aplica-
ciones y Variable Compleja. Hemos tratado de brindar un enfoque unificado
que resulte de utilidad tanto para los estudiantes de los distintos profesorados
de ciencias exactas como para los de tecnologia. Con ese propésito decidimos
equilibrar los contenidos formales y los practicos en un punto de compromiso
entre los intereses de ambas menciones.

Toda vez que ha sido posible hemos intentado presentar los temas basando-
nos en ejemplos con aplicaciones concretas, aunque en ocasiones hemos optado
por evitar esa tendencia en benefecio de la brevedad, debido a lo ya dilatado
de este volumen.

Queremos expresar nuestro profundo agradecimiento a todos los docentes de
Matematica IV por su contribucién directa o indirecta en estas notas y por su
participacién invaluable en la elaboracién de las guias préacticas, cuya autoria
pertenece a todos los involucrados en el dictado de la materia. Finalmente,
queremos agradecer también a Leandro Vendramin, quien hizo una lectura
critica del texto antes de su impresion.

Los autores, Los Polvorines, Diciembre de 2007.
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Ecuaciones Diferenciales y
Algebra Lineal

Por Gabriel Acosta y Patricia Palacios
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Capitulo 1

Algunos Ejemplos

Las ecuaciones diferenciales permiten expresar las leyes del cambio. Mas ade-
lante definiremos con precision que entendemos por ecuacién diferencial, pero,
por lo pronto, nos contentaremos con saber que en una ecuacién diferencial
de primer orden intervienen una funcién desconocida y su derivada siendo la
funcién desconocida la incégnita del problema.

Para aclarar lo dicho consideremos el siguiente ejemplo de ecuacién diferencial,

7' (t) = z(t). (0.1)

Aqui z(t) es una funcién desconocida y sélo sabemos de ella lo que dice (0.1),
o sea que z(t) coincide con su derivada. La funcién e’ tiene precisamente esa
propiedad, por lo que es una solucién posible de (0.1). Sin embargo si tomamos
una constante C' es facil ver, calculando 2/ (t), que z(t) = Ce! también verifica
(0.1) y por ende la ecuacién admite infinitas soluciones.

Andlogamente, si tomamos a € IR y consideramos

7' (t) = az(t), (0.2)

podemos verificar facilmente que z(t) = Ce® es solucién para cualquier con-
stante C.

En los siguientes ejemplos veremos que la ecuacién (0.2) permite expresar
ciertas leyes de manera compacta y elegante.

Ejemplo 0.1. El Interés Compuesto Continuo
Imaginemos un depésito bancario D(0) invertido a una tasa R por un periodo
de tiempo 7. La férmula de interés simple da para el final del periodo:

D(T) = D(0)(1 + R).
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Notas de Matematica IV

Desde luego es razonable pensar que si el periodo es menor también serd menor
el interés. Claramente la tasa que esta dispuesta a pagar el banco depende
del tiempo por el que hagamos el depésito, o sea que R = R(T), y natural-
mente R(0) = 0. Si bien la forma funcional de R es, en principio, desconocida,
podemos suponer que es derivable y entonces, por un periodo suficientemente
pequeno y llamando R'(0) = r,

R(h) ~ R(0) + hR'(0) = hR'(0) = hr-

En tal caso, considerando ahora un tiempo ¢ cualquiera, suponiendo que nue-
stro capital en ese tiempo es D(t), y que decidimos invertirlo por un intervalo
breve de tiempo h

D(t+h) = D(t)(1+ R(h)) = D(t)(1 4+ rh),

de donde

D(t+ h) — D(t)

D'(t) = 1 =rD(t
(t) = lim A rD(t),
y entonces el capital D(t) sigue una ley de la forma (0.2). ;Entiende por qué se

denomina interés compuesto continuo?

Ejemplo 0.2. La Ley de Decaimiento Radioactivo

Ciertos atomos son por naturaleza inestables y tienden a desintegrarse. Esta
transicion es puramente estadistica, y por ese motivo, dada una poblacién de
N nicleos radioactivos estudiados en un intervalo de tiempo [t, ¢ + h| suficien-
temente pequeno, la cantidad de ellos que habran de desintegrarse sera pro-
porcional al tiempo transcurrido y a un porcentaje fijo p del total N (este
porcentaje no depende de N sino de la naturaleza del material radioactivo).
Si suponemos entonces que h > 0 es pequeno y llamamos N(¢) a la cantidad
de nicleos presentes en el tiempo ¢, se tiene:

N(t+h)=N(t) — phN(t),
de donde
N(t+ h) — N(t) = —phN(t),

y tomando limite
N'(t) = —pN(t).

Ejemplo 0.3. El crecimiento de las poblaciones
En el siglo XVIII Thomas Malthus (pastor y economista) propuso que, si
no existieran limitaciones de recursos (léase alimentos), el crecimiento de las

16
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poblaciones en intervalos cortos de tiempo [t,¢ 4+ h] serfa aproximadamente
proporcional a la cantidad de habitantes P(t) y al tiempo transcurrido

P(t + h) — P(t) ~ rhP(t),

donde la constante de proporcionalidad r representa la tasa de crecimiento.
De aqui se concluye inmediatamente

P'(t) = rP(t),

que es otra vez (0.2).

En las figuras 1 y 2, puede verse el comportamiento exponencial de las solu-
ciones de las ecuaciones dadas en los ejemplos.

Solucion de X'=aX, a>0

~Interes compuesto continuo
T -Ley de Malthus

02 04 06 08 I1 12 14 16 18 2

Figura 1

Solucion de X'=—aX, a>0

i

0.9 Decaimiento Radioactivo

17



Notas de Matematica IV

Observacion 0.1. A pesar de la sencillez de (0.2) hemos visto que esta ecuacién
permite modelizar muchos procesos reales. Sin embargo, ligeros cambios en los
modelos hacen intervenir ecuaciones méas complicadas. Por ejemplo, la famosa
conclusion de Malthus fue que los recursos crecen mas lentamente que las
poblaciones (observe que la solucién de (0.2) es una exponencial) y en conse-
cuencia éstas deberan mas tarde o mds temprano competir por los recursos
existentes. Esta observacién conduce naturalmente a intentar incorporar algin
término de competencia en la ecuacién de Malthus , asi que en el siglo XIX,
Verhulst (bidlogo y matemético) propone lo siguiente:

P'(t) = aP(t) — bP(t)?, (0.3)

con a,b > 0. Observe que para poblaciones pequenas el término lineal aP(t)
es dominante y esperamos que la solucién se comporte como en el modelo
de Malthus, pero a medida que P crece el término cuadratico —bP?, que es
negativo, domina. La solucién se conoce como curva logistica y es la siguiente

aCe®
P(t) = 1+ bCeat’

donde una vez méas C' es una constante arbitraria. En la Figura 3, se ve una

(0.4)

solucién con a = b =1y C = 0,1. Note de (0.3) que P estd impedida de crecer
demasiado, en efecto, como aP(t) — bP(t)? = P(t)(a — bP(t)), se tiene que si
P(t) > ¢ deberd ser P'(t) < 0y por ende P(t) es decreciente. O sea que la
poblacién solo puede crecer si P(t) < ¢ y por ende P'(t) > 0. Esto sugiere
que el punto w4 = 7 tiene la particularidad de que la especie que estamos
modelando tenderd a tener una poblacion estable de x 4 habitantes.

Modelo de Verhulst

1

Curva Logistica

Figura 3
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Capitulo 1. Algunos Ejemplos

Ejercicio 0.1. Considere una tasa R fija en un periodo de tiempo T = 1.

1. Dividiendo el intervalo de tiempo en T' = 1 en n periodos y utilizando
la férmula de interés compuesto, interprete la ecuacion

: RY’
o) =po) (147 ) .
con 0 <7 <n.
2. Llame t; = j% y, suponiendo que n — oo y t; = cte, diga cudnto vale
R\’
lim D(0) <1 + >
n—oo n

e interprete el limite.

Esto vuelve a explicar el nombre de interés compuesto continuo utilizado pre-
viamente.

Fjercicio 0.2. Compruebe que (0.4) es solucién de (0.3). Calcule

lim P(t)

t—o0

y pruebe que coincide con z 4.

19






Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales de
Primer Orden

Hasta ahora hemos usado ¢ como variable independiente (en nuestros ejemp-
los t representaba el tiempo), asi las funciones resultaban z(t), D(t), P(t). De
ahora en mas la variable independiente podra ser x o cualquier otra. Ademas,
en ciertas ocasiones (y toda vez que se entienda por el contexto) simplificare-
mos la notaciéon. Por ejemplo, en vez de

z(t) = t* usaremos z =t

y en general, si aparece 2/ (t) usaremos z’ y lo mismo para otras funciones, asi,
por ejemplo, y'(x) se podrd escribir ¥ indistintamente.

Definamos ahora con maés precisién qué entendemos por una ecuacién difer-
encial de primer orden

Definicién 0.0.1. Dada cierta F : Q C IR?® — IR, una ecuacién diferencial
ordinaria de primer orden es una expresion de la forma

F(t,z,2') =0, (0.1)

o cualquier otra expresion que se reduzca a ésta. Diremos que la ecuacion
estd resuelta respecto de la derivada si puede escribirse como

a' = f(t,:r),

para cierta
[ cR— R

Si F' no depende explicitamente de t, la ecuacion (0.1) se dice auténoma.

21
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Ejemplo 0.4. Las siguientes son ecuaciones diferenciales ordinarias:

2= —xt

v
NiEci
En el primer caso,
F(t,z,y) =y + at

v la ecuacién esté resuelta respecto de la derivada. En el segundo caso,

F(t,,y) = ——— —1

1+ 2
y la ecuacion no esta resuelta respecto de la derivada. Notemos ademas que la
segunda ecuacién es autonoma.

Ejemplo 0.5. La ecuacién (0.2) es una ecuacién de primer orden resuelta re-
specto de la derivada, donde f(¢,z) = ax.

Resolver la ecuacién (0.1) significa hallar una funcién z (solucién particu-
lar) derivable que la verifique, o todas las funciones derivables que la verifican
(solucién general).

En el caso general de una ecuacion de primer orden habra una constante
indeterminada. Una solucién general de (0.1) es, dicho informalmente, una
funcién z(t) derivable que satisface (0.1) y en la que aparece esta constante
de integracién. Por su parte dandole un valor numérico a esta constante se
obtiene una solucién particular de (0.1).

Ejemplo 0.6. Por ejemplo (0.4) es la solucién general de (0.3). Tomando cierto
valor para la constante de integracion, digamos C' = 2, se obtiene una solucién

particular de (0.3)
a2e™

T 1 b2eat”

En el caso de las soluciones generales la aparicién de las constantes adopta en

P(t)

ocasiones una forma sencilla, como veremos en la Proposicién 2.1 y el Teorema
2.1 para ecuaciones lineales.
1. Interpretacién geométrica

Las ecuaciones de primer orden admiten una interpretacién geométrica in-
teresante. En efecto, aunque no sepamos resolver la ecuacién (cosa no siempre
sencilla) podremos obtener informacién acerca de la solucién.

22



Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Consideremos una ecuacién de primer orden resuelta respecto de la derivada

'(t) = f(t, (1)) (1.2)

Si recordamos que la derivada 2/(tg) representa la pendiente de la recta tan-
gente a la curva (¢,z(t)) en el punto (to,z(tg)), entonces el miembro derecho
de (1.2) esta diciendo qué pendientes debe tener la curva solucién para satis-
facer (1.2), En particular, si buscamos en el plano (t,x) los puntos tales que
f(t,x) = cte (o sea las curvas de nivel de f), hallaremos los puntos en los
cuales las pendientes de las tangentes a las curvas solucién deben coincidir
con ese valor cte. Debido a que sobre la misma curva de nivel las soluciones
poseen la misma pendiente, este método se llama de las isoclinas.

Veamos el procedimiento con un ejemplo:

=tz
Esta ecuacién indica, por ejemplo, que en el punto (1, 1) la curva solucién debe
tener una tangente con pendiente 1, en el punto (1,2) debe tener pendiente 2,
en el (3,4) pendiente 12 y asi sucesivamente. Si estudiamos las curvas de nivel
de la funcién f(t,z) = tx vemos que resultan ser hipérbolas. En la Figura 4
se han graficado varias de estas hipérbolas, y sobre ellas las pendientes que
deberia tener una solucién.

Grafico de isociinas para X'=Xt

Figura 4

Observemos que del mismo grafico se desprende algo que ya hemos notado:
no hay en general una unica solucion. Esto se relaciona con el hecho de que

23
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al integrar aparecen constantes de integracién. En efecto, si consideramos la
siguiente ecuacién

a'(t) = f(t),
notamos que el problema clésico de integracién puede interpretarse como una
ecuacion diferencial, y entonces llamando P a una primitiva de f

z(t) = P(t) + C,

con C una constante.

2. Ecuaciones de Variables Separables

Si bien ya sabemos formalmente qué es una ecuacién diferencial y qué rep-
resenta geométricamente, no conocemos técnicas sistematicas de resolucién.
Lamentablemente no siempre es posible resolver analiticamente una ecuacién
diferencial, sin embargo hay casos particulares en los que puede sistematizarse
el calculo de soluciones.

Comencemos por un tipo particular de ecuacién diferencial de orden 1, que
llamaremos de variables separables. Supongamos que

¥ = f(t, ), (2.3)
f(x1,22) = h(21)g(z2).

En este caso (2.3) se puede escribir como

.'1’/'/

g(x)

Esta ecuacion se resuelve integrando esta igualdad (recuerde que x = xz(t))

/ggj)dt = /h(t)dt,

para lo cual es conveniente hacer el cambio de variables = x(t) en la integral

/;(l‘;“") = /h(t)dt, (2.4)

ecuacién de la que puede obtenerse x en funcién de t¢.

= h(t).

de la izquierda resultando

Veamos un par de ejemplos

24



Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Ejemplo 2.1. Resolvamos la ecuacién de Verhulst (0.3)
P'=aP —bP

En este caso la ecuacion es auténoma ya que el miembro derecho no depende
explicitamente de ¢ (es f(z1,22) = g(z2)). Se tiene

dP
aP — bP?2

/ r /(ﬂ3+/ bdP
aP—bP?2 aP a(a — bP)
1 1
— ZWn(|P|) = ~in(ja— bP|) + K
L))~ Linla —vp) +

1 P
= ln< ‘>+K,
a

a—bP
con K una constante arbitraria. Por otro lado

/ﬁ:HQ,

con () una constante arbitraria. Entonces de la igualdad (2.5) obtenemos

1
—in (
a
In (

Llamando C' = e*Q=K) (note que esta constante es positiva) resulta

P
a—bP

= dt. (2.5)

Integrando

1+ Q- K
a—bPD +Q ’

0 sea,

a—bP

D = at + a(Q — K).

‘ = Ce™

y formalmente deberiamos quitar el mdédulo dependiendo del signo de ﬁ,
lo que conduciria a dos soluciones diferentes. Sin embargo podemos resumir
los resultados para ambos signos si escribimos
P
a—0bP

donde ahora C' es arbitraria (positiva o negativa), y entonces

aCe®
(1 4+ bCe)

_ at
= (Ce®,

P(t) =
es la solucién general.
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Ejemplo 2.2. Resolvamos el ejemplo del cual hemos graficado las isoclinas, o

sea,
= tz.

Se tiene
dj = tdt.
T

O sea,

2

t
In(|z]) = 5 + K.

En definitiva, llamando C = e

2
|z| = Cez

con C' > 0, y obtenemos la solucién general
/2
x=Ce?

donde C' denota ahora una constante arbitraria.
Ejercicio 2.1. Halle la solucién general de

i) 2% +y=0

i) (22 + 1)% =y

i) ¥ =2t/y—1

iv) y'cos(x) — y*tg(z) =0

(
(
(
(

3. Ecuaciones Lineales de Primer Orden

Una ecuacién lineal de primer orden es una ecuacién diferencial de la forma

p(t)a’ +q(t)z = f(1), (3.6)

con p(t) # 0. Como ya hemos aclarado escribiremos a veces p,q o f en vez de
p(t),q(t) o f(t). Si f =0, diremos que la ecuacién es homogénea. Si f(t) no
es constantemente igual a 0, la ecuacién se dird no homogénea. Si p, ¢ son
constantes, decimos que la ecuacion es a coeficientes constantes.

Veamos cémo hallar las soluciones de este tipo de ecuaciones. Comencemos
resolviendo la ecuacion homogénea asociada

px’ + gz = 0.

26



Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Esta es una ecuacion de variables separables. Segin lo visto en la seccion
anterior, la solucién de la ecuacién homogénea es

xgn(t) = e_f »

El subindice gh indica la solucién general de la ecuacién homogénea. Con el
subindice ph denotaremos a una solucion particular de la ecuacién homogénea.
Se busca ahora una solucién general de la ecuaciéon no homogénea (3.6) z(t)
de la forma

x(t) = C(t)xpn(t).

O sea que se hace variar la constante C' = C(t), por este motivo este método
se llama de variacion de las constantes.

Aclaracién: Note que hemos tomado z,,;, por lo que no debe aparecer ninguna
constante de integracién en su expresion.

Reemplazando en (3.6) y reagrupando términos resulta

pr’' +qr = C(payy, + qupn) + pClayy
= pclxph- (37)
Entonces eligiendo
f(®)
C'(t) = ,
RANTORD
0 sea
= / I, (3.8)
DPTph

obtenemos una solucién general de la ecuacién no homogénea (3.6).
Aclaracién: Una observacién importante es que al hallar C(t) aparece una
constante arbitraria K dada por la primitiva que estamos calculando.

Ejemplo 3.1. Resolvamos la ecuacion

es zpp(t) = €' (observe que no tiene constantes de integracién). Proponemos
x(t) = C(t)xpn(t).
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Entonces hay que elegir (ver (3.8))

o f(t) _ 6721& _ et _ et
C(t) = / o= [ St = / dt = ' + K.

Por lo tanto, la solucién general del problema es

z(t) = C(t)zpn(t) = e* + Ke'.

Aclaracién: En el ejemplo anterior usamos la expresién explicita (3.8). En
general no es buena idea ya que es mas confiable recordar el procedimiento.
En el ejemplo siguiente hacemos el célculo sin el uso de (3.8).

Ejemplo 3.2. Resolvamos la ecuacion
cos(z)y' + ysen(z) =1

El primer paso que debemos realizar es resolver la ecuacién homogénea asoci-
ada
/
cos(z)y’ + ysen(x) = 0.

Esta es una ecuacién de variables separables, reemplazando 3’ = % y despe-

jando tenemos
dy sen(x)

dx.
Yy cos(x) v

Integrando queda
In(|yl) = in(|cos(x)]) + k.

Luego, la solucién general de la ecuacién homogénea asociada es
ygn(x) = Ccos(x).
Ahora proponemos como solucién general de la ecuacién no homogénea
Youn(@) = C(@)cos ().
Reemplazando en la ecuacién no homogénea tenemos
cos(z)(C'(z)cos(z) — C(x)sen(x)) + C(z)cos(x)sen(x) = 1,

y simplificando obtenemos que
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Luego
C(x) = tg(x) + k,
y la solucién general de la ecuacién no homogénea es
Ygnh = (tg(x) + k)cos(x) = sen(z) + kcos(z).
Ejemplo 3.3. Hallemos la solucién general de la ecuacién
y — ﬁy = e 2", n € IN.
x
Primero resolvemos la ecuacién homogénea asociada
n
y ——y=0.
x

Reemplazando ¢/ = dy obtenemos

Integrando queda

In(ly]) = nin(|z]) + k = In(|z]") + k.
Luego, la solucién general es

Ygh(z) = Ca".
Proponemos como solucién general de la ecuacién no homogénea
Ygni () = C(x)a".
Reemplazando en la ecuaciéon no homogénea tenemos
C'(z)x" 4 C(x)nz™ ' —nC(x)a™ ! = 2™

Luego

C'(z) =¢€" Yy C(z) =€ +k,

v la solucién general de la ecuacion no homogénea queda

y(@) = (¢ + k)"

Ejercicio 3.1. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones

i)y —3y=¢€"

i) vy —2zy =2

iii) acy +2y=¢"

iv) & 2 = senx + ytgx

T

v) zy fay+y=e”
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4. Problema de valores iniciales

Mencionemos una vez mas el tema de las constantes de integracion. Ya vimos
en los ejemplos que al resolver las ecuaciones diferenciales la solucién involu-
cra cierta constante indeterminada, indicando que las ecuaciones no poseen en
general solucion unica. La pregunta natural es entonces ;jqué tipo de restric-
ciones seran razonables a la hora de garantizar la unicidad de soluciones? Por
lo pronto ya notamos que para conseguir una solucién particular podiamos
darle un valor concreto a la constante. ;Cudl serfa un modo razonable de
hacerlo? Veamos la siguiente definicion.

Definicién 4.0.2. Un problema de valores iniciales (PVI) consiste en resolver
(0.1) sujeto a la siguiente restriccion, o dato inicial

z(to) = o (4.9)
donde xg y ty son valores dados.

Veamos ejemplos

Ejemplo 4.1. Se invierten 1000 pesos a una tasa de interés compuesto continuo
de r = 0,07 anual. ;Qué capital se tendrd después de 30 meses?
Se sabe que el capital C(t) verifica

C'(t) = 0,07C(t),
cuya solucién general es C(t) = Ce®07. Como el dato de inicial es
C(0) = 1000,
se deduce que la solucién particular
C(t) = 100007

es la solucién del problema de valores iniciales.
Como la tasa estd dada en anos y 30 meses equivalen a t = 2,5 afos, resulta
en consecuencia C'(2,5) ~ 1191 pesos.

Ejemplo 4.2. Supongamos que en el modelo de Verhulst con constantes a =
100 , b = 2 comenzamos con una poblacién P(0) = 10. Luego la poblacién
esta dada por la formula

1005
P(t):l 281 100"
+ ge
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Ejercicio 4.1. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales
(i) ¥ =y>+1, y(1)=0

@)% e" v, y(0)=1

(i) ¥ = ¥2%, y(1)=e

(iv) % =%, y(0) =
W)y+y—x+¥,w®:0

(vi) oy’ — 3y =22, x> 0,y(1) =0
(vii) (14 22)y + 22y = 3z, y(0) =2
(viii) xy/ —x—H =z, y(l)=0,2>0

Vemos de los ejemplos 4.1 y 4.2 que los datos iniciales parecen asegurar la
unicidad de la solucién. Bajo ciertas condiciones ésto es cierto, sin embargo
veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3. Considere el siguiente problema de valores iniciales:

Wl

2/ (t) = 3x

con dato inicial x(0) = 0. La siguiente funcién

(t—1)3 sit>1,
— 4.1
z1(?) { 0 sit< 1. (4.10)

es derivable en todo IR y el PVI. Sin embargo la funcién z3(t) = 0 también lo
resuelve y obviamente x1 # xo.

Ejercicio 4.2. Haga un grafico de x1(t) del ejemplo previo y demuestre ademaés
que es derivable en todo IR.

Del Ejemplo 4.3 se ve que en algunos casos los datos iniciales no alcanzan para
determinar la unicidad de la soluciéon. Ahora vamos a enunciar un teorema, que
garantiza la unicidad de soluciones de un PVI, adema&s garantiza otra cuestion
de tanta importancia como la anterior, y por la que no nos hemos preocupado
hasta ahora, que es la de la existencia de soluciones.

Aclaracion: El problema de la existencia y unicidad de soluciones no tiene
interés puramente matematico. Lo cierto es que cualquier modelo (fisico, bi-
oldgico, econémico, etc.) que utilice ecuaciones diferenciales solo tiene sentido
si:

= Existe solucién y en consecuencia el modelo puede dar una respuesta
concreta.
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= La solucién es tnica y por ende la respuesta del modelo se determina de
manera univoca.

El teorema que garantiza existencia y unicidad del PVI se enuncia para
ecuaciones de orden 1, simplemente porque como veremos mas adelante las
ecuaciones de orden n se pueden reducir a un sistema de ecuaciones de
orden 1.

La demostracién del teorema de existencia y unicidad se dard en la préxima
seccién en el caso que f(x,y) sea una funcién continua que verifica la condicién
de Lipschitz con respecto a la segunda variable en €. Veamos que significa que
f posea esta propiedad:

Definicién 4.0.3. Diremos que f : Q C IR?> — IR satisface la condicién de
Lipschitz con respecto a la variable y en €2, con constante de Lipschitz C, si

[f (@, y2) = f2,91)] < Clya — w1

para todo (x,y1), (x,y2) € Q.

]af (z.9) | < C en €, para cierta constante C', entonces, por

Observacion 4.1. Si
el teorema del valor medlo f verifica la condicién de Lipschitz con respecto a

la variable y en €.

Observacion 4.2. Si abandonamos la condicién de Lipschitz y suponemos sélo
que f(z,y) es continua en (), se puede probar que el problema de valores
iniciales tiene solucién (no necesariamente tnica).

2

Ejemplo 4.4. Para la ecuacién del Ejemplo 4.3, 2/(t) = 3x3, se observa que

flw,y) = 3y5

es continua por lo que hay existencia de soluciones. Sin embargo

af _1
- =2
8y y 37
por ende
o]
(2.9)—(0.0) [ Dy |

y no estd acotada la derivada parcial (ni siquiera existe en el eje de las x). Por
lo que no hay garantia de unicidad (de hecho ya vimos que no hay unicidad).
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5. Demostracion del teorema de existencia y unici-
dad

En esta seccion demostraremos la siguiente version del teorema de existencia
y unicidad:

Teorema 5.1. Para a,b € IR, definamos un entorno del plano
Q= (to —a,t0+a) X (I‘o —b,l’o+b)

Sea f(z,y) una funcién continua en € que satisface la condicién de Lipschitz
en la segunda variable, con constante de Lipschitz C, en (). Entonces existe
h > 0 con la propiedad que el problema de valores iniciales

{ a'(t) = f(t,2(1))
z(to) = o
tiene nica solucién z(t) en el intervalo [t — to| < h.
Antes de comenzar la demostracion del teorema aclaremos ciertos conceptos

que utilizaremos en el desarrollo de ella.

Definicién 5.0.4. Sea Cla,b] el conjunto de todas las funciones continuas en

[a,b]. Si f € Cla,b] se define la norma de f como || f|| = méxciqp | f(2)]-

La norma de una funcién f(z) puede ser interpretada como la distancia entre
la funcién f(x) y la funcién nula f = 0. Generalizando esta definicién, se puede
definir la distancia entre f(x) y g(z) € C|a, b] como la norma de f — g, ésto es,

d(f,9) = IIf = gll = max [f(z) = g(z)].

t€(a,b]
A partir de esta nocién de distancia podemos decir qué entendemos por

convergencia de una sucesién de funciones { f,} a una funcién limite f.

Definicién 5.0.5. Una sucesion {f,} de funciones en Cla,b] converge uni-
formemente a una funcion limite f € Cla,b] si y sdlo si

im [ fa /=0

Ademsds tenemos la siguiente propiedad acerca de la convergencia de una
sucesion de funciones continuas:

Proposicion 5.1. Sea {f,} una sucesién de funciones en Cla,b] que converge
uniformemente a una funcién limite f. Entonces f es una funcién continua en

[a, b)].
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Antes de ver la demostracion del teorema hagamos la siguiente

Observacion 5.1. Toda solucién de

z(to) = zo
es solucién de la ecuacion integral
t
z(t) =z0+ [ f(s,2(s))ds. (5.12)
to

Esto es, si (t) es solucién de 5.11, integrando obtenemos

t t
f(s,z(s))ds = / 2'(s)ds = x(t) — x(ty) = z(t) — zo.
to to
Reciprocamente, si z(t) es solucién de 5.12, por el teorema fundamental del
célculo, tenemos

a'(t) = f(t,z(t)).

Ademaés,
to

z(to) = xo + t f(s,z(s))ds = xo.

Dem: La idea de la demostracion del teorema de existencia y unicidad es la
siguiente: construir la siguiente sucesiéon de funciones continuas

o (t) = Xy,

zi(t) = =z + ft (s) ds,
zo(t) = my + f (s))ds,
zn(t) = x0 + ft (s,zn—1(s))ds,

para n € IN y demostrar que esta sucesiéon converge a una funcién continua
x(t) que es solucién de 5.12. Este procedimiento se conoce como método de
aproximaciones sucesivas de Picard.

Notemos que x,(t) es la n-ésima suma parcial de la serie de funciones

)+ > (n(t) — zn1(t)). (5.13)
n=1

Luego, la convergencia de la sucesion {z,(t)} es equivalente a la convergencia
de esta serie.
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Elijamos a;,b; € IR tal que
O ={(t,z)/|t —to|l < a, |z —xo| < b1} C Q.
Como f(z,y) es continua en € existe una constante M > 0 tal que

|f(z,y)| < M,

para todo (z,y) € Q. Ademas la funcién f(z,y) verifica la condicién de
Lipschitz para la segunda variable con constante C' # 0, ésto es,

|f(z,y2) — flz,91)] < Cly2 — w1,

para (x)y1)7 (.T, y2) € Ql'
Elegimos h > 0 tal que Ch < 1 y el rectangulo

R = [to—h,to—‘rh] X [acg—Mh,xo—i—Mh]

esté contenido en ;. Esto es, h < min{%,bﬂl,al}. En adelante, vamos a
trabajar con t € [to — h,to + h].
Vamos a demostrar que la serie

[2o(8)] + D lzalt) = zu-1(1)] (5.14)
n=1

converge. La convergencia de 5.14 implica la convergencia uniforme de 5.13.
Observemos que los puntos (¢, x,(t)) pertenecen a R para todo n € IN. Para
probarlo usaremos un argumento inductivo. Es obvio que el grafico de zy(t) =
xg estd incluido en R, luego

[f(t @) <My ea(t) —zo(®)| =1 | f(s,x0(s))ds| < Mh.

to

De esta desigualdad tenemos que los puntos (¢,x1(t)) pertenecen a R C €,
luego
¢
ft,z@) <My fo2t) —zo(t)| = | [ f(s,21(s))ds| < Mh.

to

Por lo tanto los puntos (¢, z2(t)) pertenecen a R C € y repitiendo este argu-
mento podemos ver que los puntos (¢, z,(t)) pertenecen a R para todo n € IN.
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Ahora acotemos los términos |x,,(t) — z,—1(¢)|. De nuevo lo haremos en forma
inductiva. Tenemos que |x1(t) —xo(t)| < Mh por lo visto anteriormente. Como
los puntos (¢, zo(t)) y (¢,21(t)) estdn en R, tenemos que

|[F(821(8)) = f(t,20(2))] < Clai(t) — zo(t)] < CMh.

Luego,

22(t) =21 (D) < [ |f(s,21(5)) — f(s,20(5))|ds < OCMA®.

to

Anélogamente, como los puntos (t,z1(t)) y (t,x2(t)) pertenecen a R, tenemos
que

|[f(t22(t)) = f(t, 21(t))] < Claa(t) — 21(t)| < MC?H?.
Luego,

w3 (t) = 22(t)] < | [£(s,22(s)) = f(s,21(s))|ds < Mh(Ch)?.

to

En general, para todo n > 1, se verifica
|2n(t) — 2p_1(t)] < Mh(Ch)" L.

Luego,
o oo
[2o()] + Y [@n(t) = za-1()] < |zo| + Y MA(Ch)" ™!
n=1 n=1
y la ultima serie converge ya que Ch < 1.
Por lo tanto la serie

zo(t) + Y (wn(t) — 21 (t)
n=1

converge uniformemente a una funcién x(t). Como x,(t) es continua para todo
n € IN, el limite es una funcién continua.

Veamos que el gréfico de x(t) se encuentra en R. Supongamos que el gréfico
de xz(t) sale fuera de R. En este caso, debe existir ¢; tal que

|t1—t0‘ <h, ‘$(t1)—$0’:Mh Yy |x(t)—:c0] < Mh
para |t — to| < |[t1 — to|. Luego,

‘:L’(tl)—l'0| _ Mh Mh

= > = M.
|t1 — tol |t1 — to| h
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Por otro lado, el teorema de Lagrange asegura que existe t* entre ¢y y t; tal
que

|z(t1) — o — |2 ()] = * o (t*
R0 /()] = (. ale")] < M.

ya que (t*,z(t*)) estd en R. Esta contradiccién prueba que no puede existir
ningin punto con las propiedades de t;. Luego el gréfico de x(t) estd en R.
Veamos que la funcién x(t) es la solucién de la ecuacion integral, es decir, x(t)
verifica

t
x(t) —xo — t f(s,z(s))ds = 0.

Como

tenemos que

£(t) — 29— / f(s,2(8))ds = (t) — wn(t) — / (F(8,2(5)) — F(5, 201 (5)))ds.

0
Luego,

|z(t) — zo — t f(s,z(s))ds| < |x(t) — z,(t)| + Ch mtéx|x(t) — xp—1(t)].

Como x,(t) converge uniformemente a z(t), dado € > 0, existe ny € IN tal que,
para todo t € [to — h,to + h] y n > ny,

() = zn(t)] <

1+ Ch’
Por lo tanto, si n — 1 > ny,

|(t) — o —/t f(s,x(s))ds| <e

0

y como € es arbitrario,
¢
z(t) =x0+ [ f(s,2(s))ds.
to

Veamos la unicidad de la solucién. Supongamos que existe otra funcién z(t)
que es solucion de la ecuacién integral. Observemos que el gréfico de z(t) debe
estar en R por un argumento andlogo al dado al demostrar que el grafico de
la solucién x(t) pertenece a R.
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Como los puntos de la forma (¢,7(t)) estdn en R, vale lo siguiente
t
o) = F)] < [ |F(s.2(s)) — Fls.7(s))|ds < Chmiix|a(t) - 7).
to

Luego,

méx [2(t) — Z(t)] < Chmdx|z(t) — Z(t)],

y como Ch < 1, tenemos que
mtzix lx(t) — Z(t)] = 0.

Por lo tanto, para todo ¢ € [tg — h,to + h]se verifica

vy queda probada la unicidad. O
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Mas Sobre Ecuaciones de
Primer Orden

1. Ecuaciones Diferenciales Exactas
Definicién 1.0.6. Dada f : D C IR? — R, se define la diferencial total de f

por
f of
v+ Ly
* oy

para todos los puntos (z,y) € D donde estén definidas las derivadas parciales

of of

df_a

Ox Gy
of of : . : L
Como e y 5 son funciones de z e y, la diferencial total se puede escribir
Y

en la forma

df = M(z,y)dz + N(z,y)dy.

Supongamos que
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0, (1.1)

esta definida en una region D del plano y que existe una funcién diferenciable
f:DCIR? — IR tal que

of

0

en todos los puntos de D. Entonces f(z,y) = ¢, donde ¢ € IR es una constante
arbitraria, define la solucién general de 1.1 en D. Notemos que f(z,y) = ¢
define una familia de curvas, las cuales se obtienen variando ¢ € IR. Como
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esta familia de curvas depende de un tnico pardmetro ¢ € IR diremos que
f(x,y) = c define una familia de curvas uniparamétrica.

Definicion 1.0.7. Se dice que una expresion de la forma
M (z,y)dx + N(z,y)dy
es una diferencial exacta en una region D si existe una funcion f tal que
df = M (z,y)dx + N(z,y)dy.

En este caso se dice que la ecuacion diferencial de primer orden correspondi-
ente
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

es exacta.
Ejemplo 1.1. La expresién ydxr + xdy es exacta porque d(xy) = ydz + xdy.
Luego la ecuacion
ydxr + xdy =0
es exacta y la solucién general es xy = ¢, con ¢ € R.

Veamos una proposicién que nos servird como criterio para detectar cuando
la ecuacion 1.1 es exacta.

Proposicion 1.1. Sean M(x,y), N(x,y) dos funciones continuamente diferen-
ciables en un dominio D. La ecuacién

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

es exacta en D siy sélo si
oM  ON
oy Oz

Dem: Supongamos que la ecuacién es exacta. Esto es, existe f(x,y) tal que

or =My or = N. Como f resulta de clase C?, vale la igualdad
Ox oy
f _ 0
0xdy  Oyoz’
Entonces
oM _ oN
oy Oz’
. . of of
Reciprocamente, queremos ver que existe f tal que e My o = N.
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Consideremos . y
f(z,y) :/ M(t,yo)dt—i—/ N(z,s)ds,
xo Yo
con (xg,yo) € D. Verifiquemos que esta funcién verifica las condiciones pedi-
das.
Derivando con respecto a x obtenemos:
of YON

5 0) = M) + [ G s = M)+ [

YoM
Ty(x,s)ds
= M(z,y0) + M(z,y) — M(z,y0) = M(z,y)

0
Andlogamente se obtiene —f =N. D

Oy

Ejemplo 1.2. Consideremos la siguiente ecuacién
(2zy* + seny)dx + (42y> + zcosy)dy = 0. (1.2)

Si llamamos M (x,%) = 2zy* + seny y N(z,y) = 422y 4 xcosy, tenemos que:

a—M*&r 3 4 cos *8—N
oy 4 Y= oz

Consideremos

x Y
faw) = [ a0+ [N s)ds
0 0
y
= / 42253 + xcos(s)ds = z?y* + zsen(y).
0
Luego, la solucién de la ecuacion diferencial exacta es

f(2,y) = 2%y + wsen(y) = c.
Ejercicio 1.1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales exactas
(i) 2zydx + (z* + 4y)dy = 0
(ii) y(y? — 32%)dx + z(3y? — 2%)dy = 0
Ejercicio 1.2. Demostrar que

, ax+by
y_m+@’

donde a, b, ¢,d son constantes, ad — bc # 0, es exacta si y solo si b+ ¢ = 0.
Hallar en este caso la solucién general.
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2. Factor integrante
En general, una ecuacion diferencial del tipo
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2.3)

no es exacta. En esta secciéon vamos a ver que, multiplicando la ecuacion 2.3
por una funcién conveniente (llamada factor integrante), la podemos convertir
en una ecuacion exacta. Lamentablemente, en general, no es sencillo encontrar
factores integrantes. Para ser mas precisos

Definicién 2.0.8. Una funcion pu(zx,y) con la propiedad que la ecuacion

(@, y) M (z, y)dz + p(z, y)N(z,y)dy = 0
es exacta, se llama un factor integrante de la ecuacion.

Observacion 2.1. Si 2.3 tiene solucién, entonces admite un factor integrante.
Dem: Supongamos que existe una funcién f tal que f(x,y) = ¢ es solucién
de la ecuacion 2.3. Entonces, derivando tenemos que

af af

Z —Ldy = 2.4
8xdx+8ydy 0 (2.4)

De las ecuaciones 2.3 y 2.4 obtenemos que

dy  M(zy) oz
dv  N(z,y) of

Esto es,
of  Of
oz dy

M(z,y)  N(z,y)

Si llamamos p a este cociente, tenemos que

af of
or P (] By K
Luego la ecuacion
(uM)dz + (uN)dy = 0 (2.5)

es exacta. O
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Veamos qué condicién tiene que cumplir el factor integrante.
La ecuacién 2.5 tiene solucién si

O(uM) _ O(uN)

oy  ox
ésto s oM  ou  ON 0
oM op _ OV oK
M@y +M8y M8x+N8x

Luego, p es solucion de la ecuacién en derivadas parciales

1O _ Oy _OM 0N

@ Ox oy’ By oz

No es necesario que hallemos la solucién general de esta ecuacién, nos alcanza
con encontrar una soluciéon particular.
Veamos algunos casos donde encontrar u es sencillo:

1. Si p solo depende de z, p debe verificar la ecuacién de variables separa-

bles:
oM ON
ldu 0y ox
wdr N
Si llamamos
oM _oN
Oy ox
g($) - N )

entonces
plw) = el 9O

es un factor integrante de la ecuacion.

Por ejemplo: Considerar la ecuacion
(zy — 1)dz + (2* — 2y)dy = 0

En este caso
oM ON

_Ty_%_ y—x 1
9(x) = N Cz(z—y) =
1

Luego, 4 = 4 es un factor integrante para la ecuacién. Multiplicando

por u, la ecuacion se transforma en

1
(y — ;)dw + (z —y)dy = 0,
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cuya solucién es f(x,y) = ¢ donde

f(x,y)—/jM(t,O)dH—/OyN(a:,s)ds—/j—idt—i—/oy(x—s)ds.

Esto es
2

f@,y) = ~tnfe] +ay - - = c

es la solucion de la ecuacién diferencial.

. Andlogamente, si u sélo depende de y, llamamos

ON oM

e 0y
hy) ==

y entonces
u(y) = el M)

es un factor integrante.

Por ejemplo: Consideremos la ecuacién
(y* + 1)dz + y(z +y* — 1)dy = 0, (2.6)
donde M(z,y) =y*+ 1y N(z,y) = y(x + y* — 1). Si llamamos
ON OM

ox dy -y

tenemos que

—y 1
dy  —ZIn(y* +1
u(y)ze/?ﬂﬂ L

NS

es un factor integrante de la ecuacion 2.6

Multiplicando la ecuacion 2.6 por el factor integrante hallado obtenemos
la siguiente ecuacién exacta equivalente

Vy? + ldz +

(z+y*>—1)dy=0 (2.7)

Yy
NS

La solucién de esta ecuacién es f(z,y) = ¢ con

B T y B T y s -
f(x,y)—/o M(t,O)aZH—/0 N(m,s)ds-/o dt+/0 7/@(334_8 1)ds
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y y
:x+/ S\/s2+1ds+(as—2)/ 2 s
0 0

s24+1
3
2

1
=z + 5y +1)

' S @ -D +DE-1]

Esto es, la solucién general de la ecuacion 2.6 es

1 )
(VP + D@+ g° —5)=c. con c€R

Ejercicio 2.1. Hallar un factor integrante de la forma u(x) o u(y) y resolver
las siguientes ecuaciones:

(i) (#* 4z +y)dz — xdy =0
(i) (y* 4+ 1)dz +y(z+y* —1)dy =0
(iii) (322 — y?)dw — 2xydy = 0

Observacion 2.2. También se puede hallar un factor integrante teniendo en
cuenta las siguientes formulas diferenciales:

. _ ydx —xdy
d(g) = T
d(zy) =  xdy+ydx
d@® +y*) = 2(xdz +ydy)
. ydx — xdy
d(arctg(§)> W
. ydx — xdy
d(l”(g)) = Ty

v haciendo un cambio de variables adecuado.
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.1. Consideremos la ecuacién
xdy — ydx = (14 y?)dy.
Multiplicando por —y% queda

ydx — xdy 1
— = (—? — 1)dy.

Usando las férmulas diferenciales tenemos

)= (—— — 1)dy.
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Llamando z = % e integrando

1
z=——y+ec
Y

Luego, la solucién general de la ecuacién es

T 1
—=—-——y+ec
Yy Yy

Esto es,

z=1—y>+cy, con ceR.
Ejemplo 2.2. Consideremos la ecuacion
(x+y)dy = (y — x)dx.
Reescribiéndola tenemos
xdx + ydy = ydx — zdy.
Si dividimos por z2 + y? queda

ld(z? + 4% ydr —zdy T
2 2242 22+y? —d(arctg(;)).

Integrando tenemos que la solucion de la ecuacion diferencial es

1
5ln(x2 +9?) = arctg(g) +ec.
Y

3. Aplicaciones geométricas
Hemos visto en las secciones anteriores que la solucién general de una ecuacién
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

es una familia uniparamétrica de curvas f(z,y) = c. Reciprocamente, una
familia uniparamétrica de curvas es, en general, la solucién de una ecuacién
diferencial de primer orden adecuada si se satisfacen ciertas condiciones de
continuidad y diferenciabilidad. Veamos cémo se halla tal ecuacién diferencial.
Sea

g(l’,y,C) =0 (38)
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una familia de curvas uniparamétrica. Derivando con respecto a x tenemos

by dgdy
oxr  Oydx

Si eliminamos ¢ usando ambas ecuaciones obtendremos una sola ecuacion difer-
encial de primer orden de la forma

F(z,y,4) =0 (3.9)

Esta ecuacién tiene a la familia de curvas como soluciones aunque puede tener
mads soluciones que no pertenezcan a esta familia de curvas. La ecuacién 3.9
se llama la ecuacién diferencial de la familia uniparamétrica 3.8.

Ejemplo 3.1. Hallar la ecuacién diferencial de la familia uniparamétrica de
hipérbolas z2 — 3% = c.
Este ejemplo es muy sencillo pues al derivar ya desaparece el parametro c y la
ecuacién diferencial es

2z — 2yy’ = 0.

Luego, la ecuacién resuelta con respecto a la derivada es

y =-
y

Ejemplo 3.2. Hallar la ecuacién diferencial de la familia uniparamétrica de
circunferencias 22 + 3% = 2az.

Derivando con respecto a x tenemos 2z + 2yy’ = 2a. Si multiplicamos por z y
reemplazamos queda

222 + 2zyy’ = 2ax = 2 + 2.

Despejando la derivada, obtenemos la ecuacién diferencial

v= 2xy

Ejercicio 3.1. Hallar la ecuacién diferencial de cada una de las siguientes fa-
milias uniparamétricas de curvas.

i) zy =a
i) y? = ax
iii) y = az?
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Veremos ahora como encontrar las trayectorias ortogonales a una familia uni-
paramétrica de curvas. Estas trayectorias ortogonales son curvas que intersecan
a todas las curvas de la familia dada en angulos rectos.

En muchos problemas fisicos aparecen familias de curvas mutuamente ortog-
onales. Por ejemplo:

1. Las curvas a lo largo de las cuales fluye el calor en un objeto fisico
bidimensional tal como una hoja delgada de metal son ortogonales a las
curvas isotermas (curvas de igual temperatura).

2. Las lineas de flujo que surgen de un campo eléctrico o magnético en el
plano son las trayectorias ortogonales a la familia de curvas equipoten-
ciales del campo.

Vamos a suponer que cada una de las curvas tiene una tangente tnica en
cada punto y que la ecuacién diferencial de la familia dada esta resuelta con
respecto a la derivada, esto es,

y' =F(z,y).
Luego, las curvas solucién de la ecuacion
, -1
Y =7
F(z,y)

son ortogonales a la familia dada. También puede haber curvas excepcionales
que surgen a causa de tangentes verticales.

Ejemplo 3.3. Hallemos las trayectorias ortogonales a la familia uniparamétrica

de hipérbolas 22 — y? = c.

Vimos que la ecuacién diferencial de esta familia es ¢y = %, entonces las
trayectorias ortogonales a esta familia son solucién de la ecuacion
/ Yy
y=——
x

Resolviendo esta ecuaciéon obtenemos que las trayectorias ortogonales buscadas

son las hipérbolas de ecuacion
c

y=—.
Ejercicio 3.2. Verificar que las siguienteasc familias de curvas son ortogonales:

(i) 22+ 92 =Cr ey = Oyt

(ii) 22 —y? + In(cos(2ry)) = Cy y 22 — y? + In(sen(2zy)) = Cs
Ejercicio 3.3. Detrminar las trayectorias ortogonales a las familias de curvas
del ejercicio 3.1.
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4. Aproximaciones Numéricas

4.1. El método de Euler

Las ecuaciones diferenciales no siempre pueden integrarse explicitamente. Esto
ha llevado al desarrollo de métodos que permitan al menos aproximar las
soluciones utilizando sélo la informacién disponible en la ecuacién diferencial.
Consideremos el siguiente problema de valores iniciales

' = f(z,t)
{ 2(0) = o (4.10)

y digamos que estamos interesados en conocer el valor aproximado de x(L).
Para fijar ideas supongamos que L > 0 aunque el procedimiento es el mismo
para valores negativos de L. Comencemos dividiendo el intervalo [0, L] en
N pasos de longitud h. Esto es, tomamos un N € IN cualquiera, hacemos
0 < h=L/N y definimos t; = kh con 0 < k < N. Observemos que tg = 0y
ty = L.

Imaginemos ahora cémo aproximar el valor de la solucion en el primer paso
t1 = h utilizando tnicamente (4.10). Lo que puede observarse es que, si x(t)
posee derivadas segundas continuas, el desarrollo de Taylor indica

z(t1) = z(h) = (0) + ha'(0) + O(h?) = x(to) + ha'(to) + O(h?)
v por ende para valores de h pequefios
w(t1) ~ 2(to) + ha'(to),
de donde usando (4.10)
z(t1) ~ x(to) + hf(z(to), to) = xo + hf(zo, to).

Llamemos ahora x1 = xo + hf(zg, to) al valor aproximado de x(¢1), se observa
que
lz(t1) — z1| ~ O(R?). (4.11)

Si repetimos la idea previa para el segundo paso tenemos
x(te) ~ x(t1) + ha'(t1) = z(t1) + hf(z(t1), t1).

El problema es que no conocemos exactamente x(t1) por lo que usaremos su
aproximacion xp para construir el siguiente valor aproximado

xo = x1 + hf(z1,t1),
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y en general, para la k-ésima aproximacién, resulta el método de Euler
xp = Tp—1 + hf(zp—1,tp—1) 1<k<N.

Finalmente para k = N obtendremos zy el valor aproximado de x(L).

Un problema interesante es saber cémo depende el error |x(L) — x| respecto
del paso h. En principio es razonable esperar que éste tienda a cero a medida
que tomamos pasos mas pequenos. Por ejemplo ya vimos que el primer pa-
so verifica (4.11). Para los pasos subsiguientes vamos perdiendo orden en la
aproximacién debido a que calculamos zj a través de la aproximacion xj_q
(para x; usamos el valor exacto g = x(0) dado por la ecuacién (4.10)). Dicho
informalmente todo ocurre como si los errores fuesen acumulativos, es decir
cometemos errores O(h?) en cada paso, los cuales se propagan en los N pasos
aproximadamente como

1

O(h*)N = 0(h2)h = 0(h),

lo cual permite acotar (ver por ejemplo [9])
|z(L) —zn| < Ch

(C depende fuertemente de la f dada en (4.10)). Por este motivo el método
de Euler se dice que es de primer orden. Esto significa que si obtuvimos una
aproximacion con cierto h y queremos disminuir el error a la novena parte
tendremos que tomar en principio un paso que sea %, lo que implica que hay
que hacer 9 veces mas cédlculos para arribar a xy = L.

Escenarios mejores se plantean con otros métodos. Supongamos que con-
seguimos aproximaciones zg, r1, ..., £y de segundo orden, o sea, que verifiquen

z(L) — zn| < CW?,

entonces para reducir el error a la novena parte basta tomar % (s6lo tres veces
mas cédlculos para la misma aproximacién). Métodos de mayor orden que el de
Euler son posibles, en la seccién siguiente comentamos algunos de ellos.

4.2. El método de Runge-Kutta

La idea del método de Euler puede generalizarse rdapidamente tomando mas
términos en el desarrollo de Taylor de z(t) (suponiendo siempre que la fun-
cién tiene suficientes derivadas). Aqui sélo examinaremos lo que se obtiene al
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tomar términos de segundo orden. Volviendo a la notacién de la seccién previa

tenemos )

x(t1) = x(to) + ha'(to) + %x”(to) + O(h3). (4.12)

Ahora bien, de (4.10) sabemos que z'(tg) = f(z(to), o), para calcular z”(tg)
hacemos

2"(t) = ((t)) = (f(2(t), 1)) = fal@(t), )2’ (t) + fe(2(t), 1),
y usando de nuevo (4.10)
() = fal(2(t), ) f(@(t),) + ful(z(t),1).

Observe que tanto f, como f; pueden calcularse explicitamente. Con esta
técnica podemos aproximar xx a través de xj_1 del siguiente modo

T = Tp_1+ hf(Tr_1,tk_1)
h2
+ ?(fx(xk—l, th—1) f(zr—1,tp—1) + fr(@p—1,tk—1))-

Para este método tenemos, usando (4.12)
jz(t1) — a1| ~ O(R%)
y con las consideraciones de la seccién previa
lz(L) — zn| < CO(R?).

Uno de los problemas mas cuestionados de este método es que, en su imple-
mentacién computacional, es necesario el calculo de las derivadas de f. Esto
atenta contra el uso sistemético dentro de rutinas numeéricas.

El método de Runge-Kutta consigue el mismo orden sin necesidad de derivar
f. En efecto, volvamos a (4.12), nuestro problema es hallar una expresién al-
ternativa de z”7 que no utilice explicitamente f, y f;. Para hacer el cdlculo
lamemos f = f(x(t),t), fo = fz(x(t),t) fr = fi(z(t),t). Calculando el poli-
nomio de Taylor de orden 1 en dos variables tenemos

F@t)+hft+h) = f+nhffe+hfe+0(h%) = f+h(ffo+ fr) +0(h?).

Como ya vimos z”(t) = (f f + f¢), entonces podemos despejar de la ecuacién
previa
f@@) +hft+h)—f

2(0) = (o + i) = ;

+O(h).
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En particular tomando ¢ = ¢y y reemplazando en (4.12) (recuerde que
t1 =19+ h)

#(t1) = alto) + 5hf(alto) o) + 5 (alto) + hf (x{to),to). 1) + OU?)

lo que provee el método de Runge-Kutta de segundo orden
1
Tp = Tp—1 + 5(1’%71 + fio1)s

donde f]if1 = f(ka—btk—l) y f;f,l = f(xk—l + hflifptk)'
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Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales
lineales

En la seccion 3 estudiamos las ecuaciones lineales de primer orden. En
este capitulo estudiaremos las ecuaciones lineales de orden general. Pero antes
de comenzar a estudiar este tipo de ecuaciones daremos un par de definiciones
que seran vistas en un contexto de mayor generalidad en el préximo capitulo.

1. Definiciones previas

Definicion 1.0.1. Dadas las funciones x1,x2,...,x, y los numeros reales
AL, A2,y ey Ap, la expresion
AMx1 + Ao + ... + Apxp
se denomina una combinacién lineal de z1, 9, ..., T,.
Ejemplo 1.1. Dadas las funciones In(z), sen(x), e*,

3In(x) — 2sen(z) + €*

es una combinacion lineal de las funciones dadas, donde A\; = 3, Ao = —2 y
A3 =1.

Definicién 1.0.2. Dado un conjunto de funciones {x1,x2, ...,z } diremos que
es linealmente dependiente (LD) si existe x; tal que

Ti=MT1+ . + No1Ti-1 + N 1Ti1 + - Anp

para ciertos reales A1, ..., \i—1, Ai+1, -, An- Fsto equivale a decir que x; es una
combinacion lineal de x1,...,Ti—1, Tit1, ..., Tp.



Notas de Matematica IV

Ejercicio 1.1. Verifique que la definicién de funciones LD es equivalente a la
siguiente:
El conjunto {x1,x9,...,z,} es LD si, y s6lo si, existen A1, Aa, ..., A, € IR no
todos nulos tal que
0=z + ...+ Ay

Observacion 1.1. Note que dos funciones {x1, z2} son LD si, y sélo, si una es
un multiplo no nulo de la otra.

Observacion 1.2. Las funciones cos(x), sen(z), sen(x 4+ 3) son LD. En efecto,
usando que sen(a + ) = sen(a)cos(B) + sen(F)cos(a) se tiene que

sen(x + 3) = cos(3)sen(x) + sen(3)cos(x),
o sea que sen(z + 3) es una combinacién lineal de sen(z) y cos(x).

Definicién 1.0.3. Dado un conjunto de funciones {x1, xa,...,x,} diremos que
es linealmente independiente (LI) si no es LD. Equivalentemente, si

0=XMx1+ ... + \nzn,
entonces necesariamente Ay = Ag = ... = A\, = 0.

Ejemplo 1.2. Veamos que el conjunto {e®, e, e}, con a, b, ¢ reales distintos,
es LI. Planteamos

e 4+ Xoebt + Age = 0,Vt € R.
Derivando esta igualdad tenemos que
arie® + brge® + chge = 0,Vt € R,
y derivando nuevamente,
ahe™ + b hget + P Aget = 0, V¢ € IR.

Evaluando en ¢ = 0, obtenemos el sistema:

1 1 1 A1 0
a b ¢ A9 =10
a® b 2 A3 0

Notemos que la matriz del sistema es una matriz de Van der Monde V (a, b, ¢),
cuyo determinante es

det(V(a,b,c)) = (c —a)(c—b)(b— a).

Como a, b, ¢ son distintos, el determinante es distinto de 0 y el sistema tiene
Unica solucién Ay = Ay = A3 = 0.

54



Capitulo 4. Ecuaciones diferenciales lineales
Ejemplo 1.3. Con la misma técnica probemos que {e%, te? t2¢%} es un con-
junto LI. Planteamos
Are™ + \ote™ 4 \gt?e™ = 0.
Derivando una vez tenemos
Arae®™ + g (e™ + ate®) + \3(2te®™ + at?e™) = 0.
Derivando otra vez obtenemos
AaZe + \y(2ae™ 4 a?te®) 4+ A3(2e™ + date™ + a?t%e) = 0.

Las 3 igualdades valen para todo ¢t € IR. Evaluando en ¢ = 0, tenemos que
A1, A2, A3 son solucién del sistema:

0 0 A\ 0
1 0 X | =10
a? 2a 2 A3 0

Este sistema tiene tnica solucién Ay = Ao = A3 = 0 y por lo tanto el conjunto
es LI.

Ejemplo 1.4. Veamos que el conjunto {e%cos(bt),esen(bt)}, con b # 0, es
LI. Planteamos
e cos(bt) + Aaesen(bt) = 0,

donde suponemos que la identidad que se verifica V¢ € IR. Derivando tenemos
A1 (aecos(bt) — be® sen(bt)) + Aa(ae™sen(bt) + be™cos(bt)) = 0,
Vvt € IR. Al evaluar las dos igualdades en t = 0, obtenemos el siguiente sistema:
{ A =0
a1 + bl =0
cuya solucién es \; = Ay = 0. Luego el conjunto considerado es LI.

2. Ecuaciones diferenciales lineales de cualquier or-
den

Lo mismo que ocurre con las ecuaciones algebraicas, las ecuaciones difer-
enciales mas sencillas de resolver, o al menos aquellas para las que existen
métodos generales de resolucién son las lineales.
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Definicion 2.0.4. Una ecuacion diferencial se dice lineal si puede escribirse
como

S a2 = £(1),
=0

donde ) denota la i—ésima derivada de la funcion x(t). Se dice que es una
ecuacion diferencial homogénea si f = 0. Finalmente, se dice a coeficientes
constantes si a;(t) = a; son constantes (independientes de t).

Comencemos por ver qué relaciones existen entre las soluciones de una ecuacién
lineal no homogénea y su ecuacién homogénea asociada.

Proposicion 2.1. 1. La suma de dos soluciones de una ecuacion lineal ho-
mogénea es solucién de esa ecuacién homogénea.

2. Un multiplo de una solucién de una ecuacién homogénea es solucién de
esa ecuacion homogénea.

3. Todas las soluciones de una ecuacién lineal no homogénea se obtienen
sumando a la solucién general de la ecuacién homogénea asociada una
solucién particular de la ecuaciéon no homogénea.

Dem: Las dos primeras afirmaciones son consecuencia de la linealidad de la
derivada.

Notemos por xp,, a una soluciéon particular de la ecuacién no homogénea y
Tpp & una solucién particular de la ecuacién homogénea asociada. Entonces
Tph + Tpnp €s solucion de la ecuacion no homogénea pues

n n

Z a;(t)(zpn + xpnh)(i) = Z ai(t) (ajph)(i) + Z a; (t)(xpnh)(i)
1=0

=0 =0

= 0+ /() = J(0).

Ademas, dadas xppn1 ¥ Tpnn2, dos soluciones particulares de la ecuaciéon no ho-
mogénea, la resta xp,n1 — Tpnh2 €s solucion de la ecuacion homogénea asociada
pues:

n

> ai®)(@pnnt — ) = D ai(®)(@pnn)? = ai () (@pnn2)?
=0 =0 =0
= f(t)—f(t)=0.

La demostracién de la iltima afirmacion es consecuencia de estas dos propiedades.
O
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Observacion 2.1. De la proposicién se desprende el siguiente resultado: Si
T1,...,Ty son soluciones de la ecuacién homogénea y cy,...,c, € IR, entonces
c1r1 + -+ + cpxy es solucidn de la ecuacion homogénea. Esto es, toda com-
binacién lineal de soluciones de una ecuacién homogénea es solucién de la
ecuacion homogénea.

Maés aun, vamos a ver que si tenemos n soluciones LI de una ecuacion lineal
homogénea de orden n, entonces cualquier solucién de la ecuaciéon homogénea
se escribe como combinacién lineal de estas soluciones.

Si bien enunciaremos los resultados para ecuaciones de orden n, haremos las
demostraciones para el caso n = 2. Comencemos con algunas definiciones y
resultados previos:

Definicion 2.0.5. Dadas f1,..., fn funciones n veces derivables, definimos el
wronskiano de fi,..., f, ent como el determinante de la matriz
A@) o falt)

A )

Sl () W Al ()

En particular, para n = 2 tenemos que el wronskiano de fi, fo es

— de fl(t) fQ(t) _ / Y
Wi =der (B0 B0 )~ 0300 - 020

Lema 2.1. Si x1(t),...,zn(t) son soluciones de la ecuacién homogénea

Z a;(t)z" =0, an(t) #0,Vt
=0

entonces su wronskiano o es idénticamente nulo o no se anula en ningin punto.

Dem: La haremos para n = 2. Supongamos que z1,z2 son dos soluciones de
la ecuacion

az(t)x"(t) + a1 (t)2' (t) + ao(t)x(t) = 0.

Su wronskiano es W (t) = x1(t)z5(t) — 2 (t)z2(t). Veamos que el wronskiano
verifica la ecuacién diferencial
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Para simplificar la notacién, no escribiremos la dependencia de t. Tenemos que
/ ! ! ! 4 /)
W'(t) = 2 2y + z125 — x]x9 — T T5.
Como x1, x2 son soluciones de la ecuacién homogénea,

2! ai (t) Qo (t)

as()" T ax(t)"”

para ¢ = 1,2. Reemplazando queda

W'(t) = —28(36195’2 — 2jwo) = —Z;EgW
Luego,
W(t) = Ce | @
Entonces, W(t) =00 W(t) #0, Vt. O
Lema 2.2. Sean x1,...,x, soluciones de la ecuacion lineal homogénea

Z a;i(t)z® = 0.
=0

Entonces, x1,...,x, son LD si, y sélo si, W(t) =0, Vt.

Dem: Nuevamente la haremos para n = 2. Las soluciones x1,x2 son LD si

existe k € IR tal que z2(t) = kx1(t). Luego, x4 (t) = kx| (t) y reemplazando,
W (t) = 21 (t)z5(t) — z1(t)a2(t) = 0.

Supongamos ahora que W (t) = x1(t)xh(t) — 2} (t)z2(t) = 0, Vt.
Si z1(t) = 0 para todo t, el conjunto {z1,x2} es LD ya que x1(t) = 0 - z2(%).
Supongamos que z1(t) # 0, entonces

<> zi(t)ay(t) - (Ba(t) _

T

Luego

y por lo tanto,

Esto es, 21,29 son LD. O
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Teorema 2.1. Sean x1(t),...,x,(t) soluciones LI de la ecuacién homogénea
n .
S a;(t)z® = 0. Entonces
i=0
czi(t) + -+ cpzp(t), ¢ € R (2.1)

es la solucion general de la ecuacién homogénea. Esto es, dada una solucién
particular de la ecuacién lineal homogénea x), existen constantes ¢; € IR tales
que xp, = c1x1(t) + - - - + cpzp(t).
Dem: La haremos para n = 2. Sean x1(t),z2(t) dos soluciones LI de la
ecuacion

az(t)x” (t) + a1 ()2’ (t) + ao(t)z(t) = 0

y sea z,(t) una solucién particular de esta ecuacion. Esta solucién particular
queda determinada por su valor y el valor de su derivada en un punto tg. Esto
es, x,(t) es la tnica solucién del problema

as(t)z” (t) + a1 ()2’ (t) + ap(t)z(t) =0

(to) = wo (2.2)
Z'(tg) = xf,
Queremos ver que existen ci,co € IR tales que z,(t) = ciz1(t) + coza(t).

Consideremos c1, co la solucion del sistema de ecuaciones

(s s ) (2)=(2)

El determinante de la matriz de este sistema es el wronskiano de x1,zs en
to. Como {x1,z2} es LI, entonces W (tg) # 0. Luego este sistema tiene unica
solucién ¢1,co y c121(t) + cawa(t) es una solucién del problema 2.2. Por el
teorema de existencia y unicidad se sigue que

xp(t) = crx1(t) + caza(t).

Ejemplo 2.1. Veamos que cie! + coe? es la solucién general de la ecuacién
2" — 32’ + 22 = 0. Observemos que e’ y €2 son soluciones de esta ecuacién
homogénea. Ademaés son soluciones linealmente independientes ya que

ot 2t o
W(t) = det( ot 92 ) =e" #0.

2

Por el teorema anterior podemos asegurar que xgn(t) = crel + cge?t es la

solucion general de la ecuacion.
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Ejemplo 2.2. Hallemos una solucién particular de la ecuacién
2" =32 + 22 =0

que verifique z(0) = —1 y 2/(0) = 3. Ya sabemos que la solucién general es
zgn(t) = crel + cpe?t. Debemos hallar ¢;, ¢ para que se verifiquen las condi-
ciones iniciales, ésto es, ¢, co deben ser solucién del sistema

cate = -1
c1+2c0 = 3
Resolviendo tenemos que ¢; = —5 y ¢ = 4. Luego la solucién particular es

z,(t) = —5e! + 4e?t.

3. Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales ho-
mogéneas a coeficientes constantes

Veamos ahora métodos para resolver las ecuaciones lineales homogéneas
a coeficientes constantes. En los ejemplos no iremos maés alla de las ecua-
ciones de tercer orden, ésto implica que para nosotros 1 <n < 3.

Supongamos que z1(t) y x2(t) son funciones derivables. En tal caso, es facil
ver, calculando el limite del cociente incremental, que la funcién

X:R—-(

definida como
X(t) = :El(t) + ixg(t)

también es derivable, y vale que

dX (t)

— = X'(t) = 2 (t) + ixh(2).

Definicion 3.0.6. Un operador diferencial lineal L de orden n es una
aplicacion de la forma

L(x(t)) = Y ai(t)e(1)
1=0

con a;(t) : R — Q. Diremos que el operador es lineal a coeficientes con-
stantes si los a;(t) = a; son constantes.
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Observacion 3.1. Note que el “dominio natural” de un operador de orden n
son las funciones C™ (funciones n-veces derivables).

FEjercicio 3.1. Demuestre que si L es un operador lineal se tiene que
L Lz (t) 4 22(t)) = L(21(2)) + L(x2(t))
2. VC € Q, L(Cx(t)) = CL(x(t)).

3. Siz = z(r,t) (o sea que = depende de otra variable r), y es suficiente-

aL(;g(:, n _, <8x(§:, t)>

(Sug.: use que las derivadas respecto de x y ¢t conmutan)

mente derivable,

4. L(r(t) + ixs(t) = L (1)) + iL(@a(0)).

Observacion 3.2. Usando operadores lineales las ecuaciones diferenciales lin-
eales pueden escribirse con facilidad. Por ejemplo, dada la ecuacion lineal

n .
S ai(t)z® = f(t), consideramos el operador asociado
i=0

n

L(z(t) = Y ai(t)z? (1)

=0

y entonces la ecuacién puede escribirse

La ecuacién homogénea asociada se escribe
L(x(t)) = 0.

Consideremos ahora la ecuacion
n
Z az =0 (3.3)
i=0

En el caso de una ecuaciéon lineal homogénea de orden 1
/
a1z’ + apz = 0.
Segun lo que hemos visto en la seccién 3, la solucién de la ecuacién es
(lO t

zgp = Ce @
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Llamemos \ = —3—‘1) y observemos que A es raiz del polinomio p(z) = ajx +
ao. Este es, como veremos, el polinomio caracteristico asociado a la ecuacién
homogénea considerada.

De acuerdo a lo obtenido en el caso n = 1, es razonable proponer como solucion
de las ecuaciones lineales de orden superior a la funciéon

z(t) = CeM

y analizar qué condiciones debe satisfacer \ para que esta funcién sea solucion
de la ecuacién diferencial. Para ello se reemplaza en (3.3) lo que produce

n n
E a;C\eM = CeM E aN ] =0
i=0 =0
Como no queremos una solucién idénticamente nula suponemos que C' # 0.

En consecuencia, para obtener una solucién (ya que la exponencial nunca se
anula), debemos hallar A tal que

n
=0

O sea que A debe ser una raiz del asi llamado polinomio caracteristico

n
P(x) = Z a;x’.
i=0
Es decir que cada raiz \; de dicho polinomio genera una soluciéon de la forma
z(t) = CeMit,

con C' una constante de integracién arbitraria.
Imaginemos por un instante que P posee exactamente n raices reales difer-

At Ant

entes, digamos A1, ..., \,. En tal caso, como e**, ... e’ son funciones LI (la

demostracién es andloga a la dada en el Ejemplo 1.2), por el teorema 2.1,
CreMt + .+ Cpent, (3.4)

con C; € IR, es la solucién general de la ecuacién homogénea y aqui vemos
aparecer las n constantes de integracion. Esto indica que conociendo las raices
del polinomio caracteristico conocemos todas las soluciones de (3.3).

i, Qué ocurre en el caso en que el polinomio no posea n raices reales distintas?
En tal caso no habré suficientes constantes de integracién en (3.4) indicando
que estamos perdiendo soluciones. La siguiente proposiciéon nos proporciona la
solucién general en el caso de ecuaciones diferenciales lineales de orden n < 3.

62



Capitulo 4. Ecuaciones diferenciales lineales

Proposicion 3.1. La solucién de la ecuacién 3.3 estd dada en los siguientes
casos:
Caso n=1 El polinomio caracteristico asociado a la ecuacién diferencial es

P(z) = a1z + ao,

que tiene una sola raiz, digamos r € IR. La solucién de la ecuacién diferencial

es
x(t) = Ce™.

Caso n=2 El polinomio caracteristico es
P(x) = aga® + a1z + ag
y se tienen las siguientes posibilidades:

1. El polinomio tiene dos raices reales distintas, digamos r1,72 € IR. La
solucién de la ecuacién es

z(t) = Cre™t 4 Cye™!

2. El polinomio tiene una sola raiz real de multiplicidad 2, digamos
r € IR. La solucién es entonces

x(t) = Cre™ + Cote™

(y acé aparecen las dos constantes de integracién aunque haya una sola
raiz.)

3. El polinomio tiene una raiz compleja, digamos ;1 = a + tb. Entonces
también es raiz su conjugada ro = a — ib. En este caso la solucion es

x(t) = Cre™sen(bt) + Coe™cos(bt).

Caso n=3 El polinomio caracteristico es
P(x) = asx® + agr® + a1z + ag
y tenemos las siguientes posibilidades:

1. Tiene las tres raices reales distintas, digamos 1,72, 3 € IR. La soluciéon
es
z(t) = Cre™t 4 Cye™t + C3e™™?.
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2. Tiene una raiz real de multiplicidad 2, entonces la tercera tam-
bién es real. Digamos r; € IR y 75 € IR son las raices doble y simple
respectivamente. La solucién es

z(t) = Cre™! 4+ Cye™d’ 4 Cste™ .

3. Tiene una raiz real de multiplicidad 3, digamos r € IR. Entonces la
solucién general es

z(t) = Cre’ 4 Cote™ + Cst?e’™.

4. Tiene una sola raiz real r € IR. Entonces tiene un par de raices com-
plejas conjugadas a + ib, a — ¢b. Entonces la solucién es

z(t) = Cre™ + Cae™sen(bt) + Cze™cos(bt).

Dem: Si las raices del polinomio caracteristico son todas reales y distintas ya
hemos demostrado los resultados enunciados.

Veamos qué ocurre cuando hay una raiz real doble g en el polinomio carac-
teristico. Supongamos, sin perder generalidad, que la ecuacion es de segundo
orden y se escribe

L(z) = asx” (t) + a12'(t) + apz(t) = 0.
El polinomio caracteristico es
P(z) = a9z® + a1z + ap.

Queremos probar que, ademés de e"?, también te”! es solucién de la ecuacién
diferencial. Ahora bien, como r( es doble entonces P(rg) =0y P'(r9) = 0. En
particular si fijamos ¢ y construimos la funcién

g(r) = L(e"),
ésta debe anularse en rg. En efecto
g(ro) = L(e™") = €™ (agrd 4+ a1 + ag) = €' P(rg) = 0.
Derivando g respecto de r y evaluando en rg se tiene, por un lado

dg
dr

(ro) = aL;ir )(TO) - a(er(?]:(r)) (ro) = ro€"" P(ro) 4+ €™*P'(rg) = 0
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pues rq es raiz doble, y por otro lado (ver item 3) del Ejercicio 3.1) tenemos

que
dg ~ OL(e™) B dert
5 (ro) = e (ro) =L o (r0)-
Por ende
L(te™) =0,

como queriamos demostrar.
En el caso de una raiz compleja a 4 bi (b # 0), queremos ver que

e™cos(bt) y e sen(bt)

son soluciones de la ecuacién. Observemos que e(@H)t es solucién compleja de
la ecuacién o sea

L(e(aeri)t) =0.

Como
elatbit — gateibt — cateog(bt) + ie® sen(bt)

se obtiene que (ver item 4) del Ejercicio 3.1)
04 i0 = L(e@)t) = L(e%cos(bt)) + iL(e® sen(bt))

Entonces
L(e™cos(bt)) =0 y L(e“sen(bt)) = 0,

como queriamos demostrar. O

Ejemplo 3.1. Hallemos la solucién de la ecuacion
x/l/ + 2x/l + ;U/ — 0

Se tiene que
P(z) =2 422> +

cuyas raices son r = —1 con multiplicidad 2 y » = 0. La solucién es entonces
Ci + Coet + Cyte™t.

Ejercicio 3.2. Resolver las siguientes ecuaciénes diferenciales lineales homogéneas

(1) v =3y +2y=0

(i) ¥~y =0

(iii) ¥’ — 4y +13y =0
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(iv) 9y" — 30y’ +25y =0

(v) ¥" +25y=0

(vi) 25y” — 20y’ +4y =0

Ejercicio 3.3. Resuelva los siguientes problemas de valores iniciales
(i) ¥y —4y=0, y(0)=1,4(0)=0

(ii) ¥ -2y +2y =0, y(0) =1y'(0) =2

(iii) ¥’ + 4y + 6y =0, y(0)=2,4'(0) =4

(iv) 4" +9y =0, y(5)=0,/(5) =1

4. Algunas aplicaciones.

Para dar ejemplos recordemos ahora la segunda ley de Newton. Esta establece
que la fuerza aplicada sobre un objeto material es igual a la derivada (variacién
instantédnea) de la cantidad de movimiento m(t)v(t) (masa por velocidad) del

d t)v(t
o dm(t)o(t)
dt
Si la masa del cuerpo no cambia (cosa que no ocurre por ejemplo en un cohete

mismo. O sea

que pierde masa por la tobera de escape) entonces m(t) = m es constante, y
la ley de Newton se escribe
F =ma (4.5)

donde a es la aceleracién. Veamos ahora un ejemplo clasico de ecuacién de
segundo orden.

Ejemplo 4.1. Oscilador armoénico Consideremos un resorte sujeto en una
pared. Del otro extremo se fija un cuerpo M de masa m que estd apoyado sobre
una superficie sin rozamiento. ; Cuél es la ley de movimiento para este cuerpo?
En la Figura 6 vemos una descripciéon de la situaciéon. Es razonable suponer
que el cuerpo va a desplazarse en linea recta por lo que podemos imaginar
que lo hace a lo largo del eje de las x. Si fijamos el origen de coordenadas
x = 0 de tal modo que coincida con el extremo derecho del resorte cuando éste
no estd deformado (y por ende no opone resistencia), entonces la fuerza (que
llamaremos F}) que actia sobre la masa cuando el extremo del resorte estd en
un punto z es, por la ley de Hooke (ver Observacién 4.1),

F. = —-Kz,
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donde K > 0 es la constante de rigidez del resorte. Usando la ley de Newton
(4.5) obtenemos la ecuacién

ma = —Kux,

O sea

mx” + Kz = 0.

El polinomio caracteristico de esta ecuacién es:
P(z) = ma® + K.

Como la masa y la constante del resorte son positivas, P(x) tiene raices com-

.| K _ K
r=1iy/ — y r=—i/—
m m

Llamando w = w/%, la solucién general es

plejas

z(t) = Crsen(wt) + Cacos(wt),
solucion evidentemente peridédica como era de esperar. En la Figura 7 se grafica

una solucién particular. Vemos que el cuerpo oscila alrededor de la posicién
de equilibrio con amplitud y frecuencia constante.

Oscilador armonico

Figura 6
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Una solucion del oscilador armonico

Figura 7

Ejercicio 4.1. Estudie el efecto de considerar diferentes valores de w. Prediga
las consecuencias de utilizar resortes mas rigidos (K grande) para una masa
fija, o masas menores para una misma rigidez del resorte.

Observacion 4.1. La ley de Hooke establece que en los materiales eldsticos (o
sea: que recuperan su forma después de una deformacion) la fuerza restau-
radora es proporcional a la deformacién sufrida por el material. La constante
de proporcionalidad se denomina constante de rigidez. Esta ley es valida para
cierto rango de deformaciones, traspasado el umbral de linealidad el material
puede manifestar deformaciones permanentes (deformaciones plasticas) y la
ley de Hooke deja de ser valida.

Ejemplo 4.2. Oscilador amortiguado Se propone estudiar la ecuacién del
movimiento del mismo experimento anterior pero agregando un amortiguador
en paralelo con el resorte (ver Figura 8).
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Oscilador amortiguado

I —

Figura 8

En este caso, a la fuerza que produce el resorte F,. se le suma la fuerza pro-
ducida por el amortiguador Fy. Debido a la viscosidad del fluido encerrado en
el amortiguador éste presenta una resistencia proporcional a la velocidad del
desplazamiento, es decir

F, = v =82/ (),

donde & > 0 es un coeficiente relacionado con la viscosidad del fluido. La suma
de las fuerzas actuantes sobre el cuerpo M es ahora

Fo+ F, = —Kaz — 62'(t).

Usando de nuevo la ley de Newton (4.5) resulta que el desplazamiento resul-
tante x(t) verifica la ecuacién

ma” (t) + o' (t) + Kz(t) = 0.
Su polinomio caracteristico es
P(z) = ma® 4 6z + K.
El tipo de raices de este polinomio dependerd desde luego de su discriminante:
D =6 —4mK (4.6)

Estudiemos cémo afecta a las soluciones el signo del discriminante.
Caso D < 0: Esto ocurre por ejemplo si hay poca viscosidad. P(x) tiene dos
raices complejas conjugadas

R S G S S G U
- 2m m 2m yr= 2m m 2m
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Llamando w = % - (%)2 la solucién general de ecuacién diferencial es

z(t) = C’le_%tsen(wt) + Cge_%tcos(wt).

En la Figura 9 se ve el comportamiento de una solucién particular. La am-
plitud de la oscilaciones alrededor de z = 0 disminuye (pero la frecuencia es
constante!).

Oscilador armonico: caso A <0
T T

Figura 9

Caso D > 0: Caso con viscosidad grande. P(x) tiene dos raices reales distintas

_ 0 (YK 0 (8K
R Yo 2m m Y 2= Tom 2m m’

ambas negativas. La solucién general es
z(t) = C1e™t + Cae™.

En la Figura 10 se observa una solucién particular para este caso. En el ejemplo
de la figura no ocurre ninguna oscilacién y el movimiento es rapidamente
amortiguado.
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Oscilador amortiguado: caso A >0
T T T

Figura 10

Ejercicio 4.2. 1. Estudie para el ejemplo anterior el caso D = 0.

2. En el caso D > 0 halle alguna solucién particular donde exista por lo
menos una oscilacion. Una vez hallada esa solucion encuentre la posicién
y la velocidad del cuerpo M en ¢ = 0 (z(0) y 2/(0)) e interprete los
resultados.

Ejemplo 4.3. Para el experimento del oscilador amortiguado se consideran las
siguientes constantes fisicas: K = 1, § = 1 y m = 1. Suponiendo que en el
tiempo inicial ¢ = 0 el cuerpo M se encuentra en la posiciéon x(0) = —1 y su
velocidad inicial es de v(0) = 2/(0) = —1, se quiere hallar la solucién del PVI.
Primero buscamos la solucién general, y para ello calculamos el discriminante

del polinomio caracteristico
D=-3<0.

x(t) = Cleétsen(\/it) + Cgeétcos(\/it)

es la solucién general. Viendo los “datos de iniciales” tenemos que

Por ende

—-1= 1‘(0) = CQ

—1= .T/(O) = \/iCl - %CQ

O sea C; = —v/3 y Cy = —1. Luego, la solucién particular obtenida con estas

z(t) = —Jﬁeétsen(\/it) - e%tcos(\/it)

constantes
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resuelve el PVI.

5. Resolucién de ecuaciones lineales no homogéneas

Veamos que pasa si la ecuacién es no homogénea. Sea

> aix(t) = f(2) (57)
1=0

El método mas general para resolver estos problemas se llama variacién de
las constantes o de los parametros. Sin embargo cuando f(t) tiene cierta
forma especial y el operador L tiene coeficientes constantes suele utilizarse
otro método conocido como de coeficientes indeterminados.

5.1. Método de coeficientes indeterminados

El método de coeficientes indeterminados se basa en el hecho que derivar
un polinomio da como resultado un polinomio con un grado menos, derivar
una exponencial da una exponencial, y senos y cosenos dan cosenos y senos
respectivamente. En tal caso si f(t) esta construida con funciones de este tipo,
parece razonable buscar una solucién del mismo tipo.

Ejemplo 5.1. Busquemos una solucién particular de la ecuacién

2+ 2 — 21 =3t

Es razonable suponer que tal solucién particular tiene la forma x,(t) = ae®,

con a € IR una constante que debemos determinar de modo que se verifique
la ecuacién diferencial. Derivando y reemplazando en la ecuacién obtenemos
13t

que a = % ¥y, por lo tanto, x,(t) = j5€>* es una solucién particular.

Ejemplo 5.2. Busquemos ahora una solucién particular de la ecuacién
"+ — 2z =e 2.

Siguiendo la idea del ejemplo anterior, proponemos como solucién particular
de la ecuacién x,(t) = ae~?. Ahora, al derivar y reemplazar en la ecuacién,
tenemos que

0=e2.

Luego, la funcién que propusimos no es soluciéon de la ecuaciéon. Observe-
mos que es solucién de la ecuacién homogénea asociada. En este caso, lo que
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podemos hacer es proponer como soluciéon particular z,(t) = ate~?t. Reem-
plazando en la ecuacién diferencial obtenemos que a = —% y, en consecuencia,
xp(t) = —%te*% es la solucién particular que estamos buscando.

En general, veamos el siguiente

Teorema 5.1. Considere un operador lineal a coeficientes constantes y reales
L, y la ecuacién diferencial

L(z(t)) = f(1), (5-8)
donde f tiene la forma
f(t) = e™(Py(t)cos(bt) + Qu(t)sen(bt))
con P,(t) y Qm(t) polinomios de grado n y m respectivamente. Entonces:

1. Si a + ib es raiz del polinomio caracteristico de multiplicidad s, una
solucién particular del problema no homogéneo (5.8) xp,p, tiene la
forma

Tpnn(t) = 15 (Py(t)cos(bt) + Qu(t)sen(bt))
donde k = max{m,n}, y Py, Qy, son polinomios de grado k.

2. Si a+1ib no es raiz del polinomio caracteristico, una solucién particular
del problema no homogéneo (5.8) z,p, tiene la forma

Zpnn(t) = € (P (t)cos(bt) + Qp(t)sen(bt))
donde k, Pk, y Qk, son como en el item previo.

El teorema anterior nos va a permitir hallar soluciones particulares de prob-
lemas no homogéneos x,,4. Si queremos una solucién general del no ho-
mogéneo z4,;,, buscamos una soluciéon general del homogéneo x4, y entonces

Tgnh = Tpnh + Zgh,

como hemos visto.

Observacion 5.1. En el ejemplo 5.2, a + bi = —2 es raiz simple del polinomio
caracteristico, por eso debimos multiplicar por t a la solucién particular que
habiamos propuesto originalmente.

Veamos en un par de ejemplos como se utiliza el teorema:
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Ejemplo 5.3. Resolvamos la ecuacién no homogénea
.’E///—JI//+.’EI—.CE:t2+t.

Evidentemente si elegimos a = 0, b = 0, Py(t) = t?> +t, Qo = 1 se tiene que
el segundo miembro de la ecuacién diferencial tiene la forma

t2 4+t = e™(P,(t)cos(bt) + Qm(t)sen(bt))

Ademas a +ib = 0 4+ 70 = 0 no es raiz del polinomio caracteristico. Entonces
por el Teorema 5.1 se tiene que una solucién particular z,,;(t) es de la forma

N

$pnh(t) = PZ(t)'
Proponemos ciertos coeficientes indeterminados as, a1, ag
]52(75) = a2t2 + a1t + ag

Reemplazando en la ecuacién diferencial resulta que los coeficientes deben

verificar
-1 = as
= 2(12 — ai
0 = —2as+a1—ag
O sea as = —1, a3 = —3, agp = —1. Una solucién particular es, entonces, de la
forma
Tpnn(t) = —1t* — 3t — 1. (5.9)

Por su parte la solucién general de la ecuacién homogénea asociada es
zgn(t) = Cret + Cacos(t) + Cssent(t). (5.10)
Entonces la solucién general de la ecuaciéon no homogénea es
Tanh(t) = Tpnn(t) + xg(t) = —t* — 3t — 1 4+ Cre' + Cacos(t) + Cssent(t).
Ejemplo 5.4. Resolvamos la ecuacion
o — 42" + 55" — 22 = (t + 1)e!

Sielegimos a =1,b=0, Pi(t) =t+ 1y Qo(t) =0, el segundo miembro de la
ecuacion se puede escribir como

(t +1)e' = e™(Py(t)cos(bt) + Qo(t)sen(bt))
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Como a + bi = 1 es raiz doble del polinomio caracteristico, proponemos como
solucion particular
wpnh(t) = tQ(alt + aO)eta

donde ag, a; son los coeficientes que debemos determinar. Reemplazando en
la ecuacion y simplificando obtenemos que

(—6a1t + 6a; — 2ag)e’ = (t + 1)e.

Luego, ag,a; deben verificar

—6a1 =
6a1 - 2a0 =
Despejando tenemos que ag = —1y a; = —%. Luego, una solucién particular
es zp(t) = t?(—2t — 1)e’ y la solucién general de la ecuacién es

1
l'gnh(t) = Clet + Cgtet + 0362t + tz(—ét — 1)€t.

Ejercicio 5.1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales o problemas de
valores iniciales no homogéneos, por el método de coeficientes indeterminados.

(1) ¥ —y' — 6y = cos 3x

(i) v +2y +2y=2% -1

(iii) " — 4y +dy=e""

(iv) " — 7y 4+ 12y = senx — cosx

(V) ¥'+2y +y=ze™®

(vi) ¥’ — 2y 4+ 5y = x +sen3z, y(0) =1,y (0) =
(vii) ¢’ =3y +2y =22 —e 2%, 5(0)=1,4(0) =0

Ejemplo 5.5. Oscilador forzado I Volvamos al oscilador arménico , pero
agreguemos en esta ocasion una fuerza externa F, actuando sobre el cuerpo.
Supongamos que m = 1, K = 1, y F. = sen(wt) con w > 0 una constante,
w # 1. La ecuacién diferencial resulta

2"+ x = sen(wt).
La solucién general de la ecuacion homogénea es

xgn, = Creos(t) + Casen(t).
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Hay que hallar una solucién particular de la ecuacién no homogénea. Esta claro
que eligiendo a =0, b = w, Py =0, Q¢ = 1 se tiene

sen(wt) = e™(P,(t)cos(bt) + Qu(t)sen(bt)).

Ademsds, como w # 1, a + ib = tw no es raiz del polinomio caracteristico y
una solucién particular tiene por ende la forma

Tpni(t) = Qosen(wt) + Pycos(wt).

Proponemos coeficientes indeterminados ag = Qo v by = Fy. Reemplazando
en la ecuacion diferencial resulta

y by=0.

0= 1w
Entonces

Tpnh(t) = msen(wt).

Luego, la solucién general de la ecuacién no homogénea es

Tgnp(t) = msen(wt) + Cicos(t) + Casen(t).

Ejercicio 5.2. Estudie, para el problema propuesto en el ejemplo anterior,

qué sucede cuando w — 1. Observe, en particular, que la amplitud de las
oscilaciones tiende a infinito. Este fenémeno se denomina resonancia.

Ejercicio 5.3. Estudie una vez mas el problema del oscilador forzado, pero
agregue un amortiguador en paralelo con el resorte. Vuelva a estudiar el prob-
lema de la resonancia en este contexto.

5.2. Variacion de las constantes

Cuando el segundo miembro f(t) de la ecuacién no homogénea no tiene la
forma descripta anteriormente se puede utilizar el método de variacion de las
constantes. En la seccién 3 usamos este método para resolver ecuaciones lin-
eales de primer orden, veamos ahora como funciona en ecuaciones de segundo
orden. Sea

asx” + a1x’ + apw = f(t) (5.11)

y suponga conocida la solucion general de la ecuacién homogénea
{/Cgh(t) = C’lxphl (t) -+ Cgl'phg(t).
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Busquemos la solucién general de la ecuaciéon no homogénea haciendo variar
las constantes

Zgnn(t) = C1(t)xpn1(t) + Co(t)pna(t).

Por ende

Tgnn(t) = C1Tpn1 (£) + CLO)pp1 (8) + Co(t)zpha(t) + Co(t)aypa(t)

Tgun(t) = CY(O)apn1 (t) + 201 (£) @ () + C1(t) 21 (F)
+ O (B)apna(t) + 205 (1) xppa(t) + Ca(t)appa(t).

Reemplazando estas derivadas en (5.11) y usando que xpp1 y ph2 resuelven la
ecuacion homogénea resulta

f) = aa(C(O)mpn1(t) + 201 (1) 2ppy () + 2C5(H)appa(t)  (5.12)
+ Cé/(t)xphz(t)) + al(C{ (t)fljphl (t) + Cé(t)ajphg (t)).

La idea es ahora elegir C1(t) y Ca(t) de tal modo que la tdltima igualdad resulte
véalida. Para lograr este fin se proponen C(t) y Ca(t) tales que

CL()zpn1 (t) + Cy(t)zpn2(t) = 0. (5.13)
Derivando esta ecuacién resulta
CY (O)pn1 () + C1(E)apn (8) + Co(B)apna(t) + C3 (B)apna(t) = 0.
Usando esta ecuacién y (5.13), se tiene que (5.12) toma la forma
F(t) = az(Cr )y (£) + Co(t)ayna(t)). (5.14)
Por ende, si hallamos C/(t) y C4(t) de modo tal que verifiquen (5.13) y (5.14)
simultdneamente, e integrandolos posteriormente, habremos hallado una solu-
ci6én general del problema (5.11).
Resumamos: se halla una solucién general de la ecuacion homogénea

Tgn(t) = Crpn1(t) + Coxppa(t)

y se busca Cf(t) y C4(t) de modo tal que

wpn1(t) - Tpho(t) < Ci(t) > _ 0 (5.15)
T () pa(t) Cy(t) i
Una vez halladas las expresiones de C{(t) y C5(t) se las integra y aparecen

dos constantes de integracion K7 y Ks. Finalmente la solucién buscada tiene
la forma

2(t) = Cr(t)zpn1 (1) + Co(t)zpna(t)
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Observacion 5.2. Como W (zpp1,xpn2) # 0, el sistema 5.15 tiene tnica solu-
cion.
Ejemplo 5.6. Resolvamos la ecuacion

€2t

1 /
—6br = ——
x +x T T

Primero hallamos la solucién general de la ecuacién homogénea asociada
" +2 —6x=0
Una base de soluciones es {e?!, e3}. Entonces una solucién particular es
zp(t) = Ci(t)e* + Ca(t)e™,

donde C(t) y Ca(t) verifican:
( e?t et > ( C1(t) > 0
- 2t
2e% 3edt Cy(t) Tt

1 , 1
<1+€t)€t Yy Cl(t) - _1+6t

Esto es,

Co(t) =
Integrando obtenemos
Cit)y=t—In(1+e)+k y  Cot)=In(1+e")—t—e '+ ko
Luego, la solucién general es:

Tonn(t) = (t —In(1+€') + k1)e* + (In(1+€') —t — e + k)e®.

Ejercicio 5.4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales no homogéneas
por el método de variacién de las constantes.

(i) v"+y=secx,0<z <%
(i) ¥" =3y +2y = 7=
(i) o —y= e

(iv) y” + 3y + 2y = sen(e”)
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Ejemplo 5.7. Oscilador forzado II Volvamos al oscilador arménico con las

constantes dadas en el ejemplo (5.5) , pero modificando la fuerza externa F,

actuando sobre el cuerpo F, = ﬁ La ecuacion diferencial resulta

1

" — .
S cos(t)

La solucién de la ecuacién homogénea asociada es
xgn = Crcos(t) + Casen(t) = Crapni(t) + Cozppa(t).

Hay que hallar C1(t), C5(t) de modo que
cos(t)  sen(t) Ci(t) B 0
< _Sen(t) COS(t) ) < Cé(t) > a ( co;(t) )

1 (t) = —tg(t)
Cy(t) =1

De donde

Integrando obtenemos
Cy = In(|cos(t)]) + K3

Cy=t+ Ky

La solucién general de la ecuacion no homogénea es entonces

Tgnh(t) = Kicos(t) + Kasen(t) + cos(t)In(|cos(t)|) + tsen(t)

Ejercicio 5.5. Generalize el método de variacion de las constantes para los

casos de mayor orden.
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Capitulo 5

Nociones de Algebra Lineal

1.

Su

Espacios vectoriales

pongamos que k = IR o @

Definicion 1.0.1. Un k—espacio vectorial es un conjunto V con operaciones

suma + : VxV — V y producto por escalares - : kxV — V que verifican
las siguientes propiedades:

1

2.

. La suma es asociativa: (v+ w) +u=v+ (w+u),Vv,w,u € V.
La suma es conmutativa: v+ w = w + v, Yo, w € V.
Existe 0 €V, tal que 0 +v=v+0=0v,Yv e V.

. Para cada v € V, existe w € V, tal que v+ w = 0. A este elemento lo
denotaremos —v.

Para todos v € V, y a,b € k, tenemos (ab) -v=a- (b-v).
Para todov eV, 1-v=n.

Se wverifican las propiedades distributivas: a - (v + w) = a-v + a - w,
Va € k,vweV y(a+bdb)-v=a-v+b-v,Ya,be k,veV.

Ejemplo 1.1. IR™ con la suma y el producto por escalares definidos por:

($17---7$n)+(y17---,yn):($1+y17---71’n+yn)7 Vl‘i,yz‘EIR )

a-(xy,...,x,) = (axq,...,ax,), Ya,z; € IR

es un IR—espacio vectorial.
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Ejemplo 1.2. El conjunto de matrices de tamafio n x m, que notamos IR"*™,
es un IR—espacio vectorial, con las operaciones dadas por:

(A + B)ij = Aij + Bij, VA, B € IRnxm,

()‘A)U = )\Aij, VA € IRnxm, A€ R.

(Con A;; notamos al coeficiente que se encuentra en la fila ¢ y en la columna
j de la matriz A)

Ejemplo 1.3. El conjunto de las funciones f : [a,b] — IR, con las operaciones:

(f+9)@) =f@)+g@) y  (Af)x)=Af(z)
para x € [a,b], es un IR—espacio vectorial. A este espacio vectorial lo llamamos
Fla,b]
A los elementos de un espacio vectorial los llamamos vectores en forma genéri-

ca.

Definicion 1.0.2. Dado un k—espacio vectorial V, un subespacio S es un
subconjunto de V que verifica:

1. S#0.
2. Dados u,v € S, se verifica que u+v € S.
3. Dados a € k,v € S, se verifica que a-v € S.

Observacion 1.1. El elemento 0y pertenece a S, para todo subespacio S de V.

Ejemplo 1.4. {Oy} y V son subespacios de V. Son llamados los subespacios
triviales de V.

FEjemplo 1.5. Los tnicos subespacios no triviales de IR? son las rectas que
pasan por el origen de coordenadas. Los subespacios no triviales de IR? son
las rectas y los planos que pasan por el origen de coordenadas.

Ejemplo 1.6. El conjunto de las funciones continuas f : [a,b] — IR es un
subespacio de Fla,b]. Lo notamos Cla, b]. Las funciones polinémicas forman
un subespacio de C(IR).
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2. Sistemas de generadores e independencia lineal

Definicion 2.0.3. Decimos que el vector v € V es una combinacion lineal de
Vl,...,Vy St existen Ai,..., A\, € k tales que

V=A1- U1 4+ Ay - Uy

Ejemplo 2.1. Por ejemplo, el vector v = (2,9) es combinacién lineal de los
vectores v; = (3,1),v2 = (—1,2),v3 = (0,1) pues

(2,9) = 2(3,1) + 4(—1,2) — (0,1).

Observacion 2.1. Dados vectores vy, ..., v, de V, el conjunto de combinaciones
lineales de estos vectores

S:{’U:)\l'vl—F"'—{—)\n"Ur,)\iEk‘}

es un subespacio de V. Lo notaremos S = (vy,...,vy).

Ejemplo 2.2. S = {(1,3,-1),(2,0,1)) es un subespacio de IR3. Geométrica-
mente es un plano de direcciones (1,3,—1) y (2,0,1).

Definicién 2.0.4. Un conjunto de vectores {v1,...,v.} CV es un sistema de
generadores del subespacio vectorial S C V si todo vector v € S es combinacion
lineal de vy, ..., v,.

Ejemplo 2.3. El conjunto {(1,3,—1),(2,0,1)} no es un sistema de generadores
de IR3 ya que dado un vector (z,y, z) € IR? existen A1, A2 € IR tales que

(,9,2) = Mi(1,3,-1) + A2(2,0, 1)
si y s6lo si
—x+y+22=0.

Por ejemplo, el vector (1,1,1) no es combinacién lineal de (1,3, —1),(2,0,1).
Si bien el conjunto {(1,3,—1)(2,0,1)} no es un sistema de generadores de IR?,
es un sistema de generadores del plano de ecuacién —z + y + 2z = 0.
Ejemplo 2.4. Veamos que el conjunto {(3,1),(—1,2),(0,1)} es un sistema de
generadores de IR2. Para ello veamos que, dado (z, y) € IR?, existen A1, A2, A3 €
IR tales que

(a;, y) = )\1(3, 1) + )\2(—1, 2) + )\3(0, 1).

Los valores de A1, Ao, A3 se obtienen al resolver el sistema de ecuaciones

{ 31 — Ao =
MF2+X =y
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Tomando
A E TR, Ao = —x + 3\, A3 =2z +y — TA,

se tiene que todo vector (z,y) € IR? es combinacién lineal de los vectores del
conjunto considerado. Observemos que tenemos infinitas formas de escribir al
vector (x,y) como combinacién lineal de estos vectores. Esto sucede porque
alguno de los vectores de este conjunto es combinacién lineal de los restantes.
En este caso, tenemos que

(3.1) = —3(—1,2) +7(0,1),  (~1,2) = —%(3, 1)+ g(o, 1)

1 3
?(3, 1)+ 5(—1,2).

Esto es, cada uno de los vectores es combinacién lineal de los demaés vectores

(07 1) =

del conjunto, pero no siempre ésto sucede.

Definicién 2.0.5. (Compare con la Definicion 1.0.2) Un conjunto vy, ..., v,
de vectores de V' se dice linealmente dependiente (LD) si existe v; tal que

vi = AMur A+ s+ Aic10i-1 + Aip1vig + o+ Ao,

con \; € k. Equivalentemente, existen coeficientes a1,...,a, no todos nulos
(ie, alguno es distinto de 0) tales que

a1vy + -+ apvy = 0.

Ejemplo 2.5. En el ejemplo (2.1) vimos que el conjunto {(3,1), (—1,2),(0,1)}
es LD.

Definicién 2.0.6. (Compare con la Definicion 1.0.3) Un conjunto vi, ..., v,
que no es linealmente dependiente se llama linealmente independiente (LI).
Esto es, un conjunto v1,...,v, es LI si, y sélo si,

Mo+ N, =0=> 2 =0,...,\ =0.
Ejemplo 2.6. Veamos que el conjunto {(1,2, —2)(—1,0,1)(1,4,0)} es LI. Planteamos
A1(1,2,2) + Xa(—1,0,1) + A3(1,4,0) = (0,0,0).
Esto nos da un sistema de ecuaciones homogéneo:

AM—A+A3 = 0
201 + 43 = 0
21 +X =0

cuya Unica solucién es A1 = Ay = A3 = 0.
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Observacion 2.2. Dado un conjunto de s6lo dos vectores {v,w}, el conjunto
es LI si, y sélo si, v y w no son multiplos.

Ejercicio 2.1. Analizar la independencia lineal de los siguientes conjuntos de
vectores:

L {(~1,1),(2,3)}

2. {(1,0,-2),(1,3,1)}

3. {(0,0), (4,5)}

4. {(1,1,0),(0,1,-1),(2,1,1)}
5. {3 et}

6. {e%, te?!}

7. {cost,sent}

Ejercicio 2.2. Decidir si los siguientes conjuntos de vectores son sistemas de
generadores de los espacios vectoriales V' dados:

1. {(1,4),(2,1),(1,-3)}, V =1R?
2. {(1,2,1),(3,-2,1)}, V=13

3. {(1,0,0),(0,1,2),(1,0,3)}, V=NR3

3. Bases
Definicién 3.0.7. Un conjunto {v1,...,v,} CV es una base de V si y sdlo
s4:

1. {v1,..., vy} es un sistema de generadores de V.

2. {v1,...,vn} es LL

Se tiene el siguiente

Teorema 3.1. Todo espacio vectorial V' tiene una base y toda base de V' tiene
el mismo numero de elementos. Si {v1,...,v,} €V es un subconjunto lineal-
mente independiente que no es una base, se pueden agregar vectores adecuados
Up41,- .-,y de forma tal que {vy,...,v,} sea una base del espacio vectorial
V.
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Gracias a este teorema tiene sentido hacer la siguiente

Definicion 3.0.8. El ndmero de elementos de una base de V se llama la
dimension de V' y se denota dim(V).

Antes de demostrar este teorema haremos unas observaciones, daremos ejem-
plos y probaremos resultados necesarios para la demostracion.

Observacion 3.1. Los espacios vectoriales IR™ tienen bases destacadas, lla-
madas bases canénicas, cuyos elementos son los vectores e;, 1 = 1,...,n. Los
vectores e; tienen un 1 en la coordenada 7 y ceros en las demds coordenadas.
Luego, la dimensién de IR™ es n.

Ejemplo 3.1. La base canénica de IR? es {(1,0)(0,1)} y la base canénica de
R? es {(1,0,0)(0,1,0)(0,0,1)}.

Ejemplo 3.2. El conjunto {(3,1),(—1,2),(0,1)} no es una base de IR? porque
no es LI

Ejemplo 3.3. El conjunto {(1,3,—1)(2,0,1)} no es una base de IR porque no
es un sistema de generadores de IR3.

Ejemplo 3.4. El conjunto {(1,2,—2)(—1,0,1)(1,4,0)} es una base de IR3.
Ya vimos que el conjunto es LI. Veamos que es un sistema de generadores.
Dado (z,v,2) € IR? queremos ver que existen A1, A2, A3 € IR tales que

(337yaz) = )\1(1723 _2) + >\2(_170a 1) + )‘3(1a47 0)

Esta relacion nos da un sistema

Al — A2+ A3
201 + 43 = vy
—2M+ X = =z
cuya solucion es
A = 2paly_2
1 = —3T+gy—32
Ao = —dx+iy—1Liz
A3 = itx+iy+ iz

Luego, este conjunto es una base de IR,

Lema 3.1. Si {vy,...,v,} es una base de V' y {w, ..., wy} es un conjunto LI
de V, entonces m < n.
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Dem: Supongamos que m > n. Como {v1,...,v,} es una base de V, cada uno
de los vectores w;, i = 1,...,m, se puede escribir como combinacién lineal de
los vectores v;, j =1,...,n

W) = a11V1+ -+ a1pn

Wy = Am1V1 + -+ Gmptn
Veamos que {wy,...,wy,} es un conjunto LD. Sean z1,...,x,, € k tales que
Tiw + ...+ Tpwy, =0
Distribuyendo y agrupando tenemos que
(1171 4+ -+ + amiTm)vr + -+ + (@121 + -+ + QG Tm)Vn, =0
Como {vy,...,v,} es LI, resulta que x1, ...,z son solucién del sistema

ap1x1+ -+ amixy, =0

A1pnZ1 + -+ QmnTm = 0

Este sistema tiene soluciones no triviales ya que m > n. Luego {wi,...,wn}
es LD. O

Corolario 3.1. Dos bases tienen la misma cantidad de elementos.
Definicién 3.0.9. Decimos que un conjunto S = {vi,...,vn} de elementos

LI de V es mazimal si para todo v € V, v & S, el conjunto {v1,...,vm,v} es
LD.

Lema 3.2. Sea B = {v1,...,v,} € V un conjunto maximal de vectores LI.
Entonces B es una base de V.

Dem: Hay que probar que {v1, ..., v,} generan V. Sea v € V. Como el conjunto
{v1,...,v,} es maximal, tenemos que {vi,...,v,,v} es LD. Es decir, existen
Al, .-y A, A € k no todos nulos tales que

Notemos que A # 0, pues si A = 0 y algin A; # 0 entonces {v1,...,v,} no
serfa LI, contradiciendo la hipdtesis. Luego A £ 0 y v se puede escribir como
combinacién lineal de vq,...,v, O
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Ahora podemos demostrar el teorema 3.1. Para ello consideremos
{v1} C V. Si es una base de V, listo. Si no es una base de V, tomamos vy € V
tal que {v1,v2} sea un conjunto LI. Si este conjunto es maximal, por el lema
anterior es una base. Si no es maximal, tomamos vs € V tal que {v1,v9,v3}
sea LI y repetimos el argumento. En una cantidad finita de pasos obtendremos
una base de V. O

Corolario 3.2. Un conjunto de n vectores LI de IR"™ es una base de IR".

Ejercicio 3.1. Decidir si los siguientes conjuntos de vectores son base del es-

pacio vectorial V:
1. {(2,1,1),(0,1,3),(1,1,2),(1,2,5)}, V =IR?
2. {(-1,4)}, V =1R?
3. {(1,3,-1),(2,1,0),(1,-2,2)}, V=IR3
4. {(3,1),(-1,-3)}, V =1R?

4. Coordenadas

Proposicion 4.1. Sean B = {v1,...,v,} es una base de V' y v € V. Existen
Unicos Ai,..., A\, € k tales que v = A\jv1 + -+ + A\ .
Dem: Dado v € V, existen Ay, ..., \, tales que

v =AU+ -+ A\, (4.1)
porque {v1,...,v,} es un sistema de generadores de V. Supongamos que exis-
ten uy,. .., un tales que

V=101 + -+ lUpUn. (4.2)
Veamos que \; = u;, para ¢ = 1,...,n. Igualando 4.1 y 4.2, obtenemos

AMUL 4+ 4 App = 101 + - - + finn. (4.3)

Esta ecuacién es equivalente a

(A1 = p)vr + -+ (An = pn)vn = 0. (4.4)
Como {vy,...,v,} es un conjunto LI, tenemos que \; — p; = 0 para
i =1,...,n. Luego, \; = u; para ¢ = 1,...,n, que es lo que se queria de-

mostrar. O
En esta proposicién se basa la siguiente
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Definicién 4.0.10. Sea B = {v1,...,v,} una base de V y sea v € V tal que
V= AU+ -+ AU,

Al vector (A1,...,An) € k™ se lo llama coordenadas de v en la base B y se
lo nota [v]p.

Ejemplo 4.1. Si consideramos la base {(1,2,—2)(—1,0,1)(1,4,0)} de IR? ten-
emos que [(—2,-2,4)|p = (1,2,-1), ya que

(—2,-2,4) = (1,2,2) + 2(—1,0,1) — (1,4,0).

Para calcular sistematicamente las coordenadas de vectores en una cierta base
B ={v1,...,v,} de k™ vamos a considerar una matriz Cgp, llamada matriz
de cambio de base, que verifica la siguiente propiedad:

Cgpx = [x]B,Vx c k™.

Se puede verificar facilmente que una matriz Cgp, definida por la propiedad
anterior, existe, es unica e inversible. A la matriz inversa de Cgp, la llamamos
Cppg y verifica la propiedad:

Cpglr)p = z,Vx € k".

En particular, tomando x = v;, obtenemos que la columna ¢ de la matriz Cpg

t
i

Ejemplo 4.2. Consideremos la base de IR? B = {(2,3)(—1,4)}. Tenemos que

2 -1 1 4 1
CBE—(B 4> Yy CEB—M<_32>

Si queremos obtener [(4, —1)] 5, calculamos

[(4,-1)]5 = Cgp(4,-1)" = 111( _43 ; > < _41 > - % ( —1154 >

Ejercicio 4.1. Hallar la matriz de cambio de base C'gp y usarla para calcular

es el vector v

las coordenadas de los vectores dados:

1. E =base canénica de R?, B = {(1,2),(-1,1)}, u = (-4, 1),
v=(2,7), w=(0,3).

2. E =base canénica de R3, B = {(1,-1,2),(3,1,0),(~1,0,0)},
u=(21,3),v=(-5-12).
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Ejercicio 4.2. Hallar las coordenadas de los vectores v en la base B.
1. v=1(2,5),B={(2,-1),(-1,4)}
2. v=(3,2,3),B=1{(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}
3. v=(1,0,0), B=1{(0,1,0),(0,0,1),(1,0,0)}

Fjercicio 4.3. Dadas las coordenadas de v en la base B ([v]g), dar las coorde-
nadas de v en la base candnica.

1. []s = (0,2, -1), B = {(1,0,3), (0,2, 1), (0,0, —1)}
2. [v]g = (2,5), B = {(1,-1),(1,2)}

3. [v]p = (3,4,—5), B = {(0,1,0),(0,0,1),(1,0,0)}

5. Transformaciones lineales

Definicion 5.0.11. Sean V y W dos k—espacios vectoriales. Una transfor-
macion lineal es una aplicacion f 'V — W que verifica:

L flx+y)=fle)+ f(y), Yo,y e Vy
2. f(Ax)=Af(x), VA ek yxeV.

Nosotros sélo vamos a estudiar las transformaciones lineales en el caso V' = k"
y W = k™. Para toda transformacién lineal f : k" — k™ existe una matriz
M € k™ ™ tal que f(x) = Mz, Vo € k™. Es facil ver que M es la matriz cuyas
columnas son las imagenes de los vectores de la base candnica, ésto es

M = (f(er)|f(e2)"| ... |f(en)") (5:5)

Observacion 5.1. Hablaremos indistintamente de transformaciones lineales y
matrices, entendiendo que dada una transformacién lineal podemos hallar su
matriz asociada por la féormula 5.5 y dada una matriz M € k™*™ su transfor-
macién lineal asociada es f : k™ — k™ dada por f(z) = Muz.

En lo que sigue vamos a trabajar con transformaciones f : k™ — k", por lo
cual, la matriz M serda una matriz cuadrada de tamano n x n.

En algunas oportunidades, nos conviene trabajar con coordenadas en una base
B =A{v1,...,v,} de k™.
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Dada una transformacién lineal f : k™ — k™, existe una Unica matriz Mpp
que verifica:

MBB[{L']B = [f(x)}B,Vx e k™.

La columna i de esta matriz es el vector [f(v;)]p. Es facil ver que se verifica
la siguiente relacién entre M y Mpp :

Mpp = CepMCBE.

Ejemplo 5.1. Consideremos la transformacién lineal f : R? — R2?, f(z) =
Mz, con M = 3l .

-1 3
Consideremos la base B = {(4,1),(7,2)}. En esta base la matriz de la trans-
formacién lineal es

Mpp = CgppMCpg
_ 2 =7 3 -1 4 7
o\ -1 4 -1 3 1 2
B 29 45
o\ -15 -23
Vemos que considerar la matriz de la transformacion lineal en esta base no nos

ayuda para entenderla y trabajar con ella. Pero veamos que si consideramos
la base B = {(1,1),(1,—1)} entonces

Mpp = CppMCpg

o 1/1 1 3 -1 1 1

o201 -1 -1 3 1 -1

B 2 0

~ \ 0 4
Trabajar con Mp/g es mucho més sencillo y ademéas podemos dar la siguiente
interpretacién geométrica de la transformaciéon f(z) = Mzx. Si consideramos
IR2 con los ejes z',%’ determinados por los vectores (1,1) y (1, —1), respecti-

vamente, tenemos que f transforma en su duplo a los vectores del eje 2’ y a
los vectores del eje y' los multiplica por 4.

Dada una transformacién lineal f : R” — IR", f(x) = Mx o simplemente
una matriz M € IR™", es natural preguntarse si existe una base B de IR"
tal que Mpp sea diagonal. Lamentablemente la respuesta a esta pregunta es
que existen matrices (o transformaciones lineales) para las que no existe una
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base B con esta propiedad. Las matrices (o transformaciones lineales) para las
cuales existe tal base se llaman diagonalizables.

En la préxima seccion estudiaremos qué condiciones deben verificar las ma-
trices para ser diagonalizables. Para las matrices que no son diagonalizables
hallaremos bases B’ donde la matriz tiene una forma muy particular y en las
cuales la matriz es facil de manipular y entender geométricamente.

La matriz Mpp en el caso en que M sea diagonalizable o la matriz Mp/ g
en el caso en que M no sea diagonalizable se llama la forma canénica o forma
de Jordan de la matriz M.

6. Diagonalizacién

Veremos primero cudndo una matriz M € IR™™ ™ es diagonalizable. Para
ello comencemos dando algunas definiciones y precisando algunos conceptos
introducidos en la seccién anterior.

Definicion 6.0.12. Un valor A € IR se llama un autovalor de M si existe un
vector v € IR", v # 0, que verifica

Muv = dv.
A tal vector v se lo llama un autovector de M asociado al autovalor \.

Observemos que cualquier multiplo de v es también un autovector de M de
autovalor A\. Mas aun, el conjunto

Syx={veV, Mv=J>v}

es un subespacio de V, llamado autoespacio asociado al autovalor .

Veamos qué condicién debe verificar A para ser autovalor de M.

El sistema Mv = Av tiene solucién no nula si, y sélo si, el sistema (M —\I)v =
0 admite alguna solucién no nula. Esto sucede si, y sélo, si det(M — XI) = 0.
Observemos que det(M — AI) es un polinomio en A, llamado polinomio carac-
teristico de M. Lo notamos Py;(A). Los autovalores de M son, entonces, las
raices de Pys(A).

Veamos en un ejemplo cémo se hallan los autovalores y autovectores de una
matriz M.

—-12 1
Ejemplo 6.1. Consideremos la matriz M = < 10 12 > .
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Su polinomio caracteristico es:

B B —12-X 15\
PM(/\)—det(M—)\I)—det< T 13_)\>—)\ A—6,

cuyas raices son A\j =3y Ay = —2.
Los autovectores asociados a A\; = 3 se obtienen al resolver el sistema (M —
3I)v = 0. Si llamamos v = (a, b), tenemos que resolver el sistema

(S0 0) (3)=(5),

cuya solucién es v = k(1,1).
Para encontrar los autovectores asociados al autovalor Ao = —2, debemos
resolver el sistema (M + 2I)v = 0, ésto es,

~10 15\ (a\_ (0
~10 15 b) \0)’
cuya solucién es v = k(3,2).

Observemos que en este ejemplo los autovectores (1,1) y (3,2) son LI. Esto
no es un hecho casual pues se verifica el siguiente resultado:

Teorema 6.1. Autovectores asociados a autovalores distintos son LI.

Dem: Hagamos la demostracién para el caso de dos autovectores. Sean v1, ve
tales que Mvy = Av1 y Mwvs = Aovg, con A; # Ag. Planteamos

a1v1 + asve =0 (6.6)

y veamos que a; = az = 0. Multiplicando 6.6 por M tenemos:

a1Mvi + aaMvy = 0. (6.7)
Como v, v2 son autovectores, esta ecuacién es equivalente a

a1A1v1 + asdavy = 0. (6.8)
Ahora multiplicando 6.6 por A\; obtenemos:

a1 A\1v1 + ashvg = 0. (6.9)
Al restar 6.8 y 6.9 queda:

az(A1 — Ag)vg = 0.

Como A\ — Ay # 0 y va # 0, tenemos que a2 = 0. Luego a; = 0 y los
autovectores vy, vy son LI. O
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Definicién 6.0.13. Una matriz M € IR™ "™ se dice diagonalizable si existe
una base B = {v1,...,v,} de R™ formada por autovectores de M. En este
caso Mpp es una matriz diagonal:
A1
Mpp =
An

donde \; es el autovalor correspondiente al autovector v;, 1 =1,...,n.

Un importante criterio para determinar si una matriz es diagonalizable es el
siguiente:

Teorema 6.2. Sea M € IR™ ™. Si el polinomio caracteristico de M tiene n
raices reales distintas, entonces M es diagonalizable.

Ejemplo 6.2. Considerar la matriz

6 -2 1
M=16 -1 1
0 0 1

El polinomio caracteristico es Pyps(A) = (1 — A)(A—2)(A—3). Por lo tanto, los
autovalores de M son 1,2 y 3. Por el teorema anterior, M es diagonalizable.
Encontremos en este caso una base de IR? formada por autovectores de M.
Para hallar los autovectores asociados al autovalor A = 1 debemos resolver el

sistema
5 —2 1 T 0
6 -2 1 y | =1 o0
0O 0 O z 0
cuya solucién es (z,y,z) = t(0,1,2), con t € IR. Luego, el subespacio de

autovectores de autovalor 1 es S1 = ((0,1,2))
Para hallar los autovectores asociados al autovalor A = 2 resolvemos el sistema

4 -2 1 T 0
6 -3 1 vy |=120
0O 0 -1 z 0

cuya solucién es (z,y,z) = t(1,2,0), con ¢t € IR. Tenemos entonces que So =

((1,2,0))

Para el autovalor A = 3, los autovectores asociados son solucién del sistema

3 -2 1 T 0
6 —4 1 Y =10
0O 0 -2 z 0
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cuya solucién es (z,y, z) = t(2,3,0), con t € R. Luego, S = ((2,3,0))
La base B = {(0,1,2)(1,2,0)(2,3,0)} es una base formada por autovectores
de M y en esa base la matriz es diagonal:

100
Mpp=10 2 0
0 0 3

Ejemplo 6.3. Veamos qué sucede si tenemos autovalores dobles.
Supongamos que

1 0 2
M=10 -1 0
5o 0 4

El polinomio caracteristico de M es Py(\) = —(A+1)2(A—6). Luego A = —1
es autovalor doble y A = 6 es autovalor simple. En este caso debemos calcular
los autovectores de M para saber si podemos formar una base de IR? con ellos.

Para hallar los autovectores asociados al autovalor A = —1 debemos resolver
el sistema:

2 0 2 x 0

0 00 y | =120

5 0 5 z 0
cuya solucién es (z,y,z) = t(1,0,—1) + A(0,1,0), con ¢, A € IR. Luego, S_1 =

((1,0,-1)(0,1,0))

Para hallar los autovectores asociados al autovalor A = 6 resolvemos el sistema:

5 0 2 x 0
0 -7 0 y | =1 o0
5 0 -2 2 0

cuya solucion es (z,y,2) = t(2,0,5), con t € IR. Tenemos entonces que Sg =

((2,0,5))

En este caso existe una base de IR? formada por autovectores de M, por
ejemplo: B = {(1,0,—1)(0,1,0)(2,0,5)}. Por lo tanto M es una matriz diag-
onalizable y

-1 0 0
Mpp = 0 -1 0
0 0 6

Ejemplo 6.4. Supongamos ahora que
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El polinomio caracterfstico de esta matriz es Py(\) = —(A — 1)2(A+ 1) v
por lo tanto A = 1 es autovalor doble y A = —1 es un autovalor simple.
Nuevamente no podemos asegurar de antemano si M es diagonalizable o no,
para ello debemos calcular primero los autovectores de M.

Para hallar los autovectores asociados al autovalor A = 1 debemos resolver el

sistema:
-1 0 -1 T 0
1 -1 1 Y = 0
0 1 0 z 0
cuya solucién es (z,y,z) = t(1,0,—1), con t € IR. Luego, S; = ((1,0,—1))
Los autovectores asociados al autovalor A = —1 se hallan al resolver el sistema
1 0 -1 T 0
11 1 Y =10
o1 2 z 0

cuya solucién es (z,y,z) = t(1,—2,1), con t € IR. Luego, S_1 = ((1,-2,1))
En este caso no existe una base de IR? formada por autovectores de M. Por lo
tanto, M no es diagonalizable.

Ejemplo 6.5. Consideremos la matriz

=)

Su polinomio caracteristico es Pys(A) = A2 + 1. Este polinomio no tiene raices
reales, por lo tanto no existen autovalores reales de M y M resulta una matriz
no diagonalizable.

De estos ejemplos podemos concluir que las condiciones que debe cumplir
una matriz M € IR™*" para que sea diagonalizable son las siguientes:

1. Todos sus autovalores deben ser reales.

2. La dimensién de Sy debe ser igual a la multiplicidad de A como raiz del
polinomio caracteristico Pys()\).

2 0 0
Ejercicio 6.1. 1. Verificar que la matriz A = | 3 —4 3 | es diagonal-
3 —6 5
izable.
1 3 0
2. Verificar que la matriz A= | 1 —1 0 | no es diagonalizable.
1 1 2
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7. Formas candnicas de matrices de tamano 2 x 2

Sea M € IR?*2. Calculemos su polinomio caracteristico Pys()\) y sus raices.
Ocurre una de estas posibilidades:

1. El polinomio caracteristico tiene 2 raices reales distintas.
2. El polinomio caracteristico tiene una raiz real doble.
3. El polinomio caracteristico tiene dos raices complejas conjugadas.

Analicemos qué sucede en cada uno de estos casos en las siguientes secciones.

7.1. Py()) tiene dos raices reales distintas

En este caso M tiene dos autovalores reales distintos es diagonalizable y
vimos en la seccién anterior como calcular los autovalores y autovectores de

M.

7.2.  Py()) tiene una raiz real doble ).

Veamos en qué caso M es diagonalizable y tiene una raiz real doble. Si existe
A O

una base B tal que Mg =
0 Xo

) = Aol d2x9, entonces

M = Cpgp(Moldax2)CEeB = Xoldaxo.

Luego, en el tinico caso en que una matriz de tamano 2 x 2 tiene un autovalor
doble y es diagonalizable es cuando la matriz ya es diagonal y los elementos
de la diagonal son iguales.

Supongamos ahora que M # Agldaxs. Veamos que en este caso se puede
A O

hallar una base B = {v, w} tal que Mpp = ( L
0

> . La demostracién de
la existencia se basa en el siguiente:
Teorema 7.1. (Cayley-Hamilton) Sea M € IR™*" y sea

n .
Pyrr(A) = > a; A" su polinomio caracteristico. Entonces
i=0

PM(M) = On><n7

n .

donde Py (M) = > a;M?, M° = Id,xn y Opxn es la matriz nula de tamafio
i=0

n xn.
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Haremos la demostracion en el caso n = 2 pues es una verificacién sencilla.
Para demostrar este teorema en el caso general se necesitan resultados tedricos

mas sofisticados que no veremos en este libro.

a b

Dem: (caso n = 2) Sea M = < J ) . Su polinomio caracteristico es
c

Py(N) = X2 — (a4 d)\ + (ad — be).

Evaluando en la matriz M obtenemos:

2

Py(M) = (Z 2) —(a+d)<z Z>+(ad—bc)<(1) ?)

_ a2+ be ab+ be B a?+ad ab+ db
- ca+cd cb+ d? ac+de ad+ d?

_ ad — be 0 0 0
0 ad — be 0 0

Observacion 7.1. En el caso en que Py(\) tenga una raiz real doble Ao, se
tiene Pys(A) = (A — Xg)2. Luego, el teorema de Cayley-Hamilton se traduce en
la siguiente igualdad:

O

(M — Moldzx2)? = 0252
Estamos en condiciones de demostrar el siguiente resultado:

Teorema 7.2. Sea M € IR?*2, M # A day, YA € IR, tal que M tiene un tinico
autovalor real doble \g. Entonces existe una base B = {v,w} de IR? tal que

X O
Mrn —
- ( vy )
Dem: Para simplificar la notacién, a la matriz identidad de tamano 2 x 2 la

notaremos simplemente Id, sin indicar el tamano.
Sea v € IR? tal que (M — X\oId)v # 0 y llamemos

w= (M — XId)v.

Veamos que B = {v,w} es una base de IR?. Alcanza con probar que {v,w} es
un conjunto LI. Sean a,b € IR tales que

av+bw =0 (7.10)
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Veamos que a = b = 0. Si multiplicamos 7.10 por (M — Agld) tenemos

0 = a(M — Xold)v+b(M — Nold)w (7.11)
= aw+b(M — \o)*v = aw (7.12)

Como w # 0, tenemos que a = 0 y, por lo tanto, b = 0.
Ao O

Probemos que Mpp = ( 1
0

) . Para ello calculemos Mv y Mw.

Tenemos que:

Mv = Muv— v+ Agv = (M — Xold)v + Agv = w + Agv,
Mw = Mw— w4+ Nw = (M — Xgld)w + Mw
= (M — XoId)*v + Xw = Aw.

Esto es,
Mv =w+ v Y Mw = Mw.

Luego si escribimos Cpgp = (v|w), es decir, Cpg es la matriz cuyas columnas
son los elementos de la base B, tenemos

Mpp = CgppM(v|lw)= Cgp(Mv|Mw)

A 0
= C’EB(/\Ov—i—w])\ow):( 10 o >

m

2 1
-9 8
teristico es Pys(A) = (A — 5)2. Luego, M tiene un tinico autovalor real \g = 5

Ejemplo 7.1. Consideremos la matriz M = < ) . Su polinomio carac-

y no es diagonalizable porque no es multiplo de la matriz identidad.

Tomemos v = (1,0) y observemos que

(M—5[d)v:<:g>7é<8>.

Por el teorema anterior, tomando la base B = {(1,0)(—3,—9)} se tiene

5 0
M:
ww={7 1)
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7.3. Py (A) con dos raices complejas conjugadas

Consideremos una matriz M € IR?*? tal que Py(\) tiene raices complejas
conjugadas a + bi y a — bi.

Hasta ahora a la matriz M € IR?*? la pensamos como la matriz asociada a
una transformacién lineal f : IR? — IR2. Pero nos convendrd en este momento
pensarla como la matriz asociada a una transformacion lineal

g: @ — ¢

Una transformacién lineal ¢ : @ — @ se dice diagonalizable si existe una base
B de @ formada por autovectores de ¢g. Un teorema andlogo al teorema 6.2
vale en el caso complejo:

Teorema 7.3. Sea g : @ — @ una transformacién lineal con n autovalores
distintos, entonces g es diagonalizable.

En el caso que estamos considerando g tiene 2 autovalores distintos
a+ bi y a — bi. Cada uno de estos autovalores tiene asociado un espacio de
autovectores complejos de dimensién 1. Supongamos que

Mv = (a+ bi)v Yy Mw = (a — bi)w,

con v,w € @.
Estos vectores se pueden descomponer en su parte real e imaginaria:

v = Re(v) +iIm(v) Yy w = Re(w) + ilm(w),

con Re(v), Im(v), Re(w), Im(w) € IR%.
Notemos que w = Re(v) — iIm(v).
Reemplazando v = Re(v) +iIm(v) en la igualdad Mv = (a+ bi)v, obtenemos:

MRe(v) +iMIm(v) = (aRe(v) — bIm(v)) + i(bRe(v) + alm(v))

Igualando las componentes reales por un lado y las imaginarias por otro ten-
emos que:

MRe(v) = aRe(v) —bIm(v) y MIm(v)=0bRe(v)+ alm(v) (7.13)

Estas igualdades nos sugieren el siguiente resultado:

Teorema T7.4. Sea M € IR?*? tal que Py;()\) tiene raices complejas conjugadas
a+ bi y a — bi. Entonces existe una base B = {v1,v2} de IR? tal que

a b
M =
- (_ba)
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Dem: Llamemos v; = Re(v) y v = Im(v), donde v es un autovector complejo
de autovalor a + bi, es decir, Mv = (a + bi)v y v € @,

Veamos que {v1,v2} es un conjunto LI. Como observamos anteriormente, si
v = v + tvg es un autovector de autovalor a + bi, se tiene que w = v — v es
un autovector de autovalor a — bi.

La misma demostracién del hecho que dos autovectores asociados a distintos
autovalores son LI que se hizo en el caso de autovalores reales se adapta al

caso de autovectores complejos. Luego {v, w} es LI

Es fécil probar que si {v,w} es LI, entonces {v—gw? Y _2 w} es LI. Pero, en

v—w
yur=—5— Luego {v1,v2} es LI y, por lo tanto, una

v+ w
2

este caso, v =

base de IR2.

a
—b
igualdad Mpp = CgpMCpE tenemos

Veamos que Mpp = ( ) . Reemplazando las expresiones 7.13 en la
a

Mpp = CppM (v1|ve) = Cgp(Mwvi|Muvy) = Cgp((avy — bve)|(bvy + ave))

b
= (Cgp(avy — bv2)|Cpp(bvy + av2)) = < _ab a > 7

que es lo que se queria demostrar. O

10 10
-5 —4
matriz es Ppr(A) = A2 — 6\ + 10, cuyas raices son 3 +1i y 3 — 1.

Ejemplo 7.2. Sea M = <

> . El polinomio caracteristico de esta

Para la raiz 3 + ¢, calculamos los autovalores complejos de M resolviendo el

() G)=(0):

cuyas soluciones son de la forma ¢(10, -7 +4), con ¢ € IR.

sistema.:

Por ejemplo, tomando (10,—7 +¢) = (10,—7) + (0, 1), tenemos que v =
(107 _7) y v2 = (07 1)

Luego, tomando la base B = {(10, —7)(0,1)}, queda Mpp = ( 31 ;, > :

8. Exponencial de una matriz

Anélogamente a la definiciéon de la exponencial de un nimero real, se puede
definir la exponencial de una matriz cuadrada:
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Definicién 8.0.1. Sea M € R™*"™. Se define la exponencial de M, y se nota
eM | de la siguiente manera:

oo
M_ZMn
eM — -
n!

i=0

Observacion 8.1. €M esta bien definida ya que la serie que la define converge.
Veamos algunas propiedades de la exponencial de una matriz.

Lema 8.1. Si A, B € IR™*"™ y ademés AB = BA, entonces

Dem: Las cuentas que vamos a hacer habria que justificarlas con cuidado, sin
embargo en ellas estd la idea de la demostracion.
Por un lado

1 1 1 1
etel = (I+ A+ §A2 + §A3,_.)(I + B+ 532 + 533'“)

Distribuyendo

B = IT+(A+B)+ %(AQ +2AB + B?) (8.14)
1

3 (A3 +3A°B +3AB? + B%)...

+
Por otro lado tenemos
(A+B)?=(A+B)(A+B)=A*>4+ AB + BA+ B?

que no coincide en general con el segundo término de (8.14) a menos que A y
B conmuten. En efecto, en tal caso

AB + BA =2AB

y ambas expresiones son iguales. Lo mismo ocurre con los demds términos.
Veamos por ejemplo

(A+B)> = (A+B)(A+B)(A+B)
= A%+ AB?+ A’B+ ABA + BAB + BA? + B%A + B3.

Como A y B conmutan (o sea AB = BA)

A3+ AB*+ A’B+ ABA+BAB+BA*+ B?A+B? = A34+3A’B+3AB*+ B3,
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que en este caso si coincide con el tercer término de (8.14). Entonces
1 1
edeP =TI+ (A+B)+ A+ B)? + A+ B)3... = eAtB

como queriamos probar. O

De ahora en més, y por cuestiones de simplicidad, nos vamos a restringir a
matrices de 2 x 2. Ahora bien, para calcular la exponencial de una matriz
cualquiera M se empiezan estudiando algunos casos particulares que estan
resumidos en el siguiente

Teorema 8.1. Las exponenciales de las formas candnicas estan dadas por:

1. Sea My = Ar 0 con A, A2 € IR, entonces
0 Ao
elt—to) M1 _ eh(t=to) 0
- 0 er2(t—to)
a b
2. Sea My = < b ) con a,b € IR, entonces

p(t=to)M2 _ a(t—to) ( cos(b(t —to))  sen(b(t —to)) )
—sen(b(t —tg)) cos(b(t —tg))

3. Sea M3 = < i\ g)\ > con X € IR, entonces
e(t_tO)MB _ 1 0 e(tft()))‘ 0 _ e(t—to))\ 1 0
(t—to) 1 0 elt=to)A (t—to) 1
Dem:

1. Por la forma que posee M; se ve que

or-(5 3)

1
elt=to)M1 — 1 4 (t —to) My + 5(z& —t0)?ME + ...

Entonces

puede escribirse

( L+ M(t—to) + 5(t —t0)?AF + ... 0 >
0 L+ Aot —to) + 5(t —to)? AN+ ... )’
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e (t—to) 0
< 0 6)\2 (t—to) ) )

lo que demuestra este caso.

que es a su vez

. En este caso conviene hacer la siguiente identificacién. Dado un nimero

complejo z = a + b le asociamos una matriz como sigue

a+ib o (_“b Z)

Esta identificaciéon es més profunda de lo que parece a primera vista.
Nosotros vamos a usar la propiedad que a través de dicha identificacién
resulta que para todo a € IR

az o« a b
-b a

. a b\"
-b a

Por ende, como la identificacién ”funciona”para producto por escalares

y para todon € IN

y para potencias quiere decir que para cualquier polinomio P(z) debe

e = (5 00)

Entonces observando la serie de Taylor de e(*~%) también debe ser

((t—m)( ¢ b)) (8.15)
elt=to)z ., ¢ —b a

Ji—to)z  _  li—to)(atib) (8.16)

ser

Ahora bien,

e(tfto)aJri(tfto)b)
e(t*to)a(cos((t — to)b) =+ 'lsen((t - t())b))

Usando la identificacién entre complejos y matrices obtenemos que

cosl =t + sen —ap) (T oentl )
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De esta igualdad, de (8.15), y de (8.16) resulta demostrado este caso.

3. Para probar este caso observemos que podemos escribir

A0 0 0 A0
M3_<1)\>_<1 o)+<o )\>_A+B’

donde A y B conmutan. Entonces por el Lema 8.1 tenemos que

p(t=to)Ms _ ,(t—t0)A ,(t—t0)B_ (8.17)
Pero
elt=to)A  — 1 (t—tg)A = 1 0 (8.18)
(t—ty) 1)~
pues A2 =0y
(t—to)A 0
a e
fi—t)B ( o e ) (8.19)

ya que este caso es como el de M; con A\; = A2 = A. De (8.17), (8.18) y
(8.19) se termina la demostracién. O

Ahora vamos a ver que, sabiendo calcular la exponencial de estos tres tipos
de matrices, podemos calcular la exponencial de cualquier matriz M € IR?*2.
Para ello veamos el siguiente resultado:

Proposicion 8.1. Sean C,J € IR™" tales que C es inversible y sea M =
CJC~'. Entonces
eM=cel/Cc™t.

Dem: Es fAcil ver que se verifican las siguientes férmulas
C(A+B)C'=cACc ' +CcBC™' y (CACHk =c4akc1

Entonces tenemos que
n n
M*F cJkc—t JEN
D=2 g =C )
k=0 k=0
Tomando limites obtenemos
eM=celc
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O

Como vimos en la seccién anterior, para toda matriz M € IR?*? se puede
hallar una base B de IR? tal que Mpp tenga la forma de alguna de las matrices
enunciadas en el teorema 8.1. En ese caso

M = CggMppCEgR
Por la proposiciéon anterior, tenemos que
eMt = CppeMBBIC L p.

Utilizando los resultados del teorema 8.1, podemos calcular la exponencial de
cualquier matriz.

Definicion 8.0.2. De ahora en mds llamaremos a las formas candnicas de
las matrices, forma de Jordan, y a la base que lleva la matriz a esa forma
base de Jordan. Esto no es del todo correcto ya que usualmente la forma

a b

-b a
no se denomina de Jordan (ver [8]), sin embargo permite referirnos con mas
facilidad a las formas candnicas y a las respectivas bases en el texto.

—-12 15

Ej 1. Calcul Mz M =
jemplo 8 Calculemos e™", para ( 10 13

) Como vimos en el

ejercicio 6.1, tenemos la siguiente igualdad:

(o) =(2) (0 5) (0 2)

Luego,

M 1 3 et 0 -2 3
1 2 0 e 2 1 =1

_ —2e3t £ 3e72 33t — 32
- _263t + 2672t 3e3t _ 267215

Ejercicio 8.1.

106



Capitulo 5. Nociones de Algebra Lineal

Dadas las siguientes matrices
3 -1 —4 4 1 -1 2 -1
we(G )G g) (o o) (0 )
-9 4 3 =5 1 1 -3 4
As = Ag = A7 = Ag =
b (—25 11) 0 (1—1) ! (—1 1) s (—2 3>

1. Hallar la forma canénica de Jordan de cada matriz y escribir a la matriz

A como A = CpgJCgp, donde B es la base de Jordan asociada a la
matriz A y J es la forma de Jordan de A.

2. Calcular e para cada una de las matrices dadas.
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Capitulo 6

Sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

1. Sistemas de ecuaciones diferenciales

En este capitulo estudiaremos sistemas de ecuaciones diferenciales. Nos va-
mos a restringir a sistemas de primer orden aunque como veremos ésto no
representa una pérdida de generalidad.

Definiciéon 1.0.3. Un sistema de n ecuaciones ordinarias de primer
orden es una expresion del tipo

':Cll = fl(t,$1,$27...,$n)
.1‘/2 fg(t,flfl,l‘g,...,l‘n)

x, = falt,z1,22,. 0 20

(1.1)

Si las f; no dependen explicitamente de t diremos que el sistema es auténomo.
St por otro lado las f; pueden escribirse

fi=ain()z1 + ... + ain(t)zn + gi(t)

diremos que el sistema es lineal. En tal caso puede representarse del siquiente

modo
' () ai(t) aw(t) .. an(t) 1(t) 91(t)
zh(t) _ as (t) ag(t) ... ag(t) xa(t) N g2(t)
x%(t) anl' (t) ang' (1) am; (t) :cn(t) gn'(t)
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Si los coeficientes a;j son independientes de t, o sea a;j(t) = a;; = ctes,
diremos que el sistema es a coeficientes constantes. Si g;(t) = 0 diremos
que el sistema es homogéneo.

Ejemplo 1.1. Ejemplos de sistemas son:

¥y = mmo
vy = a2
¥y = 2w — o
zh = T+ X9

En este ultimo caso el sistema es lineal homogéneo a coeficientes constantes.

Resolver un sistema implica hallar las funciones z1(¢), ..., z,(t) que lo sat-
isfacen. Observemos que, a medida que el tiempo cambia, la funcién vecto-
rial X (t) = (z1(¢),...,x,(t)) define una curva en IR". Debido a que X () =
(2 (t), ..., 2z}, (t)) representa un vector tangente a la curva mencionada, los sis-
temas de primer orden tienen una interpretacion geométrica idéntica a la dada
para ecuaciones de primer orden. Es decir, el sistema queda resuelto si hallam-
0s una curva tangente a los vectores definidos por las funciones f1, fo, ..., fn-
Teniendo en cuenta la interpretacién geométrica del sistema, se intuye que no
habra solucién tinica a menos que se impongan ciertas restricciones. De hecho,
en una soluciéon general de un sistema de n ecuaciones deben aparecer n
constantes de integracién. Veamos ésto resolviendo algunos sistemas.

Un método natural para resolver un sistema de n ecuaciones consiste en trans-
formarlo en una ecuacién equivalente de orden n. Apliquemos este método a
sistemas lineales a coeficientes constantes de 2 ecuaciones.

Supongamos que se debe resolver

!

{ Ty = a1uri+aers+ g1
/

Ty = a21T1 + a22x2 + g2

En tal caso se despeja, por ejemplo, z2(t) de la primer ecuacién (asumiendo
que ajz # 0, si ajo2 = 0 se despeja x1(t) de la segunda ecuacion, asumiendo
as1 # 0, si tanto ajo como ao; fueran cero el sistema esta desacoplado y se
puede integrar cada incégnita por separado)
L,
zo = — () —anz1 — g1)
a12

y se la reemplaza en la segunda resultando entonces una sola ecuaciéon con
incognita x1(t).
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Ejemplo 1.2. Resolvamos

Ty = m+1
zh = z+1
Se tiene por un lado
To =) — 1, (1.2)
entonces
'
Ty = T].

Reemplazando en la segunda ecuacién del sistema resulta
=+ 1,

que tiene por solucién general

z1(t) = Cret + Che™t — 1.
Ahora de (1.2) tenemos

1o(t) = Cret — Cye™ — 1.
Observemos que la solucién puede escribirse vectorialmente del modo

(z1(t),z2(t)) = Ci(e, e) + Cye™t, —e™t) + (=1, —1).

Asi como un sistema de n ecuaciones puede escribirse como una ecuacién de
orden n vale también la reciproca, ésto es

Teorema 1.1. (Reduccién del orden) La ecuacién diferencial de la forma
2™ (t)=F(t,z,2/, ...,:L‘("_l)) (1.3)

puede escibirse como un sistema de primer orden de n ecuaciones del tipo
(1.1).

Dem: Llamemos z1 = =, 29 = 2/, ..., 2y = 21

. Entonces la ecuacién (1.3)
se puede escribir

8

o~ =~
—

~+

N~—

8

w

—~

~

N~—

(1.4)

lo que demuestra el Teorema.O
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Ejemplo 1.3. Consideremos una vez mas el oscilador arménico con las con-
stantes del Ejemplo 4.3. O sea K =1, § =1, m = 1. La ecuacién es

2 (t) + 2/ (t) + z(t) = 0.

Llamemos 1 (t) = x(t),z2(t) = 2/(t) = v(t) para obtener el sistema equiva-
lente, pero conservemos los nombres x(t) y v(t) ya que poseen sentido fisico.

El sistema resulta " "
2'(t) = v(t
V) = —a(t) —o(t) (15)

La solucién obtenida para x(t) (vea el Ejemplo 4.3) es

o(t) = e 2t (C’lsen (ﬁt) + Chcos (ﬁt)) ,
o(t) = e 3t <Klsen (ﬁt) + Kscos (ﬁt)) :

con Ky = —\/§Cz - %Cl y Ko = \/g(]l — %C’g.

En el contexto de los sistemas también el modo natural de obtener solucién

por ende

Unica es fijando condiciones iniciales para determinar luego el valor de las
constantes.

Definicién 1.0.4. Un problema de wvalores iniciales (PVI), consiste en un
sistema (1.1) sujeto a las condiciones iniciales

.Z‘l(to) =T, ...,$n(t0) = Tn,
donde t,xq, ...,x, € IRson valores dados.

Observacion 1.1. El Teorema 5.1 se extiende a sistemas.

Supongamos ahora que estamos considerando un sistema auténomo. En
tal caso si

X(t) = (1(t), ..., zn(t))
resuelve (1.1) entonces para cualquier real £ fijo, la funcién

~ A PN A

X(t) = X(t — ) = (21(t — £), oo 2n(t — D))

también resuelve (1.1). Esta funcién X (t) es obviamente una traslacién de
X(t) en el tiempo, y al ser soluciones las traslaciones vemos que, de algin
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modo, el tiempo que fijamos para dar las condiciones iniciales cumple un rol
secundario. Clarifiquemos este punto. Imaginemos que conocemos el valor de
las variables o funciones z(#), ..., 7, (f) en un tiempo ¢ dado y supongamos
que estos valores son (zg, ..., ). {Qué podemos decir de la evolucién de estos
valores? La respuesta es que se puede predecir que sucederd a partir de ¢ si
resolvemos (1.1) con dato inicial X (f) = (zo, ..., z,). Pero, por otro lado, si
resolvieramos nuevamente (1.1) con dato inicial X (0) = (=o, ..., z5), entonces
las dos soluciones serian iguales salvo una traslacién temporal. De este modo
el conocimiento de los datos (zo, ..., z5) es lo que determina univocamente el
“futuro”del sistema. Por ello, en los sistemas auténomos, las variables que
representan x1, ..., , se llaman variables de estado, ya que podemos imaginar
que el sistema evoluciona pasando de un estado a otro univocamente deter-
minado por los estados anteriores sin importar el momento del tiempo en que
ello sucede. Claramente si el sistema no es auténomo ésto deja de ser cierto. El
grafico generado por las curvas (x1(t), ..., z,(t)) que resuelven (1.1) cuando es
autéonomo se denomina diagrama de fases o estados y potencialmente con-
tiene toda la informacién relevante acerca de las soluciones del sistema aunque
el tiempo no intervenga explicitamente. En la Figura 14 vemos un ejemplo del
diagrama de fases para el problema del Ejemplo 1.3. Las flechas indican el
“sentido” en que evolucionan los estados (dando una direccién para el tiem-
po). Siempre que las variables de estado sean como en este ejemplo la velocidad
y la posicion, entonces las flechas tendran ese sentido, ya que si observamos
un estado en el semiplano superior (o sea v > 0) el sistema evoluciona hacia la
derecha porque x debe crecer (v es su derivada y es positiva). Por otro lado,
en el semiplano inferior las trayectorias evolucionan hacia la izquierda.

Diagrama de fases para el oscilador amortiguado

v=velocidad

(7

x3posicion

§

Figura 14: Diagrama de fases para el oscilador amortiguado
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Veamos ahora otro ejemplo més de sistemas.

Ejemplo 1.4. Un modelo matematico de ecologia Consideremos un mod-
elo bioldgico de predadores y presas, como pueden ser zorros y conejos. De-
notemos con f(t) y r(t) la cantidad individuos de cada especie en funcién del
tiempo y propongamos el siguiente modelo, llamado de Lotka-Volterra,

r(t) = ar(t) —br(t)f(t)
{f@:=q@+m@ﬂm (1.6)

donde a,b,c y d son constantes positivas. Para entender la naturaleza del
modelo conviene escribirlo como

M) = (a—bfE)r()
{f’(t) = (et dr(0)f() .7

Escrito de este modo descubrimos que es una variante “Malthusiana” en la
cual la tasa de crecimiento de la poblacién de cada especie es proporcional a
ciertas funciones que dependen de los individuos presentes en la otra especie.
Segun puede verse si (a — bf(t)) > 0 (caso de “pocos” zorros) los conejos
tenderan a crecer exponencialmente. Sin embargo de la ecuacién de los zorros,
vemos que en ese caso el término (—c + dr(t)) llegara a ser positivo en algin
momento y entonces también los zorros creceran exponencialmente hasta que
(a = bf(t)) < 0, lo que producird un decrecimento de conejos y asi sucesiva-
mente. Para integrar el sistema escribimos

df & —cf+drf  f(—c+dr)

dr_% ar—brf r (a—bf)’
que es una ecuacion de variable separadas. Integrandola resulta
fae—bf — KT‘_CedT,

con K una constante arbitraria. En esta ecuacién no puede despejarse ex-
plicitamente ninguna variable en términos de la otra. En la Figura 15 se ve el
diagrama de fases para este problema para una sola solucion.
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Diagrama de fases de Zorros y Conejos
T T

3001

2501

1001

50

I I I I I I I
UO 20 40 60 80 100 120 140 160
r=Conejos

Figura 15 Diagrama de fases para Lotka-Volterra

Ejercicio 1.1. Dibuje las “flechas” en el diagrama de fases de la Figura 15.

Ejercicio 1.2. Hallar la solucién general de cada uno de los siguientes sistemas,
resolviendo la ecuacién de segundo orden asociada. En ii. y iv. resolver ademds
el problema de valores iniciales.

i{x’ = 2x—y ii{x’sz—y z(0) =2
Ly = 2 Yy =242y y(0)=-1
I _ I — =
E = x + 3y v fc 2y x(0)=3

y=x+y Y =x+2 y0)=1

o =y e
V.
y = —dr+4y+1

Ejercicio 1.3. Para cada una de las ecuaciones siguientes, halle un sistema
lineal de primer orden de ecuaciones diferenciales, que permita resolver dicha
ecuacion.

iy —8y +16y=0
ii. 2" — 42’ + 10z = ¢
i, " —y"+4y —4y =0
iv. y® + 3y — 2y + 6y = ze®’
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Ejercicio 1.4. Resolver la ecuacién diferencial en IR? 2/ = Az en los siguientes

casos:
10 1
i) A= 0 0 -2 z(0) = (1,2,1)
01 0
-2 0 0
i) A= 1 -2 0
0 1 -2
011
i)  A=[0 01 2(0) = (2,1,1)
0 00

2. Resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales a coeficientes constantes.

Ahora vamos a dar un enfoque diferente al problema de resolver un sistema
lineal. Por simplicidad nos vamos a restringir al caso homogéneo a coeficientes
constantes y por ello escribiremos el sistema del modo

X'(t) = MX(t)

donde M € R™*™.
Para comprender la idea involucrada en la resolucién del sistema pensaremos
que ocurre en el caso escalar, o sea una sola ecuacion diferencial lineal:

2 (t) = ax(t) con dato inicial x(tg) = xo.

Esta ecuacién tiene solucién x(t) derivable. Entonces, como existe 2'(t), se
tiene que también existe z”(t). En efecto

2"(t) = (az(t)) = az'(t).
Mas ain
2" (t) = az'(t) = a®z(t),

y analogamente, se ve que x(t) tiene infinitas derivadas.
Consideremos el desarrollo de Taylor de x(t)

z(t) = x(to) + 2/ (to)(t — to) +
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Reemplazando por los valores de las derivadas obtenidos tenemos que

x(t) = x(to) + ax(to)(t — to) + ——=
Luego

2!

x(t) = g <1 +a(t —to) + M + >

Finalmente obtenemos que la solucién de la ecuacion es
z(t) = woe®tt0).

Notemos que, si tg = 0,
z(t) = xpe™.

Aunque ya conociamos que la solucién tendria esta apariencia el hecho de
expresarla como una serie nos va a permitir generalizar esta idea a sistemas.
Repitamos la idea anterior para un sistema

X'(t) = MX(t)

con dato inicial

Xto)= | . | =x.

Si hacemos Taylor coordenada a coordenada resulta que para cada funcién x;
se tiene

1
xi(t) = i(to) + (t — to)w;(to) + St to)?xy (o) + ...,
o escrito vectorialmente,
1
X(t) = X(to) + (t —to) X'(to) + §(t — t0)* X" (to) + ...

Es ficil demostrar que
(MX(t)) = MX'(t).

Por lo tanto,
1
X(t) = X(to) + M X (to) + 5M2X(t0) + ..
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X(t)= I+ (t—to)M + %(t —t0)2M? + ..) X (to).

Es decir, la solucion puede expresarse también como una serie pero de términos
matriciales. Como vimos anteriormente

eU—tM — T 4 (¢ — to) M + %(t — )2 M2 + ...
Entonces la solucién del sistema se escribe
X(t) =Mt x,,
como en el caso escalar. Si ademds ty = 0, se tiene obviamente
X(t) = M Xy,

La conclusién de la cuenta que acabamos de hacer indica que, si sabemos
calcular la exponencial de una matriz, podemos resolver sistemas lineales ho-
mogéneos sin tener que reducirlo a una ecuaciéon de orden n.

w5 )
X(O):(f).

Por el razonamiento realizado anteriormente sabemos que la solucién es

Ejemplo 2.1. Resolvamos

con dato inicial

donde

Luego,

ot _ (12N (10 1 -1 12—t
0 4 t 1 0 1 a6 =2t +1

Por lo tanto, la solucién es
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Observacion 2.1. Supongamos que se quiere resolver
X' =MX  X(0) = (z,2d). (2.8)

Observemos que este sistema puede resolverse haciendo un cambio de base.
Sea B = {v1,v2} la base de Jordan y sea J la matriz de Jordan asociada a M.
Podemos escribir entonces

M = CpgJCEB

y equivalentemente,

J =CgpMCBE.

Si cambiamos a la variable Y definida como
Y = CgpX, (2.9)

entonces Y satisface un sistema cuya matriz asociada estard en la forma de
Jordan. En efecto, llamando Y (0) = CgpX(0), y multiplicando a izquierda
ambos miembros de (2.8) por Cgp resulta

CgpX' =CpgpMX.
Como V' = (CppX) = CgpX' y ademds CppCrp = Id, se tiene
Y' = CgpMIdX = CpgMCppCppX = JY.
O sea que Y satisface
Y =JY  Y(0) = CppX(0).

La idea ahora consiste en resolver esta ecuacién y una vez conocida Y, se
obtiene X despejando de (2.9), o sea

X =CggY

Ejemplo 2.2. Resolvamos el sistema del ejemplo 2.1 realizando el cambio de
variables Y = Cgp. En este caso debemos resolver

Y’—30Y
~\1 3

con la condicién inicial

PN NI
\_/
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La solucién de este sistema es

-1

Ahora, X = CggY. En consecuencia,

1 2 3 2+ 3t
(®) (0 4)6 <§t+}1) “\6t+1 )

que es la solucién que habiamos hallado anteriormente.

IS N[N
~_
Il
a

w
~
N
[\C][9V]
-
+ ol
NI
~_

3. Diagramas de fase

Vamos a estudiar los diagramas de fases generados por los sistemas de ecua-
ciones diferenciales que estamos estudiando. Comenzaremos realizando el dia-
grama de fase de un sistema de ecuaciones diferenciales lineal de primer orden
X' = MX para el caso que M tenga alguna de estas formas:

(M0 [ a b (X0
Ml_(o >\2>’ M2_<—b a)OM3_<1 )\>’

es decir, en el caso en que M coincide con su forma de Jordan y después
veremos el caso general.
Caso Mj: Si resolvemos el sistema

X' =MX
con X(0) = (z,23), resulta que
X(t) = (w1 (1), w2(1)) = (whe", 23e™!) (3.10)

Esta expresiéon puede pensarse como una curva parametrizada por t. Sin em-
bargo, ya que en el diagrama de fases aparecen sélo las variables de estado x1
y 9, podemos tratar de eliminar el parametro ¢ para darnos una idea de cémo
es la curva descripta por la solucién. Si Ay # 0,

2 A 2 ( A 3 93% 22
t t\ M 2
T2 = xpe™ = T (6 1) = % |1
115
|zg| 1

En la parte derecha de la dltima igualdad vemos que el parametro ¢ ha si-
do eliminado, y hemos puesto a xs en funciéon de x;. Notemos ademds que
:c(l], :1:3, A1, A9 son todas constantes, o sea que si llamamos

ﬂ?% )\2

Ky =

A
BTk
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resulta
Ty = K|z |52, (3.11)

Por ende la curva descripta depende de como sean K; y Ko, lo que a su vez
depende de A1 y A2. Si A1 y Ao tienen el mismo signo entonces Ko > 0y de
(3.11) vemos que x2 es una potencia positiva de z;1. En las Figuras 15 y 16
aparecen los diagramas de los casos A1, Ao > 0y A1, Ao < 0, respectivamente,
con |Ag| > |A1].

'
AN

Figura 15

A

N
A

Figura 16

El sentido de las flechas se obtiene facilmente de 3.10, pues se ve que ambas
componentes de X (t) tienden a 0o 0 a 0 si A\j, Ay > 0, 0 A1, Ao < 0, respecti-
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vamente, cuando t — oco. En las figuras 17 y 18 aparecen los diagramas de los
casos A\, A2 > 0y A, A2 < 0, respectivamente, con || < [Aq].

y

N
S

Figura 17

y

N/
AN

Figura 18

Si por otro lado, los signos de A; y A2 no son iguales, entonces x2 ya no
es una potencia positiva de x; y las curvas son del tipo "hipérbolas” (serfan
exactamente hipérbolas si Ko = —1), como se ve en la Figura 19.
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A

Figura 19

Las flechas se obtienen una vez més de (3.11), y se ha graficado el caso A; > 0,
Ao < 0,quedaxy w00y zg— 05sit— o0.

En el caso en que A\; = A9 tenemos que

En la figura 20 vemos el diagrama de fases correspondiente al caso
A1 = A2 > 0y en la figura 21, el diagrama correspondiente a Ay = Ay < 0.

Figura 20
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Figura 21

Si A1 = 0, tenemos que
X(t) = (w1(t), 22(1)) = (x5, 23e™?")

Entonces las soluciones son semirrectas verticales. Las flechas apuntan al punto
(z4,0) si A2 < 0 (ver figura 22) y tienden a oo si A2 > 0 (ver figura 23).

Figura 22
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YA

Figura 23

Andlogamente, si A2 = 0, tenemos que
X(t) = (x1(t), z2(t)) = (erAlt 333)

Las soluciones son semirrectas horizontales. Las flechas apuntan al punto
(0,22) si A\; < 0y tienden a oo si A\; > 0.
Si A1 = A2 = 0, la solucién es constante X (t) = (2}, 23).

Caso Ms: Si resolvemos el sistema
X' = MyX
con X (0) = (z{,22), resulta por el Teorema 8.1
X(t) = (wa(t),22(1)) (3.12)

= e"(xpcos(bt) + xisen(bt), —xisen(bt) + xicos(bt))

= er(t),
donde

r(t) = (zgcos(bt) + aisen(bt), —xbsen(bt) + xicos(bt)).

Resulta que
@)1 = l(zg, 2d)|
y por ende, la norma de r(t) es constante, lo que indica que los puntos que
describe se mueven en una circunferencia. De hecho, si escribimos el dato
inicial como
(e}, aB) = rolcos(a), sen(a)),
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resulta que

r(t) = ro(cos(a)cos(bt) + sen(a)sen(bt), —cos(a)sen(bt) + sen(a)cos(bt)),

0 sea,

r(t) = ro(cos(a — bt), sen(a — bt)).

Esto nos dice més precisamente que los puntos que describe r(t) rotan en el
sentido de las agujas del reloj si b > 0, y en sentido antihorario si b < 0. De
(3.12) vemos que el comportamiento de X (¢) es éste esencialmente, salvo que
debido al factor e, la trayectoria final serd una espiral creciente, si a > 0 o
decreciente si a < 0. En la Figura 24 se ve una solucién con a > 0, b > 0, y en
la Figura 25 con a < 0, b > 0. Si a = 0 las soluciones describen circunferencias
centradas en el origen (ver figura 26).

YA

Figura 24
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|
-

[

Figura 25

y

-

A
N

Figura 26
Caso Mj: Si resolvemos el sistema
X' = MsX
con X (0) = (z,x3), resulta por el Teorema (8.1)
X(t) = (z1(t), 2o (t)) = (x5, zieMt + z2eM)

Para comprender qué tipo de curva describe esta funcién eliminamos el parametro
t. Resulta
2
Zo
To=x1 (t+ >
Zo
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con
oY) — In(|zp])
3 .
Entonces
In(|lz1]) = In(|zt x2 In(|lx
ooy (D) o8 _ (i) )

donde K es una constante que depende de los datos iniciales y de A

In(lzgl) | =8

K=-— .
A x[l)

Ahora que ya eliminamos el pardmetro t y pusimos a xs en términos de x
podemos graficar la funcion resultante

o (50 )

En la Figura 27, mostramos el caso A > 0.

VA

y >

Figura 27

En la figura 28 vemos el caso A < 0.
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VA

Figura 28

El sentido de las flechas se obtiene facilmente, pues si A > 0 se ve de (3.13)
que las trayectorias no estan acotadas y si A < 0 que las trayectorias tienden
a 0.

Si A = 0 tenemos que

X(t) = (21(t), w2(1)) = (x4, 2ot + )

Las trayectorias son semirrectas verticales contenidas en las rectas x = l'(l). Las
segundas coordenadas tienden a 400 si a;(l] >0ya—oosi xtl) < 0 (Ver figura
29). Si x} = 0, las soluciones son constantes.

YA

Figura 29
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Caso general: En el caso general el diagrama de fase del sistema X’ = M X
se obtiene a partir del diagrama de fase correspondiente al sistema cuya matriz
es la forma de Jordan de la matriz M. Esto es, para obtener el diagrama de fase
correspondiente al sistema X’ = M X, debemos realizar el diagrama de fase
correspondiente a Y’ = MpggY vy, observando que los puntos que aparecen en
este diagrama son las coordenadas de los puntos que aparecen en el diagrama
“real”, realizar el diagrama teniendo en cuenta los nuevos ejes dados por los
vectores de la base B.

Ejemplo 3.1. Consideremos el sistema X’ = M X con
M- —-12 15
—-10 13

Como vimos en el ejemplo 6.1, M tiene autovalores 3 y —2. Una base de
autovectores es B = {(1,1)(3,2)} y

3 0
Mpp =
ww=( 5 1)

El diagrama de fases correspondiente al sistema Y/ = < g 02 > Y es el de
la Figura 30.

v

Figura 30

Cada punto de este diagrama corresponde a las coordenadas de un punto del

diagrama de fase de X' = < —21s

X. P j lo, 1 1 €]
10 13 ) or ejemplo, los puntos del eje x
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son las coordenadas de los puntos k(1, 1), con k € IR y los puntos del eje y son
las coordenadas de los puntos ¢(3,2), con ¢ € IR. Las rectas k(1,1) y #(3,2) son
los ejes de coordenadas del diagrama de fases “real”. Traduciendo los puntos
del diagrama de fase “en coordenadas” obtenemos el diagrama de fase “real”
que puede verse en la Figura 31.

YA

>

\ 4

Figura 31

FEjercicio 3.1. Halle la solucién general del sistema lineal 2/ = Az para cada
una de las matrices A dadas a continuacién. En cada caso esbozar el diagrama

s (34) mas ()
(L) (i)
an(51) was(38)
<

de fases.

ii. A =

—28 40 1 -1
A= iii. A =
Vvil. 90 98 ) viii < 9 _s )

. 13 -1 16 —30
1X.A<16 5 > X.A<9 _17>
Ejercicio 3.2. Graficar el diagrama de fases de un sistema bidimensional

2 =Ax AeR*>?
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estudiando la forma de Jordan asociada a la matriz A, en los siguientes
casos:

a) A tiene autovalores reales de distinto signo

b) A tiene dos autovalores reales negativos y distintos

c¢) A tiene un autovalor negativo pero no es diagonalizable
d

)
)
)
) A tiene autovalores complejos conjugados a £ bi con a < 0
e) Idem (iv) con a =0
f) Idem (iv) con a > 0
g) Idem (ii) con autovalores positivos
h) Idem (iii) con autovalor positivo
)

1) A tiene un autovalor nulo

1. (En cudles de los items anteriores se verifica lim; o z(t) = 0 con
cualquier condicién inicial? jEn cudles se verifica lim; ;o |z(t)] = 007

4. Estabilidad de puntos de equilibrio

Sea

a' = fi(z,y)
{ Y = fa(z,y) (4.13)

un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo.

Definicién 4.0.5. Un punto (ze,y.) € R? se dice un punto de equilibrio del
1 ($e> ye) =0
f2 (3367 ye) =0

El nombre de punto de equilibrio proviene del hecho que la tnica solucién del
sistema 4.13 con dato inicial z(0) = x, y(0) = ye es z(t) = ze, y(t) = ve,
ésto es, si el dato inicial es (z.,y.) entonces la solucién es constante e igual a
(l’e, ye)'

Ejemplo 4.1. Dado el sistema lineal X’ = M X, con M € IR?*2, se tiene que
siempre (0,0) es un punto de equilibrio. Ademds, si M es inversible ése es el

sistema si verifica que {

unico punto de equilibrio del sistema.

Ejemplo 4.2. Consideremos el siguiente sistema no lineal

¥ =x—a®—ay
{ T 2o (4.14)
y =3y —y°—2xy
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Los puntos de equilibrio del sistema son los puntos (z,y) € IR? que verifican

_ 2 —
{ ror—ay =0 (4.15)

3y —y? —2zy =0
De la primer ecuaciéon tenemos que
z=0 0 l—2z—y=0,
y de la segunda ecuacién tenemos que
y=0 o) 3—y—2x=0.
Combinando estas condiciones quedan los siguientes casos:
1. z=0ey =0. Luego (0,0) es un punto de equilibrio del sistema.

2.2 =0y 3—y—2x = 0. Despejando “y” obtenemos que (0,3) es un
punto de equilibrio del sistema.

3.1—xz—y=0ey=0. En este caso z = 1 y el punto (1,0) es un punto
de equilibrio.

4. 1—2xz—y =0y 3 —y—2x = 0. Resolviendo el sistema obtenemos que
(2,—1) es un punto de equilibrio.

Luego, los puntos de equilibrio del sistema son (0, 0), (0, 3), (1,0) y (2, —1).

Una cuestion de suma importancia es determinar si el punto de equilibrio
es estable o no, es decir, si las soluciones que comienzan cerca del punto de
equilibrio se mantendran cerca del equilibrio con el correr del tiempo o no.
Daremos una definicién més precisa de lo que entendemos por estabilidad de
un punto de equilibrio.

Definicién 4.0.6. Supongamos que (Ze,ye) es un punto de equilibrio del sis-
tema 4.135.

1. El punto (xe,ye) es un punto de equilibrio estable si para todo entorno U
de (ze,ye) existe un entorno Uy de (ze,ye), Uy C U, tal que toda solucién
(xz(t),y(t)) con (x(0),y(0)) € Uy verifica que (z(t),y(t)) € U para t > 0.

2. El punto (z¢,y.) es un punto de equilibrio asintdticamente estable si es
estable y ademds todas las soluciones que verifican (x(0),y(0)) € Uy,
verifican también . H+m (x(t),y(t)) = (xe, Ye)-

— 00
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3. Un punto de equilibrio que no es estable se dice inestable.

Dicho en forma coloquial, un punto de equilibrio se dice estable si las soluciones
cuyo dato inicial estd cerca del equilibrio permanecen cerca del equilibrio a lo
largo del tiempo. El equilibrio es asintéticamente estable si las soluciones que
comienzan cerca del equilibrio tienden al equilibrio cuando ¢ tiende a +oo.
Por 1ltimo, el equilibrio es inestable si alguna de las soluciones que comienzan
cerca del punto de equilibrio no se mantiene cerca del equilibrio con el correr
del tiempo.

4.1. Estabilidad del punto de equilibrio de un sistema lineal

La estabilidad del punto de equilibrio (0,0) para un sistema lineal
X' =MX

se puede establecer analizando los autovalores de la matriz M y observando
los diagramas de fase correspondientes.

Si los autovalores de M son reales A1, A2 (distintos o no) tenemos los siguientes
casos:

1. Si M tiene por lo menos un autovalor real positivo, esto es, Ay > 0 o
A2 > 0, entonces (0,0) es un punto de equilibrio inestable.

2. Si M tiene dos autovalores negativos, esto es Ay < 0 y A9 < 0, entonces
(0,0) es un punto de equilibrio asintéticamente estable.

3. Si M tiene un autovalor negativo A\; < 0 y un autovalor Ay = 0, el punto
de equilibrio es estable.

4. Si M tiene un autovalor doble Ay = Ay = 0, el equilibrio es inestable,
salvo que la matriz M sea nula en cuyo caso es estable.

Si los autovalores de M son complejos conjugados a + bi y a — bi, tenemos las
siguientes posibilidades:

1. Sia > 0, el equilibrio es inestable.
2. Si a < 0, el equilibrio es asintéticamente estable.

3. Si a =0, el equilibrio es estable.
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Ejemplo 4.3. Consideremos el sistema

/

{ g = az+(25—-a?)y
Yy = —T + ay,

donde a € IR.
Observemos que (0,0) es punto de equilibrio del sistema para cualquier valor
de a. Analicemos la estabilidad de este punto de equilibrio para cada valor de
a. Para ello calcularemos los autovalores de la matriz asociada al sistema y
clasificaremos la estabilQidad del sistema de acuerdo al criterio dado.
25 — . . . . .

Sea A = al @ la matriz asociada al sistema. El polinomio carac-

— @
teristico asociado a la matriz A es

P(\) = A% — 2a\ + 25,

cuyas raices son
a++vVa?—25 Yy a—va? —25.

Observemos que los autovalores serdan nimeros reales si, y sélo si, |a| > 5y
serdan complejos en el caso que |a] < 5.
Analicemos qué sucede en cada caso.

1. Si |a| < 5, la matriz del sistema tiene autovalores complejos y la esta-
bilidad del punto de equilibrio depende del signo de la parte real de los
autovalores. En este caso:

a) Si =5 < a < 0, los autovalores tienen parte real negativa. Luego
(0,0) es un punto de equilibrio asintéticamente estable.

b) Si o =0, los autovalores tienen parte real nula. Por lo tanto (0,0)
es un punto de equilibrio estable.

¢) Si0 < a < 5, los autovalores tienen parte real positiva. En conse-

cuencia (0,0) es un punto de equilibrio inestable.

2. Si |a| = 5, los autovalores de la matriz asociada al sistema son reales y
dobles. En este caso:

a) Si o = 5, la matriz tiene un autovalor doble positivo. Luego (0,0)
es un punto de equilibrio inestable.

b) Sia = —5, la matriz tiene un autovalor doble negativo. Por lo tanto
(0,0) es un punto de equilibrio asintéticamente estable.
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3. Si |a] > 5, los autovalores correspondientes a la matriz del sistema son
reales y distintos.

En este caso, si alguno de estos autovalores es positivo, el punto de
equilibrio sera inestable. Si ambos autovalores son negativos y distintos
de cero, el punto de equilibrio serd asintéticamente estable. Si uno de los
autovalores es negativo y el otro es 0, el punto de equilibrio serd estable.

En este ejemplo se dan los siguientes casos:
a) Si a > 5, tenemos que
a+vVaz—25>0
porque estamos sumando dos niimeros positivos y
a—vVa2—-25>0
ya que
o =25 <a?=\a?—25<Va?= \a\—a#a—m>0

Luego, (0,0) es un punto de equilibrio inestable.

b) Si a < —b, se ve claramente que

a—vVa2—25<0.

Adems3s
a+Va2—-25<0

ya que

a?—25<a? = Va2 -25<Val=al=—-a=atVa2-25<0

Observemos que ninguno de los dos autovalores puede ser 0. Luego,
(0,0) es un punto de equilibrio asintéticamente estable.

Ejercicio 4.1. jPara cuales de las siguientes matrices A, el origen es un equi-
librio estable para el sistema 2’ = Az?

. -8 18 .. 5 =9 0 1
1.A—<_3 7> 11.A—<4 _7> 111.A—<0 O>
. 5 —13 5 —6 .. 1 2
1V.A—<2 _5) V.A—<2 _2> 11.14—(2 _2>
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FEjercicio 4.2. Halle (si es posible) los valores del pardmetro k& € IR en las
siguientes matrices que hacen que el origen sea un sumidero (ésto es, A tiene
dos autovalores reales y negativos) para el sistema 2’ = Azx.

. 3 0 . kK 1

1.A—<k_4> 11.A—<0 k’)
-2 k-1 . -5 —k
111.A—< 5 9 ) 1V.A—< i 5 )

Ejercicio 4.3. Sea a € IR. Considere el siguiente sistema lineal

{ ¥ = (a+1)x—3y
/

y = z+(1-a)y
1. Verifique que el origen no es estable para ningtin valor de a.
2. Realize un diagrama de fases alrededor del (0,0) para a = v/2.
4.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema no
lineal

En general ya no hay métodos para hallar las soluciones de un sistema no
lineal, pero es importante analizar el comportamiento de las soluciones cerca
de los puntos de equilibrio.

Analicemos la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema no lineal:

x' = fi(z,y)
(Vi (19

Sea (Ze,ye) un punto de equilibrio del sistema. Cerca del punto (x.,y.) pode-
mos aproximar la funcién F(z,y) = (fi(x,y), f2(x,y)) de la siguiente manera:

F(xay) ~ DF(l'eaye)(ﬂU — e, Y — yE)tJ
donde
91 (2,y) w%%@)

ey [ 0
DF(x,y) (%J;Q(g;,y) B2 (2, y)

Si llamamos Y (t) = (z(t) — ze, y(t) — ye)?, tenemos que
Y,(t) = ($/(t)?y,(t))t = F(x7y) ~ DF(:ne,ye)(x —ZeyY — ye)t = DF('Ieaye)Y
para Y = 0.
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Diremos que el sistema
Y/(t) = DF(meaye)Y (4'17)

es una linealizacién del sistema 4.16 cerca del punto (x¢, ye).

Resulta razonable pensar que la estabilidad del punto de equilibrio (ze, ye) del
sistema no lineal coincidira con la estabilidad (x., y.) como punto de equilibrio
del sistema linealizado. Esto no siempre sucede, pero tenemos el siguiente
resultado que enunciaremos sin demostracién.

Teorema 4.1. Sea F(z,y) = (fi(x,y), fa(z,y)) una funcién continuamente
diferenciable y (x¢,y.) un punto de equilibrio del sistema 4.16. Si los auto-
valores de la matriz DF'(z.,y.) tienen parte real distinta de cero, entonces se
verifica que:

1. Si (¢, ye) €s un punto de equilibrio inestable del sistema linealizado 4.17,
entonces es un punto de equilibrio inestable del sistema no lineal 4.16.

2. Si (Ze,ye) es un punto de equilibrio asintéticamente estable del sistema
linealizado 4.17, entonces es un punto de equilibrio asintéticamente es-
table del sistema no lineal 4.16.

Veamos cémo se aplica este teorema para analizar la estabilidad de los puntos
de equilibrio de un sistema no lineal analizando el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.4. Consideremos el sistema de ecuaciones no lineal del ejemplo 4.2.
Analicemos la estabilidad de cada uno de los puntos de equilibrio de este
sistema.

Consideremos la funcién

F(z,y) = (v —a® — 2y, 3y —y* — 2ay),
cuya matriz diferencial es

DF(x’y):<1—2x—y e )

—2y 3—2y—2zx
Analicemos la estabilidad de cada uno de los puntos de equilibrio.

1. Para analizar la estabilidad del punto de equilibrio (0,0) se calculan los

1
autovalores de la matriz DF(0,0) = ( 0 g > Como los autovalores
son A1 =1>0y A2 =3 >0, el punto (0,0) es un punto de equilibrio

inestable.
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2. Consideremos la matriz DF(0,3) = < _2 0 4 ) Sus autovalores son
Al = —2< 0y A = —4 <0, luego el punto (0,3) es un punto de

equilibrio asintéticamente estable.

3. El punto (1,0) es un punto de equilibrio inestable ya que la matriz

DF(1,0) = ( _01 _11 ) tiene autovalores A\ = =1 <0y A2 =1 > 0.

4. Por ultimo, el punto (2,—1) es un punto de equilibrio asintéticamente

-2 =2
estable ya que los autovalores de la matriz DF(2,—1) = < )

2 1
—14+Ti —1—7i
— Yy A= ————

5 9 = 5 , cuya parte real es negativa.

son A1 =

Ejemplo 4.5. Consideremos el siguiente sistema no lineal

/

{:z:’ = ar+ (a—5y—a3+9°
y = x+ay -y,

donde «a € IR.
Observemos que (0,0) es un punto de equilibrio de sistema para todo valor de
«. Analicemos la estabilidad de este punto de equilibrio.

DF(0,0)z(T O‘_5>

(67

Consideramos

Los autovalores de esta matriz son
a+vVa—>5 Y a—+vVa—>5

Analicemos la naturaleza de los autovalores dependiendo del valor de «. Se
tienen los siguientes casos:

1. Si o > 5, los autovalores son reales. Ademads, por lo menos uno de los
autovalores es positivo ya que a + v/a — 5 > 0. Luego (0,0) es un punto
de equilibrio inestable.

2. Si @ = 5, el autovalor doble es positivo. Luego (0,0) es un punto de
equilibrio inestable.

3. Si a < b, los autovalores son complejos y la estabilidad del punto de
equilibrio depende de la parte real de los autovalores.
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a) Si a < 0, la parte real de los autovalores es negativa y por lo tanto
el punto de equilibrio es asintéticamente estable.

b) Si a =0, la parte real de los autovalores es 0 y no podemos decidir
acerca de la estabilidad del punto de equilibrio ya que el teorema no
contempla este caso. Para ver si este punto de equilibrio es estable o
no deberemos estudiar otro criterio de estabilidad que analizaremos
en la préxima seccion.

c) Si 0 < a < 5, la parte real de los autovalores es positiva y en
consecuencia (0,0) es un punto de equilibrio inestable.

Ejercicio 4.4. Estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio indicados en
cada uno de los siguientes sistemas.

7 = y€—3(m—1) -1
2 { Yy =—(z—-1)y L1 b)

l:1 22
o { LTIV

y/:]_*.'E*Z'Q*yZ
Ejercicio 4.5. Analizar la estabilidad del punto de equilibrio (0,0) para los
siguientes sistemas:

2) r' = —z — 323 — 2seny b) ¥ =—-x+3y+ay

y/:_ _%yS y/:$+y+$4

Ejercicio 4.6. Consideremos el siguiente modelo para especies en competencia,
en el que se asume que la interaccién entre las especies es desfavorable para

ambas. Tenemos:

/

y = y—vy*—azy, y>0

donde a es una constante positiva y a # 1.

{x’ = v—x%>—axy, >0

1. Determine la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema.
2. Esboce el diagrama de fases para a = % ya=2.

3. Determine las condiciones de extincién (cuando ¢ — oo) de una de las
especies, de las dos especies y coexistencia de ambas especies.
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4.3. Meétodo de Lyapunov

Consideremos el sistema

{ x::fl(x’y) (4.18)
y = f2 (.I', y)

donde F : W C IR? — IR? definida por F(z,y) = (fi(z,9), f2(z,y)) es una
funcién continuamente diferenciable en W'y sea (¢, ye) un punto de equilibrio
del sistema.

Hemos visto que si los autovalores de DF(x.,y.) tienen parte real distinta
de cero, entonces la estabilidad de (z¢, ye) se puede determinar analizando la
estabilidad de (ze,y.) como punto de equilibrio del sistema

() =prea (325 )

Pero, ;qué se puede decir de la estabilidad del punto de equilibrio cuando la
matriz DF(z¢,y.) tiene autovalores con parte real igual a cero?.

En esta seccién estudiaremos un importante criterio de estabilidad debido a
Lyapunov que nos ayudara a responder esta pregunta pero que también puede
ser aplicado en algunos de los casos vistos anteriormente.

Consideremos una funcién diferenciable V' : U — IR definida en un entorno
U cC W de (xe,ye). Llamemos ¢(t) = (x(t),y(t)) a una solucién del sistema
4.18 tal que (x(0),y(0)) = (zo,y0) € U.

La composicién V o ¢(t) es una funcién de una variable cuya derivada en t = 0
es

(Vog)(0) = ZZ(UCO, yo)z' (0) + g‘;(%,yo)y,(o)
= %(wo, o) f1(xo,y0) + g‘y/(ﬂvo, Yo) f2(0, yo)

= (VV{(20,%0), (f1(z0,v0), f2(w0,%0)))

Luego, si (VV (2o, 40), (f1(z0,%0), f2(x0,y0))) < 0, para cualquier (zo,yo) que
pertenezca a U, vemos que V decrece sobre las soluciones de 4.18 con el correr
del tiempo.

Teniendo en cuenta esta observacién enunciaremos el teorema de estabilidad
de Lyapunov:

Teorema 4.2. Sea (x,y.) € W un punto de equilibrio del sistema 4.18. Sea
V :U CW — IR una funcién continua definida en un entorno U C W de
(e, Ye), derivable en U — {(x¢, )} tal que:

141



Notas de Matematica IV

L. V(ze,ye) =0y V(z,y) >0si (x,y) € U —{(xe, ye) }-
2. <VV($,y), (f1($,y),f2($,y))> < 0 para ('Tvy) elU—- {(xeaye)}‘

Entonces (x¢, ye) es un punto de equilibrio estable.

Si ademas
3.(VV(z,y), (fi(z,y), f2(z,y))) <0 para (z,y) € U — {(we, ye) },

entonces (¢, Ye) €s un punto de equilibrio asintéticamente estable.

Definicion 4.3.1. Una funcion que verifica 1. y 2. se llama una funcion de
Lyapunov para (xe, ye).

Dem: Sea § > 0 tal que Bs(ze, %) = {(z,y) € R?/||(2,y) — (ze, ve)|| < 6}
esté contenida en U.
Sea « el valor minimo de V' sobre el conjunto

Ss(we:ye) = {(z,y) € R?/ |[(2,y) — (e, ye) || = 6}

Notemos que el conjunto Ss(x., ye) es la frontera de Bs(x., ye ). Por la condicién
1., debe ser a > 0.
Consideremos el conjunto

Ur = {(z,y) € Bs(wo,y0)/V(x,y) < a}.

Ninguna solucién que comience en U; puede pasar por Ss(ze,ye) ya que V es
decreciente sobre las soluciones de 4.18. Luego toda solucién que comienza en
Uy permanece en Bs(z.,y.) y esto dice que (x,,y.) es un punto de equilibrio
estable.

Veamos que, con la condicién adicional

<VV(.T,y), (fl(x7y)7 f2($7y))> <0

para (z,y) € U — {(x¢, ye) }, resulta que

cuando t — 4-o0.

Vamos a probar que V(¢(t)) — 0. Luego, como V(z¢,y.) =0y V(z,y) > 0
para todo (z,y) € U — {(ze, Ye)}, se puede concluir el resultado anunciado.
Como V(¢(t)) es una funcién decreciente y V (¢(t)) > 0, existe

lim V(¢(t)) =1>0.

t—-+o00
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Supongamos que [ > 0. Sea r > 0 tal que
V(z,y) <l paratodo (z,y) € By(ze,ye) C Us.

Como (VV (z,y), (fi(x,y), f2(z,y))) es una funcién continua y estrictamente
negativa, existe M < 0 tal que

(V(e)(®)) = (VV(z,y), (f1(z,9), falz,y))) < M

para (z,y) € {(z,y) r < |(z,y) — (ze,ye)|| < 6}
Escribiendo

y acotando V(¢(t))’, tenemos que
V(o(t) < V(¢(0)) + Mt.

Luego
lim V(6(t)) = —oc,

t——+o0

lo cual es un absurdo ya que V(¢(t)) > 0. O

El teorema de Lyapunov tiene una interpretacion grafica muy sencilla. Supong-
amos que hemos construido una funcién V(z,y) que verifica las condiciones
del teorema. Si graficamos algunas curvas de nivel y el campo VV entonces,
como es sabido, los vectores dados por el campo se orientaran en la direccion
de mayor crecimiento de V' y seran perpendiculares a las curvas de nivel. Por
otro lado, si graficamos una solucién de la ecuacion diferencial, entonces los
vectores tangentes al grafico de la soluciéon deberan formar una angulo may-
or o igual a § con los del campo VV debido a que (VV,(2,3')) < 0. En la
siguiente figura vemos la situacién con un ejemplo. Alli aparecen las curvas de
nivel 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 1 y 1.5, para una funcién de Lyapunov considerando que
el punto de equilibrio es el (0,0). También puede verse el campo de gradientes
y una solucién particular de la ecuacion diferencial graficada con sus vectores
tangentes:
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Figura 32

Como se ve, la condicion V' > 0 fuera del equilibrio y V' = 0 en el equilibrio
fuerza a las curvas de nivel a rodear el punto de equilibrio. Por otro lado
(VV,(2',9")) < 0 indica que las soluciones de la ecuacién diferencial tienen
que “entrar” a las curvas de nivel, aproximandose entonces al equilibrio.

El teorema nos asegura la estabilidad del punto de equilibrio en el caso en que
exista una funcién de Lyapunov. Lamentablemente no hay métodos generales
para hallar funciones de Lyapunov. Hay que proponer una funcién y ver si
verifica las condiciones del teorema todas las veces que sea necesario hasta
hallar una funcién de Lyapunov. En el caso de sistemas mecanicos o eléctricos,
la energia suele ser una funcién de Lyapunov. Veremos varios ejemplos que
ilustran los casos que pueden presentarse en la practica.

Ejemplo 4.6. Consideremos el sistema:

{ P A— _$y2 )
/

y = —yP - 22ty + (senz)y?

El punto (0,0) es un punto de equilibrio del sistema. En este caso
filmy)=—zy’ —2°  y  falw,y) = =y — 20y + (senz)y’.

Veamos que V(z,y) = 22 + 32 es una funcién de Lyapunov para (0,0). Esta
funcién verifica:

1. V(0,0) =0y V(x,y) > 0si (x,y) € R? - {(0,0)}
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(VV(z,y), (f1(z,y), f2(2,9)))
= ((22,2y), (~ay® —a®, —y® — 22y + (senz)y’))
= —22%y% — 228 — 2y — 4at9? + 2(senz)y*
= —222%(1 + 22?) — 22° — 2y*(1 — senz) <0

ya que 1 — senx > 0.

Veamos si se verifica la condiciéon 3. Para ello, calculemos para qué puntos
<VV(JZ, y)? (fl (x, y), f2(-737 y))> =0, ésto es,

—22%92(1 + 22%) — 22° — 2y (1 — senz) =0 &

222y%(1 +22%) =0
22° =0 & (z,y) = (0,0)
2y4(1 — senz) = 0
Luego (VV(z,y), (fi(z,y), fa(z,y))) < 0 para (z,y) # (0,0) y (0,0) es un
punto de equilibrio asintéticamente estable.
Ejemplo 4.7. Consideremos el sistema
¥ = —3xy
y/ = z2_ y5

El punto (0,0) es un punto de equilibrio del sistema. En este caso

Alzy)=-22y y  folz,y) =27y

Propongamos una funcién de Lyapunov de la forma V(x,y) = az? + by? con
a,b > 0. Es claro que verifica la condicién 1. del teorema. Hallemos a y b de
manera tal que (VV(x,y), (fi(z,y), f2(z,y))) < 0. Vemos que

(VV(z,y), (fi(z,y), folz,y)) = ((2az,2by), (—3zy,z” —y°))
= (—6a+ 2b)x?y — 2by°

Como el signo de %y depende del cuadrante al cual pertenezca el punto (z,y),
nos conviene elegir a y b de modo tal que —6a + 2b = 0, ésto es b = 3a. Por
ejemplo, podemos tomar a = 1 y b = 3. En este caso, la funcién V(z,y) =
22 + 3y? verifica que:

1. V(0,0) =0y V(z,y) > 0si (x,9) € R? — {(0,0)}.
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2. <VV(.%',y), (fl(l',y),fg(-%',y))) = _6y6 < 0 si (l’,y) € ]R2 - {(070)}

Veamos si verifica la condicién 3. del teorema. Nuevamente planteamos (VV (x, y), (f1(z,y)
0, es decir, —6y% = 0. Esto se verifica si y sélo y = 0. Entonces para todos los
puntos de la forma (z,0) tenemos que

<VV(1‘, 0)7 (fl(xa O)a f2($7 0))> =0.
Luego, no se verifica la tercer condicién y lo inico que podemos asegurar es
que (0,0) es un punto de equilibrio estable.

Ejemplo 4.8. Sea

y/ — $5 o 2y3

El punto (0,0) es un punto de equilibrio del sistema. En este caso

{ = =323 —y

Nlxy)==32"—y y  falz,y) =2 —2°.
En este caso proponemos una funcién de Lyapunov de la forma
V(x,y) = aa® + by,

con a,b > 0. Esta funcién verifica la primer condicién para cualquier eleccion
de a y b. Debemos elegir estas constantes de manera tal que se verifique la
segunda condicion:

<VV($, y)’ (fl(x’y)v fQ(xa y))> = <(2a:c5, Qby), (73333 - y,$5 - 2y3)>
= —18az® 4 (—6a + 2b)x°y — 4by™.

Como z°y no tiene un signo definido, pedimos que —6a + 2b = 0, ésto es,
b= 3a. Tomemos a =1y b= 3. La funcién V(z,y) = 2° + 3y? verifica:

1. V(0,0) =0y V(x,y) > 0si (z,y) € R — {(0,0)}.
2. <VV(LL’,y), (f1($,y),f2($,y))> = _18x8 - 12y4 < 0

Veamos si se verifica (VV (z,v), (fi(z,y), f2(z,y))) = —182% — 12y* = 0 para
algun punto (z,y) # (0,0). Pero tenemos que

—182% — 12y =0 182° =0y 124" = 0 = (z,y) = (0,0).

Luego <VV(x,y),(fl(a:,y),fg(x,y)» < 0 si (xvy) € IR'2 - {(O’O)} Yy por lo
tanto, el punto (0,0) es un punto de equilibrio asintéticamente estable.
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Ejemplo 4.9. Consideremos el siguiente sistema no lineal que corresponde al
caso a = 0 del ejemplo 4.5:

¥ = —by—ad+9°
y/ — T — yS
El punto (0,0) es un punto de equilibrio del sistema. En este caso

f1($7y):_5y_$3+y5 Y fg(x,y):m—y3.

Propongamos una funcién de Lyapunov de la forma V(z,y) = az? + by? con
a,b > 0. Hallemos a y b de manera tal que

<vv(x7y)7 (fl(xa y)7 f2($,y))> < 0.

Vemos que

(VV(2,y), (fi(z,y), f2(z,))) = ((2az,2by), (~5y — 2* + y°, 2 — y°))
= 22y(—5a + b) — 2az* — 251 (b — axy)
Elegimos a y b de modo tal que —ba + b = 0, esto es b = 5a. Por ejemplo,
podemos tomar a = 1 y b = 5. La funcién V(z,y) = 22 + 5y? verifica:

1. V(0,0) =0y V(z,y) > 0si (z,y) # (0,0).

2. (VV(:L‘,y),(fl(:v,y),fg(x,y))) = _2$4 - 2y4(5 - xy) < 0si (x,y) € U,
donde U = {(z,y) € R?/xy < 5}

Observemos que U es un entorno abierto de (0,0).
Veamos si se verifica (VV(z,y), (fi(z,y), f2(x,y))) = 0 para algin punto
(x,y) € U. Tenemos que

—22t — 25 —ay) =022t =0y 24'(5 — 2y) =0 & (z,9) = (0,0).
Luego (VV (z,y), (fi(z,y), f2(z,y))) < 0si (z,y) € Uy por lo tanto, el punto

(0,0) es un punto de equilibrio asintéticamente estable.

Ejemplo 4.10. Una generalizacién de la ecuacién del péndulo no amortiguado
es

"+ g(x) =0,

donde g(x) es una funcién continua que verifica las siguientes condiciones:
g(0) =0, g(x) >0 para 0 < x < ky g(zr) <0 para -k < z < 0, para
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algin k € (0,400). Notemos que g(z) = sen(x) verifica estas condiciones para
_r
k=3.
Si consideramos y = 2/, podemos transformar la ecuacién en el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales:

y = —g(z)
Notemos que (0,0) es un punto de equilibrio del sistema. Veamos que este
punto de equilibrio es estable. Para ello demostraremos que la funcién

1 X
V(z,y) = 5y2 +/0 g(s)ds, —k<z<k.

es una funcién de Lyapunov en U = {(z,y) € IR?, —k < x < k}. Llamemos
filz,y) =y vy falz,y) = —g(z) y veamos las condiciones que debe satisfacer
V(x,y) para ser una funcién de Lyapunov:

1. Claramente V' (0,0) = 0.

Veamos que V(z,y) > 0 en U. Para ello debemos ver que [ g(s)ds > 0
para —k < x < k.

Si 0 < z < k, sabemos que g(z) > 0. Luego [; g(s)ds es el drea de la
regién encerrada entre el grafico de g(z) y el eje = entre 0 y x y por lo
tanto es un nimero positivo.

Si —k < z < 0, sabemos que g(x) < 0. Luego

[ oas == [ tpas= [ iy

es el drea de la regién encerrada entre el gréfico de |g(z)| y el eje x entre
z y 0 y en consecuencia es un ntimero positivo.

Adn nos falta ver que si V(z,y) = 0, para (z,y) € U, entonces (z,y) =
(0,0).

Tenemos que

V(z,y) =0 & —y“=0 y / g(s)ds =0
0

Notemos que

1 T
§y2:0<:>y:() Yy /g(s)d820<:>$=0
0
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ya que, por lo visto anteriormente, si x # 0, tenemos que
x
/ g(s)ds > 0.
0

2. Notemos que, por el teorema fundamental del calculo, tenemos

o ([ ote1as) = st

(VV(z,y), (fi(z,y), fo(z,y))) = ((9(x),y)(y, —g(x))) =0 <0

Luego,

para todo (z,y) € U.

Ademas, con esta funcién de Lyapunov, no se verifica la condicién 3 del teore-
ma. Por lo tanto, s6lo podemos asegurar que el punto de equilibrio es estable.
Observemos que esta funcién de Lyapunov corresponde a la funcién de energia
V(z,y) = 2y> + (1 — cos(z)) para el caso g(z) = sen(z).

Ejercicio 4.7. Considerar el sistema

¥ =2y(z—1)
y' =—a(z-1)
P A—

a) Hallar los puntos de equilibrio. ;Se puede analizar la estabilidad de los
puntos de equilibrio a partir de la parte lineal del sistema?

b) Demostrar que el origen es un equilibrio estable. Sugerencia: Buscar
una funcién de Liapunov de la forma V(z,y,2) = az? + by? + cz? con
a,b,c> 0.

Ejercicio 4.8. Mostrar que el origen es estable para los siguientes sistemas.

= —z+2x(x +y)? = —y— ay?
a) I — B3 2 b) r_ .3
y'=-y + 2z +y) y ==
x = =2z —q? d x =23
c) r_ .2 ) r_
y=-y-—= y =z
o= —22% + 2y + 23sen(x) = —xy? -2+t
e) r_ .3 f) P _,3_,2,2 .3
Yy = r—Yy Yy = Yy -y Yy
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Ejercicio 4.9. Sea o € R. Considerar el siguiente sistema:

= 2y+22* 23
y = —2x+4+ay—1y°

y notar que (0,0) es un punto de equilibrio del sistema.

1. Clasificar el sistema cuando « # 0.
2. Para a = 5, hacer un diagrama de fases.

3. Para a = 0, verificar que el (0,0) es asintéticamente estable.

Ejercicio 4.10. Sea « € TR. Verificar que el (0,0) es un punto de equilibrio del

sistema.:
¥ = —zy+3ay

f(x)_{ Y = 22— y3+ax

Mostrar que si «a # 0, entonces (0,0) es inestable, pero si a = 0, es estable.

Ejercicio 4.11. Dado el sistema:

)= {

Demostrar que (0,0) es un punto de equilibrio inestable para todo valor de .

= 3r—y+ale-1)
y = —2senx + 4y

Ejercicio 4.12. Considerar la ecuacién de Lienard

(L){ v =y - f()

y=—=x

a) ¢ Cudles son los puntos de equilibrio de (L)?

b) Si f/(0) # 0, determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio de (L)
en funcién de f(0).

c¢) Esbozar un grifico de fase.

FEjercicio 4.13. En el ejercicio 4.12 se estudi6 la ecuacién de Lienard (L) bajo
cierta hipétesis sobre f. Supongamos ahora que zf(z) > 0 para todo = # 0.
Probar que el origen es un punto de equilibrio estable.

Ejercicio 4.14. Considerar el sistema de ecuaciones

{ o' =y—af(z,y)
y' =-z—yf(z,y)

en donde f(z,y) es una funcién continua con primeras derivadas continuas.
Demostrar que si f(z,y) > 0 en algiin entorno del origen, entonces el origen

es un punto de equilibrio asintéticamente estable.
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Ejercicio 4.15. Considerar un péndulo con una masa m oscilando en el extremo
de un hilo de longitud [. Supongamos que la fuerza de friccién es proporcional a
la velocidad del péndulo, siendo k la constante de proporcionalidad. El sistema,
que describe el movimiento del péndulo es

=y
y = —1tsenz — Ly
donde z es el dngulo formado por el eje vertical y la recta que contiene al hilo.

a) {Cudles son los puntos de equilibrio del sistema? Interpretar desde el
punto de vista fisico.

b) Analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio y realizar un diagrama
de fases.

Ejercicio 4.16. Una particula se mueve sobre la recta IR bajo la influencia de
una fuerza Newtoniana dependiendo sélo de la posicién de la particula. Si la
fueza es siempre dirigida hacia 0 € IR, y se anula en 0, entonces probar que 0 es
un equilibrio estable. Sugerencia: Una vez obtenido el sistema de ecuaciones,
verificar que la energia total (energfa cinética + energia potencial) resulta ser
una funcién de Liapunov.

Ejercicio 4.17. En el ejercicio previo supongamos que hay una fuerza de fric-
cién opuesta al movimiento de la forma —f(x)v, f(x) > 0, donde v es la
velocidad, y x la posicién de la particula. Si f(z) # 0 para x # 0, probar que
el punto (0,0) (en el espacio z,v) es asintéticamente estable.
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Capitulo 7

Series de Fourier

A principios del siglo XIX Fourier estudio el problema de la difusién del calor
dentro de los cuerpos sélidos. Notablemente encontré la forma de modelizar el
proceso a través de una ecuacion en derivadas parciales y desarrollé ademas
una técnica nueva para poder resolverla. Como veremos més adelante esta
cuestion condujo al problema de saber bajo qué condiciones una funcién f
puede expresarse en términos de funciones trigonométricas de la forma

1 o0
flx) = 540 + Z ancos(nz) + bysen(nz). (0.1)

n=1
Hoy en dia decimos que el miembro derecho de (0.1) es la serie de Fourier de
f v los coeficientes a,,, b, se denominan coeficientes de Fourier (el factor %
multiplicando a ag es arbitrario, pero tiene un sentido que quedara claro mas

adelante).

1. Coeficientes de Fourier

Comencemos suponiendo que (0.1) es efectivamente posible para cierta f.
En tal caso f debe tener el mismo periodo que las funciones trigonométricas
involucradas (en este caso 27). Recordemos entonces la siguiente

Definicién 1.0.2. Sea f : R — IR (o f : R — {). Diremos que f es periddica,
de periodo L, si f(x) = f(x + L) Vx € R.

Si f tiene periodo 27 entonces la validez de (0.1) para el intervalo (—m, 7]
implicaria la validez en todo IR. Con esta idea vamos a empezar suponiendo
que nuestra f estd definida en el intervalo (—m, 7] (o a veces sélo en el abierto
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(—m, 7)) y que queremos hallar los coeficientes a,, b,. Para simplificar la ex-
posicién supondremos por ahora que ademads (0.1) involucra una suma finita,

es decir
N

fz) = %ao + Z ancos(nz) + bysen(nz). (1.2)

n=1
Se verifican las siguientes igualdades, que son de demostracién elemental y que
establecemos en la siguiente

Proposicion 1.1. Valen las siguientes identidades:
1 (7 _
1. P f_ﬂ_ dr =2
L7 sen(ma)dz =0

3. %fjﬂ cos(nx)dr =0

0 m#n
1 _
= [T sen(ma)sen(nz)dz = { { men
™ 0 m 75 n
5. 1 do =
= [7_cos(mx)cos(nz)dx { L men
6. L [T cos(maz)sen(nz)dz =0

para todo n,m € IN.

Dem: 1,2 y 3 son inmediatas. Demostraremos sélo 4 ya que las afirmaciones
5y 6 se demuestran de forma andloga. Integrando por partes tenemos

/ sen(mz)sen(nz)dr = —Msen(mﬂv)ﬂr?T + cos(mx)cos(nz)dx
- n nJ_.

. cos(mx)cos(nz)dx.

nJ_x

Aplicando nuevamente el método de integraciéon por partes resulta

/ sen(mz)sen(nz)dr = m [Wcos(mx)f
o n n
+ sen(mz)sen(nz)dx
n —T

En definitiva,

™ 2 ™
/ sen(maz)sen(nz)dr = m sen(mx)sen(nzx)dx.

2
—r n -7
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Esto es,
m2 ™
1-— sen(mx)sen(nx)dx = 0.
n? ) J_.

Luego,
/ sen(mx)sen(nx)dx =0 sin # m.

En el caso n = m tenemos que

/7r sen?(nx)dx = /7r cos? (nx)dr = /7r (1 — sen?(nzx))dz.

-7 —7 -7
Luego
2/ sen*(nz)dr = z|™_ = 2,

y por lo tanto,

1 ™
/ sen’(nx)dr = 1,

T J—m

como querfa demostrarse. O
Veamos cémo podemos calcular los coeficientes a,, y b, a partir de estos resulta-
dos. Multiplicando ambos miembros de (1.2) por cos(mx), m € IN, obtenemos

N
f(x)cos(max) = %aocos(mx) + Z anpcos(nx)cos(mx) + bysen(nx)cos(max)
n=1

Integrando y usando la proposicién anterior obtenemos

A, = % _w f(z)cos(mx)dx. (1.3)

Anélogamente, multiplicando por sen(mz), tenemos

b, = L[ f(z)sen(mzx)dz. (1.4)

™

Para obtener ag integramos la igualdad (1.2) y resulta

ap = L fx)dz. (1.5)

™ —T

Observemos que el factor arbitrario 1/2 se introdujo para que la constante
delante del integrando en el calculo de ag vuelva a dar %
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Otra forma de expresar la serie (1.2), de hecho muy comun en las aplicaciones,
es a través de funciones exponenciales. En efecto, supongamos que existen
¢i € ¢, —N < i < N, (notemos que los indices pueden ser negativos) tales que

N
fl@) = cne™™ (1.6)
N

Entonces, notando que

Y 0

27 T o—imT _ { m f n (17)
T J)_n 1 m=n

—imx

se obtiene, luego de multiplicar por e e integrar, la siguiente expresién

para ¢, :
cm:i i (z)e ™M dzx. (1.8)
2 J_,
La relaciéon entre los coeficientes a,,, b, v ¢, puede obtenerse ficilmente
notando que para m > 0, se tiene

o = % _7; f(a)e ™o dy = % /_7; f(x)cos(mzx) — z% _7; f(z)sen(mz)
— 1 " ima:d — 1 " 1 "
Com = 5o g f(x)e T=5- - f(x)cos(ma) + Uy o f(x)sen(mx)

Estas ecuaciones pueden expresarse gracias a (1.3), (1.4) y (1.5), como

Gy, — tbm, am + by,
C — C_ =
m 2 m 2 b
lo cual indica que
Ay = Cm + C—m
. 1.9
by, = i(em —com) (1.9)

Es importante destacar que hemos asumido el hecho de que las sumas eran
finitas. En realidad gracias a eso pudimos usar la propiedad de que la integral
distribuye respecto de la suma. En el caso de que la suma presente infinitos
términos este aspecto es delicado (aunque de hecho vale en contextos muy
generales) y vamos a comentarlo en més detalle en la seccién 5. En principio
vamos a suponer que la integracién término a término es posible y que los
coeficientes pueden calcularse segun las relaciones (1.3), (1.4), (1.5) o bien
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(1.8) para el desarrollo exponencial. Por otro lado, hasta clarificar la igualdad
(0.1), vamos a escribir

1 o0
f(a) ~ 540 + Z ancos(nx) + bpsen(nx),

n=1

y usaremos la notacién Sy (f) para las sumas parciales de la serie de Fourier

N
1
SNn(f) = a0+ Z ancos(nz) + bpsen(nz).
2
n=1
Msés en general notaremos Sy o Sy (x) cuando no haya ambigiiedad acerca de

la funcién f.

Observacion 1.1. Fourier pensaba que el simbolo ~ en la expresion previa
representaba una igualdad, o sea, una identidad puntual para cualquier funcién
f(x) (la nocién de funcién en los tiempos de Fourier no se hallaba formalizada
como en la actualidad). En la seccién 5 diremos en qué sentido entendemos
esta igualdad y qué condiciones deben verificar las funciones para que valga
esta igualdad.

Observacion 1.2. Observe que para la definicién de los coeficientes de Fouri-
er solo necesitamos que las funciones f(x), f(x)cos(nz) y f(x)sen(nx) sean
integrables. Esto sugiere que es poco lo que debe pedirse a la funcién f para
definir su serie de Fourier. Por otro lado, si para cierta f sus coeficientes de
Fourier pueden definirse entonces también pueden definirse para otra f que
difiera de la anterior en solo un punto. En consecuencia, la misma serie no
puede representar ambas funciones en ese punto.

Analicemos algunos ejemplos de céalculo de series,

Ejemplo 1.1. Consideremos la funcién:

flz) =

x4+ si —m<x<0
liz—7)? si O<z<nm

En este caso

oot [ e ([t [lmn) -5

</0 (z 4 m)cos(nx)dx + % /OW(LU _ W)Zcos(nx)dx>

Qan
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by = < / " (@4 m)sen(nz)ds + - /0 (2 — 7r)2sen(n:c)d1:>

™ \J_x T
Integrando por partes obtenemos

3 — cos(nm) _3- (=)™
2 2

Ap =

™ ™

donde hemos utilizado la representacién cos(nm) = (—1)". Andlogamente,

L 21t (1)
" m2n3 ’
En definitiva
f(z) ~ % + Z (3_”(”_21)> cos(nz) + 2(_17:;753_1))8671(71.7}).
n=1

En la figura siguiente pueden verse las sumas parciales Sa, Sy, S19 y la propia
funcién f:

s, s,
3 3
25 25
2 2
15 15
1 1
05 05
0 0

2 0 2 2 0 2

X X
S0 1)

3 3
25 25
2 2
15 15
1 1
05 05
0 0

-2 2 -2 0 2
Figura 1
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Observacion 1.3. En ocasiones las series obtenidas poseen términos nulos y es
mas elegante eliminarlos de la expresién. Precisamente en el ejemplo previo
notemos que

b — 0 si n es par
" ﬁ si n es impar,
de donde la suma
oo
2(—1 4 (~1)" A
nz:l (;;“sen(nx) = ——gsen(z) - 5 sen(3z) — —53 sen(5z)...
podria escribirse
- —4
Y —55——gsen((2n + D).
o (2n+1)

Por lo tanto
f(x)~?72r+n§_:l <3_(n_2 S >cos na +Z< 2n+1 >sen((2n+l)x).

Ejercicio 1.1. Hallar la serie de Fourier de las siguientes funciones definidas
en el intervalo [—m, 7]

1. fla)=n
2. f(z) = sen(x)
3. f(z) = cos(x)
1. f(z) = 7 + sen(x) + cos(x)

Ejercicio 1.2. Encontrar la serie de Fourier para las siguientes funciones definidas
en el intervalo (—,7]:

1.

0 para —m<x <0,

flx) =
cos(z) para 0<z<m.

2.

-1 para —mw<x<O,

flx) =

1 para 0<z<m,

3. f(z) =a?
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Recordemos ahora las siguientes definiciones:

Definicion 1.0.3. Sea f una funcion definida en un intervalo simétrico con
respecto al origen |[—L, L]. Decimos que f es una funcion par si

f(—JT) = f(l’),VSL' S [_L7L]
y que [ es una funcion impar si
f(—l‘) = —f(x),Vx € [_L>L]

Por ejemplo, 22", n € IN, cos(z), |x| y cualquier combinacién lineal de estas
funciones son funciones pares.

Las funciones 22"~ n € IN, sen(x) y cualquier combinaciofi lineal de estas
funciones son funciones impares.

En el siguiente lema estableceremos las propiedades del producto de funciones
pares e impares. La demostracion es elemental y se deja de ejercicio para el
lector.

Lema 1.1. 1. Si f y g son dos funciones pares, entonces el producto fg es
una funcién par.

2. Si f y g son dos funciones impares, entonces el producto fg es una
funcién par.

3. Si f es una funcién par y g es una funcién impar, entonces el producto
fg es una funcién impar.

Ejercicio 1.3. Determinar si las siguientes funciones son pares, impares o
ninguno de los dos tipos:

a)xd — 2z b)tg(2x) ce d)(x + 2%)* e)ln(z® +1)

Ejercicio 1.4. Demostrar que cualquier funcién puede expresarse como la suma
de otras dos funciones, una que es par y la otra impar. Es decir, para cualquier
funcién f, cuyo dominio contiene a —z siempre que contenga a x, demuestre
que existen una funcién par g y una funcién impar h tales que f(z) = g(x) +
h(z).

Ejercicio 1.5. Demostrar que la derivada de una funciéon par es impar y que
la derivada de una funcién impar es par.
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Observacion 1.4. Notemos que si h es una funcién par, entonces

/LL h(z)dz = 2/OL h(z)dx

y si h es una funcién impar

/L h(z)dz = 0.

—L

Combinando el lema y la observaciéon anteriores podemos establecer las sigu-
ientes propiedades sobre los coeficientes de las series de Fourier de funciones
pares e impares.

Lema 1.2. 1. Si f es una funcién par,

ap = i/oﬂ fx)dz, ap = i/owf(x)cos(mx)dx

b =0,  VmeIN.

2. Si f es una funcién impar,

2 ™
by = — d
7T/0 f(x)sen(mzx)dx

am =0, VYm > 0.

Veamos algunos ejemplos

Ejemplo 1.2. Consideremos la funcién:

flz) ==

definida en el (—7, 7] Como la funcién es impar, se tiene para n =0, 1,... que
an, = 0. Por otro lado, escribiendo

e integrando por partes obtenemos

b 2(—sen(mn) + mncos(mn))
n — = n2 .
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Como sen(nm) =0y cos(nm) = (—1)" resulta

Entonces .
0o _1\nt+
f(z) ~ Z &sen(nx).

n
n=1

Examinemos varias sumas parciales asi como la funcién original:

3 3
2 2
1 1
0 0
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-2 0 2 -2 0 2
X X
S5 )
3 3
2 2
1 1
0 0
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-2 0 2 -2 0 2
X
Figura 2

Observe que la suma S1¢ da todavia una aproximacién bastante pobre debido
a las fuertes oscilaciones (compare con la suma Sig del ejemplo anterior). Ain
en Sko se nota la presencia de oscilaciones, mas pronunciadas en los extremos
del intervalo. Mas adelante comentaremos un poco mas sobre este fendmeno.
Observe que Sy es necesariamente continua en todos los reales (es combinacién
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lineal de senos y cosenos) ademads de ser periédica de periodo 27. Sin embargo,
al extender nuestra f(z) por periodicidad, la funcién resultante no es continua
en los puntos de la forma 7 + 2kw, k € Z.

Ejemplo 1.3. Sea
f(x) = |z|

definida en el (—m, 7]

Esta vez la funcion es par y se tiene b, = 0. Por otro lado

1 (7 2 (7
aoz/ |33|d:n:/ xdr =7
™ J)_n ™ Jo

1 (7 2 [T
an = / |z|cos(nx)dx = / xcos(nx)dx
s ™ Jo

—T

Integrando por partes obtenemos

2(cos(nm) — 1 4+ mnsen(nm))
2 9

Ay =

™
0 sea
2((-)"-1)
Ay = - 5
™
Por ende

Observemos que

—4 sin es impar
0 si n es par

Asi que puede escribirse

Flz)~ T - ZOO 4 scos((2k + 1)z).
2 m(2k +1)
k=0

Veamos sucesivas aproximaciones,
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S2 S 4
4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
-2 0 2 -2 0 2
X X
Sy (0
4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
-2 0 2 -2 0 2
X
Figura 3

2. (Calculo de coeficientes para funciones de periodo
arbitrario

En las dos secciones anteriores hemos obtenido los coeficientes de la serie de
Fourier bajo la hipdtesis de que la funcién f(x) tiene periodo 27. Supongamos
ahora que intentamos reproducir lo hecho para cierta funcién g(z) de periodo
T. Por conveniencia escribamos T' = 2L y notemos que la funcién

tL
=g =
f(t) g(ﬁ)
tiene periodo 27. En efecto

vam =g (CEE) —g (L) =g (%) = roo

™ m
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donde hemos utilizado en la antetltima igualdad el hecho de que g tiene
periodo 2L. Ahora bien, para f sabemos que

f(t) ~ %ao + Z ancos(nt) + bysen(nt)

n=1

donde los coeficientes se calculan segin (1.3),(1.4) y
escribir, llamando x = %

(1.5). Luego podemos

1 > nwx nwx
g(x) = = 540 + E:Iancos (T) + b,sen (T) )
n=
O sea

—i—Zancos( )—i—b sen(mm>,

2.10
a (210)

donde los coeficientes pueden calcularse directamente a través de g. En efecto

cambiando de variables en (1.3),(1.4) y (1.5), se tiene por ejemplo

1 ™
an = — 7ﬂf( Jcos(nt)d / f wx 0s nzx)Zd
o sea,
1 [
an = /L g(x)cos(?)daz.

Anélogamente

Observemos que en ocasiones se expresan estas igualdades utilizando el periodo
T lo que resulta

T
=7 [ olwreos
2 [z 2nmx
=7 | , d(a)sen(= )
2 [%
w=7 [ gz
2
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Ejemplo 2.1. Calcular la serie de Fourier de la funciéon

f(l"):{seno -1<xz<0

(rz) O0<z<1

definida en el intervalo (—1,1] y extendida por periodicidad.

FEn este caso T' = 2 o L = 1, luego los coeficientes se calculan mediante las

férmulas:
1 1 2
aoz/ f(x)dx:/ sen(mx)dr = —,
—1 0 s
1 1
an, = / f(:z)cos(nﬂ'x)da::/ sen(mx)cos(nmz)dx
—1 0
0 n=1
= -1 .
1 1
b, = / f(x)sen(nwm)dm:/ sen(mx)sen(nmx)dx
-1 0
0 n#1
- 1 n=1.
2
Luego,
F@) ~ 2+ 3 (1) + Deos(nma) + Esen(r)
z) ~ 2, S cos(nmz) + 5 sen(mz

Veamos en la figura 4 el grifico de algunas sumas parciales y de la funcién f.
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S2 S )
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
04 04
0.2 0.2
0 0
-1 -05 0 05 1 -1 =05 05 1
X
Sy f(x)
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
04 04
0.2 0.2
0 0
-1 -05 0 05 1 -1 =05 0 05 1
X
Figura 4

Ejercicio 2.1. Hallar la serie de Fourier para las siguientes funciones

1.
z+1 para —-—1<z<0,
flx) =
1—x para 0<2x<1

donde f es una funcién de periodo T' = 2.

0 para —2<x< -1,
flx)=<¢ & para —1<z<1,
0 para 1 <x <2
donde f es una funcién de periodo T = 4.
3. f(x)=1-22% -3 <2 <3, donde f es una funcién de periodo T = 6.

Ejercicio 2.2. 1. Hallar la serie de Fourier de

0 para —-1<ax<0,
flz) =
1 para 0<z<1
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donde f es una funcién de periodo T = 2.

2. Utilizar el desarrollo encontrado en el item anterior para demostrar la
siguiente igualdad

oo

™ 1 1 1 (—1)"
14 4. =
4 3T5 77 7;)2714—1

3. Series de Fourier de senos y de cosenos

Como hemos visto en la seccién anterior, si la funcién f : [-L,L] — R
a desarrollar en serie de Fourier es par, su serie contendra sdlo los términos
correspondientes a los cosenos, mientras que, si la funcién es impar, su serie
contendrd sélo senos.

Como veremos mas adelante en ocasiones es de interés desarrollar una funcién
f:]0,L] — IR utilizando sélo senos o cosenos atin cuando dicha funcién no sea
impar o par. Ese desarrollo es posible y se llama desarrollo en serie de senos o
COSenos.

Supongamos entonces que dada una funcién f : [0, 7] — IR, deseamos obtener
su serie de cosenos. En este caso, lo que hacemos es extender la funcién por
paridad al intervalo [—m, 7] y por periodicidad, la definimos en IR. La funcién
extendida f es una funcién par en el intervalo [—m, 7] y los coeficientes del
desarrollo de Fourier se obtienen mediante las férmulas dadas en el lema 1.2.
Observemos que los desarrollos de f y f coinciden en el intervalo [0, 7], y
asi obtenemos el desarrollo en serie de cosenos deseado.

En forma andloga, si deseamos obtener el desarrollo en serie de senos de una
funcién f : [0, 7] — IR, con f(0) = 0, extendemos esta funcién por imparidad
y calculamos el desarrollo de Fourier de la funcién extendida f mediante las
férmulas dadas en el lema 1.2. Nuevamente, obtendremos una serie de Fourier
que coincidird con la serie de Fourier de senos de f en el intervalo [0, 7].
Tlustremos estas ideas con un ejemplo:

Ejemplo 3.1. Calculemos la serie de Fourier de cosenos de
f(x) = a(z—m)

definida en [0, 7]. Como extendemos a la funcién por paridad sélo hace falta
calcular a,,. Notemos que no es necesario escribir la funcién extendida, ya que
por las férmulas dadas en el lema 1.2, s6lo necesitamos conocer la definicién
de la funcién en el intervalo [0, 7].

168



Capitulo 7. Series de Fourier

Tenemos que

T Yy
2 (7 n
ap, = 7(/0 z(z — m)cos(nz)dr = — ((—=1)" + 1)

Luego, la serie de Fourier de cosenos es

2

f(z) ~ —% + Z %((—1)” + 1)cos(nz).

I
S

n

Eliminando los términos nulos queda

)

() ~ T Z cos](;kx)'

6 k=1

Ejemplo 3.2. Calculemos la serie de Fourier de senos de

f(z) = z(x —m)

definida en [0, 7]. Como extendemos a la funcién por imparidad sélo hace falta
calcular b,,. Recordemos que no es necesario escribir la funcién extendida.
Tenemos que

2 (7 4 -
by, = /0 z(z — m)sen(nx)der = — ((—=1)" = 1)

m mnsd

Luego, la serie de Fourier de senos es

— 4
~ Z ﬁ — 1)sen(nx).
n=1

Eliminando los términos nulos queda

—8 = sen((2k + 1)x)
@~ e

FEjercicio 3.1. 1. Desarrollar la funcién f(x) = z, 0 < z < 2, en serie de
COSenos.

2. Utilizar el desarrollo obtenido para demostrar la siguiente igualdad:

72 1 1 > 1
L 1+ = -
g TyEtet ;(2%1)2
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Ejercicio 3.2. Desarrollar en serie de senos la funciéon

0 para 0<t<m,
f&)y=<9 1 para =<t<2n,
2 para 27 <t <37

donde el periodo de f es T = 6.

Ejercicio 3.3. Desarrolle la funcién f(x) = sen(z) definida en [0, 7], en serie
de cosenos. Y la funcién f(z) = cos(x) definida en [0, 7], en serie de senos.

Ejercicio 3.4. Desarrolle la funcién f(x) = 2% + 7 definida en [0, 7], en serie
de senos.

4. Interpretacion geométrica.

Las sumas parciales de Fourier admiten una interpretacién geométrica sen-
cilla, sin embargo para comprenderla hace falta introducir ciertos conceptos.

Definicion 4.0.4. Un producto interno en un IR—espacio vectorial V es una
aplicacion (,) : V x V. — IR que satisface:

1. {av + bw,u) = a{v,u) + b{w,u), para todo u,v,w €V y a,b € R.
2. (v,w) = (w,v), para todo v,w € V.
3. (v,v) >0, para todov € V y (v,v) =0 si y sdlo si v =0.

Ejemplo 4.1. En IR™ podemos definir un producto interno de la siguiente man-
era. Dados z = (1,22, ...,2Zn) ¥ ¥ = (Y1, Y2, -.-, Yn ), €scribimos

n
=1

Evidentemente con esa definicién

(z,y) = (y, 7).

Por otro lado se tiene, llamando z = (21, 22, ..., 2n),

n

(ax +by,z) = Z(axi +byi)zi = aZazizi + beizi
i=1 i=1 i=1
= az,z) + by, 2).

170



Capitulo 7. Series de Fourier

Por 1ltimo,

n
y ademéds si (z,7) = Y 2 = 0 entonces, como z? > 0, deben ser todos los
i=1

Ejemplo 4.2. Si f y g son dos funciones periddicas, entonces af + bg, con
a,b € IR, resulta periddica. Por lo tanto el conjunto de todas las funciones
periédicas forman un espacio vectorial real. Las funciones periédicas continuas
forman un subespacio, al que notaremos, cuando el periodo sea 27, C(IR/Z).
En este subespacio se puede definir el siguiente producto interno

(f.9) = % _7r f(z)g(x)dz.

Notemos que esta definicién puede pensarse como una generalizacién de la
dada para IR™ en el ejemplo anterior si uno aproxima las integrales por sumas
de Riemman (el factor % es un factor de normalizacién como se vera mas
adelante).

Para probar que lo anterior define un producto interno se deben verificar las
propiedades de la Definicion 4.0.4. En efecto, para funciones f, g, y h continuas
se tiene:

1 (7 1 (7 1 (7
(af +bg, h) = / (af +bg)hdx = a/ fhdx + b/ ghdx
T 7['

- T J—x -

= a(f,h)+b(g,h).

Por otro lado es evidente la identidad (f, g) = (g, f), por lo que sélo resta ver
la dltima propiedad, la cual sélo requiere cuidado a la hora de probar que

(f,f)=0=f=0.

En efecto si

— fA(x)dx =0
™ —T
debe ser f = 0, ya que, de otro modo, existiria zg € (—m,7) tal que f(xg) # 0
y por ende f?(xg) > 0. Pero, por ser f? una funcién continua (en virtud de
que f lo es), resulta que existe un entorno (xo — €, xo+¢€) C (—m, ) en el cual
f2(z) > f?(x0)/2. Entonces

xro+e€

0=2 [ P@iez L [T P> o) >0,

0—€

absurdo que provino de suponer que f(zg) # 0.
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Otro concepto que necesitamos es el de norma de un elemento de un espacio
vectorial. Las normas sirven en particular para ”medir” distancias. Esto es,
para darnos informacién acerca de cuan cerca o lejos estan los elementos de
un espacio vectorial entre si.

Para x € R", x = (x1, 22, ..., Tp,) se estila definir la norma del siguiente modo

loll = \/a3 +a3 + ... + a2

Naturalmente esta definicion tiene un fuerte contenido geométrico, ya que el
numero obtenido de ese modo nos da la distancia euclidea del punto x al
origen. Y desde luego aplicado a una diferencia de vectores ||z — y||, nos da la
distancia entre ellos.

Lo cierto es que ese concepto originado en IR" puede generalizarse a otros espa-
cios vectoriales més abstractos. El modo de hacerlo es a través de la siguiente
definicién.

Definicion 4.0.5. Dado un espacio vectorial real V' decimos que la aplicacion
-V =R
es una norma, Si verifica:
1. || 2| = |A|||lv]], para todo A € R, v €V
2. vl =0y |lv|| =0 si, y sdlo si, v =0,
3. v+ w| < ||v|| + [|Jwl]|, para todo v,w € V.
Dado un producto interno (-, -), éste siempre define una norma del siguiente

[ull =/ (u, w).

Para demostrar esa afirmacién es necesario verificar que esa definicién satisface

modo:

las tres propiedades de la norma. Dejamos las dos primeras como ejercicio para
el lector que son inmediatas desde la definicién de producto interno. Para
probar la tercer propiedad vamos a precisar la siguiente desigualdad:

Teorema 4.1. (Desigualdad de Schwartz) Sea (-, -) un producto interno sobre
un IR espacio vectorial V', entonces para todo u,v € V se tiene

[{w, v)[ < [lu[f[v]]-
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Dem: Podemos suponer que v # 0 de otro modo la desigualdad es evidente.
Consideremos t € IR y escribamos

0 < (u—tv,u—tv) = (u,u) — 2t(u,v) + t*(v,v),

donde la primer desigualdad se sigue de la definicién de producto interno.
Como v # 0 entonces (v,v) # 0 y la ecuacién anterior nos dice que la funcién

h(t) = (u,u) — 2t(u,v) + t*(v,v)

es una funcién cuadratica que, por ser mayor o igual a cero para todo t, no
puede tener raices reales distintas y por ello su discriminante debe ser menor
o igual a cero. Entonces

4<ua U>2 o 4<’LL, u> <v’ U> <0,
o sea,

[{u, )| <V (w, W/ (v, 0) = [luf|[].

O
Veamos ahora que definiendo ||u|| = /(u,u) se verifica la desigualdad trian-
gular. En efecto,

lu+ol® = (u+v,u+0) = (u,u) + 2(u,v) + (v,v)
lull + 2¢u, v) + |||

Pero, por la desigualdad de Schwartz, tenemos
(u,v) < [u, v)| < [[ull[[v]].
De donde
lu+ o[ < [lull® + 2lfull[oll + [[0* = (lull + [o[)?
y entonces vale la desigualdad triangular
lu+ ol < flull + vl
Gracias a la desigualdad de Schwartz se tiene que

< fwv)
llul|[|v]]
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Esta desigualdad permite definir dngulo entre vectores no nulos de IR™ del

siguiente modo
ang(u,v) = arccos < {u, v) > .

il

En particular si ninguno de los vectores es nulo y (u,v) = 0, los vectores son
perpendiculares. En esta idea se basa la interpretacion geométrica de Fourier,
asi que la definimos para elementos de un espacio vectorial cualquiera.

Definicion 4.0.6. Sean v,w € V no nulos. Decimos que v y w son ortogonales
o perpendiculares si (v,w) = 0.

Definicién 4.0.7. Sea {v,,n € IN} un conjunto de vectores de V. Decimos
que este conjunto es ortogonal si sus vectores son ortogonales dos a dos, ésto
es, (Up,Um) = 0, para todo n,m € IN, n # m. Si ademds, (v,,v,) = 1, el
conjunto se llama ortonormal.

Observemos que los resultados de la proposicién 1.1 se pueden reescribir de la
siguiente manera:

()

2. <sen(nx) > =0y <cos nx) > =0, para todo n > 1.

sin=m

0 sin#m

stn=m

4. (cos(nx), cos(

3. (sen(nzx), sen( { sin#m
={)

5. (sen(nx),cos(mx)) = 0, para todo n,m € IN.

1
Es decir, el conjunto {\@’ sen(nx), cos(mx),n,m € IN} es un conjunto ortonor-

mal.

Notemos también que los coeficientes de Fourier se pueden calcular mediante
las féormulas

ap = (f($), ]->7 an = (f($), COS(TLCL’», bn = <f(x)a Sen(nm»
Observacion 4.1. Para f € C(IR/Z), definimos
1fll2 = V(S f)
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que resulta una norma en C(IR/Z), por lo visto anteriormente.

Sea R(IR/Z) el espacio vectorial de todas las funciones periddicas f : IR — IR,
integrables Riemann en el intervalo [—m,7]. Como todas las funciones con-
tinuas en [—m, 7| son integrables, C'(IR/Z) es un subespacio de R(IR/Z). La
norma || - ||2 se puede extender a R(IR/Z), pero no verifica la propiedad 2
enunciada en la definicién. En efecto, considere la funcién

Evidentemente | f||2 = 0, pero f # 0. A pesar de ésto queremos mencionar
que esta extension de la norma puede hacerse coherentemente redefiniendo la
nocién habitual de funcién y de integral pero utilizando técnicas que escapan
al alcance de estas notas.

Ahora para presentar la interpretacion geométrica de las sumas parciales de
las series de Fourier, precisamos sélo el ultimo ingrediente.

Definicion 4.0.8. Sea V' un IR—espacio vectorial que cuenta con un producto
interno (-,-) y sea T un subespacio de V. Para todo v € V' definimos la proyec-
cion ortogonal de v sobre T, que denotaremos Pr(v), del siguiente modo:

Pr(v)eT Y (v—Pr(v),w) =0 para todo w e S,

o0 sea que la diferencia v— Pr(v) es ortogonal a todo vector de T (ver la Figura

5).
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Figura 5

Veamos que se trata de una buena definicién, es decir que Pr(v) estd univo-
camente definido: en efecto, supongamos que u, z € T verifican

(v—u,w)y=0  paratodo weT, (4.11)

(v—z,w)y=0  paratodo weT. (4.12)

Tenemos, sumando y restando v,
lu—z|? = (u—z,u—2) = (v—2)—(v—u),u—2) = (V—z,u—2) — (V—u, u—2).

Como u y z pertencen a Ty éste es un subespacio, llamando w = u — z, se
tiene que w € T. Usando ahora 4.11 y 4.12

lu—2[* = (v = z,w) — (v —u,w) =0

y entonces u = v. Por lo tanto la proyeccion, en caso de existir, es iinica. Nat-
uralmente ésto nos lleva al punto de la existencia, lo cual puede responderse,
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en general, ficilmente para subespacios T" de dimensién finita. Sin embargo,
para no extender la exposicién, vamos a concentrarnos en las series de Fourier.
Sea entonces f una funcién continua y de periodo 2w, o sea C(IR/Z), consid-
eremos las funciones de C(IR/Z) del siguiente conjunto

B, = {1, cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x), ..., cos(nz), sen(nx)} .
Si llamamos T}, al subespacio generado por esas funciones
T, = (1,cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2z), ..., cos(nx), sen(nx)),

vemos que T;, tiene dimensién finita y ademas el conjunto B, es una base
ortonormal de T,.
Si miramos la suma parcial

Sn(f) = % + ajcos(z) + bisen(z) + ... + ancos(nx) + bysen(nx)

tenemos que S,(f) € T, por ser combinacién lineal de los elementos de su
base. Ademds si examinamos la diferencia f — S, (f) vemos que

(f=5n(f),1) =0,
(f = Sn(f),sen(jz)) =0 para todo 1<j<n,
(f

O sea que f — S, (f) es ortogonal a todos lo elementos de la base de T,,, pero
eso indica que f— S, (f) es ortogonal a todo T},. En efecto, si w € T), entonces

(
Sn(f),cos(jx)) =0 para todo 1<j<n.
)

w = % + arcos(xz) + bysen(z) + ... + ancos(nx) + bysen(nz).

Luego

a ~
(F = Sulf)w) = Ff = SulF). ) +ar(f = Sulf), cos(z)) +
bi(f — Sn(f),sen(z)) +...= 0.
Es decir, para una f dada, las sumas parciales de Fourier S,,(f) son las proyec-
ctones ortogonales sobre los subespacios T,.

Proposicion 4.1. (Pitagoras) Sean v y w dos vectores ortogonales en un espacio
vectorial con producto interno, entonces

lu+ol* = [lul® + ol
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Dem: Se tiene
Ju+ ] = (u+v,u+v) = (u,u) + 2(u,v) + (v,0) = [Jul]* + ||v]?

pues (u,v) =0. O

Observemos que, por Pitdgoras y el hecho de que la suma parcial de Fourier
Sn(f) es la proyeccién ortogonal sobre Ty, se tiene que f —Sy(f) es ortogonal
a Sy(f), pues Sy(f) € Tn. Luego, como

f=(—=5n(f))+Sn(f),

aplicando Pitdgoras, obtenemos

IF1Z = 11f = S (DI + ISn (HII.
El siguiente lema explota esta identidad pero la escribe en términos de los
coeficientes de Fourier de f.

Lema 4.1. Sea f € R(IR/Z) y sean ag = (f(x),1),a, = (f(x),cos(nz)),
bn, = (f(z), sen(nz)) los coeficientes de Fourier. Sea

N
24 Z ancos(nz) + bpsen(nz).

SN(QJ> = B

n=1

Entonces
a? N
I = Snll? = 1£1 - (; +Zai+b3)
n=1

para todo NV € IN.

Dem: De la igualdad obtenida anteriormente tenemos que

1f = Sn(DIP = ILFIZ = 1Sv (I (4.13)

Observemos ademaés que

N
+Y a4} (4.14)

n=1

ISn(f)II* = (S, Sn) =

w\o%

Reemplazando 4.14 en 4.13 obtenemos la igualdad enunciada en el lema. O

Teorema 4.2. (Desigualdad de Bessel) Sea f € R(IR/Z) con coeficientes
de Fourier ag, a,, by, n € IN. Entonces

@ x~2 ;21 [" 2
2+Zlan+bnsﬁ/_w|f<x>| s
n—=
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Dem: Por el lema 4.1 tenemos
a2 N
5+ an+bn <13
n=1

para todo N € IN. Luego, tomando limite cuando N tiende a infinito, tenemos
el resultado que enunciamos. O

5. Nociones de Convergencia.
En esta seccién vamos a comentar en qué sentido vale la igualdad

1 o0
flz)==ap+ Z ancos(nz) + bpsen(nz).
2
n=1
Para ello definimos dos diferentes tipos de convergencia, la convergencia en
norma || - ||2 y la convegencia puntual. Existen otros tipos de convergencia

pero no seran tratadas en este libro.

Definicién 5.0.9. Sea f € R(R/Z) y {fu}, |
Decimos que f, converge a f en norma || - ||2 si

N una sucesion en R(IR/Z).

I — fall2 = 0.
Jm |[f = fallz=0

Definicién 5.0.10. Sea f una funcion definida en un intervalo I y {fn},cIN
una sucesion de funciones definidas en I. Decimos que f, converge a f pun-
tualmente si

para todo x € 1.

Note que la convergencia en norma || ||2 dice que las diferencias f — f,, tienden
a cero si las mido a través de la integral

[ s

y la convergencia puntual, dice a su vez que para cada x fijo la sucesion
numérica f,,(z) tiende al ntimero f(z).
El siguiente teorema lo enunciamos sin demostracién (puede verse en el libro

[4])
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Teorema 5.1. Sea f : IR — IR una funcién periddica e integrable Riemann en
[—m, 7]. Entonces la serie de Fourier de f converge a f en norma || - [|2. Esto
es, llamando

N
ao
Sn(f) = 5t Z ancos(nx) + bpsen(nx),
k=1
se verifica
m |[f = Sn(f)ll2=0
N—oo
Un corolario inmediato del teorema previo y del lemma 4.1 es la siguiente
identidad

Teorema 5.2. (Identidad de Parseval) Sea f € R(IR/Z) con coeficientes de
Fourier ag, ay, b,,n € IN. Entonces

(" 2 ag - 2 2
- do = 20 b
IR SO

Veamos ahora un resultado clasico sobre convergencia puntual de la serie de
Fourier

Definicion 5.0.11. Sea f: IR — IR periddica, de periodo 2m. Decimos que f
es continuamente diferenciable a trozos si existen numeros reales

T =< <..<Tpr=T

tales que para todo 1 < j <, la funcidén f|(x]._17$j) es continuamente diferen-
ciable.

Observacion 5.1. Note que f puede ser continuamente diferenciable a trozos
pero discontinua en alguno o en todos los x; de la definicién previa.

Teorema 5.3. Sea f : IR — IR, 27 periddica y continuamente diferenciable a
trozos. Consideremos los intervalos I, = (zg, Tg+1), con

— T =r<r<..<T =T,
tales que f|, es continuamente diferenciable. Se tiene que

lim S, (f)(x) = f(x)

n—oo
r—1
para todo x € |J I y para los puntos xj, se tiene que
k=0

lim_ -+ f(z)+lm_ - f(z)
lim S, (zg) = . : :

n—oo 2
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Note que si la f es continua en los x; entonces sus limites laterales coinciden
con f(xy) y entonces alli
Jim Si(z1) = f(2).
Ejemplo 5.1. Consideremos el dado en el Ejemplo 1.3. Alli desarrollamos la
funcién f(z) = |z|. Observe que es diferenciable con continuidad a trozos.
En efecto, f es diferenciable en (—m,0) U (0,7). Luego para cualquier z €
(—m,0) U (0, 7) debe ser
lim S, (z) = f(x)

n—oo

(hecho que se visualiza en los graficos que reproducimos una vez mas debajo)

S2 S )
4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
-2 0 2 -2 0 2
X X
S (x)
4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
-2 2 =2 0 2
Figura 6

Pero ademds |z| es continua en 0 luego
lfm S,(0) = £(0) = 0,
n—oo

lo cual también es visible en los gréficos.
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Ejemplo 5.2. Sea
-1 si ze(—m0)
f@) = { 1 si xze€l0,n)
Evidentemente f es diferenciable con continuidad a trozos en los intervalos
(=m,0) y (0,7), sin embargo es discontinua en x = 0. Por lo tanto las sumas
parciales deben converger puntualmente en los x € (—m,0) U (0,7). Pero en
x = 0, segun el Teorema anterior, deben converger a

limx—>0+f(x) + llm:c—%)*f(x)
2
Los graficos siguientes confirman ésto

=0.

Sl(x) Sm(x)

2 2

1 1

0 0

-1 -1

%2 0 2 4 4 a2 0 2
S50 1)

2 2

1 1 —

0 0

4 )

2 2

Figura 7

Como ultima observacién notemos que las aproximaciones tienen oscilaciones.
Esto se llama fenémeno de Gibbs y se produce, informalmente hablando, de-
bido a que la discontinuidad introduce aportes significativos en frecuencias
altas que generan las oscilaciones.
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Aplicaciones de las Series de
Fourier

1. Introduccion

Las series de Fourier aparecen en una gran cantidad de aplicaciones. Una de
ellas es en la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales a la que dedicare-
mos este capitulo.

2. Ecuacion del calor

Consideremos el problema de conduccion del calor para una barra recta de
seccién transversal uniforme y material homogéneo. Se elige como eje x el eje
de la barra y como x = 0 y x = ¢ a los extremos de la barra. Suponemos
que los lados de la barra estan perfectamente aislados, de modo que no hay
transferencia de calor a través de ellos. Consideramos que las dimensiones de
la seccion transversal son tan pequenas que la temperatura puede considerarse
constante en cualquier seccion transversal. Esto es, la funcién, que llamaremos
u, que describe la temperatura en cada punto de la barra puede considerarse
una funcién de = y de t. Asi, u(z,t) es la temperatura en el punto = en el
tiempo t.

La variacion de la temperatura en la barra estd regida por la siguiente ecuacion
obtenida por Fourier, y llamada comunmente ecuacién de conduccion del calor,
o simplemente ecuacion del calor. Esta ecuacion tiene la forma

Pugy = uy, O<z<¥ t>0, (2.1)
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en donde o? se llama constante de difusién térmica. Esta constante depende
sélo del material del que estd hecha la barra en términos de variables fisicas
tales como la conductividad térmica, la densidad y el calor especifico del ma-
terial de la barra.

09
3
o
5 08
;
0
a
E0T}
0
'.

06f

05

X
Figura 1

Debido a la presencia de la derivada primera en la variable temporal u; es
necesario proveer a la ecuacién de datos iniciales (en cierto tiempo inicial).
Supondremos entonces que se da por conocida la distribucién inicial de la
temperatura en la barra, ésto es

u(z,0) =up(x), 0<z<Y,

donde up(z) es una funcién dada. Ademds y debido a la presencia de derivadas
segundas en la variable x (u,, ) debemos dar dos condiciones conocidas para
esa variable. Esas condiciones las llamaremos condiciones de contorno. Usual-
mente se supone dada la temperatura en ambos extremos de la barra. Para
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ejemplificar supondremos que la temperatura siempre es 0 en dichos extremos,
ésto es,

u(0,t) =0, wu(l,t)=0,t>0. (2.2)

El problema fundamental de la ecuacién del calor es hallar una funcién u(z, t)
que satisfaga la ecuacion del calor sujeta a la condicién dada y a las condiciones
de contorno.

Para hallar la funcién u(z,t) vamos a utilizar el método conocido como sep-
aracion de variables. Este método consiste en suponer que u puede escribirse
como un producto de funciones, una de las cuales sélo depende de x y la otra
solo depende de t, ésto es,

u(z, t) = f(x)g(t),

donde suponemos que f(x) # 0y g(t) # 0.
Reemplazando en la ecuacién 2.1 tenemos que

a2 f"(x)g(t) = f(2)g'(1).

O equivalentemente,

) _ g'(@)

f@) ~ oyt
Para que estos cocientes sean iguales deben ser constantes, es decir
O
f@)  a?g(t)
con k € IR. Por otro lado, las condiciones 2.2 implican que f(0) =0y f(¢) = 0.
Entonces, debemos hallar funciones no nulas f(x) y g(t) tales que

{ f'(@) = kf(x) =0 y
f(0)=0,f(£) =0

Comencemos buscando f(z). El polinomio caracteristico asociado a la ecuacién

g (t) — ka’g(t) = 0.

diferencial que define a f es 2> — k, cuyas raices seran reales distintas, reales
iguales o complejas segin k sea positivo, cero o negativo, respectivamente.
Analicemos cada uno de estos casos:

1. Si k > 0, las raices son vk y —vk. En este caso,
flx) = aeV 4 pe~Vhe,

Para que se verifiquen las condiciones f(0) =0y f(¢) = 0, las constantes
a y b deben ser 0 y por lo tanto f(x) = 0, por lo que debemos descartar
este caso.
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2. Si k =0, el polinomio caracteristico tiene a 0 como raiz doble y entonces
f(x) = a + bx. Nuevamente, para que se verifiquen las condiciones de
borde, a y b deben ser 0 y obtenemos la funcién nula. Por esta razén
descartamos este caso.

3. Si k < 0, las raices del polinomio caracteristico son —ki y —v/ —ki.
Luego,
f(z) = acos(vV —kx) + bsen(vV —kzx).

Para que f(0) = 0, se debe verificar que a = 0 ya que f(0) = a. Para
que f(£) =0, se debe verificar que

bsen(v/—kl) = 0.

Como buscamos una soluciéon no nula, debemos pedir que b # 0 y por lo
tanto,

sen(v/—kl) = 0.

Esto se cumple si v —kf = nm, con n € IN. Es decir,
nm 2
k= (7) .
L

Resumiendo, hemos obtenido que k puede tomar infinitos valores de la forma

k=— (”7”)2 y por lo tanto, para cada valor de n € IN obtenemos una funcién

TL7T[L‘>

fn(x) = bpsen (7

que verifica lo pedido.
Ahora hallemos ¢(t) para los valores de k encontrados anteriormente. La fun-
cién g debe verificar la ecuacion

Luego, ,
nmwo ) t

gn(t) = cne_( ¢

Hemos obtenido una familia de funciones

Up(x,t) = bpsen (?) e_(#)zt

que verifican la ecuacién del calor y las condiciones de borde. Observemos
que hemos renombrado las constantes y que estas funciones, en general, no

186



Capitulo 8. Aplicaciones de las Series de Fourier

verifican la condicién inicial, por lo que no hemos resuelto atin el problema.
La idea para construir la solucion que verifique ademas las condiciones iniciales
se basa en que sumas arbitrarias de cualesquiera de las soluciones obtenidas
son soluciones de la ecuacién del calor que respetan las condiciones de contorno
(todas ellas se anulan en los extremos de la barra y por ende lo hard una suma
cualquiera de ellas). Un hecho mas dificil de probar, pero que es vélido y
haremos uso de él, es que una suma infinita de estas funciones

u(z,t) = i bpsen <n77;:n) o—(252)t
n=1

define una nueva funcién que verifica la ecuacién del calor y las condiciones de
borde para cualquier eleccion de los coeficientes b,. Veamos cémo se calculan
los coeficientes b,, para que u(z,t) verifique la condicién inicial. Si evaluamos
u(z,t) en t = 0 obtenemos

u(x,0) = i bpsen (?) = up(x)
n=1

Luego, los coeficientes b,, son los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier
de senos de la funcién ug(x).

Ejemplo 2.1. Hallar la solucién del siguiente problema de conduccién del calor:

Uy = 4y O<zr<2,t<0
u(0,t) =0, wu(2,t) =0, t>0
u(z,0) = 2sen (%) — sen(mx) + 4sen (23%) 0<z<2.

Como hemos visto en el desarrollo realizado anteriormente, tomando a? = %

y £ = 2, la solucién del problema del calor es:
s nwm 2
u(zx,t) = z_:lbnsen (?) e () t

donde los coeficientes b,, son los coeficientes del desarrollo de Fourier de senos
de la funcién

Fla) = 25em () — sen(ma) + dsen <5“2x> .

Observemos que esta funcion ya esta desarrollada en serie de Fourier de senos,
donde

by = 2, by = —1, bs = 4, Y b, =0 paran #1,2,5.
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(e, t) = 2sen () (D  sen(ra)e (D) 4 dsen (5”) ),

Ejercicio 2.1. Encuentre la solucién del problema de conduccion del calor:

100u,e = uy O<zr<l, t>0

u(0,t) =0, u(l,t) =0, t>0

u(z,0) = sen(2mx) — 2sen(bmx)
Ejercicio 2.2. Considere la conduccién del calor en una varilla de 100 cm de
longitud, con coeficiente de difusion 1, y cuyos extremos se mantienen a 0

grados, para todo ¢t > 0. Halle una expresién para la temperatura u(z,t), si la
distribucién inicial de temperaturas en la varilla se expresa por:

u(z,0) = 50, 0 <z < 100.

u(z, 0) = x 0<z<50
1 100 — 2 50 < 2 < 100.

3. Ecuacién de ondas
La ecuacion en derivadas parciales
QPugy =up, 0<z <, t>0,

se llama ecuacién de ondas. En ese contexto u(x,t) representa el desplaza-
miento transversal de una cuerda en un punto z en el tiempo t.
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u(x,t)

>

\4

Figura 2

2

Una vez méas o involucra ciertos paramatros fisicos que dependen unicamente

de propiedades de la cuerda. Para resolver la ecuacion de ondas vamos a dar
nuevamente dos condiciones de borde:

u(0,t) =0, u(l,t) =0, t>0,

que en este caso indican que la cuerda tiene los extremos sujetos y por ello el
desplazamiento es nulo. La diferencia fundamental con la ecuacién del calor,
es que ahora aparece una derivada segunda temporal por lo que debemos dar
ademds dos condiciones iniciales:

1. Posicién inicial de la cuerda:

u(z,0) = up(z), 0<zx</

2. Velocidad inicial de la cuerda:

ut(z,0) = vo(x), 0<z <Y,
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donde ug(z) y vo(z) son funciones conocidas.

Para que los datos iniciales sean compatibles con las condiciones de contorno
pediremos que up(0) = ug(£) =0y vo(0) = vo(¢) = 0 es decir que inicialmente
la cuerda esta sujeta a los extremos y su velocidad es cero en esos puntos.
Analogamente a lo que hicimos para resolver la ecuacién del calor, proponemos
como solucién una funcién producto de una funcién de x y otra funcién de t

u(z,t) = f(z)g(t),

con f(z) # 0y g(t) # 0. Reemplazando en la ecuacién de ondas tenemos que

o?f"(2)g(t) = f(x)g"(2)-

Luego
=) g"(@)

fl@) — ag(t)

Como el primer miembro depende sélo de la variable x y el segundo depende

exclusivamente de la variable ¢, ambos cocientes deben ser constantes, ésto es

@) g0,

flx) — a?g(t)
con k € R. Las condiciones u(0,t) = 0 y u({,t) = 0 para t > 0 implican que

f(0)=0y f(£) = 0. Luego, las funciones f y g deben satisfacer lo siguiente:

{ ff/;(()?:_olf% :8 vy g"(t)—ka®g(t) = 0.

Primero buscamos f(z). Con el mismo razonamiento realizado en la deduccién
de la solucién del problema de la conduccién del calor podemos concluir que
k=— (%)2, con n € IN. Por lo tanto, para cada valor de n € IN obtenemos

una funcion
nwx)

fn(z) = cpsen (7

que verifica lo pedido. Busquemos ahora las funciones g, (t). Estas funciones
son solucién de la ecuacién

para cada n € IN. Luego,

nmat nmat
gn(t) = apcos <£> + b,sen <£> .
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Obtenemos que para cada n € IN, la funcién

un(x,t) = sen (?) (ancos <n7;at> + b,sen (m;at))

es solucién de la ecuacién de ondas y verifica las condiciones de borde. Notemos

que, en general, estas funciones no verifican las condiciones iniciales.
La suma infinita de estas funciones define una nueva funcién

u(x,t) = Z sen (?) <ancos (m;at) + by sen (m;at))

n=1

que verifica la ecuacion de ondas y las condiciones de borde para cualquier
eleccién de coeficientes a,, y b,. Vamos a ver qué condiciones deben verificar
estos coeficientes para que la funcién u(z,t) cumpla las condiciones iniciales.
Reemplazando ¢t = 0 en u(x,t) tenemos que

u(z,0) = i ansen (?) = up(x).
n=1

Luego, los coeficientes a,, son los coeficientes del desarrollo de Fourier de senos
de up(z) en el intervalo [0, £].
Derivando u(x,t) con respecto a t obtenemos

> t t
ug(x,t) = Zsen (nlg) (—anm;asen <n7;a > + bnm;acos <n7;oz >> .
1

n=

Luego, evaluando en ¢ = 0 tenemos que
nrwQ nwx
ug(z,0) nEZI n—gsen (= vo(z)

Luego, si el desarrollo de vy(x) en serie de Fourier de senos es

vo(x) ~ ignsen (Zg) ,
n=1

los coeficientes b,, verifican la siguiente relacién

/ -
by, = —0bp.

nmwo
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Ejemplo 3.1. Hallar la solucién del siguiente problema:

Wiy = Uy, O<z<4,t>0
u(0,t) =0, u(4,t) =0, t>0
u(z,0) = up(z), w(x,0) =0, 0<z<4

donde
x 0<z<2

uo(:n):{ 44—z 2<xr<A4

Segun lo que vimos, la solucién de este problema es

> t t
t) = Z sen (%) <ancos (n;r) + b,sen (n;r))
n=1

Los coeficientes a,, son los coeficientes del desarrollo de Fourier de senos de
uo(x) en el intervalo [0,4] y los coeficientes by, verifican

donde los coeficientes b,, son los coeficientes del desarrollo de Fourier de senos
de ) = 0. En este caso, b, = 0 para todo n € IN. Luego, b, = 0 para todo
n € IN.

El desarrollo en serie de Fourier de ug(x) es

i 16( ((Qk - 1)m>
~ 2 2° :
k:O (2k —|— 1) 4

Luego se verifica:

16(—1)k
Ap = (2]{7 + 1)271'2
0 sin =2k

stin=2k+1

Por lo tanto la solucién de este problema es:

[e.9]

Z 2k + 1 27r2 (W) cos (W) .

k:0

Ejemplo 3.2. Hallar la solucién del siguiente problema:

Ugre = Utt, O<z<m t>0
u(0,t) =0, u(m,t) =0, t>0
u(z,0) =0, u(z,0)=2a(r—x), 0<z<m
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La solucién de este problema es

o0

Z sen(nx)(ancos(nt) + bysen(nt)).

n=1

En este caso, los coeficientes a,, son nulos ya que son los coeficientes del desar-
rollo en serie de Fourier de senos de ug(z) = 0. Para calcular los coeficientes b,
debemos conocer el desarrollo en serie de Fourier de senos de vy(x) = z(m —x).
Tenemos que

2 1)z).
E py 2k sen(( k+1)x)
k=0

Luego
8 .
— sin=2k+1

bn - 7rn4

0 sin =2k

Por lo tanto la solucién del problema es
= i Lsen(@k + 1)x)sen((2k + 1)t).
— m(2k + 1)*

FEjercicio 3.1. Hallar el desplazamiento u(z,t) en una cuerda eldstica, de lon-
gitud m, fija en los dos extremos, que se pone en movimiento sin velocidad
inicial (u¢(z,0) = 0) a partir de la posicién inicial u(x,0) = f(z), donde:

1.
f(z) = sen(x)
2.
x 0§x<§
flay=¢ T I<g<ir

Ejercicio 3.2. Encuentre el desplazamiento u(z,t) en una cuerda elastica, de
longitud =, fija en los dos extremos, que se pone en movimiento a partir de
su posicién de equilibrio u(z,0) = 0, con una velocidad inicial u:(z,0) = g(z),

donde:
g(x) = { !

T =X

IAINA
LG

x
T

NI e
[VANVAN
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4. Ecuacién de Laplace
La ecuacion de Laplace o del potencial es
Ugg + Uyy = 0.

Las soluciones de esta ecuacién se llaman funciones arménicas, y también
pueden pensarse como soluciones estacionarias de la ecuacién del calor en
dimension 2.

Nosotros vamos a estudiar la solucién del problema de Dirichlet para un
rectangulo. Este problema consiste en hallar una funcién u(x,y) que satisfaga
la ecuacién de Laplace en el rectangulo 0 < x < a, 0 < y < b y que satisfaga
las condiciones en la frontera:

u(z,0) =0 wu(z,b)=h(zx) 0<z<a
u(0,9) =0 wu(a,y) =0 0<y<bd,

donde h(z) es una funcién dada sobre 0 < z < a.

b
Ly
L, L,
L
0
0 a
Figura 3
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A veces, y para simplificar, llamaremos L1, Lo, L3 y L4 a los lados del rectangu-
lo y escribiremos, por ejemplo en las condiciones de contorno anteriores, u = 0
en L1,L2y Lyyu=hen Ls.

Como para las ecuaciones del calor y de ondas, proponemos como solucién de
este problema una funcién del tipo

u(z,y) = f(x)g(y),

con f(x) # 0y g(y) # 0. Reemplazando en la ecuacién de Laplace tenemos
que

f(@)g(y) + f(x)g"(y) = 0.

Luego
=) 9"(y)

f(x) 9(y)

Nuevamente, la tinica posibilidad para que estos cocientes sean iguales es que

sean constantes, es decir

J"(x) Jg"(y)

flx) — gly)

Ademis, las condiciones u(0,y) = 0, u(a,y) = 0 y u(z,0) = 0 implican que
f(0) =0, f(a) =0y g(0) = 0. Luego las funciones f(x) y g(y) satisfacen:

{ f'x) =kf(x) =0 y { J"(y) + kg(y) =0
f(0) =0, f(a) =0 g(0) =0

Como hemos visto en los casos anteriores, resulta que

nmH 2 nwe
k=-— (7) y  falx) = Brsen (*)
a a
para cada n € IN. Tenemos entonces que ¢g(y) debe verificar la ecuacién
nm 2
9"(y) - (*) 9(y) =0.
a
Luego,
nmy _nmy
9(y) = ane @ + e«
para cada n € IN. Para que se verifique la condicién inicial g(0) = 0, es

necesario que
Yn = —Qp.

Por lo tanto

nwTy _n7my

gn(y) = anle e —e
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un(x,y) = Bpsen <7n7rx> (e% — e*%)
a

es solucién de la ecuacién de Laplace para todo n € IN. Vamos a proponer
entonces que la suma infinita de estas funciones

o0
u(z,y) = Zﬁnsen (sz) (e% — 6_%)
n=1

también sea solucion de la ecuacion de Laplace.
Supongamos que el desarrollo en serie de senos de la funcién h(x) en el intervalo

[0,a] es N
h(zx) ~ Z bpsen (?)
n=1

Para que la funcién u(x,y) verifique la condicién u(x,b) = h(z), esto es,

u(zx,b) = iﬂnsen (@) (enTﬂb - efnTﬂb) = h(z),
n=1

a

los coeficientes [3,, deben verificar la siguiente relacién:

nmb _nmb

Bn=(e e —e o) tb,
Ejemplo 4.1. Resolver el siguiente problema:

Ugz + Uyy = 0
u(xz,0) =0 wu(z,1)="Tsen(2x) —3sen(7z) 0<z<mw
u(0,y) =0 u(m,y) =0 0<y<l,

Por lo visto anteriormente tenemos que la solucion del problema es
oo
U(£B, y) = Z/anen(nx)(eny - e—ny),
n=1

donde los coeficientes 3, verifican
Bn = (" — e_n)_lbn

y los coeficientes b, son los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de
senos de h(x) = Tsen(2x)—3sen(7z) en el intervalo [0, 7]. En este caso tenemos
que:

b2:7, b7:—3 y bn:() sin7é2,7.
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Por lo tanto, tenemos que

B =T(e* —e )71, Br =3 —e )7 ! y Bn=0 sin#2,7.
Luego la solucién del problema es

u(z,y) = 7 —e ) tsen(2z)(e® —e ) —3(e" —e ") "tsen(Tx) (™ —e™TY).

Para finalizar observemos que con las mismas técnicas se pueden resolver prob-
lemas similares en los que la solucion se anula en tres lados arbitrarios del
rectangulo [0, a] x [0, b].

Usando la notacion de la Figura 3, vemos que es posible resolver

Ugg + Uyy = 0
con las condiciones
u=~h; en In vy u=0 en Lo, L3, L4

o cualquier otra combinacion.
Asi que resolver el problema

Ugg + Uyy = 0
u(z,0) = hi(z) wu(z,b) =ho(x) 0<
u(0,y) = ha(y) wula,y) =ha(y) 0<y S b,
es también posible, buscando primero las soluciones wu; que verifican u; = h;
en L; y cero en los otros lados y luego considerando u = w1 + uo + u3 + uq,
que verifica evidentemente
Ugg + Uyy = 0

pues cada u; lo verifica y, por construccién, cumple ademaés las cuatro condi-
ciones de contorno requeridas.

Ejercicio 4.1. Encuentre la solucién u(z,y) de la ecuacién de Laplace en el
rectangulo
0 <x<2,0<y<1que también satisfaga las condiciones en la frontera

u(0,y) =0, u(2,y) =0, 0<y<l1
U(LL‘,O):O, u(w,l):g(x), 0<z<2,

(x)— T 0<x<1
I =V 122 1<a<2

donde
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Capitulo 9

Numeros Complejos

1. Operaciones con nimeros complejos

En este capitulo recordaremos las propiedades principales de los ntmeros
complejos. Recordemos también que al conjunto de los nimeros complejos @
lo llamamos el plano complejo. Un ntimero complejo z puede representarse
de dos maneras, en forma binomial o en forma polar, y cada una de ellas
tiene sus ventajas y sus desventajas respecto a las operaciones. Repasaremos
brevemente las operaciones basicas con nimeros complejos en cada una de las
representaciones, y como pasar de una a otra.

1.1. Representacion binomial

Un ntimero complejo z € ( se representa en el plano IR? en forma binomial
o cartesiana como z = a + ib. Aqui, distinguimos la primera coordenada, que
llamaremos la parte real de z, Re(z) = a, y la segunda coordenada, su parte
imaginaria I'm(z) = b.

Esta expresion es muy conveniente para la suma y resta de nimeros com-
plejos, ya que se efectian por separado las operaciones de la parte real y la
imaginaria. Si tenemos z; = a; + ib1 y 29 = ag + iba, entonces

21+ 29 = ((11 + ib1> + (a2 + ibg) = (a1 + ag) + i(bl + bg).

21 — k9 = (a1 + ibl) — (a2 + ibg) = (a1 — a2> + i(bl — bg).

Multiplicar un niimero complejo z por un nimero real ¢ se hard multiplicando
la parte real y la imaginaria por c,

c-z=c-(a+1ib) =c-a+ic-b.
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Del mismo modo, dividir un niimero complejo por un real se hara dividiendo
la parte real y la parte imaginaria:
z _a+ib a b

- +1-.
c c c c

Esta representacion nos permite ademés efectuar el producto de dos ntimeros
complejos utilizando la propiedad distributiva usual de los nimeros reales,

2

recordando que i = —1. Tenemos

21 %9 :(a1+ib1)-(a2+ib2):a1‘a2+ia1-b2+ibg‘a2—b1-b2
:(al-ag—bl-b2)+i(a1-b2+b2-a2).

La divisién (o cociente) de nimeros complejos es ligeramente mas compli-
cada, y se efectia utilizando el complejo conjugado de z, que notaremos z
y se define cambiando el signo de la parte imaginaria. Esto es, si z = a + b,
entonces

Z=a—1b.

Por ejemplo, si z = 3+4i, entonces Z = 3—44. Si w = 1—1, entonces w = 1+1.

Para dividir niimeros complejos multiplicaremos el numerador y el denomi-
nador por el conjugado del denominador, y luego efectuamos las operaciones.
Si tenemos z1 = aq + ib1 y 22 = ag + ibg, entonces

! + iby _ (a1 +1iby) - (ag — iby)

29 ag+iby (ag +ib9) - (ag — ibg).

Observemos que el producto en el denominador no presenta mayores dificul-
tades, y en el denominador tenemos un nimero real, ya que

(ag +ibg) - (ag — ibg) = a3 + iag - by — iag - by + b3 = a3 + b3.

Veamos algunos ejemplos numéricos.

Ejemplo 1.1. Sean zy =3+ 44, 20 =1 — 1.
Entonces, la suma es

21+22=0B84+4)+1—-9)=B+1)+4—-1)i=4+3i
v la resta
21—20=3844)—(1—-49)=B—-1)+4+1)i =2+ 5i.
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Ejemplo 1.2. Sean zy =4 — 3i y 20 = 1 + 4. Entonces,
A :(4—31)(14—1)
=4-144-9—3i-1—-3i-4
=4+4+4i—3i+3
=7+41.
Ejemplo 1.3. Sean z; = —1 4 2i y zo0 = 4 — 3i. Entonces,

21 142
29 4 — 31

14274431
4—-31 4+ 3

(14 20)(4 — 30)
25

_2 1
~ 25 25"

1.2. Representacion polar

En este caso, privilegiamos la informacién geométrica del niimero complejo.
Pensando el nimero complejo z = a + ib como un vector (a,b) € IR?, lo
describimos mediante el mdédulo del nimero complejo (su longitud) y el dngulo
f que forma con el eje x.

La longitud del complejo (o la distancia del complejo al origen 0 = 0+ i0) se
obtiene con la generalizacion del moédulo.

ol = Va? + 42

El médulo posee las siguientes propiedades

Utilizando Pitagoras es

1. |2| >0,y |2/ =0 <= z=0+10.
2. Sia e, |az| = |a||7]
3. Siz,w e Q |wz| = |wl||z]

4. Desigualdad triangular: |z + w| < |z| + |w]
Ejercicio 1.1. Pruebe las tres primeras propiedades del médulo.
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Im(z) ,

A
./
Q

Figura 9.1: Representacion binomial y polar

Dado un complejo z definimos el argumento de z como el dngulo que forma
el complejo respecto del eje real positivo o de las x positivas. Naturalmente
ésta es una definicién geométrica y por ende el argumento de un complejo z
posee infinidad de respuestas posibles (ya que dos dngulos que difieren en un
multiplo de 27 se grafican del mismo modo). Veamos un ejemplo: Si z =141
entonces

arg(z) ={n/4+2kr: k€ Z}

O sea que el argumento de un complejo es un conjunto y no un solo angulo.
Debido a esta ambiguedad se define con precisién el argumento principal de
un complejo z como el Unico dngulo a € arg(z) tal que a € (—m, 7]. Utilizamos
la palabra Arg para designar el argumento principal. En el ejemplo previo (o
sea z = 1+1) se tiene

Arg(z) = /4.

Ejercicio 1.2. Pruebe las siguientes propiedades (recuerde que dados dos con-
juntos A y B la suma se define como: A+ B={a+b:ac A,be B}):

1. arg(z + w) = arg(z) + arg(w).

2. Halle un ejemplo donde Arg(z + w) # Arg(z) + Arg(w).
3. Sia € Rso, Arg(az) = Arg(z).

4. —Arg(z) = Arg(z)
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5. Arg(L) = Arg(z)

Ejercicio 1.3. Calcular el argumento y el argumento principal de los siguientes
complejos:

—-10 i
14 V/3i .
2+ 6i 1+

Escribiremos al nimero como
z = |z|(cos(0) + isen(0)),

donde |z| es el médulo del nimero complejo, que se define como
|z] = Va2 + b2

Esta expresion es conveniente para el producto, el cociente, y la exponen-
ciacion de niimeros complejos, gracias a las formulas de De Moivre: si tenemos

z1 = |2z1|(cos(01) + isen(6y)),

29 = |22](cos(b2) + isen(62)),
entonces
21 - 29 = |z1] - |22|(cos(61 + 62) + isen(0; + 02))
S @(005(01 — O2) +isen(0; — 62))
Z9 |ZQ’
2 = |21|*(cos(kOy) + isen(kf)).

Observacion 1.1. Recordemos, finalmente, que en estos tres casos, hay que
reducir el argumento al intervalo [—7,7) sumando o restando multiplos de
27, ya que al hacer (61 + 62), (61 — 62), 6 (k61) podemos caer fuera de este
intervalo.
Ejemplo 1.4. Sean z1 = 2(cos(mw/4)+isen(mw/4)), zo = 4(cos(57/6)+isen(57/6)).
Entonces:

= Para calcular el producto de z; y 25 tenemos:

z1+22 =2-4(cos(m/4+ 57 /6) + isen(w/4 + 57/6))
= 8(cos(13mw/12) + isen(137/12)),

pero éste no es el resultado definitivo ya que 137/12 no estd en el in-
tervalo [—m, 7). Como nos pasamos, restamos 27 y ahora si estd en el
intervalo, y nos queda

21 - 29 = 8(cos(—11mw/12) + isen(—117/12)).
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s Si dividimos z; por z5 tenemos

AR %(cos(w/él —57/6) + isen(w/4 — 57/6))
22

= %(cos(—?w/lQ) +isen(—Tm/12)),

y es el resultado, sin necesidad de reducir el angulo, porque —77/12 €
[_ﬂ-a 7'[‘).

= Si calculamos 21° tenemos:
210 = 21%(cos(107/4) + isen(107/4)).

En este caso, como 27 < 107 /4, debemos reducir el déngulo. Restandole
27 nos queda 7/2, y el resultado es

21%(cos(7/2) + isen(m/2)).

1.3. Pasaje de una forma a otra

Pasar de la forma polar a la forma binomial es sencillo:
Si z = |z|(cos(0) + isen(0), se calculan cos(0), sen(f) y se multiplican con
|z|. Directamente,
Re(z) = |z|cos(8) Im(z) = |z|sen(0).

Para pasar de la forma binomial a la polar, hay que calcular el médulo del
nimero complejo, y su argumento.
Si z = a + ib, su médulo se calcula haciendo

z| = Va2 + b2,
||

Para determinar el dngulo, observemos que

a = Re(z) = |z|cos(8) = v/ a? + b*cos(0)
Va? + b2sen(0)

b=1Im(z) = |z|sen(0)

a

con lo cual
COS(H) = \/TW
sen(f) = %
a’+b
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En particular, de estas dltimas obtenemos

tg(0) sen() b

y podemos calcular el argumento de z a partir de alguna de las tres expresiones

cos(f) a’

anteriores utilizando las funciones inversas arctg(x), arcsen(x) o arccos(x)
segun nos convenga; y tomaremos el argumento siempre en [—7, 7):

a
0 = arccos | ——
<\/a2 +bz>

b
0 = arcsen | ——
<\/a2 —|—b2>

b
0 = arctg <> .
L a

Ejemplo 1.5. Si z = 2i, como su parte real es 0 y su parte imaginaria es 2, no
podemos utilizar la expresion de la tangente. Sin embargo, tanto para el seno

como para el coseno tenemos

0
008(9) = \/ﬁ =0
sen(f) = 2

VETZ
Sabemos que cos(f) se anula en 7/2 + km, con k un nimero entero. A su vez,
sen(f) vale 1 en 7/2 4 2km, k un nimero entero, k € Z. Si tomamos 0 = 7/2
se cumplen ambas condiciones, y ademés 7/2 € [—m, 7).

Como ya calculamos su médulo, |z| = v/0? + 22 = 2, la forma polar de z = 2i
es

z = 2(cos(m/2) +isen(m/2)).
Ejemplo 1.6. Si z = —1, su médulo es |z| = /(—1)2+0%2 = 1, con lo cual
para calcular su argumento tenemos
cos(f) = —1
{ sen(f) =0

y debe ser 6 = 7w 4+ 2k con k € Z para la primera, y 0 = 0+ km con k € Z
para la segunda.

Observemos que 8 = w cumple ambas condiciones, pero no la de estar en el
intervalo [—m, 7). En cambio, § = —7 cumple todas las condiciones. Asi,

z = (cos(—m) + isen(—))
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2. El plano complejo

2.1. Complejo conjugado

Dado z € @ como adelantamos antes, el niimero complejo conjugado de
z = a-+1ibes Z = a — ib. Geométricamente, la conjugacién corresponde a
una reflexién respecto al eje x. Esto sugiere una forma facil para calcular el
conjugado de z si estd en forma polar y z ¢ R, z = |z|(cos(f) + isen(0)):
hacemos z = |z|(cos(—6) + isen(—0)).

No es dificil demostrar que para todo nimero complejo se tiene

2.z = |z|%

En efecto, si z ¢ IR, por las férmulas de De Moivre,

z.z = |z|(cos(0) + isen(0))|z|(cos(—0) + isen(—0))
MZ(COS(O) + isen(0))
= |z|%

SizeR,z=2z2y 2% =]z~
La conjugacién posee entre otras las siguientes propiedades:

1.SiaeR, a=o.

2. Z=z.

3. SizweQuw+z=w+z
4. Sizozwed wz=w Z.

5. zz = |2]

6. z+Z =2Re(z) z—7Z =2Im(z).
T =1

Ejercicio 2.1. Pruebe las propiedades indicadas de la conjugacion.

2.2. Inverso

Todo nuimero complejo z no nulo tiene un inverso multiplicativo, es decir,
existe otro complejo que llamaremos 2! tal que

2l =z2.271=1.
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1

Dado z, para calcular 27 es suficiente efectuar el cociente % Ahora, por las

propiedades vistas anteriormente,

2.3. Moébdulo y distancia

Dados z,w € { se tiene la siguiente propiedad del médulo:
|2+ w| = [2] - Jw].

La demostracion es sencilla, y se obtiene utilizando las formulas de De Moivre.

Observacion 2.1. Para la suma y la resta, en cambio, no valdra una igualdad
semejante.

El médulo |z| de un nimero complejo z = a+ib € @ coincide con la distancia
del punto (a,b) del plano IR? al origen. Asi, tenemos numerosas propiedades
geométricas que se expresaran facilmente en términos del médulo de niimeros
complejos.

Una propiedad importante que ya vimos es la desigualdad triangular:
dados z,w € { tenemos:

2+ ] < || + ]

Recordando la suma de nimeros complejos (o de vectores en IR?), estamos
diciendo que en el tridngulo de vértices 0, z y z + w, la longitud del lado que
une los vértices 0 y z + w es menor que la suma de las longitudes de los lados
que unen 0 con z, y z con z + w.

Otra propiedad importante es que

2 —w| = |[2] — [w]].

Vamos a demostrarla porque es importante y la necesitaremos mas adelante
para acotar el modulo de fracciones con niimeros complejos en el denominador.

Proposicion 2.1. Dados z,w € {, se tiene:
|z —w| = []z| = w]].
Para demostrarla, observemos que
2l = [z —w+w| < [z — w[ + |w]
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(en la ultima utilizamos la desigualdad triangular), con lo cual tenemos que
2| = Jw| <[z —wl.

Si repetimos esta cuenta comenzando con w,

jw| = |w =2+ 2] <fw—z[ + 2] =< |z —w[ + [7]
(va que |a] = | — a|), y ahora nos queda
w| = 2] < |z = wl.

Juntando las dos desigualdades, obtenemos
2] = w| <z —wl|,  |w|—|2] < |z —wl,

o lo que es lo mismo,
2] = Jwl [ < [z —wl,

y esto termina la demostracion.

Muchas veces nos convendra recordar que |z — w| se puede interpretar como
la distancia entre z y w.

FEjemplo 2.1. Hallar todos los z € ( tales que |z| < |z — 2i].

Observemos que |z| es lo mismo que |z — 0|, y se puede pensar como la
distancia de z al origen. Por otra parte, podemos pensar |z — 2i| como la
distancia de un complejo z al 2i. Entonces, la desigualdad nos pide los z € @
que estan mas cerca del 0 que del 2i.

Para hallarlos, determinemos los que estan a igual distancia de ambos niimeros
complejos. No es dificil ver que los puntos de la recta paralela al eje z que pasa
por ¢ equidistan de 0 y 2. Vemos entonces que los niimeros complejos que estan
debajo de la misma cumplen la desigualdad, y podemos describir entonces la
solucién como

{z€ T:Im(z) < 1}.

Conviene representar graficamente la situacion a medida que se lee el parrafo
anterior: si no lo hizo, hagalo: busque un papel, trace los ejes, marque los
puntos 0 y 27, y la recta paralela al eje x que pasa por i. Ahora, elija un punto
cualquiera del plano y observe que si estd por encima de la recta, estd mas
cerca del 2i que del 0 (y si estd por debajo de la recta, estd mas cerca del 0
que del 2i).

Esta nocién de distancia nos permite describir una circunferencia en el plano
complejo de manera muy sencilla.
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Definicién 2.3.1. La circunferencia Cy(zo) centrada en zy de radio r es el
conjunto

Cr(z0) ={2€Q: |z—2| =71}
De la misma manera, podemos definir otros objetos geométricos:

Definicién 2.3.2. Un disco abierto D,(zg) centrado en zy de radio r es el
conjunto:
Dy(z0) ={z€Q: |z— 2| <r}.

Si a un disco abierto de radio R le quitamos un disco cerrado con el mismo
centro pero de radio v < R, nos queda un anillo que lo podemos describir
como

A r={2€0:r<|z—2]| <R}

Observacion 2.2. Es posible definir discos cerrados, tomando |z — zo| < 7, y
también anillos cerrados (o semi cerrados) cambiando las desigualdades, por
ejemplo

{zeQ:r<|z— 2| <R},

{ze:r<|z— 2| <R},

{ze0:r<|z—2]| <R}

3. Nociones de topologia del plano complejo

Para estudiar funciones definidas en (@ necesitaremos ciertos conceptos de
tipo topoldgico, que vamos a introducir con las siguientes definiciones.

Definiciéon 3.0.3. Un conjunto A C ( se dice abierto si para cada zy € A
existe un numero real v > 0 tal que el disco abierto

D,(z0) ={z€Q: |z— 2| <71}
estd contenido en A.
Ejemplo 3.1. Los siguientes son conjuntos abiertos:
1. Un disco abierto de radio r > 0, D,(z).
2. El plano complejo @

3. El plano complejo menos el origen, €\ {0}.
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4. El plano complejo menos finitos puntos z1, ..., zn, T\ {z1,..., 2}
5. El plano complejo menos el semieje R<g, @\ {IR<o}.

6. El semiplano Re(z) > 0 (y los semiplanos Re(z) < 0, Im(z) > 0,
Im(z) <0).

7. El rectdngulo (a,b) x (¢, d).
8. Un anillo abierto A, p = {2z € @ : r < |z — 29| < R}.

9. El cono {z € @ : 0; < arg(z) < 02} (si #; < 0 excluyendo el nimero
complejo z = 0).

No vamos a demostrar analiticamente que estos conjuntos son abiertos, pero
conviene dibujarlos y convencerse de que para cualquier punto del conjunto se
puede dibujar un disco centrado en él que esté dentro del conjunto.

Ejemplo 3.2. Los siguientes conjuntos no son abiertos:

1. Un disco cerrado de radio r > 0
2. El plano complejo @ menos un disco abierto de radio r > 0, Q\ {D,(z)}
3. El plano complejo menos el semieje IR<g, T\ {IR<o}

4. El semiplano Re(z) > 0 (y los semiplanos Re(z) < 0, Im(z) > 0,
Im(z) <0)

5. El rectdngulo cerrado [a, b] X [c, d]

6. El rectangulo semiabierto [a, b) X [c,d)

7. El complemento de un conjunto abierto A, T\ A}
8. Un anillo cerrado A, g ={z € QC: r < |z — 29| < R}

9. El cono {z € @ : 6 <arg(z) <6}

Es conveniente comparar estos conjuntos con los anteriores, y observar las
diferencias que tienen. Brevemente, si comparamos el disco abierto con el cer-
rado, vemos que el segundo incluye el borde del disco. Si tomamos un punto z
del borde, cualquier disco centrado en el punto z tendra una parte afuera del
disco original, con lo cual no es abierto.
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Definicién 3.0.4. Un conjunto A C @ se dice conexo por arcos (o arco
conexo) si dados dos puntos cualesquiera z1,z2 € A, existe una curva contin-
ua vy : [0,1] — A que los conecta. Es decir, y(t) € A para todo t, v(0) = 21, y

v(1) = 2.

Nuestra definicién de conjunto arcoconexo no requiere que el conjunto sea
abierto, aunque en la mayoria de las veces que utilizaremos esta definicién,
deberd serlo.

Ejemplo 3.3. Todos los ejemplos de conjuntos abiertos anteriores son conjuntos
arcoconexos.

Ejemplo 3.4. El complemento de un anillo A, r no es arcoconexo: no hay forma
de conectar un punto en el interior del disco D, con un punto en el exterior
del disco Dgr. Tampoco es un conjunto arcoconexo el plano complejo menos
una recta.

Otra nocién importante que vamos a utilizar es la de conjunto simplemente
conexo. Como su definicién es relativamente complicada, diremos informal-
mente que un conjunto arco conexo A C ( es simplemente conexo si no tiene
huecos en su interior.

Ejemplo 3.5. El plano sin un punto @\ {zp} no es un conjunto simplemente
CONeExo.

Ejemplo 3.6. Un anillo A, g no es simplemente conexo.

Ejemplo 3.7. Si son conjuntos simplemente conexos el plano sin una semirrecta
(por ejemplo @\ {IR<p}), un disco abierto, o un semiplano.

La importancia de los conjuntos simplemente conexos se verd cuando es-
tudiemos integrales de funciones complejas. También necesitaremos considerar
curvas en conjuntos del plano complejo.

Definicién 3.0.5. Sea D C @ un abierto, una curva v en D es la imagen de
una funcion v : [a,b] — D.

Definicién 3.0.6. Sea D C @ un abierto, una curva cerrada 7 : [a,b] — D
es una curva tal que y(a) = y(b).

Habra mucha diferencia al calcular integrales dependiendo de que el interior
de la curva pertenezca o no a D. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.8. Supongamos que D es el plano complejo sin el punto z = 0 (no
es simplemente conexo). La curva

7 (t) = 2cos(t) + i2sen(t), t € [0,2n]
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es una circunferencia de radio 2 centrada en z = 0, con lo cual tiene en su
interior al punto z = 0 que no pertenece a D.

Ejemplo 3.9. La curva en el plano complejo sin el punto z =0
Y2(t) = 3 + cos(t) + i(5 + sen(t)), t € [0, 2]

es una circunferencia de radio unitario centrada en z = 3 + 5i, con lo cual no
tiene en su interior a 0.

La integral de una misma funciéon compleja derivable en D cambia por com-
pleto segin en cual de las dos curvas la integremos, como veremos en los
préximos capitulos. El teorema mas importante del andlisis complejo afirma
que la integral sobre una curva (t) de una funcién compleja derivable en D
es nula si la regién encerrada por la curva es simplemente conexa.

Ejercicio 3.1. Representar los conjuntos siguientes y determinar cudles son
abiertos y conexos.

a)|z—2+i] <1 b)|2z2+3|>4 c)Imz>1
d)Imz=1 e) 0<argz < G(2#0) f)|z—4]> |z
g) |[Re z| < || h)Re L <1 i) Im 22 >0

214



Capitulo 10

Funciones de variable
compleja

En este capitulo estudiaremos funciones definidas en conjuntos del plano com-
plejo €. Veremos algunos ejemplos especiales, y también estudiaremos las no-
ciones de limite, continuidad, y derivabilidad.

1. Definiciones basicas

Definicion 1.0.7. Sea D C Q un conjunto abierto y conexo del plano complejo.
Una funcion
f:D—(

es una aplicacion que a cada numero complejo z = x + iy en D le asigna un
unico nimero complejo w = f(z). Llamaremos a D el dominio de f.

Ejemplo 1.1. Definamos f(z) = f(x +iy) = —y + (22 — y)i, en el conjunto
abierto D = {z € C: |z| < 3}.
Calculemos algunos valores de esta funcién:

fA+i)= 14+4@2-1)i=1+i
f2=2i)= —(=2)+(4—(=2))i =2+ 6i;

pero f(3 + 4i) no estd definida, ya que |3 + 4i| = V32 +42 = 5, es decir,
3+4i¢ D.

Ejemplo 1.2. Algunas funciones complejas ya las conocemos:
» f(x+iy) =z, nos da la parte real de un complejo. Aqui, f(z) = Re(z).
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» f(x 4+ iy) =y, nos da la parte imaginaria. En este caso, f(z) = Im(z).

» f(z+iy) = /2?2 + y2, el médulo de un complejo; f(z) = |z|.

» f(z) = arg(z), la funcién que asigna a cada nimero complejo su argu-
mento. Notemos que en principio esta funcién esta definida en D = @\ 0,
pero la extendemos a todo @ definiendo arg(0) = 0.

1.1. Operaciones con funciones complejas

Podemos definir nuevas funciones complejas a partir de distintas operaciones
entre dos funciones f,g: D — @

» h(z) = f(2) +g(2), lasuma de fy g.
» h(z) = f(2) —g(2), larestade fyg.
» h(z) = f(2)-g(2), el producto de f y g.

» h(z) = f(2)/g9(2), el cociente de f y g. Notemos que en principio esta
funcién estd definida en D\ {w € D : g(w) = 0}, es decir, debemos
excluir del dominio de h los puntos donde se anula el denominador.

Un caso importante es la composicion de funciones. Igual que para fun-
ciones reales, podemos definir la composicién de dos funciones f, g:

go f(z) =g(f(2)),

siempre que la imagen de f pertenezca al dominio de g.

El dominio de una funcién compleja son aquellos puntos del plano complejo
@ donde la funcién esta definida, y se estudia de la misma manera que el
dominio de funciones reales, si bien hay ciertas diferencias importantes.
Ejemplo 1.3. Determinar el dominio de la funcién

52

& =1

En este caso, el cociente puede efectuarse toda vez que el denominador sea
distinto de cero. Es decir, debemos considerar

D={zcQ:1+2*#£0}

Para funciones reales, todo nimero al cuadrado es positivo, y por lo tanto
1 + 22 no se anula nunca. Sin embargo, en los complejos esto no es cierto:
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recordemos que i2 = —1. Es decir, la funcién 1+ 2? del denominador tiene dos

ceros complejos, que son i, —i. Tenemos entonces

D = Q\ {i, —i}.
Ejercicio 1.1. Describir el dominio de las siguientes funciones:
1 z
D) f() = D E—a) o ()=
1
d) f(z) = T

2. Partes real e imaginaria de f

Asi como muchas veces es conveniente pensar a un ntumero complejo z =
x + iy como un punto (z,y) del plano, la imagen w = f(z) también se puede
descomponer en parte real e imaginaria, w = v+ v, y pensarla como el punto
(u,v) del plano. De esta manera, podemos descomponer la funcién f(z) en su
parte real y su parte imaginaria,

f(z) = fx +iy) = u(z,y) +iv(z,y).
Aqui,
u(z,y) = Re(f(z +iy)),
v(z,y) = Im(f(z +1iy)).
Esto nos permite pensar a f como un campo vectorial F : IR? — IR?,

F(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).

Ejemplo 2.1. Volviendo a la funcién del Ejemplo 1.1, f(z2) = f(x + iy) =
—y + (2 — y)i, podemos separar sus partes real e imaginaria:

u(z, y) =Y,

v(z,y) =2z —y.

Ejemplo 2.2. En el caso de la funcién médulo, f(z) = |z| tenemos

u(':U? y) = V mz +y27

v(z,y) = 0.

Ejercicio 2.1. Calcule las partes real e imaginaria de la funciéon que asigna a
cada complejo su conjugado, f(z) = Z.
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3. Limite y continuidad

La nocién de limite para funciones complejas es similar a la de funciones
reales de varias variables:

Definicién 3.0.1. Decimos que el limite de f(z) cuando z tiende a zy es w,
y escribimos
lim f(z) =w

zZ—20

si para todo € > 0 existe § > 0 tal que
1f(z) —w| <e st |z — 20| < 6.

Con la nocién de limite, estamos en condiciones de introducir la definicién
de continuidad.

Definicion 3.0.2. Decimos que f: D — @ es continua en zg € D si

lim f(z) = f(z0).

z—20
Si es continua en todo punto z € D, diremos que f es continua en D.

Una vez mds, si pensamos zg = xo + iyo = (20, yo), podemos entender es-
ta definicién en términos de funciones reales de dos variables utilizando la
descomposicién f(z) = u(x,y) + iv(z,y). Asi, la condicién de continuidad
queda:

lim u(z,y) = u(zo, yo),
(z,y)—(x0,y0)

lim v(z,y) = v(xo,Y0),
(z,y)—(z0,y0)

Ejemplo 3.1. La funcién del ejemplo 1.1

f(z) = fl@+iy) = —y + 2z —y)i
es continua en todo @, ya que las funciones

wz,y) =—-y, v(z,y)=2r-y

son continuas IR2.

Esto nos permite extender a las funciones complejas las propiedades que ya
conciamos de las funciones reales:

Proposicion 3.1. Si f, g son funciones continuas, entonces:
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» f(2) + g(2) es continua;
= f(2)-g(2) es continua;
= f(2)/g(z) es continua (si g no se anula);

= go f(z) es continua (si la imagen de f pertenece al dominio de g).

Veamos un ejemplo importante.

Ejemplo 3.2. Analicemos la continuidad de f(z) = Arg(z).

Recordemos que todo complejo z se podia escribir en forma polar como
z = |z|e?, donde 6 era el argumento del nimero complejo. El argumento
de un numero complejo z era el angulo respecto al eje x, medido entre —7 y
w0 € [—m, 7).

Si descomponemos f(z) como u + iv, tenemos

u(z,y) =0, v(z,y) = 0.

Como

z + iy = /22 + y2(cos(0) + isen(d)),

z = 2?4+ y?cos(f)
y = /22 + y%sen(0)

se debe cumplir

Es decir, si z # 0,

T

sen() = i

cos(0) =

(ysiz=0, Arg(0) = 0).

La funcién Arg(z) es discontinua en el conjunto {—a : a € R>¢} C @, ya que
en el semiplano z < 0, el argumento estd muy préximo a —m si y estd cerca
de 0 pero es negativo; pero el argumento estd muy préximo a 7 si y esta cerca
de 0 pero es positivo.

4. Algunas funciones especiales

En esta seccién vamos a introducir varias funciones importantes, la exponen-
cial, el logaritmo complejo, y las funciones trigonométricas. Estudiaremos su
dominio, su continuidad, y algunas de sus propiedades.
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4.1. Funcién exponencial

Definicion 4.1.1. La exponencial de un nimero complejo z = x + 1y es
e = ™ = ¢%(cos(y) + isen(y)).
Como las funciones €*, cos(y), sen(y) son continuas, las funciones

u(x,y) = e“cos(y), v(z,y) = e“sen(y)
son continuas y la exponencial compleja es una funcién continua.

La exponencial compleja tiene dos propiedades que conocemos de la expo-
nencial real. Para todo z,w € @, a € IR tenemos:

(ez)a — eaz

Observacion 4.1. Estamos acostumbrados a pensar en la exponencial como
funcién real, y como tal no se anula y sélo toma valores positivos. La expo-
nencial compleja tampoco se anula, pero puede tomar valores negativos. Por
ejemplo:

P
En efecto, €™ = e%(cos(m) + isen(r)) = —1.

Ejercicio 4.1. Probar que:

9 1 i
a) exp(2 % 3mi) = —e?; b) exp tm_ \/g(l +1);

4.2. Logaritmo Complejo

La funcién Log(z) ocupa una posicién central en el andlisis complejo. Mo-
tivemos su definicién tratando de resolver la ecuacién

e =1.
Supongamos que z = x + iy, con lo cual
e* = "W = e%(cos(y) + isen(y)) = 1.

Si tomamos médulo en ambos miembros, como cos?(y) + sen?(y) = 1, nos
queda
e =1
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y por lo tanto debe ser x =0
Entonces, determinemos los valores de y tales que cos(y) + isen(y) = 1.
Separando en parte real y parte imaginaria,

{2

Una observacién que podemos hacer y que sera util mas adelante es que si
un valor de y es solucién, también lo serd y + 2w, y — 27, y + 4w, y en general,
y + 2km con k cualquier nimero entero, ya que las funciones seno y coseno
(reales) tienen periodo 2.

La primera ecuacién se cumple cuando y = 2km, con k € Z, mientras que la
segunda lo hace para y = kw con k € Z.

Nos interesan los valores de y que satisfacen ambas ecuaciones, y como toda
solucién de la primera es soluciéon de la segunda, obtenemos y = 2km con
ke.

Como x = 0, las soluciones son entonces
z = i2km, keZ.
Vemos que hay infinitas soluciones de e = 1, y que difieren en un multiplo de

27i.
En general, dados dos niimeros complejos distintos z; # zo tales que

multiplicando ambos miembros por e~*2 nos queda
ef1m* =1,

es decir, z1 — 20 = 2k7i por lo que calculamos antes.

Ahora, dado w € (@, Si queremos encontrar los z € @ tale que
e’ = w,
escribiendo z = x + iy, w = |w|(cos(0) + isen(#)) obtenemos
T = e = ¢%(cos(y) + isen(y)) = |w|(cos(#) + isen(d)),

y tomando z = In |w|, y = 0 + 2k7 con k € Z, encontramos todos los niimeros
complejos z que resuelven la ecuacién.
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Como In : (0,400) — IR es biyectiva, para cada w € @\ {0}, tenemos que
hay una tnica solucion z = z + iy de e* = w en cada conjunto del plano de la
forma

{z e R, y € [ + 2km, 7 + 2km)}

Por ese motivo, no podemos considerar el logaritmo como una funcién de
Q\ {0} en @ sino que debemos restringir la imagen, y serd una funcién de

A\ {0} en {w e Q: Im(w) € [-m,m)}.

Ejercicio 4.2. Hallar los valores de z para los cuales
a) e*=-—2; b) e* =1+ /3i; c) e =1
Definicién 4.2.1. El logaritmo complejo es la funcién Log(z),
Log : A\ {0} - {w e T : Im(w) € [-7,m)}

Log(z) =In|z| +iArg(z),
que llamaremos rama principal del logaritmo.

Observacion 4.2. Esta funcién no es exactamente la inversa de la funcién expo-

Log(z)

nencial. Al componer con la funcién exponencial e obtenemos nuevamente

z:
elog(z)  —  plnlz|+idArg(z)

— In \z|eArg(z)
= |z|(cos(Arg(z)) + isen(Arg(z))
= =z
Sin embargo, la composicién Log(e*) no siempre nos devuelve z: sea z = a+ib
tal que Im(z) = b € [2km — 7, 2km + 7). En ese caso,

Log(e*) = Log(e®™®)
= Log(e*(cos(b) + isen(b)))
= In(e®) +i(b— 2km)
= a+i(b—2km).
Es decir, nos devuelve la parte imaginaria reducida en multiplos de 2km.

Por la observacion anterior, es conveniente definir las ramas k-ésimas del
logaritmo como
Logi(z) = In|z| +i(Arg(z) + 2km)

para cada k € Z fijo. En este caso,

Logy, : Q\ {0} = {w e Q€ : Im(w) € [-7 + 2k7, 7 + 2kn)}.
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Observacion 4.3. Notemos que el logaritmo esta definido en los niimeros neg-
ativos. Por ejemplo, tenemos

Log(—1) = | — 1| +i(Arg(-1)) = 1 +im.

Sin embargo, el logaritmo complejo es continuo en Q\{a : a € R<p}, es decir,
no es una funcién continua en los nimeros negativos. Esto es consecuencia de
que la parte imaginaria del logaritmo, la funcién Arg(z) que analizamos en el
Ejemplo 3.2, es continua sélo en este conjunto.

Obsevemos también que la parte real del logaritmo, |z| = v/22 + y2, es con-
tinua en todo Q.

log 2z

Ejercicio 4.3. Probar que e = 2z, si z # 0, independientemente de la rama

de log z seleccionada.

Ejercicio 4.4. Probar que
a) Log(—ei) =1 — gz b)Log(1 —1i) = %Log2 - %z
Ejercicio 4.5. Probar que
Log[(1 +1i)%] = 2Log(1+i)  pero  Log[(—1+i)%] # 2Log(—1 + 1)
Ejercicio 4.6. Probar que si Re z; > 0 y Re 22 > 0 entonces
Logzi1z9 = Logzy + Logzo
Ejercicio 4.7. Probar que
Logz129 = Logzy + Logzo + 2N i

siendo N uno de los valores 0, 1.

4.3. Funciones Trigonométricas Complejas
Definicion 4.3.1. Definimos las funciones seno y coseno complejos como

%1 —iz

e —e
sen(z) = 5

(%7 —iz
cos(z) = e"te ™

2

Observacion 4.4. Vamos a estudiar con cierto detalle cos(z), y dejamos como
ejercicio repetir el anélisis para sen(z).
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En primer lugar, separemos su parte real e imaginaria. Si z = x + iy,
¢i% 4 o~ i% eilztiy) 4 o—i(z+iy)
2 B 2

cos(z) =

Tras distribuir,
eZZEe—y + e—’Ll'ey
2 ?

cos(z) =
y nos queda

(cos(z) + isen(x))e ¥ + (cos(—z) + isen(—m))ey'

2
Recordando que cos(—x) = cos(x), y sen(—x) = —sen(z), agrupamos
Y4 eV Y4 eV
cos(z) = cos(x)% + isen(m)%
Luego, separamos en partes real e imaginaria,

Y eV

u(z,y) = Cos(x)(eze) = cos(x)cosh(y)
Y4 eV

v(z,y) = 5€n($)(e+;) = —sen(z)senh(y)

La funcién cos(z) es continua porque u,v lo son. Notemos ademés que si
z =z € IR, coincide con el cos(x) que conociamos.

Observacion 4.5. Una diferencia muy importante con la funcién coseno defini-
da sobre los reales es que |cos(z)| no esta acotada. Para comprobarlo, tomemos
z =1y cony > 0:
' e Y4e¥ oY
cos(iy) = —5 > 5
(porque e~ ¥ > 0) y sabemos que cuando y — 400, € tiende a infinito, con lo
cual podemos ver que el coseno no esta acotado.

Ejercicio 4.8. Hallar todas las soluciones de la ecuacion cos z = 2.

5. Derivacion

Definicion 5.0.2. Sea f: D — @, D un abierto conexo en A, y un numero
complejo zg € D. Decimos que f es derivable en zy si existe el limite

i f(z) = f(20)

z—20 zZ— 2

)

y a este limite lo llamaremos f'(29), la derivada de f en 2.
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Si existe el limite, también podemos escribir

F'(z0) = Jim flzo+ h]z - f(20)7

lo cual nos recuerda la definicion de derivada de una variable real, con una
diferencia: aqui h es un numero complejo.

Ejemplo 5.1. Si f(z) = 22, calcular f’(z) usando la definicién.
Calculamos el limite directamente
i 1) = f(z0)
zoz0 2 — 2
2?2 — 22

= lim
220 2 — 20

— lim (z = 20)(2 + 20)
z2—20 z— 2

= lim z 4 z9 = 2zg.
z2—20

FEjercicio 5.1. Calcular la derivada por definicién de f(z) = %, para z # 0.

Observacion 5.1. Como h es un ntimero complejo, también podemos considerar
que estamos tomando un limite doble.

Nuestro objetivo es hallar una expresién para f’(z) en términos de las derivadas
parciales respecto a x e y de la parte real y de la parte imaginaria de f, y
condiciones para que una funcién compleja sea derivable.

Para eso, calculemos la derivada tomando en el limite solamente valores de
h reales,

+ 1) — f(20)

! — 1/ f(z(] h .
fz0) = lim W : € R
Separando parte real e imaginaria de f, nos queda

U(CBO + ha yO) + Z"U(I‘O + h’v yO) _ U(ZL‘(% yO) - iv(xov yO)

i
hli% h ’
esto es,
lim u(zo + h,y0) — u(xo, yo) 4 lim v(zo + h,yo) — v(o, yo)'
h—0 h h—0 h

El primer limite es la derivada parcial de u con respecto a x, mientras el
segundo es la derivada parcial de v con respecto a x, lo cual nos da la siguiente
expresion para f’(2o):

f'(20) = ua(wo, yo) + v (w0, yo) (5.1)
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Ahora, veamos qué pasa si calculamos la derivada tomando en el limite so-
lamente valores imaginarios. Supongamos que h € IR y calculemos

f (20 +“}) — f(zo)‘

h—0 ih

Nuevamente, separamos parte real e imaginaria de f,

lfm u(xo,yo + h) + iv(xo, yo + h) — u(xo,y0) — iv(xo, yo)
h—0 ’Lh

)

esto es, separando u y v y sacando 1/i de factor comn,

1 _ _
I (i u(xo, Yo + h) — u(zo, yo) 4 lim v(zo,yo + h) — v(zo, Yo) .
7 \h—0 h h—0 h

En este caso, el primer limite es la derivada parcial de u con respecto a
y, mientras que el segundo es la derivada parcial de v con respecto a y, y
obtenemos la siguiente expresién para f’(zp):

(z0) = 7 (g 0, 0) + iy (0, 0) -

Como 1/i = —i, distribuyendo nos queda:

f(z0) = —iuy(z0,y0) + vy(xo, yo)- (5.2)

Proposicion 5.1. Si f: D — Qes derivable en zg = xg+iyo € D,y f(x+iy) =
u(z,y) +iv(x,y), entonces las derivadas parciales de u y v satisfacen

uz(70,y0) = vy(To,%Y0)

vz(zo,90) = —uy(zo,v0)

Estas ecuaciones se conocen como las condiciones de Cauchy-Riemann.

Demostracion. Igualando las dos expresiones 5.1 y 5.2 que obtuvimos para

f'(20),

uz (0, Yo) + vz (20, Yo) = vy(T0, Yo) — ity (o, Yo)

vemos que si f es derivable en zg, deben coincidir las partes reales e imaginar-
ias, con lo cual:

uz (0, Y0) = vy (20, Yo)
va(20,y0) = —uy(o,Yo)
y obtenemos las condiciones de Cauchy-Riemann. O
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Proposicion 5.2. Si f = w + iv sea derivable en zyg = (x,y0), entonces el
campo vectorial F'(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) es diferenciable en (z¢,yo). Esto
es, existe un plano tangente al campo F' en (x9, ) que lo aproxima.

Demostracion. Sillamamos zg + h = z, el limite puede escribirse

o £2) = £0)

220 Z— 20

= f'(20).
Ahora, si pasamos restando la derivada,

i £ = (o) + /()2 = 20)]

Z—20 Z — 20

=0.

Llamando f(z) = u(z,y) +iv(z,y), y escribiendo f'(zp) = p + ig tenemos que
el siguiente limite es nulo:

u(z,y) +iv(z,y) — [u(zo, yo) + iv(wo,y0) + (p + iq)(z — 20 + i(y — Yo))]
x —x0 +i(y — Yo)

En particular, si un limite nos da 0, tomando médulo también sera nulo, y
escribiendo el campo asociado F(x,y) = (u(x,y),v(x,y)) en lugar de f(z),
como |z| = [|(z,y)||, es nulo el limite de:

| (u(z,y), v(z,y)) — [(u(zo0,Y0), v(T0, y0)) + D(u,v)(x — 0,y — yo)]|
lz — 20,y — yol|

9

donde por Cauchy Riemann, hemos escrito la diferencial del campo £’ como

un=(1 )

y vemos entonces que F' es diferenciable en (zg, yo). ]

Observacion 5.2. Esto nos podria llevar a pensar que todo el andlisis complejo
se reduce entonces a estudiar campos diferenciables de F : IR? — IR?, pero no
es asi.

En particular, el campo F(z,y) = (x,—y) es diferenciable, pero la funcién
compleja a la cual estd asociado, f(z) = f(x+iy) = z—iy = Z, no es derivable
porque no se verifican las condiciones de Cauchy Riemann en ningin punto.
Observemos que tenemos u(x,y) = z, v(z,y) =y, y ahora:

Uy = 1 vy = —1
Uy =0 vy = 0.
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Muchas funciones importantes del analisis complejo no son derivables. Hemos
visto recién que f(z) = Z no lo es, y tampoco lo son Re(z), Im(z), |z|. Vamos
a verlo en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 5.2. La funcién f(z) = Re(z) no es derivable en ningin z.
Vamos a estudiarla de dos maneras, via Cauchy-Riemann y directamente
calculando la derivada por definicién.
Primera forma: Veamos si se verifican las condiciones de Cauchy Riemann.
Si z = x + iy, Re(z) = x. Escribimos

flx+iy) =u(z,y) +iv(z,y) =x+1i-0,

con lo cual
u(z,y) =z
v(z,y) =0
Ahora,
Uy = 1, Uy =0
v, = 0, vy =0

Como u, =1y vy = 0, no se cumple la condicién de Cauchy-Riemann para
ningtn (x,y), es decir, en ningin z, con lo cual f no puede ser derivable en
ningin z € €

Segunda forma: Derivemos f por definicién. Si f es derivable en algin zg =
xo + iyg € {, deberia existir el limite

o T h) =~ f(z0)
h—0 h

pero seguin consideremos un incremento real o imaginario puro, el limite nos
da diferente:

f(xo +iyo +h) — f(xo +iyo)  x0+h— 20

I = =1
heo h h ’
I f($0+iy0+i/}) — f(xo +iyo) _To—T _ g

h—0 Zh h

Ejemplo 5.3. La funcién f(z) = i|z| no es derivable en ningun z.
Vamos a ver primero si se verifica Cauchy Riemann.

Siz =x + iy, i|z| =i\/2? + y?, es decir que
flx+iy) = u(z,y) +iv(z,y) = 0+iva? +y2,

con lo cual
u(z,y) =0

v(z,y) = Va2 +y?
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Ahora,

U, = 0, Vg

B x

Va2 +y?

V2 + y?
Para que se cumpla Cauchy Riemann deberia ser

Uy = Uy, 0

_ Yy
Va2 +y?
—x
Uy = —V 0= —=
Y T /x2 + y2
Observemos que si (z,y) # (0,0), no se verifica la condicién de Cauchy
Riemann. Por lo tanto, el iinico punto donde podria ser derivable es en z = 0,
pero ahi tenemos que derivar v por definicién.
Sin embargo, notemos que al calcular la derivada de v respecto a x, tenemos
V72

Iim ——
(z,00—(0,0) @

y este limite no existe, ya que se tiene

. Va? . Va?
lim — =1, lim — =-1
z—0t & z—0- T

con lo cual f(z) = i|z| tampoco es diferenciable en z = 0.

Ejercicio 5.2. Utilizar la definicién de derivada para ver que las funciones
f(z) =Re z, g(2) = z, y h(z) = Im z no son derivables en ningin punto.

Ejercicio 5.3. Utilizando las condiciones de Cauchy-Riemann, mostrar que las

siguientes funciones no son derivables en ningin punto.

a) 2x +ixy b) ete™W

5.1. Condiciones para derivabilidad

Las ecuaciones de Cauchy Riemann son necesarias para la derivabilidad,
pero no son suficientes. Las partes real e imaginaria de una funcién compleja
pueden cumplir esta condicion, pero atun asi la funciéon puede no ser derivable.
El siguiente teorema nos da condiciones para que una funcién sea derivable.
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Teorema 5.1. Sean u, v definidas en un abierto D C IR?, tales que existen sus
derivadas parciales en D y son continuas en (zg, 3). Si ademés u y v cumplen
las condiciones de Cauchy Riemann en (xq,yo), entonces la funcién

f(2) = u(xo,y0) + 1v(x0,y0)

es derivable en zy = (g, o).

Observacion 5.3. Hemos visto que si f es derivable en 2y se cumplen las condi-
ciones de Cauchy-Riemann en (xg,yp) = zo. Este teorema nos dice que si se
cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann en (z9,y9) = z0, y ademés las
funciones u,, vz, uy, vy son continuas, entonces f es derivable en 2.

El siguiente ejemplo muestra que si solo se cumplen las condiciones de Cauchy-
Riemann en (xg,y0) = zo (pero las derivadas parciales no son continuas), la
funcién f(z) puede no ser derivable en este punto.

Ejemplo 5.4. Consideremos la siguiente funcién:
z siz#0
z
f(z) =
0 siz=0.
Entonces, f(x) no es derivable.
En primer lugar, escribamos f(z) como u(z,y) + iv(z,y). Tenemos

72 B (x — iy)2

z T+ 1y

y racionalizando,

(x—iy)? (x—iy) (z—iy)® % - 3ia?y — 3ay® + iy

vtiy (z—iy)  a?4y? 22+ y?
con lo cual nos queda:

=2 3 2 2 3
z x® — 3xy =3ty +y .
PR 2 +1 Y =u(x,y) +iv(z,y)

para (x,y) # (0,0), y como f(0) = 0, tenemos u(0,0) = 0, v(0,0) = 0.
Calculemos por definicién las derivadas parciales de u y v en (0,0):

- 312 _
1p(0.0) = tfm 0 —ul0.0) _ B/ -0

1
h—0 h h—0 h
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- 32 _
0y(0,0) = tim 2O P =00 _ o B/R-0
h—0 h s
.. v(h,0) —v(0,0) 0— 0
h - —
y(0,0) = lim u(0, h) — u(0,0) — i 0-0 =0

m
h—0 h h—0
vemos que se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann

uz(0,0) = vy(0,0)
vz(0,0) = —uy(0,0)

Ahora, si calculamos u, en un punto arbitrario,
o (x3 — 33:3/2) B (322 — 3y?)(z? + 9?) — 22(2® — 323?) B zt — 3yt
z 2242 ), (22 + y2)2 (22 + y2)2’

y tenemos que u, no es continua en (0,0), ya que si calculamos el limite por
el eje y, vemos que

—3y*
lim  wuy(zr,y) = lim =3
(0,5)—(0,0) (0,9)—(0,0) Y
Veamos ahora que no existe la derivada de f en z = 0:
—£(0 52/, _ 52 N2
g LSOy 21220 _ g 2y =)
z—0 z Z—>O z—0 2 z—0 (x + Zy)2

Si tomamos z = x + 07, tenemos

en cambio, por z = x + iz,

i (x—iz)? . 2*1-di)?  (1—1)?

eo0 (71 i2)2  em0a2(1+4)2 (1 44)2

FEjercicio 5.4. Probar que f'(z) y f”(z) existen en todos los puntos, y calcu-
larlas, en los siguientes casos

a) f(z)=iz+2 b) f(z) = e Te W ¢) fz) =23

FEjercicio 5.5. Para las siguientes funciones, decidir donde existe f/(z) y hallar
su valor.

%) f(2) =

b) f(z) = 22 +iy? c) f(z)=zIm z
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6. Funciones holomorfas

Una clase importante de funciones complejas son aquellas que son derivables
en todo un abierto D € @. A estas funciones se las llama holomorfas, y tienen
propiedades muy importantes.

Definicion 6.0.1. Sea D C A un conjunto abierto. Diremos que f es holo-
morfa o analitica en D si f es derivable en todo z € D.
Veamos algunos ejemplos de funciones holomorfas.

Ejemplo 6.1. La funcién f(z) = 22 es holomorfa, calculemos f(z).
Haciendo z = = + iy tenemos

fz+iy) = (z +iy)* = 2 — y* + 2zyi.
Separamos la parte real u y la imaginaria v,
u=12— 42

v =2xy

y derivamos para ver si se verifican las condiciones de Cauchy-Riemann:

Uy = 20 Uy = 2y
Uy = —2y vy = 2T
Como
Uy = vy
Uy = —Ug

para todo (x,y) € IR?, tenemos que f(z) es derivable para todo z € @. Ademés,
como las derivadas parciales de u y v son continuas, la funcién f es analitica
en @

Calculemos ahora f’(z). Usando que f/(x + iy) = uz(x,y) + ivz(x, y),

f(z+iy) = 22 +i2y = 2(x + iy) = 2z.

Ejemplo 6.2. La funcién f(z) = €?** es holomorfa. Calcular f'(2).
Si hacemos z = x + iy nos queda

[z +iy) = 2ETW) = 20172y — 220,=2 — =2 (co5(2x) + isen(2z)).
Separamos la parte real v y la imaginaria v,

= e cos(2z)

v = e sen(2x)
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y derivamos para ver si se verifican las condiciones de Cauchy-Riemann:

Uy = —2e ¥sen(2z) ve = 2~ ¥ cos(2x)
u, = —2¢ Y cos(2x) vy = —2e Ysen(2x)
Como
Uy = Uy
Uy = —Uy

para todo (z,y) € IR?, tenemos que f(z) es derivable para todo z € Q.
Ademids, como las derivadas parciales de u y v son continuas, la funcién f es
analitica en .
Calculemos ahora f’(z). Sabemos que f'(x 4 iy) = uz(z,y) + ivy(x,y), con
lo cual
f'(z +iy) = —2e" ¥sen(2z) + i2e~ ¥ cos(2x)
Si sacamos 2e~2Y de factor comin, y multiplicamos por —i? = 1, nos queda
2e % (—i.i)(—sen(2x) + icos(2x))
= 2ie2Y[(—i)(—sen(2z) + (—i)icos(2z)]
= 2ie~ %Y (isen(2x) 4 cos(2x)).
Es decir, f/(z) = 2ie%?=.
Ejercicio 6.1. Decidir si las siguientes funciones son analiticas en algin punto,
y en ese caso hallar el dominio de analiticidad.

a) f(z) =3z +y+i(By—x)  b) f(z) = z?;ill)

c) f(z) =xy+iy d) f(z) = senz coshy + i coszsinhy

; AR
e) f(z) = (2 =2)e ™™™ ) f(z) = 23,49

7. Reglas de derivacion

Los ejemplos y los ejercicios anteriores nos sugieren que valen las reglas de
derivacién que ya conociamos para funciones de una variable real. En efecto,
tenemos las siguientes derivadas de algunas funciones bésicas:

on! — nzn—l
ez/ = ¢*
cos(z) = —sen(z)
sen(z) = cos(z)
Log(z) = 1
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También son validas las reglas de derivacion para la suma, resta, produc-
to, producto por un escalar (complejo), cociente, y composicién de funciones
holomorfas:

Proposicion 7.1. Si f, g son funciones holomorfas, entonces

(f+9)) = f'+4

(f-9) = f -4

(w-f) = w-f siwed
(f-9) = flg+f-d

(2) - = were

Ademss, se tiene la regla de la cadena en aquellos puntos donde la composicion
esté definida:

(fog)=1(9)d
No es dificil demostrar estas reglas de derivacién. Tampoco lo es comprobar
las derivadas de las funciones anteriores, exceptuando una: la derivada del
logaritmo complejo. Para esta funcién conviene introducir las ecuaciones de
Cauchy Riemann en coordenadas polares.

Proposicion 7.2. Sea f: D — {, f = u + iv derivable en z € D abierto. Las
ecuaciones de Cauchy Riemann en coordenadas polares,

{ z = rcos(6)

y = rsen(6)

vienen dadas por
ru, = Ug

—TU = Ug
Demostracion. Utilizando la regla de la cadena,

dx @

Ur = Ugc - + uy - = uzcos(6) + uysen(0)
v = U ZZT: + vy - % = wycos(0) + vysen(0)
upg = Uy - ;LZ +uy - % = —ugrsen(d) + uyrcos(d)
vg = Uy ;l% + vy - % = —uvyrsen(d) + vyrcos(0)
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Si multiplicamos por r a u,, obtenemos

Ty = ugprcos(d) + uyrsen(d),

y como f era derivable, se satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann, con
lo cual podemos cambiar u, por vy, y también u, por —v,, obteniendo

ruy, = vyrcos(0) — vyrsen(d),

que coincide con vyg.
La otra ecuacién es similar y la dejamos como ejercicio para el lector. O

Veamos ahora que el logaritmo complejo Log(z) = In |z| + iArg(z) es deriv-
able en @\ {IR<q}.
Para esto utilizaremos las coordenadas polares (r, 6). Entonces,

Log(r,0) =Inr + 6,

con lo cual

u(r,0) =1Inr, v(r,0) =0

Derivando,

S| =

Up = —, v =0
ug = 0, vg =1
y claramente se verifican las condiciones de Cauchy Riemann
ug = —roy vy = TUy
Por otra parte, como las funciones ug, v, vg, vy u, son continuas en

{(r,0) : >0, —m <0 <7} =0\ {R<o}

tenemos que log(z) es derivable y también es analitica.

Ejercicio 7.1. Probar que la funcién Log(z — i) es holomorfa en todo el plano
salvo sobre la semirrecta y =1,z < 0.

Ejercicio 7.2. Hallar el dominio de holomorfia de la funcién
Log(z + 4)
2241

Fjercicio 7.3. La funcién g(z) = 22 = Vre?? con r > 0,—m < 6 < 7 es
analitica en dicho dominio. Probar que la funcién compuesta g(z? + 1) es
analitica en el cuadrante x > 0,y > 0.
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Probar que la funcién g(z) = logr + i es analitica en el dominio 7 > 0, —§ <

0 < 5. Aqui r = |z| y 0 = argz. Probar que ¢'(z) = % en dicho dominio.

Finalmente probar que la funcién compuesta g(2z — 2 + i) es analitica en el
dominio x > 1.

8. Funciones armonicas

Definicion 8.0.2. Una funcion u dos veces derivable se dice armdnica en
D C IR? si
Au = Ugy + Uyy = 0.
El operador Laplaciano A se puede escribir en derivadas parciales como:
0? 0?
- 4+ .
oxr? = Oy?
La siguiente proposicién nos dice que la parte real u y la parte imaginaria v de
una funciéon holomorfa f son funciones arménicas. Su demostracion es directa
a partir de las ecuaciones de Cauchy Riemann, y se utiliza una propiedad muy

fuerte de las funciones holomorfas, y es que si f es holomorfa entonces u y v
son derivables infinitas veces. Este resultado se demostrard més adelante.

Proposicion 8.1. Sea f : D — T holomorfa, f = u+iv, y D un abierto conexo.

Entonces, u y v son funciones armonicas.

Demostracion. Observemos que
Ugy = (u:p)m = (Uy)x

porque se satisface Cauchy Riemann. Ahora, si v es C? las derivadas parciales
conmutan y tenemos

(Vy)e = Vya = (Vz)y-

Nuevamente usamos la condiciéon de Cauchy Riemann, y

(Uw)y = (_“y)y = TUyy
Luego,
Ugy = —Uyy

0, lo que es lo mismo,
Ugg + Uyy = 0.

Queda como ejercicio comprobar que la parte imaginaria de una funcién
holomorfa también es armonica. ]
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Los siguientes ejercicios se resuelven facilmente aplicando la proposicién an-
terior.

Ejercicio 8.1. Verificar que Log(x? +y?) es arménica en todo dominio que no
contenga al origen.

. . - 1 ’ . , sz
FEjercicio 8.2. Escribir Re (ez) en términos de x e y. {Por qué esta funcién es
armonica en todo dominio que no contenga al origen?
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Integracion

1. Integraciéon en el plano complejo

Sea f: D — @ D C (Qabierto. Sea v : [a,b] — D una curva en D. Nuestro
objetivo sera definir la integral de f a lo largo de esta curva,

L £(2)d=.

El primer paso serd ver como integrar una curva compleja, y luego extender-
emos estas ideas para calcular la integral de una funciéon compleja sobre una
curva, lo cual no difiere mucho de las integrales de linea en IR2.

1.1. Integrales de curvas

Definicién 1.1.1. Sea ¢ : [a,b] — @, ¢(t) = @1(t) + ip2(t) una curva en el
plano complejo. Definimos la integral de la curva ¢ como

/abSO(t)dt = /aby:l(t)dt +¢/ab oo (1)dt.

Observacion 1.1. Podemos ver que se trata de dos integrales reales, que se
calculan como integrales de funciones reales usuales.

Observacion 1.2. Observemos, también, que la parte real de la integral es la
integral de la parte real de la curva.

Ejemplo 1.1. Calcular la integral de op(t) = t + it?, con t € [0, 1].

239



Notas de Matematica IV

Escribimos la integral y calculamos:

1 1 1
/(t+it2)dt = /tdt+i/ t2dt
0 0 0

2t !
= | 4=
20 30
1+,1
= —+i-.
2"3

La integral tiene propiedades de linealidad similares a las que vimos para
funciones reales.

Teorema 1.1. Sea ¢(t),9(t) : [a,b] — @, r, s € . Entonces,
b b b
/ r-p(t)+s-P(t)dt = r/ o(t) + s/ P(t)dt.

Omitiremos la demostracién, que es una consecuencia directa de la linealidad
de la integral para funciones reales.

Teorema 1.2. Si p(t) = @i1(t) + ipa(t), ¢ : [a,b] — @ es derivable, ¢'(t) =
O (t) +iph(t), entonces

Aqui, la demostracién se obtiene separando la integral de ¢ en dos integrales
reales y aplicando luego la Regla de Barrow.

Teorema 1.3. Sea ¢(t) : [a,b] — @,

/ bso(t)dt\ </ o0t

Demostracion. Para demostrar esta desigualdad, observemos primero que si
fab p(t)dt = 0, la desigualdad vale directamente ya que el lado izquierdo de la
desigualdad es cero.

Supongamos entonces que fab p(t)dt # 0, y definamos

1N ap(t)dt’
[P o(tydt

w =

240



Capitulo 11. Integracion

con lo cual w € ( satisface |w| = 1, ya que despejando tenemos

w bgp(t)dt: bgo(t)dt
[ o=

y tomando mdédulo de ambos lados,
b
/ p(t)dt

b
/ cp(t)dt‘ =
a
y cancelando nos queda |w| = 1.
Ahora,
b b b
/ w- ()t = w/ o(t)dt = / gp(t)dt’ ,
a a a
y es un nimero real y positivo, con lo cual coincide
b b
/ w - p(t)dt = Re </ w - gp(t)dt) .
a a

Por la definicién de la integral, la parte real de la integral es la integral de

)

|wl

)

la parte real de la funcién (ver Observacion 1.2), con lo cual nos queda

Re (/:w : go(t)dt) = /ab Re (w - o(t)) dt.

Pero ahora, como Re(z) < |z|, y usando la propiedad de monotonia de las
integrales reales (si f < g en [a, b], entonces f: < f; g), obtenemos

b b b
/wammﬁs/hwwMﬁzjmeWﬁ

pero usando que |w| = 1, esta dltima integral es

b
/www

y hemos demostrado entonces que
b b b
[ etvar) = [Cwptwie< [Cowa

Una curva compleja puede pensarse como una curva en el plano IR%2. En

O]

ambos casos, la longitud deberia coincidir. Ese es el resultado de la siguiente
proposicion.
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Proposicion 1.1. Dada una curva (z(t), y(t)) del plano definida para t € [a, b],
definimos la curva compleja

V(1) = x(t) +iy(1),

y su longitud coincide con

b b
tong(1) = [ (0t = [ V@ Rt

De esta manera, recuperamos la férmula para calcular la longitud de una
curva que conociamos.

1.2. Integrales curvilineas

Ahora si estamos en condiciones de definir la integral de una funcién compleja
sobre una curva.

Definicién 1.2.1. Sea D un abierto conexo en @, y v : [a,b] — @ una curva
contenida en D, y sea f: D — C. Definimos la integral de f en v como

b
2)dz = "(4)dt.
/7 £(2) / SO (1)t

Observacion 1.3. Observemos que f(v(t)) y 7/(¢t) son ntdmeros complejos.
Podemos considerar f(y(t))y'(t) como una funcién de la variable real ¢ que
toma valores complejos, y entonces la integramos como vimos antes.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.2. Integrar f(z) = e*, donde 7y es el segmento entre zg = 0y 21 = i7.
En general, el segmento que conecta zg y 21 se puede escribir como

Y(t) = (21— 20)t + 20,  t€[0,1]

En este caso, nos queda y(t) = (im — 0)t + 0 = int, cuya derivada es v/(t) = im
v la integral a calcular es

1 1 1
/ e“dz = / YO (t)dt = / emidt = / im(cos(mt) + isen(mt))dt.
(1) 0 0 0

Utilizando las propiedades,

1 1
/ e“dz =irm [/ cos(mt)dt + Z/ sen(ﬂ't)dt]
(t) 0 0
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. —cos(t)
g 2\

]

Ejemplo 1.3. Integrar f(z) = |z|?, donde ~ es el arco de circulo centrado en
z = 0 de radio r = 2 que pertenece al semiplano I'm(z) > 0, recorrido en
sentido antihorario.

Podemos parametrizar la curva como 7(t) = 2cos(t)+i2sent(t), cont € [0, 7],
con lo cual 7/(t) = —2sen(t) + i2cos(t). Ahora,

/f(z)dz = / 12cos(t) + i2sent(t)|* - (—2sen(t) + i2cos(t))dt
o 0
Como cos®(t) + sen?(t) = 1 para todo t € IR, nos queda

8/ —sen(t) +icos(t)dt = —8/ sen(t)dt + 82'/ cos(t)dt
0 0 0
Integrando obtenemos

8cos(t)|g + isen(t)|g = 8(—1—1) 4+ 8i(0 — 0) = —16.

Observacion 1.4. Podemos parametrizar también la curva v de otra manera,
como

(1) = 2¢%,
queda como ejercicio ver que el resultado da igual.

Ejercicio 1.1. Para cada arco C' y cada funcion f, hallar el valor de

/C F(2)d=.

a) C es el segmento de recta desde z = 0 hasta z = 1 + 4;

1. f(2) =y—x—32%,y

b) C consiste en dos segmentos de recta, uno desde z = 0a z =iy
otro desde z =7 hasta z =1 + 1.

Sol. a) 1 —i; b) 152
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a) C es el semicirculo z = 2¢", 0 < 0 < 7;
b) C es el semicirculo z = 2ei9, <0 <2m;
¢) Ceselcirculo z = 2¢ 0 <0 <2
Sol. a) —4 + 2mi; b) 4 + 2mi; ¢) 4mi.
3. f(z) =z—1,y C es el arco que va desde z =0 a z = 2 y estd formado
por:
a) el semicirculo z =1 + ¢, 7 < 0 < 2m;

b) el segmento 0 < x < 2 del eje real.

Sol. a) 0; b) 0.
4. Ceselarcode z = —1 —i a z = 1 4 i sobre la curva y = 23, mientras
que
4y para gy >0
f(z) =
1 paray <0
Sol. 2+ 3i.

5. f(z) =€* y C es el arco desde z = i a z = 1 formado por:

a) el segmento de recta que une esos puntos;

b) las partes de los ejes coordenados que unen esos puntos.

Sol. a) yb) 1 +e.

Ejercicio 1.2. Sea C' la frontera del cuadrado con vértices en los puntos z = 0,
z=1z=1+1y2z=1.

1. Probar que, cualquiera sea la orientacion de C, se tiene
/ (3z+1)dz = 0.
C

2. Calcular
/wexp(wé)dz.
C

Sol. 4(e™ —1).

El siguiente ejemplo es particularmente importante, ya que esta integral es
clave en el andlisis complejo.
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Ejemplo 1.4. Calculemos la integral

1
/ dz
cCZ— 20

donde C es la circunferencia de radio r centrada en zy recorrida en sentido

antihorario.
Podemos parametrizar la circunferencia para 0 < ¢ < 27 como

~(t) = recos(t) + isen(t) + zo,

o también como
Y(t) = re' + 2.
En este caso utilizaremos la segunda, con lo cual tenemos

7 (t) = ire'.

1 27 1 .
/ dz :/ f—ire”dt
cZ— 20 o rett+2zp— 2

con lo cual nos queda

2 1 ) 2
/ —ire'dt = / idt = i)™ = 2.
o Te 0

Ejercicio 1.3. Si C' es la mitad superior del circulo |z| =1, de z = -1 a z =1,

/ zdz
c

usando dos parametrizaciones distintas de C'.

Ahora,

calcular la integral

Sol. —mi.

FEjercicio 1.4. Si Cy es el circulo |z — 29| = R orientado positivamente, probar
(calculando las integrales curvilineas) que

/(zzo)"_ldz:o (n==41,42,---)
Co

2. Integrales complejas y campos vectoriales

Vamos a reformular la integral de una funcién compleja como una integral
de linea de campos vectoriales. Esto nos permitird extender resultados que ya
conocemos para integraciéon de campos reales a funciones de variable compleja,
y deducir algunas propiedades muy importantes del calculo integral complejo.
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2.1. Propiedades de la integral

Proposicion 2.1. Sean 1, v dos parametrizaciones de una misma tra- yectoria,
es decir, Imagen(+y;) = Imagen(v2). Entonces:

= Si 7y y 2 tienen el mismo sentido,

f(z)dz—/ f(z)dz
Y2

Y1

= Si 7y y 72 tienen sentidos opuestos,

f(z)dz = / f(2)dz
2

7

Observacion 2.1. Estas propiedades son conocidas para integrales de campos
reales sobre curvas. Luego, si podemos reformularlas de esa manera, no nece-
sitamos demostrar esta Proposicion.

Comencemos descomponiendo una funcién f(z) en su parte real e imaginaria,
haciendo z = x + iy, con lo cual

f(2) = f(z +iy) = ulz,y) +iv(z,y)

y descompongamos la curva v : [a,b] — @ como

V(1) = x(t) +iy(1),

con lo cual
Y (t) =2 (t) + iy ().

Tenemos entonces

y la integral se escribiré:
b
[ #61dz = [ futa(o).50) + e,y () + v/ Ot
o7 a
Distribuyendo, tras separar la parte real de la imaginaria queda:

b b
[ et = vla )y Ol + i [ o)) + ulz)y Ol
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y podemos escribirlo utilizando los campos P = (u, —v), @ = (v,u) como

/7P~|—i[/Q.

Dado que la Proposicién es cierta para las integrales reales fy P, f,y Q, lo es
para la integral de la funcién compleja f.

Observacion 2.2. Un resultado muy importante es el siguiente teorema, que
nos ahorrara cuentas cuando podemos calcular una primitiva de la funcién
que queremos integrar. Podemos considerarlo una generalizacion de la regla
de Barrow para funciones complejas.

Teorema 2.1. Sea D C (@ abierto, f : D — @ holomorfa en D,y 7 : [a,b] — D
una curva continua que satisface y(a) = 2o, y v(b) = z1. Entonces,

[ £@z= 1) - ).
.
Demostracion. Observemos primero que

fFO®) = f (@) ().

Escribiendo f(v(t)) = u(z(t), y(t)) +iv(z(t), y(t)), si derivamos con respecto
a t tenemos:

con lo cual

fy(@) = (Uz, uy) - (@) + i(vz, vy) - (@, y)
y como f es holomorfa, se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann y
podemos reemplazar u, por —v., y vy por u;. Nos queda entonces

(@) = (e, —v2) - (&,1)) +i(ve, ua) - (27, y).

Pero como vimos anteriormente, esta es la expresién que obtuvimos para
f'(v(t)) - 4/(t) utilizando los campos vectoriales.
Luego,

b b
"dz = ! "(H)dt = "dt.
/7 (2) / (B (D)t / ()t

Ahora, utilizando las propiedades de la integral real,

b
/ (f(y(®))'dt = f(7(b)) = f(v(a)) = f(21) — f(20)-
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Ejemplo 2.1. Calcular f(z) = e* donde v una curva que une zy = —im con
Z] = 1im.
Como f'(z) = e*, tenemos que

/ezdz = e*|"™ = [cos(m) + isen(m)] — i[cos(m) + isen(m)] = —1 +i

Observacion 2.3. Observemos que s6lo hemos indicado los extremos de la cur-
va. Aqui, v podria ser el semicirculo que conecta estos puntos centrado en
z =0, o el segmento vertical que los une, o cualquier otra curva.

Corolario 2.1. Sea y una curva cerrada en D,y f holomorfa en D. Entonces,

A F(2)dz = 0.

Ejercicio 2.1. Calcular las siguientes integrales, en las que el camino es un
contorno arbitrario entre los limites de integracién.

% T+2i p 3 22
a)/ e dz; b)/ cos(i)dz; c)/ (z — 2)%dz; d)/ 2"dz
i 0 1 21

Sol. a) 4 b) e+ 15 ¢) 0; d) (257 — 251,

Ejercicio 2.2. Demostrar que

z2 z2 1
/ dz = z9 — 21, / 2dz = = (25 — 2}),
Z1 Z1 2

independientemente del camino regular desde z = 21 hasta z = 25.

Observacion 2.4. Vimos en el Ejemplo 1.4 que si C' es el circulo centrado en
el origen de radio r = 1, tenemos

1
/ —dz = 2mi.
Cc <

Como 1/z es la derivada de log(z), podriamos pensar que

/ log'(z)dz = 2mi
c

contradice el corolario, pero si recordamos que log(z) es holomorfa en @\{IR<¢}
vemos que no lo contradice, ya que f no es holomorfa en todo D.
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FEjercicio 2.3. a) Usando el valor principal del logaritmo como una primi-

21 dz
/ — =T
—92; R

cuando el camino de integracién es la mitad derecha del circulo |z| = 2.

tiva de %, probar que

b) Calcular la integral f o; =, siendo ahora el camino de integracion la mi-
tad izquierda del circulo \z| = 2. Sugerencia. Usar otra determinacién del
logaritmo. Tambien podria hacerse directamente, es decir parametrizan-
do el contorno, pero es relativamente mas trabajoso.

c¢) Calcular [, % siendo C el circulo |z| = 2 orientado en sentido antiho-
rario.

3. Acotacion de integrales

Nuestro proximo resultado serd de utilidad para demostrar las llamadas
férmulas integrales de Cauchy, que ocupan una posicién central en el andlisis
complejo. Ademads, serén indispensables en la tltima parte del libro, cuando
calculemos integrales reales.

Proposicion 3.1. Sea D C Qy f: D — ( continua. Seay C D'y

M = maz{|f(y(t))| : t € [a,b]}.

/Wf(z)dz

Demostracion. Recordemos que el médulo de la integral es menor que la inte-

Entonces,

< M - long().

gral del médulo, con lo cual

(0] < /|f DI ()lde.

Ahora, acotamos |f(v(t))| por M, el méximo valor que pueda tomar:

/\f DI >|dt<M/ ! (8)|dt = M - Tong(7)

y la dltima igualdad se tiene por la definicién de longitud de curva. O
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Ejemplo 3.1. Acotar f7 Zdz sobre la curva que une los puntos zg = 0, 21 = 2421
con la parametrizaciéon y(t) =t +it, 0 <t < 2.

Segun vimos, |f7 f(2)dz| < M -long(~y). Necesitamos entonces calcular M y
la longitud de la curva.

Ahora,

M = méx{|z|} = méx {|t —it]} = rgax{\/ﬁ} = V8.

|z€y| t€[0,2]

Nos falta calcular la longitud de la curva. Pero

2 2 2
long('y):/o w(t)\dt:/o \1—|—i|dt:\/§/0 dt = 2v/3.

Aﬂmh

Ejemplo 3.2. Acotar la siguiente integral

/Ccos(z)dz

donde C' es el segmento que une los puntos z1 =1y zo0 = 1 + 2i.

Luego,
<2v2V8 =2V16 =8.

Para integrar, primero parametrizamos este segmento con ¢ € [0,2] como
ct)=1+1idt. Aqui, c(0) =1 =21y ¢(2) =1+ 2i = 29
Recordemos que si |f(z)| < M, entonces

/fdz

En este caso, es facil ver que la longitud de la curva f02 |c/(t)|dt es 2 sin
necesidad de integrar.

/u |w>w<M/w )| dt = M long(c(t)).

Sin embargo, un error que hay que evitar es tomar M = 1. El médulo de
f(t) = cos(z) no esta acotado por 1, ya que en variable compleja, el coseno no
es acotado (y el seno tampoco). Debemos entonces calcular M. Observemos
que A A

eZZ + e—ZZ
cos(z) = —
con lo cual, como ¢(t) = 1 + it, tenemos

eic(t) + efic(t) ei—t 4+ ettt

flew) = —— =
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Luego,
1 . ,
fle(t)) = i(eze_t +e"el).
Tomando médulo, y utilizando las propiedades del médulo (desigualdad tri-
angular, y médulo de un producto) tenemos

(e + ¢,

N |

1 . . 1 . .
| fe(®)] < §|626_t +ele!| < §(|616_t! +lete]) <

ya que |ef| = |e7?| = 1.
Entonces, para acotar |f(t)| debemos acotar et y €.

% es una funcién

Como t € [0,2] podemos acotar et < e’ = 1 (ya que e~
decreciente) y acotamos e! < e? (e” es una funcién creciente).
Esto nos da

1
O < 50+,

y este es el M que estamos buscando.
En definitiva,

Aj@ﬂz

Ejemplo 3.3. Acotar

1
< Mlong(c(t)) = 5(1 +eH2=1+¢%

1
/z2+ d=
N Z +1

donde v es el segmento de recta que conecta el punto zg = 3 con z; = 3 + 44.

)

Este tiene una dificultad adicional, y es que si bien podemos acotar el numer-
ador utilizando la desigualdad triangular, para acotar el denominador nece-
sitaremos la desigualdad vista en la primer seccién, |z + w| < |z| — |w].

1 1 41 +1
M = méx |2+ 1| < méx 12 + §|3+ i+ :6_3
zey |22 + 1] zev |22 =1 13|12 -1 8§ 4

Calculamos ahora la longitud de la curva. Sin necesidad de integrar, el seg-
mento que une zg = 3 con z; = 3 + 4¢ tiene longitud 4, con lo que tenemos

1
/22+ dz'<3-4:3.
N2 +1 4

Ejercicio 3.1. Sea C' la frontera del circulo |z| = 2 de z = 2 a z = 2i que queda

en el primer cuadrante. Sin calcular la integral, probar que

dz <7T
21|~ 3
C
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Ejercicio 3.2. Probar que si C' es la frontera del tridangulo con vértices en los
puntos z =0, z = 3i, y z = —4, orientado en sentido antihorario, entonces:

/C(ez — Z)dz

< 60.
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El Teorema de Cauchy

1. Teorema de Cauchy

Nuestro proximo objetivo es demostrar el Teorema de Cauchy, seguramente el
mas importante del analisis complejo. En primer lugar, recordemos brevemente
el teorema de Green y un resultado sobre campos conservativos.

1.1. Campos conservativos
Sean (70,%0), (71,y1) € IR?, y una curva v : [a,b] — IR tal que

’7((1) = (:E07y0)7 W(b) = (:Ulyyl)'

Recordemos que un campo (P, Q) € C(D) se dice conservativo si la integral
fV(P, Q) depende sélo de los extremos (g, %0), (z1,¥1) de v y no de la curva
que los conecta.

Equivalentemente, (P, @) es un campo conservativo si es el gradiente de un
potencial, es decir, existe f tal que Vf = (fs, fy) = (P, Q).
Teorema 1.1 (Green). Sea D C IR? un abierto simplemente conexo, v C D
una curva cerrada recorrida en sentido antihorario, y A su interior. Dados P, @
dos campos diferenciables con continuidad en D tenemos:

/W(RQ)://AQQU—Pyd:L‘dy.

La importancia de este Teorema viene del capitulo anterior. Cuando defini-
mos la integral de una funciéon compleja f en ~y, vimos que era equivalente a
integrar ciertos campos,

Lf(z)dzz[y(u, —v)+i/7(v,u)
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donde f = u + iv. El camino que seguiremos para demostrar el teorema de
Cauchy serd ver que estos campos son conservativos. De hecho, esta fue la
demostracién original de Cauchy, si bien en la actualidad se prefiere la de-
mostracién de Goursat y por ese motivo se lo suele llamar también Teorema
de Cauchy-Goursat.

Vamos a necesitar el siguiente Lema, que enunciaremos sin demostracion:

Lema 1.1. Si f: D — @ es holomorfa, entonces f € C%(D).

En realidad, vale aiin un resultado més fuerte, ya que las funciones holomorfas
tienen derivadas de cualquier orden.

1.2. Teorema de Cauchy

Teorema 1.2 (Cauchy). Sea D un abierto simplemente conexo, f : D — @
holomorfa en todo D. Entonces, para toda v C D, curva continua cerrada, se

/7 F(2)dz = 0.

Demostracion. Utilizaremos los campos P = (u, —v), @ = (v,u) donde u y v

tiene

son la parte real e imaginaria de f respectivamente. Tenemos

/7f(z)dz:/w(u, —v)+i/7(v,u),

v la demostracion del teorema se reduce a ver que ambas integrales se anulan.
Por el Teorema de Green,

L O A

L (v,u) = /A (g — vy)dzdy

donde A es el interior de la curva, pero por las condiciones de Cauchy Riemann,

Uy =  Vy
Uy = —Ug
tenemos
—Vp — Uy =0
Uy — vy =0
v el teorema queda demostrado. O
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Ejemplo 1.1. Calcular la integral [, zdz, donde C es la circunferencia [z — 1| =
1.
Esta curva podemos escribirla como

c(t) = cos(t) + isen(t) + 1,
o mejor, utilizando la exponencial compleja,
c(t) =1+ €?, con t € [0, 27].
Ahora,
27 2 ) )
/ ct)-d(t) = / (1+ e™yiedt
0 0

2T )
— / ielt 4 i€22t
0

1 2w
_ eit—i-*ezit
2 0
1 1
= 1 “ 1 =1(1 _
(1+2)-(+3)
=0

Observemos que todas estas cuentas eran innecesarias si usamos el teorema
de Cauchy: como f(z) es holomorfa en el interior de C, la integral debe ser
nula.

Ejercicio 1.1. Hallar el dominio de analiticidad de la funcién f y aplicar el

teorema de Cauchy para probar que [, f(z)dz = 0 cuando el contorno cerrado
C es el circulo |z| =1 y cuando:

52
a) f(z) = ; b) f(z) = ze™%; c) f(z) = m§

cosh 2’ e) f(z) = tanz; f) f(z) = Log(z +2).

Ejercicio 1.2. Denotemos por B la frontera del dominio entre el circulo |z| = 4
y el cuadrado cuyos lados estdn sobre las rectas x = +1, y = +1. Suponiendo
que B esté orientado de modo que los puntos del dominio quedan a la izquierda

de B, decir por qué [ f(z)dz =0 cuando:
1 2
) FE) =g DR = S = e

sen(3)’
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2. Funciones holomorfas

El Teorema de Cauchy nos permite demostrar propiedades muy importantes
de las funciones holomorfas. En esta seccién veremos ademads el reciproco del
Teorema de Cauchy, que nos dice que si la integral de una funcién sobre toda
curva cerrada es nula, entonces la funcion es holomorfa.

El siguiente resultado nos dice que si una funcién f tiene una primitiva,
entonces es holomorfa.

Proposicion 2.1. Sea D C (@ abierto, f: D — Qtal que f =u+ivy u,v €
CY(D). Si existe F' : D — ( tal que F'(z) = f(2), entonces la funcién f es
holomorfa en D.

Demostracién. Sea F una primitiva de f, F/' = f.
Separando parte real e imaginaria de F', tenemos

F(z) = F(z +iy) = U(z,y) + iV (z,y),
con lo cual
fx+iy) = u(z,y) +iv(z,y) = Us(z,y) + iVa(z,y) (2.1)
y también
flx +iy) = u(z,y) +iv(z,y) = Vy(z,y) —iUy(z,y). (2.2)

Por el lema previo al teorema de Cauchy, sabemos que U,V € C?(D). Esto
nos dice que u,v € C'(D). Veamos ahora que u y v satisfacen las condiciones
de Cauchy Riemann.

Tenemos que por la ecuacién (2.2), u =V}, y derivando en z,

Uy = (V;;)x = Vay
A su vez, por la ecuacién (2.1) tenemos v = V,,, y derivando en y,
vy = (Va)y = Vay.

Esto nos dice que u; = v,. Veamos que se cumple también la otra condicién.
Tenemos que, por la ecuacién (2.2), v = —Uy, y derivando en z,

Vg = —(Uy)a = —Usy
A su vez, por la ecuacién (2.1) tenemos u = U,, y derivando en y,

uy = (Uz)y = Uy,
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con lo cual v, = —u,.
Como u,v € C*(D) y satisfacen las condiciones de Cauchy Riemann, f es
holomorfa en D. O

Corolario 2.1. Si F es holomorfa en D, entonces su derivada F’ también es
holomorfa en D.

Demostracién. Si llamamos f a F’, vemos que cumple las condiciones de la
proposicién anterior, ya que f € C'(D), pues

U:UJJ7 U:V$7

y habfamos visto que si F' era holomorfa en D, entonces F' € C%(D), con lo
cual U, V € C?(D), y sus derivadas parciales respecto a = Uy, V, € C1(D).
Ademés, f = F’, tiene primitiva (la funcién F).
Luego, como f cumple ambas condiciones, f = F’ es holomorfa. O

Observacion 2.1. Este argumento se puede aplicar a las derivadas sucesivas de
f, y obtener mayor regularidad. Sabemos que una funcién holomorfa f es C?
en D, y que su derivada es holomorfa. Como la derivada f’ es holomorfa, es C?,
y esto nos dice que la funcién f es en realidad C3. Repitiendo el argumento
(f' es C? por ser holomorfa, entonces f es C?, etc.), vemos entonces que
feC>(D).

Un resultado mas fuerte es que f es analitica, esto es que puede representarse
como una serie de potencias.

Veamos ahora que vale la reciproca del teorema de Cauchy.

Teorema 2.1 (Morera). Sea D abierto y conexo, f : D — ( continua tal que
para toda curva cerrada v C D se tiene

Lf(z)dz = 0.

Entonces, f es holomorfa en D.

Demostracion. Observemos primero que si

Af(z)dz =0

para toda curva cerrada, entonces la integral entre dos puntos no depende de
la curva que los una.
Veamos entonces que f € C1(D), y que tiene una primitiva F.
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Fijamos un punto zg, y para cada z € D definimos
F(z) = / f(z)dz
¥

donde 7 : [a,b] — D satisface y(a) = zg, 7(b) = z, y esta integral no depende

X/f(z)dz:[/(u, —@H[/(v,u),

y los campos (u, —v), (v,u) son conservativos, ya que la integral no dependia

del camino elegido.
Escribimos

del camino.
Entonces, existen funciones potenciales U(z,y), V(x,y) tales que

(u,—v) = VU (v,u) =VV.

Veamos que la funcién F(x +iy) = U(z,y) + iV (z,y) es holomorfa y que su
derivada es f.
Como VU = (u, —v), VV = (v,u) tenemos

U, = U
U, = —v
Vo, = w

Vy =

de donde podemos comprobar ficilmente que

U, =V,
u, = -V,

lo cual nos dice que es holomorfa.
Ademsés, F' = U, + 1V, = u+iv = f, con lo que hemos demostrado que la
derivada de F es f. O

Observacion 2.2. Un resumen de lo visto hasta ahora es el siguiente:
Si D C @ es un abierto conexo, son equivalentes:

1. f es holomorfa en D
2. f tiene primitiva en D
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3. Si D es simplemente conexo, y v C D cerrada se tiene

[Yf(z)dz =0

4. Si D es simplemente conexo, y 71,72 C D dos curvas que conectan los

/71 f(z)dz = /72 f(2)dz

3. Foérmulas de Cauchy

puntos z1 y 29, tenemos

En esta seccién veremos una generalizacién del Teorema de Cauchy, las lla-
madas férmulas de Cauchy. Necesitamos la siguiente definicién:

Definicién 3.0.1. Diremos que una curva cerrada 7 : [a,b] — D es simple si
v es inyectiva en [a,b).

Esta definicién nos dice que una curva es simple si no se corta a si misma.
Notemos que se ha excluido el punto b de la condicién de inyectividad porque
v(a) = v(b) al ser cerrada.

Teorema 3.1 (Férmulas de Cauchy). Sea D C @ abierto simplemente conexo,
f holomorfa en D, y sea v una curva cerrada simple recorrida en sentido
antihorario. Si zg esta en el interior de 7,

1.

1 f(w)
f(zo)_%rz’/ww—zodw

- 277” _ Zo)n-i-l

(n) 20) = n! f(w) dw

Demostracion. Veamos la demostracién de la primera férmula de Cauchy.
En primer lugar, trazamos una circunferencia C,. centrada en zy de radio r
suficientemente pequenio como para que la curva v quede en su exterior. Esto
es posible eligiendo
r < dist(7, o).

El paso siguiente es mostrar que es igual integrar sobre C, que sobre ~

/ Fw) 40— W) .,
,YZU—ZO

C, W= 20
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Z1

/2

Figura 12.1: Curvas para la primera féormula de Cauchy

Para esto, nos va a convenir fijar ideas con la figura 12.1. En el dominio D
tenemos la curva ~y, y la circunferencia C).. Agregamos dos curvas conectando
C: y v, una curva g y una curva h.

Llamemos 7; a la curva que forman ~ desde los puntos z; hasta zs recorrida
en ese sentido, luego h de zo a wg, ahora C) desde wy a w; (recorriendo el
circulo en sentido horario) y finalmente g de w; a z;. Como f es holomorfa en
el interior de 1, su integral es nula.

De la misma manera, recorriendo en sentido contrario las curvas h'y g, y
recorriendo v desde zo hasta z1, C, desde w; a wy (en sentido antihorario),
tenemos una nueva curva s, y la integral de f se anula ya que es holomorfa

[0 gy [ S0,
7 W2 ¥ W 20 ,

pero descomponiendo y; y 2 nos queda

(e [ [ 5 5m)

(f b [ [ )

y tras cancelar las integrales sobre h y g, demostramos que

/ Fw) b (w) .
,yw—Zo

¢ W—20

en su interior.
Ahora,
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Para demostrar la primera férmula escribimos

055 [ e =l (o= [ 525

donde hemos cambiado la integral en 7y por la integral en C).. Ademés, podemos

escribir esto ultimo como

1 1 f(w)
2mi </c w— Zof(ZO)dw o, w—z dw) ’

y agrupando ambas integrales,
/ f flw) = f(z0) , .

/ f(z0) — f(w)
w — 20 271'

donde hemos cambiado el signo del numerador, ya que el médulo no cambia.

2mi

Ahora, acotamos la integral utilizando

f(w) = f(20)

w — 20

1

27 |w—zo|=r

fw) = f(z0)

| long(C))

long(C,) =r max

|w—zo|=r

ya que long(C,) = 2nr. Por otra parte, como |w — zg| = r, tenemos la cota

=5 [, ] <

o e [0 G|
|lw—zo|="r r
— |wr_nzé0>|(:r | f(w) = f(z0)]

Observemos que no hemos dicho nada del valor de r hasta el momento, con
lo cual si lo hacemos tender a cero, como f es continua, tenemos que

0= ‘ 27T’L / f— zodw’ =< max |f(’UJ) - f(z0)| — 07

|w—zo|=r

lo cual demuestra la primera férmula de Cauchy.
Demostremos la segunda formula. Como

):;MLde

Si derivamos esta expresién con respecto a z, nos queda

, 1 w
fi(z) = ,/yf()Zdw.

271 ), (w — 2)

261



Notas de Matematica IV

Repitiendo el proceso, obtenemos:

y, COMo

se tiene

donde v es el rombo de vértices 1, —¢, —1,% recorridos en ese mismo orden.
Si llamamos zgp = 0y f(z) = cos(z), podemos reescribir la integral como

flz
[/ (2 — (20))4+1dz’

y utilizando la férmula de Cauchy tenemos
cos(z) 270 Ly
gy = ——— (0.
L(z—0)4+1 =y 0

Como la derivada cuarta de cos(z) es nuevamente cos(z), y cos(0) = 1, nos
queda

Ejercicio 3.1. Calcular las integrales

d
/Z /(z—2—i)"1dz (n=+1,+2,--)
C C

z—2—1

cuando C' es la frontera del rectangulo 0 < z < 3,0 < y < 2, descripto en
sentido antihorario.

262



Capitulo 12. El Teorema de Cauchy

Ejercicio 3.2. Denotemos por C' la frontera del cuadrado cuyos lados estan
sobre las rectas © = £2 e y = 2, donde C se recorre en sentido positivo.

e *dz cos zdz zdz
a) pret! b) 2 ) c) ;
cCz— 5 c 2 +8 c2z+1

tg(5)dz oy ‘ . cosh zdz
d)/C(Z_xO)Q ( 2< 0§2)7 )/C )

24

Calcular:

Sol. a) 2m; b) 0; ¢) —Zt; d) imsec(4); e) 0.

Ejemplo 3.2. Calcular la integral

A ﬁdz

donde « es la circunferencia de radio 1 centrada en z = 1.
Comencemos separando (22 — 1)? como (z — 1)%(z + 1)2. Podemos reescribir

z/(z +1)2
//(Z_l)2 dz

la integral como

Utilizando la segunda férmula de Cauchy, con n =1,

, 1 w
10 =5 [

donde f(z) = z/(z + 1)%
Calculemos la derivada:
(z4+1)2—22(z +1) 1—2

f,(Z) = (2+ 1)4 = (Z+ 1)3’

con lo cual

Fjercicio 3.3. Hallar el valor de la integral de g(z) sobre el circulo |z —i| = 2
con la orientacién positiva, cuando:

1 1
a) g(z) = m; b) m

Sol. a) 5;b) {5

—_
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Ejercicio 3.4. Sea C un contorno simple cerrado recorrido con sentido positivo
3
s° + 2s
o= [ 22,
c(s—2)°

para cada z € @ Probar que g(z) = 6miz cuando z estd dentro de C'y que
g(z) = 0 si z estd fuera de C.

y definimos

Ejemplo 3.3. Calcular la siguiente integral:

1
[
N Z +1

donde « es la circunferencia de radio 2 centrada en el origen.

Observemos que el denominador se anula en z = ¢ y en z = —¢. Entonces, si
queremos calcular la integral, podemos repetir la idea de la demostracion de
la férmula de Cauchy, y separar la regién en dos:

= una curva y; recorrida desde —2 hasta 2 por el eje x, cerrada por el
semicirculo v de radio 2, centrado en el origen, en el semiplano I'm(z) >

05y

= una curva e recorrida desde 2 hasta —2 por el eje x, cerrada por el
semicirculo v~ de radio 2, centrado en el origen, en el semiplano I'm(z) <
0.

Como

1 1 1
/ 5 dz:/ 5 dz+/ ————dz
ST vt 27+ 1 [-22] 2" +1
/7

1 1 1
5 dz:/ 5 dz—/ 5 dz
, 20+ 1 - 22+ 1 [—2,2] 2+ 1

(ya que recorremos en sentido contrario este intervalo), sumando nos queda

1 1 1 1
/ 2dz—i—/ 2dz—i—/ 2dz—/ ——dz =
vt 251 [-22] 2% +1 y- 25 t1 [-22) 2" +1

1 1 1
e [ e [
vt 2 +1 N 2 +1 N Z +1

Luego, la integral en la curva - se obtiene como la suma de las integrales en
las curvas v y 7yo.
Estas las escribimos como:
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con lo cual,

Ejercicio 3.5. Calcular todos los posibles valores de

Ze’LZ
d
/p(zQ-f— 12z -2
donde I' es una curva cerrada simple que no pasa por las raices de P(z) =
(22 +1)%(z —4)2.

FEjercicio 3.6. Sea f(z) una funcién holomorfa.

1. Verifique que €“ # 0 para todo w € Q y use esa informacién para probar
que f(2)e** es una funcién holomorfa.

2. Si I' es una circunferencia de radio 1 centrada en 27 y se sabe que

fRe= SHE)
F(z2+4)d =4 /F(22—|—4)(z—2i)d =3t

calcular f(2:) y f'(2i).
Ejercicio 3.7. Demostrar que

1 P'(2)

— dz =2
2mi Jp P(2) ?

donde P(z) es un polinomio de grado 2 y I" es una curva cerrada que encierra
a las raices de P(z).

Sugerencia: Escribir P(z) = a(z — 29)(z — 2z1) donde zp y z1 son las raices de
P(z) y usar la férmula de Cauchy.
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Integrales reales

El camino mds corto entre dos puntos del eje real es una curva por el plano
complejo.

Jacques Hadamard

1. Integrales impropias

Dadoa € R,y f: IR — IR, podemos considerar las integrales

[ s

/(; f(x)dx

/_ ;oo f(@)da.

Un primer problema es cémo definirlas, ya que el dominio de integracién no
estd acotado. En estos casos, las integrales se definen como un limite:

/+°Of< o= i [ o
| st = tim /:f(w)dfv
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+o0 R
/ f(x)dr = lim lim / f(x)dz.
S

— o R—400 S——0

Si alguno de los limites no existen, diremos que la integral no existe o que la
funcién no es integrable.

Ejemplo 1.1. Calcular

En este caso hacemos

+oo 1 R 1
—dr = lim —dz
1 X R—+co J1 @

Ejemplo 1.2. Calcular

+o0 1
/ sdr.
oo 142
Recordemos que una primitiva es arctg(x), con lo cual hacemos En este caso
hacemos
+oo 1 R 1
/ dr = lim lim dx

oo 1+ 2 R—400S——o00 Jg 1+ 2

= lim I tg(x)|§
Rl gl areto()ls

= lim lim (arctg(R) — arctg(S))

R—+00 S——0o0

- ™ —Tr
2 2
= .

Observacion 1.1. Recordemos ademds que una funcién se dice par si f(—z) =
f(z) para todo x € IR. La funcién anterior,
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es par, ya que
- 1 1
14+ (—2)2 1+ a2

f(=x) = f(z)

Esto muchas veces nos ahorra calculos, ya que si f es par, por simetria

tenemos
+oo —+00
/ flx)dx = 2/ f(x)dx.
—0o0 0
Por otra parte, una funcién se dice imparsi f(—z) = — f(x) para todo x € IR.

Un ejemplo de funcién impar es f(z) = sen(z). En general, si f es impar y
existe la integral
+oo
|t
—o0
por las propiedades de la integral tiene que ser igual a cero.
Muchas veces nos interesara solo el valor principal de una integral, que se

/+oof(:c)d:1c: lim /_Zf(x)dx.

—00 R—+o00

define como

Observemos que estamos tomando un solo limite, es decir, integramos sobre
el intervalo simétrico [—R, R|. Para algunas funciones, la integral no existe
pero si su valor principal. Cuando la integral existe, entonces coincide con el
valor principal.

Ejemplo 1.3. Sea f(x) = x, analizar el verdadero valor de la integral de f en
toda la recta, y su valor principal.

Calculamos:

R

Iim Iim zdx
R—+00 S——o00 Jg

fj;o xdx

2 1R

= lim lim —
R—+400 S——oc0 2

S

R? 52
= Iim lm —-——
R—+0c0 S——oc0 2 2
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no existe, pero su valor principal nos da cero:

R
fj;o rdr = lim xdr
R—+oco J_p
a2t
= Ilim —
R—+oo 2 _R
, R? R?
= lm ——-—=0
R—+co 2 2

2. Calculo de integrales

El objetivo de este capitulo es ver un método para calcular integrales reales
como las anteriores utilizando las técnicas del andlisis complejo.

Podemos resumir este método en cuatro pasos:

1. Se cambia la funcién real f(x) a integrar por una funcién f(z)
compleja.

2. Se considera un intervalo de la forma [—R, R] y se traza un
semicirculo centrado en el origen de radio R, llamémoslo Ci.

3. Se calcula la integral sobre la curva formada por el segmen-
to [-R, R] y el semicirculo Cr (utilizando las férmulas de
Cauchy).

4. Se acota la integral sobre C'r y se demuestra que tiende a cero,
con lo cual el valor calculado en el paso 3 tiene que coincidir
con la integral sobre el segmento [—R, R].

A continuacién veremos tres clases de integrales a las cuales aplicamos este
método. En cada uno habra pequenas modificaciones para realizarle al método
anterior que las resaltaremos cuando aparezcan.

Observemos que con este método, al calcular

R—+o00

R
lim /_Rf(a:)dac,

estamos calculando el valor principal de la integral. Si podemos demostrar que
la integral existe, entonces coincide con el valor verdadero de la integral.
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Figura 13.1: Regién de integracion

2.1. Integrales de la primera clase

Las integrales de este tipo son de la forma
oo
/.

donde P, @ son polinomios y el grado de los polinomios satisface

Q(z)
Pla) dz,

gr(P) = gr(Q) +2.

Para explicar cémo funciona el método, veremos un ejemplo.
Consideremos la integral del Ejercicio 1.2:

+o0 1
[~
oo 142
que ya habifamos calculado utilizando una primitiva, arctg(z). Intentemos re-
solverla siguiendo los pasos indicados. Es decir, integraremos H% en una curva
conveniente.
Por el punto 2, vamos a considerar una curva g, la uniéon del intervalo

[—R, R] y el semicirculo de radio R centrado en z = 0 en el semiplano I'm(z) >
0, C'r. Entonces,

1 L | 1
[ L S s
’7R1+Z ,Rl—l-Z CR1+Z
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El tercer paso es integrar la funcién utilizando las férmulas de Cauchy. Si
buscamos las raices del denominador vemos que son i, —i, con lo cual 7 estd en
el interior de ~yp.

Por el teorema de Cauchy,

1 1 ] 1
/ 2dz—/ 7/(Z+,Z)dz: 2w ,
,YR1+z g 2 241

y ahora sélo nos resta el paso final.

:7‘["

z=1

El punto 4 consistia en acotar la integral sobre el semicirculo C'r y ver que
tendia a cero cuando R — oo. Aqui,

1 1
dz| < méx |——| - long(Ch),
/CR 1+ 22 2‘ < mix | 73| long(Cr)
y podemos acotar (usando que |z| = R):
1 1 1
< = .
1+22| 7 |22-1 R?2-1

Por otra parte, como la longitud del semicirculo es 7R, obtenemos

1
/ 72dz < dz
CR].+Z

™
“R-1

y esta 1ltima expresién tiende a cero cuando R — oo.
Para concluir, juntamos la informacién que tenemos:

1 L 1
= sdz = 5dz + 5dz,
vr 1tz _rl+=z2 cp 1tz

v haciendo tender R — oo, nos queda:

+oo 1
T :/ ——dz,
oo 142

que es la integral que queriamos calcular.

Ejercicio 2.1. Calcular las siguientes integrales, verificando el resultado.

1/°° dx .7
“Jo x24+1 2

5 /OO dx _51
“Jo (2414 32
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2.2. Integrales de la segunda clase

Estas integrales involucran las funciones sen(x), cos(x). Consideremos la

+oo
/ 2sen(:v) .
Lo XTEFT A2

En este caso, no podemos reemplazar directamente sen(x) por sen(z). Recorde-

siguiente integral:

mos que el médulo de sen(z) no estd acotado, y no podriamos luego descartar
la integral sobre el semicirculo en el plano superior como hicimos antes. Aqui,
reemplazamos f(x) por una funcién g(z):

e _ v ( cos(x) dr i sen(x) dx) '

:,22—1—z+2_ 2+z+2 24+ x4+ 2

9(2)

Observemos que la integral que queriamos calcular es la parte imaginaria de
g(x) sobre el eje real, ya que en éste y = 0, y tenemos e ¥ = 1.

Observacion 2.1. Es importante detenerse aqui hasta comprender cudl es la
diferencia en el primer paso respecto al ejemplo anterior, y estar seguros de
que la funcién g(z) coincide con f(z) cuando z = z + i - 0, es decir, sobre el
eje real.

El resto es igual que antes, introducimos la curva v como la unién del inter-

valo [—R, R] y el semicirculo Cr de radio R centrado en z = 0 del semiplano
Im(z) > 0. Entonces,

eiz R eiz e'iz
/ z2+z—|—2dz:/ z2+z+2dz+/ z2+z+2dz
VR —R Cr

El préximo paso es calcular la integral sobre . Necesitamos los puntos
donde se anula el denominador para aplicar la férmula de Cauchy. Entonces,
1 7
24+242=0 para z:—f:tii
2 2
Cuando R es grande, s6lo uno de los puntos estd dentro de yg, (—1 +1v/7)/2,
con lo cual, por la férmula de Cauchy,

eiz 1 _ .ef(ﬁJﬂ)/Q
Jin moivE mervp® = s
- %e_‘ﬁ/Q(COS(—l/Q)—|—isen(—1/2)).

Luego, la integral nos queda, si separamos en parte real e imaginaria,

2 2
%e_ﬁ/Qcos(—l/Q) + i%e_‘ﬁmsen(—l/2).
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Ya calculamos la integral, y el paso siguiente es acotar la integral sobre Cg.

eiz
Y dl =
/CR 224242 z' 0

Para esto tenemos que calcular la longitud de Cg, que es TR, y acotar la

Veamos que

lim
R—+o00

funcioén: ‘
elZ
224242
Para el numerador, haciendo z = x+1iy, vemos que |e”?| = e ¥Y|-|e**| Ahora,

e ¥ <1, yaquey > 0. Por otra parte,
T

e’ = cos(z) + isen(z)

y tiene moédulo 1, asi que el numerador esta acotado por 1.
Veamos ahora el numerador. Tenemos

2% + 2 +2| > |[R?*| - |R| - |2],

y como al dividir se invierte la desigualdad,

1 1
<
22+z+2’ ~ |R2?| - |R| -2’
tenemos la cota '
e*® 1
i <
2eCn z2+z—|—2‘ |R2[— |R| -2

Ahora, sabemos que

R
lim il

— =0
Retoo [R2] — R| -~ 2

Por dltimo, juntamos toda la informacion y obtenemos que
f S dr = fR & dz + J. S dz
YR 22+2+2 —R 224242 CRr 224242

= %e*‘ﬁﬂcos(—lﬂ) + i%e*ﬁﬂsen(—lﬂ).

Tomando limite cuando R — oo, nos queda:

400 i ) 2
/OO ﬁd:c = %e*ﬁpcos(—lﬁ) + i%e*‘ﬁﬂsen(—l/%.
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Capitulo 13. Integrales reales

Separando la primer integral en parte real e imaginaria,

/+°° cos(x) d$+i/+°° sen(x) Iz

oo X2+ 2 oo 24T +2

tenemos que

—+o0
/ _senl®) g B Vg1 )9,
oo T2+ T H2 VT

Ejercicio 2.2. ;jCuénto vale la integral

+o0o
/ 2603(:17) dr 7
oo TEH A2

Ejercicio 2.3. Calcular las siguientes integrales, verificando el resultado.

o CcoS X T et o
/OO % + a?) x2+b2)d 2—62(b_ a>(a>b>0)

* cosax 77
(0.9}
/ wsfiaj = ge_“sena (a>0)

2.3. Desigualdad de Jordan

Antes de estudiar la 1ltima clase de integrales que veremos, necesitamos
demostrar una desigualdad que nos serd de gran utilidad.

Teorema 2.1. Desigualdad de Jordan:

/ efRsen(t) dt <
0

Demostracion. Para demostrarla, hay que considerar que se tiene la siguiente
desigualdad en (0, 7/2):

=

—t < sen(t)
T

y que entre (7/2,7) tenemos
2
—(m —t) < sen(t).
™

Estas valen porque el coseno es céncavo, y por lo tanto su grafico estd por
encima de la recta que conecta el origen con (7/2,1), y de la recta que conecta
(7/2,1) con (m,0).

275



Notas de Matematica IV

Ahora, se divide la integral en dos partes,

/ e—Rsen(t)dt _ /2 e—Rsen(t)dt +/ e—Rsen(t)dt
0 0 z

v se usan las desigualdades anteriores en cada una:
2 Reen(t) T Rsen(t) 2 g2, T _R2(r-t)
/e Sen(dt—i—/e sen dtg/e vrdt—i—/e ==t q.,
0 2 0 2
Estas integrales se calculan explicitamente,

us

/02 e Ratds = —%e_R%t ;QT = —%(e_R - 1),
Y s
/; e REC g = TR = -,
y sumandolas se obtiene el resultado:
T, _R ™ _R n  me B ™
BT A A A Al A

2.4. Integrales de la tercera clase

En la ultima clase de integrales que veremos, integramos un cociente de
polinomios multiplicados por una funcién trigonométrica, donde el grado del
polinomio del numerador tiene un grado menos que el del denominador, lo
cual no permite acotar como en el caso anterior.

Resolvamos el siguiente ejemplo:

o0 rsen(x
/_ N x2+(1)d:v.
Vamos a reemplazar la funcién por
sel?
2+1
y tomamos como curva yg la unién del segmento [—R, R] y el semicirculo en

el semiplano I'm(z) > 0 de radio R, Ck.
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Capitulo 13. Integrales reales

Observemos que el denominador se anula en +i, con lo cual la integral que
queremos calcular, por el Teorema de Cauchy, es

iz : s o—1
/ A G ) P
TR 2

zZ—1 )

El préximo paso es acotar la integral sobre C'r. Si parametrizamos la curva

R2 ™
<— [ le
71l

Cpr como Re' con 0 <t < 7, nos queda

iz
/ je dz‘ =
Cr z + 1

(recordemos que |ef| = 1).

dt iRe™ | gt

it .
™ ReztezRez ZRezt
0 R2ei2t +1

En la integral que falta calcular notemos que

it ) . . _
ezRez _ ezR[cos(t)—Hsen(t)] — echos(t)e Rsen(t)‘

iRcos

®)] =1, y queda por la desigualdad de Jordan

R2 ™ R ® R2
SEN <
R2—1/0€ W=y

Tomando médulo, |e

I

==

que tiende a cero cuando R — oo.
Para terminar, observemos que

iz ; R i iz
el / ze/(z —|— i) _ / xe +/ et
N r224+1 Jo, 22 +1

Al tomar limite cuando R — oo,

y observemos que

400 +oo T
/ xsen(x) dz = Im / ve ,
oo X241 oo 241

con lo cual la integral que queriamos calcular es

/*“’men(w)

R |

dr = me~ L.

Observacion 2.2. Hay otras clases de integrales que pueden calcularse con
este método, y cada una introducird nuevas modificaciones. Si bien no serdn
estudiadas aqui, el procedimiento a emplear es el mismo que explicamos.
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Ejercicio 2.4. Dado R > 0 sea Cp = {z = Re?? : 0 < 0 < 7}, orientado desde
z = R hasta z = —R. Sea f(z) una funcién analitica en todo el plano complejo
tal que para cada R > 0 existe una constante Mpr > 0 con |f(z)| < Mpg,Vz €
CRr, y supongamos que limgp .., Mr = 0. Usando la desigualdad de Jordan,
probar que

lim (2)e""%dz = 0
R—o0 Cr

siempre que a > 0.

Ejercicio 2.5. Utilizando el ejercicio anterior, verificar las siguientes identi-
dades.

> z3senax a
1. — T, = Te "cosa
o T*+4

o0 r3senx T
2. = —(4e? —¢7!
/0 (2 + 1) (22 + 4) gl —e)
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MATEMATICA IV

Practica 0 — Ecuaciones Diferenciales

Ecuaciones Separables

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
(i) 2%y +y=0
(i) (22 +1 filg =y
(iii) ¢ =2ty —
(iv) y’COS(x)-—>y2tg($):: 0

2. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales

()y—y+1 (DZ

Ecuaciones Lineales de Primer Orden

3. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones

(1) v —3y=e

(i) v —2zy ==

(iii) xy + 2y = &
(iv) % = senx + ytgx

x

(V) 2 +zy+y=e"
4. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales.

() y+y=z+e’, y(0)=0

(ii) 2y —3y=2% 2>0,y(1)=0

(iii) (1+ 22)y' + 22y = 3v/x, y(0) =2
(iv) 2y — A5 ==, y(1)=0,2>0
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Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Or-
den

. Resolver las siguientes ecuaciénes diferenciales lineales homogéneas

(i) ¥ =3y +2y=0

(i) ¥"—y=0

(iii) v’ — 4y +13y =0
(iv) 9y” — 30y + 25y = 0
(v) ¥ +25y =0

(vi) 25y" — 20y + 4y =0

. Resuelva los siguientes problemas de valores iniciales

(i) ¥" -4y =0, y(0)=1,4(0)=0

(i) y" =2y +2y =0, y(0)=1y'(0) =2

(iii) y" +4y +6y =0, y(0) =2,4'(0) =4

(iv) ¥"+9 =0, y(3)=0,9(3)=1

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales o problemas de valores
iniciales no homogéneos, por el método de coeficientes indeterminados.
(i) ¥’ —y' — 6y = cos3x

(i) v +2y +2y=2% -1

(iii) v — 4y + 4y ="

(iv) v — 7y + 12y = senx — cosx

V) vV +2y +y=ae®

(vi) v — 2y + 5y = x +sendz, y(0) =1,y (0) =2

(vii) v — 3y +2y =22 —e 2, y(0)=1,y'(0) =0

. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales no homogéneas por el

método de variacién de las constantes.

(i) ' +y=secxr,0 <z <
(i) ¥ =3y +2y = 1=
(i) o~y = e

(iv) v + 3y + 2y = sen(e”)

x



10.

Aplicaciones

. Los psicdlogos interesados en la teoria del aprendizaje estudian las cur-

vas de aprendizaje. Una tal curva es la grafica de una funcién P(t) que
describe el desempeno de alguien que esta aprendiendo alguna habilidad,
como una funcién del tiempo de capacitacion t. La derivada dP/dt repre-
senta la razén con la que el desempenio mejora. Si M es el nivel maximo
de desempeno que puede tener un aprendiz, resulta razonable suponer
dP/dt es proporcional a M — P(t). Asi, al principio el aprendizaje es
rapido, y después, conforme el desempeno aumenta y se aproxima a su
valor maximo, la razén de aprendizaje disminuye. En consecuencia

dP
— = k(M - P(t))

donde k es una constante positiva. Resolver la ecuacién diferencial y
dibujar la curva de aprendizaje.

Un objeto de masa m se lanza desde su estado de reposo y suponemos
que la resistencia del aire es proporcional a la velocidad del objeto. Si s(t)
es la distancia recorrida después de t segundos, entonces la velocidad es
v(t) = §'(t) y la aceleracién es a(t) = v/(t). Si g es la aceleracién debida
a la gravedad, entonces la fuerza de atraccion sobre el objeto es mg — cv,
donde ¢ es una constante positiva. De la ley de Newton se deduce la
ecuacién del movimiento

dv
m— = mg — cv

dt

(i) Resolver esta ecuacién diferencial para determinar la velocidad en el
tiempo ¢

(ii) ;Cual es la velocidad limite?

(iii) Determinar la distancia del objeto en funcién del tiempo ¢.
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MATEMATICA IV
Practica 1 — Algebra Lineal

1. Analizar la independencia lineal de los siguientes conjuntos de vectores:

286

a) {(_1’1)7(273)}

b) {(1,0,-2),(1,3,1)}

¢) {(0,0),(4,5)}

d) {(1,1,0),(0,1,-1),(2,1,1)}
e) {e3t,6_t}

f) {ezt,te%}

g) {cost,sent}

. Decidir si los siguientes conjuntos de vectores son sistemas de gener-

adores de los espacios vectoriales V' dados:
a’) {(174)’(271)7(17_3)}7 V =1R?
b) {(17271)7(37 _251)}7 V:]RS
C) {(17070)7(0?172)’(1a073)}7 V:IRS

. Decidir si los siguientes conjuntos de vectores son base del espacio vec-

torial V:

a) {(2,1,1),(0,1,3),(1,1,2),(1,2,5)}, V =IR3
b) {(-1,4)}, V =1R?

c) {(1,3,-1),(2,1,0),(1,-2,2)}, V =IR?

d) {(3,1),(~1,-3)}, V =IR?

Hallar la matriz de cambio de base C'gp y usarla para calcular las coor-
denadas de los vectores dados:

a) E =base canénica de R?, B = {(1,2),(=1,1)}, u = (—4,-1),
v=(2,7), w=(0,3).

b) E =base canénica de IR?, B = {(1,-1,2),(3,1,0),(-1,0,0)}, u =
(2,1,3), v = (=5,—1,2).

. Hallar las coordenadas de los vectores v en la base B.

a) v=(25),B=1{(2-1),(-1,4)}



6. Dadas las coordenadas de v en la base B ([v]p), dar las coordenadas de

v en la base cané

a) [vlp =1(0,2,-1), B ={(1,0,3),(0,2,1), (0,0,
b) [vlp = (2,5), B ={(1,-1),(1,2)}

nica.

-1}

¢) v]s = (3,4, —5), B = {(0,1,0),(0,0,1), (1,0,0)}

a) Verificar que la matriz A =

b) Verificar que la matriz A =

8. Dadas las siguientes matrices

Ay

(

3

-2 2

1

-1

)

g

( (
2 0 0
3 —4 3 | es diagonalizable.
3 —6 5
1 3 0
1 —1 0 | no es diagonalizable.
1 1 2
—4 4 1 -
Aq =
a0 s o)
-9 4 3 =5
—25 11> A6_<1 —1>
-3 4 -2 1
-2 3 ) Ag_( 5 2 )
4 -1 -2 =2
A =
1 2 ) 2 (—5 1 )

a) Hallar la forma canénica de Jordan de cada matriz y escribir a la
matriz A como A = CgpApgCER, donde B es la base de Jordan
asociada a la matriz A y App es la forma de Jordan de A.

b) Calcular e4? para cada una de las matrices dadas.
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MATEMATICA IV
Practica 2 — Sistemas Lineales

1. Hallar la solucién general de cada uno de los siguientes sistemas, re-
solviendo la ecuaciéon de segundo orden asociada. En ii. y iv. resolver
ademas el problema de valores iniciales.

; ¥ = 2x—y i ¥=2rx—y x(0)=2
Yy = Yy =2+2y y(0)=-1
/I — =
T S iv.] T z(0) =3

y=z+y y=z+2y y(0)=1

Y x' =y +el2t)
Ny =—dr+4ay+1

2. Para cada una de las ecuaciones siguientes, halle un sistema lineal de
primer orden de ecuaciones diferenciales, que permita resolver dicha
ecuacion.

i y" —8y + 16y =0
ii. 2 — 42’ + 10z = 12
. ¢ —y" +4y —4y =0
iv. y(v) + 3y/// _ 23/, + 6y = x€m2
3. Halle la solucién general del sistema lineal ' = Ax para cada una de las

matrices A dadas a continuacién. En cada caso esbozar el diagrama de
fases y analizar la estabilidad del origen como punto de equilibrio.

. 2 1 .. -1 8
1.A—<34) 11.A—<1 1)
LY (2 )
-3 -2 1 -2

5 3 i A 33 —58
-3 1 20 =35
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4. a) Graficar el diagrama de fases de un sistema bidimensional
' = Ar A R¥?

estudiando la forma de Jordan asociada a la matriz A, en los sigu-
ientes casos:
1) A tiene autovalores reales de distinto signo
2
3

A tiene dos autovalores reales negativos y distintos

A tiene un autovalor negativo pero no es diagonalizable

o

)
)
) A tiene autovalores complejos conjugados a + bi con a < 0
5) Idem (iv) con a =0
6)
7) Idem (ii) con autovalores positivos
)

Idem (iv) con a >0

8) Idem (iii) con autovalor positivo
9) A tiene un autovalor nulo
b) (En cudles de los items anteriores se verifica lim;_, 4~ z(t) = 0 con
cualquier condicién inicial? ;En cuéles se verifica limy_, 1 o |2(t)| =
oo?

5. Halle (si es posible) los valores del parametro & € IR en las siguientes
matrices que hacen que el origen sea un sumidero (dos autovalores reales
y negativos) para el sistema z’ = Ax.

: 3.0 Lo, (K1

1.A—<k _4> 11.A—(0 /{:)
(-2 k-1 . [ =5 -k
111.A—< 5 9 > 1V.A—< I 9 )

6. a) Resolver la ecuacién diferencial en IR? y analizar el comportamiento
asintotico de las soluciones de 2’ = Az en los siguientes casos:

10 1
i) A= 0 0 -2 z(0) =(1,2,1)
01 o0
-2 0 0
i) A= 1 -2 0
0 1 -2
011
i) A=[0 0 1 2(0) = (2,1,1)
000
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MATEMATICA IV
Practica 3 — Estabilidad de los puntos de
equilibrio y sistemas no lineales.

JPara cudles de las siguientes matrices A, el origen es un equilibrio es-
table para el sistema ' = Ax?

. -8 18 . 5 -9 01
1.A—<_3 7) 11.A—<4 _7) 111.A—<O 0>
iv.A:(5 _13> V.A:<5 _6) ii.A:<1 2 )
2 =5 2 =2 2 =2

. Analizar la estabilidad del punto de equilibrio (0, 0) del siguiente sistema

para todo valor de a € IR

= 224 (a—2)y
y = 2z + ay

. Sea o € IR considere el siguiente sistema lineal

¥ = (a+1)x—3y
y = z+(1-a)y
a) Verifique que el origen no es estable para ningin valor de a.

b) Realize un diagrama de fases alrededor del (0,0) para o = /2.

. Estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio indicados en cada uno

de los siguientes sistemas.

a) { 7 = ye—3(a:—1) -1

y=—(z—-1)y
' =sen(l—x)+e¥—1
b 1
) { Yy = —sen2y (1,0)
I/:63$_y4
¢ 0,1
) {y’Z(w+1)2y—y4 0.1)

d ' = —logx + z(y + 1)
) y/ — _l,,y + 6_2(y+1) _ 2

=14y —az%—1qy?
e){ R . (-1,1)
Yy = r— Yy



5. Analizar la estabilidad del punto de equilibrio (0,0) para los siguientes
sistemas:

/ y’:a:+y+a:4

2) {x/:—x—%xj—Qseny b) {x’:—x—i-?:y—i-a:y
Yy =-Yy—3Y

6. Consideremos el siguiente modelo para especies en competencia, en el
que se asume que la interaccion entre las especies es desfavorable para
ambas. Tenemos:

/

{x’ = z—z’—azxy, >0
y = y—y*—axy, y>0

donde a es una constante positiva y a # 1.

a) Determine la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema.
b) Esboce el diagrama de fases para a = % ya=2.
¢) Determine las condiciones de extincién (cuando ¢ — oo) de una de

las especies, de las dos especies y coexistencia de ambas especies.

7. Considerar el sistema

¥ =2y(z—1)
Yy =—-xz(z-1)
o = _z3

a) Hallar los puntos de equilibrio. ;Se puede analizar la estabilidad de
los puntos de equilibrio a partir de la parte lineal del sistema?

b) Demostrar que el origen es un equilibrio estable. Sugerencia: Buscar
una funcién de Liapunov de la forma V(z,y, 2) = ax?® + by? + cz?
con a,b,c > 0.

8. Mostrar que el origen es estable para los siguientes sistemas.

2’ = —x +2x(xr +y)? v = —y— zy?
a) / 3 3 2 b) ! 3
Y =y +2y°(z +vy) Y=z

= —2x —qy? x' = 2y3
0 { AR

y=-y—= y =-x
= —22% + 2y + 23sen(x) = —zy? -2+t
e) r_ 3 f) /.3 .29 3
Yy = r—y Yy = Y Yy Yy
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9. Sea a € IR. Considere el siguiente sistema:

v = 2y+22t 23
y = —20+ay-y

y note que (0,0) es un punto de equilibrio del sistema.

a) Clasifique el sistema cuando « # 0.
b) Para o = 5, haga un diagrama de fases.

¢) Para a = 0, verifique que el (0,0) es asintéticamente estable.

10. Sea « € IR. Verifique que el (0,0) es un punto de equilibrio del sistema:

= —zy+3ay
f(x)—{ y = 22— +ax

Muestre que si a # 0, entonces (0,0) es inestable, pero si &« = 0, es
estable.

11. Dado el sistema:

= 3x—y+aly-1)
y = —2senx + 4y

)= {

Demostrar que (0,0) es un punto de equilibrio inestable para todo valor
de a.

12. Considerar la ecuacién de Lienard

(L){ a' =y~ f(z)

Yy =-x

a) ¢ Cuadles son los puntos de equilibrio de (L)?

b) Si f/(0) # 0, determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio
de (L) en funcién de f/(0).

c¢) Esbozar un grifico de fase.

13. En el ejercicio 12 se estudié la ecuacién de Lienard (L) bajo cierta
hip6tesis sobre f. Supongamos ahora que xf(x) > 0 para todo = # 0.
Probar que el origen es un punto de equilibrio estable.
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14.

15.

16.

Considere el sistema de ecuaciones

{ o = y—af(@,y)

Yy =—z—yf(z,y)

en donde f(z,y) es una funcién continua con primeras derivadas contin-
uas. Demuestre que si f(x,y) > 0 en algin entorno del origen, entonces
el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable.

Considerar un péndulo con una masa m oscilando en el extremo de un
hilo de longitud . Supongamos que la fuerza de friccién es proporcional
a la velocidad del péndulo, siendo k la constante de proporcionalidad. El
sistema, que describe el movimiento del péndulo es

=y

y = —tsenz — Ly
donde z es el angulo formado por el eje vertical y la recta que contiene
al hilo.

a) ¢ Cudles son los puntos de equilibrio del sistema? Interpretar desde
el punto de vista fisico.

b) Analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio y realizar un
diagrama de fases.

Una generalizacion de la ecuacién del péndulo no amortiguado es
d’>u
—5 +9(u) =0, (2.1)
en donde g(0) =0, g(u) > Opara0 < u < k,y g(u) < 0 para —k < u < 0;
es decir, ug(u) > 0 parau # 0, —k < u < k. Observar que g(u) = sen(u)
tiene esa propiedad sobre (-3, 7).

a) Tomar x = u, y = % y escribir la ecuaciéon 2.1 como un sistema
de dos ecuaciones. Demostrar que x = 0, y = 0 es un punto de
equilibrio del sistema.

b) Demostrar que

1 xT
V(z,y) = 5212 +/0 g(s)ds, —k<z<k,

es una funcién de Lyapunov para el punto de equilibrio (0,0). Ob-
servar que esta funcién de Lyapunov corresponde a la funcién de
energia V(z,y) = 3y* + (1 — cos(z)) para el caso g(u) = sen(u).
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17. Al introducir variables adimensionales adecuadas, el sistema de ecua-

18.

19.
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ciones no lineales para el péndulo amortiguado puede escribirse como

=y
Yy = —y — sen(x)
a) Demostrar que el origen es un punto de equilibrio.

b) Demostrar que V(x,y) = x> + y? no es una funcién de Lyapunov
para (0,0). Sugerencia: x — sen(x) > 0 parax > 0y z —sen(z) <0
para z < 0. Considere estos casos con y positiva, pero lo suficien-
temente pequeiia para que pueda ignorarse y? en comparacién con
V.

¢) Considerar la funcién V(z,y) = 3y + (1 — cos(z)) para demostrar
que el origen es un punto de equilibrio estable. Sin embargo, obser-
var que aunque haya rozamiento y pueda esperarse que el origen
sea asintéticamente estable, no es posible llegar a esta conclusion
si se utiliza esta funcién de Lyapunov.

Una particula se mueve sobre la recta IR bajo la influencia de una fuerza
Newtoniana dependiendo sélo de la posicién de la particula. Si la fueza es
siempre dirigida hacia 0 € IR, y se anula en 0, entonces probar que 0 es un
equilibrio estable. Sugerencia: Una vez obtenido el sistema de ecuaciones,
verificar que la energia total (energia cinética + energia potencial) resulta
ser una funcién de Liapunov.

En el ejercicio 18 supongamos que hay una fuerza de friccién opuesta al
movimiento de la forma — f(x)v, f(z) > 0, donde v es la velocidad, y x
la posicién de la particula. Si f(x) # 0 para x # 0, probar que el punto
(0,0) (en el espacio x,v) es asintéticamente estable.



MATEMATICA IV
Practica 4 — Nociones de Variable Compleja

. Representar los conjuntos siguientes y determinar cuéles son abiertos y

conexos.
a) l[z—2+1i] <1 b)|2z+3| >4 ¢c)Imz>1
d)Imz=1 e) 0<argz < G(2#0) f)|z—4]> |z
g) |[Re z| < || h)Re L <1 i) Im 22 >0

. Describir el dominio de las siguientes funciones:

1 z

) [z =77 D@ =) o /@) =1

o
IREE

d) f(2)

. Si f(2) =1, calcular f'(z) usando la definicién, para z # 0.

. Usando las propiedades de las derivadas probar que d%z” =nz""! cuan-

do n es un entero.

. Utilizar la definicién de derivada para ver que si f(z) = Re z entonces
f'(2) no existe en ningtin punto.

. Probar que la funcién f(z) = z no es derivable en ningin punto.
. Decir si la funcién f(z) = Im z tiene derivada en algun punto.

. Usando las condiciones de Cauchy-Riemann, demostrar que las siguientes
funciones no son derivables en ningin punto.

a) 2x +ixy b) e®e”W

. Probar que f/'(z) y f”(z) existen en todos los puntos, y calcularlas, en
los siguientes casos

a) f(z)=iz+2 b) f(z) = e Te W ) f(z) =23
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Para las siguientes funciones, decidir donde existe f’(z) y hallar su valor.

D=1 D=t o) f(2)=zTmz

Sea f(z) = %)2 para z # 0. Probar que las ecuaciones de Cauchy-

Riemann se verifican en el punto z = 0, pero f’(0) no existe.

Decidir si las siguientes funciones son analiticas en algin punto, y en ese
caso hallar el dominio de analiticidad.

a) f(z) =3z +y+i(3y —x) b) f(z) = senz coshy + i cos z sinhy

) 22 +1
c) flz) =xy+1iy d) f(z):z(z?—:-l)
. 284
e) f(2) = (" =2)e”e™ 1) f(2) = ﬁ

La funcién g(z) = 23 = Vre?’2 con r > 0, -1 < @ < 7 es analitica en
dicho dominio. Probar que la funcién compuesta g(z? + 1) es analitica
en el cuadrante x > 0,y > 0.

Probar que la funcién g(z) = logr + i es analitica en el dominio r >
0,—-% <6< 7%. Aquir = |z| y § = arg z. Probar que ¢'(z) = % en dicho
dominio. Finalmente probar que la funcién compuesta g(2z — 2 + i) es
analitica en el dominio x > 1.

Probar que si f(z) es una funcién analitica en un dominio D tal que f(z)
tambien es analitica en D, entonces f(z) es constante en D.

Probar que si f(z) es una funcién analitica en un dominio D y real en
D, entonces f(z) es constante en D.

Propiedades de funciones elementales

Probar que:

9 1 i
a) exp(2 + 3mi) = —e?; b) exp R \/g(l +1);

Hallar los valores de z para los cuales

a) ef = -2 b) e* =1+ /34; c) e =1



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Hallar todas las soluciones de la ecuacion cos z = 2

log z

Probar que e = z, si z # 0, independientemente del valor de log 2z

seleccionado.

Nota. Con Logz denotamos el valor principal de logz.

Probar que
1
a) Log(—ei) =1 — T b)Log(1 —1i) = =Log2 — i
2 2 4
Probar que

Log[(1 4 4)% = 2Log(1 + 1) pero  Log[(—1+i)?] # 2Log(—1 + i)

Probar que si Re z; > 0 y Re 22 > 0 entonces

Logz129 = Logz, + Logza
Probar que
Logz129 = Logzy + Logze + 2N i
siendo N uno de los valores 0, £1.

Probar que la funcién Log(z — i) es holomorfa en todo el plano salvo
sobre la semirrecta y = 1,2 < 0.

Hallar el dominio de holomorfia de la funcién

Log(z + 4)
22+

Verificar que Log(x? 4+ y?) es arménica en todo dominio que no contenga
al origen.

Escribir Re (e=) en términos de z e y. jPor qué esta funcién es arménica
en todo dominio que no contenga al origen?
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MATEMATICA IV
Practica 5 — Integrales Complejas

Integrales Curvilineas
Para cada arco C'y cada funcién f, en los ejercicios 1 a 5, hallar el valor de

298

/C £()d=.

a) C es el segmento de recta desde z = 0 hasta z = 1 + 4;

CfR)=y—2-32%y

b) C consiste en dos segmentos de recta, uno desde z = 0a z =iy
otro desde z =7 hasta z =1+ 1.

Sol. a) 1—i; b) 172,

L fle) =22y
a) C es el semicirculo z = 2¢", 0 < 0 < 7;
b) C es el semicirculo z = 2¢*, 7 < 6 < 27;
¢) Ceselcirculo z = 2ei9, 0<6<2m
Sol. a) —4 + 2mi; b) 4 + 2mi; ¢) 4mi.
. f(2) =2z—1y C es el arco que va desde z = 0 a z = 2 y estd formado

por:

a) el semicirculo z =1+ €, 7 < 0 < 2m;

b) el segmento 0 < x < 2 del eje real.

Sol. a) 0; b) 0.
Ceselarcode z=—1—iaz=1+1sobre la curva y = 23, mientras
que
4y paray >0
fe)=5 [ Y

1 paray <0

Sol. 2 + 3i.
. f(z) =e*y C esel arco desde z = 7i a z = 1 formado por:

a) el segmento de recta que une esos puntos;



10.

11.

b) las partes de los ejes coordenados que unen esos puntos.

Sol.a) yb) 1 +e.

. Probar que si C' es la frontera del cuadrado con vértices en los puntos

z=0,2=1,z=1+414y z =1, entonces cualquiera sea la orientacién de
C se tiene

/C(?)z +1)dz = 0.

Sea C el contorno del ejercicio 6. Calcular

/ mexp(nz)dz.
C

Sol. 4(e™ —1).
. Si C es la mitad superior del circulo |z| =1, de z = —1 a z = 1, calcular
la integral
/ zdz
C
usando dos parametrizaciones distintas de C.
Sol. —mi.

. Sea C' la frontera del circulo |z| = 2 de z = 2 a z = 2i que queda en el

primer cuadrante. Sin calcular la integral, probar que

Probar que si C es la frontera del tridngulo con vértices en los puntos
z =0, z =31,y 2= —4, orientado en sentido antihorario, entonces:

|/(ez — Z)dz| < 60.
C

Demostrar que

z2 z2 1
/ dz = z9 — 21, / ZdZZ*(Z%—Z%)a
z1 Z1 2

independientemente del camino regular desde z = z; hasta z = 25.
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Si Cy es el circulo |z — zg| = R orientado positivamente, probar (calcu-
lando las integrales curvilineas) que

a) / dz = 27‘(‘1’ b) /; (Z — Zo)"_ldz =0 (n = :l:la :l:27 o )
0

El Teorema de Cauchy-Goursat

13.

14.

15.

16.

300

Hallar el dominio de analiticidad de la funcién f y aplicar el teorema
de Cauchy-Goursat para probar que fC f(2)dz = 0 cuando el contorno
cerrado C' es el circulo |z| = 1 y cuando:

22 s 1
a)f(z):z_3; b) f(z) = ze™%; C)f(z):m;
1
O f) = o) f(z)=tanz 1) [(z) = Log(z +2)
Denotemos por B la frontera del dominio entre el circulo |z| = 4 y el

cuadrado cuyos lados estan sobre las rectas x = +1, y = +1. Suponiendo
que B estd orientado de modo que los puntos del dominio quedan a la
izquierda de B, decir por qué [ f(z)dz = 0 cuando:

S DB =D )=

sen(%) Cl—er

a) f(z)

Usar el ejercicio 12 y el teorema de Cauchy-Goursat para calcular las
integrales

d
/Z /(Z—Q—i)"ldz (n=+1,+2,--)
C C

z—2—13

cuando C' es la frontera del rectangulo 0 < z < 3,0 < y < 2, descripto
en sentido antihorario.

Calcular las siguientes integrales, en las que el camino es un contorno
arbitrario entre los limites de integracion.

% m+21 P 3 r o

a) / e™dz; b) / cos(i)dz; c) / (z — 2)3dz; ) / s
i 0 . .

Sol. a) %; b) e + %; c) 0; d) %H(ZSH _Zngl)'

Sugerencia. Verificar que los integrandos admiten una primitiva en todo
el plano complejo.



17. a) Usando el valor principal del logaritmo como una primitiva de %,

21 dz
/ — =
—9; %

cuando el camino de integracion es la mitad derecha del circulo
|z| = 2.

probar que

b) Calcular la integral ff;z dz—z, siendo ahora el camino de integracién
la mitad izquierda del circulo |z| = 2. Sugerencia. Usar otra deter-
minacién del logaritmo. Tambien podria hacerse directamente, es
decir parametrizando el contorno, pero es relativamente mas traba-

joso.

c¢) Calcular fc% siendo C' el circulo |z| = 2 orientado en sentido
antihorario. Comparar con el ejercicio 12.

La Férmula integral de Cauchy

18. Denotemos por C' la frontera del cuadrado cuyos lados estan sobre las
rectas x = £2 e y = +2, donde C se recorre en sentido positivo. Calcular:

e *dz cos zdz zdz
a) = b == o) | s
C Z— 5 c < + 8 C 2z + 1

te(3)dz cosh zdz
d —= — (—-2< <2); _
) /C (Z _ xo)g ( S 20 > )7 e) /C 4 )

Sol. a) 2m; b) 0; ¢) —Z; d) imsec(Z); e) 0.

19. Hallar el valor de la integral de g(z) sobre el circulo |z —i| = 2 con la
orientacién positiva, cuando:

1 1

a) g(z) = m? b) m

Sol. a) 5;b) {5

20. Sea C un contorno simple cerrado recorrido con sentido positivo y defin-
3
5° + 2s
g(z) = / ——ds
c(s—2)3
para cada z € (. Probar que g(z) = 67iz cuando z estd dentro de C'y
que g(z) = 0 si z estd fuera de C.

1mos
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22.

23.
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Calcular todos los posibles valores de

Zeiz
d
/F E+12z—i2"
donde I" es una curva cerrada simple que no pasa por las raices de P(z) =
(22 4+ 1)%(z —14)2.

Sea f(z) una funcién holomorfa.

a) Verifique que e # 0 para todo w € @y use esa informacién para
probar que f(z)e? es una funcién holomorfa.
b) SiT es una circunferencia de radio 1 centrada en 2i y se sabe que

e, G 4
St /p(22+4)(2—2i)d =3,

calcular f(2i) y f'(249).

Demostrar que
1 P'(z)
271 T P(Z)

dz =2
donde P(z) es un polinomio de grado 2 y I' es una curva cerrada que
encierra a las raices de P(z).

Sugerencia: Escribir P(z) = a(z — z0)(z — 2z1) donde 2 y 21 son las raices
de P(z) y usar la férmula de Cauchy.



MATEMATICA IV
Practica 6 — Integrales Reales

1. Calcular las siguientes integrales, verificando el resultado.

2) /OO dx o
0 $2+1_2
b) /OO dx _51
o (@2+1)4 32
)/oo dz T
c = —
o i+l 2V2
> CcoS X T et o
d —_— - — b>0
)/ (x2+a2)(x2+b2) a2—b2(b a>(a> >0)
*  cosax T
————drx = —(1 b 0,b>0).
e)/() (£U2+b2)2 4b3( +CL> (a> ? > )

[e.e]
f) /_Oo %dm = ge_“sena (a>0)

Desigualdad de Jordan. Para cualquier R > 0 se tiene

B — Rsenf i
df < —
/0 ‘ "R

.Dado R > 0 sea Cr = {# = Re?? : 0 < § < r}, orientado desde
z = R hasta z = —R. Sea f(z) una funcién analitica en todo el plano
complejo tal que para cada R > 0 existe una constante Mpr > 0 con
|f(2)] < Mg,Vz € Cg, y supongamos que limp_,ooc Mr = 0. Usando la
desigualdad de Jordan, probar que

lfm f(2)e"**dz =0

R—o0 Cr

siempre que a > 0.

3. Usando el ejercicio anterior, verificar las siguientes identidades.

> z3senax —a
a) — 5 =7me “cosa
oo TEHA4

o x3senz T
b = T2 _ o1
)/0 D@ gle —e)
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MATEMATICA IV

Practica 7 — Series de Fourier

1. Hallar la serie de Fourier de las siguientes funciones definidas en el in-
tervalo [—m, 7]

a) flx)=m

b) f(x) = sen(x)

&) f(z) = cos(a)

d) f(z) =7+ sen(z) + cos(z)

2. Encontrar la serie de Fourier para las siguientes funciones periédicas de
periodo T' = 27 definidas en el intervalo (—m,7|:

a)
0 para —m <z <0,
cos(z) para 0<z<m.

-1 para —w<ax<O0,
f(z) =
1 para 0<z <,

3. Hallar la serie de Fourier para las siguientes funciones

a)
rx+1 para —1<x<0,
f(z) =
1—=x para 0<z<1

donde f es una funcién de periodo T' = 2.
b)
0 para —-2<z< -1,
fle)=< = para —1<z<1,
0 para 1<z <2

donde f es una funcién de periodo T = 4.

¢) f(x) =1 —22%, =3 < 2 < 3, donde f es una funcién de periodo
T =06.
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10.

a) Hallar la serie de Fourier de

@) = 0 para —1<z <0,
1 para 0<z<1

donde f es una funcién de periodo T' = 2.

b) Utilizar el desarrollo encontrado en el item anterior para demostrar
la siguiente igualdad

1 1 1 = (—1)"
—1l—- 4+ 4. = S 7
3+5 7+ ;Qn%—l

T
4

. Determinar si las siguientes funciones son pares, impares o ninguno de

los dos tipos:

a)xd — 2z b)tg(2x) ce * d)(z + z3)* e)in(z® 4+ 1)

. Demostrar que cualquier funcién puede expresarse como la suma de otras

dos funciones, una que es par y la otra impar. Es decir, para cualquier
funcién f, cuyo dominio contiene a —x siempre que contenga a x, de-
muestre que existen una funcién par ¢ y una funcién impar h tales que

f(@) = g(x) + h(z).

Demostrar que la derivada de una funcién par es impar y que la derivada
de una funcién impar es par.

a) Desarrollar la funcién f(x) =z, 0 <z < 2, en serie de cosenos.
b) Utilizar el desarrollo obtenido para demostrar la siguiente igualdad:
2 o0
m 1 1 1
e -
g 1 TmTyET 20(211—1—1)2

Desarrollar en serie de senos la funcién

0 para 0<t<m,
f)=< 1 para w<t<2m,
2 para 2m <t <3m

donde el periodo de f es T = 6.

Sea F'(z) una funcién periédica de periodo 27 dada por la férmula
F(x) = xz(m — x) para 0 < z < w. Extendiendo la definicién de for-
ma par e impar, probar las siguientes igualdades:
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a) i’(ﬂ' . IL‘) _ 2 _ (cosl(22x) + 0052(24:0) + COSB(26$) + .. )

6
b) a(r —z) = B(2nn) 4 senlBe)  senlGw) |y,

11. Desarrolle la funcién f(x) = sen(z) definida en [0, 7], en serie de cosenos.
Y la funcién f(x) = cos(x) definida en [0, 7], en serie de senos.

12. Desarrolle la funcién f(z) = 2% + 7 definida en [0, 7], en serie de senos.
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Practica 8 — Aplicaciones de series de Fourier

. Encuentre la solucién del problema de conduccion del calor:
100u,e = uy O<z<l, t>0

u(0,t) =0, u(1,t) =0, t>0

u(z,0) = sen(2rx) — 2sen(bnx)

. Considere la conduccién del calor en una varilla de 100 cm de longitud,
con coeficiente de difusién 1, y cuyos extremos se mantienen a 0 grados,
para todo t > 0. Halle una expresién para la temperatura u(x,t), si la
distribucién inicial de temperaturas en la varilla se expresa por:

a)
u(z,0) = 50, 0 <z <100.

b)

u(z, 0) = x 0<z<50
1 100 — 2 50 < 2 < 100.

. Hallar el desplazamiento u(x,t) en una cuerda elastica, de longitud ,
fija en los dos extremos, que se pone en movimiento sin velocidad inicial
(u¢(x,0) = 0) a partir de la posicién inicial u(z,0) = f(x), donde:

a)
f(z) = sen(z)

b)
T 0<zx< 7%
f@)=9 § §<z<¥
T—x %’gxg

. Encuentre el desplazamiento u(z,t) en una cuerda eldstica, de longitud
m, fija en los dos extremos, que se pone en movimiento a partir de su
posicién de equilibrio u(x,0) = 0, con una velocidad inicial w;(x,0) =
g(z), donde:

8
o

ol
IA N
3wl

T
€T

IN A

s ={ 7,
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5. Encuentre la solucién u(zx,y) de la ecuacién de Laplace en el rectdngulo
0 <z <2,0 <y <1 que también satisfaga las condiciones en la frontera
u(0,y) =0, u(2,y) =0, 0<y<l1

u(z,0) =0, u(x,1) = g(z),

0<z <2
donde

(@) = T 0<zr<l1
=V 12 1<z<2.
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