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Prefacio

Existe, aparentemente, amplio consenso en que la posicién predominante que ocupa la matema-
tica en la educacidén se debe, fundamentalmente, a su capacidad para “resolver problemas”, en
especial a partir del conjunto de herramientas que constituyen lo que se conoce por “cdlculo”. Esta
es una consideracién central en los programas “oficiales” de matematica de la escuela media, que
explica, en particular, la inclusién de temas de cédlculo tales como limites, continuidad, derivadas
e integrales de funciones de una variable en dichos programas. Sin embargo, la organizacién de
estos contenidos sugiere un enfoque desde los fundamentos del cilculo mas que desde la re-
solucién de problemas. De otra manera, pareceria dificil de entender que el estudio de los limites
de funciones de una variable preceda el concepto de continuidad, y éste a su vez preceda a los de
derivacion e integracion.

Histéricamente, el desarrollo fue exactamente en la direccion inversa: sin remontarnos al mé-
todo de exhaucion de los griegos para el cdlculo de dreas y el método de cdlculo de tangentes
de Fermat y otros, podriamos decir que el cdlculo comienza con un nociones “difusas” de “infi-
nitesimales” y “diferenciales”, a partir de las cuales progresivamente emerge lo que hoy en dia
denominamos el célculo diferencial e integral. Algo mds de un siglo después surge la nocién de
continuidad, y habrd que esperar cerca de otro siglo mds para que dispongamos de nociones de
limite y de niimero real razonablemente fundamentadas. Estos dos siglos de desarrollo de los
fundamentos de las nociones bdsicas del cdlculo no fueron un impedimento para que el calcu-
lo progresara. A pesar de los errores, las confusiones y las controversias, la potencia que las
ideas del calculo mostraban en la resolucién de diversos problemas cientificos y tecnoldgicos
resultaron el motor de su desarrollo.

Nuestra conviccidn es que en la ensefianza de la matematica resulta imperativo destacar el rol
de la resolucién de problemas como “elemento necesario para el origen y desarrollo de sus distin-
tas ramas”, como bien expresan los programas oficiales del nivel medio de matemadtica. Asi, este
texto comienza con una “taxonomia” de problemas: la resolucién de ecuaciones, la optimizacion,
la busqueda de estados de equilibrio y el cdlculo de areas. Estos problemas se constituyen en el
motor del desarrollo de las herramientas del anélisis, las cuales, a su vez, muestran su potencia
precisamente en la aplicacién a dichos problemas. En tal sentido, nuestro enfoque podria califi-
carse de “constructivista” (aunque no en la forma en la que se entiende este término desde el
ambito de la filosoffa de la matematica): elegimos enfatizar el punto de vista “constructivo” de
la matemadtica computacional o aplicada, con el doble propdsito de mostrar una matemdtica a la
vez comprensible y ttil. En particular, un tema transversal a este texto es el de la resolucién en
forma aproximada, habida cuenta de que son “pocos” los problemas que admiten soluciones que
puedan determinarse explicitamente de forma simbdlica o analitica.
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Sobre los lectores

El presente texto estd orientado fundamentalmente a estudiantes de profesorado de matematica
de escuela media, aunque también puede ser adoptado en cursos de andlisis matematico de estu-
diantes de licenciatura. En tal sentido, algunos temas de importancia en la matematica de la escuela
media, como los nimeros reales y las funciones polinomiales y “trascendentes elementales”, reci-
ben un tratamiento que les otorga tal vez mayor preponderancia que en textos de “andlisis” para
estudiantes de licenciaturas en matemadtica. Asimismo, presuponemos que los lectores conocen las

[

nociones bdsicas del “cdlculo” diferencial e integral para funciones en una variable, a la vez que

poseen familiaridad con el razonamiento matemadtico y un manejo fluido del lenguaje algebraico.

Organizacion del texto

Como hemos dicho, comenzamos estableciendo cuatro problemas “modelo” (Capitulo 1), a par-
tir de los cuales planteamos algunas cuestiones claves para el desarrollo posterior. En el Capitulo
2 consideramos ejemplos “simples” de estos problemas, que nos permiten proponer algunas es-
trategias de resolucion aproximada. Dado que no queremos simplificar un concepto complejo,
como el del nimero real, en esta etapa las estrategias que proponemos consisten exclusivamente
de aproximaciones racionales de la solucién en consideracion, y la validacién de las mismas se
realiza por medio de operaciones que involucran exclusivamente nimeros racionales. En el Ca-
pitulo 3 establecemos la “tecnologia” con la que habremos de atacar los problemas modelo en la
primera mitad del texto: el lenguaje de las sucesiones, las funciones continuas y las sucesiones de
Cauchy (de niimeros racionales).

El tema central de los Capitulos 4, 5 y 6 es la nocién de nimero real, cuyo fundamento se basa
en la existencia de desarrollos decimales infinitos que no corresponden al de ningiin niimero
racional. Asi, los nimeros reales aparecen en primer lugar como un fendmeno “observable” (de-
sarrollos decimales de sucesiones de Cauchy de nimeros racionales que se “estabilizan”). Nuestro
modelo de R no difiere esencialmente de la construccién cldsica, debida originalmente a Méray y
Cantor, segtin la cual se identifican dos sucesiones de Cauchy de nimeros racionales si su diferen-
cia converge a cero. La diferencia esencial de nuestro enfoque es que proveemos un representan-
te candnico para cada clase de equivalencia: el que define el correspondiente desarrollo decimal
infinito (admisible). De esta manera, nuestro modelo de los nimeros reales se apoya en la forma en
que los nimeros reales aparecen en la experiencia “escolar”’, como desarrollos decimales infinitos
“truncados”. La nocién de completitud surge ligada a las dificultades que nos plantean nuestros
problemas modelo, y en tal sentido, se expresa por medio de varias “hipétesis”, relacionadas pero
a priori diferentes, necesarias para justificar la validez de nuestras estrategias de resolucion.

En los Capitulos 7 y 8, usando el modelo de los nimeros reales recién construido y las “hi-
potesis” de completitud, abordamos los tres primeros problemas modelo, primero con funciones
polinomiales, y luego con funciones continuas. El Capitulo 7 se dedica a la resolucién de ecuacio-
nes polinomiales, y nos permite anticipar, en un contexto mds simple, diversas cuestiones que serdn
estudiadas posteriormente en el marco de las funciones diferenciables (en particular, el polinomio
de Taylor y el método de Newton). En el Capitulo 8 establecemos resultados de existencia para
estos tres problemas modelo con funciones continuas: los teorema de Bolzano, Weierstrass y de

14
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Punto fijo. Al mismo tiempo, analizamos bajo cudles hipétesis sobre el dominio de las funciones
en consideracion estos resultados se satisfacen, lo que nos da el punto de partida para introducir
dos nociones fundamentales de la topologia de R: la conexién y la compacidad.

En el Capitulo 9 se “cierra” la cuestién pendiente de la completitud de R, demostrando que las
hipétesis de completitud que habifamos aceptado hasta el momento son equivalentes, y que dan
lugar a un tnico modelo, salvo isomorfismos: el de un cuerpo ordenado completo arquimediano.
Ademds, introducimos las series numéricas, junto con sus criterios mas conocidos de convergen-
cia, y estimaciones del error de la aproximacion de nimeros reales por medio de series truncadas.

A partir del Capitulo 10 comienza lo que podriamos denominar la segunda parte del texto,
marcada por la aparicién de los limites “continuos”. Estos aparecen ligados a las caracterizaciones
topoldgicas de la continuidad.

Los Capitulos 11, 12 y 13 se dedican a la nocién de diferenciabilidad. La diferenciabilidad se
introduce en el Capitulo 11 en relacion con la existencia de aproximaciones locales lineales 6p-
timas, algo que ya habia sido anticipado en la discusién del método de Newton, en tanto que la
derivabilidad se presenta como la versidon “operativa” de la diferenciabilidad. En el Capitulo 12
obtenemos estimaciones para funciones diferenciables, fundamentalmente en base al Teorema del
valor medio y el Teorema de Taylor. En el Capitulo 13 aplicamos todos los resultados de los dos
capitulos precedentes a fin de obtener herramientas para resolver los tres primeros problemas mo-
delo con funciones diferenciables. Comenzamos con la existencia de extremos locales y globales
de funciones diferenciables y consideramos criterios locales de convergencia de la iteracién de
punto fijo y el método de Newton.

Finalmente, los Capitulos 14, 15 y 16 se dedican al cuarto problema modelo: el cilculo de
dreas (de figuras planas). En el Capitulo 14 consideramos la integral de Riemann de funciones
continuas. Modelamos la nocién de drea definida por el grafico de una funcién continua en un
intervalo por medio de sumas de Riemann y de Cauchy y discutimos métodos aproximados de
integracion definida. El Capitulo 15, de cardcter mas técnico, se dedica a discutir la nocién de
funcién integrable (Riemann). Por tltimo, el Capitulo 16 se centra en el Teorema fundamental del
célculo, las integrales impropias y una aplicacién importante para los fundamentos de las funciones
trigonométricas: el concepto de longitud de curva (del grifico de una funcién de clase C').

Para concluir, cabe observar que, a lo largo del texto, definimos las funciones exponenciales y
trigonométricas y establecemos sus propiedades mds importantes, a medida que tenemos herra-
mientas como para describirlas adecuadamente.
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0. Preliminares

El presente texto estd destinado a lectores que conocen las nociones bésicas del cdlculo en una
variable. También es conveniente que los lectores posean conocimientos de aritmética elemental
y del dlgebra de polinomios sobre los racionales. En este capitulo hacemos un resumen de las
nociones y resultados que vamos a utilizar en el texto.

Antes de comenzar con este resumen mencionamos la siguiente convencién que hemos adopta-
do: vamos a utilizar los simbolos “:="y “=:" para definiciones, en tanto que vamos a reservar el
simbolo “=" para identidades entre objetos matematicos previamente definidos. Asi, por ejem-
plo, dado n € N, la expresioén “n! := 1---n” indica que definimos el simbolo »! como el niimero
natural 1---n.

0.1. Conjuntos y funciones

En lo que sigue vamos a utilizar la terminologia y notaciones de la teoria de conjuntos en lo
que se refiere a conjuntos y funciones. En particular, vamos a suponer conocidos los conceptos
de conjunto, elemento, pertenencia y no pertenencia (representados por los simbolos “€” y “¢”
respectivamente) e inclusién y no—inclusién (representados por los simbolos “C” y “¢Z” respecti-
vamente). El conjunto vacio se denota por 0.

Dados dos conjuntos A y B, recordamos que:

= la interseccion AN B de A y B es el conjunto de todos los elementos de A que pertenecen a
B (o viceversa);

= launién' AUB de Ay B es el conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a
AoaB;

= la diferencia A\ B de A y B es el conjunto de todos los elementos de A que no pertenecen a
B;
= el producto cartesiano’ A x B de A y B es el conjunto de todos los pares ordenados (a,b)

talesquea €Ay b e B.

Una funcién f de A en B es un subconjunto G(f) de A X B tal que, para cada a € A, existe un
tinico b € B con (a,b) € G(f). La notacién f : A — B indica que f es una funcién de A en B,

I Cabe destacar que, si bien el concepto de unién es intuitivamente claro, la definicién que hemos dado no esta correcta-
mente formulada en la teoria axiomatica de conjuntos mas cominmente aceptada, esto es, la de Zermelo—Fraenkel (ver,
por ejemplo, [Hal74]). Sin embargo, es facil proveer definiciones “correctas” ad—hoc para cada caso en que utilizamos
el concepto de unidn en este texto.

2Nuevamente, esta definicién no es “correcta” en la teoria axiomética de Zermelo—Fraenkel.
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0. Preliminares

en tanto que la pertenencia de un par (a,b) a G(f) se denota en la forma f(a) = b. El conjunto
G(f) también se denomina el grafico de la funcién f (aunque “es” de hecho la funcién f en si).
El conjunto A se denomina el dominio y el conjunto B el codominio de f. Por tltimo, la imagen
de f es el conjunto de los elementos b € B tales que existe a € A con f(a) = b.

Dadas funciones f: A — By g: B — C, definimos la compeosicién de f y g, que denotamos
por go f, como la funcién de A en C tal que (go f)(a) := g(f(a)) para cada a € A. La funcién
identidad id4 : A — A de A se define por id4 (a) := a para cada a € A. Una funcién f : A — B se
dice inyectiva si f(a) = f(a’) implica que a = d’ para cadaa,a’ € A. A su vez, f se dice suryectiva
si su imagen es B. Una funcién f : A — B inyectiva y suryectiva se dice biyectiva, y en tal caso, la
funcién inversa f~! : B — A de f queda univocamente determinada por la regla: f~!(b) = asiy
solo si f(a) = b.

Dada una funcién f: A — B y un subconjunto S C A, la restricciéon de f a S es la funcién
de S en B, que denotamos por f|s, definida por f|s(s) := f(s) para cada s € S. Asimismo, dado
un subconjunto S C A y una funcién f : A — B, diremos que f es una extensién de una funcién
g:S— Bsi f(s) = g(s) paracada s € S.

Dada una funcién f : A — By un subconjunto S C B, definimos la imagen inversa f~!(5)? de
S por f en la forma

FUS):={acA:f(a) €S}

Asimismo, para R C A, definimos la imagen (directa) f(R) de R por f como
f(R) :={b € B: existe a € R tal que f(a) = b}.

Dado un conjunto A, un subconjunto § C A X A se denomina una relacion de equivalencia
(entre los elementos de A) si valen las siguientes condiciones:

= (a,a) € Sparacadaa € A;
= si(a,b) € S, entonces (b,a) € S;

= si(a,b) €Sy (b,c) €S, entonces (a,c) € S.

0.2. Aritmética y algebra de polinomios

Denotamos por N al conjunto de los nimeros naturales {1,2,3,...} y por Z al conjunto
de los niimeros enteros {0,+1,+2,...}. Una propiedad fundamental de N es el principio de
induccién matematica, que enunciamos a continuacion.

Teorema 0.2.1 (Principio de induccién matemadtica). Sea S C N un subconjunto tal que:
1S,

w sikeS, entoncesk+1¢€S.

3No debe identificarse la imagen inversa f~!(S) de un subconjunto S C B por una funcién f : A — B con la aplicacion de
la funcién inversa f~! a S: el concepto de imagen inversa es independiente de la existencia de la funcién inversa de
la funcién en consideracién. Sin embargo, en caso de que se trate de una funcién inversible, la imagen inversa f~!(S)
de S C B coincide con el subconjunto que se obtiene aplicando la funcién inversa f~! a cada elemento de S.

18



0.2. Aritmética y dlgebra de polinomios

Entonces S = N.

En lo que sigue vamos a utilizar la siguiente desigualdad de Bernoulli, cuya demostracién nos
sirve a fin de ilustrar la aplicacién del principio de induccion matemadtica.

Lema 0.2.2 (Desigualdad de Bernoulli). Paraa > —1yn € N, vale la desigualdad
(14+a)" > 1+na. 0.1)

Demostracion. Fijemos a > —1 y consideremos el conjunto S formado por todos los nimeros
naturales n para los cuales es vdlida la desigualdad (0.1).
Observamos en primer lugar que 1 € S. En efecto, dado que

(14+a) =14+a=1+1-aq,

concluimos que (0.1) es vdlida para n = 1.
Supongamos ahora que k € S, y veamos que k+ 1 € S. Dado que & € S, sabemos que (14 a)* >
1+ ka. Por lo tanto,

(I+a*' = (1 +a)(1+a)* > (1 +a)(1 +ka) = 1 + (k+ 1)a+ka®> > 1+ (k+ 1)a.

Esto pruebaque k+1 € S.

En resumen, tenemos que 1 € S'y, si k € S, entonces k+ 1 € S. En consecuencia, el principio de
induccién matemadtica (Teorema 0.2.1) asegura que S = N, o, en otras palabras, que (0.1) resulta
vélida para cadan € N. O

Otra propiedad fundamental de los nimeros naturales es el principio de la buena ordenacién,
que vamos a utilizar frecuentemente.

Teorema 0.2.3 (Principio de buena ordenacién). Todo subconjunto S C N no vacio posee un
elemento minimo.
Coeficientes binomiales

Para n € N, definimos el factorial n! de n por n! :=1---n. Asimismo, definimos 0! := 1. Dados
ndmeros enteros n y k tales que 0 < k < n, se define el coeficiente binomial

(D_ nn(n—1)(n—k+1)

Kl(n—k)! k!

De la definicién se deducen inmediatamente las siguientes igualdades:

(=)= ()=("0)

Asimismo, tenemos la identidad de Pascal: si 0 < k < n, entonces
n\ (n—1 n n—1
k) \k—1 k )
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A partir de estas identidades es facil ver que (Z) es un numero entero que, de hecho, resulta igual
a la cantidad de subconjuntos con k elementos del conjunto {1,...,n}. Por dltimo, mencionamos
la identidad del binomio de Newton, de utilidad en lo que sigue.

Lema 0.2.4 (Binomio de Newton). Para a,b € R yn € N, vale la identidad
" /n
(a+b)" =Y < >akb”_k.
i \k

En relacion con las operaciones aritméticas en Z, cabe mencionar la existencia y unicidad de la
division con resto, que enunciamos a continuacion.

Teorema 0.2.5 (Teorema de la division). Si ay b son dos niimeros enteros tales que b # 0, existen

nicos enteros q y r con las siguientes propiedades:
g = b . q + r,

= 0<r<|bl

0.2.1. Numeros racionales

Vamos a suponer conocido el conjunto Q de los nimeros racionales, esto es, el conjunto de
las fracciones m/n con m € Z y n € Z\ {0}, con la convencién (la relacién de equivalencia) de
que dos fracciones m/n'y p/q son equivalentes si mqg = np.

Definimos el valor absoluto |a| de un nimero racional a € Q como:

a sia>0,
|a| := .
—a sia<O.

El valor absoluto satisface las siguientes propiedades: si a,b € QQ, entonces

s

= |a-b|=lal-|b

= |a+b| <|a|+|b| (desigualdad triangular).

La distancia entre dos ndimeros racionales a, b se define como |a — b|.

Un concepto fundamental en este texto es el de una sucesion de Q. Una sucesion (infinita)
de racionales es simplemente una funcién a : N — Q. La imagen a(n) se denomina el n—ésimo
término de la sucesion y se suele denotar en la forma a,. Asimismo, vamos a denotar a cada
sucesién a : N — Q en la forma (a, ) en.

En ciertas ocasiones resulta natural numerar los términos de una sucesiéon por medio de los
enteros no negativos Z>o := {0} UN. A fin de indicar que hemos adoptado dicha numeracién,
vamos a denotar a cada sucesién a : Z>o — Q en la forma (a,),>o.

Por ultimo, cabe mencionar que, mds adelante, vamos a considerar sucesiones de nimeros rea-
les, utilizando las mismas notaciones que para las sucesiones de Q.
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0.2. Aritmética y dlgebra de polinomios

0.2.2. Polinomios con coeficientes racionales

Sea x una indeterminada. Denotamos por Z[x| al conjunto de los polinomios en la variable x
con coeficientes enteros y por Q[x] al conjunto de los polinomios en la variable x con coeficientes
racionales.

Para f € Q[x], denotamos por gr(f) al grado de f. Un polinomio f € Q[x] de grado n se dice
ménico si el coeficiente de x" es igual a 1.

Vamos a suponer conocidas las operaciones aritméticas en Z[x] y Q[x]. En particular, de forma
similar a lo que ocurre en Z, en Q[x] tenemos que la divisién con resto estd bien definida, resultado
que se conoce como el Teorema de la division en Q[X].

Teorema 0.2.6 (Teorema de la divisién). Si fy g son dos polinomios en Q|x] con g # 0, existen
tinicos polinomios q 'y r en Q[x] con las siguientes propiedades:

» f=g-q+r,
= r=00gr(r) < gr(g).
Una identidad que vamos a utilizar frecuentemente es
K —1=(x—DE" T +x+1).

Dados dos polinomios f, g € Q[x], denominamos el mdximo comiin divisor entre f y g al po-
linomio ménico d € Q[x] de mayor grado que divide a f y a g. Una forma de obtener un mdltiplo
constante del mdximo comin divisor de dos polinomios f y g en Q[x] es por medio del algo-
ritmo de Euclides. El algoritmo de Euclides consiste en calcular la siguiente sucesion finita de
divisiones, suponiendo que gr(f) > gr(g):

= gqo0+ro,

g = roq1+ry,
ro = riga+ra,
Tn—2 = Fn—1qn~+"n,

Fn1 = TIngn+0.

El resultado clave que relaciona el algoritmo de Euclides con el cdlculo del madximo comdn divisor
es el siguiente.

Teorema 0.2.7. En el algoritmo de Euclides, el iltimo resto r, no nulo es un miiltiplo constante

no nulo del mdximo comiin divisor entre 'y g.

Dado un polinomio f € Q[x], diremos que un nimero racional a es una raiz de f de multipli-
cidad k € N si (x —a)¥ divide a f pero (x —a)**! no lo divide. Un resultado cldsico, debido a
D’ Alembert, es el siguiente.
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0. Preliminares

Lema 0.2.8. Un polinomio no nulo f € Qx| de grado n tiene a lo sumo n raices en Q, contadas
con multiplicidad.

A su vez, tenemos el conocido criterio de Gauss para determinar las raices racionales de un
polinomio con coeficientes enteros.

Lema 0.2.9 (Criterio de Gauss). Sea f :=ap+aijx+ -+ ax" € Z[x] un polinomio con a, # 0.
Si p/q es una raiz de f tal que p,q € Z no tienen factores comunes no triviales, entonces q divide
aayy pdivide a ay.

Dado un polinomio f := ag+ aijx+ -+ + a,x" € Q[x], definimos el polinomio derivado f’
de f por f':=ay +2ayx + -+ +na,x"~'. Esta operacién de derivacién de polinomios posee las
siguientes propiedades: si f y g son dos polinomios de Q[x],

= (f+8) =r"+g";
= (fg)=f"g+[g"
s f/=0si f es un polinomio constante.

Mis generalmente, para k > 2 definimos la k—ésima derivada de f por f®) := (f*=1)" El si-
guiente resultado expresa la multiplicidad de las raices de un polinomio dado en términos de las
derivadas sucesivas del mismo.

Lema 0.2.10. Sea f € Q[x] un polinomio y a € Q un raiz de f. Entonces a es una raiz de multi-
plicidad k > 1 de f siy solo si

w aes una raiz cominde f,f', f",.... f& Y yno es raiz de f®);
= [=(x—a)g(x), cong € Qlx] y g(a) #0.

Asimismo, una raiz a € Q de multiplicidad k > 1 de f es también una raiz de multiplicidad k —m
de f(’”) paral <m<k-—1.

Cabe destacar que también vamos a considerar polinomios con coeficientes reales. En tal caso,
todos los resultados que hemos mencionado en esta seccidn, salvo el criterio de Gauss, se extienden
de la misma manera a dichos polinomios.

0.3. Calculo

Como hemos dicho, el presente texto estd destinado a lectores que conocen las nociones bésicas
del célculo de una variable. En tal sentido, suponemos que el lector estd familiarizado con los
conceptos de funcion continua, y de derivada e integral (definida) de una funcién continua. En
particular, vamos a utilizar reiteradamente el siguiente resultado.

Teorema 0.3.1 (Bolzano). Sea f : [a,b] — R una funcion continua tal que f(a)- f(b) < 0. Enton-
ces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =0.
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0.3. Cdlculo

Un importante resultado del célculo de funciones de una variable, que vamos a utilizar antes de
discutirlo en profundidad, es el Teorema del valor medio.

Teorema 0.3.2 (Valor medio). Si f : [a,b] — R es una funcion continua que es derivable en (a,b),
entonces existe ¢ € (a,b) tal que
oy S(b)—fla)
f (C) - b —a .

Una conocida consecuencia del Teorema del valor medio es el siguiente resultado.

Corolario 0.3.3. Sea f : [a,b] — R una funcion continua que es derivable en (a,b). Tenemos las
siguientes afirmaciones:

» si f'(c) <0 para cada c € (a,b), entonces f es decreciente en |a,b);
» si f'(c) > 0 para cada c € (a,b), entonces f es creciente en |a,b);
= ¢ € (a,b) es un mdximo o minimo local de f, entonces f'(c) = 0.
El préximo resultado permite asegurar la existencia de ceros de la derivada de una funcién dada.

Teorema 0.3.4 (Rolle). Sea f : [a,b] — R una funcion continua que es derivable en (a,b), tal que
f(a) = f(b). Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0.

Otro resultado clave que recordamos es el Teorema fundamental del calculo, que establece
una relacion entre la integracion y la derivacion.

Teorema 0.3.5 (Teorema fundamental del cdlculo). Sea f : [a,b] — R una funcion continua y sea
F :la,b] — R la funcién

F(x) = / F()dr. 0.2)
a
Entonces F es derivable y F'(c) = f(c) para cada c € [a,b).

Una funcién derivable F : [a,b] — R que satisface la condicién F’(x) = f(x) para cada x € [a, b],
como en el Teorema fundamental del cédlculo (Teorema 0.3.5), se dice una funcién primitiva
de f. Una observacién importante es que dos primitivas de la misma funcion difieren en una
constante. Una consecuencia inmediata de esta observacién y el Teorema fundamental del cdlculo
(Teorema 0.3.5) es el siguiente resultado, que a veces se denomina la segunda forma del Teorema
fundamental del cdlculo o la regla de Barrow.

Corolario 0.3.6. Sea f : [a,b] — R una funcion continuay sea G : [a,b] — R una funcién primitiva
de f en [a,b]. Entonces

/a ) = G(b) — Gla).
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1. Algunos problemas modelo

En sus origenes, el cdlculo fue concebido como una herramienta para describir fenémenos fisi-
cos que involucran movimiento. Tales fendmenos se caracterizan a partir de las relaciones existen-
tes entre cantidades de magnitudes fisicas, que generalmente se representan por medio de ecua-
ciones o sistemas de ecuaciones lineales, no lineales o diferenciales.

El tipo de problemas mds simple es aquel que se refiere a fendmenos descriptos a partir de una
magnitud fisica. En lo que sigue vamos a presentar algunos problemas de este tipo, que nos van a
plantear una serie de preguntas centrales que intentaremos responder en los capitulos siguientes.

1.1. Una ecuacion en geodesia

La geodesia es la rama de la matematica aplicada que se interesa por la medida o la determina-
cion de la forma de la Tierra. En este dmbito, la descripcion de la Tierra se expresa en términos de
una serie de pardmetros, que se relacionan por medio de ciertas ecuaciones no lineales.

En una primera aproximacion, la Tierra es un elipsoide de revolucién. La forma de dicho elipsoi-
de puede definirse a partir de dos parametros: el radio “ecuatorial” a y el radio “polar” b. También
puede darse a y la (primera) “excentricidad”

e:=1/1—-b%/a.

Otros dos pardmetros relevantes, la “tasa de rotacién” @ y el producto GM de la constante gra-
vitacional universal y la masa, permiten describir el campo gravitacional asociado. Estos cuatro
parametros, a, e, GM y o, determinan de forma univoca el elipsoide geodésico. Por dltimo, cabe
mencionar una constante J, asociada al campo gravitacional, de cardcter mds técnico, que puede
determinarse univocamente en términos de estos cuatro pardmetros.

Todos estos pardmetros se relacionan por medio de las siguientes ecuaciones, que tomamos de
[Ale85]:

4 0*a® &
3h=e"—— — 1.1
27T 15 6M 2¢0 (I.1)
siendo 5
3 2 3 o) e
2q0 = <1 +e/2> arCtanel — Z, el = m (12)

En la practica se conocen de forma aproximada los valores de a, ®, GM y J, y se trata de determi-
nar e. Si reemplazamos el valor de ¢’ en la primera ecuacién de (1.2) por su expresién en términos
de e de la segunda ecuacién de (1.2), obtenemos una expresion explicita de go en funcién de e.
Reemplazando a su vez esta expresion en (1.1) obtenemos una ecuacién que relaciona a a, @, GM,
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Jo y e. Asi, dados a, @, GM y J,, se trata de determinar e a partir de la ecuacion resultante. Esto
plantea las siguientes cuestiones:

= Dados a, ®, GM y J>, ;jexiste un unico valor de e que satisface (1.1) y (1.2)?

= Suponiendo que la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa, ;cémo puede determinarse
e de forma aproximada?

» Dado un método de aproximacion de e, ;cémo afectan los errores de “observacién” en a, ®,
GM y J, al célculo de e?

1.2. Un problema de optimizacion en bioeconomia

La sobreexplotacién de los recursos pesqueros ha motivado el estudio del funcionamiento de
la actividad pesquera. El objetivo fundamental es lograr un manejo sustentable de la misma, por
medio de una asignacién de los recursos pesqueros que garantice a su vez el aprovechamiento
completo de los mismos.

En tal sentido, el problema fundamental es la determinacién de la captura o rendimiento ma-
ximo sustentable. Para esto es necesario determinar, para un stock explotado, si el nivel actual
de la poblacién se encuentra por encima o por debajo del que proporciona la captura mdxima de
equilibrio. Asimismo, es necesario proporcionar estimaciones del nivel de poblacién y la intensi-
dad correspondiente de pesca que generarian dicha captura. Para abordar esta cuestion de forma
cuantitativa, ha sido propuesto un modelo matemadtico del siguiente tipo (ver, por ejemplo, [Cla79]
0 [MS85]): si B = B(t) es la biomasa (en peso) en el instante ¢ de tiempo, entonces el crecimiento
de la biomasa estd determinado por la ecuacién diferencial

dB

= F(B() ~C(),
donde F(B) es la funcién de crecimiento natural del recurso en consideracién y C(z) es la tasa
instantdnea de capturas. El crecimiento natural del recurso suele expresarse en forma “logistica”:

F(B(t)) = rB(1) <1 — BI(<’)> , (1.3)

donde r es la tasa intrinseca de crecimiento poblacional y K es la capacidad de carga del ambiente.
Por otro lado, en el modelo de Schaefer se propone la siguiente expresion para la tasa instantdnea
de captura C:

C(1) =qf(t)B(1),
donde f(t) es el esfuerzo de pesca y g representa el coeficiente de capturabilidad, definido como
la fraccién de poblacion que es extraida por unidad de esfuerzo.

Una explotacion sostenible implica una tasa de crecimiento nula, esto es,

dB

o= F(B(t)) — C(t) =0, o equivalentemente, F(B(t)) = C(t).
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1.3. Un problema de equilibrio en biologia

Asi, la médxima tasa de captura sostenible es aquella que corresponde al nivel de biomasa que
maximiza la funcién de crecimiento F(B(t)) del recurso. En términos de dicho nivel de biomasa,
puede determinarse el esfuerzo de pesca f(¢) correspondiente.

Una diferencia esencial entre los recursos pesqueros y otros recursos naturales, tales como los
forestales, es que el “stock” existente no es observable. Por ende, el modelo se basa en pardmetros
que son dificiles de estimar. Mds atn, en el caso de pesquerias multiespecificas se hace dificil
discernir el esfuerzo efectivo aplicado a cada especie, por lo que diversas funciones de crecimiento
de poblacién F y de tasa de capturabilidad C han sido consideradas. En tal sentido, el problema
de los recursos pesqueros plantea las siguientes cuestiones:

= Dadas funciones F y C, ;existe un tnico valor f(¢) de esfuerzo de pesca correspondiente a
la maxima tasa de captura sustentable?

= Suponiendo que la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa, ;cémo se determina dicho
esfuerzo de pesca de forma aproximada?

= ;Coémo afectan a estos valores modificaciones en los valores de los pardmetros del modelo?

1.3. Un problema de equilibrio en biologia

En el estudio de la evolucién de poblaciones, ya sea que se trate de poblaciones humanas,
de especies en peligro de extincion, o de ciertos tipos de virus o bacterias, se utilizan modelos
matematicos que contribuyen al entendimiento del comportamiento dindmico de la poblacién en
consideracién y permiten hacer predicciones sobre el mismo.

En particular, los modelos de una especie son relevantes para los estudios de laboratorio. En
muchas especies no existen interacciones significativas entre generaciones sucesivas, por lo que el
crecimiento de la poblacién procede esencialmente de manera discreta. Si adoptamos una escala de
tiempo de forma tal que una nueva generacion tarda tiempo 1 en nacer, el modelo debe entonces
expresar la poblacién al tiempo ¢ + 1, que notamos por N, 1, en términos de la poblacién N, al
tiempo ¢. Esto nos lleva a estudiar un proceso de evolucion de la forma

Nip1 = f(Ny), (1.4)

donde f(NV;) es, en general, una funcién no lineal de N;.

Generalmente se observa que poblaciones pequefas se incrementan, en tanto que poblaciones
grandes tienen a declinar en nimero. En la Figura 1.1 ilustramos la forma tipica del grafico de una
funcién f que representa una dindmica de evolucién de este tipo.

A fin de modelar este comportamiento se ha propuesto la ecuacion logistica de Verhulst, donde
el crecimiento de la poblacion se describe por una funcién del tipo (1.3) (ver, por ejemplo, [EKO05]).
Un modelo més realista, conocido como la curva de Ricker, es el siguiente (ver, por ejemplo,
[Mur02, §2.1]):

N,
N,+1:N,exp<r<1—K[>>,r>O7K>0. (1.5)
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Nt

Nip1 = f(V)

N

Figura 1.1.: Forma tipica del crecimiento en el modelo N, = f(NV,).

En este modelo, al igual que en el de la ecuacién logistica, la tasa de crecimiento se reduce para
valores “grandes” de N;, aunque, a diferencia del modelo de la ecuacién logistica, los valores de
N;1 son positivos para cualquier valor de ;.

Se ha observado que la cantidad de miembros de la poblacién de una especie dada, sea ésta
grande o pequeiia, frecuentemente alcanza un estado “estacionario”, luego del cual no se observan
cambios apreciables en la misma (salvo que ocurran cambios significativos en el medio ambiente
correspondiente). Un estado estacionario (o de equilibrio) es una cantidad de poblacién N* para
la cual, de acuerdo con la ley de evolucion (1.4), la poblacién de la especie en cuestion se mantiene

constante, esto es,
N* = f(N*). (1.6)

Determinar los estados de equilibrio de una ley de evolucién dada, como por ejemplo la que
define la curva de Ricker (1.5), es fundamental para describir la dindmica de crecimiento de la
poblacion considerada. En tal sentido, dada una ley de evolucién (1.4), se plantean las siguientes
preguntas:

= ;Existen soluciones de (1.6)?
= En tal caso, ;como pueden determinarse éstas de forma aproximada?

= ;Son estables? Es decir, dada una cantidad de poblacién N; “cercana” a un estado estacio-
nario N*, ;evoluciona la poblacién hacia dicho valor estacionario N*?

1.4. Una taxonomia de problemas

En resumen, diversas cuestiones cientificas y tecnoldgicas conducen a modelos matematicos
que requieren resolver problemas de alguno de los siguientes tipos:
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= resolver la ecuacién (no lineal)

fx) =0, (1.7
= resolver el problema de minimizacién
min f(x). (1.8)
X€EA
= determinar los estados de equilibrio
fx)=x. (1.9

Preguntas tipicas que se plantean en relacion con (1.7), (1.8) y (1.9) son la existencia y unicidad de
las soluciones, como determinarlas y cudn “estables” son en presencia de pequefias perturbaciones
de los pardmetros del problema.

Histdricamente el enfoque predominante ha sido el de resolver estos problemas en forma “exac-
ta” (o “analitica” o “simbdlica”). Esto puede apreciarse, por ejemplo, en los esfuerzos por resolver
la ecuacion polinomial “general” de grado n por radicales, esfuerzos que culminaron con las cono-
cidas férmulas de la soluciones de la ecuacion de grado 2, 3 y 4, y la demostracion de Niels Abel y
Evariste Galois de la inexistencia de una férmula por radicales de las soluciones de la ecuacién de
grado n si n > 5. Mds generalmente, “pocas’ ecuaciones del tipo (1.7), o problemas de minimiza-
cion del tipo (1.8), o de estados de equilibrio del tipo (1.9), admiten soluciones en forma cerrada
o analitica que sean significativas desde el punto de vista de la aplicacion en consideracién. Por lo
tanto, se impone la necesidad de resolver dichos problemas de forma aproximada. Esto, a su
vez, nos plantea otras cuestiones:

= ;coémo (de qué manera) aproximar?
= ;cudnto aproximar?

Resolver (1.7), (1.8) y (1.9) de forma aproximada va a ser la cuestion central que va a guiar el
desarrollo de los capitulos 3 a 13. Adicionalmente, en los capitulos 14 a 16, vamos a considerar
otro problema fundamental: el de determinar (de forma aproximada) el 4rea de figuras planas.
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2. Un problema “simple”: resolver x*

A fin de comenzar a discutir las cuestiones generales que planteamos en el capitulo anterior,
vamos a analizar un problema de tipo (1.7) sencillo: determinar las soluciones positivas de la
ecuacion

¥ —2=0. 2.1

En primer lugar, es facil ver que (2.1) solo puede tener una solucién positiva, dado que si
a, B son posibles soluciones positivas distintas, digamos « < B, entonces &> < a8 < 2, con
lo cual solo una de ellas puede ser solucién (en la Seccién 7.2.2 vamos a darle un tratamiento
mads sistematico a la cuestién de la cantidad de soluciones de una ecuacién polinomial). A primera
vista, pareceria no ser muy interesante interrogarse acerca de la solucioén positiva de (2.1), dado
que “sabemos” que es x = v/2. De hecho, ésta es la forma en que habitualmente se define v/2: la
Unica solucién positiva de (2.1). Sin embargo, esto no pareceria darnos una “solucién” de (2.1):
simplemente hemos utilizado un simbolo para representar la solucién que estamos buscando. Més
bien, nos plantea la pregunta bdsica: ;qué significa “resolver” (2.1)?

Una posible forma de “resolver” (2.1) “de manera exacta” seria hallar un racional positivo &
tal que &?> — 2 = 0. Desafortunadamente, (2.1) no tiene soluciones racionales: segtn el criterio de
Gauss (Lema 0.2.9), si a/b es una raiz racional de x2—2con (a,b) =1, entonces b divide a l y a
divide a 2, lo cual nos deja a a/b = 1,42 como tunicas posibles raices racionales. Es claro que
ninguno de estos valores es raiz de x*> — 2.

No podemos entonces “encontrar” una solucién exacta (es decir, racional) de (2.1). Y en este
punto es fundamental tener en cuenta que, de acuerdo a lo que hemos dicho en el Capitulo 1, nues-
tra ecuacién (2.1) probablemente describa una magnitud que queremos determinar. En tal sentido,
si no podemos determinar dicha magnitud de manera exacta, tal vez podamos aproximarla con
“suficiente” precision (de nuevo, a los fines del modelo en cuestién). En lo que sigue, cuando se
trate de resolver una ecuacion que no posea una solucién exacta (digamos, para fijar ideas, una
solucién racional) que pueda determinarse explicitamente, vamos a considerarla “resuelta” si
podemos determinar aproximaciones suficientemente precisas del problema en consideracion.

2.1. Primer intento: el método de biseccion

Se trata entonces de resolver aproximadamente (2.1), esto es, se trata de determinar racionales
positivos que sean “aproximadamente” raices de la funcién f : x — x* — 2.

A fin de orientar nuestra busqueda, vamos a suponer por el momento que (2.1) admite una solu-
cién positiva, digamos a. Asf, f(a) := &> —2 = 0. Dado que, como hemos observado, la funcién

2

X — x~ es estrictamente creciente en los positivos, inmediatamente deducimos que f también es
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2. Un problema “simple”: resolver x*> = 2

estrictamente creciente en los positivos. Ademds, f(1) <0y f(2) > 0, con lo cual seria “espera-
ble” que 1 < a < 2. En otras palabras, si existe una solucién de (2.1), ésta debe necesariamente

pertenecer al intervalo “inicial”
Iy := [ao; bo] :=[1;2].

Como aproximacion inicial, vamos a elegir al punto medio

__ap+by

co - ) 1,57

que asegura que el error |& — co| que cometemos al aproximar o por ¢y es | — co| < 0,5.
Supongamos que, a los efectos del modelo en consideracién, la aproximacién cp := 1,5 de la
solucién (2.1) es demasiado grosera. A fin de mejorar nuestra aproximacion inicial ¢, “partimos”
a lp “por cp” y nos quedamos con la mitad izquierda [ag; o], 0 derecha [co;bo], segun sea el caso,
en la cual la funcién f cambia de signo (ver la Figura 2.1). En este caso f(co) > 0, con lo cual

definimos
I :=[a1;b1] :=[1;1,5].

Como antes, nuestra nueva aproximacion es

ar+b
1= 12 L — 1,25,
y tenemos que |t — ¢1| < 0,25.
y
flar) g-----mmmmmm
ap
1] — 0
flag) g------------ L
Iy
\

Figura 2.1.: Los dos primeros intervalos del método de biseccién.

En la siguiente etapa, aplicamos la misma idea a I : dado que f(c;) < 0, definimos

_axtbh

L= [az,bz] = [Cl,bl] = [1,25;1,5}, cy: =1,375.
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2.1. Primer intento: el método de biseccion

Tabla 2.1.: El método de biseccién aplicado a x> —2 = 0.

n ay bn Cn f(Cn)
0 | 1.00000000000 | 2.00000000000 | 1.50000000000 | 0.250000000
1 | 1.00000000000 | 1.50000000000 | 1.25000000000 | -0.437500000
2 | 1.25000000000 | 1.50000000000 | 1.37500000000 | -0.109375000
3 | 1.37500000000 | 1.50000000000 | 1.43750000000 | 0.066406250
4 | 1.37500000000 | 1.43750000000 | 1.40625000000 | -0.022460938
5 | 1.40625000000 | 1.43750000000 | 1.42187500000 | 0.021728516
6 | 1.40625000000 | 1.42187500000 | 1.41406250000 | -0.000427246
7 | 1.41406250000 | 1.42187500000 | 1.41796875000 | 0.010635376
8 | 1.41406250000 | 1.41796875000 | 1.41601562500 | 0.005100250
9 | 1.41406250000 | 1.41601562500 | 1.41503906250 | 0.002335547
10 | 1.41406250000 | 1.41503906250 | 1.41455078125 | 0.000953913

Este proceso, conocido como el método de biseccion, puede proseguirse indefinidamente, obte-
niéndose de esta manera “mejores’” soluciones aproximadas c, de (2.1).

Mais precisamente, el método de biseccién nos provee una estrategia que nos permite refinar su-
cesivamente el intervalo inicial Iy con intervalos I, := [a,; b,] que siempre contienen una solucién
de (2.1), de modo tal que la longitud de los mismos “converge” a 0. Si ¢, es el punto medio de 1,
para cada n > 0, es de esperar que ¢, resulte una “mejor” solucién aproximada de (2.1) a medida
que crece n.

Los primeros 10 intervalos con sus correspondientes puntos medios estdn listados en la Tabla
2.1. La cuarta columna (donde los resultados han sido redondeados a 9 digitos decimales) es
fundamental para verificar que efectivamente estamos resolviendo de forma aproximada (2.1).
Mais precisamente, dado que se trata de determinar una raiz positiva de la funcion f, el hecho de
que las entradas en la cuarta columna “converjan” a O representa una fuerte indicacion de que los
términos ¢, resuelven progresivamente (2.1). Cabe destacar que este proceso no es monotono, s
decir, no es cierto que cada nueva aproximacién mejora la anterior, aunque una mirada de conjunto
pareceria indicar que globalmente la aproximacién tiende a mejorar.

2.1.1. La convergencia del método de biseccion

La Tabla 2.1 sugiere que el valor absoluto de f(c,) “converge” a 0, con lo cual los términos ¢,
van resolviendo “progresivamente” (2.1). Justificamos (parcialmente) esta afirmacion. Mediante
el método de biseccién hemos producido una sucesion de intervalos (con extremos racionales)
(I)n>0 encajados, es decir, tenemos que

oL DLD---.

Asimismo, cabe destacar que b, —a, = 27" para cada n > 0, dado que bp —ap = 1 y la longitud de
cada nuevo intervalo I, := [a,, b,] es la mitad del anterior. Por dltimo, la eleccién de cada intervalo
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2. Un problema “simple”: resolver x*> = 2

I, se realiza de forma tal que aﬁ —-2<0< bﬁ —2. Asi, en resumen, la sucesi6n de intervalos (I,)n>0
satisface las siguientes propiedades:

1. by—a,=27",

2. flan) <0< f(bn).

Analizamos ahora la sucesién de puntos medios (c;,),>0. Siendo a,, b, y ¢, racionales positivos
tales que a, < ¢, <b,y f:x+— x> — 2 una funcién estrictamente creciente en los racionales
positivos, deducimos que

a2-2<ct-2<b-2.

Dado que a2 —2 = f(a,) <0y b2 —2 = f(b,) > 0, concluimos que
|2 —2| <max{b? —2,2—a2} <b>—242—a> =b>— a2 = (by—a,) (b +an).

Por otro lado, la suma ag + by es igual a 3, en tanto que a, < b, < 1,5 paran > 1. En consecuencia,
ay + b, < 3 para cada n > 0. Concluimos que |cﬁ —2| <3/2", es decir, tenemos el siguiente
resultado.

Lema 2.1.1. La estimacién |c —2| < 3-27" es vdlida para cada n > 0.

De este resultado deducimos que el valor absoluto de f(c,) puede hacerse “tan chico como uno
quiera” con tal de tomar n suficientemente grande. Por ejemplo, si elegimos € := 0,1, teniendo en
cuenta la estimacién |c2 —2| < 3-27" vemos que |c2 —2| < 0,1 para cadan € N tal que 3-27" <
0,1, o equivalentemente, tal que 30 < 2". Asi, para n > 5, el punto ¢, satisface la estimacién
|c2 —2| < 0,1. De todas maneras, si miramos la tabla y comparamos los valores listados con la
aproximacién de v/2 de una calculadora, vemos que en realidad esta estimacion se satisface para
cadan > 3.

Ejercicio 2.1.2. Para cada uno de los valores € := 0,01 y € := 0,000001, hallar ngy tal que
|f(cn)| < € para n > ngy. ;Son dptimos los valores de ny hallados?

Ejercicio 2.1.3. Repetir el andlisis del ejercicio anterior para un intervalo |a,b] arbitrario con
fla) <0< £(b):

w obtener estimaciones para |c% — 2| en funcion de la longitud del intervalo |a,b],

= para €:=0,1, £ :=0,01 y € := 0,000001, hallar ny tal que | f(cn)| < € para n > ny,.

Ejercicio 2.1.4. Sea g : x — x> +x — 1. Observamos que g(0) = —1 < 0 < g(1) = 1, por lo que es
“esperable” que la ecuacion g(x) = 0 tenga una solucion o con 0 < o < 1.

Sea J,, := [ru,su] el n—ésimo intervalo que se obtiene aplicando el método de biseccion a la
ecuacion g(x) = 0, comenzando con el intervalo Jy := [0,1], y sea t, := (rn +5,) /2.

1. Demostrar que si 0 < o0 < 3, entonces g(a) < g(B).
2. Demostrar que |t2 +1t, — 1| < max{s2 +s, — 1,1 —r, — r2} para cada n > 0.

3. Deducir que |t> +1t, — 1| < 3(s, —r,) para cada n > 0.
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4. Concluir que |t,% +1t,— 1| <3:27" para cadan > 0.

5. Para cada uno de los valores € :== 0,01 y € := 0,000001, hallar ng tal que |g(t,)| < € para
n > no.

2.2. Segundo intento: el método de Newton

En esta secciéon vamos a desarrollar un método alternativo para “resolver” (2.1), es decir, un
método que nos permite resolver de forma aproximada la ecuacién (2.1). Como en la seccién
anterior, a fin de explicar las ideas que nos conducen a dicho método vamos a suponer que existe
una solucion o > 0 de (2.1).

Supongamos que tenemos una aproximacion inicial ayp de o. Teniendo en cuenta que es fécil
resolver ecuaciones lineales, vamos a reemplazar la funcién f(x) := x> — 2 por una funcién lineal
que la aproxime para valores del dominio “cercanos” a ag, y vamos a buscar la raiz a; de esta
ultima. Esta idea de “linealizar”, es decir, de reemplazar un problema no lineal por uno lineal, es
una estrategia general de aproximacién, como vamos a ver mds adelante.

A modo de ejemplo, supongamos que tenemos la solucién aproximada ag = 1,5. Expresemos
«a en términos de ag y el error eg que cometemos en dicha aproximacion, es decir, en la forma
o =ap+ep=1,5+ep. Tenemos entonces

2=a’=(1,5+e)>=1,5+2-1,5-¢9+¢€3. (2.2)

Suponiendo que la aproximacién ¢y = 1,5 de o que tenemos es “razonablemente buena”, el error
ep resulta significativamente menor que ap y . Si obtenemos una “buena’” aproximacién para el
error eg, tendremos entonces una “mejor” aproximacion para el valor @ que deseamos calcular.
“Linealizar” en este contexto significa “despreciar” el término cuadratico en eg de (2.2), que re-
sulta significativamente menor que los restantes sumandos en (2.2), obteniendo de esta manera la
férmula aproximada

2~1,5242-1,5-¢.

De esta expresion deducimos inmediatamente la aproximacion

15 =2  f(1,5)  f(ao)
OFTs T 205 24

Asi, si el error e que cometemos al aproximar o por ag se aproxima por — f(agp)/(2ag), sumando
ap con la aproximacion del error ¢y obtenemos una nueva aproximacién a; de la solucién ¢, esto

€s,

f(a()) a 1
— =—+4—. 2.3
2ay 2 + ap 2.3)

al ‘= qo
Prosiguiendo el argumento, expresemos nuevamente a o en términos de a; y el error e; que
cometemos al aproximar a ¢ con ay, es decir, e := & —a;. Dado que

2

2=« :(a1+el)2:a%+2-a1'el+e%’rtﬂa%+2~a1~el,
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podemos aproximar a e; por (2 —a?)/(2a;) = —f(a1)/(2a;). Asi, serfa esperable obtener una
mejor aproximacion de o que a; por medio de
fla) a1

ay .=ay) — = — .
2 ! 2a, 2+a1

Prosiguiendo de esta manera, obtenemos una sucesion (a,)n>0, cuyo primer término es ag := 1,5
y estd definida de forma recursiva por:
ay, 1

=4 — >0). 2.4
An+1 2+an (n>0) 24

El proceso por el cual obtenemos esta sucesion se denomina el método de Newton.

El método de Newton también puede deducirse por medio de argumentos geométricos, como
vamos a mostrar a continuacién. Supongamos nuevamente que tenemos dada una solucién apro-

ximada inicial aqg de la solucién « de la ecuacién (2.1).

y
f(ao)
T y = 2ao(x—ao) + f(ao)

Figura 2.2.: La geometria del método de Newton.

Hemos dicho que la idea era “linealizar” nuestro problema. Para esto, consideramos la recta que
“mejor aproxima” el grafico de la funcién f en un entorno de nuestra aproximacion inicial ag, es
decir, la recta tangente al grifico de f en qg. Se trata de la recta de ecuacién y = 2ag(x —ag) +
f(ao), que graficamos en la Figura 2.2. Asi, en lugar de hallar una raiz de la funcién f, hallamos
la raiz de la funcién lineal x — 2ag(x — ap) + f(ao), esto es, resolvemos la ecuacién lineal

2a0(x —ap) + f(ap) =0.
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Si ag # 0, entonces esta ecuacién tiene una dnica solucidn, a saber:

_ [flao)

2(10 '

X =ap
Este es precisamente el valor que elegimos como nueva aproximacion de (2.1), que coincide con
la expresion (2.3), que obtenemos por medio de un argumento “analitico”.

Ejercicio 2.2.1. Recordamos que, en el Ejercicio 2.1.4, hemos visto que es esperable que la ecua-

cion g(x) = 0 tenga una solucién o con 0 < o < 1, siendo g : x +» x> +x— 1.

1. Supongamos que existe tal solucion o y sea ap una “aproximacion” de o. Si ey .= o —aop,
pong q y P
demostrar que az +ap— 1+ 261060 +eo=glaog) + d apleg ~ (), si se desprecian términos
q 0 8 8 )4
cuadrdticos en e.

2. Concluir que, si g'(ag) # 0, entonces ey ~ —g(ap)/g (ao)-
3. Deducir que es “esperable” que la sucesion (ay),>o definida por

g(an)
g'(an)

apt1 = dy —

provea aproximaciones “progresivamente mejores” de la solucion o, de g(x) = 0. Esta es la

sucesion del método de Newton aplicada a la ecuacion g(x) = 0.

Ejercicio 2.2.2. Generalizamos los argumentos del ejercicio previo. Sea h : x — ax* +bx+ ¢ una

Sfuncién cuadrdtica tal que existe una solucion o, de la ecuacion h(x) = 0.

1. Sea ap una aproximacion de a. Si ey := o — ag, demostrar que h(ag) + ' (ag)ey ~ 0,
si se desprecian términos cuadrdticos en ey. Concluir que, si h'(ag) # 0, entonces ey ~

—h(ao)/H (ao).
2. Deducir que es “esperable” que la sucesion (a,),>o definida por

h(ay)
W (an)

ap+1 = dp —

provea aproximaciones “progresivamente mejores” de la solucion o de h(x) = 0. Esta es la
sucesion del método de Newton aplicada a la ecuacién cuadritica general i(x) = 0.

2.2.1. Laconvergencia del método de Newton

A fin de analizar el comportamiento de la sucesién (ay),>0 comenzamos estudiando los pri-
meros valores obtenidos, que mostramos en la Tabla 2.2. Observamos que solo 4 iteraciones del
método, representado por los valores de la primer columna de dicha tabla, son suficientes para
conseguir un valor a3 que se “‘comporta como una raiz de f”, en el sentido de que, redondeado a
9 digitos decimales, f(a3) “es” 0.
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Tabla 2.2.: El método de Newton aplicado a x> —2 = 0.

an f(an)
1.50000000000000 | 0.250000000
1.41666666666667 | 0.006944444
1.41421568627451 | 0.000006007
1.41421356237469 | 0.000000000
1.41421356237309 | 0.000000000
1.41421356237309 | 0.000000000
1.41421356237309 | 0.000000000

AN N kWD = OIS

Ahora discutimos en qué sentido la sucesién (a,),>o resuelve la ecuacién (2.1). Para esto, nue-
vamente, vamos a estudiar el comportamiento de la sucesién (a2 — 2),>0. Dado que los sucesivos
términos de (a,),>0 se obtienen mediante la férmula “recursiva” (2.2), resulta natural comparar

aﬁ 1 2 con aﬁ — 2. En tal sentido, tenemos la relacién
2 2 2
2 an 1 (an — 2)
Ayt < 2 + aﬂ) 461% ) ( )

vélida para valores positivos de a,. Esta identidad es fundamental a fin de determinar el compor-
tamiento de (a2 — 2),>0.

Lema2.23. Si0<a, <2y aﬁ > 2, entonces:
1. 0<apq SZya%H > 2.

2
2. ant

—2< g(a2—2)%

Demostracion. La desigualdad a,.1 > 0 se deduce directamente de la hipdtesis a, > 0 y la defi-
nicién (2.4). Por otro lado, la desigualdad a% 41 > 2 es consecuencia directa de la identidad (2.5).
A fin de demostrar que a,+1 < 2, observamos que la hipétesis 0 < a, < 2 implica |aﬁ —-2| <2,y

por lo tanto

2 2
2 (an—Z) 4 1
B P C 7 h) M S S
n+1 da2  ~ 42 2

Se deduce que aﬁﬂ <2+1/2 < 4, de donde concluimos que a4 < 2.

En cuanto a la segunda afirmacién, combinando la hipétesis aﬁ > 2 con (2.5) resulta

2 2
2 (a;,—2) Loy 2
an+l_2: n4a% < g(an—Z) )
lo cual concluye la demostracion. O

Concluimos que la iteracion (2.4) estd bien definida para cualquier valor 0 < ag < 2 tal que
a% > 2. Mas atin, el valor f(a,) se “acerca progresivamente” a 0 a medida que n crece, como
puede constatarse en el siguiente ejercicio.

38



2.2. Segundo intento: el método de Newton

Ejercicio 2.2.4. En las condiciones del Lema 2.2.3, demostrar que (ay),>o satisface la estimacion
a2 —2| < 4:|a} — 2| para cada n > 0. Para € := 0,1, € := 0,001 y € := 0,00000000001, hallar
no € N de modo que | f(ay)| < € para cada n > ny,.

Ejercicio 2.2.5. En las condiciones del Lema 2.2.3, ;puede encontrar una mejor estimacion para

|a2 — 2| sabiendo que |a} —2| < 1 (como en la Tabla 2.2)? En tal caso, explique la diferencia entre
las Tablas 2.1y 2.2.

Ejercicio 2.2.6. ;Qué puede decirse de (2.4) para valores ay > 0 que satisfacen a(z) <22 ;Y para
ag>2?

Ejercicio 2.2.7. Repetir el andlisis de los ejercicios anteriores para la ecuacion x* —a = 0, donde
a es un racional positivo que no es un cuadrado.

Ejercicio 2.2.8. Consideramos nuevamente la ecuacion g(x) = 0 de los Ejercicios 2.1.4y 2.2.1,
siendo g : x — x> +x — 1. En el Ejercicio 2.2.1 demostramos que la sucesion (an)n>0 del método

de Newton aplicado a esta ecuacion es:

g(an) o a,%—|—1
g(ay) 2a,+1°

apt+1 = dap —

1. Demostrar que g(an1) = (g(an))*/(g'(an))? para cada n > 0.
2. Demostrar que si 1/2 < a, <1, entonces 0 < g(any1) < (g(an))*/4 < |g(a,)|/4.

3. Concluir que si 1/2 < ag < 1, entonces |g(an)| < |g(ao)|/4™" para cada n > 1.

2.2.2. El método de Newton como un problema de equilibrio

De acuerdo a lo dicho en la seccion previa, por medio del método de Newton hemos obtenido
una sucesion (ay),>0, definida de manera recursiva, que resuelve (de forma aproximada) la ecua-
cion (2.1). Esta sucesioén, comenzando en la aproximacion inicial ag := 1,5, puede verse como un
“proceso evolutivo”: cada nuevo término a,; se obtiene aplicando una “ley de evolucién”, la

determinada por la funcién

x 1
hix— —+—
o 2+x’

al término anterior a,, es decir,

1

- (n>0).

ant1 = h(an) = % +

Gréficamente, podemos describir este proceso de la siguiente manera: comenzando en ag := 1,5,
obtenemos el término a; := h(ag) como la primera coordenada del punto de interseccién de la
recta de ecuacién y = h(agp) con la recta y = x (ver el gréfico de la izquierda en la Figura 2.3). Asi
sucesivamente, la “evolucion” del método puede verse como una poligonal (ver el grifico de la
derecha en la Figura 2.3), cuyos segmentos tienen una longitud cada vez menor. Asi, grificamente,
la sucesion (a,),>0 “converge” al “estado de equilibrio” del proceso, esto es, el punto @ en el
cual @ = h(). Decimos que se trata de un “estado de equilibrio” dado que, si comenzamos el
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2. Un problema “simple”: resolver x*> = 2

y
y=x y=x
y = h(x)
h(ao) | N\ —
e =i

Figura 2.3.: La sucesion del método de Newton como problema de evolucion.

proceso cuya evolucion describe la funcién 4 en el punto by := o, entonces b, = o para cada
n >0, dado que h(a) = a. Asi, el proceso se encuentra “en equilibrio” en a.

Ahora demostramos que efectivamente la sucesion (ay),>0 converge a un estado de equili-
brio del proceso que describe la funcién h. Para esto analizamos el comportamiento asintético de
|h(ay) — a,|. Tenemos que
1

an
2 —a,
a

hn_n:
lan) —anl = |5+ o

a, 2

El Lema 2.2.3 asegura que a2 > 2 para cada n > 0, de lo cual, teniendo en cuenta que a, > 0
para cada n > 0, concluimos que a,, > 1. Por otro lado, en el Ejercicio 2.2.4 vemos que |aﬁ -2/ <
47"|a3 —2| = 47"~1. Combinando estas dos estimaciones obtenemos el siguiente resultado, que
asegura que el valor absoluto |i(a,) — a,| puede hacerse “tan chico como uno quiera” con tal de
elegir n suficientemente grande.

Lema 2.2.9. Si (a,)n>0 es la sucesion definida por ay := 1,5y apt1 := a,/2+ 1/a, (n > 0),
entonces, para cada n > 0, tenemos |h(a,) —a,| < 47".

Ejercicio 2.2.10. Para € := 0,1, € := 0,0001 y € := 0,0000001, hallar ny € N de modo que
|h(an) — an| < € para cada n > ny.

(Qué relacion tiene esto con la ecuacion (2.1)? Cada estado de equilibrio del proceso que define
la funcién A resuelve la ecuacién (2.1). En efecto, un “estado de equilibrio” f es, por definicién,
un punto que satisface la condicién

S ey

1
B=hp)=5+5
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2.3. Larelacién con un problema de minimizacion

2
Multiplicando la igualdad precedente por B vemos que 32 = % +1, es decir, B> = 2.

Ejercicio 2.2.11. Demostrar que cada estado de equilibrio del proceso que define la funcion
hy : x> 2x* 4+ x — 4 es una solucion de la ecuacion (2.1).
2.3. Larelacion con un problema de minimizacion

Consideremos ahora un problema del tipo (1.8): determinar los minimos (locales) de la siguiente

funcién (ver la Figura 2.4):
gix— X —6x. (2.6)

y=2g(x)

Figura 2.4.: El grafico de la funcién g y el punto ¢ en el cual alcanza un minimo local.

De los cursos de calculo sabemos que, si la funcién g alcanza un extremo local en un punto «,
entonces este punto anula la derivada de g, es decir, satisface la condicién g’ (a) = 0 (Corolario
0.3.3). En este caso tenemos g’ (x) = 3x> — 6 = 3(x> —2), con lo que nuestro problema de optimi-
zacion (2.6) se reduce al problema (2.1) de resolver la ecuacion x*—2=0.En particular, a fin de
aproximar la solucién positiva de x> —2 = 0 podemos aplicar, partiendo de ag := 1,5 como en la
Seccidn 2.2, la iteracion (2.5) del método de Newton, es decir,

Anyl = az—n +al—n (n>0).
Observamos que esta iteracién se obtuvo a partir de una aproximacién lineal de la derivada g/,
que de por si corresponde a la “linealizaciéon” de la funcién original g (en un sentido que vamos a
discutir mas adelante). Por lo tanto, corresponde a una aproximacion cuadratica de la funcion g,
como vamos a constatar a continuacion.

Argumentando del mismo modo que en la Seccién 2.2, supongamos que ag := 1,5 es una solu-
cién aproximada del problema de optimizacién (2.6), y denotemos por eg := & — ag el error que
cometemos en dicha aproximacién, de modo que & = ag + eo. Nuestro problema entonces consis-
te en determinar una aproximacién de ey. Si suponemos que eg es “chico” en relacién a ap y «,
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2. Un problema “simple”: resolver x*> = 2

tenemos que

gla) =glao+eo) = (ao+ eo)3 —6(ap+eo) = a(3) —6ag + (3a(2) —6)ep+ (3a0)e(2) + e(3).

Dado que ¢ es “chico” en relacién a ag y &, podemos “despreciar” el término eg en esta expresion,

obteniendo la siguiente aproximacién cuadratica del valor minimo g(ct):
gla) = ay — 6ag + (3a3 — 6)eq + (3ag)e3.

La expresion ay — 6ag + (3a3 — 6)ep + (3ag)e3 es de hecho una funcién cuadratica convexa en e,

L. L. . ~ 3a2—6 . . ..
cuyo Unico minimo se obtiene en ey = — 6210 . En consecuencia, proponemos la aproximacién

. 3a3—-6 1 ag
ap=ap+ey=a)———— = —+—,
6ay ap 2
que coincide con la aproximacién del método de Newton aplicado a la ecuacién g’'(x) = 0. En
consecuencia, la sucesion (ay),>0 que obtenemos prosiguiendo con este argumento es la definida
por la iteracidn (2.5) del método de Newton:
ny1 = i—&—%ﬂ (n>0).

Es importante destacar la analogia entre los argumentos que nos condujeron a la deduccién del
método de Newton de la Seccién 2.2 y la interpretacion de la aplicaciéon del método de Newton a la
ecuacién g’(x) = 0 de la presente seccién. En efecto, el problema que consideramos en la Seccion
2.2 es el de la resolucién de una ecuacién del tipo f(x) = 0. Dada una aproximacion ag a una so-
lucién o de dicha ecuacién, reemplazamos la ecuacion original f(x) = 0 por una ecuacién lineal,
cuya solucién, que se obtiene de forma explicita, nos provee una mejor aproximacioén que ag. En
esta seccion, dada una aproximacién ag a un minimo (local) de una funcién g, reemplazamos el
problema de minimizacién original por uno cuadratico, que se resuelve en forma explicita, y
consideramos la solucién a; del problema cuadritico como la nueva aproximacién de ¢. En este
sentido, observamos que es conveniente considerar una aproximacién cuadratica en lugar de una
aproximacion lineal de g, dado que las funciones cuadrdticas alcanzan un valor “6ptimo” (maximo
o minimo), facil de determinar, en tanto que las lineales no.

Ejercicio 2.3.1. El objetivo de los proximos dos ejercicios es obtener una demostracion de que el
argumento previo es vdlido para una clase amplia de problemas.

Sean ry & dos valores de modo tal que 8§ es “significativamente menor” que r.

1. Para cada n € N, demostrar que (r+ 8)3 ~ 13 4328 si se desprecian términos de orden al
menos cuadrdtico en 8,y (r+8)3 = r* +3r>8 4+ 3r8? si se desprecian términos de orden al
menos ciibico en 0.

2. Si p:=ax’ +bx>+cx+d, concluir que p(r-+38) ~ p(r)+ p'(r)8 si se desprecian términos
de orden al menos cuadrdtico en 8,y p(r+8) ~ p(r)+p'(r)8+ 1 p"(r)8? si se desprecian
términos de orden al menos ciibico en 8.
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2.3. Larelacién con un problema de minimizacion

Ejercicio 2.3.2. Supongamos que o es un minimo local de una funcion polinomial p = ax> +
bx* + cx+d. Sea ay una aproximacién de o de modo que el error eq == o, — ag es “significativa-
mente menor” que oy ag. En particular, ay es también una “buena” aproximacion de la solucion
o de la ecuacion p'(x) = 0.

1. Determinar, de acuerdo con el Ejercicio 2.2.2, el término general de la sucesion del método

de Newton aplicado a la ecuacién p'(x) = 0, comenzando con ay.

2. Determinar la expresion del término general de la sucesion que consiste de los extremos
de las expresiones cuadrdticas en e, que se obtienen a partir de p(a,+ ey), despreciando
términos de orden al menos ciibico en e, comenzando en ay.

3. ;Cudl es la relacion entre ambas expresiones?

43






3. Un problema general: resolver f(x) =0

Luego de haber estudiado el problema (2.1), retomamos los problemas generales (1.7), (1.8)
y (1.9): resolver f(x) = 0, determinar min,ecs f(x) o los estados de equilibrio f(x) = x. Como
expresamos en el Capitulo 2, y confirmamos con nuestra discusion sobre la solucién de la ecuacién
x*> —2 =0y la minimizacién de la funcién x> — 6x, tanto desde el punto vista teérico (debido a
la inexistencia de una “forma cerrada” o “analitica” de las soluciones de (1.7), (1.8) o (1.9)),
como desde el punto de vista practico (la poca utilidad de expresiones analiticas de las soluciones
en algunos casos en los que éstas estan disponibles), la solucién efectiva de nuestros problemas
generales requiere de procesos de aproximacion. Esto nos plantea inmediatamente dos preguntas:

= ;Con qué aproximar?

» ;Cudndo aproximar?

3.1. ¢Con qué aproximar?: Sucesiones

En el Capitulo 2 hemos descripto dos herramientas que nos permiten obtener aproximaciones de
la solucién de la ecuacién x> —2 = 0 y el minimo de x* — 6x: el método de biseccion y el método
de Newton. Ambos métodos consisten en un proceso iterativo mediante el cual se construye una
sucesion (infinita) de aproximaciones. Recordamos que, por una sucesion (infinita) de raciona-
les, vamos a entender una funcién a : N — @, en la cual la imagen a(n) es lo que denominamos el
n—€simo término de la sucesion y lo notamos por a, para cada n € N.

Esto es una caracteristica habitual de todos los métodos de aproximacién: si pensamos que
nuestro problema proviene de la modelizacién de un fenémeno fisico dado, que involucra ciertas
cantidades de magnitudes fisicas, el grado de precision deseable de una aproximacién dada de-
pende fuertemente de las unidades con que se miden dichas magnitudes (por caso, no es lo mismo
cometer un error de 0.01 kilémetros que de 0.01 milimetros en una cierta medicion). Asi, es dificil
decidir a priori cudl es el orden de aproximacién “conveniente”, y es por ende necesario tener
aproximaciones de grado de precision arbitrario de la magnitud en consideracion. Es entonces
habitual que el procedimiento de solucién de un problema dado sea “independiente de los drdenes
de magnitud”, y por lo tanto exhiba una sucesion de aproximaciones de todos los érdenes de pre-
cisién posibles. A su vez, queremos que este fendmeno ocurra en forma progresiva, de manera
que para cada orden de precision sea posible identificar un nivel de aproximacion a partir del cual
dicha precision sea lograda.

(C6mo determinamos si una sucesion (a,),cn dada provee “buenas” aproximaciones de la so-
lucién de una ecuacién f(x) = 0? De acuerdo a lo que hemos visto, como generalmente no co-
nocemos la solucién de la ecuacién f(x) = 0, un primer dato que podemos analizar es si la
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3. Un problema general: resolver f(x) =0

Tabla 3.1.: El método de biseccién aplicado a x> —2 = 0.

n Cn f(cn)
0 | 1.50000000000 | 0.250000000
1 | 1.25000000000 | -0.437500000
2 | 1.37500000000 | -0.109375000
3 | 1.43750000000 | 0.066406250
4 | 1.40625000000 | -0.022460938
5 | 1.42187500000 | 0.021728516
6 | 1.41406250000 | -0.000427246
7 | 1.41796875000 | 0.010635376
8 | 1.41601562500 | 0.005100250
9 | 1.41503906250 | 0.002335547
10 | 1.41455078125 | 0.000953913

sucesion (f(a,))nen se “acerca” progresivamente a 0, en cuyo caso tendremos una indicacién de
que nuestra sucesion (a, ),cn progresivamente resuelve la ecuacion f(x) = 0. En otras palabras,
el valor f(a,) constituye una medida de la “precision” de una aproximacién a,: tendremos una
“buena aproximacién” ay si el valor de f(a,) es “cercano” a 0. Formalizamos un poco esto: si
€ > 0 es una “tolerancia” dada, entonces deberiamos tener una aproximacion, digamos a,, que
resuelva la ecuacién f(x) = 0 con tolerancia €, es decir, deberfa existir n € N tal que |f(a,)| < €.
Mais adn, dado que queremos que esto ocurra en forma progresiva, deberfa existir una “etapa” en
nuestro proceso a partir de la cual nuestra aproximacion siempre resuelve f(x) = 0 con tolerancia
€, es decir, deberia existir ng € N a partir del cual | f(a,)| < € para cada n > ny. En tal caso, vamos
a decir que (f(a,))nen converge a 0.

Por ejemplo, consideremos nuevamente la sucesion (f(cy)),en obtenida a partir de la aplicacién
del método de biseccién a la ecuacién x> = 2 de la Seccién 2.1. En la Tabla 3.1 listamos los valores
dec,y f(cy) paran=0,...,10.

Fijemos la precisién € := 0,01. De acuerdo con la Tabla 3.1, tenemos que |f(c,)| < 0,01 para
n=6,8,9,10. Por lo tanto, si fuera |f(c,)| < 0,01 para n > 11, concluiriamos que a partir de
np := 8 se satisface la condicién: |f(c,)| < 0,01 para n > ng. Y de hecho, podemos garantizar
que |f(cy)| < 0,01 para n > 11 gracias a la estimacién | f(c,)| < 3/2" del Lema 2.1.1, ya que, si
n > 11, entonces

| w

If(en)| < 5, < < 0,01.

3
it

[\

Observamos que |f(cg)| < 0,01, pero no podemos elegir ng := 6, dado que |f(c7)| > 0,01. En
tal sentido, vemos que la convergencia de la sucesién (f(cy))nen @ 0 se da de forma “progresiva”,
pero no es un proceso “monétono’’: puede ocurrir que un valor determinado de la sucesion, en
este caso f(c7), tenga valor absoluto mayor que otro posterior, en este caso f(cg), sin que esto
desmienta la convergencia a O de la sucesion en consideracion.
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3.1. ;Con qué aproximar?: Sucesiones

3.1.1. Sucesiones que convergen a0
Nuestra discusion anterior nos conduce a la siguiente definicion.

Definicion 3.1.1 (Sucesién que converge a 0). Decimos que una sucesion (a,)nen de niimeros
racionales converge a 0, y escribimos lim,_...a, = 0, si para cada racional € > 0 existe no € N
tal que |ay| < € para cada n > ny.

A fin de ilustrar el concepto de sucesion convergente a 0 analizamos un ejemplo bésico, aunque
sumamente importante para lo que sigue: el de la sucesién (1/n),cn. Afirmamos que la sucesién
(1/n)nen converge a 0, para lo cual necesitamos el siguiente lema, que demuestra que Q es lo
que se conoce como un cuerpo arquimediano (propiedad que, si bien parece muy natural, no se
satisface necesariamente en un cuerpo arbitrario, como vamos a ver en la Seccién 9.A.3).

Lema 3.1.2 (Arquimedianidad de Q). Todo racional estrictamente positivo es mayor que 1/n
para algiin n € N.

Demostracion. Seaq=r/sconr,s € N. Entonces s <rs,y porlotanto, 1/(s+1) <1/s<r/s=gq,
es decir, g > 1/(s+1). O

Retomando la cuestién de la convergencia de la sucesion (1/n),¢cn a 0, por la arquimedianidad
de Q (Lema 3.1.2) tenemos que, dada una tolerancia € > 0, existe al menos un término 1/n de la
sucesion que satisface |1/n| =1/n < €.

Ejercicio 3.1.3.

1. Para € = 0,046, determinar ny € N tal que 1/ny < 0,046. ;Qué ocurre con los términos 1 /n
para n > ny? Hacer lo mismo con € = 0,0037 y € = 0,00004.

2. (Es posible establecer, para € > 0 arbitrario, una condicion sobre ny que garantice que

1/n < € para cadan > ny?
Podemos ahora demostrar nuestra afirmacion.
Lema 3.1.4. La sucesion (1/n),ecn converge a 0.

Demostracion. Sea € un racional positivo cualquiera. Por la arquimedianidad de Q (Lema 3.1.2)
resulta que existe ny € N tal que 1/ng < &€, lo que implica que 1/n < € para cada n > ny. Conclui-
mos que |1/n| < € para cada n > ny, lo cual demuestra nuestra afirmacion. O

Con ideas similares es posible establecer la convergencia a 0 de sucesiones “sencillas”, como
las de los préximos ejemplos y ejercicios.

Ejemplo 3.1.5. Sea (a,),en la sucesion definida por a, := 1/n?. Sea € un racional positivo arbi-
trario y veamos si existe ng € N tal que |1/n?| < & para cada n > ny. Para esto, observamos que
|1/n%| = 1/n? < 1/n. Por lo tanto, si elegimos ny € N de modo que resulte 1/ny < €, para cada
n > ng tenemos que

1
< _

1 1
‘*2’_*§ < E.
n n= ng

0.

Asi vemos que la sucesion (ay),eN converge a
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3. Un problema general: resolver f(x) =0

Ejemplo 3.1.6. Sea (a,),cn la sucesion definida por a, := 1/(5n — 2n?). Dado un racional po-
sitivo arbitrario €, se trata de determinar ny de modo que |a,| < € para cada n > ny. Si n > 5,
entonces

1
2n? —5n

Asi, aplicando el argumento del Ejemplo 3.1.5 precedente, concluimos que existe no € N de modo

< (3.1

] !
ay| = —.
n n2

que

1
—<e (3.2)
n

para cada n > ny. En consecuencia, si n > max{5,ng}, se satisfacen las condiciones (3.1) y (3.2),

y por lo tanto,

anl = 5 < 5 <&
ay|=——< = <e¢,
"2 —5n — 2

lo que prueba que la sucesion (a)nen converge a 0.
Ejercicio 3.1.7. Sea (ay),en la sucesion definida por a, = 1/(n* +2).
1. Dado € = 0,00042, encontrar ng € N tal que a,, < 0,00042 para n > ny.

2. Dado un niimero racional positivo €, determinar ng € N de modo tal que a,, < € para cada
n > no.

3. Demostrar que (ap)nen converge a 0.

En los ejemplos y ejercicios precedentes se aprecia que, dada una sucesién (a,)en de racio-
nales, la bisqueda de un nimero natural n para cada racional positivo € de modo tal que resulte
|an| < € para n > ng puede tornarse una tarea engorrosa, dependiendo de la sucesién en considera-
cién. Por tal motivo, es conveniente, siempre que esto sea posible, obtener una expresion explicita
de la dependencia de ng en términos de €.

Ejemplo 3.1.8. Sea (a,),cn la sucesion definida por a, := (n+3)/(n* —3n+2). A fin de obtener
una expresion explicita de ny € N en términos de € de forma tal que |a,| < € para n > ny, acotamos
superiormente |ay,| de modo de simplificar su expresion.

Para esto, observamos que n? —3n > n? /2 para n > 6, de donde concluimos que

n+3 n+3 3n
< =-.
n*—3n+2 ~ n2/2+2 " n?/2 n

|an| =

Asi, dado un racional € > 0, vemos que resulta |a,| < 6/n < € siempre que n > 6/€.
Definamos ng := max{6, [6/¢€]}, donde [r] es el menor natural mayor o igual que r. Entonces,

para n > ng vemos que |a,| < €, lo cual demuestra que (a,)nen converge a 0.

Ejercicio 3.1.9. Para las sucesiones (an)nen cuyo término general a, damos a continuacion,
determinar, para cada racional € > 0, un niimero natural ny de modo tal que |a,| < € para n > ny.
Concluir que la sucesion (a,)nen converge a 0.

1 1 —n? 1 1

= ———, Gp'=—F—"—>=, i=———+1, api=—5—5——.
" An?—1 T2 —10n—3 " n2—2n+ T R2—3  5n+43
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3.1. ;Con qué aproximar?: Sucesiones

Ejercicio 3.1.10. Sea (a)nen una sucesion de nimeros racionales que converge a 0.

1. Sea (bp)nen la sucesion definida por b, :== min{|ay|,...,|an|}. Demostrar que (b,)neN con-
verge a 0.

2. Sea (¢y)nen la sucesion que consiste de la “media aritmética” (el promedio) de los términos

de (an)nen, es decir, ¢y := (a1 + -+ +ay)/n. Demostrar que (c;)nen converge a 0.

Sucesiones geométricas y decrecimiento exponencial

Una clase de sucesiones que aparece frecuentemente es la de las sucesiones geométricas. Dado
un niimero racional A, una sucesién geométrica es una sucesién de la forma (A"),,cn. Una primera
informacidn sobre el comportamiento de una sucesidon geométrica es el siguiente resultado.

Lema 3.1.11 (Sucesiones geométricas que convergen a 0). Sea A un niimero racional tal que
|A| < 1. Entonces la sucesion (A"),en converge a 0.

Demostracion. Dado que [A"| = |A|" para cada n € N, sin pérdida de generalidad podemos supo-
ner A > 0. En tal caso, la condicién A < 1 implica 1/A > 1. En consecuencia, podemos escribir
1/A =14 7ycon ¥y > 0. Aplicando la desigualdad de Bernoulli (Lema 0.2.2), tenemos que

()

1 n
- (A) = (147" > 1+ ny>ny.

De esto deducimos que
1
AT = (A" < —.
ny

Sea € un racional positivo y sea ng € N tal que ng > 1/(€y). De la desigualdad precedente dedu-
cimos que [A"| < 1/(ny) < 1/(noy) < € para cada n > ny. Concluimos que la sucesion (A"),en
converge a 0. O

En cada una de las sucesiones del Ejercicio 3.1.9, el n—ésimo término viene dado por una ex-
presion explicita en términos de 7, lo que nos permite estimarlo adecuadamente a fin de demostrar
la convergencia a 0 de la sucesién en consideracién. Sin embargo, frecuentemente ocurre en la
préctica que la expresién del n—ésimo término de una sucesién, como en la sucesién (c,),>0 del
método de biseccién y la sucesion (a,),>0 del método de Newton descriptos en el Capitulo 2,
no estd explicitamente dada en términos de n o es demasiado complicada como para manipularla
con el tipo de acotaciones que hemos utilizado en este capitulo. En tal caso, es necesario recurrir
a estimaciones y comparaciones. En relacién con estas dos sucesiones, en el Capitulo 2 hemos
obtenido las siguientes estimaciones:

= |c2—-2| <3.27" paracadan >0 (Lema2.1.1);
» |a2 —2| <47"|a} — 2| para cada n > 0 (Ejercicio 2.2.4).

El punto clave es que los miembros derechos en ambas estimaciones son, salvo constantes, suce-
siones geométricas que convergen a O (Lema 3.1.11). El objetivo del ejercicio a continuacién es
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3. Un problema general: resolver f(x) =0

completar el andlisis del comportamiento de las sucesiones de los métodos de bisecciéon y Newton
de las secciones 2.1.1 y 2.2.1 respectivamente.

Ejercicio 3.1.12.

1. Demostrar que la sucesion (c2 —2),>0, donde (c,),>0 es la sucesion de puntos medios del

método de biseccion de la Seccion 2.1, converge a 0.

2. Demostrar que la sucesion (a2 —2),>0, donde (a,)n>0 es la sucesion del método de Newton
de la Seccion 2.2, converge a 0.

Ademds de determinar la solucién aproximada de nuestros problemas modelo, otra cuestién
fundamental del andlisis es la de establecer comparaciones. Mediante el concepto de sucesion
convergente a 0 podemos establecer comparaciones entre el orden de crecimiento de dos suce-
siones dadas. En efecto, dadas dos sucesiones de racionales positivos (d,)uen Y (Pn)nen, diremos
que la sucesién (b,),en crece méas rapido que (a,),cn si la sucesién de cocientes (ay, /by )neN
converge a 0. Cabe observar que, asi como la convergencia a 0 se refiere a un comportamiento
“asintético” o “progresivo” de la sucesion en consideracion, del mismo modo el concepto de “cre-
cimiento mds rdpido” es también de caracter asintético, y por lo tanto, podemos tener una sucesion
(bu)nen que crece mds rdpido que otra sucesion (a,),cn sin que ésto sea cierto para los primeros
términos de ambas sucesiones.

Ejercicio 3.1.13 (“Lasexponencialescrecenmdsriapidamentequelaspolindémicas”). El objetivo del
presente ejercicio es establecer una comparacion entre una sucesion con crecimiento exponencial

y una con crecimiento polinomial.

1. Sea A > 1. Demostrar que existe y > 0 tal que

At 1 -1 —1
Ty oy
n n 2 2

(Sugerencia: dado que A > 1, podemos escribir A = 1+ con ¥ > 0. Aplicar la férmula del
binomio de Newton (Lema 0.2.4) a (1+7)".) Concluir que la sucesion (n/A"),cn converge
ao.

2. Sea A > 1yk > 2. Demostrar que existe ¥ > 0 tal que

A" n(n—1)---(n—k)
P nk (k+1)! i

(Sugerencia: expresar a A como en el item anterior y utilizar la férmula del binomio de
Newton, estimando por 0 los sumandos correspondientes a la potencias de Y distintas de
la (k+ 1)-ésima.) Deducir que A" /n* > ny**1/2% (k+1)! para n > 2k y concluir que la
sucesion (n* /A" ,en converge a 0 para cada k > 2.

Ejercicio 3.1.14. Demostrar que las sucesiones (a,)nen, cuyo término general a, damos a conti-

nuacion, convergen a 0.

n? 21 4 pd 157 —3
== ap, \ — ————= ay i — —————.
2743’ T 3n 327 " 25— 2n
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3.1. ;Con qué aproximar?: Sucesiones

El criterio del cociente (o de D’ Alembert) es un resultado sumamente 1itil, como vamos a ver
en el estudio de series (Seccioén 9.3), para el estudio de la convergencia a 0 de sucesiones con un
decrecimiento de tipo exponencial. En el ejercicio a continuacién pedimos demostrar el criterio,
en tanto que en el siguiente ejercicio exhibimos algunas aplicaciones del mismo.

Ejercicio 3.1.15 (“Criterio del cociente™). Sea (a,)nen una sucesion de Q que satisface la si-
guiente condicion: existen 0 < £ < 1y ng € N tales que |ay1]/|an| < € para cada n > ny.

1. Demostrar que |a, 1| /|an| < ¢* para cada k > 0y cada n > ny.
2. Deducir que |a,| < "™ |ay,| para cada n > no.
3. Concluir que (a,),en converge a 0.
Ejercicio 3.1.16.
1. Demostrar que la sucesion (A" /n!),en converge a 0 para cada A > 0.

2. Demostrar que la sucesion (a,)nen de término general a, := (1+1/n)" es creciente. (Su-
gerencia: estudiar el cociente a, | /a, y aplicar la desigualdad de Bernoulli (Lema 0.2.2).)

3. Demostrar que la sucesion (n!/n"),en converge a 0.

Ejercicio 3.1.17 (Sucesiones con limite infinito). Diremos que una sucesion de racionales (a,)neN
tiene limite infinito, y lo notamos por 1im, ..., = o, si la sucesién (1/a,),cn converge a 0.

1. Demostrar que una sucesion (a),cn tiene limite infinito si 'y solo si para cada M > 0 existe
no € N tal que |a,| > M para cada n > ny.

2. Sea A un racional tal que || > 1. Demostrar que la sucesion (A"),cn tiene limite infinito.

3. Dadas dos sucesiones (an)nen ¥ (bu)nen, demostrar que (by)nen crece mds rdpido que
(an)nen si 'y solo si la sucesion (b, /ay)nen tiene limite infinito.

3.1.2. Sucesiones convergentes

Como puede apreciarse en el Capitulo 2, nos interesa determinar si una sucesién dada de nime-
ros racionales tiene algtn tipo de “comportamiento asintético”, aunque no necesariamente conver-
jaa0. Por ejemplo, como bien sabemos, la sucesién (a, ),en cuyo término general es

n veces

~
3...3

10

a,:=0,3...3=

n veces

1Usamos la notacién 1imy,_ye a, = +oo para referirnos a las sucesiones (a, ),en con limite infinito tales que existe ng € N
con a, > 0 para cada n > no, en tanto que la expresion 1im,_,..a, = —eco representa a las sucesiones (a, ),cn con limite
infinito tales que existe ng € N con a,, < 0 para cada n > ny.
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3. Un problema general: resolver f(x) =0

se acerca “progresivamente” a 1/3, en el sentido de que dado un grado de precisién € > 0, existe
no € N a partir del cual |a, — 1/3] < €. Mds precisamente, afirmamos que

1
3T 3o

(3.3)

para cada n € N. Esto es evidente paran = 1, dado que 1/3 —a; =1/3—3/10=1/30. Argumen-
tando de forma inductiva, supongamos que nuestra afirmacion es verdadera para cierto n € N, y
veamos que también se satisface para n+ 1. En efecto, tenemos que

1 1 1 3 1

g_an+1 :g—an-i-an—anﬂ = 3.10" - 10n+] = 3.10n+1 .

Esto completa la demostracién de (3.3).

Supongamos ahora dado un racional € > 0. Dado que la sucesién (1/10"),cn converge a 0
(Lema 3.1.11), existe ng € N tal que [107"| < & para cada n > ng. En consecuencia, si n > ny,
entonces, de acuerdo con (3.3),

<E&

—_ | = <
31T 30000 S 10

1 ‘ 1 1

Dicho de otro modo, la sucesién (a, — 1/3),cn converge a 0, en cuyo caso diremos que (ay)neN
converge a 1/3. Formalizamos estas ideas en la siguiente definicion.

Definicion 3.1.18. Decimos que una sucesion (a,)necn de nimeros racionales converge a o € Q,
y escribimos limy,_,ea, = @, si la sucesion (a, — o),y converge a 0, es decir, para cada € > 0
existe ng € N tal que |a, — a| < € para todo n > ny,.

Ejemplo 3.1.19. Consideremos la sucesion (ay),cn definida por a, := (2n—3)/(n+2). Teniendo
en cuenta que a, =2 —"7/(n+?2) fdcilmente concluimos que lim,_,. a, = 2. En efecto, observamos

que
i
n+2

7
<=
n

|lan —2| =

n+2

2n—73
n 2‘

En consecuencia, dado € > 0, tenemos que |a, —2| <7/n < € siempre que n > ny := [7/€]. Esto
muestra que la sucesion (a,)nen converge a 2.

Ejemplo 3.1.20. Sea (a)nen la sucesion

Afirmamos que (an)nen no converge a ningin mimero racional. En efecto, si convergiera a o, €
Q, tendriamos que 0 < a < 1 (este hecho, intuitivamente claro, es lo que vamos a denominar
el “principio de conservacion del niimero” mds adelante (Lema 3.1.40)). Fijemos € :==1/4 y
mostremos que no es cierto que exista ng € N tal que |a, — &| < 1/4 para cada n > ny.

Dado que 0 < a < 1, tenemos entonces que 0 < a < 1/2 0 1/2 < a0 < 1. Supongamos sin
pérdida de generalidad que 0 < o0 < 1/2. Observamos que la sucesion (ap)neN contiene infinitos
términos ay, de la forma n/(n+1). Si ay, es cualquiera de estos términos de la forma n/(n+ 1)
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3.1. ;Con qué aproximar?: Sucesiones

conn > 3, entonces tenemos que

|am_a|:am_azam_ Z

N —
AW
N —
N

En consecuencia, fijado ny € N, podemos encontrar m > ny de modo tal que |a,, — ot| > 1/4. Esto
muestra que (an)neN o converge a o, para cada o, € Q.

Ejercicio 3.1.21. Demostrar que la sucesion (a,)nen, an := (3n> —1)/(2n* — 3n) converge a 3/2.

Ejercicio 3.1.22. Sea r € {0,...,9}. Demostrar que la sucesion (an)nen definida por a, =
0.r...r converge ar/9.
~——

n veces

Ejercicio 3.1.23.

1. Demostrar que la sucesion (a,)nen definida por a, := (—1)" no converge a ningiin niimero
racional «.

2. Estudiar la convergencia de las sucesiones (an)nen cuyo término general es

1 n
=((=1)"+1 .
L= (1)

Ejercicio 3.1.24. Sea (ay),en una sucesion de Q que converge a o, € Q. Demostrar que la suce-
sion (bp)nen de medias aritméticas, es decir, b, := (a; + - -+ +ay) /n, converge a o. (Sugerencia:
reducir al caso en que @ = 0 y aplicar el Ejercicio 3.1.10.)

Es interesante notar que la propia notacién lim,_, a, sugiere que, en caso de que la sucesion
(an)nen converja a un nimero racional «, su “limite” estd univocamente determinado, de modo
que la sucesién no puede converger simultdneamente a otro nimero racional . Esto es claro
intuitivamente: si los términos de la sucesion (a,),cn se “acercan” progresivamente a o, y 8 # «,
entonces la distancia de los términos a, a 3 se acerca progresivamente a la distanciade a a 3, y por
lo tanto no puede acercarse a 0, como exige la definicién de convergencia a 8. En otras palabras, si
los términos a, se acercan progresivamente a @ y a 3 simultdneamente, entonces necesariamente
debe ser a = 3. En términos mds precisos, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.1.25 (Unicidad del limite). Sea (ay),en una sucesion que converge a dos niimeros racio-
nales o y B simultdneamente. Entonces o = f3.

Demostracion. Estudiamos la distancia | — §|. Dado € > 0, sabemos que existe ng tal que |a, —
0| < € para cada n > ng y existe n; tal que |a, — B| < € para cada n > n;. En consecuencia,
tenemos que simultdneamente |a, — a| < € y |a, — B| < € para cada n > ny := max{ng,n; }. Por
lo tanto,

o —B| < |o—an, +an, — B| < [0t —ap, | +|an, — B| < 2e.

Siendo € un racional positivo arbitrario, concluimos que | — | < € para cada € > 0, de lo cual,
por la arquimedianidad de Q (Lema 3.1.2), deducimos que |oc — | = 0, y por ende, que a = 3,
como queriamos demostrar. |
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3. Un problema general: resolver f(x) =0

Es interesante notar una caracteristica de la demostracién precedente que, de alguna manera,
distingue el “andlisis” del “dlgebra”: a fin de demostrar la igualdad a cero de un nimero, en este
caso el médulo | — B3|, demostramos que es menor que cualquier racional positive. Es decir,
incluso cuando se trata de demostrar una igualdad, la demostracién procede por “estimaciones”.

Propiedades de las sucesiones convergentes

De los Ejercicios 3.1.9 y 3.1.21, por ejemplo, deberia resultar claro que establecer la conver-
gencia de una sucesioén dada con la definicién puede ser una tarea compleja. Sin embargo, a veces
podemos reducir el estudio de la convergencia de una sucesién dada al de otras mds sencillas,

como vamos a ver en el ejemplo a continuacion.

Ejemplo 3.1.26. Sean (an)n>4 y (bn)nen las sucesiones definidas por

2n ) 3n2
n—3 '

a, .=

para cada n € N. Admitamos sin demostracion que (ap)en converge a 2y (by)nen converge a
3 (la verificacion de estas afirmaciones queda a cargo del lector). Afirmamos que la sucesion
producto (ay, - by)yen converge a 6.

En efecto, fijemos € > 0. Tenemos que

2n 3n? 2n 3n? 2n 2n
et S — . _3. +3. —6
n—3 n2-=2 n—3 n2-2 n—73 n—73
2n 3n? 2n
— | |=—=—-3|+3 —2/.
n—3| |n2-2 ‘+ ‘n—3 '

Observamos que, si n > 6, entonces n—3 > n/2, lo cual implica |2n/(n—3)| < 4. Asimismo, de la
convergencia de (an)nen a 2y la de (by)nen a 3 deducimos que existe ng € N tal que |a, —2| < €
¥ |bn — 3| < € para cada n > ny. En consecuencia, si n > max{6,nq}, entonces

2n
n—73

3n2
2 _

2n 3n2
n—3 n2-2

6‘<4

—3|+3 —2| < 7e.
S =

Concluimos entonces que (ay - bp)nen converge a 6, como habiamos afirmado. Pero lo que que-
remos destacar es que nuestro andlisis de la convergencia de (ay - bp)nen se reduce fundamental-

mente al de las sucesiones (an)nen Y (bn)nen-

Mis generalmente, el estudio de la convergencia de una sucesiéon que se obtiene por medio
de una operacidn aritmética con dos sucesiones “mas simples” puede reducirse al de estas dos
ultimas. En lo que sigue vamos a enunciar y demostrar un resultado en este sentido.

Teorema 3.1.27 (Propiedades aritméticas de los limites). Sean (an)nen ¥ (bn)nen dos sucesiones

convergentes a 0.y 3 respectivamente. Entonces:
1. La sucesion (ay + by)nen converge a o+ .

2. La sucesion (ay - by)nen converge a o. - 3.
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3.1. ;Con qué aproximar?: Sucesiones

3. Sio#0ya, #0para todon €N, la sucesion (1/ay)nen converge a 1/a.

A fin de demostrar los items 2 y 3 del Teorema 3.1.27, necesitamos el siguiente resultado, de
interés en si mismo. Una sucesion (a,),en de Q se dice acotada si existe M > 0 tal que |a,| <M
paracadan € N.

Lema 3.1.28. Toda sucesion convergente es acotada.

Demostracion. Sea (ap)nen una sucesién de Q que converge a o € Q. Fijamos € = 1. De acuerdo
con la definicion de convergencia de sucesiones (Definicién 3.1.18), tenemos que existe ng € N tal
que |a, — a] < 1 si n > ny. En particular, vemos que o — 1 < a, < ot + 1 para todo n > ny. Sea
M :=max{|l +o|,| -1+ al,|ai],...,|an,—1|}. De la definicién de M facilmente concluimos que
|an| < M para todo n € N. O

Ahora podemos pasar a la demostracién del Teorema 3.1.27.

Demostracion del item 2 del Teorema 3.1.27. Tenemos que demostrar que la diferencia |a,b, —
o3| se aproxima a 0 cuando n crece. Para esto, vamos a expresar esta diferencia en términos de
las diferencias |a, — a| y |b, — B, de las cuales sabemos que se aproximan a 0 cuando 7 crece. Para
esto, empleamos un truco frecuente en demostraciones que involucran el limite de un producto:
intercalamos un término de la forma a,f (o b,@) en dicha diferencia (comparar con el Ejemplo
3.1.26). Asi, tenemos

|anby — aB| = |anby — anP +an — aB| < |ay|-[by — Bl + B - |an — al.

Dado que la sucesion (a,),cn s convergente, tenemos entonces que es acotada (Lema 3.1.28), es
decir, existe una constante M > 0 tal que |a,| < M para cada n € N. Combinando esta estimacion
con la desigualdad precedente concluimos que

|anbn — B < M- |by — B| + Bl |an — o]

De aqui en mds, el argumento es estdndar: fijemos € > 0y sean ny,n, € N tales que |a, —a| < €
sin>nyy |b,—B| < €sin>ny. Entonces, si n > ngp := max{n;,n, }, tenemos que

|anbn — | <M -|by— B[+ B |an — af <e(M+[B]). 3.4)

Esto demuestra que la diferencia |a,b, — o3| puede acotarse por cualquier constante positiva, con
tal de elegir ng en el argumento precedente de forma conveniente. En efecto, dada una constante

);

entonces (3.4) asegura que |a,b, — aff| < €* para cada n > ng := max{n;,ny}. Esto demuestra

€* > 0, observamos que si elegimos € en el argumento precedente en la forma € := £*/(M + |3

que (a,bp)nen converge a of3. O
Demostracion del item 3 del Teorema 3.1.27. Dado que (ay),en converge a o # 0, eligiendo € :=

|ct| /2, tenemos que existe n tal que |a, — a| < |a|/2 paran > n;. De esto concluimos que |a,| >
|et]/2 para n > ny. Sea € > 0y sea np € N tal que |a, — &t| < € si n > ny. Entonces, si n >
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3. Un problema general: resolver f(x) =0

max{n;,ny}, tenemos:

1 1 1 | ol < 2 | o] < 2¢e
———|=—an— —=|an — —.
ay o) lapa " T T a2 laf?
Esto demuestra que (1/a,),en converge a 1/c. O

Ejercicio 3.1.29. Demostrar el item 1 del Teorema 3.1.27.

Ejercicio 3.1.30. Sea (ay)nen la sucesion definida por a, := % 4t }1 Como a, = 1 para cada
n €N, se sigue que (ay)nen converge a 1. Por otro lado, como cada sumando de a, tiende a 0,
usando el hecho de que el limite de una suma es la suma de los limites (item 1 del Teorema 3.1.27),
resulta que ;(an)nen converge a 0! ;Como se explica esto?

Ejercicio 3.1.31. Sea A # 0y sea (an)nen una sucesion tal que (a,/A),en converge a 1. ; Qué se
puede decir sobre la convergencia de (ay)nen?

Ejercicio 3.1.32. Probar que si una sucesion de niimeros racionales (a,)nen converge a o € Q,
entonces |a,| converge a |al. ;Es cierta la reciproca?

Ejercicio 3.1.33 (Exponenciales vs. polindmicas).

1. Sea A > 1y sea p un polinomio con coeficientes racionales. Demostrar que la sucesion
(p(n)/k")nEN converge a 0. (Sugerencia: usar el Ejercicio 3.1.13.)

2. Sean Ay > Ay > --- > A, >0, sean v, .., Y, racionales no nulos y sea f(n) :=nA{'+---+
YAl para cada n € N. Demostrar que la sucesion (f(n)/A")nen converge a 0 si A > Ay, a
Y1 si AL = Ay tiene limite infinito si | > A.

3. Con las hipdtesis y notaciones de los items anteriores, concluir que (p(n)/f(n))nen con-
verge a 0 si 'y solo si Ay > 1.

Ejercicio 3.1.34 (Exponenciales vs. polindmicas bis).
1. Sea p € Q[x]\ {0}. Demostrar que la sucesion (p(n+1)/p(n))nen converge a 1.

2. Sean Ay > Ay > --- > A >0, sean V1, ..., %, racionales no nulos arbitrarios y sea f(n) :=
VAL + -+ YA Demostrar que (f(n+1)/f(n))nen converge a Ay.

Otro resultado 1til en el estudio de convergencia de sucesiones es la conocida “propiedad sand-
wich”.

Lema 3.1.35 (Propiedad sandwich). Sean (a,)nen, (bn)nen ¥ (Cn)nen Sucesiones de niimeros ra-
cionales tales que:

w a,<b,<cp,paratodoneN,y
= (an)nen Y (cn)nen convergen al mismo valor a € Q.

Entonces (by,),en converge a o.

56
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Demostracion. Sea € > 0 arbitrario. Dado que (ay),en ¥ (¢n)nen convergen a @, existen ny,ny € N
tales que |a, — ot| < €sin>n; y |c, — &| < € si n > ny. En consecuencia, si n > méax{n,n,},
resultaag, —ot > —€yc,—o <& Dadoquea,—a <b,—a <c,—a,tenemos que —€ < b, —a <

€, es decir, |b, — a| < €. O

Ejemplo 3.1.36. Sea (a,)nen una sucesion acotada de Q 'y consideremos la sucesion (by)nen
definida por by, := ay /n. Afirmamos que la sucesion (by,),cn converge a 0.

A fin de demostrar esta afirmacion, vamos a aplicar la propiedad sandwich precedente. En
efecto, dado que la sucesion (ay)nen es acotada, tenemos que existe M > 0 tal que |a,| < M para
cada n € N. En consecuencia, resulta

n

M M
Tt (3.5)
n"n " n
para cada n € N. Si definimos las sucesiones (cp)nen ¥ (dn)nen por ¢cn := —M/ny d, := M/n,

entonces (3.5) muestra que ¢, < a, < d, para cada n € N. Asimismo, es fdcil ver que tanto (cp)neN
como (dy)nen convergen a 0, por lo que, de acuerdo con la propiedad sandwich (Lema 3.1.35),
vemos que (by)nen converge a 0.

Ejercicio 3.1.37. Analizar la convergencia de dos sucesiones (an)nen ¥ (bn)nenN que satisfacen
las siguientes condiciones para cada n € N:
n+7 9 dn+5 2"+1

5
3— > <4-3a,<2 3<5-— <
g ST ST =2, " m—1

Ejercicio 3.1.38 (“Cero por acotada converge a cero”). Sean (an)uen ¥ (bn)nen sucesiones de

niimeros racionales tales que (a)nen estd acotada y (by,)yen converge a 0. Demostrar que (ay, -

bn)nen converge a 0.

Ejercicio 3.1.39. Sea (a,)nen una sucesion de Q contenida en el intervalo (2,5). Analizar la
. . . L 9n+2 2

convergencia de la sucesion (by,),cn definida por by, := W) (an + 1).

Por ultimo, mencionamos un resultado “cualitativo” util en el estudio de los limites de sucesio-
nes conocido como el “Principio de conservacién del nimero”, que afirma que si los términos de
una sucesion satisfacen ciertas desigualdades, éstas se “preservan” en el 1imite. Mds precisamente,
tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.1.40 (“Conservacién del nimero”). Sea (an)nen una sucesion de Q que converge a o € Q,
y supongamos que existen a,b € Q y ng € N tales que a < a, < b para cada n > ny. Entonces
a<o<bh.

Demostracion. Demostramos que & < b, o equivalentemente, demostramos que si b < ¢, entonces
existe no € N tal que b < a, para cada n > ng. Sea € := a — b. Dado que (a,),cn converge a «,
existe ny € N tal que |a, — ¢t| < € para cada n > ny. Esto implica que ot — a,, < & — b para n > ny,
0, lo que es lo mismo, b < a, para cada n > ny. O

Ejercicio 3.1.41. ;Es cierto el Lema 3.1.40 si reemplazamos las desigualdades por desigualdades
estrictas? Demostrar o exhibir un contraejemplo.
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3. Un problema general: resolver f(x) =0

3.2. ¢Cuando aproximar?: Funciones continuas

Supongamos que queremos resolver una ecuacién f(x) = 0, que tiene una dnica solucién, diga-
mos x = ¢.. Supongamos ademds que tenemos una sucesion (a,),cn de posibles aproximaciones
de a. Como hemos dicho en la seccién anterior, a fin de determinar si la sucesion (ay),en “resuel-
ve” la ecuacién f(x) = 0, podemos observar si la sucesion (f(a,))qen converge a 0. Ahora bien,
este andlisis podria resultar completamente inttil si la funcién f presentara un “mal” comporta-
miento alrededor de la solucién x = & de la ecuacidn, por ejemplo, si f oscilara en torno a x =
dado que en este caso el valor f(a,) podria ser grande para valores de a, relativamente cercanos a
a.

Por ejemplo, consideremos la ecuacién f(x) = 0, siendo f : Q — Q la funcién

I/x six#0,

3.6
0 six=0. (3:6)

[l =
Observamos que la funcién f tiene “mal comportamiento” en torno a x = 0 (ver la Figura 3.1). Asf,
si intentdramos resolver de forma aproximada la ecuacién f(x) = 0, cuya dnica solucién es x = 0,
podriamos proponer la sucesién de aproximaciones (1/n),cn, que efectivamente converge a la
solucién x = 0 que estamos buscando. Sin embargo, la sucesioén (f(1/n)),en tiende a infinito, por
lo que érroneamente podriamos concluir que no estamos aproximando la solucién de la ecuacién

flx)=0.

Figura 3.1.: El grafico de la funcién f de (3.6).

Para tener herramientas certeras de andlisis, necesitamos restringir el tipo de funciones f que
admitimos en nuestros problemas, de modo de que el valor f(a,) resulte efectivamente cercano a
0 si a, esta cerca de .

(Qué significa esto? Supongamos que tenemos una sucesion (a, ),<n de nimeros racionales que
aproxima una solucién a € Q de la ecuacién f(x) = 0 en consideracién. Dado que tenemos f (es
decir, podemos calcular el valor de f(x) para cualquier valor de x dado) y tenemos la sucesién
(an)nen, podemos analizar el comportamiento de los valores sucesivos f(ay,), es decir, el compor-
tamiento asintético de la sucesioén (f(ay,))nen. Lo que esperamos es que la sucesion (f(an))nen
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3.2. ;Cudndo aproximar?: Funciones continuas

converja a f ().
Tal tipo de funciones corresponden a lo que conocemos como funciones continuas, cuya defi-
nicién formal damos a continuacién.

Definicion 3.2.1. Sea f una funcion definida en un subconjunto A de Q. Diremos que f es con-
tinua en o € A si, para cada sucesion (ap)nen de A que converge a o, la sucesion (f(an))nen
converge a f(a). A su vez, diremos que f es continua si es continua en cada elemento o € A.

Ejemplo 3.2.2. Sea A C Q un subconjunto no vacio y sea f : A — Q la funcién f(x) := x.

Afirmamos que f es continua. En efecto, sea o € Q y sea (a,),eN una sucesion que converge
a . Por las propiedades aritméticas de los limites (Teorema 3.1.27) tenemos que la sucesion
(f(an))nen = (a2)nen converge a a* = f(a), lo que demuestra que f es continua en o. Dado que
Q es un punto arbitrario de A, concluimos que f es continua.

Ejemplo 3.2.3. Sea f: Q-0 — Q lafuncion f(x) := 1/x. Afirmamos que f es continua. En efecto,
sea a € Q=g y sea (ay)nen una sucesion que converge a . Dado que o # 0, las propiedades
aritméticas de los limites (Teorema 3.1.27) garantizan que la sucesion (f(an))nen = (1/an)nen
converge a 1/o = f(a), lo que demuestra que f es continua en o. Dado que & es un punto

arbitrario de Q~q, concluimos que f es continua.

Ejemplo 3.2.4. Supongamos dadas dos funciones continuas f: Q<o = Qy g: Q>0 — Q tales
que f(0) # g(0). Si h: Q — Q es la funcion definida por

_ ) f() six<0,
hx) '_{ g(x) six>0, S

afirmamos que h no es continua en 0. En efecto, consideremos por caso la sucesion (1/n),en,
que converge a 0. Por la continuidad de g tenemos que lim,_,. h(1/n) = lim,_,. g(1/n) = g(0) #
f(0) = h(0). Esto muestra que h no es continua en 0.

Ejercicio 3.2.5. Con las hipdtesis del ejemplo precedente, demostrar que si f(0) = g(0) entonces
la funcion h definida de acuerdo a (3.7) resulta continua.

Ejercicio 3.2.6 (Una funcién discontinua). Tomamos este ejemplo de [Joh30]. Una mesa con
forma rectangular se gira de forma horizontal de un corredor a otro del mismo ancho w, perpen-
dicular al primero. Supongamos que el rectdngulo que define la mesa tiene un lado de longitud
constante, digamos a, en tanto que denominamos x a la longitud del segundo lado (ver la figura).
Dado x, el minimo valor de w de forma tal que la mesa gire estd dado por la siguiente expresion:

0 six=0,

(x—f—g) si0<x<a,

i
ol elg

(5+a) sinz
7 a) six>a.
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3. Un problema general: resolver f(x) =0

Si consideramos a w : Q9 — Q>0 como funcion de x, demostrar que w es discontinua en x = 0,
en tanto que es continua en x = a.

3.2.1. Propiedades de las funciones continuas

Sean f:ACQ—Qyg:ACQ— Q dos funciones continuas en @ € A. De las propiedades
aritméticas de los limites (Teorema 3.1.27) concluimos que f + g es continua en . En efecto, si
(an)nen es una sucesién de A que converge a o, por la continuidad de f y g concluimos que las
sucesiones (f(an))nen ¥ (g(an))nen convergen a f(o) y g(t) respectivamente, de 1o que conclui-
mos que ((f+ g)(an))nen converge a (f 4 g)(a). Con razonamientos de este tipo deducimos el
siguiente resultado.

Proposicion 3.2.7 (Propiedades aritméticas de las funciones continuas). Sean f,g:A C Q — Q
dos funciones continuas en o, € A. Entonces:

1. f+ g es continua en «,
2. f-g escontinua en Q,

3. sig(a) #0, entonces f/g es continua en Q.

En particular, las funciones polinomiales son continuas, como enunciamos en el siguiente ejer-
cicio, de modo que la clase de funciones continuas contiene a los ejemplos que estudiamos hasta
el momento.

Ejercicio 3.2.8. Demostrar que toda funcion polinomial p : Q — Q es continua en Q.

Ejercicio 3.2.9. Sea f: A C Q — Q una funcion racional que posee una representacion f(x) =
p(x)/q(x), siendo p(x) y q(x) polinomios con coeficientes racionales, de modo tal que g(x) no se
anula en ningiin punto de A. Demostrar que f es continua.

Ejercicio 3.2.10. Sea f: Q — Q una funcion continua. Consideremos las sucesiones (an)yeN ¥

(bu)nen de miimeros racionales definidas de la siguiente manera:

AP 42"
a, = 7n3+3" s

bn = f(an)'

Demostrar que la sucesion (by)yen estd acotada y la sucesion (anby, )nen tiende a 0.

Otra propiedad que tiene un “buen comportamiento” en relacién con la continuidad es la com-
posicion de funciones. Mds precisamente, si f : A C Q — Qescontinnaenx €A, g:BCQ—Q
es continua en 3 := f(a) y la composicién go f estd bien definida, entonces resulta continua en
o. En efecto, si (a,),en €s una sucesion de A que converge a o, entonces, (f(a,))sen converge a
B := f(a) por la continuidad de f en ¢. En consecuencia, de la continuidad de g en f conclui-

mos que ((go f)(an)),cy = (8(f(@n))) .y converge a g(B) = (go f)(et). En resumen, tenemos
el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.11. Sean f:A CQ — Qyg: B C Q— Q dos funciones tales que la composicion
gof:A— Q estd bien definida. Si f es continua en o € A'y g es continua en f (o), entonces go f
es continua en .
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3.3. “Con qué aproximar” revisitado: sucesiones de Cauchy

Tabla 3.2.: Los primeros términos de la sucesién (dy, ) >0

n dy f(dy)
0 | 1.50000000000 | 0.250000000
1 | -1.25000000000 | -0.437500000
2 | 1.37500000000 | -0.109375000
3 | -1.43750000000 | 0.066406250
4 | 1.40625000000 | -0.022460938
5 | -1.42187500000 | 0.021728516
6 | 1.41406250000 | -0.000427246
7 | -1.41796875000 | 0.010635376
8 | 1.41601562500 | 0.005100250
9 | -1.41503906250 | 0.002335547
10 | 1.41455078125 | 0.000953913

3.3. “Con qué aproximar” revisitado: sucesiones de Cauchy

De la discusién de las Secciones 3.1 y 3.2 hemos concluido que resolver una ecuacién f(x) =0,
siendo f una funcién continua, corresponde a hallar una sucesion (a,),cn tal que (f(an))nen
converge a 0. Sin embargo, podria ocurrir que la ecuacién f(x) = 0 tuviera més de una solucién,
y que la sucesién (ay),en “oscilara” en torno a distintas soluciones, en cuyo caso no tendriamos
propiamente una solucién de nuestro problema. Por ejemplo, en el caso de la ecuacién x* = 2,
consideramos la sucesién (d,),>o definida por d, := (—1)"c,, donde (c,)n>0 es la sucesién de
puntos medios del método de biseccion de la Seccién 2.1. En la Tabla 3.2 listamos los primeros
11 valores de esta sucesién (junto con los correspondientes valores de d- — 2), que representamos
graficamente en la Figura 3.2.

dy
4.d 6,d 8,d 10,
(0, do) (2,.512) ( a? 4) ( ?6) ( ’8) ( ; 10)
1 3 5 | 7 9 n
N ‘ . . N
(17d1) (3’d3) (S,dS) (7;d7) (97d9)

Figura 3.2.: La representacion gréfica de los primeros términos de (dy);>0-

Dado que d? = ¢2 para cada n > 0 y lim,_..(c2 —2) = 0 (Ejercicio 3.1.12), concluimos que
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3. Un problema general: resolver f(x) =0

1im,,_,..(d? —2) = 0. Sin embargo, la sucesién (d,),>o no resuelve la ecuacién x> — 2 = 0, dado
que no produce una solucién, en el sentido de que sus términos no tienen un comportamiento
asintético definido, como puede apreciarse por inspeccion de la Tabla 3.2. Vemos entonces que
es necesario restringir el tipo de sucesiones que vamos a aceptar como solucion a un problema
de tipo (1.7), a fin de evitar fenémenos como la aparicién de sucesiones oscilantes.

El problema es el siguiente: dado que no conocemos ninguna de las (hipotéticas) soluciones
o de f(x) = 0 que nuestra sucesién de aproximaciones (ay),cn estaria representando, ;c6mo
podemos determinar si (a,),cn converge a alguna de ellas, siendo que no podemos analizar el
comportamiento progresivo de la diferencia |a, — a|?

Nuevamente, los métodos de biseccidon y de Newton descriptos en las Secciones 2.1 y 2.2 a
propésito de la ecuacién x> —2 = 0 nos ofrecen una sugerencia al respecto: podemos comparar
los términos sucesivos de la sucesién de aproximaciones entre si, a fin de decidir si (a,),cn tiene
algun tipo de “comportamiento progresivo”, como esperamos. En efecto, en las Tablas 2.1 y 2.2
se aprecia que los términos sucesivos de la sucesién de aproximaciones del método de biseccion
y del método de Newton cada vez tienen mas digitos decimales en comiin. Dicho de otro modo,
en ambos casos se aprecia que las diferencias |a, — ay| se acercan a 0 a medida que n crece. En
consecuencia, los términos de la sucesion se “pegan” progresivamente entre si: dada una precision
€ >0, existe np € N tal que |a, — a,y| < € para n,m > ngp, y por lo tanto, podemos garantizar que
todos los términos de la sucesion van a distar entre si en menos de € a partir de np en adelante.
Este comportamiento fue observado explicitamente por primera vez por Augustin Cauchy, y por
lo tanto, las sucesiones que tienen dicha caracteristica se denominan sucesiones de Cauchy.

Definicion 3.3.1. Una sucesién de niimeros racionales (ap)nen se dice de Cauchy si para cada
€ > 0 existe ny € N tal que |a, — ap| < € para n,m > ny,.

Ejemplo 3.3.2. Sea (an)nen la sucesion definida pora; :=1y

(=1)"
n+1’

an41 = an+

Afirmamos que (ay)nen es una sucesion de Cauchy. Para ver esto, de acuerdo con la definicion
precedente, fijamos € > 0y analizamos la diferencia |a, — ap|. Suponiendo sin pérdida de genera-
lidad m > n, podemos reescribir a m en la forma m := n+ k. Asi, se trata entonces de demostrar
que existe no € N tal que, para cadan > ny y cada k € N, resulta |a, 1 — a,| < €. En efecto,

|an+k_an| = ‘an+k_an+k—l+an+k—1_"'+an+l_an|
—1 n+k—1 1 n+k—2 —1) -1 k—1 1 1
B N e o o VA ) L S
n+k n+k—1 n+1 n+k n+1 " n+4+1
dado que

A L !

= — <0
n+2j+1 n+2j n+2j+1 n+2j

para todo j > 0. En consecuencia, si elegimos ng tal que 1/(no+1) < g, resultard |a, 1 — an| < €
para cada n > ny y cada k € N. Concluimos que (ay,),en es de Cauchy.
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3.3. “Con qué aproximar” revisitado: sucesiones de Cauchy

De la argumentacién que nos condujo a la Definicién 3.3.1 y el Ejemplo 3.3.2 podria pensarse
que una sucesion (ay)xen en la cual la diferencia |a,41 — g, tiende a 0 debe ser necesariamente
una sucesion de Cauchy. Sin embargo, esto no es necesariamente asi, como lo muestra el ejemplo
a continuacion.

Ejemplo 3.3.3 (Una sucesién que no es de Cauchy). Sea (a,)nen la sucesion definida por ay := 1
Y dnt1 :=ay+ 1/(n+1). Entonces |ap+1 —ay| = 1/(n+ 1), que tiende a 0 cuando n tiende a
infinito. Sin embargo,

|a2n*an| = ‘a211702n71+a2n71*"'+an+l*anl

|a2n — aon—1]+ |azn—1 — asp—2| + - -+ |an+1 — an

B 1+ n 1 >1+ +1_1
- 2n n+17~ 2n n 2’

de lo cual se deduce que (ay)nen no es una sucesion de Cauchy.

Ejercicio 3.3.4. Sea (a,)nen una sucesion de Q tal que existen A > 0y ng € N con |a,+1 —ay| <
A /n2 para cada n > ny.

1. Demostrar que |ayx — ay| < A/(n—1) para cada n > ny y cada k > 1. (Sugerencia: usar

la estimacién & < L =_1._ 1)
m m(m—1) m—1 —m

2. Concluir que (ay)en es una sucesion de Cauchy de Q.

Ejercicio 3.3.5. Demostrar que si (an)uen es una sucesion de Cauchy de Q, entonces la sucesion

(an+1 — an)nen converge a 0.

Hemos introducido el concepto de sucesién de Cauchy a fin de tener un criterio que nos per-
mitiera decidir si el comportamiento asintdtico de una sucesion dada es “oscilante”. Desde este
punto de vista, una familia “poco interesante” de sucesiones de Cauchy es la de las sucesiones
convergentes: en cualquier sucesién convergente (a,),en, la diferencia |a, — ay,| se hace progre-
sivamente “chica”, dado que todos los términos se acercan al limite ¢ de la sucesion. Este es el
contenido del siguiente resultado.

Lema 3.3.6. Sea (an)nen una sucesion convergente de Q. Entonces es de Cauchy.

Demostracion. Sea € > 0, y sea ng € N tal que |a, — o] < €. Afirmamos que para n > m > no,
tenemos la estimacion |a, — a,| < 2€. En efecto, si n > m > ny, tenemos que |a, — dp| < |a, —
o]+ |t — ap| < €+ € =2¢. En consecuencia, deducimos que (a, ) e €s una sucesion de Cauchy,
lo que concluye la demostracion. O

Ejercicio 3.3.7 (Toda sucesién de Cauchy es acotada). Sea (an)nen una sucesion de Cauchy de
Q. Demostrar que es acotada. (Sugerencia: argumentar como en la demostracién de que toda
sucesion convergente es acotada (Lema 3.1 .28).)

Dos ejemplos interesantes de sucesiones de Cauchy son la sucesién (c,),>0 del método de
biseccion de la Seccién 2.1 y la sucesién (a,),>0 del método de Newton de la Seccién 2.2. Esto
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3. Un problema general: resolver f(x) =0

es consecuencia de un resultado general: una sucesion (a, ) ey en la cual la diferencia |a,+1 — ay|
entre términos sucesivos decrece exponencialmente es necesariamente una sucesion de Cauchy,
como demostramos a continuacion.

Lema 3.3.8. Sea (a,)nen una sucesion de niimeros racionales tales que existen racionales A > 0
vy 0 <y <1tales que |ay+1 — ay| < Ay". Entonces (an)nen es de Cauchy.

Demostracion. Sea k € N arbitrario. Tenemos:

ik —anl = |Gtk — Gnik—1 F Anpk—1 — nak—2 + -+ Gng1 — Qn|

IN

lan sk — anik—1| + [@pgk—1 — Qnyk—2| + -+ -+ @1 — an|

l}’”+k_1+l)/n+k_2+--~+l)/"

IN

Ay (P R ) = Ay <y
Este es el niicleo de la demostracién: hemos probado que la diferencia |a,. s — a,| se acota, sal-
vo el factor constante A /(1 — ), por un término y" que tiende a 0 cuando n tiende a infinito,
independientemente de k. Demostrar ahora que la sucesién (a;,),cn es de Cauchy es una tarea
en cierto sentido “rutinaria”: dado € > 0 fijo, como (y"),en tiende a 0 (ya que es una sucesiéon
geométrica con 0 < y < 1, ver el Lema 3.1.11), es posible elegir ng € N tal que y" < g(1—17)/A.
En consecuencia, si m > n > ng, entonces

A
|am_an‘ S Y”m <E,

lo que demuestra que la sucesién (ay),ecn es de Cauchy. O

Del Lema precedente se deduce que las sucesiones (¢, ),>0 del método de biseccion de la Sec-
cién 2.1 y (a,)n>0 del método de Newton de la Seccién 2.2 son de Cauchy, lo que nos asegura
que dichas sucesiones efectivamente resuelven la ecuacién x> —2 = 0 en el sentido que hemos
mencionado. Este es el contenido de los siguientes ejercicios.

Ejercicio 3.3.9. Sea (c,)n>0 la sucesion de puntos medios del método de biseccion de la Seccion
2.1. Demostrar que |cp1 — | < 27" para cada n > 0y concluir que (¢,)n>0 es una sucesion de

Cauchy.

Ejercicio 3.3.10. Sea (a,)n>0 la sucesion del método de Newton de la Seccion 2.2.
1. Demostrar que |ay.1 — ay| < §|a2 — 2| para cada n > 0.
2. Concluir que |a,+1 —ay| < 47" para cada n > 0.
3. Demostrar que (an)n>0 es una sucesion de Cauchy.

El Lema 3.3.8 nos provee una condicién que asegura que una sucesion dada es de Cauchy: el
“decrecimiento exponencial” del valor absoluto de la diferencia entre términos sucesivos. Se trata
de una condicién que aparece con cierta frecuencia, por lo que vamos a utilizar reiteradamente
dicho resultado. De todas maneras, es importante destacar que se trata condicién suficiente, pero
no necesaria: la sucesion del Ejemplo 3.3.2 es de Cauchy, pero no satisface dicha condicién.
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4. Aproximando la solucion de x> = 2:
desarrollos decimales

De nuestra discusién del Capitulo 3 podemos concluir que un “buen” proceso de aproximacion
de una solucién de una ecuacién f(x) =0 (o un problema de minimizacién mines f(x), 0 un
problema de equilibrio f(x) = x), definido por una funcién continua f, consiste de una sucesién
de Cauchy (a,),cn de “aproximaciones”, de modo tal que limy,_,e f(a,) = 0 (0 limy_yeo f(ay) =
minyea f(x), 0 im0 a, = 1im,, e f(ay)). Dicha sucesién (a,)qen es lo que denominamos una
solucion del problema en consideracion. Nuestra intencion en este capitulo es comenzar a discutir
en qué sentido la sucesion (ay),en “resuelve” dicho problema. Para esto, habiendo desarrollado
algunos rudimentos del lenguaje de las sucesiones, de las sucesiones de Cauchy y de las funciones
continuas, vamos a reinterpretar los métodos que desarrollamos en las Secciones 2.1, 2.2y 2.3 a
efectos de resolver nuestros problemas modelo: la ecuaciéon x? =2, la minimizacién de la funcién
x3 — 6x y el problema de equilibrio 1/x+x/2 = x.

4.1. La solucién de x> = 2 con sucesiones de Cauchy

Comenzamos con el método de biseccién de la Seccién 2.1. Sea f(x) := x> —2. Recordamos que
el método de biseccion consiste en una sucesién de intervalos (I,),>0 := ([an, bn])n>0 de extremos
racionales con las siguientes propiedades:

1. b,—a,=27""
2. flan) <0< f(by);

3. sicy = a”;—b”, entonces (c,)n>0 €s una sucesién de Cauchy tal que (c2 —2),0 converge a
0.

Del item 3 concluimos que la sucesién de puntos medios resuelve el problema (2.1). ;En
qué sentido lo resuelve? Como hemos dicho en la Seccién 3.3, y podemos apreciar analizando
la Tabla 2.1, los términos de la sucesién (c,),>0 tienen progresivamente cada vez mas digitos
decimales en comiin, lo que tomamos como indicacién de que (¢, )q>0 efectivamente “converge”.
Supongamos que (c,),>0 converge a @ € Q y estudiemos qué propiedades tiene este hipotético
limite c.

Una primera observacién es que la convergencia de (¢, ),>0 inmediatamente implica la de las
sucesiones (an)n>0 Y (bn)un>0, al mismo valor ¢.

Lema 4.1.1. Si (c,)n>0 converge a o € Q, entonces las sucesiones (an)n>0 ¥ (bn)n>0 convergen
aa.

65



4. Aproximando la solucién de x*> = 2: desarrollos decimales

Demostracion. Demostramos que (a,)n>0 converge a o. Sea € > 0. Dado que (c,),>0 converge
a a, existe n; € N tal que |¢, — o] < € para n > ny. Por otro lado, teniendo en cuenta que |c, —
an| < |by —an| = 27", concluimos que existe ny € N tal que |¢, — a,| < € paran > ny. Sea ng :=
max{n,ny }. Entonces, si n > ng, tenemos que

lan — o] <lay—cp| +|cn — | < €+ € =2¢.

Esto demuestra que (a,),>0 converge a ¢. La demostracién de la convergencia de (by,),>0 a o es
similar. O

Demostramos ahora que este hipotético limite o € Q resuelve nuestro problema.
Lema4.1.2. f(a)=0.

Demostracion. Dado que las sucesiones (a,),>0 Y (bn)n>0 convergen a a, de la continuidad de
f(x) := x> — 2 (Ejercicio 3.2.8) resulta que (f(an))n>0 y (f(bn))n>0 convergen a f(a). Ahora
bien, dado que f(a,) <0y f(b,) > 0 para cada n > 0, por el “principio de conservacién del
nimero” (Lema 3.1.40) resulta que f () satisface a la vez las condiciones f(o) <0y f(et) > 0.
En conclusién, f(o) = 0. O

En definitiva, ¢ resultaria la solucién del problema (2.1) que estamos buscando. Sin embargo,
la sucesién (¢, ),>0 no puede converger en Q, dado que la ecuacién x> = 2 no tiene soluciones
racionales. Esto vuelve a poner en consideracion la cuestion sobre el sentido de dicha “conver-
gencia”. Dado que hemos mencionado el comportamiento de los digitos decimales de los términos
¢, como una indicacién de convergencia, vamos a estudiar la cuestién con mds detalle.

4.2. Desarrollos decimales

A fin de estudiar los desarrollos decimales de los términos de la sucesion (cp),>0, necesitamos
entender en primer lugar qué es un desarrollo decimal. Para esto, vamos a demostrar que cada
elemento o € Q posee desarrollos decimales finitos de cualquier orden, que aproximan bien a
dicho elemento ¢, en un sentido que vamos a discutir a continuacién.

4.2.1. La primera aproximacion: parte entera

Dado un nimero racional positivo &, sabemos que éste se puede representar por un desarrollo
decimal infinito ro.rir;..., donde ry € Z>o y r; € {0,...,9} para cada i > 1 (cabe destacar que
el entero rg puede tener una representacion decimal consistente en mds de un digito, que vamos
a representar por un tnico simbolo ¢ aqui). Comenzamos por caracterizar de manera univoca la
“parte entera” ry de «.

Consideremos, para fijar ideas, el nimero 15/7, cuyo desarrollo decimal es 2,142857... En
este caso, rop = 2 es la denominada parte entera de 15/7. ;Qué es lo que caracteriza a la parte
entera de un racional positivo o dado? Que la parte “restante” o — ry del desarrollo decimal de o
es de la forma 0.ryrr3. .., es decir, 0 < a — rg < 1, como se verifica inmediatamente en el caso
de 15/7, donde tenemos o —rg = 15/7 —2 = 1/7. Esta es una “buena” caracterizacién de la parte
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entera rp, dado que no hace referencia al restante desarrollo decimal 0.ryr,r3 ..., sino solo a & y
ro.

Asi obtenemos el siguiente resultado, que asegura la existencia y unicidad de la parte entera de
cada numero racional positivo.

Lema 4.2.1. Sea o un racional positivo arbitrario. Entonces existe un tinico entero ro:= || >0
con la siguiente propiedad:
nla<r+l.

Demostracion. Seana € Z>(y b € N tales que o = a/b. El Teorema de la divisién en Z (Teorema
0.2.5) asegura que existen tnicos q,r € Z>q tales que a=b-q+r y 0 <r < b. En particular,
deducimos que

a="T=q+-
AN

Afirmamos que ry := g satisface las condiciones del enunciado. En efecto, de la condicién
0 <r/b < 1 deducimos que

y 0§£<1.

,
q§q+5:a<q+1,

lo que demuestra la existencia de la parte entera. Por otro lado, en lo que respecta a la unicidad,
cabe observar que si s € Zx( satisface las condiciones s < o < s+ 1, entonces g < ax <s+1,y
por lo tanto, g < s. Andlogamente, dado que s < o0 < g+ 1, vemos que s < g. En consecuencia,
debe ser ¢ = s, lo que completa la demostracién de la unicidad. O

4.2.2. El caso general: la parte “decimal”

Considerando nuevamente el nimero racional a = 15/7, si notamos su desarrollo decimal por
ro.rirars. .., sabemos que ro = | 15/7] = 2. La cuestién ahora es c6mo caracterizar los restantes
digitos del desarrollo decimal. Para esto, observamos que &t —rg = 15/7—2=1/7, cuyo desarrollo
decimal es 0,142857.... En particular, el desarrollo decimal de 10(a — rp) es 1,42857..., por lo
que la parte entera | 10(oc — o) | = 1 de 10(a — rp) nos provee el siguiente digito decimal r; de c.
Observamos que "

ro.r1 i=ro+ E =21<aq,

y & — rg.r; tiene el desarrollo decimal 0,042857 ..., es decir,

r 1
0<a—(n+1) <o 4.1

< nt 1o 0 4.1)
En particular, la condicién (4.1) determina univocamente ry y 71.

Prosiguiendo de esta manera, vemos que 100(@ — rg.r1) tiene el desarrollo decimal 4,2857....,
de donde concluimos que r, =4 = |100(a — ro.r1)|. Los demds digitos se obtienen del mismo
modo. Sistematizando este proceso deducimos la existencia y unicidad de los desarrollos decima-
les finitos.

Teorema 4.2.2 (Existencia y unicidad de los desarrollos decimales finitos). Sea o un racional

positivo arbitrario. Entonces, para cada n € N existen vinicos enteros positivos ro y r1,...,Iy €
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{0,1,...,9} tales que:

r Tn 1
0<o— — —. 4.2
<ua <r0+10+ +10n)<10n “4.2)

Demostracion. Sea o € Q positivo. De la caracterizacion de la parte entera (Lema 4.2.1) tenemos
que rp := | &¢| es un entero positivo tal que ro < o < ro+ 1, es decir, 0 < ot — rp < 1. Esto muestra
el enunciado en el caso n = 0.

Supongamos ahora inductivamente que el enunciado esta demostrado para un cierto entero n > 0
y veamos que vale para n+ 1. Dado que el enunciado es valido para n, tenemos que existen tnicos
ro>0yri,...,r, €{0,1,...,9} tales que

0<a ARSI D
L o
= °T 70 10 10

Por lo tanto,

0< ey i=10"" (@ (ro+ T+ 15 ) ) < 10, 43
< Op+1 <OC r0+10—|— +10n < 4.3)
Sea ry41 = | Q41 ]. De (4.3) concluimos que 0 < 7,41 < 10. A su vez, tenemos que 0 < Q41 —

rm+1 < 1,y por ende,

0< ﬁ(aﬁl — 1) =0 <ro+:é)+"'+ l'g’,fjl> < 10,],“.
Esto concluye la demostracion de existencia.

Demostramos ahora la unicidad de los elementos rg,ry,...r, de (4.2), por induccién en n, la
cantidad de digitos decimales.

En el caso n = 0 la unicidad se deduce de la unicidad de la parte entera (Lema 4.2.1): si ryp es
un entero positivo que satisface la condicion 0 < o — rg < 1, entonces ryp < @ < ro+ 1, lo cual
implica que rp = | o¢]. En particular, ry estd univocamente determinado por o.

Supongamos ahora el enunciado cierto para desarrollos decimales de n digitos, y demostremos
que es cierto para desarrollos de n+ 1 digitos. Si tenemos enteros positivos rg y 71,..., m+1 €
{0,...,9} tales que

r 7, 1
0§a—<r0+1+--~+ sk > < TG

entonces

Tl <(x—<ro+rl+---+

I'n 1+r,,+1< 1
— 107t — 10 107

10m+t1 = 107"

De esta expresién concluimos que ro+ry/10+ -+ +r,/10" es un desarrollo decimal de n digitos
para &, y en consecuencia, por la hipétesis inductiva deducimos que ry, . . ., r, estdn univocamente
determinados por . Finalmente, si definimos, como mds arriba, 04,1 := 1o+l (Oc —(ro+ri/10+
-+ r,/10™)) (que, de acuerdo a lo que hemos supuesto, estd univocamente determinado por c),
entonces r,1 = | 04+1] y por lo tanto también r,,;1 estd univocamente determinado por c. O

En particular, cuando »n tiende a infinito, vemos que la sucesion de aproximaciones decimales
finitas (ro+r1/10+--- +r,/10"),>0 converge a @, lo que representamos en la forma (puramente
simbdlica por el momento) & = Y-, r,/10". Asi, a cada racional o le corresponde un inico
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desarrollo decimal infinito oo = Y r,/10" que satisface las condiciones del Teorema 4.2.2.
A esta escritura, como habitualmente, vamos a expresarla en la forma: & = rg.rir,.... Por otro
lado, si o € Q es negativo, representamos a ¢ por el desarrollo decimal infinito —rg.rir;...,
donde ry.rir; ... es el desarrollo decimal infinito de — . Resumimos estas consideraciones en el
siguiente enunciado.

Corolario 4.2.3 (Existencia y unicidad de los desarrollos decimales infinitos). Cada elemento o
de Q admite un unico desarrollo decimal infinito o0 = +ry.rir; ... que satisface las condiciones
del Teorema 4.2.2.

Cabe destacar que existen casos en los que un racional admite mas de un desarrollo decimal
infinito: por ejemplo, 1 € Q admite los desarrollos 1 = 1,000... y 1 =0,999.... Veamos por qué
admite este tltimo desarrollo:

mo9 9mlp 9 1—(1/10)"
02,2 10" 10 )y 100 10 1-1/10 (1/10)

n=1

m veces

Dado que el término a la derecha converge a 1, concluimos que 1 = 0,999.... Sin embargo, esto
no contradice la unicidad del enunciado del Corolario 4.2.3, dado que el desarrollo 1 = 0,999...
no satisface las condiciones del enunciado: el desarrollo 0,999... comienza con rg := 0, y por lo
tanto, la condicion 0 < 1 — rg < 1 no se verifica.

En vistas del Corolario 4.2.3, vamos a identificar cada ndmero racional ¢ con el inico desarrollo
decimal de o que satisface las condiciones del Teorema 4.2.2. Tales desarrollos decimales infinitos
seran denominados de ahora en adelante desarrollos decimales admisibles.

Ejercicio 4.2.4. El objetivo del presente ejercicio es demostrar que el desarrollo decimal de
cualquier nimero racional es periodico.

Sea . = a/b con a,b € Nya=bry+sg la division entera de a por b con resto. De acuerdo con
el Lema 4.2.1, tenemos que ro = |a/b]. Definimos dos sucesiones (ri)k>0 Y (Sk)x>0 de Z>q de la
siguiente manera: comenzando con ryy so como estdn determinados mds arriba, definimos riy1 y
Sk+1 para cada k > 0 como el cociente y resto de la division de 10sy por b, esto es, rri1 Y Sk+1 Son
los tinicos enteros que satisfacen las condiciones 10s; = brii 1+ 511y 0 < spp < b.

1. Demostrar que 0 < ryr1 < 10sy/b para cada k > 0. Concluir que ry, € {0,...,9} para cada
k> 1.

2. Demostrar que ro.ry ...ry es el desarrollo de N digitos de a/b para cada N > 0.

3. Observar que si Sy, = Smytn, Para ciertos mo > 0y ng > 0, entonces vy, = iy, para cada
m > myg. Deducir que el desarrollo decimal de cualquier niimero racional es periddico.

Ejercicio 4.2.5 (El orden en QQ via desarrollos decimales). Sean o, 3 € Q tales que o0 < B.
1. Demostrar que los desarrollos decimales infinitos de o y B son distintos.

2. Mds precisamente, si ro,r| ... y 50,51 ... son los desarrollos decimales infinitos de ot y B, y
ng es el menor indice para el cual 1y, 7 sp,, entonces rp, < Sp,.
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Una caracterizacion de los desarrollos decimales admisibles

Hemos visto que cada nimero racional o admite un dnico desarrollo decimal admisible “ra-
cional” (Corolario 4.2.3). El objetivo de la presente seccion es observar que el desarrollo decimal
admisible de un nimero racional no termina en “infinitos 9”, y reciprocamente, un desarrollo de-
cimal que termina en “infinitos 9” es necesariamente un desarrollo decimal “no admisible” de un
nimero racional.

Ejercicio 4.2.6. Sea ry.rir; ... un desarrollo decimal que converge a o € Q.

1. Supongamos que existe ny € N tal que r, = 9 para cada n > ny. Demostrar que

S
10 10m

<10™ (0t —rg.ri ... 1py)
para cada m € N,

2. Deducir que 10" (ot — ro.ry . ..Tny) > 1,y por lo tanto, ro.ri...r,... no es un desarrollo
decimal admisible de Q.

Ejercicio 4.2.7. Sea ro.rir; ... un desarrollo decimal tal que existe ny € N con r, =9 para cada
n > nop.

1. Demostrar que la sucesion (ro.ri ...rN)nN>0 converge a 0 = ro.ry ...rs, +1/10™.
2. Concluir que ry.rir> ... no es un desarrollo decimal admisible de .

De los Ejercicios 4.2.6 y 4.2.7 precedentes deducimos la siguiente caracterizacién de los desa-
rrollos decimales “racionales”: un desarrollo decimal infinito ry.r 7, ... es el desarrollo decimal
admisible de un nimero racional si y solo si la sucesién (ro.r; ...ry)y>0 converge en Q y no
existe ny € N tal que r, = 9 para cada n > ny. Con esta caracterizacion en mente, vamos a de-
nominar “admisible” a un desarrollo decimal arbitrario (no necesariamente racional) si no termina
en infinitos 9. Observamos que, de acuerdo con el Ejercicio 4.2.7, un desarrollo decimal infinito
que no converge en (Q es necesariamente admisible.

4.3. La “convergencia” de las sucesiones de Cauchy

Habiendo entendido qué es un desarrollo decimal (finito o infinito), podemos discutir en qué
sentido ocurre la “convergencia” de la sucesién de Cauchy (c,)n>0 del método de biseccién apli-
cado a la ecuacién x*> = 2, habida cuenta de que ésta no converge en Q. A tal efecto, vamos a
demostrar que toda sucesién de Cauchy de nimeros racionales define un vinico desarrollo deci-
mal infinito admisible, lo que explica el comportamiento de la Tabla 2.1.

Para esto, comenzamos con un resultado que nos va a permitir caracterizar el comportamiento
de las sucesiones de Cauchy que no convergen en Q. Este resultado afirma que, dado un racional
o, los términos de cada sucesién de Cauchy de Q que no converge en QQ quedan, o bien todos a la
izquierda o bien todos a la derecha de «, desde algilin término en adelante.
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Lema 4.3.1. Sea (ay),ecn una sucesion de Cauchy de Q y a € Q tales que existen infinitos n,m € N
con a, < a < ay,. Entonces (a,),eN converge a o.

Demostracion. Sea € > 0. Dado que (a,),en es una sucesiéon de Cauchy, existe ng € N tal que
|an — am| < € para n,m > ng. Afirmamos que |a, — o¢| < € para cada n > ng. En efecto, dado
n > ng y suponiendo sin pérdida de generalidad que a, < ¢, tenemos que existe m > ng tal que

a,, > o (de otro modo, solo finitos términos a,, satisfarian la condicién a,, > ). Por lo tanto,
|an — o] <l|am —an| < €.

Esto prueba nuestra afirmacién y completa la demostracion. O

4.3.1. Elfendmeno de estabilizacion de digitos

Ahora podemos pasar al andlisis del desarrollo decimal de los sucesivos términos de cada suce-
si6n de Cauchy de Q que no converge. Comenzamos estudiando el comportamiento de la sucesién
de puntos medios (¢,),>0 que hemos obtenido aplicando el método de biseccién a la ecuacién
x? = 2. Recordamos los primeros diez términos de esta sucesién, que extraemos de la Tabla 2.1y
listamos en la Tabla 4.1. Una rapida inspeccién a la Tabla 4.1 muestra que los digitos del desarro-
llo decimal de ¢, se van “estabilizando” progresivamente, en el sentido de que todos los términos
¢, tienen parte entera igual a 1, en tanto que a partir del término c¢3 todos los desarrollos comien-
zan con 1,4, y a partir del término ¢4 todos los desarrollos comienzan con 1,41. Es fécil ver que
el desarrollo decimal de todos los términos ¢, para n > 6 comienza con 1,41: en efecto, dado
f(cg) <0, el método de biseccién elige a cg como el extremo izquierdo del siguiente intervalo
I;. Dado que los sucesivos intervalos satisfacen la condicién I; D Is D Iy D - - -, concluimos que
c6 = a7 < ag < ayg < ---. Andlogamente, dado que f(c7) > 0, entonces elegimos el extremo dere-
cho bg de I3 en la forma bg := ¢7, y por lo tanto tenemos ¢7 = bg > bg > byg > ---. En particular,
paran > 8resultaa; <a, <c¢, < b, < bg,y,dado que a; = c¢ y bg = c7 tienen el mismo desarrollo
de 2 digitos 1,41, del Ejercicio 4.2.5 deducimos que el desarrollo de ¢, es de la forma 1,41... para
n>8.

Siguiendo con este ejemplo, {cémo podemos estudiar el desarrollo de 2 digitos de los términos
de la sucesién (c,),>0? Una forma simple es multiplicar la sucesién por 102, a fin de traducir la
cuestion a un problema de “partes enteras”. Si hacemos esto con los términos ¢, que aparecen en la
Tabla 4.1, obtenemos 10%¢o = 150, 102¢; = 125, 102¢; = 137,5, 10%¢3 = 143,75, 10%¢4 = 140,625,
10%cs = 142,1875, 10%¢cs = 141,40625, etc.

El Ejercicio 3.3.9 asegura que la sucesion (¢, )q>0 es de Cauchy. De hecho, dado que ¢y, cpqx €
[an,by) para cada n,k > 0, deducimos que |c,+x — ¢y| < 27" para cada n,k > 0. En particular,

tenemos que

1
[10%¢, 45 — 10%¢,| < 10%-27" < 3

si n > 8. En consecuencia, 102%¢, € (10203 -1/2, 10%cs + 1/2) sin > 8,y por lo tanto,

141 = [10%cs — 1/2] <10%cg — 1/2 < 10%c, < 10%cg +1/2 < [10%cg +1/2| + 1 = 143
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Tabla 4.1.: Los desarrollos de 2 digitos de la sucesion del método de biseccion.

n Cn 10%¢,
0 | 1.50000000000 | 150.000000000
1 | 1.25000000000 | 125.000000000
2 | 1.37500000000 | 137.500000000
3 | 1.43750000000 | 143.750000000
4 | 1.40625000000 | 140.625000000
5 | 1.42187500000 | 142.187500000
6 | 1.41406250000 | 141.406250000
7 | 1.41796875000 | 141.796875000
8 | 1.41601562500 | 141.601562500
9 | 1.41503906250 | 141.503906250
10 | 1.41455078125 | 141.455078125

si n > 8. A fin de asegurar que el desarrollo de dos digitos de ¢, es siempre el mismo para n
suficientemente grande, bastard con ver que 10%¢, € (141,142), en cuyo caso serd ¢, = 1,41...,
o bien 10%¢c, € (142,143), en cuyo caso serd c, = 1,42..., para n suficientemente grande. Ahora
bien, dado que 1020,, € (141,143) para n > 8, si existieran infinitos n,m € N tales

10%¢, < 142 < 10%c,,

entonces los términos 10%¢, se “acumularian” en torno a 142, de lo que concluirfamos por el Lema
4.3.1 que lim;, e 10%¢, = 142, 0 equivalentemente, lim,—,.c, = 1,42, cosa que sabemos que no
puede suceder. Asi, existe ny € N tal que 10%¢, € (141,142) para n > ng, o bien existe existe
noy € N tal que 10%¢, € (142, 143) para n > ny. Generalizando esta argumentacién obtenemos una
demostracién de la existencia de un fenémeno de estabilizacion de digitos en una sucesion de
Cauchy de Q arbitraria, que enunciamos y demostramos a continuacion.

Proposicion 4.3.2 (“Estabilizacién de digitos”). Sea (ay),en una sucesion de Cauchy de Q>q que
no converge a un racional de la forma r/10~. Entonces, para cada N > 0 existen m(N) > 0y
R(N) € Z> tales que, para cada n > m(N), tenemos:

R(N) < 10Va, < R(N) +1. (4.4)
Demostracion. Fijemos N € N. Dado que (a,),cn €s una sucesién de Cauchy, (10Vay,),cn tam-
bién lo es, y por lo tanto existe mo = mo(N) € N tal que [10¥a, — 10Va,,| < 1/2 si n,m > my.
Por lo tanto, todos los términos de la sucesion (10N an)neN CON 1 > mo estdn en un intervalo de
longitud 1 en torno a 10V amy» y por ende, contenidos en algiin intervalo con extremos enteros de
longitud 2, esto es,

10¥a, € (10Vay,, — 1/2,10Va,, +1/2) C (R — 1,R; + 1)
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paran > ng, siendo Ry := 1+ [10Va,,, — 1/2].

Afirmamos que, para n suficientemente grande, todos los términos de la sucesién (10Va,),cn
estdn contenidos en el intervalo (R — 1,R;) o en el intervalo (Ry,R; + 1), lo cual completaria la
demostracién. A fin de probar esto, es necesario ver que los términos 10¥a, no se “acumulan” en
torno a R;. Dado que por hipétesis (10, ),n no converge a Ry (ya que si no, (a,),en convergeria
aR;/10V), de acuerdo al Lema 4.3.1 tenemos que existe m(N) > mo(N) tal que, o bien 10¥a, < R
para cada n > m(N), o bien 10¥a, > R; para cada n > m(N). Supongamos que ocurre la primera
de estas dos posibilidades, es decir, que 10Va, < R para cada n > m(N). Entonces tenemos R —
1 < 10¥a, < Ry para cada n > m(N), en cuyo caso, definiendo R(N) := R; — 1 concluimos la
demostracién. Por otro lado, si se satisface la segunda alternativa, es decir, 10Va, > R, para cada
n>m(N), entonces Ry +1 > 10Va, > R paracadan > m(N) y por lo tanto, definiendo R(N) := R,
concluimos la demostracion. O

Cabe realizar algunos comentarios sobre el enunciado precedente. En primer lugar, observamos
que, a partir de nuestro resultado sobre la estabilizacion de digitos de sucesiones de Cauchy de
Q>0, inmediatamente deducimos un enunciado andlogo para sucesiones de Cauchy de Q<. En
efecto, dada una sucesién de Cauchy (a,),en de Q<, por la proposicién sobre la estabilizacién
de digitos tenemos que los digitos decimales de la sucesion (—ay,),en se estabilizan, y en conse-
cuencia, los de (a,),en también lo hacen. Asimismo, dada una sucesién de Cauchy (a,),en de Q
que no converge en Q, de acuerdo con el Lema 4.3.1 tenemos que existe ng € N tal que, o bien
a, > 0 para cada n > ny, o bien @, < 0 para cada n > ng. Por lo tanto, a efectos de considerar
el comportamiento asintoético del desarrollo decimal de la sucesién en consideracion, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que (a,)qen €s una sucesién de Q¢ o de Q<.

Por otro lado, la condicién sobre la “no convergencia” de la sucesioén (a,),cn @ un racional de
la forma r/10* es fundamental para la conclusién del lema, dado que, en caso contrario, podria
ocurrir que el desarrollo decimal de los términos de una sucesion (a,),cn que converge a r/10
podrian “oscilar” entre dos posibles desarrollos decimales infinitos de 7/10% (aunque solo uno de
éstos sea admisible). En los siguientes ejercicios pedimos estudiar este fenémeno en dos casos
particulares.

Ejercicio 4.3.3. Sea (ap)nen la sucesion definida por a,, :==1— (1/10)".
1. Estudiar la convergencia de (ap)pen-

2. Analizar la construccion del resultado sobre la estabilizacion de digitos (Proposicion 4.3.2)

para este caso. ;] Qué se puede concluir?
Ejercicio 4.3.4. Sea (a,)nen la sucesion definida por a, :==1—(—1/10)".
1. Estudiar la convergencia de (ay)nen.

2. Analizar la construccion del resultado sobre la estabilizacion de digitos (Proposicion 4.3.2)

para este caso.

Ejercicio 4.3.5. Exhibir a € Q con la siguiente propiedad: cada sucesion (ay)nen de Q que
converge a o, satisface el resultado sobre la estabilizacion de digitos (Proposicion 4.3.2).
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4.3.2. Cada sucesion de Cauchy define un desarrollo decimal

El fendmeno de la “estabilizacién de digitos” precedente es el punto esencial que explica que
una sucesién de Cauchy (a,),cn de Q que no converge en Q de todas maneras define un desarrollo
decimal infinito (admisible). Mds precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.3.6 (Convergencia de las sucesiones de Cauchy). Sea (ay),en una sucesion de Cauchy
de Q que no converge a un racional de la forma r/10%. Entonces, si m(N) y R(N) son los defini-
dos en el resultado sobre la estabilizacion de digitos (Proposicion 4.3.2), para cada n > m(N)
el desarrollo decimal finito +ro.riry...ry de N digitos de a, es el de :I:R(N)/ION, es decir,
+R(N)/10N = £ro.rir...1x.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a, > 0 para cada n € N. Sea
N > 0 fijo. Por la definicién de m(N) tenemos que 0 < 10Va, — R(N) < 1 para cada n > m(N).
Por lo tanto, si expresamos a R(N) en la forma R(N) = ro 10Y +r; 10V~ 4---. 41y, con 1y € Z>g
y riy...,ry € {0,...,9}, tenemos que

R(N) r N 1
<a, ———~L =q, — L I — .
0<a, T (ro+10+ +10N <10N

Esto demuestra que R(N)/ 10N = ro.rir...ry es el desarrollo decimal de N digitos de a, para
cadan > m(N). O

Observamos que, si m(N) se elige como el menor nimero natural a partir del cual resulta vélida
(4.4), entonces la sucesién (m(N))yen resulta creciente, dado que, si para cada n > n(N + 1)
los términos a, tienen el mismo desarrollo de N + 1 digitos, entonces también tienen el mismo
desarrollo de N digitos, y por lo tanto debe ser m(N) < m(N + 1). Por lo tanto, en lo que sigue
vamos a suponer sin pérdida de generalidad que la sucesién (m(N))yen es creciente.

El Teorema 4.3.6 asegura que el desarrollo decimal de N digitos j:r(()N) .r§N>r§N) .. r,(vN) de cada
término a, de una sucesién de Cauchy (a,),en que no converge a un racional de la forma r/10%
es el mismo para cada n > m(N). Por ende, de la unicidad de los desarrollos decimales finitos

(Teorema 4.2.2) vemos que el desarrollo decimal de N + 1 digitos :I:r(()NH) .VENH)réNH) . rl(v]ﬁl)

de cada a,, con n > n(N + 1) coincide en sus primeros N digitos con j:r(()N) .rgN)rgN) ... 1(VN>’ es de-

cir, rﬁ.N) = r.E.NH) para j =0,...,N. Concluimos de esto que la sucesién de desarrollos decimales

N) (N) (N N L. . .
(:l:r(() ).rg )ré ) ... ”1(\1 ))Nzo define un tdnico desarrollo decimal infinito 4rg.r;r; ..., que necesa-
riamente debe admisible, dado que en caso contrario la sucesion (a,),cn convergeria a un racional
de la forma r/10*. En consecuencia, tenemos que cada sucesién de Cauchy de Q, convergente a

un racional de la forma r/ 10F 0 no, determina un tnico desarrollo decimal admisible.

Definicion 4.3.7 (Desarrollo decimal asociado a una sucesién de Cauchy). Sea (a)nen una suce-
sion de Cauchy de Q. Entonces (a,)nen determina un tinico desarrollo decimal infinito admisible

+rg.riry. .. de la siguiente manera:

= si (ap)neN converge a un racional r/ 10, entonces definimos trg.ryry ... como el desarrollo
decimal admisible de r/ 10%,
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4.4. La solucién de x*> = 2 mediante el método de biseccion

» si (a)nen nO converge a ningiin racional de la forma r/10%, y para cada N > 0 definimos
R(N) como en el resultado sobre la estabilizacion de digitos (Proposicion 4.3.2), entonces
+rg.7r1...ry es el desarrollo decimal (finito) de R(N)/10V.

Este es el sentido que le vamos a dar a la “convergencia” de una sucesién de Cauchy (a,)nen
de Q que no converge en QQ: determina un desarrollo decimal infinito, es decir, los desarrollos
decimales de los sucesivos términos a, “convergen” a un desarrollo decimal infinito (admisible).

Ejercicio 4.3.8 (Desarrollos decimales de sucesiones convergentes). El objetivo de este ejercicio
es demostrar de forma directa el Teorema 4.3.6 en el caso de una sucesion (a,)yen que converge
a un racional o > 0 que no es de la forma r/lOk. Sea (ro.r1...rn)n>0 la sucesion de desarrollos
decimales finitos de o.

1. Sea N > 0 fijo. Demostrar que ro.ry ...ry < & < ro.ry...ry+1/10V.

2. Demostrar que existe ny = no(N) tal que ro.ry...ry < a, < ro.ri...ry+1/10Y para cada
n > no.

3. Concluir que ry.ry ...ry es el desarrollo decimal de N digitos de a, para todo n > ny.

4.4. La solucion de x* = 2 mediante el método de biseccién

Retomamos ahora la pregunta de partida: jen qué sentido la sucesién (¢, ),>0 de puntos medios
del método de biseccién resuelve la ecuacién x? = 22 Teniendo en cuenta lo que hemos discutido,
podemos preguntarnos sobre el desarrollo decimal de los términos de la sucesién (c2 —2),>0, en
relacién con el desarrollo decimal de los términos de la sucesion (¢, )n>0. Tenemos el siguiente
resultado.

Lema 4.4.1. Si (ro.r1...ry)N>0 es la sucesion de desarrollos decimales finitos determinado por

la sucesion (cp)y>0, entonces ((ro.r1 ...rn)%)n>0 converge a 2.

Demostracion. Sea € > 0. De la definicién del desarrollo decimal definido por cada sucesion de
Cauchy de Q (Definicién 4.3.7) concluimos que, para cada N > 0, existe m(N) tal que rg.ry...ry
es el desarrollo decimal de N digitos de ¢, para todo n > m(N). Sea Ny € N tal que 1/10™ < ey
np € N tal que |c2 — 2| < & para n > ng. Entonces, si N > Ny y n > max{ng,m(No)}, tenemos que

|(ro.r1...t8)> =2 < |(ro.ry...rn)> —c2| + |2 —2|

< |(ro.r1...rn)—cnl|-|(ro-r1...rN) +cn| + €
< 107N|(rg.ry...rn) +ca| +€
< 410V +e<4.10M +e<dete="5e
Esto concluye la demostracion. O

Hemos demostrado entonces que la sucesion (c,),>0 determina un éinico desarrollo decimal
infinito con la propiedad de que el cuadrado de la correspondiente sucesion de desarrollos
decimales finitos converge a 2. Este es el sentido que vamos a darle a la “convergencia” de dicha
sucesion a una solucién de x> = 2.
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4. Aproximando la solucién de x*> = 2: desarrollos decimales

Ejercicio 4.4.2. Sea (uy),>0 una sucesion de Cauchy de Qg tal que 1im,_..(u> —2) =0y sea
ro.rira... el desarrollo decimal infinito que determina (uy)nen. Probar que A}im ((ro.r1 ) —
—3o0

2) =0.

Ejercicio 4.4.3. Sea (1,),>0 la sucesion del Ejercicio 2.1.4 y sea so.s152 ... el desarrollo decimal
infinito que determina (ty)nen. Demostrar que limy_,e g(50.51 ...55) = 0.
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5. El cuerpo ordenado de los humeros
reales

En nuestras discusiones precedentes hemos obtenido una nueva nocién de soluciéon de la ecua-
cién x2 —2 = 0 (o del problema de minimizacién min,>ox> — 6x, o del problema de equilibrio
x/2+1/x = x). Més precisamente, hemos convenido en decir que la ecuacién x> —2 = 0 estd
resuelta si obtenemos una sucesién de Cauchy (a,),cy de Q tal que (a2 —2),cy converge a
0. ¢Por qué decimos que la ecuacién f(x) = O estd resuelta por medio de la sucesién (a,)nen?
Porque sabemos que cada sucesion de Cauchy de QQ define un tnico desarrollo decimal infinito
admisible (Teorema 4.3.6 y Definicién 4.3.7). Siendo (a,),en una sucesién de Cauchy de Q y
Qa :=rg,rry ... el desarrollo decimal infinito que ésta define, de la condicién h’mn_,.x.(aﬁ -2)=0
concluimos facilmente que ((ro.7172...75)% —2)y>0 converge a 0, lo que notamos en la forma
(ro.rira.. .)2 — 2 = 0. Ahora bien, admitiendo desarrollos decimales irracionales (es decir, de-
sarrollos decimales infinitos admisibles que no corresponden al de ningtin nimero racional) como
“soluciones” de ecuaciones, hemos arribado a una nocién mas general de niimero, la de nime-
ro real, que definimos a continuacion.

Definicion 5.0.4 (Definicion preliminar del conjunto de los nimeros reales). Denominamos al
conjunto de los desarrollos decimales infinitos admisibles el conjunto de los niimeros reales y [o
representamos como habitualmente por el simbolo R.

Surgen inmediatamente varias cuestiones en torno a esta definicién. En primer lugar, dado que
hemos dicho que los desarrollos decimales infinitos admisibles constituyen un nuevo tipo de “ni-
meros”, cabe preguntarse como operamos con ellos, es decir, cémo se definen las operaciones
aritméticas entre dos desarrollos decimales infinitos. Asimismo, hemos visto que las cuestiones
de aproximacion se basan en una nocién de distancia. En Q, la distancia entre dos racionales se
define como el valor absoluto de su diferencia, lo cual requiere saber cudles racionales son posi-
tivos o, equivalentemente, como se ordenan los racionales. En este sentido, nos preguntamos si
podemos extender esta nocion de orden al conjunto de los desarrollos decimales infinitos admi-
sibles, y cdmo esta extension se comporta en presencia de operaciones aritméticas. Precisar estas
cuestiones es el objetivo central del presente capitulo.

e

5.1. La definicion “conjuntista” de R

Comenzamos por la propia definicién del conjunto de los ndmeros reales. Si bien hemos dicho
que R es el conjunto de todos los desarrollos decimales infinitos admisibles, esta “definicién”
tiene al menos dos inconvenientes importantes:
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5. El cuerpo ordenado de los niimeros reales

@ 1o es claro que “necesitemos” todos los desarrollos decimales infinitos admisibles;

e tampoco es evidente que todos los desarrollos decimales infinitos admisibles representen nu-
meros reales distintos (es decir, que no tengamos situaciones del tipo 1,000... =0,999...).

A fin de atacar la primera cuestion, recordamos que los nimeros reales aparecen como desarro-
llos decimales infinitos admisibles que determinan las sucesiones de Cauchy de Q. En tal sentido,
tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.1.1 (Necesidad de todos los desarrollos decimales admisibles). Dado un desarrollo deci-

mal infinito admisible, existe una sucesion de Cauchy de QQ que lo determina.

Demostracion. Sea +ry,rirp... un desarrollo decimal infinito admisible y escribamos Ry :=
+rg.ry...ry para cada N > 0. Recordamos que (Ry)y>0 es una sucesién de Cauchy, dado que
posee la propiedad de decrecimiento exponencial (Lema 3.3.8). Afirmamos que esta sucesion de-
termina a trg,riry....

En efecto, supongamos en primer lugar que =£rg,77>... es el desarrollo decimal admisible
de un nimero racional « de la forma r/10%, que, sin pérdida de generalidad, vamos a suponer
positivo. Entonces (Ry)y>0 converge a a, dado que

la—Ry| < L
10V
para cada N > 0. Por lo tanto, de acuerdo con la definicion del desarrollo decimal que determina
cada sucesién de Cauchy (Definicién 4.3.7), la sucesion (Ry)y>o determina el (dnico) desarrollo
decimal admisible de «, es decir, ro,r(r;....

Sea ahora ry,r 72 ... un desarrollo decimal infinito admisible (positivo) que no corresponde al
de ningun racional de la forma r/ 10% y sea N > 0. Afirmamos que, para cada n > N, el desarrollo
decimal de N digitos de R, es precisamente Ry. En efecto,

. N .
10V Ry =10y 2L < 10¥ vy L
N Z 10/~ Z 10/+ ;H 10/

+0NZ D10V Ry +1

N
10V -R, < 10V
Z =N+1 10/

j=0

10

para cada n > N. Por la construccidn de la proposicion sobre la estabilizacion de digitos (Proposi-
cién 4.3.2) concluimos que R, tiene a Ry como desarrollo de N digitos para n > N. Esto muestra
que (Ry)n>0 determina el desarrollo decimal ro, 7172 . ... O

5.1.1. Identificando desarrollos decimales infinitos

En lo que hace a la segunda cuestion, necesitamos un criterio que nos permita decidir cudndo
dos desarrollos decimales infinitos representan el mismo nimero real. Dado que queremos definir
a cada niimero real a partir de un desarrollo decimal infinito, necesitamos que dicho criterio no
haga referencia al elemento representado. Una idea simple en tal sentido es que dos desarrollos
decimales infinitos admisibles representan el mismo niimero real si su resta es igual a 0, como
vemos en el siguiente resultado.
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5.1. La definicién “conjuntista” de R

Proposicion 5.1.2 (Identificaciéon de desarrollos decimales infinitos admisibles). Sean
+ro.riry... y £50.5182 ... dos desarrollos decimales admisibles infinitos. Entonces la sucesion
(£ro.rira...ry — £580.5152...58)n>0 converge a 0 si'y solo si ambos desarrollos tienen el mismo
signoy rj =s; para cada j > 0.

Demostracion. Observamos que si +ry.riry... y £s0.5152... tienen distinto signo, entonces la
sucesion (£rg.riry...ry — £80.5152 .. .Sy )n>0 €8 mondtona, y por lo tanto converge a 0 si y solo si
rj =s; = 0 para todo j > 0. En consecuencia, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
dry.riry... y £50.5152 ... tienen el mismo signo, que vamos a suponer positivo.

Sean Ry :=rg.ry...ry y Sy := S9.51...Sy para cada N > 0, y supongamos que existe jo > 0
(minimo) tal que rj, # sj,. Pongamos por caso rj, > s;,. Dado que so.s152... es un desarrollo
decimal admisible, existe ko > jo tal que si, < 8. Sean > ko. Entonces rj, — s, > 1, 1y — S, > —38,
y en consecuencia,

n n n
rj— Sj ri— Sj 1 9 1
Z 10/ Z 10/ 2 100 . Z 10/ 10%0
Jj=0 i=Jo J=jo+1
1 9 "ot 1 1

AT MRS T

Deducimos entonces que la sucesion (Ry — Sy)n>0 no converge a 0. Reciprocamente, si rj = s;
para cada j > 0 entonces evidentemente (Ry — Sy )ny>0 converge a 0. O

Ejercicio 5.1.3. Sean ro.riry... y so.5152... dos desarrollos decimales (positivos) tales que existe
Jo > 0 que satisface las siguientes condiciones:

1. ri—sj=0para j=0,...,jo—1,
2. rj,—s8j,=1,
3. sj—rj=9paracada j > jo.
Demostrar que (ro.r1ra...rn — $0.8152. .. SN )N>0 converge a 0.

Ejercicio 5.1.4. Mds generalmente, si ro.riry... y $9.5152... son dos desarrollos decimales in-
finitos distintos (admisibles o no), demostrar que la sucesion (ro.riry...ry — $0.S152...SN)N>0
converge a 0 si y solo si existe jo > 0 que satisface las condiciones 1, 2'y 3 del ejercicio anterior.

A partir de este criterio de identificacion de los desarrollos decimales admisibles vemos que la
situaciéon 1 = 1,000... = 0,999... que analizamos en la seccién sobre los desarrollos decimales
en QQ (Seccion 4.2) no es un caso aislado, sino mas bien la situacién general: dos desarrollos
decimales infinitos, digamos ry.7j72... y 50.5152..., definen el mismo elemento, es decir, su
“diferencia” es 0, si y solo si uno de ellos es “finito”, es decir, es de la forma ry.77>...7;,000.. .,
y el otro es de la forma ro.rir>...(rj, — 1)999.... En particular, dos desarrollos decimales
infinitos admisibles distintos representan nimeros reales distintos, en el sentido de que su
“diferencia”, representada por el limite de la sucesién (rg.rir2...rN — $0.S152...SN)N>0, NO €8
igual a 0.

79



5. El cuerpo ordenado de los niimeros reales

Habiendo entonces caracterizado cuando dos desarrollos decimales infinitos “representan el
mismo numero” a partir de los propios desarrollos decimales, podemos definir el conjunto de los
desarrollos decimales que nos interesa.

Definicién 5.1.5 (El conjunto de los ndmeros reales). Definimos el conjunto de los nimeros
reales R como el conjunto de los desarrollos decimales infinitos +rg.rir2 ... que no terminan en
infinitos 9, es decir, que no son de la forma xro.riry...r;;999....

De todas maneras, si bien hemos definido R como conjunto, no hemos determinado de qué ma-
nera se realizan operaciones aritméticas con los nimeros reales, ni cémo se los ordenan. Precisar
estas cuestiones es el objetivo de las préximas secciones.

5.2. Las operaciones aritméticas en R

Una pregunta bdsica que ya nos formulamos es cémo se “opera” con los desarrollos decimales
infinitos, es decir, dado que son “nimeros”, nos preguntamos cémo se suman, restan, multiplican
y dividen. Una idea “natural”, que proviene tanto de la experiencia “escolar” como de la forma
en que funcionan las calculadoras y computadoras, es la de operar con los desarrollos decimales
finitos. Ahora bien, es necesario determinar si operar con los desarrollos decimales finitos produce
algin “resultado”, es decir, un desarrollo decimal infinito admisible que podamos considerar el
resultado de nuestra operacidn aritmética. A tal efecto, tenemos el siguiente resultado, que asegura
que el resultado de realizar una operacion aritmética con los desarrollos decimales finitos de dos
nimeros reales dados es una sucesidon de Cauchy, y por lo tanto, define un desarrollo decimal
infinito admisible.

Lema 5.2.1. Sean +rg,riry... y £59,8152 ... dos desarrollos decimales admisibles y sean Ry :=
+ro.ry...rn Yy Sy := £S0.51 ...Sn para cada N > 0. Entonces

1. las sucesiones (Ry £ Sy )n>0 son de Cauchy,
2. la sucesion (Ry - Sn)n>o es de Cauchy,
3. sisg,s182- # 0, la sucesion (Ry/Sn)n>o0 es de Cauchy.

Demostracion. Comenzamos con el item 1. Dado N > 0, tenemos que
|RN+1 2 Sni1 — (Ry SN = [rvg1 £y 1070V < 2,107V,

Por lo tanto, dado que una sucesién con decrecimiento exponencial es de Cauchy (Lema 3.3.8),
concluimos en particular que la sucesién (Ry =+ Sy )n>o0 es de Cauchy.

En lo que hace al item 2, nuevamente demostramos que la sucesion (Ry - Sy )ny>o en considera-
cién posee la propiedad del “decrecimiento exponencial”. M4s precisamente,

IRN+1-Sn1—Ry-Sn| < |Rny1-Sny1—Rny1-Sn|+ |Rny1-Sy — Ry - Sn|

= [Ryy1-sne1 107D 1y 10D gy

IA

(ro+1)- 107V + 107 - (s +1) < (ro+s0+2)107%,
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5.2. Las operaciones aritméticas en R

lo que demuestra que las diferencias entre términos sucesivos de (Ry - Sy )y>0 decrecen exponen-
cialmente. Asi, el Lema 3.3.8 asegura que (Ry - Sy )n>0 es de Cauchy.

Supongamos por ultimo que sg,s1s2 -+ - # 0, y consideremos el item 3. A fin de demostrar que
(RN /SNn)N>0 es de Cauchy, por el item 2 vemos que basta demostrar que las sucesiones (Ry)n>0
y (1/Sn)n>0 son de Cauchy.

(N+1) < 107N decrece exponencialmente, del

Dado que la diferencia |Ry+1 — Ry| = ry+110~
Lema 3.3.8 concluimos que la sucesion (Ry)y>o es de Cauchy. Por otro lado, sea ng > 0 el menor

indice tal que sy, = 0. Entonces, si N > ng, tenemos que

1 1 N+1)

ISn — Sn41] < |sn+1]10~
= Jsngl 10770 s [10770 = (15, 110-m0)*

SN —Sn+1

Sny1 Sn SN11-Sn

lo que demuestra que (1/Sy)n>0 posee la propiedad de decrecimiento exponencial, y por lo tanto
es una sucesion de Cauchy. O

Discutimos brevemente el enunciado del punto 3 del Lema 5.2.1. Supongamos sin pérdida de
generalidad que los desarrollos decimales infinitos admisibles en consideracién son positivos, y
denotemos por Ry :=ry.r1...7N Y Sy :=S0.51 - .. Sy alos correspondientes desarrollos de N digitos
para cada N > 0. Observamos que los términos Ry /Sy no estdn necesariamente bien definidos, ya
que algunos términos de la sucesién (Sy)y>o podrian anularse. De todas maneras, dado que la
sucesion (Sy)n>o es creciente, y existe Ny > 0 tal que sy, > 0 (y por lo tanto Sy, > 0), vemos que
Sy > 0 para cada N > Ny, de lo que concluimos que el cociente Ry /Sy estd bien definido para
N > Np. En lo que respecta al nimero real representado por la sucesién (Ry /Sy )ny>0, nos interesa
el comportamiento asintético de la sucesion, es decir, el desarrollo decimal de los sucesivos
términos (Ry/Sy)n>0 para N suficientemente grande. Por lo tanto, este desarrollo decimal no
cambia si solo consideramos los términos Ry /Sy para N > Np.

De esta manera, podemos definir las operaciones aritméticas sobre los desarrollos decimales
infinitos admisibles, de acuerdo a nuestras intuiciones, a partir de los desarrollos decimales finitos.

Definicién 5.2.2 (Operaciones aritméticas en R). Sean dados dos desarrollos decimales admisi-
bles o := +ro,riry... y B := +s0,8152.... Siendo Ry := +ro.ry...ry y Sy := £s¢.51...Sy para
cada N > 0, definimos:

= o+ 3 como el desarrollo decimal que define la sucesion de Cauchy (Ry £ Sy)n>o0,
= o f como el desarrollo decimal que define la sucesion de Cauchy (Ry - Sn)n>0,

= o/B como el desarrollo decimal que define la sucesion de Cauchy (Ry/Sn)n>0 (siempre

que B #£0).

Ejemplo 5.2.3. Supongamos que queremos sumar los niimeros reales /2 =1,414213562... ye =
2,718281828. ... Suponiendo que “tenemos” las sucesiones infinitas de desarrollos de N digitos
(Rv)N>0 Y (Sn)n>0 de /2 y e respectivamente, consideramos la sucesion de Cauchy (Ty)n>0 =
(RN +SN)n>0. Tenemos que

To=3,Ti =41, T, =4,12, Ty = 4,132, Ty = 4,1324, Ts = 4,13249, . ..
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5. El cuerpo ordenado de los niimeros reales

lo cual nos permite ir “viendo” progresivamente los digitos de \/2 + e. Es interesante observar
que, dado que ry+s4 =2+2 =4 <9, entonces Ty nos provee el desarrollo de 3 digitos de /2 +e.

En efecto, afirmamos que
T3=4,132<V2+e<T3+107> =4,133.
Para ver esto, observamos que, por la definicion de T,

Ty=R3+S3<V2+e < Ry+10*+8,+10*
= R3+r-10*+83454-1074+2-107*
T34 (ra+s44+2)- 1074 <T3+1073,

lo que demuestra que Ty = 4,132 es el desarrollo de 3 digitos de /2 +e.

Ejercicio 5.2.4. El propdsito del presente ejercicio es generalizar la observacion del ejemplo
precedente. Sean O :=ry.riry... y B := s9.5152... dos niimeros reales positivos y sean Ry :=
rg.r1 ... TN Yy Sy 1= 80.51 ...Sy para cada N > 0. Supongamos que ry, + sy, <9 para cierto Ny € N.

1. Sea Ty_1 el desarrollo de N — 1 digitos de Ry + Sy. Demostrar que Ty < a+ .

2. Demostrar que o+ f3 < Tny—1+ 10~ M=V, Concluir que Ty, 1 es el desarrollo de Ny — 1
digitos de o+ .

5.2.1. Sucesiones de Cauchy equivalentes

Las operaciones aritméticas satisfacen las “leyes” asociativas, conmutativas y distributivas ha-
bituales. Sin embargo, constatar que esto es asi requiere en algunos casos de cierto cuidado. Por
ejemplo, consideremos la propiedad asociativa de la suma, es decir, el hecho de que a+ (B +7) =
(a+ B) + y para nimeros reales arbitrarios o,  y y. Supongamos que o, 3 y ¥ son positivos y
denotemos por o := rg.riry..., B :=50.5152... y Y:=1fy.tit2 ... a los correspondientes desarro-
llos decimales. De acuerdo con nuestra definicion de la suma de dos niimeros reales, a efectos de
determinar la suma o 4 (f 4 ¥) es necesario determinar el desarrollo decimal infinito admisible
up.uiuy ... de B+ v, para obtener a + (f§ +y) como el nimero real determinado por la sucesién
de Cauchy (ro.ry...rny +uo.uj...uy)N>0- Asi, la suma a + (8 + 7) no se obtiene directamente
como el nimero real que determina la sucesion (1’0.7‘1 coorN A+ (50.51 ... SN+ fo 11 "'tN))N>0’ es-
to es, realizando la suma correspondiente con los desarrollos decimales finitos de o, B y 7. En
consecuencia, no es tan simple relacionar el nimero real ot + (8 + ) con (et + ) + 7.

Para solucionar este tipo de inconvenientes, vamos a obtener una caracterizacioén “mds operati-
va” de la relacion que existe entre cada sucesién de Cauchy de Q y el desarrollo decimal admisible
que ésta define.

Lema 5.2.5. Sea (a,)nen una sucesion de Cauchy de Q y sea Lro.riry... el desarrollo decimal
admisible que ésta define. Entonces (a, — (£ro.ry...rm))nen converge a 0.
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5.2. Las operaciones aritméticas en R

Demostracion. Si (a,)nen converge a un racional de la forma r/10%, entonces el resultado es
consecuencia directa de las propiedades aritméticas de los limites (Teorema 3.1.27), dado que en
tal caso (dp)nen ¥ (£r0.71- .. F)nen convergen al mismo limite.

Supongamos entonces que (,),en NO converge a ningin racional de la forma r/10%. Mis atin,
sin pérdida de generalidad, supongamos que a, > 0 para cadan € N. Sea € >0y sea N € N
tal que 1/10" < €. De acuerdo con la proposicién sobre la estabilizacién de digitos (Proposicién
4.3.2), existe M(N) € N tal que a, tiene a Ry := rp.r;...ry como desarrollo de N digitos para
cada n > M(N). En otras palabras, tenemos que 0 < a, — Ry < 1/10" para cada n > M(N). Por
lo tanto, si n > max{M(N),N}, resulta

2
|an 7Rn| = |a,,fRN+RNfR,,| < |an7RN‘ + ‘RNfRn‘ < W < 2€.

Esto demuestra que la sucesién (a, — Ry ),en converge a 0. O

La situacién que se nos plantea en relacion con la cuestion de determinar, por ejemplo, si es
cierta la identidad o+ (B +7) = (@ + ) + ¥ es que tenemos dos sucesiones de Cauchy y queremos
determinar si ambas definen el mismo desarrollo decimal infinito admisible. En tal sentido, cabe
preguntarse si la condicién lim,_e(a, — %ro.r; ...r,) = 0 caracteriza las sucesiones (a,)qen de
Cauchy de Q que definen el desarrollo decimal +rg.rir;... Al respecto, vamos a demostrar un
resultado general, que en particular implica la afirmacién reciproca del Lema 5.2.5: dos sucesiones
de Cauchy de Q cuya diferencia tiende a 0 definen el mismo desarrollo decimal admisible. Esto
nos permite identificar de forma més “operativa” a las sucesiones de Cauchy que definen el mismo
desarrollo decimal admisible.

Proposicion 5.2.6. Dos sucesiones (an)nen Y (bn)nen de Cauchy de Q definen el mismo desarrollo
decimal admisible si y solo si (a, — by)nen converge a 0.

Demostracién. Consideramos en primer lugar el caso en que (a,)nen 0 (by)nen converge a un ra-
cional o de la forma r/10. Supongamos sin pérdida de generalidad que (ay,),cry converge a un tal
racional & y que (a)nen ¥ (bn)nen definen el mismo desarrollo decimal. Entonces (b)), conver-
ge a ., y por las propiedades aritméticas de los limites (Teorema 3.1.27) tenemos que (@, — by ) nen
converge a 0. Reciprocamente, si (a, — by )nen converge a 0y (ay,)nen converge a o, nuevamente
por las propiedades aritméticas de los limites concluimos que (b, ),cn converge a ¢, lo que implica
que (an)nen Y (bn)nen definen el mismo desarrollo decimal. Asimismo, argumentamos de forma
similar en el caso en que (b, ),cn converge a un racional de la forma /10,

Podemos entonces suponer que ni (ay)nen ni (by)nen convergen a un racional de la forma
r/10¥. Supongamos que (@,)nen ¥ (by)nen determinan el mismo desarrollo decimal de R, di-
gamos +rg.ri73.... El Lema 5.2.5 asegura que las sucesiones (a, — xro.7172..."n)nen y (bn —
£ry.r172 ... Th)nen convergen a 0. Asi, por las propiedades aritméticas de los limites (Teorema
3.1.27) tenemos que (a, — by ),en converge a 0.

Reciprocamente, supongamos que (a, — by ),en converge a 0y sean £rg.riry... y £s0.5152. ..
los desarrollos decimales de R que determinan (ay,)uen Y (bn)nen respectivamente. Sean R, :=
+ro.r1 ...ty ¥ Sy := £50.51...5, para cada n € N. Por el Lema 5.2.5 tenemos que (a, — Ry)neN
y (bn — Sy)nen convergen a 0. Por lo tanto, la sucesién (a, — b, — R, + Sp)nen converge a 0, lo
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5. El cuerpo ordenado de los niimeros reales

Tabla 5.1.: El ndmero v/2 + e = 4,13249539083.. . ...

n o b, cp+by,
1 | 1.25000000000 | 2.00000000000 | 3.25000000000
2 | 1.37500000000 | 2.25000000000 | 3.62500000000
3 | 1.43750000000 | 2.37037037037 | 3.80787037037
4 | 1.40625000000 | 2.44140625000 | 3.84765625000
5 | 1.42187500000 | 2.48832000000 | 3.91019500000
6 | 1.41406250000 | 2.52162637174 | 3.93568887174
7 | 1.41796875000 | 2.54649969704 | 3.96446844704
8 | 1.41601562500 | 2.56578451395 | 3.98180013895
9 | 1.41503906250 | 2.58117479171 | 3.99621697960
10 | 1.41455078125 | 2.59374246010 | 4.00829324135
11 | 1.41430664063 | 2.60419901190 | 4.01850565253

cual, combinado con la hipétesis de que (a, — by)nen converge a 0, nos permite concluir que
(R — Si)nen converge a 0. Ahora bien, tratdndose £ry.riry... y £sg.s152... de dos desarrollos
decimales admisibles, de la caracterizacién de la identidad de los desarrollos admisibles de la
Proposicion 5.1.2 concluimos que £rg.rir; - -+ = £59.5152 . .., como queriamos demostrar. O

La proposicién precedente admite una interpretacién interesante desde el punto de vista préc-
tico: supongamos que tenemos dos nimeros reales & y 3, que estdn dados por medio de dos su-
cesiones de Cauchy (an)nen ¥ (bn)nen de Q, y queremos realizar una operacién aritmética o x 8
con ellos. La caracterizacién de las sucesiones de Cauchy que definen el mismo desarrollo decimal
(Proposicién 5.2.6) asegura que el desarrollo decimal admisible que define la sucesion (a, * b, )nen
es precisamente el de ax 3. Asi vemos que podemos extender la operatoria con desarrollos de-
cimales infinitos admisibles a cualquier par de sucesiones de Cauchy que determinen los
nimeros reales en cuestion.

Ejemplo 5.2.7. Supongamos, como en el Ejemplo 5.2.3, que queremos sumar \/2 y e. En términos
mads realistas que en el Ejemplo 5.2.3, a fin de operar con \/2 vamos a considerar, por ejemplo,
la sucesion (cy)nen de puntos medios del método de biseccion aplicado a la ecuacion x* =2
de la Seccion 2.1. Asimismo, vamos a considerar a e como el niimero real determinado por la
sucesion (by)nen definida por b, := (1+ 1/n)" para cada n € N, que vamos a estudiar en la
Seccion 6.3.3. Podemos entonces obtener la suma \/2+ e a partir de la sucesion (b, + ¢u)nen-
En la Tabla 5.1 listamos los primeros diez términos correspondientes a las sucesiones (¢y)nen,
(bn)nen ¥ (b +cn)nen-

También podemos representar a \/2 por medio de la sucesion (a,)nen de las aproximaciones
provistas por el método de Newton aplicado a la ecuacion x> = 2 de la Seccién 2.2 y al niimero
e por medio de la sucesion (d,)uen definida por dy, == (24+1/24 -+ 1/n")en (ver la Seccion
6.3.3), cuyos resultados listamos en la Tabla 5.2. Como puede constatarse de una inspeccion de

ambas tablas, la sucesion (a, +dy),en define \/2 + e mucho mds rdpidamente que (b, + cy)nen-

84



5.2. Las operaciones aritméticas en R

Tabla 5.2.: Otra aproximacién de v/2 + e = 4,13249539083.... ..

n a, d, a,+d,
1 | 1.50000000000 | 2.00000000000 | 3.50000000000
2 | 1.41666666667 | 2.50000000000 | 3.91666666667
3 | 1.41421568627 | 2.66666666667 | 4.08088235294
4 | 1.41421356237 | 2.70833333333 | 4.12254689570
5 | 141421356237 | 2.71666666667 | 4.13088022904
6 | 141421356237 | 2.71805555556 | 4.13229117926
7 | 1.41421356237 | 2.71825396826 | 4.13246753063
8 | 1.41421356237 | 2.71827876985 | 4.13249233222
9 | 1.41421356237 | 2.71828152558 | 4.13249508795
10 | 1.41421356237 | 2.71828180115 | 4.13249536352
11 | 141421356237 | 2.71828182620 | 4.13249538857

De todas maneras, la Proposicion 5.2.6 nos asegura que (b, + cp)nen ¥ (an + dy )nen definen el

mismo desarrollo decimal infinito admisible, el del niimero V2+e.

5.2.2. Propiedades de las operaciones aritméticas en R

A partir del criterio de identificacidn de las sucesiones de Cauchy que definen el mismo desa-

rrollo decimal podemos discutir algunas propiedades bdsicas de las operaciones aritméticas con

nimeros reales que hemos definido.

Teorema 5.2.8 (Propiedades de las operaciones aritméticas con nimeros reales). Si a,  y ¥ son

numeros reales arbitrarios, entonces:

1.

2.

o

o+pB=B+a;

oa+(B+y)=(a+B)+y

a+0=0+a=aq,yO0 es el iinico niimero real con esta propiedad;

existe un tinico nimero real —o. tal que o+ (—a) = (—a) + a = 0;

ap=p-a;

o-(B-7)=(a-B)-%

l-a=0o-1=aq,yl es el inico niimero real con esta propiedad;

si o # 0, entonces existe un tinico niimero real o' tal que o' -

a-(B+y)=0a-Bta-y.

1
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5. El cuerpo ordenado de los niimeros reales

Demostracion. La demostracién de los ftems 1, 4 y 5 es una consecuencia inmediata de las
correspondientes propiedades de la suma y el producto en Q. Discutamos a modo de ejemplo
la propiedad conmutativa de la suma del item 1. Si o := +rg.rir2... y B := *sg.5152..., ¥
Ry = xrg.r1...ry Yy Sy := £50.51...sy son los correspondientes desarrollos de N digitos pa-
ra cada N > 0, la suma a + f es el desarrollo decimal infinito admisible que define la sucesién
(RN + Sn)N>0, en tanto que la suma f3 + ¢ es el desarrollo decimal infinito admisible que define
la sucesion (Sy + Ry)n>0. Ahora bien, dado que Ry y Sy son nimeros racionales, tenemos que
Ry + Sy = Sy + Ry para cada N > 0, de lo que concluimos que los correspondientes desarrollos
decimales admisibles coinciden, es decir, @ + 8 = B + .

Consideramos ahora la propiedad asociativa del item 2. Sea o := +rg.rira..., B := +s0.5152...
yvy:i= +ro.1112. . ., Yy sean Ry :=*£rg.r1...7vn, Sy := £50.51...5N y Ty := =tg.t1 ...ty los corres-
pondientes desarrollos de N digitos para cada N > 0. Asimismo, sean & + 3 := tup.ujuy... y
B +7v:=*vp.viv2.... Tenemos que probar que las sucesiones (Ry + Vy)n>0 ¥ (Uv + Tn)n>0
determinan el mismo desarrollo decimal. De acuerdo con nuestra caracterizacién “operativa” de
la relacién entre una sucesion de Cauchy y el desarrollo decimal que ésta define (Lema 5.2.5),
tenemos que

AI/EIL,(RN +Sy—Uy)=0y J\I/EEQ(SN +Ty—VWv)=0.

En consecuencia,
lim (Ry+Vy — (Uy+1y)) = lim (Ry+Sy — Uy — (Sy+ Ty —Vy)) =0.
N—>oo N—soo

Por lo tanto, nuestro criterio de identificacion de las sucesiones que Cauchy que definen el mis-
mo desarrollo decimal admisible (Proposicién 5.2.6) asegura que (Ry + Vy)n>o0 ¥ (Uy + Tv)n>0
definen el mismo desarrollo decimal, es decir, & + (8 + ) = (a + ) 4+ 7. Un argumento similar
demuestra los ftems 6 y 9.

A fin de demostrar 3, observamos que el nimero real O tiene el desarrollo decimal 0,00...,
que satisface la condiciéon a +0 = 0+ o = @ para todo o € R. En efecto, si & := +rg.rira... y
Ry := £rg.ry ...ry para cada N > 0, entonces

(RN)NZO + (0,0 . -O)NZO = (RN)NZO = (0,0 . .0)1\]20 + (RN)NEO-

La unicidad del elemento neutro para la suma es una consecuencia directa de su definicion: si 0
y 0 son dos niimeros reales con esta propiedad, entonces 0 = 0 40 = 0. La demostracién de 7 es
similar.

Finalmente demostramos 8. Sea o := *+rg.riry... y sea Ry := £rg.ry...ry el desarrollo de N
digitos de o para cada N > 0. Dado que a # 0, tenemos que existe Ny € N tal que la sucesién
(1/Rn)N>n, es de Cauchy, y por ende representa un nimero real que notamos a ! . Seaa™! =
£50.5152... y Sy := *£sp.51...sy para cada N > 0. El Lema 5.2.5 asegura que limy_,e(Sy —

1/RN) =0.En consecuencia, dado que
Nlm N *ON le ( N ( N / N) + ) )

1

concluimos que & - o~ ! = o~! - & = 1. Finalmente, en lo que respecta a la unicidad del inverso
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5.3. La estructura de orden de R

multiplicativo, observamos que si 3,7 € R satisfacen - = a - ¥, entonces = (f-o)- B =
B-(a-B)=B-(a-y)=(B-a)-y= (- B)-y=17,lo que demuestra la unicidad. O

Ejercicio 5.2.9. Completar la demostracion del Teorema 5.2.8.

Cabe destacar que un conjunto con dos operaciones aritméticas +, - que satisfacen las propieda-
des 1-9 mencionadas es lo que se denomina un cuerpo. Asi, del teorema precedente concluimos
que el conjunto de los niimeros reales junto con las operaciones de la Definicién 5.2.2 resulta un
cuerpo, denominado el cuerpo de los nimeros reales.

Asimismo, gracias a las propiedades aritméticas de los limites vemos que las operaciones arit-
méticas que hemos definido extienden efectivamente las operaciones aritméticas de Q, es decir,
R es una extension (de cuerpos) de Q. Mds precisamente, una consecuencia inmediata de las
propiedades aritméticas de los limites (Teorema 3.1.27) es el siguiente resultado.

Lema 5.2.10. Sean +rg.riry... y £s0.5152 ... los desarrollos decimales admisibles de ay B € Q
respectivamente. Si Ry := *ro.r;...ry y Sy := £50.51 ... SN, entonces

= (Ry£Sn)N>0 converge a a+ f;
= (Ry-Sn)N>0 converge a - f3;
= s5i B #0, entonces (Ry/Sn)n>0 converge a o,/ .

Esto muestra que el cuerpo de los nimeros racionales, @, estd naturalmente incluido en R,
representando cada niimero racional por su desarrollo decimal admisible infinito.

5.3. La estructura de orden de R

La siguiente cuestion es determinar cémo se ordenan los nimeros reales, es decir, dados dos
desarrollos decimales infinitos admisibles, establecer si resultan comparables, y en tal caso, cudl
de los dos es el mayor. Esta nocién de orden se puede obtener siguiendo dos caminos alternativos:
o bien se define una relacion de orden que satisfaga todas las propiedades requeridas, o se define
una nocion de positividad, a partir de la cual se obtiene un orden.

En el caso de los desarrollos decimales admisibles, resulta mds simple introducir una nocién de
positividad que de orden, por lo que vamos a seguir la segunda alternativa. En tal sentido, luego
de introducir una nocién de positividad vamos a demostrar que el conjunto de los niimeros reales
positivos es cerrado para la suma y el producto, y vamos a ver que el conjunto de los nimeros
positivos induce una particién en el conjunto de los nimeros reales: los positivos, sus inversos
aditivos (es decir, los negativos) y 0. Estas propiedades serdn suficientes para definir un orden total
en R que resulte compatible con la estructura de cuerpo de R: diremos que un nimero real es
mayor que otro si su diferencia es un nimero positivo.

5.3.1. Lanocion de positividad

Nuestra idea intuitiva es que un niimero real positivo es aquel cuyos desarrollos decimales de N
digitos son positivos.
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5. El cuerpo ordenado de los niimeros reales

Definicion 5.3.1. Sea a un niimero real. Diremos que:

= (o es positivo, y escribimos o > 0, si su desarrollo decimal admisible es de la forma
ro.rira... yexiste ng > 0 tal que ry, # 0.

= o es negativo, y escribimos o < 0, si su desarrollo decimal admisible es de la forma

—rg.rira ... y existe ng > 0 tal que ry, # 0.

Como habitualmente, escribimos o > 0 si se satisface alguna de las condiciones oc > 00 ot =0,
y o < 0 si se satisface alguna de las condiciones o < 00 ¢t = 0.

Una consecuencia inmediata de nuestra definicion de positividad y negatividad es que los nu-
meros reales positivos inducen una particién en R, formada por el conjunto de los reales positivos,
sus inversos aditivos y 0.

Lema 5.3.2. Sea o un niimero real arbitrario. Entonces, o bien oo >0, o ¢ =0, o o < 0, siendo

estas tres posibilidades mutuamente excluyentes.

Propiedades de los reales positivos

El conjunto de los nimeros reales positivos satisface las siguientes propiedades.
Lema 5.3.3. Sean o y B niimeros reales positivos. Entonces

1. a+p >0,

2. a-8>0,

3. 1/a>0.

Demostracion. Sean Q@ :=ro.riry...y B :=50.5152...,ysean Ry :=ro.ry...ryy Sy :=50.51-..5n
paracada N > 0. Tenemos que @+ 3 y o -3 son los desarrollos decimales admisibles determinados
por las sucesiones (Ry + Sy)n>0 ¥ (Rn - Sn)n>0 respectivamente. De la positividad de a y 8
concluimos que existe Ny > 0 tal que Ry, > 0y Sy, > 0. En consecuencia, teniendo en cuenta que
las sucesiones (Ry + Sy )n>0 ¥ (Ry - Sn)n>0 son crecientes, deducimos que

1

1
Ry +Sn = Ry +Sny > 10 y Ry-Sy > Ry, -Sny > 0%

para cada N > Ny, y por lo tanto, tanto el desarrollo de Ny digitos de Ry + Sy como el de 2Ny
digitos de Ry - Sy son estrictamente positivos para cada N > Ny. Concluimos que a+f >0y
o B >0, esto es, la validez de las propiedades 1 y 2.

Por dltimo, discutimos la demostracién del item 3. Si o := rg.ryr2... > 0, tenemos que existe
No > 0 tal que ry, > 0. En consecuencia, la sucesion de Cauchy (1/Ry)n>n, representa a 1/a.
Siendo una sucesién de Cauchy, (Ry)y>0 estd acotada superiormente, y por lo tanto existe M > 0
tal que 0 < Ry < oM para cada N > Ny. En consecuencia, 1/Ry > l/lOM para cada N > Ny,
de donde concluimos que el desarrollo de M digitos de 1/Ry es estrictamente positivo para cada
N > Ny. Deducimos de esto que 1/a > 0. O
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5.3.2. Elordende R

Habiendo establecido todas las propiedades que necesitamos sobre los nimeros reales positivos,
podemos finalmente introducir una nocién de orden sobre R.

Definicion 5.3.4 (Orden en R). Dados o, € R, diremos que
m a<Bsia— P <0, esdecir si @ — B es negativo o 0;
s a>Bsia—f >0, esdecir, si @ — B es positivo o 0.
La relacién de orden asi definida satisface las siguientes propiedades.

Teorema 5.3.5 (Propiedades del orden de los nimeros reales). Si &, B y ¥ son niimeros reales
arbitrarios, entonces valen las siguientes propiedades:

1. sia<BypB<a, entonces o = f3;

2. sia<ByB <7y, entonces x < ;

3. six < B, entonces a+y<B+7v;

4 sia<Byy>0 entoncesot-y<f-v;

5. exactamente una de las tres condiciones o < B, o = B o o0 > B se satisface.

Demostracion. Dado que o > B siysolosia—f >0,y a < B siysolosia—f <0, la
afirmacién del item 1 es equivalente a demostrar que si Yy > 0y ¥y < 0, entonces Yy = 0. Para esto,
teniendo en cuenta que los reales positivos, los reales negativos y 0 inducen una particiéon de R
(Lema 5.3.2), las condiciones ¥ > 0y ¥ < 0 solo pueden satisfacerse simultdneamente si y = 0.
Las demostraciones de los restantes items son consecuencias del hecho de que los reales po-
sitivos son cerrados por sumas y productos (Lema 5.3.3) e inducen una particién de R (Lema
5.3.2), y quedan por lo tanto como ejercicio, salvo el caso del item 4 en el cual ¥ = 0. Este caso
es consecuencia inmediata de la siguiente observacion: si 1 es un nimero real arbitrario, entonces
1 -0 = 0. Para ver esto, observamos que -0 =17-(0+0) =1 -0+ 7 -0, de donde se deduce,
sumando a ambos miembros —1 -0, que 17 -0 = 0. O

Ejercicio 5.3.6. Demostrar los items 2, 3 y 4 del Teorema 5.3.5.

Cabe destacar que la propiedad del item 5 es lo que habitualmente se denomina la Ley de
tricotomia, y garantiza que el orden que hemos definido sobre el conjunto de los desarrollos deci-
males admisibles es total, es decir, si o, B y v son niimeros reales arbitrarios, valen las siguientes
propiedades:

= sia<Byp <a,entonces o = f;
= sia <P yP <y,entonces a <7y;

= exactamente una de las tres condiciones & < B, & = 8 o o > [ se satisface.
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5. El cuerpo ordenado de los niimeros reales

A su vez, este orden resulta compatible con las operaciones aritméticas de los nimeros reales
(Definicién 5.2.2), es decir, si &, B y ¥ son desarrollos decimales admisibles, valen las siguientes
propiedades:

= sioa < fB,entonces x+y< B+,
= sia < B yvy>0,entonces ay < By.

Un cuerpo con un orden total que es compatible con las operaciones aritméticas es lo que se deno-
mina un cuerpo ordenado. Asi, el conjunto de los nimeros reales, con las operaciones aritméticas
de la Definicion 5.2.2 y el orden de la Definicion 5.3.4 resulta un cuerpo ordenado, denominado
el cuerpo ordenado de los niimeros reales

Mais ain, el orden que hemos definido es arquimediano, como demostramos en el siguiente
lema.

Lema 5.3.7. R es arquimediano, es decir, todo niimero real (estrictamente) positivo es mayor que
1/n para algin n € N.

Demostracion. Sea @ := rg.riry ... > 0 un nimero real positivo arbitrario. Entonces, de acuerdo
con la definicién de positividad (Definicién 5.3.1), tenemos que existe ng € N tal que r,,, 7 0. Por
lo tanto, &t —ry,, /10" > 0, lo cual implica que ¢ > 1/(2-10™). Esto demuestra la arquimedianidad
de R. O

Una caracterizacion operativa del orden en R

Dados dos nimeros reales ¢ y 8, hemos dicho que a es mayor que § si la diferencia oo — f3 es
un nimero positivo. Ahora bien, a fin de determinar si o¢ > 8 tenemos que calcular la diferencia
o — 3, lo cual en principio nos obliga a considerar los infinitos digitos decimales de ¢t y . Sin
embargo, habitualmente solo consideramos los desarrollos decimales de o y  hasta el punto en
que ambos difieren. En tal sentido, tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.3.8. Sean +ry,rirp... y £50,5152... dos desarrollos decimales admisibles distintos, y
sea No > 0 el minimo indice para el cual £ry, # £sy,. Entonces o > B siy solo si Ery, > Esp,.

Demostracién. Sia 'y f tienen distinto signo, digamos, & > 0y 8 < 0, entonces ¢ > f3 y el primer
digito decimal en que ot y 8 difieren se encuentra en la primer posicién Ny > 0 para la cual ry, o
sn, nos son ambos iguales a cero. En particular, o bien ry, > 0 > —sp,, 0 bien ry, > 0> —sp,, y
en ambos casos constatamos la validez del enunciado.

Podemos entonces suponer sin pérdida de generalidad que & y f tienen el mismo signo, digamos
positivo. Sea Ry :=ro.r1...ry Y Sy := $0.51 ...sy para cada N > 0. Supongamos en primer lugar
que ry, > sy,. Si N > Ny, entonces

N, — S N —S 1 N 1
Ry —Sy = Mo Mo ...y NN + Z (rn—sn)—-.
n=Ny+1

>
10Mo 107 = 10Mo 107
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5.A. Apéndice. Representacion de punto flotante

Dado que sg.s152... es un desarrollo decimal admisible, existe My > Ny tal que sy, < 9. En
particular, tenemos que ry, — Sy, > —8, y por lo tanto, para cada M > M,

Ry — Sy > L f iJrL > l(lMi109) JrL > L
— 10M nemot 1 10" 10Mo = 1070 = 10 10Mo — 10M0
Concluimos que el desarrollo de M digitos de o — 3 es estrictamente positivo para cada M > My,
y por lo tanto & — 8 > 0, como querfamos ver.

Supongamos ahora que a > f3, o equivalentemente o — 8 > 0. Tenemos entonces que la suce-
sién de Cauchy (Ry — Sy )n>0 define un desarrollo decimal admisible positivo ug.ujus . ... Supon-
gamos que uy, > 0y sea N > Ny suficientemente grande de modo que el desarrollo decimal de
My digitos de Ry — Sy €s ug.up ... uy,. Entonces

UM,
10Mo

TNy — SNy N — SN TNy — SNy + 1
10MNo 10¥ 10MNo

<Ry—Sn=

Esto prueba que ry, — sy, + 1 > 0, y por lo tanto, que ry, > sy,. Dado que ry, # sy,, concluimos
que ry, > Sng- O

En otras palabras, obtenemos la siguiente caracterizacién “operativa” del orden de R: a fin de
comparar dos desarrollos decimales admisibles distintos, basta examinar el primer digito en el cual
ambos difieren.

5.A. Apéndice. Representacion de punto flotante

Si bien nuestro enfoque de los nimeros reales ha sido motivado a partir de tres problemas de ca-
rdcter eminentemente practico, la resolucién de ecuaciones f(x) = 0, la minimizacién minye4 f(x)
y el problema de equilibrio f(x) = x, es importante tener en cuenta que, en la préctica, es impo-
sible representar nimeros reales por medio de desarrollos decimales admisibles infinitos,
dado que las computadoras solo pueden almacenar cantidades finitas de digitos. El propdsito de
este apéndice es discutir brevemente como se representan los nimeros reales en las computado-
ras y como éstas operan con ellos (para un tratamiento en profundidad del tema puede verse, por
ejemplo, [Gol91] o [Hig96]).

5.A.1. Numeros de punto flotante y redondeo

Sea ¢ := £rp.rirp... un nimero real arbitrario. Como hemos dicho, la cantidad de digitos
disponible para representar en nimero real & en una computadora estd acotada, por lo que es
necesario tomar en cuenta la cantidad de digitos necesarios para representar la parte entera r(y de
a. En tal sentido, observamos que el nimero entero rp tiene una tnica representacion decimal
de la forma rg = ¢,, 10" + --- 4+ qo10° donde, o bien m = 0y go = 0, o bien ¢; € {0,...,9} para
i=0,...,my qu # 0. Asi, la representacién decimal del niimero real ¢ es de la forma

o =%rg.riry - =£qul0" 4+ +¢110" + go10° + 1 107 + 11072 4 ..
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5. El cuerpo ordenado de los niimeros reales

Si escribimos ¢g_; := r; para cada i > 1, obtenemos la siguiente expresiéon “compacta” para el
desarrollo decimal de o:

o =4Gu10"+ - +q10' +¢o10° + 4 1107 + 4 21072+

Una representacion normalizada de punto flotante del nimero real @ es una representacion del
tipo
o==+10°-8, confB =0.dd>...,d; €{0,...,9} y d; #0.

Por ejemplo, las representaciones normalizadas de punto flotante de los niimeros reales —v/2 y
1/+/1000 = 0,0316227766. .. son

—V2=-10'-0,1414213562... 'y 1/v/1000=10"".0,316227766....

Cada ntimero real no nulo posee una dnica representacion normalizada de punto flotante (el caso
o = 0 se trata de forma especial). En dicha representacion, e se denomina el exponente y 3 se
denomina la mantisa.

En una computadora la cantidad de digitos disponibles para el exponente y la mantisa estan
acotados. Si se disponen de ¢ digitos para la mantisa, entonces los tnicos nimeros que pueden
representarse en forma exacta son los de la forma

oa=210°-0.d\d>...d;, con enin < e < epar, (5.1)

donde e,i, ¥ €max Son el menor y el mayor exponente admitidos en funcién de la cantidad de
digitos disponibles para el exponente. Fijada la cantidad ¢ de digitos disponibles y el rango de
exponentes admitidos, cada nimero real que admite una representacién decimal como en (5.1) se
denomina un nimero de punto flotante, en tanto que el conjunto F := F (¢, emin, €max) de todos
los niimeros de punto flotante se denomina un sistema de niimeros de punto flotante'.

Fijemos la cantidad de digitos ¢, ¥ emin, €max, €5t0 €s, el rango de exponentes que admitimos.
Denotemos por G C R al conjunto de todos los nlimeros reales que se representan con ¢ digitos sin
restricciones sobre el exponente admitido, esto es,

G:={aeR:a=+10°-(0.didy...d;) cone € Zyd; # 0} U{0}.

Tenemos entonces una funcién de redondeo fI : R — G, definida de la siguiente forma?:
- - d  sidp <4
1(+£10°-(0.d1d>...)) :=£10°-(0.d1d> . ..d;), donde d; :=
7i( (Odid...) Odrdy...dr) ' {dz+1 sidii1 > 5.

Por ejemplo, si t = 5, fI(—/2) = —10'-0,14142 y fI(1/4/1000) = 10~'-0,31623.
Los nimeros reales ¢ para los cuales el redondeo fI( o) pertenece a F, que vamos a denominar
los nimeros en el rango de F, son los Unicos que admiten una aproximacion razonable de punto
flotante, a saber, fI(ct). Para tales reales tenemos el siguiente resultado (ver, por ejemplo, [Hig96,

!Generalmente se utilizan representaciones en base 2 en lugar de representaciones en base 10.
2En realidad hay mejores estrategias de redondeo, aunque elijamos ésta por simplicidad.
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5.A. Apéndice. Representacion de punto flotante

Theorem 2.2]).

1 1
<u:=-10"",
=3

flla)—a
o

Lema 5.A.1. Sea a € R\ {0} tal que fl(a) € F. Entonces

El niimero u := %101" se denomina la unidad de redondeo y representa una medida bdsica
del error relativo en célculos que involucran nimeros de punto flotante.

5.A.2. Aritmética de punto flotante

Los sistemas de aritmética en punto flotante en uso en las computadoras trabajan de forma
tal que el resultado de todas las operaciones aritméticas se realizan como si éstas se calcularan
en precision infinita y luego se redondearan al correspondiente nimero de punto flotante. Mas
precisamente, si o, 3 € F son dos nimeros de punto flotante, el modelo estandar de aritmética
de punto flotante supone que el error relativo en la aritmética de punto flotante es del orden
de la unidad de redondeo, es decir,

Fl(o % B) = (0t % B)(1+8), con |8] <u,

donde * es alguna de las operaciones aritméticas {+,—,-,+}. De todas maneras, cabe destacar
que la aritmética de punto flotante posee propiedades diferentes que las operaciones aritméticas
exactas. Por ejemplo, la suma y el producto en la aritmética de punto flotante son conmutativas
pero no asociativas, y tampoco satisfacen la ley distributiva. Asimismo, el fendémeno de cancela-
cién en la resta de dos nimeros de punto flotante “cercanos” puede magnificar significativamente
errores presentes en los mismos.
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6. Resolviendo los problemas modelo:
nociones de completitud

En el capitulo anterior hemos extendido nuestra nocién de “nimero”, admitiendo como tales a
los nimeros reales, esto es, los desarrollos decimales infinitos admisibles. De esta manera, hemos
extendido el dominio sobre el cual nos planteamos las cuestiones de existencia, unicidad y loca-
lizacién de las soluciones de nuestros problemas modelo. El propdsito de este capitulo es discutir
en qué sentido R constituye un “mejor” dominio que (Q sobre el cual considerar tales problemas.

Dado que R, del mismo modo que Q, posee una estructura de cuerpo ordenado, los conceptos de
distancia entre dos niimeros racionales, y de sucesién de Cauchy y convergente de QQ se generalizan
mutatis mutandis a R. Mas precisamente, definimos el valor absoluto |a| de un niimero real o de

a sia>0,
o] ==

la siguiente manera:

—a sia<O.

A su vez, definimos la distancia d(, ) entre dos nimeros reales o, § como el valor absoluto de
su diferencia, es decir, d(o, ) := |ot — B|.

Ejercicio 6.0.2. Demostrar las siguientes propiedades del valor absoluto:
1. |a| >0paracada o € Ry || =0 siy solo si @ =0.
2. la+B| < |a|+|B| para cada o, B € R.
3. |o-B| = |- |B]| para cada o, B € R.
Ejercicio 6.0.3. Demostrar las siguientes propiedades de la distancia:
1. d(a,B)>0yd(a,B) =0siysolo si @ =f para cada o, € R.
2. d(a,B)=d(B, ) para cada o, € R.
3. d(o,B) <d(et,y)+d(y,B) para cada a, B,y € R.

Finalmente, definimos los conceptos de sucesion de Cauchy de R y sucesion convergente de R
de forma andloga a como los hemos definido en Q. Una sucesion (a,),en de R se dice de Cauchy
si para cada € > 0 existe ny € N tal que |a, — an| < € para cada n,m > ngy. Asimismo, diremos que
una sucesion (g, ),en de R converge a a € R si para cada € > 0 existe ng € N tal que |a, — | < €
para cada n > ng. Cabe destacar que todos los resultados “generales” sobre sucesiones de Q re-
sultan también validos para sucesiones de R, con demostraciones completamente andlogas a las
que hemos dado. Entre otros, cabe destacar que la unicidad del limite (Lema 3.1.25), las propie-
dades aritméticas de los limites (Teorema 3.1.27), el hecho de que las sucesiones convergentes
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6. Resolviendo los problemas modelo: nociones de completitud

son acotadas (Lema 3.1.28), la propiedad sandwich (Lema 3.1.35), el principio de conservacién
del nimero (Lema 3.1.40) y el hecho de que sucesiones en las cuales la diferencia entre términos
sucesivos decrece de manera exponencial son de Cauchy (Lema 3.3.8), resultan validos también
para sucesiones de R, por lo que, en lo que sigue, vamos a usar estos resultados.

6.1. Completitud con sucesiones de Cauchy

El resultado clave que nos condujo a la introduccién de los nimeros reales fue la propiedad
de estabilizacion de digitos (Proposicion 4.3.2) o de “convergencia” de las sucesiones de Cauchy
(Teorema 4.3.6): una sucesion de Cauchy de Q define un tinico desarrollo decimal infinito admisi-
ble. Con el lenguaje que hemos introducido en el capitulo previo podemos describir esta propiedad
de forma mucho mas simple: una sucesién de Cauchy de QQ converge en R.

Lema 6.1.1. Sea (ay)qen una sucesion de Cauchy de Q y sea o = tro.riry... € R el desarrollo
decimal infinito admisible que ésta define. Entonces (an)nen converge a o.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que ¢ es un nimero racional de la forma R/10", con
R € Z. Entonces, por definicién, la sucesion (a,),en converge a @ en Q, por lo que también lo
hace en R.

En consecuencia, sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ no es un racional de la
forma R/ION, con R € Z. Sea € > 0. Dado que & = %rp.rir; ... es el desarrollo decimal determi-
nado por (a,)nen, para cada N € N existe M(N) € N tal que el desarrollo decimal de N digitos de
an es Ry :=trg.riry...ry para cadan > M(N). Por lo tanto, si n > M(N), tenemos

1 1 2
lan — o] = |a, — Ry +Ry — a| < |a, — Ry|+|Ry — | < W+W = o

Asi, si elegimos N € N tal que 2/10V < g, tendremos que |a, — @| < € para todo n > M(N). Esto
demuestra que (a,),en converge a o en R. O

De acuerdo con el resultado precedente, la consideracion de los nimeros reales conduce a una
nocién extendida de convergencia segun la cual las sucesiones de Cauchy de Q convergen. Que las
sucesiones de Cauchy converjan es una propiedad fundamental a la hora de construir un “buen”
dominio para resolver ecuaciones (o problemas de minimizacién, o problemas de equilibrio), dado
que procesos tales que como el método de biseccion o el de Newton, que constituyen dos “prototi-
pos” fundamentales de métodos de aproximacion, producen sucesiones de Cauchy. En tal sentido,
si R es un “buen” dominio para resolver ecuaciones, todas las sucesiones de Cauchy de R deberian
converger en R. Postulamos que esto es asi, que R estd “completo” en el sentido de que las suce-
siones de Cauchy de R convergen en R. Sin embargo, no vamos a analizar ahora esta afirmacion;
por el momento, la vamos a admitir como “hipétesis”. Mds adelante, luego de haber considerado
funciones continuas a valores reales y nuestros problemas modelo con tales funciones, vamos a
retomar su discusion.

Hipotesis 1 (Completitud con sucesiones de Cauchy). Toda sucesion de Cauchy de R converge
en R.
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6.2. Completitud con encaje de intervalos

En lo que sigue, vamos a reexaminar los métodos de biseccion y de Newton a fin de determinar
qué propiedades adicionales deberia poseer R a fin de resultar un “buen” dominio para resolver
ecuaciones o problemas de minimizacion o de equilibrio.

6.2. Completitud con encaje de intervalos

Si bien, como hemos demostrado, la sucesién (¢, ),>0 de puntos medios del método de bisec-
cion de la Seccion 2.1 resulta una sucesion de Cauchy, el método de biseccion se describe natu-
ralmente como un proceso de “refinamiento” progresivo de intervalos. La sucesion de intervalos
(L1)n>0 := ([an,bn])n>0 que produce el método de biseccion tiene dos caracteristicas fundamenta-
les, que permiten establecer la correctitud del mismo:

1. cada intervalo I, es cerrado y acotado, y los intervalos estdn “encajados”, es decir, Iy D I} D

2. by—a,=27"

De la segunda condicién concluimos que la longitud de los intervalos I, tiende a 0. Esto a su
vez implica que las sucesiones (a,),>0 ¥ (bn)n>0 son de Cauchy y convergen al mismo nimero
real. Este es el contenido de los siguientes resultados.

Lema 6.2.1. La sucesion (a,)n>0 es de Cauchy.

Demostracion. Observamos que a,x € [an,b,] para todo k > 0, dado que el hecho de que los
intervalos I, estén encajados asegura que I,, O I, ;. Asi vemos que 0 < a,.x —a, < b, —a, =27"
para cada n € N. Dado € > 0, sea np € N tal que 1/ny < €. Entonces, para n > ng, tenemos que
27" <27 < 1/ng < €,y porlotanto 0 < a,y —a, <27 < 1/ny < €. En conclusidn, para cada
n > ng resulta |a, — a,| < €, lo que demuestra que la sucesion (ay),>0 es de Cauchy. O

Ejercicio 6.2.2. Demostrar que la sucesion (by,),>o es de Cauchy.
Lema 6.2.3. Las sucesiones (ay)y>0 Y (bn)n>0 convergen al mismo niimero real .

Demostracion. El Lema 6.2.1 y el Ejercicio 6.2.2 aseguran que (a,)n>0 ¥ (bn)n>0 son sucesiones
de Cauchy de Q, y por ende, convergen en R (Lema 6.1.1). Dado que |b, — a,| < 27" para cada
n > 0, la propiedad sandwich (Lema 3.1.35) implica que (b, — a,)n>0 converge a 0. Asi, las pro-
piedades aritméticas de los limites aseguran que (ay,),>0 Y (bn)n>0 convergen al mismo nimero
real. O

Sea f: R — R la funcién f(x) := x> — 2. Dado que f es continua tenemos que 1im,, o f(a,) =
lim,, . f(by) = f(). Asimismo, por construccion, resulta f(a,) <0y f(b,) > 0 paracadan > 0.
El principio de conservacién del nimero (Lema 3.1.40) asegura entonces que f(a) <0y f(a) >0
simultdneamente, de lo que deducimos que

fla)=0.
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En particular, dado que las sucesiones (a,)nen V (by)nen convergen al mismo nimero real o,
vemos que la sucesién de intervalos (I;),>0 “converge” (dicho esto en un sentido informal) a este
nimero real.

Una forma de captar este niimero real es por medio de la interseccién infinita ", /, de la
sucesién de intervalos (I,),>0, que describe precisamente el conjunto de nimeros reales o que
satisfacen las condiciones a, < & < b, para cadan > 0. Si R es un “buen” dominio para resolver
ecuaciones, dicha interseccién debe consistir de un @nico punto o, que resuelve la ecuacién x2=2.
Nuevamente vamos a postular la validez de esta afirmacidn, que dejamos registrada en la forma de
una nueva hipétesis de completitud.

Hipétesis 2 (Completitud con encaje de intervalos). La interseccion de cada sucesion de inter-
valos cerrados, acotados y “encajados” In DIy D I, D --- de R cuya longitud tiende a 0 es un

niimero real o, es decir, (>0l = {a}.

Ejercicio 6.2.4. En general, no es necesariamente cierto que una sucesion de intervalos encajados
arbitrarios tenga interseccion no vacia. En los siguientes items ilustramos esta afirmacion con
dos situaciones particulares.

1. Exhibir una sucesion de intervalos abiertos y encajados (I,)en cuya longitud tiende a cero

con \penIn = 0.
2. Exhibir una sucesion de intervalos cerrados y encajados (I,)nen con (\,enIn = 0.

Ejercicio 6.2.5 (Encaje de intervalos y sucesiones de Cauchy). Sea ([an,bn])nen una sucesion
de intervalos encajados tal que la sucesion (b, — ay)nen converge a 0. Demostrar que (ay)neN ¥

(bu)nen son sucesiones de Cauchy.

6.2.1. Encaje de intervalos y desarrollos decimales infinitos.

El método de biseccién no es la unica situacion “familiar” que se describe naturalmente por
medio de un encaje de intervalos. Un ejemplo de suma importancia en este sentido es el de los
desarrollos decimales infinitos. En efecto, sea & € Q>¢ y sea ro.rir2... su desarrollo infinito
admisible. De acuerdo con el resultado sobre la existencia y unicidad de los desarrollos decimales
en Q (Corolario 4.2.3), empleando la notacién Ry := rp.r;...ry para cada N > 0, tenemos que
Ry<a<Ry+1/ 10V para cada N > 0, o equivalentemente,

1
o €ly:= |Ry,R
€ly [N7N+10N>

Afirmamos que los intervalos Iy estdn encajados, es decir, que Iy D I} D I, D ---. En efecto,
observamos que

Ry = —R
N = r0+10+ +10N ro+ O+ +10N+ 0N+1 N+1,
Ryiit <o iy 10 L
<7 _
NHT oM+ =07 70 10N 1ov+1 — NN
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de donde concluimos que Iy D Iy, para cada N > 0. En particular, tenemos que o € Iy :=
[Rv, RN + ﬁ} para cada N > 0, estando la sucesioén (Iy)y>o constituida por intervalos cerrados,
acotados y encajados cuya longitud 1/10Y converge a 0.

Mais generalmente, si rg.rirp ... es un nimero real arbitrario, y definimos para cada N > 0 el
1
- 10V
diente sucesion (Iy)y>o satisface las condiciones de la Hipétesis 2 de completitud. En tal sentido,

intervalo Iy en la forma Iy := [Ry,Ry + ], siendo Ry := rg.r| ...7y, vemos que la correspon-
la Hipétesis 2 de completitud afirma que el conjunto (\y~q/y consiste de un solo punto, precisa-
mente ro.rira....

Ejercicio 6.2.6 (El método de decaseccion). Hemos dicho que aplicamos el método de biseccion
a x> =2 a fin de obtener el desarrollo decimal infinito de la solucién de dicha ecuacion. Desde
este punto de vista, podemos pensar en métodos alternativos orientados especificamente a obtener
dichos digitos, en lugar de obtener aproximaciones de la solucion de x> =2 a partir de las cuales
se obtengan los digitos. Una posibilidad es el denominado método de decaseccion.

La idea del método es similar a la del método de biseccion: se trata de un proceso de “refina-
miento” progresivo del intervalo de biisqueda. La diferencia esencial entre ambos métodos es que
en el N—ésimo paso del método de decaseccion, el intervalo elegido posee una caracteristica par-
ticularmente 1til para la bisqueda de digitos decimales: todos los racionales en dicho intervalo
poseen el mismo desarrollo de N digitos.

Mas precisamente, sea f : R — R, f(x) := x> —2, y supongamos que partimos del intervalo
inicial Iy := [ag;bo] := [1;2], para el cual tenemos f(ag) < 0 < f(bo). El siguiente intervalo, I,
se determina del siguiente modo: se subdivide el intervalo Iy en diez intervalos consecutivos de
longitud 1/10, y se elige como I} := [ay1,b1] cualquiera de los 10 intervalos (digamos, por caso,
el que esté “mds a la izquierda”) en el cual se satisfaga la condicion f(a;) <0 < f(by), excepto
que exista algiin extremo ¢ de alguno de los 10 intervalos en el cual valga f(c) = 0. Prosiguiendo

de esta manera, se obtiene una sucesion de intervalos (I,)n>0.

1. Demostrar que los intervalos I, son cerrados y acotados, estdn encajados y su longitud
tiende a 0.

2. Suponiendo vdlida la Hipdtesis 2 de completitud, resulta N,>ol, = {a&t}. Demostrar que
2
o =2.

3. Demostrar que el desarrollo de N digitos de ay, es el de o para cadan > N.

6.3. Completitud con sucesiones monoétonas y acotadas

Retomamos ahora lo que hemos hecho en la Seccion 2.2. Recordamos que por medio de la apli-
cacién del método de Newton hemos obtenido la siguiente sucesién (a,),>0, cuyo comportamiento

queremos analizar:

.1
a =15, =24~ (n>1). 6.1)
2 a,

Una primera observacién es que (a,),>0 es una sucesion decreciente, es decir, los términos a,
satisfacen la desigualdad a,+; > a, para cada n > 0. Esto es una informacién importante sobre
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el comportamiento de (a,),>0. De hecho, como vamos a ver mds adelante, para una sucesién
decreciente existen dos posibilidades: o bien es acotada inferiormente, es decir, existe M € R
tal que M < a,, para cada n > 0, en cuyo caso vamos a demostrar que es de Cauchy, o bien no lo
es, y por lo tanto, no tiene limite (mds precisamente, tiene limite infinito). Conclusiones similares
se obtienen para una sucesion creciente, es decir, una sucesion (a,),cn tal que a, < a,1 para
cada n € N: si (ay,),en resulta acotada superiormente, es decir, si existe M € R tal que a, <M
para cada n € N, entonces la sucesién es de Cauchy, mientras que en caso contrario la sucesién
tiene limite infinito. En consecuencia, vamos a hablar generalmente de sucesiones monétonas,
refiriéndonos indistintamente a sucesiones crecientes o decrecientes, y acotadas, refiriéndonos a

sucesiones acotadas inferiormente y superiormente.

Ejemplo 6.3.1. La sucesion (a,)nen definida por a, :==n/(n+ 1) es creciente. En efecto,

e —a _n+l n (- 1)?—nn+2) 1 50
TR+l (n+2)(n+ 1) (n+2)(n+1)

para cada n € N. Asimismo, se trata de una sucesion acotada, dado que 0 < a, < 1 para cada
n € N. Es fdcil ver que 1im;, oo a, = 1.

Ejemplo 6.3.2. La sucesion (cp)n>0 de puntos medios del método de biseccion aplicado a la
ecuacion x*> = 2 de la Seccién 2.1 no es mondtona, ya que, por ejemplo, co:=1,5> ¢, :=125y
c1:=1,25 < ¢y := 1,375 (ver la Tabla 4.1).

Ejercicio 6.3.3. Para cada una de las sucesiones (ap)nen de Q cuyo término general se da a
continuacion, decidir si es o no mondtona. En el caso de que alguna lo fuera, decidir si es creciente
o decreciente.

1 n—1

] 3 ] n  sinesimpar
om0 a, .= , a,=-n"+2n+1, a, .=

a, =

n—1 sinespar

Ejercicio 6.3.4. Sabiendo que (a,)nen es una sucesion de Q de términos estrictamente positivos
que satisface la relacion a,+1 = % -ap para cada n € N, determinar si (a,)nen es mondtona.
Si la respuesta es afirmativa, decidir si es creciente o decreciente.

Veamos que la sucesion (ay),>0 de (6.1) es decreciente y acotada inferiormente, de modo que,
de acuerdo a lo que dicho anteriormente, resultard una sucesion de Cauchy. Cabe destacar que ya
habfamos mostrado que (a,),>0 es una sucesién de Cauchy por medio de un andlisis especifico en
el Ejercicio 3.3.10.

Lema 6.3.5. La sucesion (a,)n>0 de (6.1) es decreciente y acotada inferiormente.

Demostracion. Analizamos en primer lugar la diferencia a, 4| — a,. Tenemos que

an+ 1 1 a, 2—a
a —ddy = — —_——y = — — — =
el "2 a, "Ta, 2 2ay,

2
n

Si combinamos esta observacién con las desigualdades a, > 0y a2 > 2, vélidas para cada n > 0
(Lema 2.2.3), concluimos que a,1] < a,. Esto demuestra que (a,),>o es decreciente. Por otro
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lado, la desigualdad a, > 0, vélida para cada n > 0, muestra que la sucesion (a,),>0 estd acotada
inferiormente. Esto completa la demostracion. O

En el Ejercicio 3.3.10 mostramos que la sucesién (ay),>0 de (6.1) es de Cauchy. Por lo tanto,
dado que las sucesiones de Cauchy de Q convergen en R (Lema 6.1.1), tenemos que (an)n>0
converge en R, de lo cual, como vemos a continuacién, deducimos que el limite de dicha sucesién
resuelve la ecuacién x* = 2.

Lema 6.3.6. Si o := lim,,_,.ay, entonces f(a) = 0.

Demostracion. Observamos que a, > 1 para cada n > 0, dado que a, > 0y a2 > 2 para cada
n > 0 (Lema 2.2.3). En consecuencia, dado que (a,),>0 converge a o € R (que deberd ser un
real estrictamente positivo de acuerdo al “principio de conservacién del nimero” (Lema 3.1.40)),
concluimos que las sucesiones (a,/2),>0 y (1/an)n>0 convergen a a/2 y 1/o respectivamente.
Por lo tanto, la sucesion (a,41)n>0 = (@n/2+ 1/ay)n>0 converge a a/2+1/c.

Por otro lado, la sucesién (a,+1)a>0 converge a ¢, ya que el cambio de indice no modifica su
comportamiento asintético. Por lo tanto, debe ser oo = /2 + 1/, es decir, o./2 = 1/, 0 1o que
es lo mismo, a2 = 2, como queriamos demostrar. O

Como mencionamos anteriormente, sabemos que la sucesion (a,),>0 es de Cauchy (Ejercicio
3.3.10). Esto no es una consecuencia de una caracteristica particular de la sucesion (a,),>0 que nos
ocupa (si bien la solucién del Ejercicio 3.3.10 utiliza efectivamente las caracteristicas particulares
de la misma), sino un resultado de caracter general que discutimos a continuacion.

6.3.1. Las sucesiones monétonas y acotadas son de Cauchy

El objetivo de esta seccién es demostrar que cada sucesién mondtona y acotada de R es de
Cauchy. Para esto, notamos que demostrar que una sucesion dada es de Cauchy consiste en obtener
intervalos cuya longitud tienda a O en donde se encuentren todos los términos de la sucesién de
un término en adelante. Para mostrar que una sucesién monétona y acotada es de Cauchy vamos
a aplicar nuevamente una técnica de “refinamiento progresivo” de intervalos en el espiritu del
método de biseccidn.

Teorema 6.3.7. Toda sucesion (an)nen de R mondtona y acotada es de Cauchy.

Demostracion. Analizamos solamente el caso de las sucesiones crecientes y acotadas superior-
mente, dado que la afirmacién para el caso restante se demuestra de forma similar. Sea (ay)nen
una sucesion creciente y acotada superiormente y sea By > 0 una cota superior para (a,),en. Dado
que la sucesion es creciente, tenemos que Ag := ap < a, para cada n € N. Asimismo, tenemos que
an < By, y por lo tanto Ay < a, < By, para cadan € N. A fin de demostrar que (a,),en €s una suce-
sién de Cauchy, vamos a construir dos sucesiones (A, ),eN ¥ (Bn)neN que refinan progresivamente
a Ao y By, en el sentido de que la “cola” de la sucesién (a,),cn estd contenida en [Ay, By] para
cada k € N (esto es, existe n € N tal que a, € [Ay, By] para cadan > ny) y (By — Ag)ren converge
a 0. Asi, la sucesion (ay ) e resultard de Cauchy dado que las colas estdn contenidas en intervalos
[Ar, Bx] de longitud cada vez mds chica.
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6. Resolviendo los problemas modelo: nociones de completitud

Para esto, con una estrategia similar a la del método de biseccién, consideramos el punto medio
Co := (Ap+ Bo)/2 del intervalo [Ag, By, y analizamos c6mo refinar [Ag, B, tratando de preservar
la propiedad de que contenga una cola de la sucesién (a,)qen. El siguiente intervalo [A1,B;] se
define como [Ag,Cy] si Cp es una cota superior para (a,),en ¥ [Co,Bo] en caso contrario. De esta
manera, tenemos que A no es una cota superior para (a,),en y Bi si lo es. Dado que A} no es una
cota superior del conjunto de los términos a,, existe n; € N tal que A1 < a,, y en consecuencia,
A1 <a, < By paratodo n > nj.

Prosiguiendo de esta manera, obtenemos una sucesion de intervalos encajados

[A07B()] D [AhBl] DERE

cuyo longitud tiende a cero, en donde el extremo izquierdo Ay no es cota superior de (d,)en, €l
extremo derecho By si lo es, y por lo tanto, para cada k € N existe n; € N tal que Ay < a, < By
paran > ny.

Demostramos ahora que (a, ) en s de Cauchy. Sea € > 0y k € N tal que B, — Ay < €. Entonces
existe n; € N tal que Ay < a,, < By para n > ny. En consecuencia,

an — am| < By — Ay, para cada
n,m > n. ]

6.3.2. Una tercera hipotesis de completitud

Tenemos entonces que cada sucesion mondtona y acotada es de Cauchy. En consecuencia, si,
de acuerdo a la Hipoétesis 1 de completitud, las sucesiones de Cauchy de R convergen en R, lo
mismo podria decirse de las sucesiones mondtonas y acotadas. Vamos a dejar registrada también
esta nueva condicién de completitud.

Hipétesis 3 (Completitud con sucesiones mondtonas y acotadas). Toda sucesion mondtona 'y aco-

tada de R converge en R.
Ejercicio 6.3.8. Sea ([an,b,])nen una sucesion de intervalos encajados de R.

1. Suponiendo vdlida la Hipdtesis 3 de completitud, demostrar que las sucesiones (an)peN ¥
(bn)nen convergen a valores o'y B respectivamente, tales que o0 < 3.

2. Demostrar que Mpenlan, by) = [, B].

Ejercicio 6.3.9. ;Es la sucesion (a,)ncn del Ejercicio 6.3.4 convergente?

6.3.3. El numero e

Frecuentemente en matemadtica se ha apelado a sucesiones monétonas y acotadas para construir
ndmeros irracionales. Un ejemplo cldsico es el del nimero e, que discutimos a continuacion.
Consideremos la sucesion (s, )nen de término general s, :== 1 + % 4+ 4 % De su definicién
concluimos inmediatamente que (s,,),cN €s creciente. Asimismo, esta sucesion estd acotada supe-
riormente por 3: dado que (n+ 1)! > 2" para todo n > 0, resulta
1 1 1 1 1 1

1
S":1+ﬂ+27!+m+ﬂ§1+T+§+m+2”7—1<1+1—7l:3'
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o+ 1/nl.

Tabla 6.1.: La sucesion (s,),>0, sp := 1+ 1/114+
n Sn n Sn
1 | 2.000000000 | 7 | 2.718253969
2 | 2.500000000 | 8 | 2.718278771
3 | 2.666666667 | 9 | 2.718281527
4 | 2708333334 | 10 | 2.718281803
5 | 2.716666667 | 11 | 2.718281828
6 | 2.718055556 | 12 | 2.718281828

Por lo tanto, teniendo en cuenta que cada sucesién mondtona y acotada es de Cauchy (Teorema
6.3.7), deducimos que la sucesion (s, ),cn es de Cauchy, y por ende, converge a un niimero real
(Lema 6.1.1), que denominamos e.

Es interesante notar que los términos s, definidos previamente permiten estimar e con gran
precision. En efecto, si n > m, tenemos que

1 1 1
ma D T2 T

Sm +

Sp =

= sm+

! <1+ ! + ! +- ! )
(m+1)! m+2  (m+2)(m+3) (m+2)---(n—1)n

1 1 1 1
< 1+ B —
= SM+(m+1)!( mrl mr2 " (m—i—l)"""“)
< n 1 1 +1 1
S —_— =3y -,
- (m+1)! 1 -1 " m om!
es decir, tenemos la estimacion
11
Sm<sm+1§5n§5m+*7'~
m m!

Dado que estas desigualdades son vdlidas para cada n > m, del principio de conservacién del
ndmero (Lema 3.1.40) deducimos que
1

1
Sp<e<syt+——

) (6.2)
m m!

En la Tabla 6.1 listamos los primeros 11 términos de la sucesion (s,),>0 redondeados a 9 digitos
decimales. Cabe destacar que el desarrollo decimal de s1; coincide con el del nimero e en sus
primeros 9 digitos decimales.

El numero ¢ es irracional.

Una consecuencia interesante de (6.2) es que permite demostrar que e es irracional. En efecto, si
e fuera un nimero racional, corresponderia a una fraccién p/q, donde p y ¢ son nimeros naturales.
Mais aun, debe ser necesariamente g > 2, dado que e no es un nimero natural ya que tenemos que
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2 < e < 3. Aplicando (6.2) con m = g, obtenemos

<Pyl
§g < = <s;+-——,
Tg = qq

de lo cual, multiplicando por ¢!, concluimos que
1
qlsg<plg—1)! < q!sq—ﬁ—a <qglsg+1.

Dado que g!s; = ¢! +¢q!+¢q!/2!4+---+q!/q! es un nimero natural, vemos que el nimero natural
p (g —1)! estd situado entre dos naturales consecutivos, lo cual no es posible. En consecuencia,
no existe ninguna fraccién que represente al nimero e, o, en otras palabras, ¢ es un niimero real
irracional.

El nimero e a partir de la sucesion ((1+1/n)"),en-

Otra forma en que habitualmente se define el nimero e es a partir de la sucesién ((1+1/n)"),en.
Aplicando la férmula del binomio de Newton (Lema 0.2.4), tenemos

() =1+ ()i () s+ ()

= 14n-
ot

n!
1+1+1<1_1>+...+1<1_1>(]_2>...<]_n1>. (6.3)
2! n n! n n n

De la tltima igualdad concluimos inmediatamente que (1 +1/n)" <s, < 3 para cada n € N. Asi-

N

mismo, vemos que ((1+1/n)"),en es una sucesion creciente, dado que el (n+ 1)—€simo término
(141/(n+1))"*! se obtiene a partir de (14 1/n)" reemplazando cada factor de la forma 1 —k/n
en (6.3) por 1 —k/(n+ 1), que es mayor, y agregando un sumando positivo. Mds precisamente, de
acuerdo con (6.3), tenemos que

1\ 1 1 1 1 2 n
1+—) =14+14+—{1=——)+--- 1— 1— N
( +n—|—l> MY < n+1>+ +(n+1)! < n+1>( n+l> ( n—l—l)

1 1 1 1 2 n—1
414+ —(1-— )+ o =(1= 1— 1=
= Jr2!( n+ )+ +n!( n+1>( n+1> ( n+1>
1 1 1 1 2 —1 1\"
STl+o (1= )4t —(1—=)(1-2)[1-" =(1+=).
2! n n! n n n n

Dado que ((1+1/n)"),en es creciente y acotada superiormente, resulta una sucesién de Cauchy

de Q (Teorema 6.3.7), y por ende, converge en R (Lema 6.1.1).
Lema 6.3.10. Las sucesiones (s;)nen ¥ ((141/0)")nen convergen al mismo niimero real.

Demostracion. De (6.3) hemos concluido que (14 1/n)" < s, para cada n € N. Por otro lado,
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afirmamos que

l n
Sy — <1+) < i (6.4)
n 2n

para cada n € N. La comprobacién de (6.4) en los casos n = 1,2 se obtiene directamente compa-
rando los valores de s, y (1+1/n)", que listamos en las Tablas 6.1 y 6.2 respectivamente. Para los
restantes valores de n, razonamos de la siguiente manera.

De acuerdo con (6.3), tenemos que

snf(1+%>n: ;(1(1i)>++nl' <l(1rlz)(li)(ln;1))

Afirmamos que, si 2 < k < n, entonces

1_<1_%>...(1_k*1)<k<k*1). (6.6)

n -  2n

En efecto, argumentando de forma inductiva, si k = 2, entonces tenemos que

1f(1f1)zlzw,

n n 2n

lo que prueba (6.6) en tal caso. Suponiendo ahora que se satisface (6.6) para cierto valor de k con
2 <k <n—1, analizamos si (6.6) es cierta para k+ 1. Para esto, vemos que

O O B (RS e
(-5 (- 55)

(1_§>k(k—1)+k

n

2n n’
donde la dltima desigualdad es consecuencia de la validez de (6.6) para k. Dado que

(I_S)k(k—1)+k<k(k—1)+§:§(1<—71+1):k(k2:1)’

2n n 2n n 2

vemos que se satisface (6.6) para k+ 1, lo que prueba su validez en general.

Combinando (6.5) y (6.6) deducimos que

e & Lk(k—=1) 1 & 1 1221 3
S,—(l-f—f) SE — :72 _ — < X
' n) ~/=k 2n 2n= (k=2)! 2n/=k! " 2n

Esto muestra que (6.4) es vdlida para cada n € N. En consecuencia, tenemos que
1\n
0<s,—(1+-)"<
n

3
2n
para cada n € N, de donde deducimos inmediatamente que (sn —(1+1/ n)”)n oy converge a 0. Las
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Tabla 6.2.: La sucesién ((1+41/n)"),en.

(I+1/n)" n| (1+1/n)"
2.00000000000 | 7 | 2.54649969704
2.25000000000 | 8 | 2.56578451395
2.37037037037 | 9 | 2.58117479171

2.44140625000 | 10 | 2.59374246010
2.48832000000 | 11 | 2.60419901190
252162637174 | 12 | 2.61303529022

AN AW =S

propiedades aritméticas de los limites (Teorema 3.1.27) muestran que (s, )nen ¥ ((1+ 1/7)")nen
convergen al mismo nimero real. O

En la Tabla 6.2 listamos los primeros 12 términos de la sucesién ((1 + 1/n)"),cn redondeados
a 9 digitos decimales. Es interesante observar que la convergencia de esta sucesion al nimero e es
mucho mds lenta que la de la sucesién (s;,),>0 de la seccién precedente (comparar con la Tabla
6.1).

Ejercicio 6.3.11. Sea (b,),cn la sucesién definida por b, := (14 1/n)"+1,

1. Demostrar que (by)nen es mondtona decreciente. (Sugerencia: observar que b,, > b,4+1 si
y solo si ((n+1)?/n(n+ 2))"Jrl > (n+2)/(n+1) y analizar los primeros términos del
desarrollo del binomio de Newton de ((n+1)?/n(n+ 2))"“.)

2. Demostrar que (by)nen estd acotada inferiormente.

3. Demostrar que (by)nen define el mismo desarrollo decimal que ((1+1/n)"),en-

6.4. La completitud de R

Un cuerpo ordenado en el cual se satisface alguna de las tres hipétesis de completitud se de-
nomina un cuerpo ordenado completo. De acuerdo a nuestra discusion previa, las sucesiones de
Cauchy de Q convergen en R, y por lo tanto, la interseccion de cualquier sucesion de intervalos
cerrados y encajados con extremos racionales cuya longitud tiende a O consiste de un punto real,
y toda sucesién monétona y acotada de Q converge en R. Como vamos a ver mas adelante, cuando
retomemos el estudio de la estructura de cuerpo ordenado de R (Seccién 9.1), esto implica que
toda sucesion de Cauchy de nimeros reales converge en R, es decir, se satisface la Hip6tesis 1 de
completitud. En consecuencia, argumentando como en la seccién sobre encaje de intervalos (Sec-
cioén 6.2) y la seccién sobre sucesiones mondtonas y acotadas (Seccién 6.3), vamos a concluir que
también se satisfacen las Hipdtesis 2 y 3 de completitud en R. En resumen, tenemos la siguiente
definicion preliminar, que vamos a reconsiderar en el Capitulo 9.

Definicion 6.4.1 (Definicién preliminar del cuerpo ordenado de los nimeros reales). El conjunto de

los desarrollos decimales infinitos admisibles, con las operaciones aritméticas y el orden de las
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Definiciones 5.2.2 y 5.3.4, es lo que denominamos el cuerpo ordenado completo de los niimeros
reales.

6.4.1. El nimero w

Otro ndmero “famoso” en la matematica es el nimero 7, que podemos definir como la mitad
de la longitud de la circunferencia de radio 1 o el area del circulo de radio 1 (admitiendo sin
discusién que dicha longitud y dicha 4drea puedan medirse). Cabe destacar que la denominacién 7
proviene, de hecho, de la primera letra griega en la palabra “perimetro”.

Si bien se conocian aproximaciones a 7 desde los tiempos de los egipcios y babilonios, el primer
tratamiento sistemadtico de 7 se debe a Arquimedes, e involucra implicitamente la completitud de
los nimeros reales. La idea de Arquimedes se basaba en aproximar la longitud de la circunferencia
de didmetro 1 por el perimetro de poligonos regulares inscriptos y circunscriptos a dicha circun-
ferencia con una cantidad creciente de lados. Aqui discutimos una variante simple del método de
Arquimedes.

El nimero 7 por medio de longitudes

La idea es aproximar a 27, la longitud de la circunferencia de radio 1, a partir del perimetro
de poligonos regulares inscriptos en la circunferencia de radio 1 con 2" lados. Mds precisamente,
denotemos por ¢, y m, = 2"¢, ala longitud del lado y al perimetro del poligono regular &2, de 2"
lados inscripto en la circunferencia de radio 1 para cada n € N, que suponemos bien definidos.

Figura 6.1.: El poligono 75 y el cuadrado circunscripto a la circunferencia.

Un argumento geométrico (que puede verse, por ejemplo, en [CRS96, pagina 124]) muestra que
b:=V2y
by =l (4= )

para cada n € N. Deducimos inmediatamente que 7, := 42y

4 4
m _ m
mE=m - 22’1:4, o equivalentemente, 772, | = 7, + ~t1 (6.7)

n 22n+4

para cada n € N. Como vamos a ver, (6.7) define una sucesién de nimeros reales positivos conver-
gente cuyo limite es lo que definimos como 27, es decir, definimos 7 como el limite de la sucesién

(”n/z)neN
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Tabla 6.3.: La sucesion (7, /2),>0.

) /2
2.828427124 3.140331213
3.061467457 3.141277519

3.121445153
3.136548483

3.141514825
3.141569585

n AW NS
O 0 3 NS

Para esto, observamos que 71:,,2+1 — 71:,,2 = 71:,? "/ 227+4 para cada n € N, de donde concluimos que,
dado que 7, es positivo para cada n € N, la sucesion (7, ),cn es creciente.

Por otro lado, se trata de una sucesion acotada, dado que 7, < 8 para cada n € N. En efecto, el
poligono regular de 2" lados inscripto en la circunferencia de radio 1 es convexo, y por lo tanto su
perimetro es menor o igual que el del cuadrado circunscripto a dicha circunferencia (ver la Figura
6.1). Dado que el perimetro de este cuadrado es 8, concluimos que 7, < 8 para cadan € N.

En conclusion, la sucesién (7, ),en resulta creciente y acotada, por lo que existe su limite, que
definimos como 27.

Lema 6.4.2. La sucesion (7, ),en definida de acuerdo a (6.7) converge en R a un niimero positivo
que denominamos 2.

Ejercicio 6.4.3. Sea r > 0 un niimero real y @,S’) el poligono regular de 2" lados inscripto en la

circunferencia de radio r para cada n € N. Si denominamos por Ei,r) y n,(,r) a la longitud del lado

(r) (1)

y el perimetro de 9,(1” respectivamente, demostrar que zﬁ,’) = rf,gw Yy, =rm, . Concluir que la

longitud de la circunferencia de radio r es 27r.

En la Tabla 6.3 listamos el desarrollo decimal de los primeros 10 términos de la sucesién
(7,/2)n>> redondeados a 9 digitos decimales. Observamos que el término 7, /2 coincide en sus
primeros 4 decimales con el desarrollo decimal de & = 3,14159265...

El nimero 7 por medio de superficies

Otra posibilidad es interpretar a 7 como el drea del circulo de radio 1, aproximandolo por
medio del drea del poligono regular &2, inscripto en la circunferencia de radio 1 con 2" lados (que
suponemos que estd bien definida para cada n € N).

Si o, es el drea del poligono regular &7, mediante argumentos elementales de geometria obte-
nemos la siguiente relacion (cuya deduccién puede verse, por ejemplo, en [CJ99, pagina 103]):

_ 2 _
=2, (1-2"2a2 )" =1-2"2a? (n>2). (6.8)
De la propia definicién de ¢, se deducen cotas superiores e inferiores de o, para cada n € N.
En efecto, cada poligono &7, se encuentra inscripto en la circunferencia de radio 1, y por lo tanto,
contenido en el cuadrado circunscripto a la circunferencia de radio 1 (ver la Figura 6.1). De esto
deducimos que el drea a;, de &2, es menor o igual que la de dicho cuadrado, esto es, 4. A su vez,
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por la definicién de drea vemos que o, > 0, de lo que concluimos que
0<o,<4 (6.9)

para cada n € N. En particular, tenemos que la sucesién (¢, ),cn resulta acotada.

Por otro lado, es facil ver que la sucesion (o, ),cn es creciente, ya que &, C &, para cada
n € N. De la Hip6tesis 3 completitud de R deducimos el siguiente resultado.

Lema 6.4.4. La sucesion (;)qen de R~ definida por (6.8) converge a un niimero real positivo,
que denominamos @.

(r)

Ejercicio 6.4.5. Sea r > 0 un niimero real y &2’ el poligono regular de 2" lados inscripto en la
(r) (r) _ 2,)

circunferencia de radio r para cadan € N. Si o, * es el drea de ;@,ﬁ’), demostrar que 0, ' =r" o, .
Concluir que el drea del circulo de radio r es ¢r>.

La comparacion entre ambas definiciones

Por tltimo, comparamos el limite de esta sucesién (0, ),en con el de la sucesion (7,/2),en
de la seccion anterior. Observamos que 7, es el perimetro del poligono regular &2, de 2" lados
inscripto en la circunferencia de radio 1, en tanto de o, es el drea de &,. A fin de relacionar
ambas cantidades, apelamos nuevamente a la geometria elemental: si a,, es la apotema de &7, es
decir, la distancia entre el centro de &7, y cualquiera de sus lados (ver la Figura 6.2), se satisface

la siguiente identidad:
_ Tpan

o, = 2
En particular, tenemos que a, = 20, /7, para cada n € N, de donde, por las propiedades aritméticas
de los limites, concluimos que la sucesién (a,),en converge a ¢ /7.

.53

Figura 6.2.: El poligono &3 y su apotema a3.

Por otro lado, si 8, es el dngulo que definen la altura (con respecto al lado de £2,) de cada uno
de los 2" tridngulos de &7, con cualquiera de los correspondientes segmentos que coinciden en el
centro, es fécil ver que

ay, =cos(B,) y an+1 = cos(PBuy1) = cos(fB,/2) paracadan € N.
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6. Resolviendo los problemas modelo: nociones de completitud

Aplicando argumentos trigonométricos, tenemos que
an = cos(By) = cos*(B,/2) —sen?(By/2) = 2cos?(B,/2) — 1 =2a2,, — 1.

SeaL:= ¢ /m =1im,_, a,. Porlas propiedades aritméticas de los limites y la identidad precedente,
tenemos que

L=2I%—1.

Esta ecuacién tiene dos soluciones: L= 1y L = —1/2. Ahora bien, teniendo en cuenta que (a, ) eN
es una sucesion de reales positivos, concluimos que L = ¢ /7 = 1. En consecuencia, ambas defi-
niciones de 7 coinciden, de donde concluimos que podemos definir el niimero 7, en un sentido
limite, tanto como el perimetro de la circunferencia de diametro 1 como el area del circulo de
radio 1.

Teorema 6.4.6 (Definicién de ). Las sucesiones (7, /2)nen Y (O )nen de (6.7) y (6.8) convergen
al mismo niimero real positivo, que denominamos 7.

Ejercicio 6.4.7. Calcular aproximadamente los primeros términos de (0Oly)nen.
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7. Ecuaciones polinomiales

Tenemos un dominio en el cual resolver nuestros problemas modelo, el cuerpo ordenado com-
pleto de los nimeros reales, aunque solo hayamos expresado la completitud en la forma de “hipéte-
sis”. Dado que la ecuacién x> = 2 (o el problema de minimizacién min,>q (x> — 6x), o el problema
de equilibrio x/2 + 1/x = x) que hemos discutido hasta el momento es sumamente sencilla, cabe
preguntarse si las herramientas que hemos desarrollado nos permiten estudiar clases de problemas
mads generales. En este capitulo vamos a considerar una clase de ecuaciones mucho mas amplia:
las ecuaciones polinomiales reales. Vamos a comenzar con una “subclase” particular, la de las
ecuaciones del tipo x* = a con a > 0, que nos va a conducir a la demostracién de la existencia de
las raices enésimas reales de los reales positivos y a establecer sus propiedades mds importantes.
Posteriormente vamos a considerar ecuaciones polinomiales reales generales, comenzando por es-
tablecer resultados de existencia y “regiones” de buisqueda de soluciones. Finalmente, vamos a
discutir cémo aplicar los dos métodos que hemos considerado hasta el momento, el de biseccién
y el de Newton, a ecuaciones polinomiales.

7.1. Raices enésimas

Una clase particular de ecuaciones, aunque sumamente importante, es la de las ecuaciones de la
forma
X'—a=0, (7.1)

donde n es un nimero natural mayor que 1 y a es un nimero real positivo. El objetivo de esta
seccion es analizar la solubilidad (existencia y unicidad) de tal ecuacién, y a la vez, desarrollar
herramientas efectivas para su solucion.

Con un argumento similar al empleado para el caso n = 2 en la Seccién 2.1 podemos dedu-
cir que (7.1) tiene a lo sumo una solucién real positiva, como pedimos probar en el ejercicio a
continuacion.

Ejercicio 7.1.1. Demostrar que (7.1) tiene a lo sumo una solucion real positiva.

Por otro lado, la cuestién de la existencia de soluciones es un problema mds delicado, cuya
respuesta es afirmativa gracias a la completitud de R. De hecho, es posible demostrar que pueden
obtenerse aproximaciones arbitrariamente precisas de (7.1) mediante el método de biseccidn, y
por ende, una solucién real positiva de (7.1), como discutimos a continuacion.

Consideremos la funcién f: R — R, f(x) := x" — a. Es facil ver f(0) <0< f(a+1) (jcom-
probarlo!). Llamamos ay := 0, by :=a+ 1 e Iy := [ag,bo]. Si co := (ap + by)/2, definimos el
intervalo I; como I, := [ag,co] si f(co) > 0, y como I} := [co,bo] si f(co) < 0, es decir, como la
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mitad izquierda o derecha Iy donde f cambia de signo. Por ultimo, si f(cg) = cf; —a = 0, hemos
conseguido la raiz enésima de a que buscdbamos, por lo que detenemos el proceso.

Suponiendo que f(co) # 0, denominamos a; y b; a los extremos izquierdo y derecho de I
respectivamente, es decir, I} := [aj,b;], definimos ¢y := (a; +b1)/2 y determinamos la mitad iz-
quierda o derecha I, de I enla cual f cambia de signo (siempre que f(c;) # 0). Asi sucesivamente,
suponiendo que en ninglin momento del proceso obtenemos la raiz enésima positiva de a como el
punto medio de alguno de los intervalos determinados, obtenemos una sucesién (I )r>o de inter-
valos cerrados, acotados y encajados (I D I para cada k > 0) con las siguientes propiedades: si
Iy := [ay, by, entonces

w f(ay) <0< f(by) paracadak >0,
» by —ay = (bg —ag) /2" para cada k > 0.

La estrategia que determina la sucesién de intervalos (I;)x>0, comenzando con el intervalo I :=
[ao,bo] definido previamente, se denomina el método de biseccion. El objetivo del ejercicio a
continuacién es discutir las propiedades que satisface esta sucesion de intervalos.

Ejercicio 7.1.2 (La solucién de (7.1) por el método de biseccién). Sean (ai)k>0 ¥y (bi)i>o0 las
sucesiones que define el método de biseccion precedente.

1. Demostrar que (ag)i>0 ¥ (bx)x>0 son de Cauchy, y por lo tanto, convergen en R.
2. Sea oo := lim ay y B := lim by. Demostrar que o« = 3 > 0.
k—yo0 k—ro0

3. Sicp = (ax+bi)/2 es el punto medio del intervalo Iy, para cada k > 0, demostrar que la
sucesion (cy) >0 converge a Q.

4. Sea f:R — R la funcién definida por f(x) := x" —a. Demostrar que la sucesion (f(cy))i>0
converge a 0 = " — a. Concluir que o es la solucion de (7.1).

Como consecuencia de los dos ejercicios precedentes, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.1.3 (Existencia y unicidad de la raiz enésima). Para cada niimero real a > 0 y cada
n € N, existe una vinica solucion positiva de la ecuacion X" = a, que denominamos la raiz n-ésima
de a y representamos por el simbolo /a.

Las raices enésimas con el método de Newton

Como hemos visto en la Seccién 2.2 a propésito de la solucién de la ecuacién x> = 2, el método
de Newton puede proveer una herramienta mucho mas eficiente que el método de biseccion. El
objetivo de esta seccién es analizar la aplicabilidad del método de Newton a fin de resolver la
ecuacién x" —a = 0.

Sea n > 2y a > 0. Argumentamos como en la Seccién 2.2. Supongamos que tenemos una
“buena” aproximacién ap > 0 de la solucién positiva & de la ecuacion x* —a = 0 (que sabemos
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7.1. Raices enésimas

que existe por el Teorema 7.1.3). Asi, es de esperar que eg := @ — ag sea “mucho menor” que ay.
En consecuencia, aplicando la férmula del binomio de Newton (Lema 0.2.4), tenemos que

_ n
a=0o"=(ag+ep)" = ay+nag 130+<2>a8 2€%+ "+ €.

Si “despreciamos” los términos de orden al menos cuadrético en ey, los cuales deberian ser “mucho
menores” en valor absoluto que ag y eg, entonces tenemos la aproximacién

n n—1 : a— 08
a=ay+nay ey, o equivalentemente, ey ~ P
nay,
Asi, concluimos que a; := ag + (a —ag)/ nag_1 deberia ser una “mejor aproximacion” de o que

ap. Prosiguiendo el argumento de esta manera, obtenemos la siguiente sucesion (ax)x>0, que se
denomina la sucesion del método de Newton, comenzando en ag > 0:

n
a—a;
T°

Q41 = ag + (7.2)

nay;
Ejercicio 7.1.4 (La solucién de (7.1) por el método de Newton). Sean >2ya > 0.

= Suponiendo que ag > 0y ag > a, demostrar que 0 < a; < ap y a| > a. (Sugerencia: aplicar
la desigualdad de Bernoulli (1 +x)" > 1+ nx, siendo x > —1.)

» Concluir que, si ag > 0y a > a, la sucesion la sucesion (ay)x>o de (7.2) estd bien definida

y converge a la solucion positiva de X" —a = 0.

Ejercicio 7.1.5 (Errores en la solucién de (7.1) por el método de Newton). Sea o := {/a, (ax)i>0
la sucesion definida por (7.2) y ey := o — ay para cada k > 0.

al —a

= Demostrar que ey = e+ para cada k > 0.

n—1
k

= Demostrar que e = —(na})™! (( ) i 1—1—( Jay~ Zep+- +( )akeZ_Q) (Sugerencia:

observar que a = (ay +¢;)" y aplicar la férmula del binomio de Newton (Lema 0.2.4).)

= Demostrar que si ag >0y ai > a, entonces existe M := M(ao,n) > 0 tal que |ex1| < M|ex|?
para cada k € N.

7.1.1. La exponencial racional

Como es bien sabido, dado un nimero real estrictamente positivo a, la raiz n—€sima de a también
se expresa en la forma a'/", notacién que refiere a las identidades

an+m — an .am, an~m — (an)m7 (7.3)

vdlidas para cada par de exponentes enteros n y m. En efecto, subyace a la propia notacién la

1

. . 1, . .
idea de que (al/ " = a, “debido” a que a» " = a' = a. Sin embargo, es necesario tener en cuenta

que, en principio, la notacién al/n para la raiz n—ésima de a es puramente formal, y el verdadero
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motivo por el cual se satisface la identidad (al/ """ = a es que, por definicién, a'/" es la tnica
raiz real positiva del polinomio x" — a, de donde se sigue que (al/ ™" —a = 0. El propésito de
esta seccion es observar que, a partir de la definicién de raiz enésima que hemos dado, podemos
obtener una nocién de potencia con exponente racional que satisface las identidades (7.3), y que
la operacion resultante es de hecho una funcién continua sobre R para cada r € Q.

1/n 3 fracciones (de ntimeros enteros)

Fijemos a > 0. Comenzamos extendiendo la notacién a

z Lo m m/n  Q;
generales, representando, nuevamente de manera formal, la raiz n—ésima de a” por a”™/". Sin
embargo, esta “notacién” podria no ser consistente, dado que cada nimero racional r se representa
mediante infinitas fracciones m/n. Dado que buscamos una definicién de a” que dependa solo del
exponente racional r y no de la fraccién m/n que lo representa, es necesario probar que nuestra
notacién previa no depende de la fraccién en consideracion. Este es el contenido del siguiente

resultado.
Lema 7.1.6. Seanm,p € Z y n,q € N tales que m/n = p/q. Entonces \/a™ = ¥/ aP.

Demostracion. Por el momento, las “Unicas” propiedades matemdticas que conocemos de las rai-
ces enésimas es lo que hemos demostrado en el Teorema 7.1.3: su existencia y unicidad. Mediante
la existencia de las raices enésimas hemos “definido” los simbolos a”/" y a”/4. Nuestra intencién
es ahora utilizar la unicidad de las mismas a fin de demostrar que v/a™ = /aP si m/n = p/q. Para
esto, basta ver que tanto /a” como /aP resultan de hecho la raiz (nq)—ésima de @™ = a"’ (esta
tltima igualdad es consecuencia de la identidad mq = np).

Veamos que +/a™ es la raiz (nq)—ésima de a™. En efecto, por la definicién de \/a™ tenemos
que (V/a™)" = a™, de donde concluimos que, debido a (7.3), resulta

(Vamyt = ((Vam)")! = (@) = a™.

En consecuencia, de la unicidad de las raices enésimas deducimos que v/a™ = V/a™4. De modo

similar, vemos que /a? = a'? = /a4, y por lo tanto, que v/a" = /aP, como queriamos
demostrar. d

Tenemos entonces que nuestra notacién a”/" para {/a™ resulta consistente con la equivalencia
entre fracciones, lo que nos permite establecer la siguiente definicidn.

Definicién 7.1.7 (Potencia de exponente racional). Dado un niimero racional r y una fraccion
m/n que lo representa, definimos a” por a” := /a™.
Propiedades de la exponencial racional

Hemos dicho que la notacién a'/” para V/a hacfa implicitamente referencia a las identidades
(7.3). En tal sentido, cabe preguntarse si nuestra definicién de potencias exponente racional (De-
finicién 7.1.7) satisface las correspondientes identidades para nimeros racionales. La respuesta a
esta pregunta es el contenido del siguiente enunciado.

Lema 7.1.8. Sean r,s dos niimeros racionales. Son vdlidas las identidades

ar+s — ar_as7 a’s = (ar)s. (74)
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7.1. Raices enésimas

Demostracion. Demostramos la identidad a"+* = a” - @*, en tanto que la identidad a"* = (a")* que-
da como ejercicio. Sean m,p € Z 'y n,q € N tales que r = m/n'y s = p/q. Tenemos que demostrar

+s

que a™ =da"-a*, es decir, que a” - @° es laraiz (ng)—€ésima de a™41"P. Para esto, por (7.3) tenemos

que
(@) = (@) (@) = (@) (@) = @) (@) = ™.

Esta igualdad, junto con la unicidad de la raiz enésima (Teorema 7.1.3), asegura que a’ - a® =
N amatnp = gma+np)/ng — gr+s y concluye la demostracion. O

Ejercicio 7.1.9. Con las hipétesis del Lema 7.1.8, demostrar que a”* = (a")®.

Ejercicio 7.1.10. Sean a,b > 0y r € Q. Demostrar las siguientes igualdades:
w (ab) =d"-D".

= (a/b) =d" /.
Otra propiedad fundamental de la exponencial ¢" para ndmeros enteros es la que afirma que a"

es creciente en n para a > 1 y decreciente para a < 1. Nuestro siguiente resultado asegura que lo
mismo ocurre con exponentes racionales.

Lema 7.1.11 (Monotonia de la exponencial racional). Sean r < s niimeros racionales. Entonces
a<ad sia>1 y d>d si0<a<l. (7.5)

Demostracion. Supongamos el resultado cierto para a > 1. Entonces, la conclusién para 0 < a < 1
se deduce inmediatamente del caso anterior, aplicando dicha conclusién a 1/a. Por lo tanto, solo
vamos a considerar el caso a > 1.

Demostrar que a” < a* es equivalente a demostrar que a*~" > 1, es decir, a demostrar que a” > 1
para cada racional 4 > 0. Comenzamos observando que a'/m > 1 para cada n > 1. En efecto, si
f R =R, f(x) := x" —a, entonces f(1) =1—a < 0 en tanto que f(a) =a" —a > 0, lo que
implica que la tnica raiz positiva {/a de f satisface la condicién 1 < {/a. De esto se deduce
inmediatamente que a”/" = ({/a)™ > 1 para cada m,n € N, es decir, que a”" > 1 para cada racional
positivo &. Esto concluye la demostracion. O

Ejercicio 7.1.12. Sean a y b niimeros reales tales que 0 < a < b. Demostrar que a” < b" para
cada racional positivo r.

Ejercicio 7.1.13. Sea (ap)nen una sucesion de Q tal que lim a, = +oo. El objetivo del presente
n—oo

ejercicio es demostrar que 1im (1+a,)™ =e.
n—soo

1. Si a, >0, demostrar que (1+ |a,])%) < (14 a,)™ < (1+ [a,])!*], donde |a,] es la
parte entera de a, (es decir, el mayor entero que es menor o igual que a,) y [a,] es el
menor entero que es mayor o igual que ay,.

2. Demostrar que lim (14 |a,|)!) = ey lim (1 + [a,])/*] =e.
n—yoo n—oo

3. Concluir que lim (1+4a,)™ =e.
n—yoo
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Continuidad de la potencia y la exponenciacion racional

Para completar nuestra discusion sobre la exponencial racional, observamos que tanto la poten-
cia como la exponenciacion racionales resultan continuas, como vamos a demostrar. Comenzamos
con el siguiente ejercicio, que nos va a permitir establecer la continuidad de la potencia racional.

Ejercicio 7.1.14. Sean a,b niimeros reales positivos y sea n € N.

1. Demostrar la identidad b—a = (/b — {/a) Yr= )} b'/"a' =+ D/n, (Sugerencia: reemplazar
y=Vbyx={/aenlaidentidad y" —x" = (y —x) L/ y'x" 17"

2. Demostrar que si (am)meN es una sucesion de R-o que converge a o > 0, entonces la

|
sucesion (am/")meN converge a o'/

3. Concluir que si (am)meN es una sucesion de R-q que converge a a > 0y r es un niimero
racional, entonces la sucesion (a,)men converge a o'

Del Ejercicio 7.1.14 deducimos inmediatamente el siguiente enunciado:

Lema 7.1.15 (Continuidad de la potencia racional). Sea r un niimero racional y f : Ryo — R la
funcion definida por f(x) := x". Entonces f es una funcién continua.

También se satisface un principio de continuidad en el “exponente” (racional), que es clave a
fin de extender la exponenciacién a exponentes reales arbitrarios. Comenzamos con un caso bien
particular de este fenémeno.

Lema 7.1.16. Sea a > 0. Entonces la sucesion (al/”)neN converge a 1.

Demostracion. En primer lugar podemos suponer sin pérdida de generalidad que a > 1, dado que
si 0 < a < 1, entonces 1/a > 1, y por lo tanto, del hecho de que ((1/a)'/"),en converge a 1 se
deduce inmediatamente que (al/ ") en converge a 1.

Dado que a > 1, existe A > 0 tal que a = 1 + A. Por la desigualdad de Bernoulli (Lema 0.2.2)
tenemos que (1+A/n)" > 14+ A =a, en tanto que 1” = 1 < a. En consecuencia, resulta 1 < {/a <
1+ A/n para cada n € N, de donde, por la propiedad sandwich (Lema 3.1.35), concluimos que
(a'/") e converge a 1. O

El siguiente paso es extender este resultado a sucesiones que convergen a 0.

Ejercicio 7.1.17. Sea a > 0y (rp)nen una sucesion de Q que converge a 0. Demostrar que
(a™)nen converge a 1. (Sugerencia: dado € >0y ng € Ntal que |a'/"0 —1| < ey |a~ V"0 —1| <€,
elegir mp € N tal que |r,,| < 1/ng para cada m > my.)

Por dltimo, podemos extender la conclusion del ejercicio precedente al caso de sucesiones arbi-
trarias.

Lema 7.1.18 (Continuidad de la exponenciacion racional). Sea a >0y f:Q — R la funcion
definida por f(x) := a*. Entonces f es una funcion continua.
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Demostracion. Sear € Qy (ry)nen una sucesion de Q que converge a r. Queremos demostrar que
(a"™)uen converge a a’.

Analizamos la diferencia |a™ — a”|. Por (7.4), tenemos que |a’™ —a”| =a"|a™ " — 1|, lo cual
reduce el problema al caso del Ejercicio 7.1.17, dado que la sucesién (r, — r),en converge a 0.
Asi, dado € > 0, el Ejercicio 7.1.17 asegura que existe ny € N tal que |a”™™" — 1| < € si n > no.
En consecuencia, |a™ —a"| = a”" € para cada n > ng, lo que demuestra que (a™),cn converge a

a’. O

7.1.2. El criterio de la raiz enésima

En el Ejercicio 3.1.15 hemos discutido un criterio importante para establecer la convergencia
a 0 de ciertas sucesiones, el criterio del cociente o de D’ Alembert. Otro criterio importante es el
denominado criterio de la raiz enésima o de Cauchy, que discutimos brevemente en esta seccion.

Lema 7.1.19 (Criterio de la raiz enésima). Sea (an)nen una sucesion de reales que satisface la
siguiente condicion: existen 0 < ¢ < 1y ny € N tales que {/|a,| < ¢ para cada n > ny. Entonces

(an)nen converge a 0.

Demostracion. Procediendo de modo similar que con el criterio del cociente, vamos a comparar
la sucesion (|ay|)nen con la exponencial (£"),cn. Dado que {/]a,| < ¢ para cada n > n, tenemos
que 0 < |a,| < £" para cada n > ng. En consecuencia, por la propiedad sandwich (Lema 3.1.35)
concluimos que (a,),ecn converge a 0. O

Ejercicio 7.1.20. Sea (a)nen una sucesion de R.

1. Siexisten { > 1y ny € Ntales que {/|ay| > £ para cada n > ny, demostrar que (a,),cn tiene
limite infinito.

2. ¢Se puede decir algo del limite de (an),eN Si 11'_r>n lan| =12
n—oo

Los criterios del cociente y de la raiz enésima resultan similares dado que ambos comparten una
caracteristica fundamental: se trata de criterios que se obtienen por comparacion con sucesiones
geométricas. En efecto, el criterio del cociente es aplicable si la sucesion en consideracion tiene
un crecimiento acotado por el de una sucesién geométrica (£"),cn con 0 < ¢ < 1, siendo este
crecimiento medido por medio del cociente |a,+1|/|a,|. Andlogamente, en el criterio de la raiz
enésima el crecimiento de la sucesion se mide por medio de la raiz enésima {‘/W . En tal sentido,
cabe preguntarse como se comparan ambos criterios. En el siguiente resultado concluimos que
el criterio de la raiz enésima es mas ‘“potente” que el del cociente, en el sentido de que es
aplicable a mds situaciones que el del cociente.

Lema 7.1.21 (“D’Alembert implica Cauchy”). Sea (an),en es una sucesion de R tal que
limy—se0 |a@n+1|/|an| = L. Entonces liT an| =Lparal>00=oo,
n—r—+00

Demostracion. Analizamos en primer lugar el caso £ > 0.
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Dado 0 < € < ¢/2, existe ng € N tal que —€ < |a,1|/|a,| — ¢ < € para cada n > ng. En conse-
cuencia, 0 < £ — € <|ay+1|/|an| <+ € para cadan > ng y por lo tanto,

|| |@ng+1] _ ||
|an—1] |tn | |an, |

(L—g)""0 < < (L4g)"" (7.6)

para cada n > ng. Tomando raices n—€simas en la expresion anterior, concluimos que
(lang (0= £)70) " (=€) < [an]"/" < (lan (¢ +8)7) " (¢ +e). .7

Dado que la sucesién ((|a,,0 [(¢+ g)*'lo)l/n)n€
si n > my, entonces valen las condiciones

y converge a 1 (Lema 7.1.16), existe mg € N tal que,

. (0-2€) < (Jan|(C—€))/n(t —e),
= (lan (€)™ /(0 +€) < (£426).

Combinando estas estimaciones con (7.7) concluimos que, para cada n > max{ng,my}, resulta
{—2e< |an\1/” < £+ 2¢. Esto demuestra que 1im,,_,o |an|1/” =/.

Por otro lado, la demostracion del caso £ = 0 resulta similar a la anterior, considerando so-
lamente las desigualdades de la derecha en (7.6) y (7.7). Finalmente, el caso ¢ = o resulta una
consecuencia inmediata del caso ¢ = 0. O

Ejercicio 7.1.22. Completar la demostracion del Lema 7.1.21 para { =0y { = oo,

Ejercicio 7.1.23. Aplicar el Lema 7.1.21 a fin de calcular los limites de las sucesiones (an)nen
cuyo término general se da a continuacion:

an = /n, ay == Vn!, ay = ) L

n2-2"

Ejercicio 7.1.24. ;Vale la afirmacion reciproca de “D’Alembert implica Cauchy”? Analizar la

respuesta considerando la sucesion (ap)nen definida por a, :==2+ (—1)".

Ejercicio 7.1.25 (Una estimacién para v/n!). En un ejercicio anterior se demostré que la sucesion
(W)neN tiene limite infinito. Ahora bien, ;de qué manera se “acerca” a infinito? Es decir, ;crece
de forma lineal, cuadrdtica, exponencial, etc.?

Lo que haremos es comparar (3/n!),cy con una sucesion (a,)ncn de orden de crecimiento
conocido, de forma tal que 1im,, . \/n!/a, sea finito, lo que nos va a dar una estimacion del orden
de crecimiento de (\/n!),en.

Sean (ay)nen Y (bn)nen las sucesiones definidas por a, := (14 )"y b, := (1+1)"*1. Recorda-
mos que (a,)neN es mondtona creciente (Ejercicio 3.1.15 o Seccion 6.3.3) y (by)nen es mondtona
decreciente (Ejercicio 6.3.11).

1. Demostrar que (2)" < n! < en(2)" para cada n € N. (Sugerencia: demostrarlo por induc-
cién, usando la monotonia de (a,)neN ¥ (bn)nen-)

2. Concluir que lim /n!/n=1/e.
n—yoo
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Podemos parafrasear la conclusién del ejercicio precedente diciendo que la sucesién (vn!),en

se comporta asintéticamente como (g) lo cual, por supuesto, se refiere al comportamiento de

neN’
ambas sucesiones para valores grandes de ». Por otro lado, de ninguna manera debiera concluirse
que existe ng € N tal que +/n! = n/e para cada n > ng. Solo hemos establecido que el cociente entre
ambas cantidades tiene limite 1, lo cual en particular asegura que la sucesién (v/n!),cy tiene un
comportamiento asintotico de tipo lineal. Esto dltimo suele expresarse diciendo que la sucesién

(V/n!)nen es del tipo “O grande de 1”, y se escribe en la forma V/n! = O(n).

7.2. Ecuaciones generales: aspectos cualitativos

El propésito de esta seccion es resolver ecuaciones polinomiales, es decir, hallar soluciones de
ecuaciones del tipo
p(x) =0, (7.8)

donde p es un polinomio no constante con coeficientes reales. Este tipo de problemas aparece en
diversas dreas de la matemadtica: determinar el signo de una funcidn, encontrar autovalores de una
matriz (que a su vez permite estudiar la naturaleza de los puntos de equilibrio de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias), etc.

Si el polinomio p de (7.8) tiene coeficientes racionales, el criterio de Gauss (Lema 0.2.9) nos
proporciona un método efectivo para determinar todas las soluciones racionales de (7.8), dado
que determina explicitamente un conjunto finito de nimeros racionales que contiene todas las po-
sibles soluciones racionales de (7.8). En contraposicidn, no existe un criterio similar al de Gauss
para determinar las raices reales de un polinomio con coeficientes reales. Salvo en los casos de los
polinomios de grado dos, tres y cuatro, en los que disponemos de férmulas cerradas que expre-
san las raices del polinomio en consideracioén en funcién de los coeficientes del mismo, para las
ecuaciones de grado mayor o igual a cinco debemos abandonar toda esperanza de hallar tal férmu-
la general (esto constituye un resultado fundamental del dlgebra demostrado por Evariste Galois
alrededor de 1830). Incluso en los casos particulares en los que ésta estd disponible, su utilidad
préctica es a menudo cuestionable, como hemos visto en nuestra discusioén de las Secciones 2.1 y
2.2.

Todo esto pone de manifiesto la complejidad del problema (7.8), y la necesidad de realizar
analisis “cualitativos”. En tal sentido, en la Seccién 7.2.1 vamos a estudiar cémo, en funcién de
los coeficientes del polinomio en consideracion, se puede determinar un intervalo acotado en el
cual se encuentran todas las raices reales del mismo. Posteriormente, en la Seccién 7.2.2, vamos a
dar algunos criterios que permiten determinar la cantidad de raices reales en ciertos intervalos y la
regla de los signos de Descartes. Si bien las cotas y estimaciones que vamos a proporcionar no son
Optimas, son féciles de obtener a partir de los coeficientes del polinomio en consideracién, y por
lo tanto, pueden ser ttiles a efectos de delimitar la busqueda. De hecho, los resultados de ambas
secciones constituyen un insumo de suma utilidad para aplicar métodos de aproximacion del tipo
de biseccion y Newton, como vamos a ver en la Seccién 7.4.

Asimismo, en la Seccién 7.3 vamos a discutir la regla de Sturm, a partir de la cual es posible
determinar la cantidad exacta de raices reales de un polinomio dado en un intervalo arbitrario,
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aunque su aplicacién requiere mds “trabajo” que la de los criterios mencionados anteriormente.

7.2.1. Localizacion de las raices reales

En esta seccidon vamos a estudiar métodos rapidos que nos permitan “localizar” las raices de un
polinomio dado, es decir, determinar un intervalo que contenga a todas las raices del polinomio en
consideracién. Por ejemplo, dado el polinomio p := 3x° — 34x* +40x> — 58x> — x 4+ 57, vamos a
estudiar como determinar, a partir de los coeficientes de p, cotas inferiores y superiores para todas
las raices reales de p, y por lo tanto, un intervalo acotado que las contiene.

Una primera observacién que podemos hacer es que, dado un polinomio p € R[x], un nimero
real o es raiz de p siy solo si —« es raiz de p(—x). En consecuencia, cotas inferiores para las raices
negativas de p se deducen inmediatamente a partir de cotas superiores para las raices positivas de
p(—x). En consecuencia, en lo que sigue vamos a centrar la atencién en establecer cotas superiores
para las raices positivas del polinomio en consideracion.

Ejercicio 7.2.1 (Una cota superior para las raices positivas). Sea p € R[x] un polinomio no cons-
tante'y o > 0.

1. Demostrar que, si los coeficientes de p son positivos, entonces p(at) > 0.

2. Probar la Regla de Laguerre: si todos los coeficientes del cociente y el resto de la division
de p por x — o son positivos, entonces p(3) > 0 para todo 3 > a.

Ejercicio 7.2.2 (Una versién efectiva de la Regla de Laguerre). La Regla de Laguerre (Ejercicio
7.2.1) requiere de un niimero real o con “buenas propiedades”. En el presente ejercicio nos
proponemos exhibir un algoritmo que calcula un niimero real @ que permite aplicar la Regla de
Laguerre.

Sea p = apx® +aix?' +--- +ay € R[x] un polinomio con ag > 0. Definimos:

Po =49, p1:=Xpo+ai,..., Pa—1:=Xpg-2+a4-1, pq ‘=xp4g—1+aqy. (7.9)

1. Demostrar que pg = p.!

2. Demostrar que, para cada o € Ry cada i con 1 < i <d, tenemos la identidad p; = (x —
a)(po(@)x™" + -+ pi_1(@)) + pi(@).

3. Sia>0ypi(o) >0para0<i<d, demostrar que p(f) > 0 para > a.
4. Demostrar que si p;(ot) > 0 para 0 < i <k, entonces p;() >0para0<i<kyp>a.

5. Concluir que el siguiente algoritmo determina o > 0 tal que p;(ot) > 0 para 0 <i<d (y
por lo tanto, resulta una cota superior para las raices reales de p).

(I) Elegir a > 0 tal que p1(a) > 0.

ICabe destacar que, dado que p; = p, el célculo de los términos sucesivos py, pi,. .., pg NOs provee un algoritmo pa-
ra evaluar el polinomio p, que resulta de hecho sumamente eficiente. Este algoritmo se conoce con el nombre del
esquema o la regla de Horner.
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(I1) Determinar el menor entero k tal que, ok=d+1, 0k <d y pr(a) <O.
() Sik <d, reemplazar o por B > « tal que pr(B) > 0y volver a (II).

(IV) Elvalor resultante o satisface p;(a) > 0para 0 <i<d.

Ejercicio 7.2.3. Determinar, por medio de la “version efectiva” de la regla de Laguerre (Ejercicio

7.2.2), una cota superior para las raices reales de p := x> —4x* +2x> + 1.

El Teorema de Taylor y la regla de Newton

Nuestro siguiente resultado es otra regla, la regla de Newton, que nos permite obtener cotas
superiores para las raices de un polinomio dado, la cual, si bien requiere mds trabajo, permite
obtener cotas superiores que son, en general, mds finas que la regla de Laguerre. Esta regla se basa
en el desarrollo de Taylor de un polinomio dado en torno a un punto ¢ € R, que discutimos a
continuacion.

Ejercicio 7.2.4 (Existencia del desarrollo en potencias de x — @). Sea p € Rx] un polinomio de
gradod >0y o € R.

1. Aplicar el Teorema de division para polinomios (Teorema 0.2.6) y concluir que p puede
expresarse en la forma p = ag(x— a)? + p1, conay € Ry p; € R[x] de grado menor o igual
que d — 1.

2. Aplicar reiteradamente la division con resto de forma similar al item anterior y deducir que

p puede expresarse en la forma
p=as(x—a) +az_(x—a) - +a. (7.10)
Ejercicio 7.2.5 (Sobre los coeficientes en el desarrollo en potencias de x — o). Sea p € R[x] como
en (7.10).
1. Demostrar que p(a) = a.
2. Derivar ambos miembros de (7.10) y concluir que p' () = aj.

3. Derivar sucesivamente como en el item anterior y concluir que p'J) (o) =jlajpara0 < j<

d.
Como consecuencia de los dos ejercicios anteriores, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.2.6 (Taylor). Sea p € R[x| un polinomio de grado d > 0y o0 € R. Entonces

p=p(a)+p’(a)(x—a)+@(x—a)2+--~+p(d;§a) (x—a)?, (7.11)

donde p/) e R[x] representa la j—ésima derivada de p para 0 < j <d.

Ejercicio 7.2.7 (Una cota superior para las raices reales). Demostrar la siguiente generalizacion
de la regla de Laguerre (Ejercicio 7.2.1), denominada la Regla de Newton: si p(j)(a) > 0 para
0 < j <d, entonces p(B) > 0 para cada B > a.
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Ejercicio 7.2.8. Si p:=3x> —4x* +2x3 — x> —x+ 1, demostrar que cada raiz real & de p satisface
la estimacion o < 1.

Ejercicio 7.2.9. Demostrar que si o > 3,5, entonces p(a) > 0, donde p := x> —4x* +2x3 4 1.
Comparar esta cota superior con la que se obtiene aplicando la regla de Laguerre en el Ejercicio
7.2.3.

Estimaciones en funcion de los coeficientes del polinomio

Tanto la regla de Laguerre como la regla de Newton permiten deducir una cota superior para
todas las raices reales de un polinomio dado a partir de un niimero real o con ‘“buenas pro-
piedades”. En lo que sigue nos proponemos obtener cotas superiores solamente a partir de los
coeficientes del polinomio en consideracién.

Ejercicio 7.2.10. Sea g := x> —4x* — 20x> — 7x% + 4x — 28.
; 5 4\ _ oS S—1
1. Si o> 1, demostrar que g(a) > o® =20(1+ o+ -+ a*) = o> —=20(L).
2. Concluir que si o > 21, entonces g(¢ot) > 0.

3. Determinar una cota inferior para las raices reales de q. (Sugerencia: observar que o < 0
es raiz de g si y solo si —o es raiz de g(—x).)

Generalizando la técnica del ejercicio precedente, tenemos el siguiente resultado de caracter
general.

Lema 7.2.11 (Una cota superior para las raices reales). Sea p = X +ag x4 ag un
polinomio de R[x] que tiene al menos un coeficiente a; negativo, y sea e el mayor indice tal que
a, < 0. Si M :=méx{|a;| : a; < 0}, entonces cada raiz real o de p satisface la estimacion o <
1+M'/d=e),

Demostracion. Observamos que la estimacion del enunciado es evidentemente valida para las
raices o de p con a < 1, por lo que solo es necesario analizar si la estimacion es vélida para
las raices reales o de p con & > 1. Sea entonces & > 1 una raiz real de p. Por la definicién de
e, tenemos que az_1 > 0,...,a.+1 > 0y el valor absoluto de todos los coeficientes a; < 0 estd
acotado superiormente por M. Por lo tanto,

d-1 . . e X ae+l_1
play=a'+Y aa'>a’— Y aia’Zad—MZa’—a"—M<).
i=0 {i:a;<0} i=0 -1

Concluimos que

(a—1Dp(a) > (a—ad —M(a—1) > (a—1)a?—-Mat!

_ ae+l((a_ l)ad—e—l —M).

Dado que el término de la derecha de la desigualdad precedente es estrictamente positivo para
a > 14+M"'/(4=¢) tenemos que p(cr) > 0 en este caso. Esto demuestra que las raices de p satisfacen
la estimacion del enunciado. O
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El Lema 7.2.11 provee una de las muchas estimaciones disponibles para las raices reales de un
polinomio real a partir de sus coeficientes. En el ejercicio y el lema a continuacion ofrecemos otra
estimacion.

Ejercicio 7.2.12. Sea q el polinomio del Ejercicio 7.2.10.

5_
1. Demostrar que toda raiz real o de q con |a| > 1 satisface |o|> < 28(‘%‘_11).

2. Concluir que si o es raiz de g, entonces @ pertenece al intervalo [—29,29].
Generalizando las ideas del Ejercicio 7.2.12, tenemos el siguiente resultado.

Lema 7.2.13 (Una estimacién para las raices reales). Sea p = x4 +ag_ x4 ' +---+ag € Rx]
y sea M := max{|a;| : i =0,...,d — 1}. Entonces cada raiz real o de p satisface la estimacion
lo| <1+M.

Demostracion. Sea o una raiz real de p. Si |o| < 1, entonces evidentemente se satisface la es-
timacién del enunciado. Por lo tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que |a| > 1.
Dado que 0 = p(a) = o +ag_j0¢"! +--- +ap, tenemos que

d
_ _ al¢—1
lal? <lag|el*" +--+]ai| o] + |ao| < M(Jaxl ‘+---+|al+l)=M<W||_1>-

En consecuencia, |ot| ! — || < M (|at|? — 1) < M|ax|?, de donde concluimos que |a|[¢F! < (M +

1) |(x|d, y por ende, deducimos la estimacién del enunciado. O

Ejercicio 7.2.14 (Cotas inferiores para las raices positivas). Sea p = ayx? + - - - +ag un polinomio
en R[x] de grado d.

1. Demostrar que si o es una raiz de p distinta de cero, entonces 1/ es raiz del polinomio
q:= aoxd +a1x‘l’l + - tag_1x+ay.

2. Deducir que si las raices de q tienen modulo menor o igual que M > 0, entonces las raices
no nulas de p tienen médulo mayor o igual que 1 /M.

Ejercicio 7.2.15. Sea p := x® — 12x* — 2x3 4 37x> 4 10x — 10. Aplicar los Lemas 7.2.11 y 7.2.13
y el Ejercicio 7.2.2 a fin de hallar cotas inferiores y superiores para las raices de p. ;Cudl de las

tres estimaciones es la mejor? ;Por qué?

Ejercicio 7.2.16. En el estudio de los limites de sucesiones frecuentemente es necesario determi-
nar a partir de qué valor se satisface una cierta inecuacion. Los criterios anteriores pueden ser

itiles para esto, como vamos a ver en los items a continuacion.

1. Hallar ny € N tal que todo x > ng sea solucion de la inecuacion
15 14 21 43 n_ 1 5
X0 —14x"— —=x7"+1lx" —=x"4+3x" —4x— 18 > 0.
13 6
2. Hallar ny € N tal que todo x > ng sea una solucion comiin de las inecuaciones

102
¥ —10x—302>2, 2x° —43x*— ?x3+3x2 —3>4x—2.

123



7. Ecuaciones polinomiales

7.2.2. Estimaciones sobre la cantidad de raices reales

Sea p un polinomio con coeficientes reales de grado positivo. Habiendo desarrollado herra-
mientas que nos permiten obtener cotas inferiores y superiores para las raices reales de p, en esta
seccion nos dedicamos al estudio de la cantidad de raices reales de p.

Un resultado fundamental en esta direccion es el Teorema de Bolzano (Teorema 8.1.2), al que
vamos a dedicar la Seccidn 8.1, que permite establecer la existencia de raices reales en intervalos
donde el polinomio en consideracién cambia de signo. Sin embargo, a fin de aplicar el Teorema
de Bolzano es necesario conocer a priori un intervalo en donde tengamos un cambio de signo, lo
cual no es facil de obtener en general, incluso teniendo en cuenta los resultados de localizacion de
las raices reales de la Seccién 7.2.1.

Procediendo de forma similar a la Seccién 7.2.1, nos proponemos obtener criterios simples
para determinar la cantidad de raices reales positivas de un polinomio dado en funcién de los
coeficientes del mismo. Para esto, comenzamos con la siguiente observacién (Ejercicios 7.2.1 y
7.2.5): si todos los coeficientes de p son positivos, entonces p no tiene raices reales positivas. Esto
nos da un indicio de que el signo de los coeficientes del polinomio en consideracién puede ser
relevante a la hora de determinar la cantidad de raices reales positivas del mismo.

Mis generalmente, dado un polinomio p = agx? +--- +ag en R[x], denominamos la variacién
de signos V (p) de p a la cantidad de cambios de signos de la sucesion finita (ay, .. .,ao), cuando
ignoramos los coeficientes nulos. Por ejemplo, para el polinomio p := x* — 2x 4 3 tenemos que
V(p)=2.

En lo que sigue, nos proponemos analizar cémo se relacionan la cantidad de cambios de signos
en la sucesién (ay,...,ap) con la cantidad de raices positivas del polinomio p = agx? + -+ ay.

Ejercicio 7.2.17. Verificar que la sucesion de signos de los coeficientes del polinomio p := (x —
2)(F*+3x2 —x+11) es + + — + —, y por lo tanto, resulta V(p) = 3.

Ejercicio 7.2.18. Mds generalmente, si o >0, a3 >0, ap > 0, a; < 0y ag > 0, demostrar que,
para p = bax* +b3x’ +byx* +bix+bo = (x— a)(a3x3 +arx®+aix+ ap), se tiene by > 0, by <0,
by >0y by <0,y porlo tanto, V(p) = 3.

En general, tenemos el siguiente resultado.

Lema 7.2.19. Sea p € R[x] un polinomio con V(p) =ky a > 0. Si ¢ :== (x — a)p(x), entonces
Vig) > k+1.

Demostracién. Supongamos sin pérdida de generalidad que p es de la forma p = agx? +az_ x4~ +
---4ap con ag > 0. Mds ain, dado que estamos considerando raices (estrictamente) positivas, po-
demos suponer que ag # 0. Sea ¢ := by 1 x4 + .- 4 by. De la definicién de g tenemos que
bd+1 =day, bj =aj—1 —0«a; (1 <j< d) y by = —Qay.

Observamos que si @; > 0y a;—1 <0, entonces b; < 0, conclusién que también resulta valida
en el caso en que a; >0, ;1 =0,...,a;_; < 0. Es decir, por cada cambio de signo de la forma
+ — en p tenemos un coeficiente de g estrictamente negativo. Del mismo modo, sia; <0y a;—1 >
0, entonces b; > 0, lo que también resulta cierto si ¢; <0, ;-1 =0,...,a;_; > 0. Concluimos
entonces que, por cada cambio de signo de la forma — + en p, tenemos un coeficiente estrictamente
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positivo en g. En consecuencia, dado que a un cambio de signo + — le sigue un cambio de signo
—+ y vicerversa, del hecho de que V(p) = k vemos que la cantidad de cambios de signos en la
sucesion (by, . ..,b1) es al menos k — 1, es decir, V(by,...,by) > k— 1.

A su vez, teniendo en cuenta que el primer cambio de signo en p es de la forma + — (dado
que a4 > 0), tenemos que el primer coeficiente de la sucesién (by,...,b1) del que conocemos el
signo es estrictamente negativo, y por lo tanto de signo contrario a b, 1. En consecuencia, resulta
V(bd_;,_l,‘..,b]) > k.

Por ultimo, suponiendo que ag < 0, tenemos que el dltimo cambio de signo en p es de la forma

+ —, y por ende, el dltimo coeficiente de la sucesién finita (by41, ..., b1 ) cuyo signo es conocido es
negativo. Dado que by > 0, tenemos al menos un cambio de signo mds, es decir, V (by41,...,bo) >
k+ 1. Con un argumento similar se obtiene la misma conclusioén para el caso ag > 0. O

El lema anterior es el paso clave a fin de mostrar la validez de la siguiente estimacion sobre la
cantidad de raices positivas, conocida como la regla de los signos de Descartes.

Teorema 7.2.20 (Regla de los signos de Descartes). Sea p un polinomio en R|x]. Entonces la
cantidad de raices positivas de p, contadas con multiplicidad, no puede ser mayor que V (p).

Demostracion. Escribamos a p en la forma p = (x — o)™ - (x — &) ¢, donde o; > 0 para
i=1,...,ry qgesun polinomio (eventualmente constante) que no tiene raices positivas. Aplican-
do sucesivamente el Lema 7.2.19, vemos que V(p) > n; +---+n,+V(q) > n; +---+n,. Esto
concluye la demostracion. O

Ejercicio 7.2.21. Sea p € R[x] un polinomio de grado d con a lo sumo (d + 1) /2 coeficientes no
nulos tal que p(0) # 0. Demostrar que p no tiene todas sus raices reales. ;Es cierto el enunciado
si p(0)=0?

Ejercicio 7.2.22 (Un caso particular de la Regla de Descartes). Sea p € R[x] un polinomio tal
que V(p) = 1. En tal caso, podemos suponer sin pérdida de generalidad que p = agx® 4+ -+
ae+1xe+1 —aex*—---—ag, cona; >0para0<i<d,a;>0ya,>0.

1. Demostrar que la funcion q : Rwg — R definida por q(x) :== x ¢p(x) = agx? ¢ +--- +
Aep1X—a, — -+ —apX © es estrictamente creciente.

2. Determinar, en funcion de los coeficientes de p, reales positivos o < B tales que p(o) <
0 < p(B). Probar que el método de biseccion, comenzando en el intervalo [o, B], obtiene

una raiz positiva de p.
3. Concluir que p tiene una sola raiz real positiva.

Ejercicio 7.2.23. Mostrar que el polinomio x3 +x7 — 11x% — 14x> 4 23x* +45x> —37x2 — 10 no
tiene todas sus raices reales.

Ejercicio 7.2.24. Supongamos que p = x"! +x8 —3x° +x* + x> — 24> + x — 2 es el polinomio

Rllxll

caracteristico de una matriz A € . ¢ Cudntos autovalores positivos puede tener A como

mdximo? ;Cudntos negativos? ;Es posible diagonalizar A en R?
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7.3. Cantidad de raices en un intervalo: la regla de Sturm

Si bien la regla de Descartes nos provee estimaciones sobre la cantidad de raices reales de un
polinomio, dichas estimaciones no nos permiten determinar de forma precisa cudntas raices reales
tiene un polinomio con coeficientes reales ni dénde €stas se encuentran ubicadas. El propésito de
esta seccidn es discutir un resultado, conocido como la regla de Sturm, que nos permite determi-
nar exactamente la cantidad de raices reales de un polinomio dado en un intervalo. En particular,
combinando este resultado con estimaciones sobre el valor absoluto de las raices reales (como las
del Lema 7.2.13), obtenemos la cantidad exacta de raices reales de un polinomio con coeficientes
reales.

Cabe destacar que la regla de Sturm es un resultado central en el dmbito del estudio y loca-
lizacién de las raices reales de polinomios reales. Para otros resultados en esta direccion, puede
consultarse, entre otros, el libro [Mig92].

Una primera observacién de importancia es que, a efectos de determinar la cantidad de raices
reales de un polinomio dado en un intervalo, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
todas las raices reales del mismo son simples. En efecto, sea p € R[x] un polinomio no constante.
Afirmamos que las raices reales de p coinciden con las raices reales del polinomio p,.q := p/q,
donde g € R[x] es el mdximo comiin divisor entre p y el polinomio derivado p’. En efecto, si
a € R es una raiz de multiplicidad k de p, entonces p = (x — &)*r(x), donde r € R[x] satisface
la condicién r(ct) # 0. Es facil ver que el polinomio derivado p’ tiene una factorizacién de la
forma p’ = (x — o)*~1s(x), donde s(a) # 0 (Lema 0.2.10). En consecuencia, ¢ = mcd(p,p’) =
(x — a)*1t(x) con t(a) # 0, de donde concluimos que p/q tiene una factorizacién de la forma
Pred = P/q = (x— o )u(x) con u € R[x] y u(a) # 0, es decir, a es una raiz simple de p/q.

Ejemplo 7.3.1. Consideremos el polinomio
pi=x —8x* +25x° 382 +28x —8 = (x— 1)*(x—2)*.

En tal caso, tenemos que p' = Sx* —32x> +75x% — 76x + 28, y el mdximo comiin divisor de py p'
es el siguiente polinomio:

g:=mcd(p,p')=x> =52 +8x—4=(x—1)(x—2)%
Por lo tanto, el polinomio preq := p/q es
Prea =% —3x+2=(x—1)(x—2).
Constatamos que py.q tiene las mismas raices que p, todas con multiplicidad 1.

En consecuencia, a efectos de determinar la cantidad de raices reales de un polinomio p € R[x]
en un intervalo dado, vamos a suponer sin pérdida de generalidad que p tiene todas sus raices
reales simples; o, mds generalmente,

(H1) p no tiene factores comunes en R[x| con su polinomio derivado p’.
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7.3.1. El algoritmo de Sturm

Supongamos que p € Rx] satisface (H1). El algoritmo de Sturm, a partir del cual deducimos
la regla de Sturm, funciona en base a la siguiente versién modificada del algoritmo de Euclides
(ver la Seccién 0.2.2), comenzando con fy:=py fi:=p’:

fo = fHia—pf,
i = Hao-f,

fr—2 = fr—lqr—l _frv
Jr= frar—0.

Segtin (H1), el maximo comun divisor entre p'y p’ es igual a 1. En consecuencia, el dltimo resto no
nulo en el algoritmo de Euclides aplicado a p y p’ resulta constante (Teorema 0.2.7). Concluimos
que f € R\ {0}.

Consideramos la sucesién de Sturm

= (f07f17"'aff)'

Dado ¢ € R, denominamos V(c) a la cantidad de cambios de signos en la sucesién finita .7 (¢) :=
(fole), fi(e),..., fr(c)). Laregla de Sturm afirma que, si a y b son dos nimeros reales con a < b
que no son raices de p, la cantidad de raices reales de p en el intervalo [a, b] coincide con la di-
ferencia V (a) — V(b). Para ver que esto es asi, vamos a estudiar cémo aumenta V (c) a medida que
¢ avanza desde el extremo izquierdo a hasta el extremo derecho b del intervalo en consideracion.
Supongamos que
a<o<op<--<0<b

son las raices reales de todos los polinomios fy, ..., f, de la sucesion de Sturm en el intervalo
(a,b). Tenemos en primer lugar la siguiente observacion.

Observacién 7.3.2. Ningiin o puede ser raiz de dos elementos consecutivos f; y fiy1 de la suce-
sion de Sturm.

Demostracion. Si fi(@;) = fir1(aj) =0, dado que f; = fir1¢i+1 — fi+2, concluimos que fiyo(0t;)
= fir1(aj) giv1(ej) — fi(oj) = 0. Argumentado de esta manera, deducimos que f(¢;;) =0, lo
cual contradice el hecho de que f; es un polinomio constante no nulo, y por lo tanto no posee
raices reales. |

Nuestra segunda observacién concierne el comportamiento de V (¢) cuando ¢ varfa en un inter-
valo (o, aj1). Tenemos que ninguno de los polinomios f; de la sucesion de Sturm posee una raiz
real en intervalo (o, @j41). Si existieran c1, ¢, € (@, 0j+1) tales que el signo de fi(c1) es distinto
del signo de fi(c2), entonces, por el Teorema de Bolzano en R (que vamos a discutir en la Seccién
8.1) concluirfamos que existe una raiz de f; en el intervalo (¢tj, ;1 ), contradiciendo la definicion
de (aj,0j+1). En resumen, tenemos la siguiente observacién.
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Observacion 7.3.3. Si ci,c2 € (), 0tj11), entonces la sucesion .7 (c1) tiene los mismos signos
que la sucesion . (c3). En particular, V(c1) = V(c2).

Resta analizar c6mo varfan los signos de la sucesién de Sturm .#(c¢) cuando pasamos de un
intervalo (¢tj_1, ;) al intervalo siguiente (o, otj11). Fijemos ¢; € (atj—1,0) y ¢z € (¢, 0jy1).

Si fo(aj) =0, dado que fy y fi no poseen raices comunes (Observacion 7.3.2 o hipétesis (H1)),
resulta fi(a;) # 0.

= Si fi(a;) > 0, entonces fi(c) > 0 paracada ¢ € (oj_1,®j41), por lo que fj resulta creciente
en (aj_1,¢j11). Dado que fo(a;) = 0, concluimos que fo(ci) < 0 < fo(c2). En particular,
las correspondientes sucesiones de signos son las siguientes:

(1) = (= 4,...) y L(c2) = (4, +,...).

» Si fi(e;) <0, argumentando de forma similar vemos que f; es decreciente en (&j—1, &¢j+1).
Por lo tanto, fo(c1) > fo(etj) =0 > fo(c2), y las correspondientes sucesiones de signos son
las siguientes:

Ler)=(+,—,...) y L(e2) = (—,—,...).

En ambos casos, el efecto de pasar de un intervalo (¢;_p, ;) al intervalo siguiente (o}, &tj;1) es
que la cantidad de cambios de signos se incrementa en 1, es decir, V(c;) —V(c2) = 1. Asi, tenemos
la siguiente observacion.

Observacion 7.3.4. Si o; es raiz de fo, dados c¢1 € (0tj_1,0;) y c2 € (@),0Qjy1), tenemos que
V(c1) =Vi(er)+ 1.

Consideramos ahora el caso en que «; es raiz de f; con i > 0 y pasamos de un intervalo
(atj_1, ) al intervalo siguiente (o, &tj41 ). Fijamos nuevamente ¢ € (otj—_1,0;) y ¢z € (¢, 0tjy1).
Por la Observacién 7.3.2 tenemos que fi—i(¢;) # 0y fiy1(e;) # 0, de lo que concluimos que
tanto f;_; como f;| no cambian de signo en el intervalo (o(j_1, o1 1). Especializando la identidad

fim1(x) = fi(x)qi(x) = fir1(x) (7.12)

vemos que fi_i(¢;) = —fi+1(0t;), es decir, fi_1 y fi+1 tienen signos opuestos en ¢;. En particular,
las sucesiones de signos en c; y ¢, son de la forma

y(cl):("‘7+7*7_7“')y=§ﬂ(62):("'a+7*7 ) ")7 o

y(cl) = ( ,77*7+’...) yy(CZ) = ( 777*’+7.“)’
En ambos casos, independientemente del signo de fi(c1) y fi(cz2), la cantidad de cambios de signos
V(c1) y V(cz) es la misma. Resumimos esta discusion en la siguiente observacion.

Observacién 7.3.5. Si o es raiz de algiin f; con i > 0, dados ¢| € (&tj_1,0j) y ¢2 € (Oj, &jt1),
tenemos que V(c1) = V(c2).

Si fi(a) =00 fi(b) = 0 para i > 0, entonces la conclusidn es similar a la anterior: suponiendo,
por ejemplo, que f;(a) = 0, tanto f;_; como f;+| no se anulan en a, y especializando la identidad
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(7.12) en x = a concluimos que f;_1 y fi4+1 tienen signos opuestos en a. Asi, tenemos la siguiente
observacion.

Observacion 7.3.6. Si a o b son raices de algiin f; con i > 0, dados ¢, € (a,0) 0 ¢z € (0, b),
tenemos que V(a) =V (c1) y V(c2) =V (b).

7.3.2. EIl Teorema de Sturm

A partir de todas las observaciones previas podemos relacionar la diferencia V(a) — V(b) con
la cantidad de raices reales del polinomio p en el intervalo [a,b]. En efecto, si a < a; < ap <
.-+ < O < b son las raices reales de todos los polinomios fy, ..., f; de la sucesiéon de Sturm en el
intervalo (a,b), de acuerdo con las Observaciones 7.3.3 y 7.3.6, tenemos que

= la cantidad de cambios de signos V (c¢) se mantiene constante en cada uno de los intervalos
la,an), (@, &ji1) para (1 < j<s—1)y (a,b].

Asimismo, de las Observaciones 7.3.4 y 7.3.5 concluimos que

= la cantidad de cambios de signos V(c) aumenta en 1 de un intervalo (@;_1, ;) al intervalo
siguiente (aj, otj11) siy solo si p(a;) =0.

En consecuencia, la cantidad de cambios signos V(c¢) aumenta en 1, cuando “avanzamos” en el
intervalo [a, b], tantas veces como raices reales del polinomio p haya. Asi, deducimos el siguiente
resultado, conocido como el Teorema de Sturm.

Teorema 7.3.7 (Sturm). Si a < b no son raices del polinomio p, entonces la cantidad de raices
reales de p en el intervalo |a,b] es igual a V(a) — V(D).

Ejemplo 7.3.8 (Continuacién del Ejemplo 7.3.1). Recordamos que, dado el polinomio p := x> —

8x* +25x° — 38x2 +28x — 8 = (x — 1)2(x — 2)3, por medio de cdlculos de mdximo comiin divisor
hemos obtenido el polinomio “reducido”

Pred ‘=% —3x+2= (x—1)(x—2),

que tiene las mismas raices que p, aunque con multiplicidad 1. A este polinomio podemos aplicarle
el Teorema de Sturm.
La sucesion de Sturm asociada al polinomio p,.q es la siguiente:

fo = Prea =X =3x+2, fi:=(prea) =2x—=3, fr:=1/4,

donde f; es el opuesto aditivo del resto en la division de fy por fi. En particular, el comporta-

miento de la sucesion de signos de .7 (c) es el siguiente:

(+,—,+) sic€(—oo,1),
(—,—,+) sice(1,3/2),
(—,+,+) sice(3/2,2),
(+,+,+) sice (2,+).

129



7. Ecuaciones polinomiales

Vemos entonces que la cantidad de cambios de signos decrece en 1 cuando atravesamos una raiz
de Dyeq, en tanto que se mantiene constante en el caso restante (¢ = 3/2).

Ejercicio 7.3.9. Sea p := x> +ax+ b un polinomio ciibico con a # 0.
1. Demostrar que si 4a> 4 27b*> > 0, entonces p tiene una sola raiz real.

2. Demostrar que si 4a> +27b*> < 0, entonces p tiene tres raices reales distintas. (Sugerencia:
observar que, en tal caso, a < 0.)

3. Si4a®+27b* = 0, probar que no se puede aplicar la regla de Sturm directamente al poli-
nomio p. Demostrar que, de todos modos, p tiene sus tres raices reales.

Ejercicio 7.3.10. Demostrar que el polinomio p ‘= x* +ax*>+bx—c, donde a>0,b >0y ¢ >0,
tiene exactamente dos raices reales.

7.4. Ecuaciones generales: aspectos cuantitativos

En esta secciéon vamos a combinar los resultados cualitativos que hemos obtenido en las sec-
ciones anteriores, fundamentalmente el resultado de localizacién de las raices (Lema 7.2.13) y la
regla de Sturm (Teorema 7.3.7), con los métodos de biseccién y Newton, que hemos utilizado a fin
de determinar la raiz n—ésima de un nimero real positivo dado, a efectos de resolver ecuaciones
polinomiales.

7.4.1. Un método seguro: la regla de Sturm + biseccion

Consideramos la ecuacion
p(x) =0, (7.13)

donde p=x¥4ay_1x ' +--4ap € R[x] es un polinomio de grado d > 0. De acuerdo a lo que
hemos dicho a propdsito de la regla de Sturm (Seccién 7.3), sin pérdida de generalidad podemos
suponer que p satisface la siguiente hipdtesis:

(H1) p no tiene factores comunes en R[x| con su polinomio derivado p’.

El Lema 7.2.11 nos proporciona la siguiente estimacion de las raices reales de p: si & € R es una
solucién de (7.13) y M := méx{|a;| : 0 <i < d — 1}, entonces

lot| <2+M. (7.14)

El primer paso es determinar si la ecuacién (7.13) tiene soluciones reales. Si hay una solucién,
entonces ésta satisface (7.14). Asi, aplicando la regla de Sturm a p en el intervalo [—2 — M, 2+ M]
determinamos el nimero exacto de soluciones reales de (7.13) y, en particular, si existe alguna
solucién.
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La primera etapa: aislar las soluciones

Supongamos ahora que tenemos N > 1 soluciones de (7.13). Nos proponemos determinar estas
soluciones, es decir, determinar aquellas soluciones que podamos determinar explicitamente, por
medio de una cantidad finita de pasos, y determinar sucesiones que convergen a cada una de las
restantes soluciones. Para esto, vamos a refinar progresivamente el intervalo de busqueda, a fin de
obtener N intervalos disjuntos en los cuales (7.13) tiene una sola solucién. En cada uno de estos
intervalos, de manera similar a lo que hemos hecho a propdsito de la resolucion de la ecuacién
x?> =2 enla Seccién 2.1, que luego generalizamos en la Secci6n 7.1 a fin de determinar la solucién
positiva de X" = a, con n € Ny a > 0 arbitrarios, vamos a poder aplicar el método de biseccion.

Sea entor(lf)es Iy :=[Ag,Bo) :=[-2—M,M+2] y Cy := (Ao + Bp)/2. Subdividimos Iy en los

intervalos 1’ := [Ag,Co] ¥ I(()z) := [Co,Bo]. Aplicamos la regla de Sturm en ambos intervalos y

nos “quedamos” con alguno de estos intervalos (0 ambos) si la cantidad de raices reales de p en
el mismo es mayor o igual que 1. Ahora, subdividimos cada uno de los intervalos I(()1> e I(()2) que
contenga mas de una solucién de (7.13) en dos intervalos de la misma longitud, y aplicamos la
regla de Sturm en cada subintervalo a fin de determinar cudntas soluciones reales tiene (7.13) en
el mismo.

Asf, proseguimos hasta que, o bien el extremo de alguno de estos intervalos es una solucién de
(7.13), en cuyo caso habremos determinado explicitamente una solucién de (7.13), o bien cada
uno de los intervalos resultantes contiene una tnica solucién de (7.13) (ver la Figura 7.1 por un

ejemplo de este proceso).

y

y=p(x)

1’50) | 1’51)
/ 10 [

In

Figura 7.1.: El proceso de determinacion de los N intervalos.

El siguiente resultado asegura que este proceso funciona correctamente.

Teorema 7.4.1. Sea N > 0 la cantidad de soluciones de (7.13). El algoritmo descripto determina
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explicitamente M < N soluciones de (7.13) y N — M intervalos cerrados y acotados, de interior

disjunto dos a dos, en los cuales p tiene una tinica raiz real.

Demostracion. A cada paso del proceso, clasificamos los intervalos que se determinan en “pro-
cesables” y “procesados”. Simultdneamente, “guardamos” las soluciones de (7.13) que aparecen
como extremos de alguno de los intervalos considerados. Asf, si el extremo o de algin intervalo es
una raiz de p, dividimos a p por x — o y seguimos el proceso con el polinomio p/(x— ¢t). Ademds,
guardamos a o en la lista de raices de p.

En una etapa de “procesamiento”, cada intervalo “procesable”, que por definicion contiene al
menos dos raices de p, se subdivide en dos subintervalos de la misma longitud, en cada uno de
los cuales se determina la cantidad de raices reales. Si alguno de estos subintervalos contiene una
sola raiz de p, y ésta no coincide con ninguno de los extremos de este subintervalo, entonces lo
guardamos en la lista de intervalos “procesados”. Por otro lado, si algin subintervalo contiene mas
de una raiz real de p, entonces lo incluimos en la lista de intervalos a “procesar” en la siguiente
etapa. Por ultimo, si un subintervalo no contiene raices reales de p, lo descartamos.

El proceso termina cuando no quedan mds intervalos por procesar, en cuyo caso tenemos aislada
a cada solucién de (7.13), sea porque la hemos determinado explicitamente, o porque resulta la
unica solucién en un intervalo “procesado”. O

Ejemplo 7.4.2. Consideramos la ecuacion x* —12x> +30x> — 12x+ 1 = 0. De acuerdo con (7.14),
tenemos que, si M := 30, entonces las soluciones Q de esta ecuacion satisfacen la estimacion

la| <24+M=32.

En la tabla a continuacion mostramos, para cada N > 0, los intervalos “procesados”, junto con
la cantidad de raices de la ecuacion en cada uno de ellos. Como hemos dicho, cuando obtenemos

un intervalo en el cual hay una vinica solucion, éste ya no se procesa.

Etapa Intervalo  # raices Intervalo  # raices

N=0|I=[-32:32] 4

N=1]|1 =1[0:32] 4

N=2|15=10:16] 4

N=3|1Y=0:8] 3| 1Y =8:16] 1

N=4|1V =04 3 [ 1P =[8:16] 1

N=5] 1 =[0;2] 2 | 1Y =24 1
1) = 8;16] 1

N=6|1"=0;1] 2 |1 =24 1
1) = [8;16] 1

N=7|1V=[0;05 2 |1Y=[24 1
1 = 8;16] 1

N=8 |V =[0;025] 1 |I1=[02505] 1
1) = [2:4] 1| 1Y =[8:16] 1
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Ejercicio 7.4.3. Separar las raices reales de los siguientes polinomios:

1. p::x4—2x3+x2—4x—2, 2. p:=x3+x2—2x—2.

La segunda etapa: aproximar las soluciones

Supongamos ahora que tenemos un intervalo [a, b] en el cual (7.13) tiene una tnica solucién o €
(a,b). Como vamos a ver mds adelante (Lema 7.4.9), resulta p(a) - p(b) < 0, lo cual nos permite
aplicar el método de biseccién a fin de determinar la dnica solucién de la ecuacién p(x) =0 en
[a,b], como discutimos a continuacién.

Escribamos ag :=a, by :== by co := (ag+ bo)/2. Si p(co) # 0, definimos el intervalo I} :=

[a1,b1] como la mitad izquierda o derecha de Iy := [ag,bo] en la cual p “cambia de signo”.
Luego, determinamos ¢ := (a; + b;1)/2 y subdividimos a I; en los intervalos Il(0> = la1,c1] y
11(1) :=[c1,b1]- Si p(c1) # 0, definimos a I, como el intervalo If]) en el cual p cambia de signo.

Prosiguiendo de esta manera, construimos una sucesion de intervalos cerrados, acotados y encaja-
dos Iy D11 DL, D --- con las siguientes propiedades:

u bn —dap = (bO _ao)/zn’
= pla,)-p(by) <O.
(ver la Figura 7.2 por un ejemplo de este proceso).

y

y=p)

Iy

Figura 7.2.: El proceso de biseccién en un intervalo.

Supongamos que ningiin punto ¢, es raiz de p. Dado que, por definicién,

1im (by —a,) =0, (7.15)

n—roo
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la Hipétesis 2 de completitud asegura que la interseccién de la sucesién de intervalos (I,)n>0
consiste exactamente de un punto, digamos

() 1n = {a}.

n>0

Tenemos entonces que a, < o < b, para cadan > 0, por lo que
0<b,—a<b,—a,

para cada n > 0. Asi, teniendo en cuenta (7.15), por la propiedad sandwich (Lema 3.1.35) con-
cluimos que lim, b, = a. Esto y (7.15) a su vez implican que lim,_,»a, = ¢. Finalmente,
combinando estas dos igualdades, el hecho de que p(ay,) - p(b,) < 0 para cada n > 0y la continui-
dad de p, concluimos que

0> r}l;nc}op(an) pbn) = p(a)z >0,

es decir, p(a) = 0. Resumimos todas estas consideraciones en el siguiente enunciado.

Teorema 7.4.4 (Bolzano). Sean a,b € R cona <by p € R[x] tales que p(a)- p(b) < 0. Entonces
existe o € [a,b] tal que p(o) = 0. Mds aiin, o bien a. = ¢, para algin punto ¢, del método de
biseccion precedente, o bien la sucesion (cp)n>0 converge a o.

Una consecuencia importante del Teorema de Bolzano es que todo polinomio p € R[x]| de
grado impar tiene una raiz real, como discutimos a continuacion.

Ejemplo 7.4.5. Sea p € R[x| un polinomio de grado impar. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que p es monico, es decir, p es de la forma

pi=x"+a,_1xX" '+ +a, (7.16)

siendo n € N un niimero impar. En efecto, si p no es monico, es decir, p = a,x" +--- +ag con
a, # 0, entonces a,; Lp es monico y tiene las mismas raices que p.

Argumentando como en la demostracion de la estimacion de las raices del Lema 7.2.11, sea
M := méx{|a;| : 0 <i < n—1}. Tenemos que, si o > 1+ M, entonces

a"—1 Ma" o’
o) >o"-Ma" M =a"-M > o'~ = (@—1-M)>0.
p(a) = a_1°- a-1 o1 )
Por otro lado, tenemos que
Mao" o
p(fa)S—a”+M(a”*l+~~+1)S—Oc”Jra L= (a—1-M)<0.

Concluimos que p cambia de signo en R y, por lo tanto, el Teorema de Bolzano (Teorema 7.4.4)
asegura que p tiene una raiz real, como queriamos demostrar.

Ejercicio 7.4.6. Sea p € R[x] un polinomio ménico de grado d > 0 par.

1. Demostrar que existe M > 0 tal que p(a) > 0 para cada o con |¢t| > M.
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2. Demostrar que, si existe o0 € R con p(a) < 0, entonces p tiene al menos dos raices reales
distintas.

Ejercicio 7.4.7. Sea p := ayx‘ +---+ag € R[x] un polinomio de grado d > 0 par. Demostrar que

si agag < 0, entonces p tiene una raiz positiva y una raiz negativa.

Ejercicio 7.4.8. Dados niimeros reales ay < ay < -+ < dy,—1 < az, y A, demostrar que
(x—a))(x—a3)--- (x—as 1)+ A (x—a2)(x—ag) - - (x — az,)

tiene n raices reales distintas.

Para concluir la discusion sobre la segunda etapa de nuestro método de resolucién de ecuacio-
nes polinomiales, hemos afirmado que, en cada uno de los intervalos que nos provee la regla de
Sturm, podemos suponer que el polinomio en consideracién cambia de signo. El siguiente resul-
tado asegura que esto es asi.

Lema 7.4.9. Si p satisface (H1) y [a,b] es un intervalo real en el que p tiene una sola raiz real
o € (a,b), entonces p(a) - p(b) < 0.

Demostracion. Dado que p satisface (H1), o es una raiz simple de p, por lo que existe g € R[x]
tal que p= (x— ) -q y g(a) # 0 (Lema 0.2.10). Dado que la tnica raiz de p en el intervalo [a, b]
es a, deducimos ¢ no tiene raices en [a,b]. En consecuencia, g(a) y ¢(b) tienen el mismo signo,
ya que, en caso contrario, por el Teorema de Bolzano (Teorema 0.3.1 o 7.4.4) concluiriamos que
g tiene una raiz real en el intervalo [a, b]. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que g(a) >0y
q(b) > 0. Entonces

pla) = (a—a)g(a) <0 < (b—a)q(b) = p(b).

Esto concluye la demostracién del lema. O

7.4.2. El método de Newton para ecuaciones polinomiales

En la seccién previa hemos discutido un método que nos garantiza determinar todas las solucio-
nes reales de una ecuacién polinomial p(x) = 0 dada, siendo p € R[x] un polinomio no constante.
El método, que combina la regla de Sturm con el método de biseccién, determina algunas solucio-
nes en forma exacta y produce sucesiones que convergen a cada una de las soluciones restantes.
Desafortunadamente, dicho método puede resultar sumamente lento, dado que el intervalo en el
que comienza la bisqueda puede ser “grande” y el método de biseccion es lento (obtener cada nue-
vo digito decimal de la solucién en consideracidn requiere aproximadamente de 3 a 4 iteraciones).
En la discusi6n sobre la solucién de x*> = 2 (Capitulo 2), que hemos generalizado posteriormente
al caso de raices enésimas de reales positivos (Seccién 7.1), hemos visto que hay una alternativa
mucho més eficiente al método de biseccion: el método de Newton. Nuestra intencién es discu-
tir como se aplica el método de Newton a fin de resolver ecuaciones polinomiales y establecer
resultados de convergencia.
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El método de Newton
Nuevamente, consideramos una ecuacion de la forma
p(x) =0, (7.17)
donde p = x? + py_1x¥~1 4 .-+ pg € R[x] es un polinomio de grado d > 0 cuyas raices son
simples, es decir, satisface la siguiente hipdtesis:
(H1) p no tiene factores comunes en R[x| con su polinomio derivado p’.

Supongamos que tenemos una aproximacion inicial ag de una solucién o de (7.17). Llamamos
ep al error que cometemos en dicha aproximacion, es decir, eg := o — ag, de forma tal que o =
ap+ep. Como ya hemos dicho anteriormente, la idea clave del método de Newton es “linealizar” la
ecuacion (7.17). Para esto, suponiendo que ¢ es “significativamente menor” que ag, observamos
que, si k € N, entonces

k

K\ o B

(a0+eo) =Y (J')at/)eo ! & af + kag e,
=0

si se desprecian términos de orden al menos cuadritico en ey. Concluimos entonces que

R

d d
0=p(a)=plao+eo) =Y prlaoteo) = Y pi(af+kas ' eo)
(=0 =0

d
= Y prag+Y_pikal ' eo = pag)+p'(ao)eo,

d
k=0 k=0

si en p(ag+ ep) se desprecian términos de orden al menos cuadritico en ey. Asi, tenemos que
0~ p(ag)+p(ap)eo, de 1o cual, suponiendo que p’(ag) # 0, concluimos que

~ _ Plao)
p'(ao)

Esto sugiere que la siguiente férmula provee una “mejor aproximacién” a; de o que ap:

plao)
p'(ao)’

ay = ap—

Si ahora consideramos refinamientos sucesivos de nuestras aproximaciones con el argumento pre-
cedente, obtenemos la sucesion (a,),>o definida por

plan)
p'(an)

(7.18)

ap1 = ap —

(suponiendo que p’(a,) # 0 para cada n > 0). Esta es la sucesién del método de Newton aplicado
a la ecuacién p(x) = 0.

Ejemplo 7.4.10. Consideramos nuevamente la ecuacion x* — 12x> +30x> — 12x+ 1 = 0 del Ejem-
plo 7.4.2. Siendo f: R — R, f(x) :=x* — 12x +30x? — 12x+ 1, la sucesion (a,),>o del método
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de Newton, comenzando en ag € R, es la siguiente:

flan) _ ap—12a3+30a} — 12a, + 1

Flan) " 4a3 — 362+ 60a, — 12

Apy1 = ap —

De todas maneras, es importante sefialar que, si bien nuestro argumento sugiere que los errores
mejoran, y por lo tanto, la sucesion del método de Newton converge, para elecciones “desafortuna-
das” de la “aproximacidn inicial” ag, dicha sucesién no necesariamente converge, como vemos
en el ejemplo a continuacién.

3

Ejemplo 7.4.11. Consideremos la ecuacion x> —x = 0. La sucesion del método de Newton (an)n>0

correspondiente a esta ecuacion es

3 3
a, —a 2a;

C3a2—-1 3a2—1°

Ap+1 = dn

Supongamos que elegimos ag := 1/+/5. Tenemos entonces que

_2/(V5)? 2/(5V5) -1 _ 2(-a0) 24
BT T 25 5 T 3(Car—1 3ad—1

Concluimos que a3 = 71/\@, as = 1/\@, etc. (ver la Figura 7.3).

= —daj = qag.

y

y=x"—x

ap

ai

Figura 7.3.: El método de Newton aplicado a x> —x = 0.

Un resultado general de convergencia local

Una primera observacién de importancia es que, si una sucesiéon del método de Newton conver-
ge, converge a una solucion de la ecuacion en consideracion. En efecto, dado ag € R, consideramos
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la sucesion (7.18) del método de Newton, aplicada a la ecuacién (7.17), donde las raices reales del
polinomio p son simples, o mds precisamente, p satisface la hipétesis (H1). Supongamos que esta
sucesion estd bien definida, es decir, p’(a,) # 0 para cada n > 0, y existe o := lim,_, a,. Dado
que an1 = ap, — p(ay)/p’(ay), resulta p’(a,)(a, — an+1) = p(ay), y por lo tanto,

lim p’(a,)(an — ans1) = p'(@) -0 = 0= lim p(a,) = p(a).
n—yoo n—yoo

Asi, hemos demostrado el siguiente resultado.

Lema 7.4.12. Sea (a,)n>0 la sucesion (7.18) del método de Newton aplicada a la ecuacion (7.17).

Si (an)n>0 estd bien definida y existe o := lim,,_,e0 ay,, entonces p(a.) = 0.

En vistas de este resultado, se trata ahora de determinar condiciones bajo las cuales la sucesién
del método de Newton converge, en cuyo caso el limite resultard una solucién de la ecuacién en
consideracion. En tal sentido, el Ejemplo 7.4.11 muestra que no siempre dicha sucesion converge.

Sea o € R una raiz de p. De acuerdo con el Teorema de Taylor (Teorema 7.2.6), podemos
expresar a p por su escritura en potencias de (x — a):

P (@)
d!

/ p"(a) 2 d
p=p'(a)(x—a)+ > (x—a) 4+ (x—a)“. (7.19)
Sea a € R una aproximacién de o tal que p’(a) # 0. Queremos concluir que si a estd suficiente-
mente cerca de o, entonces la sucesién del método de Newton, comenzando en a, converge a o.
Para esto, definimos N,(x) :=x— p(x)/p’(x) y estudiamos el error que cometemos al aproximar
o por N,(a), en relacién con a — a. Tenemos que

p(a) (@=a)a@) o <1 4@ )

P CT T T p'(a)

Np(a)—a=a—

siendo g el polinomio ¢ := p/(x— @). Dado que ¢+ (x — &) = p, tenemos que ¢ - (x — &) +q = p’,
y por lo tanto, ¢ = p’ — ¢’ - (x — &). En consecuencia,

v ta— o (1P @=d@ @)\ _ 4
Np(a)—a = ( oc)(l ; >_( o) va) (7.20)

Esta identidad sugiere que, a fin de estimar el error |N,(a) — ¢t|, es necesario acotar superiormente
|4’ (a)| e inferiormente |p’(a)|. Para esto, de (7.19) deducimos que

() IR O (ar) -
g 7;;(k_1)!<x*a)k o *k;z(kfl)T("’“)k B

Dado que p no tiene raices mdltiples, ya que satisface la hipétesis (H1), y p(o) = 0, resulta
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p’(a) # 0. En consecuencia, si |a — o] < 1, entonces

’ ’ d p(k)(OC) 5 , d |P(k)(06)‘.
lp'(a)| > |p (a)|—]§2 *=1)! la—al'>|p (a)|—|a—a\];2m’
Lk — ®)
@< 3 el ot < 3 IR

Sea M :=Y¢ ,|p®(a)|/(k—1)!y supongamos que |a — o] < min{1,|p’(c)|/2M}. Tenemos
entonces que
lp'(@)]

2

p'(@)| = |p(a)| —|a—alM >
y |¢'(a)| < M. Por lo tanto, de (7.20) deducimos que

oM
()]

Este andlisis es el punto clave para demostrar la buena definicién y convergencia local de la suce-

IN,(a) —a| < |a—af? <la—al.

sion del método de Newton a ¢, como vemos a continuacion.

Teorema 7.4.13 (Convergencia local del método de Newton). Sea p € R[x] un polinomio de grado
d > 2 que satisface (HI), sea o € R una raizde py seaM :=Y4_, Ip® ()| /(k—1). Si |ag—ct| <
6 :=min{l,|p'(a)|/4M}, entonces la sucesion (ay)n>0 del método de Newton estd bien definida

y converge a .

Demostracion. A fin de demostrar la buena definicién, argumentamos de forma inductiva. Dado
que |ap — a| < 8, de nuestro andlisis previo tenemos que |p’(ag)| > |p’(et)|/2 > 0, por lo que
ar :=ap— p(ap)/p’(ap) resulta bien definido. Ademds,

oM
p'(a)]

Supongamos ahora que el término a, estd bien definido y satisface la condicién |a, — o < &
para cierto n € N. Entonces |p’(a,)| > |p'(a)]/2 > 0, de lo cual concluimos que a1 := a, —
p(a,)/p’(a,) estéd bien definido. Asimismo,

1
lar — a| = [N, (o) — o] < |ao — <5lao—af <8.

M
()]

Esto concluye nuestro argumento y muestra que la sucesion (a,),>0 del método de Newton estd
bien definida.
Finalmente, las estimaciones precedentes muestran que

1
|aps1 — a| = [Np(an) — | < |a, — o] < lan—a] <.

1
ar1 — 0| < 5l o

para cada n > 0. En consecuencia, |a, — ¢&¢| < /2" para cada n > 0, de lo que concluimos que
(an)n>0 converge a Q.. O
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3

Ejemplo 7.4.14. Consideremos nuevamente la ecuacion x> —x = 0. La sucesion del método de

Newton (ay),>0 correspondiente a esta ecuacion es

3 3
a, —a 2a;,

32—1 3a2—1

Ap+1 = dp — (7.21)

Analizamos el resultado de convergencia local precedente para la solucion o = 1 de esta ecuacion.
Observamos que

p'(1)=2, p"(1)=6, p"(1)=6.
Nuestro resultado de convergencia local del método de Newton (Teorema 7.4.13) asegura que, si
definimos

1
M:=|p"(1)] +§|p’”(1)| =9, &:=min{l,|p'(1)|/4M} =1/18,

para cada ay que satisface la condicion |ay — 1| < 8, la sucesion (ay)n>0 definida por (7.21)
converge a 1. De hecho, vale que, si ag € (1//3, o), entonces la sucesion del método de Newton
converge a 1, lo cual en particular implica nuestro resultado de convergencia local en este caso.

Ejemplo 7.4.15. Consideramos nuevamente la ecuacion x* — 12x> +30x% — 12x+ 1 = 0 del Ejem-

plo 7.4.10. Esta ecuacion tiene cuatro soluciones, a saber:
a; ~0,1147622748, oy ~ 0,3550473809, o3 ~ 2,816525494, oy ~ 8,713664850.

Recordamos que la sucesion (ay)n>o del método de Newton es la definida de la siguiente manera,
comenzando en ag € R:

flay) at —12a3 4 30a2 — 12a, + 1
=d, — .
fllay) " 4a3 —36a2+60a, — 12

Ap+y1 = Ap —

Es interesante notar que, para ap € R arbitrario, si la sucesion (an)n>0 precedente converge, no
necesariamente lo hace a la raiz mas cercana de ag. Mds aiin, para valores de agy cercanos,
la sucesion (a,),>0 puede converger a distintas raices de la ecuacién en consideracion, como
ilustramos en la Tabla 7.1.

Ejercicio 7.4.16. Consideramos la ecuacion X =3x242x=0, cuyas soluciones sonx =1, x=2

y x = 3. Sea (an)n>0 la correspondiente sucesion del método de Newton.

1. Determinar condiciones suficientes sobre ay que aseguren la convergencia de (a,)n>0 a

cada una de las soluciones de la ecuacion.
2. Estudiar la convergencia de (an)n>0 en los casos ap := 0,1, ap := 1,1 y ap :=2,1.
3. Estudiar la convergencia de (ap)n>0 en los casos ag :== 54, ap :=5,5y ap :=5,6.

El Teorema 7.4.13 es un resultado de convergencia local. Mas precisamente, el Teorema 7.4.13
nos permite asegurar que, si comenzamos el método de Newton en un valor ag “suficientemente
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Tabla 7.1.: El método de Newton aplicado a x* — 12x> +30x> — 12x+ 1 = 0.

n ay, a, ay, ay, a,
0 | 1.420000000 1.430000000 | 6.000000000 6.500000000 7.000000000
1| 0.246270078 | —2.094835025 | 2.583333333 | —0.689606742 | 27.500000000
2 | 0.723335347 | —1.230443647 | 2.861299196 | —0.303808092 | 21.515502250
3| 0.457063731 | —0.649642808 | 2.817682052 | —0.073299999 | 17.082445220
4 | 0.374953910 | —0.279113450 | 2.816526305 0.049977384 | 13.838920550
5 | 0.356279285 | —0.059332957 | 2.816525495 0.102086447 | 11.528723360
6 | 0.355052842 0.056690685 | 2.816525491 0.114087213 9.983419854
7 | 0.355047381 0.104197364 | 2.816525494 0.114760168 9.100241842
8 | 0.355047381 0.114285714 | 2.816525494 0.114762274 8.763721379
9 | 0.355047381 0.114761223 | 2.816525494 0.114762275 8.714653921
10 | 0.355047381 0.114762275 | 2.816525494 0.114762275 8.713665245

cerca” de una solucién o de la ecuacién p(x) = 0 en consideracién, entonces la sucesion (an)n>0
del método de Newton necesariamente converge a . Por otro lado, la condicién

Ip/(a)|}7

—-a inql
lao <m1n{, M

siendo M := Y'{_, [p¥) ()| /(k—1)!, no es “calculable”, en el sentido de que requiere informa-
cién sobre el comportamiento del polinomio p en la solucién ¢ en cuestion que generalmente no
estd disponible. Desde 1978 en adelante, se determinaron condiciones “calculables” sobre ag que
garantizan que la correspondiente sucesién del método de Newton (a,),>o converge a una solu-
cién de la ecuacion en consideracién (ver, por ejemplo, [McNO7, §5.3] por un panorama actual
sobre este tipo de resultados).

Ejercicio 7.4.17 (El método de Newton en presencia de raices multiples). Sea p € R[x] un poli-
nomio de la forma p = (x — o)"q, con q € Rlx] y (o) # 0.

1. Sea N(x) :=x—mp(x)/p’(x). Demostrar que

q'(x)

xX)—a=(x—a)? )
N == =) T - )7 @

2. Demostrar que existe 8 > 0 tal que, si |a— a| < 8, entonces |q(a)| > |g(a)|/2 y ¢ (a)] <
2lq'(@)].

3. Demostrar que existe §' > 0 tal que, si |a— a| < &', entonces

|a—al?8q'(ar)]
mlg(a)]

IN(a) — o] <
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4. Concluir que existe 8" > 0 tal que, si |ag— | < 8", entonces la sucesion (ay)n>0,

plan)
p'(an)

Gpy] 1=y — (n>0)

estd bien definida, converge a Q. y tenemos, para cada n > 0, la estimacion

8|4 (o)

lan+1 — | < la —Ot|2 .
" " m|g(a)|

Un resultado de convergencia global para funciones monoétonas

De acuerdo con el Ejemplo 7.4.11, comenzando en aq arbitrario, la sucesion del método de
Newton (a,)n>0 nO necesariamente converge a una solucién de la ecuacién en consideracién. Por
otro lado, el Teorema 7.4.13 asegura que hay convergencia local. Sin embargo, en el estudio de
las raices enésimas de reales positivos hemos visto que, comenzando con ag > /a, la sucesién del
método de Newton necesariamente converge a /a (Ejercicio 7.1.4). El propdsito de esta seccién
es explicar por qué esto es asi.

La raiz n—€sima « de un real positivo a es la solucidn de la ecuacién x” —a = 0. La funcién
p:R—R, p(x) :=x" —a posee dos caracteristicas fundamentales que garantizan la convergencia
de la sucesién del método de Newton (a,),>0 para cada ag > 0:

(1) p’(r) > 0 para cada r > 0;
(2) p”(r) > 0 paracadar > 0.

Afirmamos que, si p € Rx] satisface las condiciones (1) y (2) en algun intervalo [a,+o0) y la ecua-
cién p(x) = 0 posee una solucion real & € (a,+oo), entonces la sucesién del método de Newton
(an)n>0 converge a o para cada ag € (a,+o0).

En efecto, dado que p es estrictamente creciente en [a,+0) y p(ot) = 0, concluimos que p(a) <
p(a) =0 < p(r) para cada r > a. Sea ap > o'y aj := ap — p(aop)/p’(ap). Es claro que a; estd
bien definido, dado que p’(ag) > 0. Ademds, p(ag)/p’(ap) > 0, lo cual implica que a; < ag. Por
Gltimo, la funcién N,, : (a,b) — R, N,(x) :=x— p(x)/p’(x) resulta bien definida y es creciente en
[, +o0), ya que

Ny () =1 p'(r)? */p(r)p”(r) _ ") _
p'(r)? p'(r)?

para cada r > o. Por ende, N,(a) = o < Nj(ap) = a;. En resumen, si ag > o, entonces

o <a; <ap.

Asi, inductivamente, vemos que la sucesién (a,),>0 del método de Newton, comenzando en ag €
(a,40), estd bien definida, es decreciente y acotada inferiormente. En consecuencia, la HipGtesis
3 de completitud nos asegura que converge. Sea 3 := 1im,,_, a,. Dado que se trata de una sucesién
convergente, el Lema 7.4.12 nos asegura que p(f3) = 0. Teniendo en cuenta que @ < 8 < ay,
concluimos que § = .

Para el caso en que ap € (a, ), basta tener en cuenta que a; > ¢ y argumentar como en el caso
anterior. En conclusion, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 7.4.18 (Convergencia para funciones crecientes y convexas). Sean p € Rlx] y a € R
tales que p tiene una raiz real en el intervalo (a,+) y se satisfacen las condiciones p'(r) >0y
p"(r) > 0 para cada r > a. Entonces p tiene una unica raiz & € [a,+) y, para cada ay > a, la
sucesion del método de Newton (ay),>0 converge a Q.

Ejercicio 7.4.19. Completar la demostracion del Teorema 7.4.18: considerar el caso en que ag €
(a, ).

Ejemplo 7.4.20. Consideramos la ecuacion *4x—3=0, que tiene dos soluciones reales, o ~
—1,452626879 y o ~ 1,164035140. Si llamamos p = x* +x —3, observamos que p' =4x>+1y
p" = 12x%. Teniendo en cuenta que p'(r) >0y p"(r) > 0 para cada r > 0, por el Teorema 7.4.18

concluimos que la sucesion de Newton (ay,)n>0 converge a 0 para cada ag > 0.

Ejercicio 7.4.21. Para la ecuacion x* +x —3 = 0, demostrar que la sucesion del método de

Newton (an)n>0 converge a 0 para cada ag < —1.

Un caso en el que las condiciones del Teorema 7.4.18 se cumplen es el de los polinomios cuyas
raices son todas reales, como vemos en el ejercicio a continuacion.

Ejercicio 7.4.22 (El método de Newton para polinomios que se factorizan linealmente). Sea p :=
(x—aq) - (x—ay), siendo o) < oy < -+- < Q.

1. Probar que p' se factoriza en la forma p' = a(x— i) (x — By_1), con o; < Bi < Qir1
paral <i<d-—1.

2. Mds generalmente, si k € {1,...,d — 1}, demostrar que p¥) tiene todas sus raices reales y

simples y que o) < o0 < Oty para cada raiz o de p<">.
3. Concluir que si a > oy, entonces p*(a) > 0 para 0 <k <d—1.

4. Aplicar el Teorema 7.4.18 y deducir que si ag > Qy, la sucesion (a,)n>0 del método de
Newton estd bien definida y converge a 0.
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8. Resultados de existencia para funciones
continuas

En este capitulo, prosiguiendo con la definicién “preliminar” del cuerpo ordenado completo de
los niimeros reales que hemos dado (Definicién 6.4.1), retomamos los problemas que nos interesan
con toda generalidad: se trata de resolver la ecuacién f(x) = 0, o el problema de minimizacién
minyea f(x), 0 el problema de equilibrio f(x) =x, siendo f una funcién continua definida sobre un
subconjunto A de R. La cuestion central de este capitulo va a ser la de la factibilidad de nuestros
problemas modelo.

En tal sentido, dado un subconjunto A de R y una funcién continua f : A — R, vamos a esta-
blecer condiciones sobre A y f que permiten asegurar la existencia de ceros, minimos o estados
de equilibrio de f en A. En el caso de las ecuaciones y los problemas de equilibrio, vamos a poder
establecer la existencia de soluciones de forma constructiva, por medio de un método que nos
permite obtener una sucesion que converge al punto cuya existencia demostramos. Asi, vamos a
discutir el método de biseccion para la resolucion de ecuaciones y la iteracién de punto fijo para
la resolucién de problemas de equilibrio. Asimismo, las condiciones que deba satisfacer el con-
junto A sobre el cual resolvemos nuestros problemas modelo nos van a conducir a considerar dos
nociones bdsicas de la topologia de R: la conexidén y la compacidad.

Finalmente, vamos a constatar que estos resultados de existencia se fundamentan a partir de
las tres hipétesis de completitud de R, lo cual nos va a proveer de una motivacién adicional para
retomar la definicién “preliminar” del cuerpo ordenado de los nimeros reales a fin de transformarla
en una “definitiva”, lo cual va a ser el tema cental del siguiente capitulo.

8.1. Existencia de ceros: el Teorema de Bolzano

Retomando nuestra discusién a propésito de la ecuacién x> = 2 del Capitulo 4, hemos visto
que, si f: R — R es la funcién definida por f(x) := x> —2, a fin de resolver la ecuacién f(x) =0
partimos de la siguiente observacién: dado que f(1) < 0 < f(2) y f es continua, es “esperable”
que tengamos una solucién de la ecuacién f(x) = 0 en el intervalo [1,2]. De hecho, el método de
biseccién nos permite obtener de forma efectiva la solucién positiva de dicha ecuacién. Esto es un
caso particular del conocido Teorema de Bolzano, que discutimos a continuacion.

Consideramos ahora una funcién continua f : [a,b] — R que satisface la condicién f(a) < 0 <
F(b) (o f(a) > 0> f(b), cuyo anélisis se realiza de manera similar). Llamemos Iy := [ag, bo] :=
[a,b], ap :=a, by := by co := (ap+ bp)/2. Como antes, si f(co) = 0, entonces encontramos de
manera explicita un cero de f en [a,b]. Por otro lado, si f(co) < 0 definimos a; :=cy y by :=
by, en tanto que si f(co) > 0 definimos a; := ag y by := ¢o. En otras palabras, si f(co) # 0,
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entonces definimos el intervalo I; := [a;,b;] como la mitad izquierda o derecha de Iy := [a, bo]
en la cual f “cambia de signo”. Prosiguiendo de esta manera, suponiendo que en ninguna etapa
del proceso determinamos un cero de f de manera explicita, construimos una sucesion (1,),>0 :=
([bn — an])n>0 de intervalos cerrados, acotados y encajados (es decir, Iy D I} D I, D ---) tales que:

= by—a,= (bO _ao)/zn’

w flay) <0< f(by).

Dado que la longitud de los intervalos I, tiende a 0, esto es, lim,_.(b, — a,) = 0, la Hipotesis
2 de completitud nos asegura que éstos se intersecan en un punto, digamos c¢. En consecuencia,
las sucesiones (@,)n>0 Y (bn)n>0 convergen a c. Con una demostracién similar a la del caso x> =
2 (Lema 4.1.2), o méas generalmente, el Teorema de Bolzano para polinomios (Teorema 7.4.4),
vemos que f(c) = 0.

Finalmente, dado que los intervalos I, estdn encajados y {c} = (\,>0/s» concluimos que ¢ €
I = [a,b]. En resumen, tenemos el siguiente enunciado.

Teorema 8.1.1 (Teorema de Bolzano — Forma preliminar). Sea f : [a,b] — R una funcion continua
tal que f(a)- f(b) < 0. Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =0.

Cabe destacar que nuestra demostracién del Teorema de Bolzano es constructiva, dado que
permite obtener aproximaciones arbitrariamente precisas del cero de f cuya existencia se asegura,
para la cual hemos utilizado el método de biseccién. Esto se condice con una idea que tratamos
de transmitir en este texto: obtener un resultado de existencia es, en algiin sentido, una primera
etapa de “trabajo”, importante en tanto nos asegura que nuestra biisqueda tiene sentido. Aun asf,
resta “resolver” la ecuacién en consideracion, es decir, determinar explicitamente una solucién y
obtener una sucesioén que converja a la misma. En tal sentido, una demostracién constructiva de
existencia constituye la situacién “ideal” a la que apuntamos.

Una version mas precisa del Teorema de Bolzano

Es interesante notar que la demostracién del Teorema de Bolzano en ningtin momento utiliza la
hipétesis de que el intervalo / que constituye el dominio de la funcién f es cerrado y acotado.

De hecho, reexaminando la demostracion, vemos que el “éxito” del método de biseccién se debe
a los dos hechos siguientes:

1. existen dos puntos a,b en el dominio de f en los cuales f cambia de signo,
2. cada punto intermedio entre a y b pertenece al dominio de f.

Lanecesidad de la condicién 1 es evidente. Mds interesante es la condicion 2, que caracteriza la
nocion de intervalo real. Esto nos conduce a un enunciado mas general, aunque menos estandar,
del Teorema de Bolzano: un funcién continua definida sobre un intervalo arbitrario / que cambia
de signo en [ tiene un cero en 1.

Teorema 8.1.2 (Teorema de Bolzano). Sea I un intervalo real y f : I — R una funcion continua.
Si existen a,b € I tales que f(a)- f(b) <0, entonces existe ¢ € I tal que f(c)=0.
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Ejemplo 8.1.3. Sea f : (0, +o0) — R la funcion f(x) := x* —2x> — 2 /x. Afirmamos que f tiene una
raiz real positiva. En efecto, tenemos que f(1) = =3, en tanto que f(2) =7 > 0. En consecuencia,
dado que f es continua y cambia de signo en (0,+o0), de lo que concluimos que tiene una raiz
real positiva.

En los ejercicios siguientes usamos el Teorema de Bolzano a fin de establecer la existencia de
puntos con determinadas propiedades.

Ejercicio 8.1.4 (Sobre la existencia de puntos fijos). Sea A CR y f:A — R una funcion. Un
punto fijo de f es un elemento ¢ € A tal que f(c) = c. Observamos que geométricamente un
punto fijo de f corresponde a un punto en la interseccion entre el grdfico de f y el grdfico de la
Suncion identidad id : R — R, id(x) := x (jpensarlo!). La Seccion 8.3 se va a dedicar a estudiar
la cuestion de la existencia y unicidad de puntos fijos de funciones reales.

Sea f: I — R una funcion continua definida sobre un intervalo real I.

1. Si f([a,b])'C [a,b] para ciertos a,b € I, demostrar que existe ¢ € I tal que f(c) = c.
(Sugerencia: considerar la funcién g : 1 — R, g(x) := f(x) —x.)

2. El resultado anterior no es cierto sobre un intervalo I arbitrario: demostrar que la funcion
f(x) := 2 satisface la condicion f ((0,1)) € (0,1), y sin embargo, no posee puntos fijos en
(0,1).

3. Mds aiin, el resultado anterior tampoco es cierto sobre un intervalo I cerrado arbitrario:
demostrar que la funcion f(x) := e* satisface la condicién f([0,+eo)) C [0,4o0), y sin
embargo, no posee puntos fijos en [0, +o0).

Ejercicio 8.1.5 (Métodos de “bracketing”). Una clase de métodos de resolucion de ecuaciones, la
de los denominados métodos de bracketing (que podria traducirse como “poner entre corchetes”),
se basa en el Teorema de Bolzano. La estrategia de los métodos de bracketing es similar a la del
método de biseccion: dado un intervalo real I, una funcion continua f : 1 — R, y dados a,b € 1
tales que f(a)- f(b) <O, se trata de refinar sucesivamente el intervalo inicial Iy := [ag, bo| := |a, ]
mediante una sucesion de intervalos cerrados, acotados y encajados (I,)n>0 ‘= ([an,bn])n>0 de
manera tal que f(ay,)- f(b,) <0 para cadan > 0.

1. Demostrar que existe al menos un cero de f en I, para cada n > 0.

2. Demostrar que si (b, — an)n>0 converge a 0, entonces la interseccion Ny>ol, consiste de un

solo punto, digamos c, que pertenece a I.
3. Demostrar que, en tal caso, f(c) =0.

Ejercicio 8.1.6 (Método de regula falsi). Un conocido método de “bracketing” es el de la regula
falsi. En dicho método, partiendo de ay,bo € I tales que f(ao)f(bo) < 0, definimos

a()*b()
f(ao) = f(bo)

'Recordamos que, si S es un subconjunto de 7, definimos f(S) := {y € R : existe s € S con y = f(s)}.

f(ao)-

ay ‘=apg—
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Si f(a1) =0, tenemos una raiz de f. Si no, elegimos by € {ap,bo} de modo tal que f(ay)- f(b1) <
0. Ast sucesivamente obtenemos una sucesion (I,)n>0 := ([an, bn])n>0 de intervalos cerrados, aco-

tados y encajados que contienen una raiz de f.
1. Interpretar geométricamente la eleccion de a;.
2. Demostrar que I) := [ay,b1] estd contenido en [ay, by).

3. Desafortunadamente, la sucesion de longitudes de los intervalos (I,),>0 no necesariamente
converge a 0: demostrar que si f es convexa® y creciente en [ag,bo), y f(bo) > 0, entonces
b, = by para cada n € N.

4. Afortunadamente, en las condiciones del item anterior, la sucesion (ay),>0 converge a la
(tinica) raiz de f en [ag,bo).

a) Demostrar que (ay)n>0 es creciente y acotada, y por lo tanto, de acuerdo con la Hi-
pdtesis 3 de completitud, converge a o € [ag, by).

b) Demostrar que f(o) = 0.

8.1.1. Una version topoldgica del Teorema de Bolzano: conexion

La demostracién del Teorema de Bolzano (Teorema 8.1.2) es exactamente la de la “forma pre-
liminar” del mismo (Teorema 8.1.1). ; Por qué enfatizamos la diferencia entre ambos enunciados?
Porque es importante entender qué caracteristica del dominio I de una funcién continua f, que
cambia de signo en I, hace que ésta tenga un cero en /.

Es claro que no toda funcion continua que cambia de signo en su dominio va a tener un cero
en el mismo: por ejemplo, si f: R\ {0} — R es la funcién definida por f(x) := 1/x, vemos
que f es continua en A, cambia de signo en A y no tiene ceros en A. Entonces, el Teorema de
Bolzano es un enunciado sobre funciones continuas, pero también sobre funciones definidas sobre
un intervalo real. ;Cudl es la caracteristica de un intervalo que hace que el Teorema de Bolzano
se satisfaga? La de contener a todos los puntos comprendidos entre dos puntos del mismo. Esta
propiedad de un conjunto de no estar “desconectado”, que vamos a denominar conexion, es la
caracteristica que buscamos. Por otro lado, si bien el método de biseccién restringe la situacion al
intervalo [ag,bo] cerrado y acotado en donde la funcién cambia de signo, esto es esencialmente
un producto del método (observar que los intervalos involucrados en el proceso de biseccion 1,
estdn todos contenidos en [ag, by] := ), que no tiene un rol importante a efectos de establecer la
validez del enunciado del Teorema.

Del Teorema de Bolzano se desprende la siguiente consecuencia, conocida generalmente como
el Teorema de los valores intermedios.

Teorema 8.1.7 (Teorema de los valores intermedios). Sea I un intervalo real y f : I — R una
Suncion continua. Si existen a,b € I 'y d € R tales que f(a) < d < f(b), entonces existe ¢ € I tal

que f(c)=d.

2Una funcién f : I — R definida sobre un intervalo real I se dice convexa si el segmento que une dos puntos cualesquiera
del gréfico de f estd por encima del grafico de f. Mds precisamente, f es convexa si f(ox+ (1—o)y) < af(x)+(1—
o) f(y) para cada par de puntos x,y € [ ycada0 < o < 1.

148



8.1. Existencia de ceros: el Teorema de Bolzano

Demostracion. Basta considerar la funcién g : I — R, g(x) := f(x) —d. Esta funcién es continua
ya que es suma de dos funciones continuas. Por hipétesis, tenemos que g(a) = f(a) —d <0 <
f(b)—d = g(d). Por lo tanto, el Teorema de Bolzano (Teorema 8.1.2) asegura que existe ¢ € I tal
que g(c) =0, o equivalentemente, f(c) = d, como queriamos demostrar. O

Se podria pensar a primera vista que este enunciado es esencialmente el enunciado de Bolzano
“corrido en d”. Sin embargo, se trata de dos resultados esencialmente distintos, en el siguiente
sentido: mientras que el Teorema de Bolzano garantiza la existencia de un cero de la funcién f
en consideracion, o lo que es lo mismo, asegura que la imagen de / por f contiene un valor muy
especial, 0, el Teorema de los valores intermedios afirma que d pertenece a la imagen de I por
f, donde d es cualquier niimero real comprendido entre dos elementos de la imagen de f, y por
lo tanto, asegura que todo nimero real comprendido entre dos elementos de la imagen de / por f
pertenece a ésta. En otras palabras, podemos interpretarlo como un resultado sobre la estructura
de la imagen de [ por f: la imagen de / por f es un intervalo. Mdas precisamente, tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 8.1.8 (Teorema de los valores intermedios — Version topoldgica). Sea I un intervalo real
y f:1 — Runa funcion continua. Entonces la imagen de I por f es un intervalo.

Asi, el Teorema de los valores intermedios toma la forma de un resultado sobre el comporta-
miento de funciones continuas definidas en un intervalo. Si pensamos en el grafico de una funcién
continua f : I — R definida en un intervalo I, podemos ver que esencialmente f “deforma” el
intervalo en una curva sobre el plano. Lo que afirma el Teorema de los valores intermedios es
que la “sombra” (la proyeccién) de dicha curva sobre el eje “y” resulta nuevamente un intervalo
(ver la Figura 8.1), y tiene la forma tipica de un resultado de topologia: se trata de analizar cémo

“transforma” una funcién continua a un conjunto dado.

y

y=f(x)

Figura 8.1.: La imagen por una funcién continua de un intervalo /.

Ejemplo 8.1.9. Dado que la version topoldgica del Teorema de los valores intermedios (Teorema

8.1.8) es un resultado sobre la “estructura” de la imagen de un intervalo por una funcion continua,
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resulta particularmente 1itil a fin de demostrar la suryectividad de funciones conocidas, como
constatamos en el ejemplo a continuacion.

Sea p € R[X] un polinomio de grado impar. Afirmamos que la funcion polinomial p : R — R
es suryectiva. Una forma de ver esto es observar que la ecuacion p(x) = d tiene al menos una
solucion real para cada d € R, dado que p(x) — d es un polinomio de grado impar, y por lo tanto,
tiene al menos una raiz real (Ejemplo 7.4.5).

En lo que sigue vamos a dar una demostracion alternativa de esta afirmacion, que ilustra
mejor la aplicacion del Teorema de los valores intermedios. Para esto, del mismo modo que en
la demostracion de que todo polinomio de grado impar tiene una raiz real (Ejemplo 7.4.5), sin

pérdida de generalidad podemos suponer que p es de la forma
p(x) =x"+a, X" '+ +a,

con n € N impar. Asimismo, en el transcurso de dicho ejemplo demostramos que, si definimos

M :=méx{l,|ap_1|,...,|ao|}, para a > 1+ M tenemos que
o o
p(a)za 1(aflfM)2aflfMyp(fa)§fa 1(06*1*M)§M+1706.

Sead € Ry sea 0z := 1+ M +|d|. Entonces 0 —M =1+ |d| > |d

, y por lo tanto,
p(=og) <M+1—-0y<—|d|<d<|d|<o0og—1-M< p(a).

El Teorema de los valores intermedios (Teorema 8.1.8) asegura que d pertenece a la imagen de p.
Dado que d es un elemento arbitario de R, concluimos que la funcion polinomial p es suryectiva,
como queriamos probar.

Ejercicio 8.1.10. Demostrar que la funcion polinomial f : R — R, f(x) := x>"+1

cadan > 0.

es biyectiva para

Ejercicio 8.1.11 (Teorema del valor medio integral discreto). Sea I un intervalo realy f: 1 — R
una funcion continua. Si Ay, ..., A, son niimeros reales positivos y ai,...,a, € I, entonces existe

c€ltalque Y] Aif(a;) = f(c) Ly A

Ejercicio 8.1.12 (Conservacion del promedio). Sea I un intervalo real, f : I — R una funcion
continua, y sean a,b € I tales que a < b. Sea h:= (b—a)/3.

1. Demostrar que

f(b)—fla) 1 (f(b) —flat+2h)  fla+2h)—flath)  flath) —f(a)>.

b—a 3 h h h
2. Demostrar que existe un intervalo Iy := [ay,by]| C I de longitud h tal que
fb)—fla) _ f(br)—flar)
b—a b1 —ai ’

es decir, el “promedio” de f en |a,b] se obtiene en un intervalo [ay,b;] de longitud (b —
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a)/3. (Sugerencia: estudiar la funcion g : [a,a+ 2h] — R definida por g(x) := (f(x+h) —
f(x))/h.)

3. Demostrar que existe una sucesion de intervalos cerrados, acotados y encajados (I,)n>0

cuya longitud tiende a 0, tales que, si I, := |ay,b,], entonces
£(6) = £(a) _ F(ba) = fan)
b—a b, —ay,

para cada n > 0.

4. Sic es el (iinico) punto de interseccion de todos los intervalos I, y f es derivable en I, ; qué
se puede concluir de f'(c)?

8.2. Existencia de extremos: el Teorema de Weierstrass

En esta seccién consideramos el segundo de nuestros problemas modelo: el de la minimizacién
de una funcién continua en un subconjunto de R. Nuevamente, el objetivo es establecer condi-
ciones que garanticen la existencia de tales minimos. El resultado central de esta seccion afirma
que una funcién continua definida en un intervalo cerrado y acotado alcanza necesariamente sus
valores extremos (maximos y minimos).

A fin de fijar terminologia, dada una funcién f : A C R — R, diremos que f alcanza en ot € A
su minimo global si f(a) < f(x) para cada x € A, y su maximo global si f(o) > f(x) para cada
Xx € A. En ambos casos, diremos que f alcanza en & € A un extremo global.

8.2.1. Sucesiones en intervalos cerrados y acotados

Dado que hemos definido la continuidad a partir de sucesiones, es fundamental comprender
el comportamiento de sucesiones en intervalos cerrados y acotados, para lo cual necesitamos al-
gunas herramientas que exponemos a continuacién. Para el estudio de sucesiones en general, y
sucesiones en intervalos cerrados y acotados en particular, vamos a estudiar subsucesiones de la
sucesion en consideracién. Una subsucesion de una sucesion (a,),en €s una sucesion contenida
en (an)nen, 0 1o que es lo mismo, una estrategia de eleccién de una cantidad infinita de términos
de (ap)nen (respetando el orden de ésta). Mds precisamente, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 8.2.1. Sea (ay)nen una sucesion. Dada una funcion estrictamente creciente n: N — N,
la sucesion (by)ren definida por by := a, para cada k € N se denomina una subsucesion de

(@n)nen y se representa por (ay, )ken.

Ejemplo 8.2.2. Sea (a,)nen la sucesion definida por a,, := (—1)". Entonces las sucesiones (az, ) neN
Y (@2n—1)nen, formadas por los términos pares e impares de (an)ueN resultan subsucesiones de
(an)nen. Observamos que, si bien (ay),en no converge, las subsucesiones (ax,)nen ¥ (@2n—1)neN
si convergen. Por otro lado, (as,)yen no converge.

El andlisis de las subsucesiones de una sucesion nos provee de informacién importante sobre el
comportamiento de la misma. En particular, tenemos el siguiente resultado.
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Lema 8.2.3. Si (a,),en es una sucesion de R que converge a o € R, entonces toda subsucesion

(an, )ken de (an)nen converge a a.

Demostracion. Sea (ap,)ren una subsucesién de (a,),en y sea € > 0. Dado que (a,)nen converge
a o, tenemos que existe N € N tal que |a, — ¢t| < € para cada n > N. En particular, |a,, — 0| < €
para cada n; > N. Ahora bien, dado que n; > k para cada k € N concluimos que n; > N para cada
k > N. Por lo tanto, |a,, — o] < € para cada k > N, lo que demuestra que (ank)keN converge a
. O

Como hemos mencionado, nuestra intencién es estudiar sucesiones en un intervalo cerrado y
acotado de R. Por la Hipétesis 3 de completitud sabemos que una sucesion mondétona de un inter-
valo cerrado y acotado I converge, dado que evidentemente resulta acotada. En lo que respecta a
sucesiones en general, tenemos el siguiente resultado.

Lema 8.2.4. Toda sucesion posee una subsucesion mondtona.

Demostracion. Sea (ay)ncn una sucesion arbitraria. Diremos que (a,),cn tiene un “mirador” en ay
si ay > a, para todo n > k. Si existen infinitos miradores, entonces forman una sucesion monétona
decreciente. Si no, existe el mdximo de los indices ky € N de los miradores, y definimos kg := 1
en caso de que no existan miradores. Sea ny := ko + 1. Dado que a,, no es un mirador, tenemos
que existe np > n; tal que a,, > a,,. Ahora bien, a,, tampoco es un mirador, por lo que existe
n3 > ny tal que a, > a,,. Prosiguiendo de esta manera, obtenemos una subsucesién estrictamente
creciente (ay, )keN- O

El resultado clave sobre el comportamiento de sucesiones en intervalos cerrados y acotados es
el siguiente teorema.

Teorema 8.2.5 (Teorema de Bolzano—Weierstrass). Sea (an)nen una sucesion de un intervalo real

I cerrado y acotado. Entonces (ay)ncn posee una subsucesion convergente en I.

Demostracion. El Lema 8.2.4 afirma que existe una subsucesiéon monétona (ay, )ren de (a,)nen.
Los términos de esta subsucesion pertenecen al intervalo cerrado y acotado I := [a,b], por lo
que (an, )ren resulta acotada. Asf, la Hipétesis 3 de completitud asegura que (a,, )ken converge a
a € R. Finalmente, por el principio de conservacién del nimero (Lema 3.1.40) concluimos que
a < o < b,esdecir, que o € . O

Ejemplo 8.2.6. Todos los términos de la sucesion (ap)nen definida por

pertenecen al intervalo [0,1]. Por lo tanto, el Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5)
asegura que existen subsucesiones convergentes de (a,)nen. Explicitamente, la subsucesion

? )
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4
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)
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3
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converge a 1.
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Ejemplo 8.2.7. Sea a; € R el niimero real cuyo desarrollo decimal infinito admisible es de la

forma ay :=0.r1rar3..., y sea (ay)nen la sucesion definida por
ap = 0.1y i1 nt2 -

para cada n € N. Tenemos entonces que cada término de la sucesion (ay, )nen pertenece al interva-
lo 0,1], por lo que, de acuerdo con el Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5), existen
subsucesiones convergentes de (an)nen. Es fdcil ver que si ay € Q, entonces la sucesion (a,)en es
“ciclica”, es decir, existe m € N tal que ay+,, = a, para cada n € N, y por lo tanto, la subsucesion
(amk)ken es convergente. De todas maneras, aun si a; ¢ Q, el Teorema de Bolzano—Weierstrass
asegura la existencia de subsucesiones convergentes para cada a; € [0, 1).

Ejercicio 8.2.8. Sea f: R — R, f(x) :=1/(1+x%) y sea (an)nen la sucesion definida por
an+1 = f(ay) para cada n > 2, comenzando en a; € R arbitrario. Demostrar que (ap)neN po-
see subsucesiones convergentes.

8.2.2. Existencia de extremos de funciones continuas

Ahora si tenemos todas las herramientas necesarias para demostrar que una funcién continua
definida sobre un intervalo real I cerrado y acotado alcanza su mdximo y minimo global en /. Para
esto, comenzamos observando que la existencia de tales extremos solo es posible en el caso en que
la funcidn esté acotada en I. En efecto, si una funcién f : I — R no estd acotada superiormente,
por caso, dado a € I, su imagen f(a) no puede ser una cota superior para la imagen de f, y por lo
tanto, existe b € I tal que f(b) > f(a), lo que demuestra que f no puede alcanzar su maximo en /.
Tal es el caso, por ejemplo, de la funcién f : (0,1) — R definida por f(x) :=1/x.

Nuestro primer resultado afirma que una funcién continua sobre un intervalo cerrado y acotado
estd acotada.

Teorema 8.2.9. Sea I un intervalo cerrado y acotado y f : I — R una funcion continua. Entonces
f resulta acotada.

Demostracion. Veamos que la imagen de I por f estd acotada superiormente. Si no fuera asi, para
cada n € N existiria a,, € I tal que f(a,) > n. Entonces la sucesioén (f(a,))qen no estaria acotada
superiormente, y por lo tanto, dado que toda sucesién convergente es acotada (Lema 3.1.28), no
convergeria. Por otro lado, siendo (a,),cn una sucesién del intervalo cerrado y acotado I, del
Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5) concluimos que (a,),en posee una subsucesion
(an, Jken convergente a o € I. Dado que f es continua, concluimos que (f(ay, ))ren converge a
f(a), lo que contradice el hecho de que la sucesién (f(ay, ))ren no es acotada.

En forma andloga se demuestra que f estd acotada inferiormente. O

Enunciamos a continuacion el resultado principal de esta seccion.

Teorema 8.2.10 (Teorema de Weierstrass). Sea I un intervalo cerrado y acotadoy f: I — R una

funcién continua. Entonces f alcanza su mdximo y su minimo en I, es decir, existen o, 3 € I tales
que f(o) < f(x) < f(B) para todo x € I.
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Demostracion. Dado que la imagen de I por f es acotada, existen nimeros reales, digamos A y
B, que acotan inferior y superiormente a f sobre I, es decir, tales que A < f(x) < B para todo
x € I. Demostramos que f alcanza su maximo en / por medio de un proceso de “biseccion sobre
la imagen”.

Para esto, vamos a construir una sucesién de cotas superiores (By),>0 que refinan progresiva-
mente a B, y convergen a una “cota superior 6ptima” de f sobre el intervalo /. Con la misma
estrategia que en biseccidn, si Ag := A y By := B, consideramos el punto medio Cy := (Ag+ By)/2
del intervalo [Ag, Bo], y analizamos cémo determinar un intervalo [A1,B;] C [Ag, By de forma tal
que A; no sea cota superior de f(I), By silo seay B —A; = (By —Ap)/2. Para esto, definimos
[A1,B1] como [Ag,Cp] si Cp es una cota superior para f(I) y [Co,Bo] en caso contrario. De esta
manera, en ambos casos tenemos que A no es una cota superior para f(I) y B si lo es.

Prosiguiendo de esta manera, obtenemos una sucesion de intervalos cerrados, acotados y enca-
jados
[AQ,BQ] D [Al,Bl] D

cuya longitud tiende a cero, en donde el extremo izquierdo A, no es cota superior de f(I) y
el extremo derecho B, si lo es. En particular, tanto la sucesién (A,),>0 como (By),>o resultan
mondtonas y acotadas (dados que sus términos pertenecen a [A,B]). Por lo tanto, la Hipdtesis
3 de completitud asegura que resultan convergentes, y de hecho, dado que lim, (A, — B,) =
0, (Ap)n>0 Y (Bn)n>0 convergen al mismo niimero real, digamos y € R (ver el Lema 6.2.1 y el
Ejercicio 6.2.2).

Observamos en primer lugar que ¥ es una cota superior de f(I), es decir, ¥y > f(x) para cada
x € I. De hecho, dado x € I, tenemos que B, > f(x) para cada n > 0. Por lo tanto, el principio de
“conservacién del nimero” (Lema 3.1.40) afirma que el limite y de (B,),>0 satisface la condicién
Y= fx).

Asimismo, afirmamos que y € f(I), con lo que resultard el mdximo de f en I que estamos
buscando. A fin de demostrar esta afirmacién, vamos a probar que 7y es limite de una sucesion de
elementos de f(I), de lo cual vamos concluir que y € f(I).

Dado que ningin A, es cota superior de f(I), tenemos que para cada n > 0 existe a, € I tal
que A, < f(ay). A su vez, dado que B, es cota superior de f(I) para cada n > 0, tenemos que
Ap < f(an) < By,. Como las sucesiones (A,)nen ¥ (Bn)n>0 convergen a ¥, la propiedad sandwich
(Lema 3.1.35) asegura que (f(ay,))a>0 converge a 7.

Ahora bien, como los términos de la sucesion (a,),>0 pertenecen al intervalo cerrado y acotado
I, por el Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5) tenemos que existe una subsucesion
(an, )ken que converge a B € I. En consecuencia, la continuidad de f garantiza que (f(ax, ))ren
converge a f(B). A su vez, (f(an,))ren converge a ¥, ya que es una subsucesion de una suce-
sién convergente a ¥ (Lema 8.2.3). Concluimos que f(f) = ¥, lo cual demuestra la afirmacién y
completa la demostracion. O

Ejemplo 8.2.11. Sea f : R — R, f(x) :=x* +x— 1. Afirmamos que f alcanza su minimo global en
R, esto es, existe o € R tal que f(o) < f(x) para cada x € R. En efecto, observamos que f(1) =1
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Y, si |x| > 2, entonces
F) =x*+x—12>x* = x| = 1> 20 — x| = 1 > 20x| = x| =1 > 1. (8.1

En consecuencia, si f alcanza su minimo global, debe hacerlo en el intervalo [—2,2), dado que,
six ¢ [—2,2], entonces f(x) > f(1), como hemos demostrado.

El Teorema de Weierstrass (Teorema 8.2.10) asegura que f, restringida al intervalo [—2,2],
alcanza su minimo global en dicho intervalo, esto es, existe o, € [—2,2] tal que f(a) < f(x) para
cada x € [—2,2]. Afirmamos que f alcanza su minimo global en a. En efecto, tenemos que

w six € [—2,2], entonces f(a) < f(x) por la definicion de a;
w six € R\ [-2,2], entonces f(a) < f(1) =1 < f(x) por (8.1).

Esto muestra que f alcanza su minimo global en o. A fin de determinar o observamos que f tiene

1/3 1/3

un unico punto critico en (1/4)'/°. Concluimos entonces que o = (1/4)

Ejercicio 8.2.12 (Existencia de extremos globales).

1. Sea p € R[X] un polinomio de grado par. Demostrar que la funcién definida por p posee un
extremo (mdximo o minimo) global en R.

2. Sea f: R — R una funcion racional cuyo numerador tiene grado menor o igual que el
del denominador; tal que el denominador no tiene raices reales. Demostrar que f posee un

extremo global en R.

8.2.3. Una version topologica del Teorema de Weierstrass: compacidad

Es interesante repasar la demostracién de los resultados sobre la acotacién y la existencia de
extremos globales de una funcién continua definida en un intervalo cerrado y acotado (Teoremas
8.2.9y 8.2.10). La propiedad esencial del intervalo I que garantiza la acotacién de f(I) es la expre-
sada en el enunciado del Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5): el hecho de que exista
una subsucesion convergente de cualquier sucesion de /. Esto nos permite comenzar el proceso de
“biseccion sobre la imagen” de la demostracidn del Teorema de Weierstrass (Teorema 8.2.10) y
obtener un “candidato” a maximo de f(I): y. Més aun, y queda caracterizado como el limite de una
sucesion de elementos de f(I). Y aqui tenemos nuevamente un punto de la argumentacién en el
cual interviene de forma esencial la propiedad del enunciado del Teorema de Bolzano—Weierstrass
(Teorema 8.2.5): dado que 7 es limite de una sucesién de elementos de f(I), se concluye que
ve f(I).

Un conjunto S con la propiedad de que cada nimero real que es limite de una sucesion de
elementos de S pertenece a S es lo que vamos a denominar un conjunto cerrado. En particular,
un intervalo con esta propiedad resulta un intervalo cerrado en el sentido usual, dado que debe
necesariamente contener sus extremos izquierdo y derecho (si los hubiera). Por lo tanto, nues-
tra definicién de conjunto “cerrado” resulta una buena generalizacién de lo que entendemos por
“intervalo cerrado”.

Ejemplo 8.2.13.
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1. Elintervalo (0,1] no es un conjunto cerrado: en efecto, consideremos la sucesion (1/n),en.
Es claro que los términos de esta sucesion pertenecen al intervalo (0,1]y (1/n),en converge
en R, dado que converge a 0. Sin embargo, 0 ¢ (0, 1], con lo cual concluimos que el intervalo
(0, 1] no es cerrado.

2. Elintervalo [1,+o0) si es cerrado, ya que, dada una sucesion (ap)nen de [1,+0) que conver-
gea a €R, tenemos que 1 < ay, para cadan €N, de lo cual, por el principio de conservacion
del niimero (Lema 3.1.40), deducimos que 1 < o, es decir, que o = lim a,, € [1,4o0).

n—oo

3. El conjunto {0,1} es un conjunto cerrado: si (an)ueN es una sucesion convergente con
an € {0,1} para cada n € N, entonces debe resultar (a,)qen constante para n > ng. En

consecuencia, el limite de dicha sucesion debe ser 0 o 1, y por lo tanto pertenece a {0,1}.
Ejercicio 8.2.14.
1. Demostrar que todo conjunto finito de R es cerrado.
2. Dar ejemplos de conjuntos infinitos cerrados de R, que no sean intervalos.

3. Si (Ap)nen es una sucesion de conjuntos cerrados de R, demostrar que (,cnAn es un con-
Jjunto cerrado. ;Qué puede decirse de \J,enAn? (Y de U <p<pyAn?

Ejercicio 8.2.15. Sea S:={a € R: a=ap,aja... con a; € {5,7} para todo i > 0}. Demostrar
que S es cerrado. (Sugerencia: utilizar el resultado sobre la estabilizacién del desarrollo decimal
en una sucesion de Cauchy (Teorema 4.3.6).)

La nocion de compacidad

De nuestra discusion previa vemos que, en definitiva, la propiedad crucial del dominio / de
una funcién continua f : I — R que hace que ésta resulte acotada (Teorema 8.2.9) y alcance sus
extremos globales en I (Teorema 8.2.10), es la que expresa el enunciado del Teorema de Bolzano—
Weierstrass (Teorema 8.2.5): la existencia de una subsucesion convergente de cada sucesién de 1.
Esto nos permitié demostrar que:

= f(I) es un conjunto acotado,
= f(I) es un conjunto cerrado.

Un subconjunto de R con estas dos propiedades se denomina compacto. Mds atn, estas dos pro-
piedades caracterizan a su vez a los conjuntos S para los cuales toda sucesién posee una subsu-
cesion convergente, o, dicho de otro modo, un subconjunto de R es compacto si y solo si toda
sucesion de S posee una subsucesion convergente en S.

Lema 8.2.16 (Compacidad en términos de sucesiones). Si S es un subconjunto compacto de R,
entonces toda sucesion de S posee una subsucesion convergente en S. Reciprocamente, un sub-
conjunto S de R tal que toda sucesion de S posee una subsucesion convergente es compacto.
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Demostracion. Sea S C R un conjunto compacto y (a,),en una sucesién de S. Dado que toda
sucesion posee una subsucesiéon monétona (Lema 8.2.4), tenemos que existe una subsucesién mo-
nétona (an, )ken de (an)nen. Como S es acotado, (an, ke resulta acotada, y por ende, la Hip6tesis
3 de completitud asegura que converge a & € R. Finalmente, dado que S es cerrado y & limite de
una sucesion de S, concluimos que & € S.

Consideramos ahora la afirmacién reciproca. Sea S C R un conjunto tal que cada sucesién de
S posee una subsucesion convergente en S. Si S no fuera cerrado, entonces existirfa una sucesién
(an)nen de S que converge a un elemento o € R\ S. Por lo tanto, dado que toda subsucesién de
(an)nen converge a o, ninguna converge en S, lo que contradice la definicién de S. Por otro lado,
si S no fuera acotado, existirfa una sucesion (a,),cn de S tal que |a,| > n para cada n € N, por lo
cual ninguna subsucesién de (a,),en convergeria en S, contradiciendo nuevamente la definicién
de S. O

Ejemplo 8.2.17. El intervalo [1,4+) no es compacto, ya que, si consideramos, por ejemplo,
la sucesion “identidad” (n),cn, vemos que se trata de una sucesion con limite infinito cuyos
términos pertenecen a [1,+o0). Ahora bien, la sucesion (n),en no puede poseer subsucesiones

convergentes, dado que, por definicion, ninguna subsucesion de (n),cN es acotada.

Ejemplo 8.2.18. EI conjunto {0,1} es compacto, dado que en el Ejemplo 8.2.13 hemos visto que
es cerrado, y por otro lado es evidentemente acotado. Por otro lado, podemos observar directa-
mente que {0,1} satisface la caracterizacion de la compacidad en términos de sucesiones (Lema
8.2.4): si (an)nen es una sucesion de {0, 1}, entonces, o bien infinitos términos a, toman el valor
0, en cuyo caso forman una subsucesion convergente a 0 € {0,1}, o bien infinitos términos ay,
toman el valor 1, y por lo tanto, tenemos una subsucesion convergente a 1 € {0,1}.

Ejercicio 8.2.19.
1. Demostrar que todo subconjunto finito de R es compacto.
2. Demostrar que el conjunto {0} U{L : n € N} es compacto.

3. Mads generalmente, si (a,)eN es una sucesion de R que converge a o, € R, entonces {a} U

{ay : n € N} es compacto.

Ejercicio 8.2.20. Sea S:={a€[0,1]: a=ap,a1az... cona; € {5,7} para todo i > 0}. Demostrar

que S es compacto.

El Teorema de Weierstrass y la compacidad

Con la nocién de compacidad, el Teorema de Weierstrass toma la forma de un resultado de
caracterizacion del comportamiento de las funciones continuas, es decir, un resultado topolégico:
la imagen por una funcién continua de un subconjunto compacto de R resulta un subconjunto
compacto de R.

Teorema 8.2.21 (Teorema de Weierstrass — Version Topolédgica). Sea S C R un conjunto compacto
v f: 8 — R una funcion continua. Entonces la imagen por f de S resulta un subconjunto compacto

de R.
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Idea de la demostracion. Dado que S es un subconjunto compacto de R, por la caracterizacion de
la compacidad en términos de sucesiones (Lema 8.2.16) concluimos que S satisface la propiedad
del enunciado del Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5): toda sucesion de S posee una
subsucesion convergente en S. Por lo tanto, con la misma demostracion del Teorema 8.2.9 resulta
f(8) acotado.

Por otro lado, sea f3 el limite de una sucesion (f(a,))qen de elementos de f(S). El Teorema de
Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5) asegura que (@), posee una subsucesion (an, )ken que
converge a & € S. Por lo tanto, la sucesion (f(ay, ))ren converge a f(o), por ser f continua, y a
B, por tratarse de una subsucesion de una sucesion convergente a . Concluimos que f(a) = 8,y
por ende, que 8 € S. Esto demuestra que f(S) es cerrado. O

Ejercicio 8.2.22 (Existencia de puntos fijos “revisitada”). Sea S un subconjunto compacto de Ry
f S — S una funcion continua que satisface la condicion

If(x) = fO)| < |x =]

para cada par de puntos distintos x,y € S. El objetivo del ejercicio es demostrar que f posee un
tnico punto fijo en S, es decir, a € S tal que (@) = @, y que éste puede ser aproximado mediante

la sucesion (ap)n>0 definida por an+\ == f(ay), comenzando en cualquier punto ap € S.

1. Demostrar que si o, B € S son puntos fijos de f, entonces @ = 3. (Sugerencia: comparar

o — B con [f(et) = f(B)].)

2. Sea ap € S arbitrario y (an)n>0 definida por ayy1 = f(ay) para cada n > 0. Supongamos
que ningun a, es un punto fijo de f.

a) Demostrar que |ay+1 — ay| < |an — an—1| para cada n > 1. Concluir que (|a4+1 —

an|)n>0 converge a ¢ > 0.
b) Sic =0, concluir que (ay),>0 converge a un punto fijo de f en S.

c) Supongamos que ¢ >0y sea (ay, )ren convergente a o € S. Demostrar que (Gp,+1)keN
converge a B := f(a) y (an+2)ken converge a f(B).

d) Demostrar que o — B| = c = |B — f(B)|. Concluir que c = 0.

8.2.A. Apéndice. Un algoritmo de minimizacion

En nuestra discusién sobre la solucién de una ecuacién del tipo f(x) = 0 (Seccién 8.1) hemos
demostrado un resultado de existencia de cardcter general, el Teorema de Bolzano (Teorema 8.1.1
0 8.1.2), a la vez que hemos proporcionado un método efectivo para calcular la solucién cuya
existencia hemos asegurado: el método de biseccion.

No hemos procedido de la misma manera en el caso del problema de minimizacién min,es f(x),
donde S es un subconjunto compacto de Ry f : S — R es una funcién continua. Si bien el Teorema
de Weierstrass (Teorema 8.2.10 o0 8.2.21) asegura la existencia de un minimo global de f en S, su
demostracién procede por un proceso de “biseccion sobre la imagen” f(S) que no es efectivo, es
decir, no se puede realizar en la prctica con una funcién continua f arbitraria. El propdsito de este
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apéndice es discutir un método efectivo para minimizar una clase de funciones continuas de-
finidas sobre un intervalo compacto, las llamadas funciones “unimodales”, cuyo comportamiento
en relacion con la minimizacién es particularmente favorable. Cabe destacar que existen métodos
generales efectivos (y eficientes) para la minimizacién de funciones continuas que no vamos a con-
siderar aqui, debido a que su complejidad nos apartaria demasiado de los temas en consideracién
(con relacion a esta temdtica puede consultarse [Bre73]).

Funciones unimodales

Sea f: [a,b] — R una funcién continua. Si f es diferenciable y alcanza su minimo en un punto
interior a del intervalo [a,b], entonces, como vamos a ver cuando estudiemos funciones diferen-
ciables (Seccién 11.1.1), tenemos que f'(a) = 0. En tal caso, podemos reducir el problema de la
determinacion de un punto en el cual f alcanza su minimo global al de la bisqueda de soluciones
de la ecuacion f’(x) = 0, para lo cual podemos, por ejemplo, aplicar el método de biseccién.

Si la funcién f : [a,b] — R en consideracién no es derivable en (a,b), o es dificil o costoso
calcular su derivada, entonces no es posible o conveniente determinar las soluciones de la ecuacién
f'(x) =0, y por lo tanto es necesario disponer de métodos alternativos de bisqueda del minimo
(o el méximo) de f en [a,b] que utilicen solamente valores de f. Mds precisamente, nos interesan
métodos, del tipo de biseccion, que reduzcan la posible ubicacién del punto de [a,b] en donde f
alcanza su minimo a intervalos progresivamente menores, por medio de la evaluacion de f en
puntos de [a, ] elegidos adecuadamente.

Si f alcanza dicho minimo en mds de un punto del intervalo [a,b], la bisqueda se torna més
dificultosa, por lo que vamos a restringir nuestras consideraciones a una clase particular de fun-
ciones f, las funciones unimodales, en las cuales el minimo global se alcanza en un solo punto
del intervalo [a, D).

Una funcién f : [a,b] — R se dice unimodal si existe o € [a, b] tal que, para cada par de puntos
¢,d € [a,b] con ¢ < d, tenemos que

fle)>fd)sic,dela,a] y flc)<f(d)sic,dEe]a,b].

En otras palabras, f es unimodal si existe & € [a, b] tal que f es estrictamente decreciente en [a, ¢t]
y estrictamente creciente en [, D).

Ejemplo 8.2.23. La funcion f : [—a,a] — R, f(x) := x> es unimodal para cada a > 0.

Ejemplo 8.2.24. Sea g: [—1,3] = R, g(x) := x> — 6x. Recordamos que estudiamos los minimos
locales de g en la Seccion 2.3, donde observamos que los mismos son soluciones de la ecuacion
x? = 2. Es ficil ver que g es unimodal: dado que g'(x) = 3(x* — 2), deducimos que g es estricta-
mente decreciente en el intervalo [—1,+/2] y estrictamente creciente en el intervalo [\/2,3] (ver la
Figura 8.2).

Una observacién inmediata es que si f : [a,b] — R es unimodal y o € [a, D] es el punto cuya
existencia asegura la definicién, entonces ¢ es el tinico punto de [a,b] en el cual f alcanza su
minimo absoluto.
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Figura 8.2.: El grifico de la funcién unimodal g : [—1,3] — R, g(x) := x> — 6x.

Un algoritmo de busqueda para funciones unimodales: busqueda por razén aurea

Sea f : [a,b] — R una funcién unimodal. Consideramos ahora una estrategia de busqueda del
minimo absoluto & de f en [a,b], esto es, una estrategia de reduccién del intervalo en el cual se
encuentra o.. Seguimos aqui [DBOS, Section 6.4.2].

La estrategia de busqueda se basa en comparar valores de f en puntos interiores del intervalo
[a,b]. Sean ¢ y d dos puntos de [a,b] tales que ¢ < d. Tenemos entonces que

f(c) = f(d) o f(c) < f(d).

Supongamos que f(c) > f(d). Afirmamos que necesariamente debe encontrarse @ en el intervalo
[c,D]. En efecto, de no ser asi, tendriamos que & < ¢, y en tal caso, de acuerdo con la condicién
de unimodalidad, resultaria f estrictamente creciente en el intervalo [c,d] C [et,b], de lo que con-
cluirfamos que f(c) < f(d). Similarmente, si f(c) < f(d), entonces necesariamente @ € [a,d]
ya que, de no ser asi, serfa @ > d y por lo tanto f seria estrictamente decreciente en el inter-
valo [c,d] C [a,a]. Esto contradice la condicién f(c) < f(d). En resumen, tenemos el siguiente
resultado.

Lema 8.2.25. Sean c,d dos puntos del intervalo [a,b] con ¢ < d. Entonces

e,b] si f(c) > f(d),
e { la,d] si f(c) < f(d). (8.2)

A partir de este resultado vemos que, a partir de dos evaluaciones de la funcién f, encerramos el
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punto o, donde f alcanza su minimo global, en un intervalo de longitud a lo sumo max{b —c,d —
a}. No conociendo dénde f alcanza dicho mdximo, una eleccién 6ptima de ¢ y d es una en la cual
b — ¢ =d —a. En consecuencia, tenemos que ¢ +d = a+ b, y por lo tanto, podemos expresar a ¢
y d en la forma

c=a+t(b—a), d=b—t(b—a), con0<t<1/2. (8.3)

Asi, el intervalo resultante tiene longitud d —a =b—c = (1 —1t)(b—a), y eligiendo 7 =~ 1/2
(no podemos elegir t = 1/2 dado que tendriamos ¢ = d) reducimos la longitud del intervalo de
busqueda a la mitad del intervalo original aproximadamente.

Sin embargo, esta estrategia requiere que evaluemos dos veces la funcion f en cada paso. A
fin de reducir la cantidad de evaluaciones de f por paso, una idea es reutilizar las evaluaciones
anteriores, es decir, utilizar la evaluacién f(d) si nos quedamos con el intervalo [c, ] o utilizar la
evaluacién f(c) si elegimos el intervalo [a,d].

Supongamos que elegimos el intervalo [c,b]. De acuerdo con (8.3), en la segunda etapa de
nuestra estrategia de busqueda deberiamos evaluar a f en los puntos

cri=c+tb—c)=c+t(l1-t)(b—a) y di:=b—t(b—c)=b—1t(1—1)(b—a).

Es facil ver que ¢; =d siy solosi (1—¢)(b—a)=t(2—1t)(b—a), es decir, si | —t =¢(2—1),
de lo cual, teniendo en cuenta 7 < 1/2, concluimos que t = (3 — \5) /2. Con esta eleccién de ¢, el
tamafio del siguiente intervalo se reduce en un factor

_-l+Vs 2
2 1++/5

Este es un conocido niimero, el inverso multiplicativo del ndmero aureo, por lo que la correspon-

1—t¢

~ 0,61803.

diente estrategia de bisqueda se denomina la biisqueda por razon aurea.

En resumen, si f : [a,b] — R es unimodal y alcanza su minimo global en o, la bisqueda por
razén durea produce una sucesion (I,),>0 := ([an, bn])n>0 de intervalos cerrados, acotados y enca-
jados con las siguientes propiedades:

2 n
m b,—a,= —— b —a) para cadan > 0;

= o €I, paracadan > 0.
De la hipétesis 2 de completitud, deducimos el siguiente resultado.

Teorema 8.2.26. Sea f : [a,b] — R unimodal que alcanza su minimo global en a, y sea (I,)n>0
la sucesion de intervalos que produce la biisqueda por razon durea. Entonces

1, ={a}.

n>0

Ejemplo 8.2.27 (Continuacién del Ejemplo 8.2.24). A fin de ejemplificar el método de biisqueda
por durea, estudiemos su aplicacion a la funcion g : [—1,3] — R, g(x) := x> — 6x del Ejemplo
8.2.24, que alcanza su minimo global en x = /2.
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8. Resultados de existencia para funciones continuas

3

Tabla 8.1.: El método de bisqueda por razén durea aplicado a g(x) :=x° — 6x.

n an by Cn d,

0 | —1,000000000 | 3,000000000 | 0,527864048 | 1,472135952
1 0,527864048 | 3,000000000 | 1,472135959 | 2,055728089
2 0,527864048 | 2,055728089 | 1,111456183 | 1,472135954
3 1,111456183 | 2,055728089 | 1,472135957 | 1,695048315
4 1,111456183 | 1,695048315 | 1,334368542 | 1,472135956
5 1,334368542 | 1,695048315 | 1,472135956 | 1,557280900
6 1,334368542 | 1,557280900 | 1,419513486 | 1,472135956
7 1,334368542 | 1,472135956 | 1,386991012 | 1,419513486
8 1,386991012 | 1,472135956 | 1,419513487 | 1,439613481
9 1,386991012 | 1,439613481 | 1,407091007 | 1,419513486
10 1,407091007 | 1,439613481 | 1,419513487 | 1,427191001

Tenemos que Iy := [ag,bo] ==

coi=ap+ —7—

do :Zbo—

3—

S

3—

(bo—a()) = —1+

(bo—ao)— 3—3_2\6

345
2

4~ 0,527864048

4~ 1,472135952.

[—1,3]. Los puntos en los que vamos a evaluar a g son

El siguiente paso es comparar g(co) con g(dy), a efectos de determinar cudl de los intervalos

[ao,do] o [co,bo] vamos a considerar para el siguiente paso. Dado que

g(co) ~

de acuerdo con (8.2) definimos Iy := [a1,b;] :=

una sucesion de intervalos cerrados y encajados cuya interseccion consiste exactamente del tinico

—5,642425847 > g(dy) ~ —5,656137544,

[co,bo]. Prosiguiendo de esta manera, obtenemos

punto del intervalo Iy, es decir V2, donde g su alcanza su minimo global. En la Tabla 8.1 listamos

los intervalos I, := |ay,b,] paran=0,...,10.

8.3. Existencia de estados de equilibrio: el Teorema de Punto
Fijo

Consideramos por tltimo con toda generalidad el tercer problema modelo, el de la determina-
cién de los estados de “equilibrio”. Supongamos que tenemos un “proceso”’, descripto por una
“ley de transformacién” x — f(x) de un “estado” x en otro f(x). En este contexto, una cuestién
relevante es la que refiere a la existencia de estados de “equilibrio”, es decir, estados « tales que
fla) =

En términos matemadticos, si f : A C R — R es una funcién, un punto & € A tal que f (o) =

a (ver [Str86] o [Str88] por un marco general para problemas de equilibrio).
ase
denomina un punto fijo de f. Geométricamente, dado que cada punto fijo & de f es una solucién
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8.3. Existencia de estados de equilibrio: el Teorema de Punto Fijo

de la ecuaci6n f(x) = x, los puntos fijos de f corresponden a puntos donde el grafico de f interseca
alarectay = x (ver la Figura 8.3).

y=f(x)

Figura 8.3.: Tres puntos fijos a, b, ¢ de una funcién f.

8.3.1. Un caso de estudio

Supongamos, para fijar ideas, que queremos determinar los puntos fijos de la funcién f : R — R,
f(x) :=cosx. En primer lugar observamos que, si & € R es un punto fijo de f, entonces o = cos «,
lo cual implica necesariamente que @ € [—1,1]. Graficamente, vemos que existe un dnico punto
fijo o € [—1,1] de f (ver la Figura 8.4).

y

-

Yy =cosx

Figura 8.4.: El punto fijo o ~ 0,7390851332... de la funcién f : R — R, f(x) := cosx.
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8. Resultados de existencia para funciones continuas

Admitiendo por el momento la existencia del punto fijo @ de f, discutimos cémo podemos
aproximarlo, para lo cual vamos a utilizar la iteracion de punto fijo. Teniendo en cuenta que
o € [0, 1], comenzamos con la “aproximacién” de o definida por ap := 1. Observamos que una
mejor aproximacion de o es la definida por

ay := f(ap) = cos(1) ~ 0,5403023059.
En efecto, por el Teorema del valor medio (Teorema 0.3.2) tenemos que
|a; — a| =|cosag —cos | = | sen&yl||ag — a| < |senl||ap — al,

donde &) es un punto en el intervalo [a,ap] C [—1,1]. Esta acotacién constituye el nicleo central
de nuestros argumentos, dado que nos sugiere cémo obtenemos estimaciones progresivamente
mejores de o: si definimos

ay = f(ay) = cosa; ~0,8575532158,
y llamamos L := sen 1, entonces
lay — | = |cosa; —cosat| = |sen&||a; — a| < L|a; — at| < L*|ag — .
Prosiguiendo de esta manera, obtenemos la sucesion (ay),>0 definida por ag := 1, a,+1 = cosa,
(n > 0). Cada término de esta sucesion satisface la desigualdad
|an — o] < L"ap — .

Dado que 0 < L < 1, tenemos que lim,, . |a, — @| =0, y por lo tanto,

lima, = a.

n—oo

En la Tabla 8.2 listamos algunos de los términos de la sucesion (a, )en-

De todas maneras, nuestro argumento previo se basa de manera esencial en una hipétesis de
la cual solo tenemos evidencia empirica: la existencia de un punto fijo de la funcién f. A fin de
solucionar este inconveniente, observamos que, aun sin suponer la existencia de un punto fijo &
de f, la sucesién (an)n>0 que hemos definido converge. En efecto, tenemos que

|ant1 — an| = |cos a, —cos ap—1| = |sené&,||a, —an—1| < Llay, — ay—1]-
En consecuencia, aplicando sucesivamente esta estimacion deducimos que
|ani1 —an| < Llan — an-1| < Llap—1 — an—| < -+ < L"|a; — ag|

para cada n > 0. Asi, dado que 0 < L < 1, el valor absoluto |a, 1| — a,| de la diferencia entre los
términos sucesivos de la sucesién (a,),>0 decrece exponencialmente, por lo que ésta resulta una
sucesion de Cauchy (Lema 3.3.8). En consecuencia, la Hipétesis 1 de completitud de R asegura
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8.3. Existencia de estados de equilibrio: el Teorema de Punto Fijo

Tabla 8.2.: La iteracién de punto fijo aplicada a cosx = x.

n a la, — o]
0 | 1.0000000000 | 0.2609148668
1 | 0.5403023059 | 0.1987828273
2 | 0.8575532158 | 0.1184680826
3 | 0.6542897905 | 0.0847953427
5 | 0.7013687737 | 0.0377163595
7 1 0.7221024250 | 0.0169827082
10 | 0.7442373549 | 0.0051522217
15 | 0.7383692041 | 0.0007159291
20 | 0.7391843998 | 0.0000992666
30 | 0.7390870427 | 0.0000019095
50 | 0.7390851340 | 0.0000000008

que (ay)n>0 converge. Mas atn, si denominamos « al limite de (ay),>0, tenemos que

8.4)

a = lim a,| = lim cosa, = cos a,
n—yoo n—oo

de donde deducimos la existencia del punto fijo & de f que habiamos dada por supuesta en nuestros
argumentos previos. Por dltimo, observamos que f no tiene otro punto fijo, yaque si o, € [—1,1]
son puntos fijos de f, entonces

o= B| = [cos & —cos B = [seng|[a — B| < L[ — B,
lo cual solo puede ocurrir si | — | = 0. En resumen, tenemos el siguiente resultado.

Lema8.3.1. Sea f: R — R, f(x) :=cosxy (ay)n>0 la sucesion definida por ag := 1, a1 := f(ay)
(n > 0). Entonces

» f tiene un tinico punto fijo a;
w la sucesion (ay)n>0 converge a Q.

Ejercicio 8.3.2. Demostrar que la sucesion (ay)nen, an+1 = cos(ay) (n > 0) converge al punto
fijoade f:R— R, f(x) := cosx para cualquier ap € [—1,1].

Ejercicio 8.3.3. Demostrar que la sucesion (a,)uen, anr1 = cos(a,) (n > 0) converge al punto
fijo ade f:R — R, f(x):= cosx para cualquier agp € R. (Sugerencia: tener en cuenta que a; €
8.3.2. El caso general: funciones contractivas

La discusién previa nos sugiere una estrategia de caracter general para tratar con problemas de
equilibrio. Una primera conclusién es que, dado que se trata de determinar “estados de equilibrio”,
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8. Resultados de existencia para funciones continuas

el “dejar que el sistema evolucione” puede darnos informacion sobre dichos estados de equilibrio.
En efecto, en el caso de la funcién f : [—1,1] — [—1,1], f(x) := cosx, nuestros argumentos se
basaron en el estudio de la sucesion (a,),>0 definida por a,41 := f(a,). Como hemos mencionado,
el célculo de los términos sucesivos de una sucesion (ay),>o de la forma a, := g(a,) constituye
un método general de resolucién de la ecuacion g(x) = x, denominada la iteracién de punto fijo.
Con los mismos argumentos que en (8.4) vemos que, si la sucesién (a,),>o converge, su limite es
necesariamente una solucién de la ecuacion g(x) = x.

La existencia de puntos fijos de una funcién g se reduce entonces a la convergencia de una
sucesion (ay)en de la forma a,1; := g(a,). En tal sentido, observamos que la diferencia entre
dos términos sucesivos de (a,)cn es de la forma

dp+1 —ap = g(an) - g(dn—l)-

Como hemos visto en el caso de la funcién f de la seccion precedente, una condicién suficiente de
convergencia de (a,),en es que el decrecimiento de la misma sea de tipo “exponencial”, es decir,
|an+1 — an| < Lla, — a,—1| para cada n € N, siendo 0 < L < 1, en cuyo caso podemos garantizar
la existencia de un (Unico) punto fijo de g. Una clase de funciones en las que esta condicion se
satisface es la de las funciones contractivas, que definimos a continuacién.

Definicion 8.3.4. Sea A C Ry sea g : A — R una funcion. Diremos que g es contractiva si existe
0<L<1tal que
g(x) —g()| < Llx—y|

para cada par de puntos x, y de A.

Ejemplo 8.3.5. La funcion f:[—1,1] = R, f(x) := cosx es contractiva. En efecto, si x,y € [—1,1],
entonces
|cosx —cosy| = |sen||x —y| <senl|x—y].

Ejemplo 8.3.6. La funcion f:R>o — R, f(x) :=+/x es contractiva en [1,+o0) y no lo es en [0, 1].
En efecto, si x,y € [1,+4o0), tenemos que

x—y 1
|Vx—y| = f+\[§2 -yl

Por otro lado, si x € (0,1], tenemos que

Ix 0|

‘\[ O‘ |)C*O‘,

lo que demuestra que f no es contractiva en [0, 1].

Ejercicio 8.3.7. Probar que la funcion g : Rso — R, g(x) :=x/2+ 1/x es contractiva en [1,2)].
Mds generalmente, si a > 0, demostrar que la funcion g, : Rso = R, g,(x) :==x/2+a/2x es

contractiva en [+/a/2,al.

Una observacion que vamos a necesitar en lo que sigue es el siguiente resultado.
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8.3. Existencia de estados de equilibrio: el Teorema de Punto Fijo

Lema 8.3.8. Una funcion contractiva es continua.
Demostracion. Sea g : A — A es una funcién contractiva y sea (a,),ecn €s una sucesién de A que
converge a o € A. Queremos ver que

lim g(a,) = g(a).

n—oo

Sea 0 < L < 1 la constante cuya existencia asegura el hecho de que g es contractiva. Dado € > 0,
tenemos que existe np € N tal que |a, — &| < € si n > np. En consecuencia,

lg(an) —g(a)| < Llay — o] < |a, — | <€
si n > ng. Concluimos entonces que g es continua. O

En estos términos, tenemos el siguiente resultado constructivo de existencia de puntos fijos para
funciones contractivas.

Teorema 8.3.9 (Teorema de Punto Fijo). Sea A C R un conjunto cerradoy g : A — A una funcion
contractiva. Entonces las siguientes afirmaciones son vdlidas:

= existe un tinico punto fijo 0. € A de g,
= para cada ay € A, la sucesion (ap)nen definida por any 1 := g(ay) converge a Q.

Insistimos con el cardcter constructivo del enunciado: no se trata solamente de un resultado de
existencia y unicidad de puntos fijos, sino que también nos provee una herramienta efectiva para
aproximar el punto cuya existencia asegura: la sucesién (a,),>0 del enunciado, comenzando en un
punto arbitrario ay € A.

Demostracion. Vamos a demostrar que, comenzando en ag € A arbitrario, la sucesion (a,),>o del
enunciado converge en A. Posteriormente vamos a deducir que (a,),>0 converge necesariamente
a un punto fijo & de g en A, de lo cual en particular vamos a concluir la existencia de dicho punto
fijo.

Fijemos entonces ap € A. Observamos que la diferencia |a,+| — a,| decrece en forma exponen-
cial. En efecto, dado que la funcién g es contractiva, tenemos que

|an+1 _an| = |g(an) _g(anfl)‘ < L|an —an—1 |
En consecuencia, mediante un argumento inductivo se deduce la siguiente acotacion:
|ans1 = an| < Llan —an-1| < LPlag—1 — an—| < -+ < L"|ay — ag|.

Este decrecimiento exponencial de las diferencias |a,4+1 — a,,| implica que la sucesién (a,)n>0 es
de Cauchy (Lema 3.3.8). Por lo tanto, la Hipétesis 1 de completitud asegura que (a,),>0 converge
a o € R. Mis aiin, o € A ya que A es cerrado y (a,),>0 €s una sucesién de A. Finalmente, dado
que g es continua (Lema 8.3.8), vemos que

o = lim a1 = lim g(a,) = g(a),
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de lo cual concluimos que & es un punto fijo de g.
Resta demostrar que existe un tnico punto fijo de g en A. Para esto, supongamos que 0,0 € A
son dos puntos fijos de g. Entonces

lar — o] = [g(on) —g(on)| < Ll — ar,

de donde concluimos que
0<|o—|(1-L) <0,

es decir,

oy —ap|(1—=L) =0.Dado que 1 —L > 0, resulta |ot; — 0| =0, 0 sea, & = 0, como
queriamos demostrar. O

Es interesante comparar el enunciado del Teorema de punto fijo con el del Ejercicio 8.2.22: si
S CRescompactoy f: S — S satisface la condicién | f(x) — f(y)| < |x—y| para cadax,y € S con
X # y, entonces valen las mismas conclusiones que en el Teorema de punto fijo. En tal sentido,
cabe destacar que, con las hipétesis del Teorema de punto fijo, resulta |a,+1 — a| = |g(a,) —
g(a)| < L|a, — a| para cada n > 0, es decir, el error en el n—ésimo paso de iteracion “decae”
de forma exponencial. En el caso del Ejercicio 8.2.22, si bien las conclusiones son las mismas
que en el Teorema de punto fijo, no podemos asegurar que la velocidad de convergencia de la
correspondiente sucesion al punto fijo cuya existencia y unicidad se garantiza sea de este tipo. En
la siguiente seccién vamos a introducir un concepto que nos va a permitir comparar la velocidad
de convergencia de dos sucesiones dadas: el orden de convergencia.

Ejemplo 8.3.10. Analizamos la existencia de puntos fijos de la funcion f: R = R, f(x) := %xZ —

%x—i— % en el intervalo [0, 1]. Para esto, vemos que se satisfacen las hipdtesis del Teorema de punto

fijo:
» fes contractiva en [0,1], ya que, si x,y € [0,1], entonces

> 3(x—y)

2 _
70— r0) = 55 -2 s

3
—2 <2y

4 4

=1

= f([0,1]) C [0,1] dado que f(0) =1/2, f(1) =0y f es decreciente en [0,1].

En consecuencia, de acuerdo con el Teorema de punto fijo (Teorema 8.3.9) existe un tinico o €
[0,1] tal que (o) = a. Explicitamente, tenemos que f(x) = x si y solo si

X2 —3x+2

7 =X, o equivalentemente, X —Tx4+2=0.

Concluimos que o = (7 —/41)/2. Asimismo, por medio de la iteracion de punto fijo podemos
calcular aproximaciones de precision arbitraria de o.: si, por ejemplo, definimos ag := 0, entonces
la sucesion (ap)n>0 definida por

a2 —3a,+2
ant = flay) = B3E2 (> 0)

converge a (.
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Ejemplo 8.3.11. El Teorema de punto fijo nos provee una herramienta iitil para determinar el li-
mite de ciertas sucesiones, como ilustramos en el ejemplo a continuacion. Sea (ay),>o la sucesion

definida por
1

ap:=1, apy1:=

Queremos determinar si (a,)n>0 converge, y en tal caso, cudl es su limite. Para esto, observamos
que, si [ :]0,+e) — R es la funcion definida por

entonces any1 = f(ay) para cada n > 0. Si (ay)y>0 converge y llamamos o a su limite, tenemos
que o > 0 dado que a, > 0 para cada n > 0. Ademds, & debe ser un punto fijo de f, dado que,
por la continuidad de f,

o= r}groloanﬂ = ,}E&f(“”) = f(a).

En consecuencia, tenemos que oo = 1/(1+ o), o equivalentemente, ta—1= 0, de lo que
concluimos que el tinico valor posible para o es

1445
o=—"

esto es, la iinica solucién positiva de la ecuacion o* +o. — 1 =0.
A fin de ver que la sucesion (ay)n>0 de (8.5) converge, vamos a aplicar el Teorema de punto
fijo. Se trata entonces de determinar un conjunto cerrado A C R tal que:

= (—1+V5)/2€A;
= f es contractiva en A;
= f(A) CA.

Afirmamos que A := [1/4,2] es una eleccion adecuada. En efecto, es claro que (—1++/5)/2 €
[1/4,2). Asimismo, observamos que f([1/4,2]) C [1/4,2], dado que f es decreciente, f(1/4) =
4/5y f(2) = 1/3. Por iltimo, f es contractiva en [1/4,2], dado que, si x,y € [1/4,2], entonces

1 1| ly — x| < 16
T+x 1+y| (1+x)(1+y) —25

176) =001 =| p—
En consecuencia, el Teorema de punto fijo (Teorema 8.3.9) asegura que la sucesion (an)n>o de
(8.5) converge al iinico punto fijo de f en [1/4,2], esto es, o := (—14++/5)/2.

Ejercicio 8.3.12 (El método babilénico). Una forma de aproximar \/2 conocida desde hace mu-
chos afios consiste en construir la siguiente sucesion de niimeros racionales p/q: comenzando
con p:=1yq:=1, calculamos los nuevos valores del numerador y denominador mediante las
formulas p < p+2q, g+ p+q.

El objetivo de este ejercicio es demostrar que este método produce una sucesion (a,),>o de
niimeros racionales que converge a /2.
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1. Dado ap := p/q € Q arbitrario, demostrar que a; := (ap+2)/(ag+1).

2. Sea (ay)n>0 la sucesion construida mediante el método babildnico a partir de ay € Q arbi-
trario, es decir, ay+1 = (an+2)/(an+ 1) para n > 0. Demostrar que si (an)n>0 converge,
converge a V2.

3. Demostrar que (ap)n>0 converge.

Ejercicio 8.3.13. Sea a, := \/2—|— 2442 (n > 1) (la notacion de puntos suspensivos
representa n raices anidadas).

1. Hallar A C R y una funcion f : A — R tal que ay+1 = f(ay) paran > 0.

2. Demostrar que existe & = lim ay,.
n—yoo

3. Determinar .

4. Analizar la convergencia de la sucesion (an)n>o definida por ag = 1,5y ay+1 := f(ay,) para
n>0.

1

Ejercicio 8.3.14. A fin de resolver la ecuacion x +1Inx = 0, cuya solucion es o = 5, mediante un

método iterativo, se proponen las siguientes formulas de iteracion:

a, +e
ap4 = s

— . ,—a
ap+1 = 711161", apt1:=e€ ",

¢ Cudles de estas formulas pueden utilizarse?

8.3.3. Orden de convergencia

En la Seccién 2.2.2 hemos observado que a la aplicacién del método de Newton a la ecuacién
x% =2 en la Seccién 2.1 subyace de hecho el problema de determinar un punto fijo de una funcién
adecuada. En efecto, recordamos que, partiendo de una aproximacién inicial, que hemos fijado
arbitrariamente en ag := 1,5, definimos en general a1 := a,/2+ 1/a,. Asi, si llamamos g(x) :=
x/2+ 1/x, 1a sucesién tiene la forma:

an+1 = g(an). (8.6)

En consecuencia, si la sucesién (a,),>0 converge a o € R (convergencia que se deduce de la
Hipétesis 3 de completitud, ya que (a,),>0 es mondtona y acotada), dado que g es continua,
necesariamente tendremos

o = lim a,1; = lim g(a,) = g(a),
n—soo n—oo

es decir,

2— o2

200
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8.3. Existencia de estados de equilibrio: el Teorema de Punto Fijo

Tabla 8.3.: El método de Newton aplicado a x> = 2.

ay flan)
1.50000000000000 | 0.250000000
1.41666666666667 | 0.006944444
1.41421568627451 | 0.000006007
1.41421356237469 | 0.000000000
1.41421356237309 | 0.000000000

AW = OS

Tabla 8.4.: El método de biseccion aplicado a x> = 2.

Cn f(cn)
1.50000000000 | 0.250000000
1.43750000000 | 0.066406250
1.41796875000 | 0.010635376
10 | 1.41455078125 | 0.000953913

~N W OIS

de donde inmediatamente se deduce que o2 —2 = 0. Asi, la sucesién del método de Newton para
la ecuacién x> = 2 es de hecho la que produce la iteracién de punto fijo aplicada a la funcién
g(x):=x/24+1/x.

Una caracteristica fundamental del método de Newton aplicado a la ecuacién x> = 2 es su gran
velocidad de convergencia (ver la Tabla 8.3). En contraposicién, el proceso de aproximacién de
la solucién positiva de x> = 2 mediante el método de biseccién (Tabla 8.4) o del punto fijo de la
funcién coseno por medio de la iteracién de punto fijo (Tabla 8.2) puede resultar bastante lento.
Esto nos plantea la pregunta: ;por qué tenemos tal diferencia de velocidad de convergencia?

En general, dado un problema de la forma g(x) = x, donde g : A — A es una funcién continua
y contractiva definida sobre un subconjunto cerrado A de R, la sucesién (a,),>o de la iteracién de
punto fijo converge al unico punto fijo o de g en A, y segiin hemos visto en la demostracion del
Teorema de punto fijo (Teorema 8.3.9), satisface la condicién:

‘an+l - (X‘ < L|an - Ot|.

Por lo tanto, el error |a, — a| que cometemos al aproximar ¢ por a, mejora en, al menos, un factor
L al paso siguiente. Asi, por ejemplo, si L = 1/10, serfa esperable que la aproximacién a,; del
(n+ 1)—ésimo paso de iteracién coincida en, al menos, un digito decimal més con la solucién o de
nuestro problema que la aproximacién a, del n—€simo paso. Por otro lado, si L = 1/2, dado que
(1/2)* < 1/10 < (1/2)3 tenemos que, cada 3 o 4 iteraciones generalmente obtenemos un nuevo
digito decimal de aproximacién, como se puede constatar en la aproximacién de /2 mediante el
método de biseccion en la Tabla 8.4.

Sin embargo, la estimacién |a,+; — &| < L|a, — a| es solamente eso: una estimacién, y por lo
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8. Resultados de existencia para funciones continuas

tanto, puede ocurrir que en determinados casos el error pueda acotarse en forma mucho mejor
que ésta. Este es el caso del método de Newton aplicado a x> = 2. Recordamos que, en este caso,
tenfamos la identidad

2 2 5 5 , )
ai+1—2=<an—a§a > —Zzaﬁ—(aﬁ—2)+<a"2a> —2:<“nza>7

de donde, teniendo en cuenta que a> > 2 para cada n > 0 (Lema 2.2.3), resulta

(an+v2)*
(an+1 + \/E) (2an)2

}a11+1_\f2| = (an_\/i)2~

De esto concluimos que

PR B R S coVe
(an—v2)?  (anp1+V2)(2a,)2 == 16v2 212’

Esto es un caso de lo que se conoce como orden de convergencia cuadratico: el error a cada
paso es, salvo constantes, el cuadrado del error del paso anterior. En una sucesién de este tipo
es de esperar que la cantidad de digitos exactos de una aproximacién dada sea el doble de la del
término anterior. En general, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 8.3.15 (Orden de convergencia). Una sucesion (a,)yen se dice que converge a oo € R
con orden p si existe una constante L > 0 tal que

lim |an+l 7(X| =L

n—oo |an — a‘P

La diferencia entre el método de biseccién y el de Newton aplicados a x> = 2 se explica en-

tonces en estos términos: el método de biseccidn produce una sucesidon de aproximaciones cuyo
orden de convergencia es lineal, en tanto que el método de Newton produce una cuyo orden de
convergencia es cuadritico. Este comportamiento del método de Newton con respecto a x> = 2
no es particular, sino por el contrario, el caso general: el método de Newton tiene, en general,
orden de convergencia cuadratico. Sin embargo, a fin de demostrar esta afirmacién necesitamos
herramientas mds finas, por lo que vamos a postergar su discusion hasta la Seccién 13.2.2.

Ejemplo 8.3.16. Analizamos el orden de convergencia de la sucesion (a,),>o definida por ag := 1,
apt1:=cosay, (n>0). En el Lema 8.3.1 hemos visto que (an)n>0 converge al tinico punto fijo o de
la funcion f:R — R, f(x) := cosx. Para esto, suponiendo que a, # o para cada n > 0, tenemos

que
lani1 —a|  |cosa, —cosa|

|an — a lan — al

=|sen&,| — |sena| > 0,
n—oo

donde &, es un punto intermedio entre a, y O para cada n > 0. Esto muestra que la sucesion
(an)n>0 en consideracion converge linealmente a o.

Ejemplo 8.3.17 (Convergencia cuadratica del método de Newton para polinomios). Recordamos

que, si p € R[x] tiene una raiz simple a. € R, entonces tenemos el siguiente resultado de conver-
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8.3. Existencia de estados de equilibrio: el Teorema de Punto Fijo

gencia local (Teorema 7.4.13): existe 6 > 0 tal que, si |ag — ot| < 8, entonces la sucesion (an)n>0
del método de Newton aplicado a la ecuacion p(x) = 0, comenzando en ap, converge a o. Mds

atin, hemos demostrado que existe K > 0 tal que

para cada n > 0. Vemos entonces que nuestro resultado de convergencia local muestra que, si o,
es una raiz simple de p, entonces la sucesion del método de Newton, comenzando en ay suficien-
temente cerca de o, converge a o, con orden al menos cuadratico.

Ejercicio 8.3.18. Consideremos la funcion polinomial f : R — R, f(x) := x> —2x+2.
1. Determinar los puntos fijos de f en R.

2. Analizar la convergencia de la sucesion de la iteracion de punto fijo (an)n>0, n+1 := f(an)

para cada ay € R.
3. En los casos en que (an)n>0 converja, determinar su orden de convergencia.

Ejercicio 8.3.19. Determinar el orden de convergencia de la sucesion (a,),en del método babi-
lonico del Ejercicio 8.3.12.

Ejercicio 8.3.20 (Aceleracion de la convergencia). En sucesiones que convergen “lentamente”,
es posible “acelerar” dicha convergencia mediante un método general conocido como el método
de aceleracion de Aitken. Supongamos que (ap)nen es una sucesion de R que converge a a € R
con orden lineal, siendo la constante L en la definicion del orden de convergencia menor que 1, es
decir, lim |apt1 — al/|a, — o) =L < 1.
n—yoo

Sea (by)nen la sucesion definida por
Apniy — a>
b — nn+2 n+1
=T

api2 — 211 +ap

2

€nln+2 — €1

1. Sea e, := a, — & para cada n € N. Demostrar que b, — @ = ———.
ent2 —2enr1 t ey

2. Escribamos e, en la forma ey, = (L+ 8,)e, para cada n € N. Demostrar que

(L+8,) (L4 8p41) — (L+ 8,)*

by—a=e, .
O L 6 (L 60) 2L+ 8par) 1 1

3. Demostrar que lim,,_,e 8, = 0 y concluir que lim,,_, (b, — o) /e, = 0. Explicar en qué sen-
tido la sucesion (by)nen converge a o mds “velozmente” que (ap)nen-

173






9. El cuerpo ordenado completo de los
numeros reales

En el Capitulo 5 hemos definido el conjunto de los niimeros reales como el conjunto de los
desarrollos decimales infinitos admisibles, es decir,

{j:ro.rlrz... 119 €Z>0,r; € {0,...,9} para i > 1y para cada i > 0 existe j >i con r; #9}.

También hemos definido las operaciones aritméticas entre nimeros reales: six € {+,—,-, =} es
una operacioén aritmética cualquiera, hemos definido

(£ro.rirp...)x(£so.s182...) == Jggo((iro.rlrz...rn)*(:tso.slsz...sn)),
es decir, (£rg.riry...)*(£s0.5152...) es el desarrollo decimal admisible determinado por la suce-

sién de Cauchy ((£ro.rira...r,) * (£50.5152.. .sn))n>0. Finalmente, hemos dado una nocién de
orden total <, definiendo que

o:==xrg.riry... <Bi==sp.5152...siysolosiax = oa#py=£rj <tsj, siendo
Jor=min{j >0:r; #s;}.

Asi hemos obtenido lo que hemos denominado el cuerpo ordenado de los nimeros reales. Asi-
mismo, hemos afirmado que el cuerpo ordenado de los nimeros reales resulta completo, es decir,
satisface las siguientes hipétesis de completitud:

= Hipdtesis 1: Toda sucesion de Cauchy de R converge en R.

= Hipétesis 2: Toda sucesion de intervalos reales cerrados, acotados y encajados cuya longitud
tiende a O se interseca en un punto en R.

= Hipdtesis 3: Toda sucesiéon mondtona y acotada de R converge en R.

Asumiendo la validez de estas hipdtesis de completitud hemos establecido la existencia de la raiz
n—ésima de cualquier niimero real positivo (Teorema 7.1.3) y la existencia de raices reales de cual-
quier polinomio real de grado impar (Ejemplo 7.4.5). A su vez, hemos demostrado tres resultados
clasicos del analisis: el Teorema de Bolzano (Seccién 8.1), el Teorema de Weierstrass (Seccion
8.2) y el Teorema de Punto Fijo (Seccién 8.3). Como ha podido apreciarse en los dos capitulos
precedentes, la validez de cada uno de los resultados que acabamos de mencionar depende de
manera esencial de la validez de algunas de las hipétesis de completitud precedentes.

Nuestra intencidn en este capitulo es retomar la cuestién de la completitud de R, determinando
por qué todas las afirmaciones que hemos hecho son efectivamente vilidas. Asimismo, vamos a
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9. El cuerpo ordenado completo de los niimeros reales

reexpresar la completitud de R en términos de la existencia de supremos e infimos. También vamos
a aplicar la completitud en la construccién de la exponencial en R. Por otro lado, vamos a discutir
un tipo particular de sucesiones que aparece en diversas construcciones del andlisis: las series
de nimeros reales. Por tltimo, en un apéndice vamos demostrar que la construccién que hemos
hecho no es arbitraria, en el sentido de que dos cuerpos ordenados arquimedianos completos son
matemadticamente equivalentes, en un sentido a precisar.

9.1. La completitud de R

Cuando postulamos las hipédtesis de completitud hemos demostrado que cada sucesion de Cau-
chy de Q converge en R (Lema 6.1.1). Si bien esto no prueba que R es completo, ya que solo
asegura que las sucesiones de Cauchy de Q convergen en R, es el paso clave a fin de establecer la
completitud de R, como vemos en el siguiente resultado.

Teorema 9.1.1 (Completitud de R). R satiface la Hipétesis 1 de completitud, es decir, las suce-
siones de Cauchy de R convergen en R.

(n) _(n)_(n)

Demostracion. Sea (04,),en una sucesién de Cauchy de R. Sea +ry .r; 'r, ... el desarrollo
decimal admisible de cada o, y sea R1<\7) = ir(()").rgn) e rj(\;l) el desarrollo de N digitos de o, para

cada N > 0. Tenemos que |RS,") — 0| < 1/10" para cadan € N.

Afirmamos que (R,(ln))neN es una sucesién de Cauchy de Q. Sea € >0y ng € Ntal que 1/10"0 <
€. Dado que (0;),en es una sucesion de Cauchy, existe ny € N tal que |0y, — 04| < € sin,m > ny.
Por lo tanto, si n,m > méx{ng,n; }, entonces

IR — R | < IR — 0| + 10 — | + IR — 0| < 3.

Esto demuestra que la sucesion (RS,”)),,GN es de Cauchy, y por lo tanto, que converge a o € R.
Afirmamos que la sucesion (o,;),cny converge a o. Para ver esto, sean € > 0y ng,n; € N tales que
/10" < ey |R§,") — a| < € sin > ny. Entonces, para n > méx{ng,n, }, resulta

(n)| | | ! !
|, —al < |oy — Ry’ |+ |Rn _O‘|<1T)n+8§10n0+8§28'

Esto completa la demostracion. O
Corolario 9.1.2 (Completitud de R bis). R satisface las Hipotesis 2 'y 3 de completitud:

1. si ([an,bn])nen es una sucesion de intervalos reales cerrados, acotados y encajados tal que
lim (b, —a,) = 0, entonces existe a € R tal que (\,enlan, by) = {a},
n—soo

2. cada sucesion mondtona y acotada de R converge en R.

Demostracién. Comenzamos con la segunda afirmacion. Sea (a,),cn una sucesién monétona y
acotada de R. Con la misma demostracién que cuando probamos que toda sucesién monétona y
acotada de Q es de Cauchy (Teorema 6.3.7), concluimos que (a,)qen €s una sucesién de Cauchy
de R, y por lo tanto, el Teorema de completitud (Teorema 9.1.1) implica que (a,),en converge en
R. Esto demuestra 2.
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9.1. La completitud de R

Consideramos ahora la primera afirmacién. Observamos que (@, )nen ¥ (bn)nen son sucesiones
mondtonas y acotadas de R. En efecto, dado que [a,,by,] D [an+1,bn+1] para cada n € N, tenemos
que dp < dpt1 Y byt < by, para cada n € N. Ademds, a,,b, € [a1,b1], lo que implica que a; <
ay < b, < by para cada n € N. Esto demuestra que (a,)uen ¥ (bn)nen son sucesiones monétonas
y acotadas, y por lo tanto, la segunda afirmacion, ya demostrada, asegura que convergen a ¢ y f3
en R. Més atin, dado que (b, — a, )nen converge a 0, resulta o = f3.

Observamos que @ € (,en|an, by, dado que a, < a < b, para cada n € N (ver Ejercicio 9.1.3).
Asimismo, si ¥ € (,enl@n, bu), entonces y € [a,,by] para cada n € N, es decir, a, < ¥ < b, para
cada n € N. En consecuencia, por la propiedad sandwich (Lema 3.1.35) concluimos que y = ¢, y
por ende, que (,enlan, bn] = {0t}. O

Ejercicio 9.1.3. Sea (an)nen una sucesion mondtona y acotada de R y sea o € R su limite.
Demostrar que:

1. Si (an)nen es creciente, entonces a, < o para cadan € N.

2. Si (an)nen es decreciente, entonces o < a, para cada n € N.

9.1.1. Ladensidad de Q en R y la exponencial real

Cabe destacar que, simplificadamente, la demostracién de la completitud de R (Teorema 9.1.1)
procede de la siguiente manera: en primer lugar, se demuestra que las sucesiones de Cauchy de Q
convergen en R (Lema 6.1.1), y posteriormente se demuestra el correspondiente enunciado sobre
R. Esta forma de proceder es de hecho una estrategia sumamente 1til para demostrar cierto tipo de
afirmaciones sobre R, que se basa en un hecho fundamental: la densidad de Q en R. El objetivo
de los siguientes ejercicios es explicitar este hecho y utilizarlo.

Ejercicio 9.1.4 (Sobre la densidad). Sea S un subconjunto de R. Demostrar que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

» Cada niimero real o es el limite de una sucesion de elementos de S.

= Dados dos niimeros reales o < 3, existe s € S tal que o < s < f3.
Un conjunto S C R que satisface alguna de estas propiedades se denomina denso (en R).
Ejercicio 9.1.5 (Densidad de Q en R). Demostrar que Q es denso en R.

Ejercicio 9.1.6. Sean f,g: R — R dos funciones continuas tales que f(x) = g(x) para cada x € Q.
Demostrar que f = g. (Sugerencia: si o € R\ Q, entonces existe una sucesion (a,),cn de Q tal
que h’_r)n a, = a. Por hipétesis, f(a,) = g(ay,) para cadan € N.)

n—soo

Ejercicio 9.1.7. Sea f: R — R una funcion que satisface las siguientes condiciones:
L fx+y) = fx)+ ()
2. flxy)=f(x)-f().
3. Existe x € R tal que f(x) # 0.
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9. El cuerpo ordenado completo de los niimeros reales

Demostrar que f(x) = x para todo x € R. (Sugerencia: demostrar en primer lugar que f(x) = x
para todo x € Q, luego que f(x) > 0 para todo x > 0 y finalmente que f(x) > f(y) para todo x > y.
Observar que esta dltima propiedad implica la continuidad de f' )

La exponencial real

Vamos a aplicar estas ideas a fin de discutir la exponencial real. En la Seccién 7.1.1 hemos
considerado la exponenciacion de potencia racional. Dado a € R~ y r € Q, hemos definido a,
y hemos demostrado que esta definicién satisface las siguientes propiedades para cada par de
ndmeros racionales r,s (ver (7.4), (7.5)):

A =d &, =), d<dsia>l, d>d sia<l. ©.1)

Nuestro propdsito en lo que sigue es extender esta definicion al caso de exponentes reales, de
forma que se satisfaga (9.1). En particular, la monotonia (las dltimas dos propiedades de (9.1))
de la exponencial real va a implicar que la funcién exponencial f : R — Ry, f(x) := ¢* resulta
continua, lo cual nos da una idea sobre cémo encarar la definicion de dicha extension. En efecto,
dado o € R, por la densidad de Q en R sabemos que existe una sucesion (R,),cn de Q tal que
o = lim,_. R,. De hecho, si & = £rg.rir;... es el desarrollo decimal infinito admisible de «,
podemos elegir R, en la forma R, := %ry.ry ...r,. Siqueremos que f resulte continua, entonces es
necesario que f(a) = a* = lim, e f(R,) = lim, .. a®, 1o que nos sugiere una definicién de a*.
Por supuesto, para que esta “definicién” tenga sentido, es necesario ver que la sucesién (),
tiene limite.

Rn

Lema 9.1.8. Con las hipdtesis anteriores, la sucesion (a™),>o converge en R.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que a > 1y o > 0, y sea M > 0 una cota
superior racional para la sucesion (R,),>o. Por la monotonia de la exponencial racional tenemos
que la sucesion (af"),>¢ es creciente y @™ es una cota superior de la misma. En consecuencia,
(a®") >0 resulta una sucesion convergente. O

Ahora si podemos definir la exponenciacion real.

Definicion 9.1.9 (Exponenciacion real). Sea & = +rg.rir; ... un niimero real y escribamos R, :=
+rg.ry...r, para cada n > 0. Definimos a* como el limite de la sucesion (aR"),,Zo.

Una primera observacion en relacion con esta definicién es que, si bien hemos elegido una suce-
sién particular para representar al nimero real ¢ en consideracidn, la de los desarrollos decimales
finitos (R, ),>0 de @, la definicién de a®* no depende de la sucesién (R, ),>0, en el siguiente senti-
do: si (S,)nen es una sucesion de Q que converge a @, entonces la sucesion (S, — Ry, ),en converge
a 0, de lo cual, de acuerdo al Ejercicio 7.1.17, resulta lim,_,c a®n—S» = 1. Por lo tanto, las pro-

Sn

piedades aritméticas de los limites aseguran que 1im,,_, @™ = 1im, e aSRn - 1im,,_,o. af* = a®.

Resumimos estas consideraciones en la siguiente observacion.
Observaciéon 9.1.10. Sea o € R y (S,)nen una sucesion de Q que converge a o. Entonces

lim &5 = a“.
n—roo
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9.1. La completitud de R

El siguiente paso es ver que esta definicion satisface las propiedades (9.1). Comenzamos por las
dos propiedades de monotonia de (9.1).

Lema 9.1.11 (Monotonia de la exponencial real). Sean a>0y a,f € R. Si o < 3, entonces

a® < aP para a > 1, en tanto que a® > aP para a < 1.

Demostracion. Como en la demostracion de la monotonia de la exponenciacidn racional (Lema
7.1.11), podemos suponer sin pérdida de generalidad que a > 1. Sean @ := +rg.riry... y B :=
+50.5152 ... los desarrollos decimales infinitos admisibles de ¢ y 8, y sean R, := +rg.riray...1r, y
Spi= £50.5152...5, para cadan > 0. Entonces R, < S, para cada n > 0, de donde concluimos, por
la monotonia de exponencial racional (Lema 7.1.11), que afn < g5 para cada n > 0. Esto implica
que a% = lim,, ;. a® < lim, ,as = af.

Asimismo, sean r,s € Q tales que o < r < s < 3. Entonces, por lo que demostramos anterior-
mente y la monotonia de la exponencial racional, tenemos que a* < a’ < a* < aP 1o cual concluye
la demostracion. |

Una consecuencia ttil del resultado anterior es el siguiente corolario.

Corolario 9.1.12. Sean a> 0y (a,),en una sucesion de R que converge a 0. Entonces (a*")pen

converge a 1.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que a > 1. Sea € > 0. La continuidad de
la exponencial racional (Lema 7.1.18) implica que (al/”)neN y (a_l/”),,eN convergen a 1. Existe
entonces 19 € N tal que |a'/" — 1| < ey |a~'/" — 1| < & si n > ny. Sean; € N tal que || < 1/ng
sin>ny. Asi, —1/ng < o, < 1/ng, y por lo tanto, —& < al/m_1<gm—1<qgl/mo—1<¢ para
n > n;. Esto muestra el enunciado. O

Podemos ahora demostrar las dos primeras propiedades de (9.1).
Lema 9.1.13. Sean a> 0y o, B € R. Entonces a®-aP = a®PB y (a*)B = q*P.

Demostracion. Sean o :=*+rg.riry... y B :==+£sg.s152....Sillamamos R, :=+rp.ry ... 1, y S, :=
+50.51 .. .5, para cada n > 0, tenemos que a* = lim,,_,c afn, af = lim,, e an y, de acuerdo con la
Observacion 9.1.10, a®th = im0 a®n 5 Por lo tanto, las propiedades aritméticas de los limites
y de la exponenciacion racional (Lema 7.1.8) implican que

a%-aP = 1im a® - a5 = 1im a®r 50 = g% B, 9.2)

n—oo n—oo

Asimismo, si g € Q, entonces, por la continuidad de la potencia racional (Lema 7.1.18) y las
propiedades de la exponenciacion racional (Lema 7.1.8), vemos que

(aa)q — r}gg(ai?n)q — ,}E‘;“R""’ —aq%9 = }g‘jo(“q)R" — (aq>0€.

En consecuencia, por (9.2) obtenemos que

(@*)P = 1im (a*)% = 1im a®5" = Iim a®S1q(*~Rn)Sn = 1im RoSn 1im @S (@ —Re) = &P
n—soo n—soo n—soo n—soo n—sco

S,,((X*R,,)

dado que lim;, .. a =1 (Corolario 9.1.12). Esto concluye la demostracion. ]
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9. El cuerpo ordenado completo de los niimeros reales

Por dltimo, demostramos que la exponencial real es continua.

Lema 9.1.14 (Continuidad de la exponencial real). Sea a>0y f: R — Ry la funcion definida

por f(x) := a*. Entonces f es continua.

Demostracion. Sea (0;),cn una sucesién de R que converge a o € R. Por las propiedades de
la exponenciacién real (Lema 9.1.13) tenemos que a® = a% - a%~%. En consecuencia, dado que
lim,,_yeoa®~% = 1 (Corolario 9.1.12), concluimos que lim,,_,..a® = a%, como queriamos demos-
trar. O

Ejercicio 9.1.15. Sea a> 1.

1. Demostrar que si (0)nen es una sucesion de R con limite infinito, entonces (a®),eN
tiene limite infinito.

2. Demostrar que si (0)nen es una sucesion de Roq con limite infinito, entonces (a®),en
converge a 0.

3. Demostrar que la funcion f : R — Rsq, f(x) := a* es biyectiva.
Ejercicio 9.1.16 (Potenciacion real). Sea @, x, y reales positivos.

1. Demostrar que x*-y® = (x -y)% x %= (x%)"' = (x"1) %y (x/y)* =x%/y*. (Sugerencia:
usar las propiedades correspondientes para o € Q (Ejercicio 7.1.10).)

2. Demostrar que si x <y entonces x* < y®. (Sugerencia: observar que x* < y% si y solo si
(x/y)* < 1y aplicar la monotonia de la exponencial real (Lema 9.1.11).)

3. Sea (xn)nen una sucesion de R que converge a 1. Demostrar que (x*),cn converge a 1.

(Sugerencia: suponiendo que x, > 1 para cada n € N, demostrar que x,t,aJ <x¥ < x,Ea] y

aplicar la continuidad de la potenciacién racional (Lema 7.1 .15).)

4. Demostrar que, para cada o € R, la funcion f:Rso — R, f(x) :=x% es continua.

9.2. Supremo e infimo

En nuestra discusién en relacion con las sucesiones mondtonas y acotadas hemos observado
que el limite o € R de una sucesién monétona y acotada (a,),cn posee la siguiente propiedad en
relacién con los términos a, de la sucesion (Ejercicio 9.1.3):

1. si (an)nen es creciente, entonces & es una cota superior para {a, : n € N}, es decir, a, < o
para cadan € N;

2. si (ay)nen es decreciente, entonces ¢ es una cota inferior para {a, : n € N}, es decir, o < a,
para cadan € N.
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9.2. Supremo e infimo

Supongamos, para fijar ideas, que (a,),cn €s creciente y acotada, y sea o € R su limite. Enton-
ces, no solamente @ es una cota superior del conjunto {a, : n € N} formado por los términos de
la sucesion (ay)nen, sino que debe tratarse, en algiin sentido, de la mejor cota superior posible,
dado que, intuitivamente, estd tan proxima a términos a,, de la sucesién como uno quiera.

Vamos a formalizar esta idea intuitiva de la “mejor cota superior” del conjunto {a, : n € N}. En
matemadtica, acotar nos permite estimar el valor (o el conjunto de valores) que no conocemos. En
este sentido, la “mejor” cota superior del conjunto {a, : n € N} es la mas préxima al mismo, que
debe ser necesariamente la menor cota superior posible. Esta es de hecho una definicién alterna-
tiva del 1imite de una sucesion creciente y acotada, como afirmamos en el siguiente resultado.

Lema 9.2.1 (Limite de una sucesién creciente). Sea (ay,),eN una sucesion creciente y acotada.

Entonces o, € R es el limite de (an)nen iy solo si o es la menor cota superior de {ay, : n € N}.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que o € R es el limite de (a,),en. Dado que (ay,)en
es creciente, por el Ejercicio 9.1.3 tenemos que & es una cota superior de {a, : n € N}. A fin de
demostrar que o es la menor cota superior de {a, : n € N}, sea § < oty sea € :=a — f§ > 0. Dado
que lim, . a, = &, existe ng € N tal que |a, — | < € paracadan > ng. Asi,a,—o. > —e = —«,
y por lo tanto, a, > 3 para cada n > ny. Concluimos que 3 no es una cota superior de {a, : n € N},
de lo cual deducimos que ¢ es la menor cota superior de {a, : n € N}.

Reciprocamente, supongamos que ¢ es la menor cota superior de {a, : n € N} y sea € > 0.
Entonces @ — € no es una cota superior del conjunto {a, : n € N}, ya que & es la menor cota
superior de {a, : n € N} y oo — & < a. En consecuencia, existe ngp € N tal que o — € < ap,, y
por lo tanto, dado que (a,),en es creciente y o es una cota superior de (ay),en, concluimos que
o — € < ay < o para cada n > ng. Esto implica que |a, — ¢t| < € para cada n > ng y demuestra que
(an)nen converge a . O

Ejercicio 9.2.2 (Limite de una sucesion decreciente). Enunciar y demostrar un resultado andlogo

al del Lema 9.2.1 para sucesiones decrecientes y acotadas.

Tenemos entonces que el limite de una sucesiéon mondtona (creciente o decreciente) y acotada se
caracteriza en términos de la mejor cota (superior o inferior) del conjunto {a, : n € N}. Dicha cota
se denomina el supremo o el infimo del conjunto {a, : n € N}. Mds generalmente, esta definicion
se puede extender a subconjuntos arbitrarios de R.

Definicion 9.2.3 (Supremo e infimo). Sea S un subconjunto de R.

1. Decimos que o € R es el supremo de S, y escribimos o = sup(S), si & es una cota superior
de Sy a < B para toda cota superior B € R de S.

2. Decimos que & € R es el infimo de S, y escribimos o = inf(S), si o es una cota inferior de
Sy a > B para toda cota inferior B € R de S.

Ejercicio 9.2.4 (Una caracterizacién alternativa del supremo y el infimo). Sea S C R.

1. Demostrar que o es el supremo de S si'y solo si

= (L es una cota superior de S, y
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= para cada € > 0 existe x € S tal que o0 — € < x.

2. Enunciar 'y demostrar una caracterizacion andloga para el infimo de S.

9.2.1. La completitud en términos de supremos e infimos

Dado que las sucesiones mondtonas y acotadas tienen limite, la caracterizacion del limite de
las sucesiones monétonas (Lema 9.2.1 y Ejercicio 9.2.2) asegura que el conjunto {a, : n € N}
posee supremo si (a,),eN €s una sucesion creciente y acotada, e infimo si (a,),cn es una sucesién
decreciente y acotada. Més generalmente, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 9.2.5 (Completitud via supremos e infimos). Valen las afirmaciones:
» Todo subconjunto de R acotado superiormente tiene supremo.
= Todo subconjunto de R acotado inferiormente tiene infimo.

Demostracion. Demostramos la primera afirmacion. Sea S un subconjunto de R acotado supe-
riormente. Entonces existen nimeros reales, digamos Ao, By, tales que Ap no es una cota superior
de Sy By si lo es. Vamos a “encontrar’ el supremo de S por medio de un proceso del tipo de
“biseccién”, es decir, vamos a construir una sucesién (A, ),>o de nimeros reales que no son cotas
superiores de Sy una sucesién (By),>o de cotas superiores de S, que refinan progresivamente a
Aoy By y convergen al supremo de S. Para esto, consideramos el punto medio Cy := (Ag+ Bo)/2
de [Ao, Bo], y definimos [A},B;] como [Ag,Cy] si Cp es una cota superior para S'y [Co, Bo] en caso
contrario. De esta manera, tenemos que A no es una cota superior de S'y By si lo es.

Prosiguiendo de esta manera, obtenemos una sucesion de intervalos cerrados, acotados y enca-
jados [Ag,Bo] D [A1,B1] D -+ cuya longitud tiende a cero, de forma tal que A, no es cota superior
de Sy B, si lo es para cada n > 0. En particular, tanto la sucesién (A4,),>0 como (B,),>0 convergen
en R, al mismo ndmero real, digamos «.

Observamos en primer lugar que ¢ es una cota superior de S. De hecho, dado s € S, tenemos que
B, > s para cada n > 0. Asi, por el principio de conservacién del nimero (Lema 3.1.40) tenemos
que el limite o de (By,),>0 satisface la condicién a > s.

Por otro lado, si B es una cota superior para S, tenemos que A, < 8 para cada n > 0, dado que
cada A, no es una cota superior para S. Por lo tanto, el principio de “conservacion de los nimeros”
asegura que a < f3. Esto demuestra que o es la menor cota superior de S, esto es, el supremo de
S, y concluye la demostracion. O

Hemos introducido las nociones de supremo e infimo en relacién con el limite de las suce-
siones mondtonas y acotadas, nociones que posteriormente hemos generalizado a subconjuntos
arbitrarios de R. De todas maneras, también es posible caracterizar el supremo y el infimo de un
subconjunto arbitrario de R en términos de sucesiones de S, como vemos en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 9.2.6 (Supremo e infimo mediante sucesiones).

1. Sea S C R un conjunto acotado superiormente. Entonces o € R es el supremo de S si y solo

Si @ es cota superior de S 'y existe una sucesion de S que converge a .
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2. Enunciar y demostrar una caracterizacion andloga a la del item anterior para el infimo de

un subconjunto de R acotado inferiormente.

Ejercicio 9.2.7. Sea (ap)nen una sucesion de R que converge a a € R. Para cada n € N defini-
mos A, = sup{an,any1,...} y By :=inf{a,,ant1,...}. Demostrar que las sucesiones (Ap)neN ¥
(By)neN convergen a o.

Ejercicio 9.2.8. Hallar el supremo y el infimo de los siguientes conjuntos:

1 1 1
S| = {2’1 :nEN}, Sy = {2’<+5” :k,nEN}, S3:={xeR:3x*~10x+3 < 0}.
Ejercicio 9.2.9. Probar el siguiente Teorema de comparacion para supremos: si S,T son dos
subconjuntos no vacios acotados superiormente de R, tales que a < b para cada a € S y cada
b €T, entonces sup(S) < sup(T).

9.3. Series

En las secciones anteriores hemos considerado un tipo particular de sucesiones: las definidas
por los desarrollos decimales finitos. La caracteristica especial de estas sucesiones que queremos
poner de manifiesto aqui es que el (m+ 1)—€simo término de una sucesién de desarrollos decimales
finitos (rp.rira2...7)n>0 se obtiene a partir del m—ésimo término sumando a éste un elemento
determinado, 741/ 10™*1, Por supuesto, toda sucesion puede describirse de esta manera, dado
que a,,+ siempre se obtiene sumando a,,+1 — a,, al término a,,, pero la situacién que nos interesa
es cuando este término es particularmente interesante por algtin motivo determinado. Este tipo
de sucesiones es lo que vamos a denominar una serie.

Definicion 9.3.1. Un par de sucesiones (an)uen ¥ (Sn)nen de R se denominan una serie real si
Sp =ay+---+ay para cada n € N.

Vamos a emplear la notacién Y, | a, para referirnos a las dos sucesiones (a,)ueN ¥ (Sn)neN
involucradas: el signo de suma hace referencia a que cada s, se obtiene a partir de la suma de los
términos a,, en tanto que el hecho de que la suma es infinita da la pauta de que nos interesa en
particular el limite de (s,),cn. El término a,, se denomina el n—ésimo término de la serie Y, ay,,
en tanto que s, := Y| _, ai es la n—ésima suma parcial de la serie )| a,.

Ejemplo 9.3.2 (La serie geométrica). Una familia fundamental de ejemplos es la de las series
geométricas, es decir, las series de la forma Y., _,r" para ciertor € R.

Ejemplo 9.3.3 (La serie arménica generalizada). Otra familia de ejemplos interesante es la de
las series arménicas generalizadas Y., 1/n%, donde o > 0. En particular, la serie Y, 1/n se
denomina la serie arménica.

El interés por las series reales proviene del hecho de que algunos niimeros y funciones reales
importantes de la matemadtica se pueden representar por medio de series “simples”. Este es el caso,
por ejemplo, del niimero e.
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Ejemplo 9.3.4 (El nimero e). En la Seccion 6.3.3 hemos definido el niimero e como el limite de
la serie Y, o 1/nl.

9.3.1. Series convergentes

Como hemos mencionado, dada una serie real } ;| a,,, nos interesa especialmente el compor-
tamiento asintotico de la sucesion de sumas parciales (s, ),en. En tal sentido, tenemos la siguiente
definicion.

Definicion 9.3.5. Diremos que una serie real Y, , a,, converge si la sucesion de sumas parciales
(Sn)nen converge. En tal caso, vamos a usar la notacion o =Y | a, para expresar el hecho de
que la serie Y, | a, converge a 0 € R, esto es, O 1= limy,_,c0 . Asimismo, una serie Y >, an que
no converge se dice que diverge.

Ejemplo 9.3.6 (Convergencia de la serie geométrica). A fin de estudiar la convergencia de la serie
geométrica ), ~or", observamos que la n—ésima suma parcial s, es

1—r"+1

sn:1+r+r2+..‘+rn:ﬁ

(sir#1).

Si |r| < 1, entonces (r"*1),>¢ converge a 0, por lo que (s, )y>0 converge a 1/(1—r). Por otro lado,
si |r| > 1 entonces (r"T') >0 tiende a infinito, y por lo tanto (s,) >0 tiende a infinito. Por iiltimo,
en los casos r = 1 es fdcil ver que las series correspondientes no convergen. En consecuencia,

tenemos que

(=<} 1 (=<}
Z r"=——paralr| <1 y Z r" diverge para |r| > 1.
n=0 I=r n=0

Son relativamente “pocos” los casos en los que se puede determinar explicitamente el limite de

una serie dada. Como vemos en el ejemplo precedente, éste es el caso de las series geométricas.
En el siguiente ejercicio exhibimos otros ejemplos.

Ejercicio 9.3.7. Encontrar el limite de las siguientes series:

oo 2n+2 L (71)n L 2n+2+3n o 1 oo 1
L3 Zl 312 o ; nn+1)’ Z n—D)2n+1)

— n=1 =1

Ejemplo 9.3.8. Resulta interesante analizar el comportamiento asintético de las series
Yo 1/ny Yo (=1)"/n, ya que, si bien éstas parecen bastantes similares a primera vista, sus
comportamientos difieren significativamente.

Observamos en primer lugar que la serie Y., 1/n diverge. En efecto, si s, es la correspon-

diente n—ésima suma parcial, es decir, s, == 14+ 1/2+---+ 1/n, entonces

ULV SO U SV VRO SOOI I VU SR IO
Son = - - e - f— - - cee — - - cee —_ = .
2 27374 5767738 m=""T27"7 27 2
—— —,—, — | S ——
2% 2% n veces

Por lo tanto, s;n > 14n/2 de donde, dado que (sp)nen es estrictamente creciente, concluimos que

($n)nen tiende a infinito.
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Por otro lado, la serie Y, (—1)" /n converge. En efecto, los términos de cada suma parcial de
indice par sy, se pueden agrupar en la forma siguiente:

Y (S D (R LR
Son = 2 373 m—1"2n)

Dado que los términos entre paréntesis son todos negativos, tenemos (S, )neN €S una sucesion

decreciente. A su vez, cada suma parcial sy,+1 se puede expresar en la forma

(LY (o, (e 1
Sntl = 273 475 m 2m+1)

Dado que los términos entre paréntesis son todos positivos, tenemos (Sap+1)neN €S una sucesion

creciente. Asimismo, tenemos que

1
—1<s =Sy ———— <52, <0
> 52n+1 2n 2n+1_2n_ )
lo que demuestra que (son)nen estd acotada inferiormente por —1 'y (sau41)neN estd acotada
superiormente por 0. Asi, concluimos que (s2n)neN Y (S2n+1)nen convergen. Por ultimo, de la
identidad sp41 — son = —1/(2n+ 1) deducimos que 1im,,_c0 52, = iMy,_ye0 2,41, ¥ €n particular,

que (Sp)neN converge.

Series alternantes

La demostracién de la convergencia de la serie Y, ;(—1)"/n del Ejemplo 9.3.8 se puede gene-
ralizar significativamente, obteniéndose el conocido criterio de Leibniz para la convergencia de
una serie alternante. Una serie ), b, es alternante si el signo de b, es distinto del de b, para
cada n > 1, o equivalentemente, si es de la forma ¥, (—1)"a, o de la forma ¥°_, (—1)"*q,,
siendo (ay,),cn una sucesién de Rxo.

Lema 9.3.9 (Criterio de Leibniz). Sea (a,),>1 una sucesion decreciente de R> tal que 1im a, =
- - n—oo

oo

0. Entonces la serie alternante Y, (—1)"a, converge.

Ejercicio 9.3.10. El objetivo del presente ejercicio es obtener una demostracion del criterio de
Leibniz para series alternantes.

1. Probar que la subsucesion de sumas parciales (52, )nen es decreciente.
2. Probar que la subsucesion de sumas parciales (sy,+1)neN es creciente.
3. Demostrar que s1 < Syp+1 < S2, < 53 para cada n > 1.

4. Concluir que ¥,>_(—1)"a, converge.

(71>n+1 o (71)/1
n2+1 )3 :

Ejercicio 9.3.11. Estudiar la convergencia de las series Y,
n=1
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9.3.2. Criterio de Cauchy de convergencia

De los ejemplos anteriores se ve que demostrar que una serie converge o diverge puede ser
complicado. El objetivo central de esta seccidn es obtener criterios simples que permitan deducir la
convergencia o divergencia de una serie real ), a,, en funcioén de los términos de la misma. Dado
que dicha convergencia o divergencia es de hecho la de la sucesién (s,),en de sumas parciales
Sy :=aj +---+ay,, una primera observacion es que, por la completitud de R, Y., a, converge siy
solo si (s, )nen es de Cauchy. Esta observacion, que podria parecer poco interesante a primera vista,
es ttil debido a que la condicién de ser una sucesién de Cauchy toma una forma particularmente
simple en el caso de una sucesion de sumas parciales.

Mis precisamente, sea Y, a, una serie real y sea (s, ),cn la correspondiente sucesion de sumas
parciales. Tenemos entonces que, por definicién, la serie Y, a,, converge si y solo si la sucesiéon
(s1)nen converge. Tratdndose de una sucesion de R, (s;,),en converge si y solo si es de Cauchy, es
decir, si para cada € > 0 existe ng € N tal que |s,.x — s,| < € para cada n > ng y cada k > 0. Dado
que Sp4k — Sy = Aup+1 + - -+ an1, Obtenemos el siguiente criterio de convergencia.

Lema 9.3.12 (Criterio de Cauchy de convergencia). Una serie real Y, a, converge si'y solo si
para cada € > 0 existe ny € N tal que

|an+l +"'+an+k| <E€

para cadan > ng 'y cada k > 0.

Ejemplo 9.3.13. Consideramos la convergencia de la serie arménica y 1/ n®. De acuerdo con
el criterio de convergencia de Cauchy, dado € > 0, deberiamos demostrar que existe ng € N tal
que, sin > nyyk > 0, entonces

1 1
e T T e < 9.3)

Para esto, teniendo en cuenta que (n+1)* > n(n+ 1) para cada n € N, vemos que

1 1 1 1 1 1
R ) AN e e AU § Rl POTE Y i) S POy g ey

R WA TS S YA !
“\n n+l n+1 n+2 n+k—1 n+k)’

La ultima suma es “telescopica”, esto es, los términos sucesivos se cancelan entre si excepto el

primer y el ultimo sumando, por lo que resulta

1 n 1 T 1 1 1 k <
(n+1)2  (n+2)? -

1
(n+k)? <ﬁim:n(n+k) n ©-4)

Asi concluimos que si ng > 1/€ y n > ny, entonces (9.3) se satisface para cada k > 0. En conse-
cuencia, el criterio de convergencia de Cauchy (Lema 9.3.12) asegura que Y ,,_; 1 /n? converge.

Ejercicio 9.3.14. Sea (a,),en una sucesion acotada de R 'y 0 < r < 1. Demostrar que la serie

Y= _oanr” converge
n=0 n ge.
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En lo que sigue vamos a extraer algunas consecuencias Utiles del criterio de Cauchy de conver-
gencia (Lema 9.3.12).

Dado que el limite de una sucesion (a, ),y nos informa sobre el comportamiento asintético de
la misma, sabemos que éste no cambia si modificamos una cantidad finita de términos de (a;)eN-
Esto no es cierto en el caso de una serie )" | a,, ya que si modificamos un término, digamos ay,,,
todas las sumas parciales s, con n > ng se modifican, dado que a,, es un sumando de cada una de
ellas. Sin embargo, esta modificacion no cambia la cualidad de ser o no convergente de la misma,
como mostramos en el siguiente resultado.

Corolario 9.3.15. Sean },”_a, y Y., b, dos series reales que coinciden salvo en finitos térmi-
nos, es decir, existe ng € N tal que a,, = b, para todo n > ng. Entonces Y, a, converge si 'y solo
si Y by converge.

Demostracion. Supongamos que Y ~_; a, converge y veamos que ).~ b, converge. Por el criterio
de Cauchy de convergencia (Lema 9.3.12) tenemos que para cada € > 0 existe n; € N tal que
|ant1 + -+ + anek| < € para cada n > ny y cada k > 0. Dado que a, = b, para cada n > ny,
tenemos que

|buy1 4+ bpik| = |an1 +- - Fapi| < €

para cada n > méx{n;,no} y cada k > 0, lo que demuestra que, de acuerdo al criterio de Cauchy

=

de convergencia, la serie } ", b, converge. O
Finalizamos la seccidn con otra consecuencia del criterio de Cauchy de convergencia.

Corolario 9.3.16. Sea Y .., a, una serie de niimeros reales convergente. Entonces la sucesion
(an)nen converge a 0.

Demostracion. Sea € > 0 fijo. Dado que Y, a, converge, por el criterio de Cauchy de conver-
gencia (Lema 9.3.12) tenemos que existe ng € N tal que |dpt1 + -+ + apx| < € para cadan > ng
y cada k > 0. En particular, fijando k = 1 concluimos que |a,1| < € para cada n > ng. Esto de-
muestra que (a,),en converge a 0. O

Ejemplo 9.3.17. Consideremos la serie Y, (—1)". Observamos que la sucesion de términos
((=1)")pen no converge a 0, de lo que concluimos, por el Corolario 9.3.16 precedente, que la
serie Yoo (—1)" no converge.

Como hemos visto en el andlisis de la serie arménica Y, 1/n (Ejemplo 9.3.8), no es cierta la
reciproca del Corolario 9.3.16: la sucesion (1/n),en converge a 0, y sin embargo la serie arménica
Yo 1/n diverge.

Ejercicio 9.3.18 (Criterio de la integral). En este ejercicio enunciamos un criterio iitil de conver-
gencia de ciertas series, conocido como el criterio de la integral.

Sea [ : R>1 — R>¢ una funcion decreciente.
1. Demostrar que f(n) > fn"+1 f(x)dx > f(n+1) para cada n > 1.

2. Concluir que Y1, f(n) > 1’"“ F(x)dx > Zzlizl f(n+1) para cadam > 1.
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3. Deducir que Y, f(n) converge siy solo si existe ll;m Ji f(x)dx.
n—oo

Ejercicio 9.3.19. Determinar para cudles valores de o > 0 las siguientes series convergen:
Yo Lomwe Ll
= ne’ = lnn = nlnn( lnlnn)

9.3.3. Series absolutamente convergentes

Tal como la propia notacién lo indica, es importante no perder de vista que una serie Y ~_; a,
es una suma. En tal sentido, cabe preguntarse hasta qué punto una serie, es decir, una “suma infi-
nita”, hereda las propiedades que satisfacen las sumas finitas. Una propiedad bésica de las sumas
finitas es la conmutatividad, es decir, el hecho de que el resultado de una suma finita no depende
del orden en que se suman los términos. Desafortunadamente, la “suma” de una serie puede
depender del orden en que se suman sus términos, como vemos en el ejemplo a continuacién
(ver, por ejemplo, [Kno56, §3.6] por una discusién general acerca de cudles propiedades de sumas
finitas continian siendo validas en el contexto de series infinitas).

Ejemplo 9.3.20. Consideremos nuevamente la serie Y, ;(—1)"/n. Observamos que converge a
un nimero real menor que —1/2. Afirmamos que es posible reordenar esta serie de modo que
converja a 0. En efecto, definimos a := —1, como en la serie original. A continuacion, ubicamos
tantos términos positivos de la serie original como sea necesario para obtener una suma parcial
positiva. Mds precisamente, si definimos ay :==1/2, a3 :=1/4, ay :==1/6 y as := 1/8, vemos que
aj+---+as <0yaj+---+as > 0. Luego definimos ag := —1/3, el siguiente término negativo de
la serie original. Posteriormente, agregamos los siguientes términos positivos de la serie original
hasta que obtengamos nuevamente una suma parcial positiva. De hecho, basta con agregar a7 :=
1/10, ag:=1/12, ag:= 1 /14y a1 := 1/16. Asi sucesivamente vamos sumando todos los términos
de la serie original, de forma tal que la sucesion de sumas parciales (s,)neN 0scila en torno a 0,
y por lo tanto, converge a 0.

Veamos esta iiltima afirmacion con mds detalle. Supongamos que s,—1 <0y s, > 0 para cierto
n € N (por ejemplo, podria ser n =5 o n = 10). Esto significa, por construccion, que a, >0y
an+1 < 0. Tenemos entonces que:

<ay

con los términos positivos que con los negativos,

>0, ay+1 <0y “avanzamos” mds rdpido

= Sp >

‘sn+1| < |an+1 |

La estimacion |syyi| < |ant1]| es vdlida para todas las sumas parciales negativas a continuacion
de sy, en tanto éstas no cambien de signo, dado que sumamos términos positivos a s,+ hasta
que haya un cambio de signo. Cuando esto ocurra, con el mismo argumento podremos estimar

el valor absoluto de las siguientes sumas parciales por el valor absoluto
término negativo. Por lo tanto, la sucesion (s, )nen converge a 0. En conclusion, 1a reordenacion
de la serie )7, (—1)"/n resulta en una serie },°_, a, que converge a un valor distinto que

Lo (=D)"/n.
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(Cbémo se puede explicar el fenémeno del ejemplo precedente? Basicamente ocurre que la serie
Y (—1)"/n converge gracias a un fenémeno muy importante de cancelacién entre los sucesivos
términos de la serie, debido fundamentalmente a que se trata de una serie alternante (como asegura
el criterio de Leibniz, Lema 9.3.9). Por lo tanto, si los términos de la serie se reordenan, se altera la
forma en que se cancelan los términos en las correspondientes sumas parciales y, en consecuencia,
la serie resultante puede converger a otro valor, o incluso diverger.

Asi, una serie ), a, cuya convergencia depende del orden de los términos a, es una serie que,
en algin sentido, “no representa la suma infinita de sus términos”, dado que dicha “suma” varia,
o incluso pierde sentido, si se cambia dicho orden. De hecho, es posible demostrar que, para cada
o € R, existe una reordenacion de Y, a, que converge a o, lo que muestra que el nimero real al
cual converge Y, a, tiene “poco significado” en funcién del conjunto de términos {a, : n € N} en
consideracion (una demostracién de este hecho puede obtenerse generalizando los argumentos del
Ejemplo 9.3.20; ver, por ejemplo, [Spi92, Capitulo 22, Teorema 2]). Por otro lado, si el fenémeno
de cancelacion no juega un papel preponderante en la convergencia de la serie en consideracion,
entonces, como vamos a ver mds adelante, el valor al cual dicha serie converge no depende del
orden de los términos, y por lo tanto tiene un significado “intrinseco” en términos del conjunto
de términos {a, : n € N}. Plasmar la nocién que describe este comportamiento es el objetivo de
nuestra siguiente definicién.

Definicion 9.3.21. Una serie Y| a, se dice absolutamente convergente si la serie de valores

absolutos Y | |a,| converge.

Ejemplo 9.3.22. Toda serie de niimeros reales positivos convergente es absolutamente conver-
gente. La serie Yo (—1)"/n? es absolutamente convergente, en tanto que la serie Yoo (—1)"/n
no lo es.

De nuestra discusion anterior a la definiciéon de convergencia absoluta deberia concluirse que
una serie absolutamente convergente necesariamente converge. Dado que esto no se deduce direc-

tamente de la definicion, lo demostramos a continuacion.
Lema 9.3.23. Si una serie real es absolutamente convergente, entonces es convergente.

Demostracion. Sea ), a, una serie real absolutamente convergente. A fin de demostrar que es
convergente vamos a aplicar el criterio de Cauchy de convergencia (Lema 9.3.12). Sea € > 0. Dado
que Y, |a,| converge, existe ng € N tal que |a,4x| +- -+ |an| < € para cadan > ng y cada k > 0.
Esto en particular implica que |a, 4 + -+ + a,| < € para cada n > ng y cada k > 0, de lo cual,
gracias al criterio de Cauchy de convergencia, concluimos que ), a, converge. O

Consideramos ahora el resultado principal de esta seccion: la suma de una serie absolutamen-
te convergente no varia por reordenaciones de sus términos. La idea puede ilustrarse a partir
del anélisis de la convergencia de la serie Y ; 1/ n?. Dado € > 0, de acuerdo con (9.4) tenemos

que, si n > 1/¢, entonces
1 1
- 44— <e
(n+1)2 Tt (n+k)?
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9. El cuerpo ordenado completo de los niimeros reales

para cada k € N. Fijemos por ejemplo € = 0,001, en cuyo caso resulta

1

<0001
oo T iooo w2 <

para cada k > 0. En particular, tomando limite cuando k tiende a infinito, por el principio de
conservacion del nimero (Lema 3.1.40) concluimos que

oo

1
Y, — <o0001
n=1001 "

Asi, el valor limite Y ; 1/ n? estd determinado, a menos de 0,001, por la suma de los primeros
1000 términos. Esto explica que el valor limite de la suma infinita ¥'°°_; 1/n° no cambia si reorde-
namos sus términos: en cuanto consideremos una suma parcial de la serie reordenada que incluya
estos primeros 1000 términos de la suma original, sabremos que tenemos el valor limite a menos
de 0,001. En términos generales, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 9.3.24. La suma de una serie absolutamente convergente no depende del orden, es decir,
Y1 Gn = Y=y Ag(n) Para toda biyeccion 6 : N — N.

Demostracion. Sean s, ==Y, _,ar y S, = Yq_, ag(x) las n—€simas sumas parciales de la serie
Y—1an y de la reordenacion Y | as(,) respectivamente. Fijemos € > 0. Dado que (Sn)nen es
convergente, existe ng € N tal que

<e. 9.5)

oo
Sy~ Yt
n=1

A su vez, por el criterio de Cauchy de convergencia (Lema 9.3.12) podemos elegir ng suficiente-

mente grande como para que
1|4+ lansi] < € 9.6)

paracadan > ngycadak > 1.

Seamq:=max{c~!(1),...,67!(ng)}. Porla definicién de m, tenemos que si o (k) € {1,...,no},
entonces k < my, o equivalentemente, si k > mg entonces (k) > ny.

Fijemos m > mg y analicemos la diferencia |s;n — s,,0|. Siendo m > my, todos los términos
Ag(1)s---+Ac(my) aparecen en la suma s.. Asimismo, por la definicién de my, éstos incluyen todos
los términos ay, . .. ,ay,, que también aparecen en la suma s,,. En consecuencia, estos términos se
cancelan en la resta s/, — Sny»> que por ende resulta una suma de t€rminos ay con k > ng. De (9.5) y
(9.6) concluimos que

< ‘sl/‘n - S"o‘ +

50— Y a

oo

/

5y Y
n=1

para cada m > mg y cada n > ng. Esto prueba que la sucesién (s},) e converge a Yo ay, es decir,
que Y ax = Yi_ dg(k)> cOmMO querfamos demostrar. O

Una serie real convergente que no converge absolutamente se denomina condicionalmente con-
vergente.
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Ejercicio 9.3.25. Sea Y, a, una serie real condicionalmente convergente.
1. Demostrar que existen infinitos términos a, > 0 e infinitos términos a, < 0.

2. SiY | pn es la serie formada por los términos positivos y Y~ qn consiste de los términos

negativos de Y >, an, entonces ambas series divergen.

3. (optativo) Demostrar que Y., a, puede ser reordenada de manera que converja a cual-

quier niimero real QL.

Ejercicio 9.3.26. Demostrar que si la serie }.,"_|a, es absolutamente convergente, entonces
Yo, a2 converge (absolutamente).

Algunos criterios de convergencia absoluta

Dada una serie ), a,, un problema bésico es determinar si ésta converge o diverge. En lo que
sigue damos un criterio que permite decidir esta cuestion “por comparacioén”.

oo

Teorema 9.3.27 (Criterio de comparacion). Sea ., b, una serie real absolutamente convergen-
te. Si (an)nen es una sucesion de R tal que existe ng € N con |a,| < |by| para cada n > ny, entonces

Y| an converge absolutamente.

Demostracion. A fin de demostrar que ), a, converge absolutamente vamos a aplicar el criterio
de Cauchy de convergencia (Lema 9.3.12). Sea € > 0. Dado que Y,»_; |b,| converge, existe n; >0
tal que |by,|+ -+ |by1k| < € para cadan > n; y cada k > 0. Esto implica que |a,|+- -+ |anx] <
|bp| + - + |bnti| < € para cada n > méx{ng,n;} y cada k > 0, de lo cual, gracias al criterio de
Cauchy de convergencia, concluimos que Y, ; |a,| converge. O

Ejemplo 9.3.28. La serie Y Inn/(n® +2\/n) converge absolutamente. En efecto,

— <

0< Inn < Inn
“n3+2yn T nd

1
n2

oo

para cada n € N. Como la serie Y, 1/ n’* converge absolutamente (Ejemplo 9.3.13), concluimos
que la serie Y7 Inn/(n* +3+/n) también lo hace.

El siguiente resultado es de hecho un caso particular del criterio de comparacion: se trata de
comparar la serie en consideracion con una serie geométrica adecuada. Este criterio, por medio
del cual ya demostramos la convergencia de ciertas sucesiones a 0 (ver el Ejercicio 3.1.15), resulta
particularmente 1til para series en las cuales los términos incluyen factores exponenciales, como
ocurre con frecuencia.

Teorema 9.3.29 (Criterio del cociente). Sea Y., a, una serie real tal que existe el limite { :=

nll'_fglﬂnﬂ |/lan|-
» Sil <1, entonces Y, _, a, converge absolutamente.

» Si{>1, entonces Y, ay diverge.
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Demostracién. Supongamos en primer lugar que ¢ < 1y fijemos £ < ¢ < 1. Entonces, dado que

iMoo [anr1]/|an| = ¢, existe ng € N tal que |a,11]/]aq| < £, o equivalentemente |a,+1| < €|y,

para cada n > ng. De esto se deduce, inductivamente, que |a, x| < |a,|(¢ )* para cada n > ng y
cada k > 0. Por lo tanto, si m > ng, resulta

m—nyq

Y lanl < Y lang| (€)=} lan| ()" ©.7)
n=0

n=ngp n=ng

Dado que Y, |an,|(¢')" converge, el criterio de comparacién (Teorema 9.3.27) asegura que
Y.—n, an converge absolutamente, y por lo tanto }.;” ( a, también lo hace.

Por otro lado, si £ > 1, dado que 1im,,_ |a,11]/|an| = ¢, fijando £ > ¢/ > 1 tenemos que exis-
te no € N tal que |ant1|/|as| > ¢ para cada n > ng. Inductivamente deducimos que |a,1| >
|any| (€))7 para cada n > ng. Esto implica que (a,),ecn no converge a 0, por lo cual, de acuerdo
con el Corolario 9.3.16, la serie ) ~_; a, diverge. O

Ejemplo 9.3.30. La serie Y, or"/n! converge para cada r € R. En efecto, si estudiamos los
cocientes |ay+1|/|an| de los términos de dicha serie, tenemos que

n+1 I
o e | P A s D L P S WY
n—e |ay| n—oo r*/n! n—eon+1

En consecuencia, el criterio del cociente asegura que la serie Y ,,_or" /n! converge.

Otro criterio util es el siguiente criterio de la raiz enésima, que ya hemos utilizado a fin de
demostrar la convergencia de algunas sucesiones a 0 (Lema 7.1.19).

Teorema 9.3.31 (Criterio de la raiz enésima). Sea ), a, una serie real tal que existe el limite

£:= lim /|ay|.
n—oo
» Sil <1, entonces Y, _, a, converge absolutamente.
= Sil>1, entonces Y, | ay diverge.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que £ < 1y fijemos £ < £’ < 1. Entonces, dado que
im0 /| an| = £, existe ny € N tal que {/|a,| < ¢’ para cada n > ng. Por lo tanto, |a,| < (¢')"
para cada n > ng, de lo que deducimos que, si m > ngp, entonces

Y < Y ()

n=ny n=ny

Dado que Y7, (¢')" converge, el criterio de comparacién (Teorema 9.3.27) implica que Y an

=3
n=n( n=nq

converge absolutamente, y por lo tanto Y ,~_; a,, también lo hace.
La demostracién de la segunda afirmacion es similar a la demostracién de la correspondiente
afirmacion en el criterio del cociente (Teorema 9.3.29). O

Ejemplo 9.3.32. Si0 </ < 1, entonces Y., _ont" converge absolutamente: dado que

lim V/n 0" = lim {/nl = <1,
N—o0

n—seo
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el criterio de la raiz enésima asegura que Y ,._,n{" converge absolutamente.
Ejercicio 9.3.33. Estudiar la convergencia de la serie Y, a,, siendo:

3 n! 2n! 1 1 o
Ani= ooy Gni= gy GniS n, G o Gni= oo, dpi=ne (ke N).

Ejercicio 9.3.34. Sabiendo que 1 < a1 /a, <2 para cadan €N, probar que las series Y., a,/n!

Y Yo an /€" son convergentes.

9.3.4. Aproximacion de nimeros reales por medio de series

Como hemos dicho, muchos nimeros reales importantes poseen representaciones “simples” por
medio de series. Este es el caso, por ejemplo, del nimero e, al cual hemos definido en la forma
e :=Y,>01/n!. En particular, tales representaciones nos permiten aproximar el nimero real en
cuestién con una suma parcial adecuada. De hecho, en el caso de e, siendo s, := 1+ 1/114---+
1/n! para cada n > 0, en la Tabla 6.1 hemos listado los valores de s, para 1 <n < 11 y hemos
observado que el desarrollo decimal de s1; =2,718281828... coincide con el de e en sus primeros
9 digitos decimales. A fin de determinar si tales aproximaciones son “confiables” es importante
poder estimar el error que cometemos cuando aproximamos a un nimero real &, representado por
una serie Y ,"_; a,, con una suma parcial s, := aj + - - - +a,. El propésito de esta seccion es discutir
resultados en esta direccion, para lo cual vamos a seguir [DB0S, Chapter 3].

Supongamos que queremos aproximar un numero real ¢, que viene dado por una serie real
Y—1an, esto es, & =Y. | a,. Para cada n € N, denominamos r, := o — s, al n—€simo resto o
error de la serie Y, a,. Nuestro propésito es obtener estimaciones sobre |r,,| = | — s,|.

Estimacion por comparacion con una serie geométrica

Comenzamos observando que, como hemos mencionado, la demostracién del criterio del co-
ciente (Teorema 9.3.29) y de la raiz enésima (Teorema 9.3.31) procede por comparacién de la
serie ) ,~_; a, en consideracién con una serie geométrica convergente. Esta idea nos permite a su
vez obtener estimaciones para |r,|. En efecto, supongamos, por ejemplo, que podemos aplicarle el
criterio del cociente a la serie ), a,, 0 mds generalmente, que existe 0 </ < 1y ng € N tales que
|ant1] < l|a,| para cada n > ng. Argumentando como en la demostracién del criterio del cociente
(Teorema 9.3.29), obtenemos la siguiente estimacion andloga a (9.7) para cada n > ny:

Z am

m>n+1

|7n] =

- o 0
< Z lap| < Z |an+1|£m—n—1 = |dps1] Z om— |an+l| < ‘Cln'
m>n+1 m=n+1 m=0 1-7/ 1—¢

De esta manera, obtenemos una estimacion para el error |r,,| que cometemos al aproximar @ por
la n—ésima suma parcial s,. Mds atn, si £ < 1/2 entonces |r,| < |ay|, con lo cual tenemos que el
error cometido es menor que el valor absoluto del dltimo término incluido en la estimacion.
En resumen, tenemos el siguiente enunciado.

Lema 9.3.35 (Estimacién por comparacién con una serie geométrica). Sea ot =Y~ a, y Su-
pongamos que existen 0 < £ < 1 y ny € N tales que |ay+1| < l|ay| para cada n > ng. Si s, :=
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9. El cuerpo ordenado completo de los niimeros reales

ai+---+ayyr,:=Qa—s, para cada n > ny tenemos que

1 14
‘rn| 1— ‘an+l| 1— ‘an| 9.8
Mas aiin, si £ < 1/2, entonces |ry| < |ay|.

Ejemplo 9.3.36. Si consideramos la aproximacion del niimero e por medio de las sumas parciales
Sp:=14+1/114---41/n!, observamos que

11 11
(n+1)! n+l n! n+l

|ans1] = ||
En particular, tenemos que |a, 11| < (12)~'|a,| para cada n > 11. En consecuencia, por el Lema
9.3.35 vemos que el error |ry1| que cometemos al aproximar e por la suma parcial sy, se puede
estimar por

1 12 1 1
—ap| == — = —=025-107".
T TR TR TR

Esta estimacion “predice” que s11 aproxima al niimero e con unos 7 digitos decimales correctos,

[ri1] <

prediccion que resulta relativamente cercana a los 9 digitos decimales de e que de hecho provee

S11-

Ejercicio 9.3.37. Sea a =Y, a, y supongamos que existen 0 < { < 1 yng € N tales que {/|a,| <
¢ para cada n > no. Demostrar que |r,| < 0" /(1 —¢) para cada n > ny.

Estimacion por comparacion con una integral

Otro criterio de convergencia de series que hemos discutido es el de la integral (Ejercicio
9.3.18): si f: R>; — Rx( es una funcién decreciente, entonces Y. f(n) converge si y solo
si existe el limite de lim,_,. [{' f(x)dx. A fin de demostrarlo, hemos sugerido tener en cuenta las

desigualdades
n+1
For1)< [ Fdx< fn) 9.9)

para cada n € N. Reinterpretando adecuadamente la demostracion del criterio de la integral pode-
mos obtener estimaciones sobre el error |r,,| ;= | —s,| paracadan € N, siendo a =Y 7 | f(n) y
sn:=f(1)+---+ f(n). En efecto, a partir de (9.9) vemos que

7| =

Y f(m)‘ < ¥ i< ¥ [0 fwd= [fwan @10
m=n+1 m=n+1 m=n+1-/m=1

Mis atin, de (9.9) también podemos obtener cotas inferiores sobre el error: dado que Y, f(n)
es una serie de términos positivos, si converge, su limite ¢ serd necesariamente el supremo de la
sucesi6n de sumas parciales (s, ),en (Lema 9.2.1), y en consecuencia,
n € N. Por lo tanto,

l=r= Y fm> ¥ / W= [ ) ©.11)

m=n+1 m=n+1

= ot — 5, para cada
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Asimismo, la cota superior (9.10) resulta vélida para cualquier serie Y-, a, tal que |a,| < f(n)
para n > ny, en tanto que la cota inferior (9.11) vale para cualquier serie ), a, tal que a, > f(n)
para n > ng. En resumen, tenemos el siguiente enunciado.

Lema 9.3.38 (Estimacién por comparacién con una integral). Sea @ =Y., a, de modo que
lan| < f(n) para cada n > ny, siendo f : R>1 — R>¢ una funcion decreciente. Si ry := o — s, y

Sp i=ay + -+ ay, entonces, para cada n > ngy tenemos que

1| < / " Fx)dx.

Asimismo, si a, > g(n) para cada n > ny, siendo g : R>1 — R una funcion decreciente, entonces,
para cada n > ny, tenemos que

Fn > / g(x)dx.
n+1

Ejemplo 9.3.39. Consideramos la suma de la serie arménica Y:>_, 1/n’. En el Ejemplo 9.3.13

hemos demostrado que la serie Y, | 1/ n* converge, conclusion a la que también puede arribarse

por medio del criterio de la integral (ver el Ejercicio 9.3.18). De acuerdo con las estimaciones

por comparacion con una integral (Lema 9.3.38), tenemos que, si ot = Yo 1/n? es la suma de

la serie y ry :== Q. — s, es el error que cometemos aproximando & por la n—ésima suma parcial sy,

entonces o .
—dx< </ — dx.
/n+1x2 tem= ) A
Dado que
< 1 1 e 1 bl 1= 1
—dx=——- — / _Zd = —— = —.
/n+1x2 * Xt et Y, xln n

Vemos entonces que, a efectos de determinar, digamos, los primeros 4 digitos decimales de o
(que, cabe destacar, resulta igual a 72 /6; ver [Kal93], [Kor96]o [Hof02]), es necesario sumar al
menos los primeros 10000 términos de dicha serie.

Ejercicio 9.3.40. Para las siguientes series Y, an, determinar cotas superiores e inferiores so-
bre el error de aproximar la suma @ =Y, _| a, por la n—ésima suma parcial:
=1 | - 1
Z P Z 5/4° Z 2"
-n Znd/ = n(Inn)
Determinar cotas inferiores sobre el minimo valor de n € N para el cual la n—ésima suma parcial
Sp y su limite o coinciden en los primeros 4 digitos decimales. ;Qué conclusiones se deducen de

la comparacion entre las 3 cotas?

Estimaciones para series alternantes

También hemos visto el criterio de Leibniz para la convergencia de una serie alternante: la serie
Y 1 (—=1)"a, converge si la sucesion (a,),en de R>q es decreciente y converge a 0 (Lema 9.3.9).
En esta seccion nos proponemos obtener estimaciones sobre el error que cometemos al aproximar
un nimero real definido por una serie alternante con una suma parcial dada.
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9. El cuerpo ordenado completo de los niimeros reales

Sea ) >, b, una serie alternante. Como hemos visto en la demostracién del criterio de conver-
gencia de Leibniz (Ejercicio 9.3.10), si b1 < 0, entonces

= la sucesién de sumas parciales (s2,)qen €s decreciente;
= la sucesién de sumas parciales (s2,—1)nen €8 creciente;
= ambas sucesiones convergena &t =y .-, by,.

En particular, vemos que
So—1 S 00 < 82

para cada n € N, de lo que podemos sacar varias conclusiones interesantes. En primer lugar, dado
que Sz, — Son—1 = bay, concluimos que

0<sy,—a<by, y 0Za—sp,-1< by,

Asimismo, teniendo en cuenta que el intervalo [sy,—1,s2,] tiene longitud by, y @ € [s2,-1,52,], SU
punto medio (s2,—1 + $2,)/2 difiere de & en, a lo sumo, la mitad de la longitud (s, — s2,—1)/2 de
dicho intervalo, esto es,

1 1
o — E(Sanl +32n) S §b2n-

Conclusiones similares se obtienen suponiendo que b; > 0. En resumen, tenemos el siguiente
resultado.

n=1

sucesion (|by|)nen es decreciente y converge a 0. Si ot =Y, by es la suma de la serie, s, :=

Lema 9.3.41 (Estimaciones para series alternantes). Sea Y .. | b, una serie alternante tal que la
bi+---+byyr,:=a—s, para cada n € N, entonces

1
< E‘bn+l|

1
‘a—z(sn—i-snﬂ)

Asimismo, tenemos que |ry| < |by+1| para cada n € N.

Ejemplo 9.3.42. Consideremos nuevamente la serie alternante ¥ ,,_1(—1)" /n, la cual, de acuerdo
con el criterio de Leibniz (Lema 9.3.9), converge. La estimacion para series alternantes dice que,
si o es la suma infinita de la serie Y,,—1(—1)" /n, entonces

1
y o la—s| < ———

&~ (5ut sus1)
g\ S 2+ 1)

1
[ —
~2(n+1)

para cada n € N. Cabe observar que o = 1n(2) (ver, por ejemplo, [Zhe02] por una demostracion

elemental de este hecho).

9.A. Apéndice. La completitud y los cuerpos ordenados

Como hemos visto en relacién con nuestra discusién sobre la solubilidad de la ecuacién x2 =

2 (Capitulo 6), de ecuaciones polinomiales (Capitulo 7) y de los problemas modelo (Capitulo
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8), las tres hipdtesis de completitud son propiedades que deberian resultar véalidas en cualquier
dominio razonable para “hacer andlisis”. Sin embargo, ninguna de las tres hipdtesis es vdlida en
@, y en tal sentido, QQ resulta incompleto, es decir, Q “carece de los elementos necesarios” como
para garantizar que tres hechos intuitivamente ciertos, como las hipétesis de completitud, resulten
vélidas. De hecho, la sucesion de intervalos de biseccién (I,),>0 de x> = 2 deberia intersecarse
en un punto, ya que se trata de intervalos cerrados, acotados y encajados cuya longitud tiende a
0. El problema es que este punto “falta” en @, lo que explica que dicha interseccién resulte vacia
en Q. Andlogamente, tanto la sucesion (¢, ),>o de puntos medios del método de biseccién como la
sucesion (ay),>o del método de Newton, aplicados a la ecuacién x*> = 2, tienen el comportamiento
de una sucesién convergente, es decir, los términos sucesivos resultan cada vez mas cercanos
entre si, pero los hipotéticos limites de (c,)n>0 ¥ (an)n>0 “faltan” en Q, lo que explica que estas
sucesiones no converjan.

Asi, hemos completado a Q a fin de evitar estos comportamientos “anémalos”, obteniendo de
esta manera R, el cuerpo ordenado completo de los nimeros reales, para lo cual hemos adjuntado
a Q todos los desarrollos decimales “irracionales”. Cabe preguntarse si es posible realizar esta
completacién de otra manera, es decir, si existen otros dominios que extienden a Q y contienen
los elementos que “faltan” en Q, que a la vez poseen una estructura aritmética y un orden com-
patible con las operaciones aritméticas, a partir de los cuales tenemos una nocion de distancia,
que es central para las ideas de aproximacién y convergencia. El propésito del presente apéndice
es demostrar que todas las posibles completaciones de () conducen a modelos equivalentes al
del cuerpo ordenado completo de los niimeros reales.

9.A.1. Extensiones de

Supongamos que agregamos algunos elementos a Q (mds adelante vamos a discutir cudles ele-
mentos es necesario agregar), obteniendo de esta manera un nuevo dominio R, que contiene a Q.
Naturalmente, quisiéramos poder operar con los elementos de este dominio R en la forma “espe-
rable”, es decir, deberiamos tener una operacién de “suma” + y una de “producto” -, esto es,

+:RxR—R, -:RxR—R,

que extienden las operaciones de suma y producto de Q y se “comportan” de forma “natural”, es
decir, satisfacen las siguientes condiciones:

= La suma es asociativa y conmutativa, 0 € Q es el Gnico elemento neutro para la suma en R
y todo elemento de R posee un tnico inverso aditivo.

= El producto es asociativo y conmutativo, 1 € Q es el tinico elemento neutro para el producto
en R y todo elemento de R distinto de O posee un tinico inverso multiplicativo.

= Vale la ley distributiva.

En otras palabras, nuestro dominio R deberia ser un cuerpo, y de hecho, una extension de Q, en el
sentido de que las operaciones de suma y producto sobre R restringidas a elementos QQ coinciden
con las propias operaciones de Q.
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Ejemplo 9.A.1 (El cuerpo Q(v/2)). Dado que nos hemos convencido de la necesidad de agregar
la solucion positiva de la ecuacién x* = 2, cabria preguntarse de qué elementos consiste el cuerpo

R que obtenemos si agregamos a Q dicha solucion, que representamos con el simbolo /2.

Como R es un cuerpo, debe contener todas las expresiones algebraicas formadas a partir de
sumas y productos de nimeros racionales con \/2, esto es,

{a0+a1\/§+a2(\/§)2+'"+an(\/§)n 14p,ap,...,ay € Q}

Sin embargo, no todas estas expresiones son distintas. En efecto, tenemos que (\ﬁ)2 =2, lo cual
nos permite simplificar el tipo de expresiones que aparecen en R: si n = 2k, entonces (v/2)" =
2k Q, en tanto que si n = 2k + 1, entonces (ﬁ)” =2K\/2, de lo que concluimos que el conjunto

de expresiones que es necesario considerar es
{a+b\f2 ta,be Q}.

Todas estas expresiones son distintas ya que, si fuera a+b\/2 = c+d\/2 con b # d, entonces
V2 = (¢ —a)/(b—d) seria racional. Por lo tanto, debe ser b = d, de donde se deduce fdcilmente
que a = c.

Es fadcil operar con este tipo de expresiones. Mds precisamente, si definimos la suma y el pro-

ducto de la forma “natural”, es decir,

(a+bv2) + (c+dV2) = (a+c)+(b+d)V2,
(a+bV2)-(c+dV2) = (ac+2bd)+ (ad+bc)V/2,

9.12)

la suma y el producto resultan asociativos y conmutativos, vale la ley distributiva, la suma tiene a
0 = 0+40+v/2 como elemento neutro, el producto tiene a 1 = 1+ 0v/2 como elemento neutro y todo
elemento a+ b\/2 tiene un tinico inverso aditivo —a — bv/2.

Mds aiin, todo elemento a+ b\/2 € R distinto de 0 tiene inverso multiplicativo. En efecto, ob-
servamos que a? —2b* # 0, ya que, en caso contrario, seria a? / b2 =2, es decir, tendriamos una

solucién racional de la ecuacion x* = 2. Por lo tanto,

@r0V2) (g~ g V2) = g @t VD) a0V =14 0V2

En conclusion, el conjunto
Q(v2)={a+bV2:a,b€Q},

con las operaciones de suma y producto definidas como en (9.12), resulta un cuerpo, la extension
de Q que se obtiene adjuntando /2.

Ejemplo 9.A.2 (El cuerpo Q(x)). Supongamos ahora que queremos agregar una indeterminada
x a Q. Razonando como en el ejemplo anterior, si R es el cuerpo obtenido al adjuntar x a Q, en-
tonces R debe contener todas las expresiones algebraicas formadas a partir de sumas y productos
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de racionales con x, es decir, el conjunto
Qlx] == {a0+a1x+a2x2+ o dapx tag,a,...,a, € Q}.

Dado que x es una indeterminada, todas estas expresiones son distintas. La suma y el producto
usual en Q[x] resultan asociativos y conmutativos, vale la ley distributiva, el polinomio constante 0
es el elemento neutro para la suma, el polinomio constante 1 es el elemento neutro para el producto
y todo elemento ay+ ajx+ arx® + -+ a,x" tiene inverso aditivo —ag — ajx — apxt — - - - — ax’.

Sin embargo, los polinomios de Q[x] no constantes no tienen inverso multiplicativo, por lo que
es necesario considerar el conjunto de los cocientes de polinomios con denominador no nulo, es
decir,

P ap +aix+apx®+ -+ aux”

i 1dg,---,am,bo,....b, € Q,b 0y,
{Q bo+bix+byx2+ -+ bx" do Am; b0 w € Q, b, # }

identificando, como usualmente, dos cocientes P1/ Q1 y P,/ Q> si PLQ» = P,Q). Asi, obtenemos el
conjunto de las funciones racionales Q(x), que, con las operaciones de suma 'y producto definidas

como habitualmente, resulta un cuerpo.

Cuerpos ordenados

Otra caracteristica esencial de cualquier extension “razonable” R de Q es la de poseer un orden
que extiende el de Q, es decir, una relacién < entre elementos de R que satisface las condiciones:

» o < o paracada a € R (reflexividad);

= o0 <Byp <yimplica @ < yparacadaa,f,y € R (transitividad);
= o0 < By <oimplica @ = f paracada o, € R (antisimetria);

» < restringido a elementos de QQ coincide con el orden de Q.

Mas atin, en las demostraciones hemos asumido en particular que el orden es lineal o total, en el
sentido de que dos elementos cualesquiera ¢, B € R son comparables: o bien o < f o f < o. Esta
propiedad no se deduce directamente del hecho de que < es una relacién de orden: por ejemplo,
la relacion de “inclusién” entre los subconjuntos de un conjunto A (S estd relacionado con S5 siy
solo siS; C S7) es una relacion de orden en la cual existen pares de elementos incomparables.

Finalmente, a fin de poder operar con inecuaciones como usualmente, es necesario que la rela-
cion de orden sea compatible con las operaciones aritméticas de R, es decir,

1. si @ < B, entonces e+ 7y < f3+yparatodo y € R;
2. sia<Byy=>0,entonces oy < 7.

Ejemplo 9.A.3 (Continuacién del Ejemplo 9.A.1). Consideremos nuevamente el cuerpo R :=
Q(V2) :={a+bV2:a,b € Q}. Queremos establecer una nocion de orden total en R que extienda
la de Q y resulte compatible con la estructura de cuerpo de Q(\ﬁ) Dado que nuestra intencion
ha sido la de agregar una solucién positiva de la ecuacion x* = 2, definimos que /2 es positivo.
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Como se trata de extender el orden de Q de manera que el orden que definamos resulte compatible

con la estructura de cuerpo de Q(ﬁ), necesariamente debemos tener que
V2> asiysolosi2 > d
para cada a € Q. De esto se deduce que

a>0yb >0, obien
a+lnf220siysolosi a<0,b>0y2b>>a?, obien
aZO,bﬁOyaZZsz.

Es fdcil ver, considerando caso por caso, que esta definicion de “positividad” en Q(ﬂ) resulta
compatible con la estructura de cuerpo de Q(\/2), y todo elemento de Q(~/2) es positivo, es igual
a 0, 0 su inverso aditivo es positivo. Habiendo definido cudles elementos de Q(+/2) son positivos,

es fdcil determinar el iinico orden de Q(ﬁ) compatible con esta definicion de positividad:

a>cyb>d, obien
a+bV2>c+dV2siysolosi { a<c,b>dy2(b—d)?*> (a—c)?, obien
a>c,b<dy(a—c)*>2(b—d)>.

Ejemplo 9.A.4 (Continuacién del Ejemplo 9.A.2). Sea R := Q(x), el cuerpo de las funciones
racionales en la variable x. A fin de definir un orden en Q(x) basta decir cémo “se ordena” a x:
diremos arbitrariamente que a > x > 0 para todo a € Q~. En otras palabras, estamos diciendo
que x es un elemento infinitesimal. A partir de esta definicion, obtenemos la siguiente nocion de

positividad en Q[x]: si a,, # 0, entonces
Qpyx" —l—a,,OHX"OJrl 4t g x0T > 0 5i y solo si ay, > 0,

que se extiende fdcilmente a una tinica nocion de positividad “total” en Q(x) compatible con la

estructura de cuerpo de Q(x). Por iltimo, definimos que

P P P P
L > —2siysolosi—l——2 >0.
0~ O 01 2
Este orden tiene algunas propiedades poco “intuitivas”. Una de ellas, particularmente relevan-

te para todo lo que hemos hecho hasta ahora, es que la sucesion (1/n),cn no converge a 0 en
Q(x): si elegimos € := x, tenemos que |1/n—0| = 1/n > € para todo n € N.

Los cuerpos Q(v/2) y Q(x) son dos instancias particulares del concepto general de un cuerpo
ordenado.

Definicion 9.A.5 (Cuerpo Ordenado). Un cuerpo ordenado es un cuerpo R, junto con una rela-
cion de orden total que resulta compatible con la estructura de cuerpo de R.

Un cuerpo ordenado es el tipo de dominio natural en el cual las tres hipétesis de completitud
tienen sentido, y en el cual, si éstas se satisfacen, las demostraciones de los Teoremas de Bolzano
(Teorema 8.1.2), Weierstrass (Teorema 8.2.10) y Punto Fijo (Teorema 8.3.9) contindan siendo vé-
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lidas, como puede constatarse a partir de las demostraciones correspondientes. Nuestra intencion,
como hemos mencionado anteriormente, es “completar” Q a un cuerpo ordenado R en el cual no
aparezcan las “anomalias” que ocurren en Q, es decir, en el cual las tres hipdtesis de completitud
resulten vdlidas.

Sucesiones en cuerpos ordenados

Sea R un cuerpo ordenado. Tenemos entonces una nocién bien definida de positividad, a partir de
la cual obtenemos una nocién de valor absoluto y de distancia en R. Mds precisamente, definimos
el valor absoluto |a| de un elemento o de R como

a sia>0,

la|:= i
—a sia<O.

A su vez, definimos la distancia d (o, ) entre dos elementos @, 8 de R como el valor absoluto de
su diferencia, es decir, d(a, ) := |oe — B|. Estas nociones satisfacen las mismas propiedades que
el valor absoluto y la distancia de R (Ejercicios 6.0.2 y 6.0.3).

Asimismo, definimos los conceptos de sucesion de Cauchy de R y sucesion convergente de R
de la misma manera que hemos definido los correspondientes conceptos para sucesiones de R (ver
la Seccién 9.1). Como hemos comentado a propdsito de sucesiones de R, todos los resultados
“generales” de sucesiones de QQ son validos también para sucesiones de R, con demostraciones
similares a las de Q (ver la Seccién 9.1 por un breve “catdlogo” de propiedades de este tipo). Asf,
en lo que sigue vamos a utilizar estas propiedades sin demostracion.

9.A.2. Algunos resultados técnicos sobre cuerpos ordenados

Cabria preguntarse por qué determinados enunciados valen suponiendo una u otra de las tres
hipétesis de completitud. De hecho, lo que ocurre es que no hay realmente una razén determina-
da: hemos asumido una u otra de las hipdtesis simplemente por comodidad, dado que las tres
hipétesis de completitud son equivalentes en cualquier cuerpo ordenado R. A fin de probar este
resultado vamos a necesitar ciertos preliminares sobre cuerpos ordenados, que desarrollamos a
continuacion.

Morfismos de cuerpos ordenados

Si bien arribamos al concepto de cuerpo ordenado partiendo de la idea de extender QQ, “comple-
tdndolo” con los elementos que “le faltan” desde el punto de vista del andlisis, no es evidente que
todo cuerpo ordenado sea necesariamente del tipo de Q(v/2) o Q(x), es decir, una extensién de Q.
Sin embargo, esto es asi: todo cuerpo ordenado extiende necesariamente a Q (con la terminologia
de la teoria de cuerpos, es de caracteristica 0).

Para esto, es necesario reflexionar acerca de qué significa que un cuerpo ordenado R extienda a
Q. En principio, formalmente Q(+/2) no extiende a Q, dado que cada elemento de Q(1/2) es una
expresion de la forma a + b+/2 con a,b € Q. Sin embargo, podemos representar cada a € Q por
el elemento a +0+/2. Asi, las operaciones aritméticas y el orden en Q(\@) de dos elementos de la
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forma a+0+v/2 y b+0+v/2 se corresponden de manera natural con las correspondientes operaciones
y el orden de a 'y b en Q, con lo que podemos considerar que Q estd contenido en Q(v/2).

El concepto que nos permite expresar esta situacion, esto es, que Q se identifica con un sub-
conjunto de Q(1/2) de manera compatible con las operaciones y el orden de Q y Q(+v/2), es el de
morfismo de cuerpos ordenados, que consideramos a continuacion.

Definicion 9.A.6 (Morfismo de cuerpos ordenados). Sean Ry y Ry dos cuerpos ordenados. Sean
+1, 1, <1y 11 la suma, el producto, el orden y el elemento neutro para el producto de Ry, en
tanto que +», -2, <o y 1y representan la suma, el producto, el orden y el elemento neutro para
el producto de R,. Una funcion f : Ry — Ry entre dos cuerpos ordenados R, y Ry se dice un
morfismo de cuerpos ordenados si, para cada o, B € Ry, tenemos que

L fla+1B) = f(a) +2 f(B),

2. flo B) = f(a)2f(B).

3. a <y B implica f(a) <, f(B),
4. f(1)) =1,

Es un hecho general de la teoria de cuerpos que todo morfismo f : Ry — R, de cuerpos es
inyectivo, con lo cual se establece de hecho una identificaciéon de los elementos de R; con un
subconjunto de R», la imagen de f. De acuerdo con la definicién de morfismo de cuerpos orde-
nados (Definicién 9.A.6), esta identificacion resulta compatible con las operaciones aritméticas
y el orden de R; y R,. En tal sentido, diremos que un cuerpo ordenado R, extiende un cuerpo
ordenado R; si existe un morfismo de cuerpos ordenados f : Ry — R,. Con esta terminologia,
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 9.A.7. Sea R un cuerpo ordenado. Entonces R extiende a Q.

Demostracion. Tenemos que definir un morfismo de cuerpos ordenados f : Q — R. Para esto, a fin
de que se satisfaga la condicion 4 de la definicién de morfismo de cuerpos ordenados, definimos

f(1):=1g.

A fin de definir f(0), observamos que, si f es un morfismo de cuerpos, entonces f(0) = f(0+
0) = f(0) +£ f(0), de donde concluimos que la tinica posible definicién de f(0) la siguiente:

£(0) :=0g.

Para definir f(—1), observamos que debe ser Og = f(1 — 1) = f(1) +g f(—1), de lo cual con-
cluimos que la tinica posible definicién para f(—1) es:

f(=1):=—1g.
Estas definiciones tienen una tnica extension posible a todos los enteros:
=f(14---+1):=1g+r---+r 1g paracadan > 0,
f(n) = f( ):=1g+r--+rIR P n

n veces n veces
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fl=n)=f(-1—---—1):=—1g—g---—g 1g paracadan > 0.

n veces n veces

Para cada n € Z, el elemento f(n) serd notado ng. De la asociatividad de la suma se concluye
facilmente que f(n+m) = f(n) +r f(m) y f(n-m) = f(n) g f(m) para cada n,m € Z. A su vez,
como R es un cuerpo ordenado, tenemos que ng > mpg si n > m, dado que 1z >g Og y ng se obtiene
sumando a mg el elemento 1 una cantidad positiva de veces. En particular, ng # Og sin #0, y
por lo tanto, si m # 0, entonces la expresién

f(n/m) = ng/mg := ngmg"

define correctamente la imagen por f de la fraccién n/m. Si n/m = r/s, entonces ns = mr, y
por lo tanto ng -g Sg = mg ‘g rg, de lo que concluimos que nuestra definicién de f se extiende
correctamente a Q.

Con estas definiciones, vemos que f(n/m+r/s) = f(n/m)+g f(r/s)y f(n/m-r/s) = f(n/m)-r
f(r/s) para cada par de racionales n/my r/s, y también f(n/m) <g f(r/s) sin/m <r/s, lo que
concluye la demostracion. O

Si bien los argumentos de esta demostracion parecen a primera vista ser aplicables a cualquier
cuerpo R, esto no es asi, ya que existen cuerpos R en los cuales una expresion del tipo 1z +r
---+g 1g puede ser igual a Og, y por lo tanto, en tales casos no es posible extender la definicién
f(n) := ng para n € Z aracionales. Si existe n € N tal que

Ig+g - +r1g = O, 9.13)
—— ——

nveces

el minimo n € N tal que vale (9.13) se denomina la caracteristica de R. Por otro lado, si (9.13) no
se satisface para ningun n € N, se dice que R es de caracteristica 0, y en tal caso la demostracién
del Teorema 9.A.7 se aplica mutatis mutandis. En estos términos, podemos parafrasear el Teorema
9.A.7 diciendo que todo cuerpo ordenado es de caracteristica 0.

Cuerpos ordenados arquimedianos

A fin de evitar “patologias” del tipo de la del cuerpo Q(x) (Ejemplos 9.A.2 y 9.A.4), en los
cuerpos ordenados que consideremos vamos a requerir una propiedad que garantiza que no hay
“elementos infinitesimales”: la arquimedianidad.

Definicion 9.A.8 (Arquimedianidad). Un cuerpo ordenado R se dice arquimediano si para cada
par de elementos positivos o, 3 € R existe n € N tal que no. > 3.

En otras palabras, ningtin elemento positivo & € R es tan chico como para que no pueda, sumado
una cantidad adecuada de veces, superar cualquier otro elemento 3 € R. Una primer consecuencia
de la definicion de arquimedianidad es que “recuperamos” la propiedad de arquimedianidad de
Q (Lema 3.1.2), que habiamos “perdido” al pasar al concepto de cuerpo ordenado en toda su
generalidad.
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Lema 9.A.9. Sea R un cuerpo ordenado arquimediano y sea ¢t > 0 un elemento de R. Entonces
existen € N tal que 1/n < o.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la definicién de arquimedianidad en el caso
B=1. O

En particular, de este resultado se deduce, como vamos a ver, que en un cuerpo ordenado arqui-
mediano la sucesién (1/n),cn converge a 0. Esto tiene particular importancia desde el punto de
vista del andlisis, dado que, por ejemplo, tanto la demostracién del Teorema de Bolzano (Teorema
8.1.2) como la del Teorema de Weierstrass (Teorema 8.2.10) y la del Teorema de Punto Fijo (Teo-
rema 8.3.9) usan implicitamente esta propiedad. Mds atn, la arquimedianidad es equivalente a
la convergencia de la sucesién (1/n),cy, como demostramos en la siguiente proposicion.

Proposicion 9.A.10. Sea R un cuerpo ordenado. Entonces R es arquimediano si y solo si la

sucesion (1/n),en converge a 0.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que R es arquimediano y sea € > 0. El Lema 9.A.9
asegura que existe ng € N tal que 1/ng < €. Por lo tanto, si n > ng, tenemos que

de donde concluimos que (1/n),cn converge a 0.

Supongamos ahora que la sucesion (1/n),cn converge a 0 y sean o, B elementos positivos de
R. Entonces € := o/ > 0, y por lo tanto existe ng € N tal que o/ > 1/n para todo n > ng. En
particular, ot/ > 1/ng, de donde se deduce que ngor > 3. Esto demuestra que R es arquimediano.

O

Ejemplo 9.A.11. El cuerpo Q(\/2) es arquimediano. En efecto, sea o := a+ bv/2 un elemento
positivo de Q(\/2). Dado que a,b € Q y Q es arquimediano (Lema 3.1.2), existe n € N tal que

n > |a|+2|b|. En consecuencia,
n>la|+2|b| > |a| +V2[b| > a+V2b=a.

En consecuencia, si o, 3 son elementos positivos de Q(\@), lo que hemos demostrado asegura
que existe n € N tal que n > B/, o equivalentemente, no. > f. Esto demuestra nuestra afirmacion.

Ejercicio 9.A.12. Demostrar que Q(x), con el orden que hemos definido en el Ejemplo 9.A.4, no
es arquimediano.

Otra consecuencia importante de la arquimedianidad es el siguiente resultado, que muestra que
Q es denso en cualquier cuerpo ordenado arquimediano.

Proposicion 9.A.13 (Densidad de Q). Sea R un cuerpo ordenado arquimediano y sean o > 3 dos
elementos arbitrarios de R. Entonces existe q € Q tal que ot > q > J.

Demostracion. Demostramos en primer lugar el enunciado en el casoenque ¢ >0y oc — 3 > 1.
Sea S:={n € N:n > a}. De la arquimedianidad de R concluimos que S no es vacio (dado que
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existe n € N tal que n- 1 > ). Por lo tanto, el principio de buena ordenacién de N (Teorema 0.2.3)
asegura que S tiene un elemento minimo ng.

De la definicién de ng tenemos que ng > o > ng — 1, y por ende, que ngp — 1 > B, ya que, si
fuera cierto que np — 1 < 3, entonces tendriamos que ng < 14 8 < «, lo que contradiria el hecho
de que ng € S. En conclusidn, resulta § < ny — 1 < a, de modo que ng — 1 € Q es el racional que
estamos buscando.

Supongamos ahora que & — 8 > 0 es arbitrario. Por la arquimedianidad de R sabemos que existe
m € N tal que m(a — ) = mo. —mf3 > 1. Por lo tanto, dado que ma. —mf3 > 1 y ma. > 0, lo que
hemos demostrado nos asegura que existe g € Q tal que ma > g > mf3, es decir, & > g/m > 3.

Supongamos finalmente que & < 0. Entonces la arquimedianidad de R asegura que existe m € N
tal que m > —a, es decir, a +m > 0. Por lo tanto, del caso @ — 3 > 0 arbitrario con o > 0,
deducimos que existe ¢ € Q tal que a+m > g > B+ m. En consecuencia, ¢ —m es el racional que
estamos buscando. O

Ejercicio 9.A.14. Con las hipdtesis del resultado de densidad de Q precedente, demostrar que el
elemento q € Q de la Proposicion 9.A.13 puede elegirse de la forma m/10".

Desarrollos decimales en cuerpos ordenados arquimedianos

Concluimos los preliminares sobre cuerpos ordenados arquimedianos estableciendo la existen-
cia y unicidad de los desarrollos decimales. En primer lugar, vamos a ver que cada elemento ¢
de un cuerpo ordenado arquimediano R posee desarrollos decimales finitos de cualquier orden,
que aproximan bien a dicho elemento . Asi, vamos a concluir que cada elemento de R se repre-
senta por un Unico desarrollo decimal infinito “admisible”, lo que constituye una informacién
fundamental sobre la estructura de R.

Teorema 9.A.15 (Existencia y unicidad de los desarrollos decimales finitos). Sea R un cuerpo
ordenado arquimediano y sea Q. un elemento positivo de R. Entonces, para cada n > 0 existen

linicos enteros positivos ry y ri,...,r, € {0,1,...,9} tales que:
0<a—(ro+ Dy p )] ©.14)
= "o 107) = 10 '

La demostracién del Teorema procede en forma similar a la de la existencia y unicidad de
los desarrollos decimales en Q (Teorema 4.2.2), comenzando por establecer, en primer lugar, la
existencia de la parte entera.

Lema 9.A.16. Sea R un cuerpo ordenado arquimediano, y o un elemento positivo arbitrario de

R. Entonces, existe un tinico entero || > 0 con la siguiente propiedad:
lo] <o <|af+1.

Demostracion. En la demostracion de la existencia de la parte entera en Q (Lema 4.2.1) utilizamos
de manera esencial el hecho de que cada nimero racional positivo se representa por un cociente
de dos nimeros naturales, lo que nos permitié deducir el resultado del Teorema de la divisién
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en Z (Teorema 0.2.5). Desafortunadamente, si R es un cuerpo ordenado arquimediano arbitrario,
necesitamos un argumento de cardcter mds general.

Para esto, consideramos el conjunto S := {n € N: n > a}. Dado que se trata de un subconjunto
de los naturales, el principio de buena ordenacion (Teorema 0.2.3) demuestra que existe el minimo
de S, digamos ny.

Sea | o] :=np— 1. Afirmamos que | | satisface las condiciones del enunciado. En primer lugar,
dado que ng = || + 1 pertenece a S, concluimos que || + 1 > a. Por otro lado, la minimalidad
de ng implica que || = np — 1 no pertenece a S, y por ende | o] < o. En consecuencia, tenemos

la| <a<|al+1.

Por otro lado, en lo que respecta a la unicidad, cabe observar que si s € Z> satisface las con-
diciones s < o < s+ 1, entonces s+ 1 € S, y por lo tanto ngp < s+ 1. Si np < s+ 1, entonces
o < np <s<a.Porlo tanto, s = ng — 1 = | a], lo que demuestra la unicidad de |« ]. O

Con este resultado podemos establecer la existencia y unicidad de los desarrollos decimales
finitos. Dado que ésta es idéntica a la de la existencia y unicidad de los desarrollos decimales
finitos en Q (Teorema 4.2.2), solo mencionamos brevemente los pasos fundamentales de la misma.

Idea de la demostracion del Teorema 9.A.15. Si definimos ro := | ], el caso n = 0 del enunciado
es una consecuencia inmediata de la existencia y unicidad de la parte entera (Lema 9.A.16).

Luego, suponiendo inductivamente que tenemos demostrada la existencia y unicidad del desa-
rrollo decimal de n digitos de o para cierto entero n > 0, es decir, que existen tinicos rp > 0y
Fly...,rn €{0,1,...,9} tales que

r In 1
< o — o _
0<a« <I’0+10+ +]0n><]0n’

obtenemos el (n+ 1)-ésimo digito decimal r,,+ de & en la forma r,4| := |®], siendo o :=
10" (o0 = (ro+r1 /104 -+ - 4 1, /10™)). O

De (9.14) deducimos que, cuando n tiende a infinito, la sucesion de aproximaciones decimales
finitas (ro+r1/10+---4r,/10"),>0 converge a @, lo que escribimos en la forma & = rg.rr;.. ..
Asf, del mismo modo que en QQ, cada elemento & > 0 de un cuerpo ordenado arquimediano
R se expresa de tinica forma como un desarrollo decimal infinito @ = ry.r|r; ... que satisface
las condiciones del Teorema 9.A.15. Por otro lado, si & € R es negativo, entonces ¢ se representa
por el desarrollo decimal infinito —ry.r1 7 ..., donde ry.r 72 ... es el desarrollo decimal infinito de
—a. En conclusion, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 9.A.17 (Existencia y unicidad de los desarrollos decimales infinitos). Sea R un cuerpo
ordenado arquimediano. Entonces cada o. € R admite un tinico desarrollo decimal infinito o0 =

+rg.riry ... que satisface las condiciones del Teorema 9.A.15.

Como antes, a los desarrollos decimales que satisfacen las condiciones del Teorema 9.A.15
vamos a denominarlos desarrollos decimales admisibles.
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Retomando la discusion acerca de la “completaciéon” de Q, vemos que seria conveniente com-
pletar Q a un cuerpo ordenado arquimediano. A su vez, si R es el resultado de dicha completacidn,
quisiéramos que las tres hipdtesis de completitud se satisfagan en R. En tal sentido, cabe pregun-
tarse con qué debemos completar a Q. En el conjunto de todos los desarrollos decimales infinitos
admisibles aparecen, de manera embrionaria, las tres hip6tesis de completitud: cada desarrollo de-
cimal infinito es el “limite” de una sucesion de desarrollos decimales finitos (donde ponemos entre
comillas la palabra “limite”, ya que en esta instancia nos estamos refiriendo a la idea intuitiva de
limite), que resulta de por si una sucesion de Cauchy de Q que es a su vez mondtona y acotada. Por
otro lado, a fin de hallar el desarrollo decimal de n+ 1 digitos de un elemento ¢ de R, procedemos
“refinando” el intervalo I, := [ro.rir2...Fn,ro.r172 ... (ra + 1)] de longitud 1/10" que contiene a
a, y por lo tanto, construimos de hecho una sucesién de intervalos cerrados, acotados y encajados
(In)n>0 cuya longitud tiende a cero tal que N,>ol, = {0}

Como hemos visto en el Capitulo 4, toda sucesién de Cauchy de Q (y también toda sucesion
mondtona y acotada de Q; y toda sucesion de intervalos cerrados, acotados y encajados de Q cuya
longitud tiende a 0) determina un dinico desarrollo decimal infinito admisible. En tal sentido, es
natural pensar que este desarrollo decimal infinito deberia ser el limite de la sucesién de Cauchy
en consideracion. Por lo tanto, a fin de tener los limites de todas las sucesiones de Cauchy de Q
(y de todas las sucesiones mondtonas y acotadas de Q, y la interseccién de todas las sucesiones
de intervalos cerrados, acotados y encajados de Q cuya longitud tiende a 0), vamos a agregar a Q
todos los desarrollos decimales infinitos del tipo de los del Teorema 9.A.15.

9.A.3. La equivalencia de las tres hipoétesis de completitud

Antes de proceder a la “completaciéon” de Q vamos a analizar la cuestién de la completitud mas
de cerca. Como hemos dicho, nuestro objetivo es obtener un cuerpo ordenado arquimediano en el
cual se satisfagan las tres hip6tesis de completitud. Ahora bien, como demostramos en el siguiente
teorema, las tres hipdtesis son equivalentes sobre cualquier cuerpo ordenado arquimediano, por lo
que bastard con “completar” Q de manera que una de ellas resulte valida.

Teorema 9.A.18 (Teorema de completitud). Sea R un cuerpo ordenado arquimediano. Entonces,
las siguientes afirmaciones son equivalentes’ :

1. toda sucesion mondtona y acotada de R converge,

2. toda sucesion de Cauchy de R converge,

ICabe destacar que, en un cuerpo ordenado arbitrario, la condicién 1. implica la arquimedianidad, en tanto que las con-
diciones 2. y 3. no la implican. Por lo tanto, para cuerpos ordenados tenemos la siguiente generalizacion del Teorema
de completitud.

Teorema. Sea R un cuerpo ordenado. Son equivalentes:

e la condicion 1,

® [a condicion 2y la arquimedianidad de R,

e [a condicion 3 y la arquimedianidad de R.

De todas maneras, dado que nuestra intencién es discutir el caso arquimediano, vamos a considerar el enunciado
mds simple del Teorema 9.A.18. Para una demostracion de esta version mds general del Teorema de completitud puede
verse [EHH 91, Chapter 2].
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3. toda sucesion de intervalos cerrados, acotados y encajados de R cuya longitud tiende a 0
tiene interseccion no vacia.

A efectos de la demostracion de este resultado necesitamos el siguiente criterio de convergencia
de las sucesiones de Cauchy.

Lema 9.A.19. Sea (an),cn una sucesion de Cauchy de R que posee una subsucesion (ap, )ken que
converge a o € R. Entonces (ay)nen converge a .

Demostracion. Sea € > 0. Dado que (a,)nen es de Cauchy y (ay, )ren converge a o, tenemos que
existen N1, N, € N tales que

la,—am| <€ y |a, —0]<e
sin,m > N y k > N, respectivamente. Sea N := max{N;,N,} y n > N. Entonces
|an — a| < |an — any| + |an, — a|.

Dado que ny > ny, > Ny y n> N > Ny, concluimos que |an — a,,N| < &. Por otro lado, dado que N >
N,, vemos que |a,, — 0| < €. En definitiva, |a, — ¢t| < 2€, lo que concluye la demostracién. I

Tenemos todas las herramientas para demostrar el Teorema de completitud.

Demostracion del Teorema de completitud.

Sea (ay)nen una sucesién de Cauchy de R. Argumentando de la misma manera que en
el Lema 8.2.4 vemos que existe una subsucesién monétona (ay, Jnen de (a,)nen. Dado que, por
hipétesis, cada sucesiéon mondtona y acotada de R converge en R, concluimos en particular que
(an, )ken converge en R. En consecuencia, el criterio de convergencia de las sucesiones de Cauchy
precedente (Lema 9.A.19) asegura que (a, ),cn converge en R.

2=3| Sea (I)neN := ([an,bn])nen una sucesién de intervalos cerrados, acotados y encajados
tales que (b, — ap)nen converge a 0. Afirmamos que las sucesiones (a,)nen ¥ (bn)nen son de
Cauchy.

Sea € >0y ng € N tal que b,, —ay, < €. Sin>ngyk>0,entonces a,, by, Ak y bpi
pertenecen a I,;, y por lo tanto |a,qx — an| < |bug — ang| < € Y |busk — bn| < |bug — any| < €.
Esto demuestra que las sucesiones (a,)uen ¥ (bn)nen son de Cauchy, de lo cual, por hipdtesis,
concluimos que convergen a , 3 € R respectivamente.

Como a, < b, para cada n € N, es facil ver que a, < o < B < b, para cada n € N. En conse-
cuencia, 0 < 8 — a < b, —a,, para cada n € N, de donde, por la propiedad sandwich (Lema 3.1.35),
deducimos que f — o = 0, es decir, @ = 3. Dado que a, < o < b, para cada n € N, tenemos que
o € I, para cada n € Ny por lo tanto o € Nyenly.

Sea (ay,)nen una sucesiéon mondtona y acotada de R. Supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que (a,),cn es creciente y acotada (el caso en que (ay,),en es decreciente se demuestra en
forma similar). Entonces existen Ay € R que no es cota superior de {a,, : m € N} (la imagen de
la sucesién) y By € R que si lo es. Argumentando como en la demostracién de que toda sucesién
de R mondtona y acotada es de Cauchy (Teorema 6.3.7), concluimos que existe una sucesién de
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intervalos encajados (I,;),>0 := ([An, Bn])n>0 cuya longitud tiende a 0, tales que B, es cota superior
y A, no es cota superior de {a,, : m € N} para cada n > 0. Por hipétesis, existe & € N,enl,. Mds
adn, dado que nggo(Bn —A,) =0, es facil ver que N,enl, = {a}.

Afirmamos que (ay )N converge a a. En efecto, dado € > 0, tenemos que existe ng € N tal que
0< By, —Ay, <&, yaque (Bn —An)nen converge a 0. Ademds, existe a,, > Ay, ya que Ay, no es
cota superior de {a,, : m € N}. Por lo tanto, de la monotonia de (a,),cn deducimos que a, > Ap,
para cada n > ny. Por otro lado, sabemos que By, es cota superior de {a,, : m € N}, y por ende,
By, > a, para cada n € N. Asf, concluimos que A,, < a, < B, para cada n > nj. Teniendo en
cuenta que A,, < o < By, ya que o € I, concluimos finalmente que lan — al < By — Ay, < €
para cada n > ny. Esto prueba la afirmacién y demuestra que la sucesion (a,),en converge. O

Un cuerpo ordenado arquimediano en el cual se satisface alguna de las condiciones 1, 2, 3
(y por lo tanto, todas ellas), se dird completo. En particular, como hemos dicho, en un cuerpo
arquimediano completo la conclusién de los Teoremas de Bolzano (Teorema 8.1.2), Weierstrass
(Teorema 8.2.10) y de Punto Fijo (Teorema 8.3.9) resulta cierta.

9.A.4. Cuerpos ordenados arquimedianos completos

Hemos demostrado una serie de resultados vélidos sobre un cuerpo ordenado arquimediano R
arbitrario. En particular, demostramos que cada elemento x de R se representa de forma dnica
mediante un desarrollo decimal infinito “admisible”, esto es, uno que satisface las condiciones
del resultado de existencia de los desarrollos decimales finitos (Teorema 9.A.15). Por lo tanto,
cada cuerpo ordenado arquimediano se puede ver como un subconjunto del conjunto de los
desarrollos decimales infinitos admisibles.

Asimismo, si el cuerpo ordenado arquimediano en consideracién resulta completo, tenemos el
siguiente resultado.

Lema 9.A.20. Sea R un cuerpo ordenado arquimediano completo. Entonces, cada desarrollo
decimal infinito admisible representa un iinico elemento de R.

Demostracion. Sea £ry.riry... un desarrollo decimal infinito. Dado que la sucesion de desa-
rrollos decimales finitos (Zrg.7; ...r,)s>0 posee la “propiedad del decrecimiento exponencial”,
deducimos que es de Cauchy (Lema 3.3.8). En consecuencia, la completitud de R asegura que
(£ro.r1 ... rn)n>0 converge a un elemento ¢ de R, que debe necesariamente ser Gnico por la unici-
dad del limite de una sucesion (Lema 3.1.25). O

Del Lema 9.A.20 y el resultado sobre la existencia y unicidad de los desarrollos decimales in-
finitos admisibles (Corolario 9.A.17) concluimos que, si R es un cuerpo ordenado arquimediano
completo, cada elemento o de R se representa por un tnico desarrollo decimal infinito admisible.
Reciprocamente, cada desarrollo decimal infinito admisible representa un elemento de . Por lo
tanto, vemos que existe una correspondencia biunivoca entre los elementos de R y el conjunto de
los desarrollos decimales infinitos admisibles de R. Es decir, como conjunto, cada cuerpo orde-
nado arquimediano completo es el conjunto de los desarrollos decimales infinitos admisibles.
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En particular, vemos entonces que cada cuerpo ordenado arquimediano completo resulta, en
algun sentido, muy “parecido” a R, que hemos definido precisamente como el conjunto de todos
los desarrollos decimales infinitos admisibles, con las operaciones aritméticas y el orden de las
Definiciones 5.2.2 y 5.3.4 respectivamente. Mds precisamente, tenemos el siguiente resultado, que
es el objetivo central del presente apéndice.

Teorema 9.A.21 (Unicidad del cuerpo ordenado completo). Sea R un cuerpo ordenado completo
arquimediano. Entonces R es isomorfo a R.

Demostracion. Representamos por +g, ‘g Y <g a la suma, el producto y el orden de R, en tanto
que escribimos +, - y < para referirnos a la suma, el producto y orden de R. Nuestro objetivo es
definir un isomorfismo de cuerpos ordenados f: R — R.

Dado que R es un cuerpo ordenado arquimediano completo, tenemos que cada elemento de R
posee un unico desarrollo decimal infinito admisible (Corolario 9.A.17). Ahora bien, cada desa-
rrollo decimal infinito admisible es precisamente un nimero real, de modo que, identificando cada
elemento de R con su correspondiente desarrollo decimal admisible, estamos definiendo una fun-
cién de R en R. Esta es nuestra definicién del morfismo f: si & € R posee el desarrollo decimal
admisible £ry.r 7y ..., definimos

fla):=xry.rir... 9.15)

A fin de ver que la funcién f asi definida resulta un morfismo de cuerpos ordenados, tenemos
que ver que f(Og) = Ogr, f(1g) = lg y, para cada par de elementos ¢, 3 de R,

fla+rB)=fla)+f(B), flarB)=/f(a) f(B) (9.16)
fla) < f(B) sia<gp. 9.17)

Que las identidades f(0g) = Og y f(1g) = lg resultan ciertas es consecuencia de que Og y
1 tienen los desarrollos decimales admisibles 0,000... y 1,000..., que son justamente los que
hemos definido como el elemento neutro para la suma y el producto en R respectivamente.

Sean o y B dos elementos de R que se representan por los desarrollos decimales infinitos admi-
sibles £rg.riry... y £s9.5152 ... respectivamente. Esto significa que

o= lim+rgry...r, y PB=1im=tsg.s1...8,.
n—oo n—soo

En consecuencia, por las propiedades aritméticas de los limites (Teorema 3.1.27), que hemos de-
mostrado en QQ pero siguen resultando validas en un cuerpo ordenado arbitrario, vemos que

a+grp :r}l;rgo(:tro.rl...rnJr:I:so.sl cSp) Yy aRp :I}%(iro.rl vl £S50.81 .. Sp).

A su vez, los desarrollos decimales admisibles que determinan las sucesiones
(£ro.ri...rp+£50.81 ... Sp)n>0 Y (£r0.F1 ... 74 £50.51 ...8,)n>0 son precisamente lo que hemos
definido como la suma y el producto de £ry.rj7y ... y £s0.5152. .., con lo cual concluimos que se
satisface (9.16).

Resta ver que f(or) < f(B) si a <g . Dado que en el caso @ = 3 la desigualdad f(a) < f(B)
es evidentemente cierta, supongamos que o <g 3. Entonces tenemos que, acuerdo con el resultado
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sobre la densidad de Q en R (Proposicion 9.A.13 y Ejercicio 9.A.14), existen N > 0y M € Z tales
que

o< M <r B
RN “RP-
En consecuencia, si n > N es lo suficientemente grande de modo que

o+ 1< M<B !
Ryon =K 108 KPR o>

teniendo en cuenta que | £ ro.ry...r, — 0| < 107"y | £s0.51...5, — B| < 107", resulta

*rg.ry...r < % < +£50.51...8n- (9.18)
En particular, si no > 0 es el minimo indice tal que +£r,,, 7# %s,,, entonces *£r,, < %s,,, dado que
si fuera £r,, > *s,, tendrfamos que £rg.ry...7r, > £s0.51...s, para cada n € N, contradiciendo
(9.18). Por lo tanto, nuestro criterio de ordenamiento de los nimeros reales (Lema 5.3.8) asegura
que £rg.rirp... < £s0.5152. .., es decir, que se satisface (9.17).

Por dltimo, resta ver que f es una funcién biyectiva, para lo cual es necesario probar que f re-
sulta suryectiva, ya que, como hemos dicho, un morfismo de cuerpos es necesariamente inyectivo.
Dado un desarrollo decimal admisible try.r 7, ..., de acuerdo con el Lema 9.A.20 tenemos que
la sucesion (£rg.r| ... r,)n>0, considerada como sucesién de R, converge a @ € R. En particular, o
se representa por el desarrollo decimal +rg.r;7, ... por lo que, de acuerdo con nuestra definicién
(9.15) de f, resulta f(a) = £rg.rira.... Esto concluye la demostracién de la suryectividad de

I O

De acuerdo con el resultado precedente, todos los procesos de completacién de Q conducen a
cuerpos ordenados completos isomorfos. Aqui hemos elegido completar a QQ agregando los de-
sarrollos decimales admisibles “irracionales”, en tanto que en la literatura este proceso de com-
pletacion de Q ha sido realizado por medio de diversas construcciones. Una construccion cldsica,
debida originalmente a R. Dedekind (su trabajo al respecto ha sido editado en [Ded98]), se realiza
por medio de “cortaduras”, esto es, cada nimero real se representa por medio del conjunto de
todos los niimeros racionales menores que él (que puede verse, por ejemplo, en [Spi92, Capitulo
28]).

211






10. Continuidad de funciones reales
revisitada

Hemos introducido la nocién de continuidad diciendo que una funcién f: A C R — R es con-
tinua en & € A si f tiene un comportamiento “definido” en torno a a. Hemos descripto este com-
portamiento en términos de sucesiones: para cada sucesién (a),en de A que converge a a, la
sucesion (f(ay))nen converge a f(ot). Asi, la diferencia | f(a,) — f ()| es “chica” cada vez que la
diferencia |a, — ¢t| 1o es. Ahora bien, (cudnto depende esta relacién entre | f(a,) — f(@)|y |a, — ¢t
de la sucesién (a,)qen en consideracién? Seria deseable que tal relacién no dependa demasiado
fuertemente de la sucesion (a,),en, dado que, de otro modo, seria dificil aproximar un valor f( o)
por medio de la imagen (f(ax)), o de una sucesion (a,),en que converge a o no sabrfamos si
la diferencia |a, — o] es “suficiemente chica”, dado que la diferencia | f(a,) — f(a)| podria variar
arbitrariamente con la sucesién (a, ),en en consideracion.

A fin de analizar esta cuestion, podemos retomar el problema de minimizacién (2.6) de la
Seccién 2.3: se trata de determinar el minimo de la funcién g : R — R, g(x) := x> — 6x. Ob-
servamos que la funcién derivada g’ : R — R de g estd dada por g’(x) = 3(x> —2), que es po-
sitiva en (—oo,—/2) U (v/2,+00) y negativa en (—+/2,v/2). En consecuencia, g es decreciente
en (—\/5, \/5) y creciente en (\/i, ~+o0), de lo que concluimos que alcanza un minimo local en
x = /2. El valor de dicho minimo es g(v/2) = —4v/2.

Dado que tanto la sucesion de puntos medios (c,),>0 del método de biseccion de la Seccién
2.1 como la sucesién (a,),>o del método de Newton de la Seccién 2.2 convergen a V2, y ges
continua en \/Z podemos aproximar el valor minimo

g(V2) = —4v2 = —5,656854249....

por medio de las sucesiones (g(cn)),~q ¥ (&(@n)),~,- En la Tabla 10.1 listamos algunos de los
valores de ambas sucesiones. Es interesante notar que, independientemente de la diferencia de la
velocidad de convergencia de ambas sucesiones a V2, cada vez que el desarrollo decimal de ¢, 0 aj,
comienza con 1,414, el desarrollo decimal del correspondiente valor g(c,) o g(a,) comienza con
—5,65685. Esto ocurre para a, conn > 2y para ¢, con n = 6 o n > 10. Asi, la Tabla 10.1 sugiere
que podriamos aproximar g(1/2) = —4+/2 con 5 digitos decimales correctos si trabajamos con
una aproximacion a, o ¢, de V2 con al menos 3 digitos decimales correctos. Mds atin, esto
parece ser independiente de la sucesion considerada.

A fin de justificar estas observaciones empiricas, estimamos |g(x) — g(v/2)| en funcién de |x —
V/2|. Tenemos que

lg(x) — g(V2)] = [ — 6x+4v2| = |x* —2v2 — 6x +6V2| = [x — V2| |x® + V2x — 4]
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Tabla 10.1.: El método de biseccién y de Newton en el minimo de g(x) := x> — 6x2.

n Cn g(cn) Ay g(an)
0 | 1.50000000000 | -5.625000000 | 1.50000000000 | -5.625000000
1 | 1.25000000000 | -5.546875000 | 1.41666666667 | -5.656828704
2 | 1.37500000000 | -5.650390625 | 1.41421568627 | -5.656854249
3 | 1.43750000000 | -5.654541016 | 1.41421356237 | -5.656854249
4 | 1.40625000000 | -5.656585693 | 1.41421356237 | -5.656854249
5 | 1.42187500000 | -5.656604767 | 1.41421356237 | -5.656854249
6 | 1.41406250000 | -5.656854153 | 1.41421356237 | -5.656854249
10 | 1.41455078125 | -5.656853767 | 1.41421356237 | -5.656854249

Observamos que todos los términos a, y ¢, pertenecen al intervalo [1,2]. Teniendo en cuenta que
la funcién & : R — R, h(x) := x> + v/2x — 4 es creciente en dicho intervalo, deducimos que

¥+ V2x — 4| <max{|h(1)],|(2)|} = h(2) =2V2
para cada x € [1,2]. En consecuencia,
8(x) —&(V2)] <2V2[x— V2|.

Si bien esto no explica que obtengamos aproximaciones de 5 digitos de g(1/2) a partir de aproxi-
maciones de 3 digitos de v/2 (debido a que no hemos tenido en cuenta que 4(1/2) = 0), si muestra
que podemos obtener aproximaciones de g(1/2) con la precisién que deseemos, con tal de apro-
ximar suficientemente bien v/2, independientemente de la sucesién elegida para aproximar a

V2.

10.1. Otra caracterizacion de la continuidad

Lo que hemos dicho en el caso de la funcién g : R — R, g(x) := x> — 6x y x := v/2 ilustra un
fenémeno general: si queremos aproximar f (o) por medio de un valor f(ay,), siendo (a,),cn una
sucesion que converge a @, la precision que provee dicha aproximacién no depende de la sucesion
(@n)nen, sino de la calidad de la aproximacion a, de o considerada. Es decir, dados € > 0
y una sucesién de aproximaciones (a,)n,en que converge a o, si tenemos una aproximacion a,
“suficientemente precisa”, es decir, si |a, — @| < 8, entonces automdticamente podemos concluir
que |f(a,) — f(a)| < €, independientemente de la sucesién (a, ),cx en consideracion. Este es el
contenido del enunciado a continuacién.

Lema 10.1.1. Sea f: A C R — R una funcion continua en oo € A'y sea € > 0. Entonces existe
6 > 0tal que |f(x) — f(a)| < € para cada x € A con |x— o] < d.

Demostracion. Supongamos que no existe § > 0 que satisface las condiciones del enunciado. Esto
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significa que, para cada 6 > 0, existe ag € A tal que

las —a| <&y |flas) - fla)| > €.

En particular, si elegimos 6 := 1/n para cada n € N, tenemos que existe a, € A que satisface
simultdneamente las siguientes condiciones:

lan —af <1/n 'y |f(an) = fa)| = €.

Dado que |a, — a| < 1/n para cada n € N, concluimos que (a,),cn converge a @, en tanto que la
estimacion |f(a,) — f(@)| > € para cada n € N implica que (f(ay,))nen no converge a f(a). En
consecuencia, la funcién f no resulta continua en o, lo que concluye la demostracion. O

El resultado precedente afirma que la condicién que asegura que f(x) es una aproximacion
“suficientemente precisa” de f(et), es decir, que |f(x) — f(et)| < €, depende solo de la calidad
de la aproximacién x de o, es decir, de que se satisfaga la condicién |x — ¢t| < § para cierto & > 0,
a determinar en funcién de €. A su vez, este comportamiento caracteriza la continuidad, como
muestra nuestro siguiente resultado.

Teorema 10.1.2 (Otra caracterizacion de la continuidad). Sea f : A C R — R una funcion. Enton-
ces f es continua en o € A si'y solo si para cada € > 0 existe & > 0 tal que |f(x) — f(a)| < €
para cada x € A que satisface la condicién |x — a| < 8.

Demostracion. Dado que la afirmacién “solo si” es precisamente el Lema 10.1.1, resta demostrar
la reciproca. Supongamos entonces que para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que |f(x) — f(a)| < € si
|x — | < 8. A fin de probar que f es continua en ¢, sea (a,),cn una sucesiéon de A que converge
a a. Se trata de ver que (f(an))nen converge a f(c). Para esto, dado € > 0, sabemos que existe
0 >0tal que |f(a,) — f(a)| < € siempre que |a, — ¢¢| < 6. Ahora bien, dado que (a,),en converge
fan) - fla)| < & para
cada n > ng, lo que demuestra que (f(ay))qen converge a f(a). Concluimos que f es continua en
o. O

a o, existe ng € N tal que |a, — | < & para cada n > ny. Por lo tanto,

Ejemplo 10.1.3. Aplicamos esta nueva definicion de continuidad en un ejemplo sencillo: se trata
de demostrar que la funcion f: R — R, f(x) := x? es continua en x := /2.

Fijemos € > 0 y demostremos que | f(x) — f(V/2)| < € si |x — /2| es “suficientemente chico”.
Observamos que

F(00) = F(V2)| = ¥ =2 =[x = V2| [x+ V2.

Dado que nos interesa el comportamiento de la diferencia | f(x) — f(\/2)| para valores de x cer-
canos a \/2, esto es, cuando |x — /2| es suficientemente chico, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que |x — /2| < 1. En tal caso, resulta /2 — 1 < x < /241, de donde deducimos

que |x+ /2| < 2/2+1 < 4. En consecuencia, para cada x tal que |x — /2| < 1, resulta

1F(0) = F(V2)| <4lx— V2.
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Concluimos que si |x —~/2| < min{1,&/4}, entonces | f(x) — f(v/2)| < &, lo que demuestra que f
es continua en x = \@

10.1.1. Continuidad de las funciones trigonémetricas

En esta seccion introducimos las funciones trigonométricas seno y coseno y demostramos que
resultan continuas.

En la literatura matematica las funciones seno y coseno han sido definidas de diversas mane-
ras: como coordenadas de los puntos de una circunferencia de radio 1, a partir de dreas de ciertas
figuras contenidas en un circulo de radio 1, por expresiones explicitas en términos de series de
potencias y también como soluciones de ecuaciones diferenciales. Aqui vamos a seguir la primera
opcidn, dado que resulta la de significado geométrico mds claro, sefialando de todas maneras las
dificultades de tal definicién. En el capitulo sobre integracién de funciones diferenciables (Capi-
tulo 16) vamos a retomar esta cuestion, proveyendo una definicion mds satisfactoria que la de esta
seccion.

En lo que sigue, del mismo modo que cuando definimos el nimero 7 (Seccién 6.4.1), vamos
a suponer que es posible “medir” la longitud del arco que define un dngulo dado en la cir-
cunferencia unidad, esto es, que la medida de un angulo en radianes esta bien definida. Esta
dificultad ha llevado a algunos autores a introducir las funciones trigonométricas en términos de
areas (ver, por ejemplo, [Har67, §163] o [Spi92, Capitulo 15]).

(x.y)
]
/// y=sen \
~ ‘\
X =coso (1,0)

Figura 10.1.: La definicién sen(a) y cos(a) para o € [0,7/2].

Consideremos entonces el “arco continuo” de longitud o que “recorre” en sentido antihorario
la circunferencia unidad, “comenzando” en el punto (1,0) y “terminando” en un punto (x,y) (ver
la Figura 10.1). De nuestra caracterizacion de &, como la mitad de la longitud de la circunferencia
de radio 1 (Teorema 6.4.6), concluimos que dicha longitud o es un nimero real que pertenece al
intervalo [0,27]. Mds adn, en lo que sigue vamos a suponer que cada « € [0,27] corresponde
a un unico arco continuo de este tipo. Definimos entonces los valores seno de ¢ y coseno de
a (que notamos como habitualmente por sen y cos @) por las coordenadas x e y del punto
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“final” (x,y) del arco continuo de longitud @, comenzando en (0,1). A su vez, extendemos estas
definiciones a R de modo que seno resulte una funcién impar, coseno resulte una funcioén par y
ambas resulten periddicas de periodo 27, es decir,

cos(—x) =cos(x) y sen(—x)= —sen(x) paracadaxe [-27,0]; (10.1)
cos(x) =cos(x+2m) y sen(x)=sen(x+27m) paracadaxeER. (10.2)

Las condiciones (10.1) y (10.2) definen univocamente dos funciones sen: R -+ Ry cos: R — R
de modo tal que coinciden con la definicién “geométrica” en el intervalo [0,27].

De la trigonometria elemental sabemos que, para cada par de puntos x,y € [0,27], se satisfacen
las identidades:

sen(x+y) = senxcosy-cosxseny, (10.3)
cos(x+y) = coSxcosy—senxseny,
senx+cos’x = 1. (10.4)

Por la periodicidad (10.2) de las funciones seno y coseno concluimos que estas identidades se
satisfacen para cada par de puntos x,y € R.

Ejercicio 10.1.4. Demostrar las siguientes identidades para cada x,y € R:

(x;y)’ COsX —cosy = 2sen (X—ery) sen

x—
senx —seny = 2sen <—y) cos

. (%) (10.5)

Continuidad de las funciones seno y coseno

A fin de demostrar la continuidad de las funciones seno y coseno, de (10.4) deducimos que
|senx| <1y |cosx| <1 para cada x € R. Combinando esta observacién con (10.5) concluimos
que

|senx—seny\§2’sen<x_y)‘ y |cosx—cosy|§2‘sen(y_x)’ (10.6)

para cada par de puntos x,y € R.

Fijemos o € [0,27] y veamos que las funciones seno y coseno resultan continuas en o. Sea
x € Rtal que |x— a| < 7/2. Supongamos sin pérdida de generalidad que x > . Tenemos entonces
0 <x—a < m/2,y por lo tanto, de la Figura 10.2 deducimos que

0<sen(x—oa) <x—oa. (10.7)
Similarmente, si x < @, entonces —7/2 < x — ot < 0, y por lo tanto,
0>sen(x—a)=—sen(0t—x) > —(a—x)=x—o0. (10.8)

De (10.7) y (10.8) concluimos que, si |x — ¢¢| < /2, entonces |sen(x — ot)| < |x — ¢t|. Por lo tanto,
de (10.6) deducimos que

|senx—senct| <|x—oa| y |cosx—cosa|<|x— . (10.9)

217



10. Continuidad de funciones reales revisitada

senx X

Figura 10.2.: Una demostracién gréfica de la desigualdad sen(x) < x para 0 < x < /2.

Es facil entonces concluir que tanto seno como coseno resultan continuas en o: dado € > 0, te-
nemos que si |x — o] < min{m/2,¢€}, entonces la estimacién (10.9) resulta valida, y por lo tanto,
|senx —sena| < € y |cosx —cos | < €, como querfamos demostrar. En conclusién, tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 10.1.5. Las funciones trigonométricas sen : R — R y cos : R — R son continuas en cada
acR

10.1.2. Continuidad Lipschitz

Cabe observar que las funciones seno y coseno satisfacen una condicién més fuerte que la
f(x) = f(y)| de cualquiera de
estas funciones se “controla” de forma lineal en términos del incremento |x —y

continuidad, que expresa la estimacién (10.9): el “incremento”
, es decir, existe

una constante L > 0 tal que
|f(x) = W < Lix—y| (10.10)

para cada par de puntos x e y en el dominio de f. Una funcion que satisface la condicién (10.10)
se denomina Lipschitz continua.

Ejemplo 10.1.6. Consideremos la funcion f : [1/2,4o0) = R, f(x) := 1/x. Afirmamos que f es
Lipschitz continua. En efecto, dados x,y € [1/2,+o0), tenemos que
1 1

1
S R SR
Xy Xy

Por otro lado, la funcion g : (0,+) — R, g(x) := 1/x no es Lipschitz continua. En efecto, argu-

mentando como con la funcion f, tenemos que
lg(x) —g(v)] : eyl
X)— =—|x—
8 8y o y

para cada par de puntos x,y € (0,+e0). En consecuencia, eligiendo x e y suficientemente cerca de
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0 podemos hacer que la fraccion 1 /xy tome valores arbitrariamente grandes, de donde concluimos
que no existe L > 0 tal que |g(x) — g(y)| < L|x —y| para cada par de puntos x,y € (0, +oo).

El ejemplo precedente pone de manifiesto que la continuidad Lipschitz es una propiedad
global, es decir, una propiedad que involucra todos los puntos del dominio de la funcién en consi-
deracion. Asimismo, vemos también que una funcién continua no necesariamente es Lipschitz
continua. Por otro lado, una funcién Lipschitz continua es necesariamente continua, como pedi-
mos demostrar en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 10.1.7. Sea f : A C R — R una funcion Lipschitz continua. Demostrar que f es continua.

Ejercicio 10.1.8 (Propiedades aritméticas de las funciones Lipschitz continuas). Sean f,g:A C
R — R funciones Lipschitz continuas.

1. Demostrar que f+g: A — R es Lipschitz continua.

2. Demostrar que f-g: A — R no necesariamente es Lipschitz continua. (Sugerencia: analizar
la funcién f: R — R, f(x) :=x%.)

3. Demostrar que si f'y g son acotadas, entonces f-g: A — R es Lipschitz continua.

Del ejercicio precedente concluimos que si A es un intervalo cerrado y acotado [a,b], 0 mds
generalmente, un subconjunto compacto de R, entonces el producto de dos funciones Lipschitz
continuas f, g : A — R resulta Lipschitz continua. De acuerdo con el Teorema 10.1.5, las funciones
seno y coseno son Lipschitz continuas. Asimismo, como vamos a ver mds adelante, la restriccién
de cualquier funcién polinémica o exponencial a un intervalo [a,b] resulta Lipschitz continua.
Asi, vemos que la restriccién a cualquier intervalo [a,b] (o, més generalmente, a un subconjunto
compacto de R) de la mayoria de las funciones “conocidas” del cdlculo resulta Lipschitz continua.

10.1.3. Limites “continuos”

Observamos que subyace a la nueva caracterizacion de la continuidad del Teorema 10.1.2 una
afirmacion sobre el comportamiento de la funcién f en torno a . En efecto, podemos interpretar
informalmente la condicién “para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que |f(x) — f(@)| < €si|x— | < 8"
como una descripcién del comportamiento de f(x) para valores de x cercanos a a: dada una “pre-
cisién admisible” € > 0, el valor de f(x) resulta una “buena” aproximacion de /() para cada
x “suficientemente cercano” a o, y por lo tanto, el “comportamiento” de f “cerca” de o re-
sulta claro: f(x) es aproximadamente f (o). Esta caracterizacion de la existencia de un “buen
comportamiento’ de f en torno a un punto ¢ de su dominio no es privativo de las funciones con-
tinuas: los valores f(x) que toma una funcién f para valores de x cercanos a o pueden “acercarse
progresivamente” a un valor ¢ dado (excluyendo eventualmente el caso x = ¢ en si), sin que f
esté definida en o o sea f(c) = £. En tal caso, diremos que el limite de f cuando x tiende a o
es ¢. Mas precisamente, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 10.1.9 (Caracterizacién € — § del limite). Sea f : (a,b) — R una funcion. Diremos que
el limite de f cuando x tiende a o € (a,b) es ¢, y lo notamos en la forma lim,_,q f(x) = ¢, si y
solo si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que |f(x) —¢| < €s5i0 < |x—a| <.
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Ejemplo 10.1.10. Sea f: R\ {0} — R la funcion definida por f(x) := x sen(1/x). Estudiamos la
existencia del limite de f cuando x tiende a 0. Tenemos que

[f ()] = |xsen(1/x)] < |x]

para cada x € R\ {0}. Por lo tanto, dado € > 0, tenemos |f(x) —0| < € para cada x € R\ {0}
que satisface la condicion |x| < €. En consecuencia, resulta lfII(l) flx)=0.
X—

Propiedades de los limites continuos

En estos términos, observamos que, si existe, el limite de una funcién f cuando x tiende a
o estd univocamente determinado por f y o (con lo cual la notacién ¢ = lim,_, ¢ f(x) resulta
consistente). Mds precisamente, si lim,_,q f(x) = ¢; y lim,_, o f(x) = ¢, afirmamos que ¢; = ;.
En efecto, fijemos € > 0y sean 6; > 0y & > 0 tales que

w |f(x) =l <esiO<|x—a] <Oy
v f(x) =l <esiO<|x—af < 6.
En consecuencia, si 0 < |x — a| < min{8;, 6, }, entonces tenemos que
[ = o] = 1 = f () + (%) = o] <[f(x) = o[ + [/ (x) = o] < 2.

Dado que esta estimacion resulta védlida para cada € > 0, concluimos que ¢; = ¢, es decir, he-
mos demostrado el siguiente resultado (comparar con el correspondiente resultado para limites de
sucesiones (Lema 3.1.25)).

Lema 10.1.11 (Unicidad del limite). Sea f : (a,b) — R una funcién y sea o € (a,b). Si f tiende
simultdneamente a {1y a {» cuando x tiende a o, entonces {1 = (3.

De forma similar a lo que ocurre en los limites de sucesiones (Teorema 3.1.27), los limites
continuos tienen un “buen comportamiento” en relacion con las operaciones aritméticas, lo que
simplifica en ocasiones su determinacion.

Ejercicio 10.1.12 (Propiedades aritméticas de los limites). Sean f,g: (a,b) — R dos funciones
tales que existen los limites £} := lim f(x) y {5 := lim g(x).
X— X—0

= Demostrar que existe lim (f + g)(x) y es igual a {1+ (5.
xX—Q

= Demostrar que existe h'_r)r& (fg)(x)yesigual al,l,. (Sugerencia: usar la identidad | f(x)g(x) —
X
1] = | f(x)g(x) — L18(x) +L18(x) — (1£2].)

w Silp #0, demostrar que existe lim (1/g)(x) y es igual a 1/¢,.
X—0

Si £y # 0, demostrar que existe im (f/g)(x) y es igual a ¢, /0,.
X—0
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En términos de limites continuos, podemos expresar la nueva caracterizaciéon de continuidad
(Teorema 10.1.2) diciendo que una funcién f : (a,b) — R es continua en & € (a,b) si y solo si
lim,_,¢ f(x) = f(o). Existe sin embargo una diferencia sutil entre la caracterizacién del Teorema
10.1.2 y su expresién en términos de limites, que conviene tener en cuenta: en la caracterizacién de
la continuidad consideramos el valor x = o, dado que exigimos que resulte | f(x) — f(o)| < € para
cada x € (a,b) tal que |x — a| < &, mientras que, en la definicién de limite (Definicién 10.1.9), la
condicion |f(x) — £| < € debe ser satisfecha por cada x € (a,b) tal que 0 < |x— a| < 8, y por lo
tanto, no necesariamente por x = (. Esto se debe a que, en este dltimo caso, estamos determinando
la existencia de un comportamiento asintético, y éste no depende de la definicién de fenx = a,
sino de lo que ocurre con f(x) a medida que x se acerca a o.

Ejercicio 10.1.13. Recordamos la definicion de las funciones trigonométricas tangente, cotan-
gente, secante y cosecante. SiA :={kw:ke€Z}yB:={n/2+kn:k € Z} son los conjuntos de
ceros de las funciones seno 'y coseno respectivamente, entonces
., senx
= la funcion tangente tg : R\ B — R se define como tg(x) := —;
cosx
» cosx
= la funcidn cotangente cotg : R\ A — R se define como cotg(x) := ——;
senx
. 1
= la funcion secante sec : R\ B — R se define como sec(x) := ——
cosx
. 1
= la funcion cosecante cosec : R\ A — R se define como cosec(x) := —.
senx

Demostrar que todas estas funciones son continuas.

De forma andloga a lo que ocurre con la continuidad, la existencia de limites continuos puede

caracterizarse en términos de sucesiones, Como enunciamos a continuacion.

Lema 10.1.14 (Limites continuos por sucesiones). Sea f : (a,b) — R una funcion y o € (a,b).
Entonces limy_,o f (x) = £ si y solo si para cada sucesion (an)nen de (a,b) \ {a} que converge a

o, la sucesion (f(an))nen converge a £.

Ejercicio 10.1.15. Demostrar el Lema 10.1.14. (Sugerencia: “copiar” las demostraciones del Le-
ma 10.1.1 y el Teorema 10.1.2.)

Ejercicio 10.1.16. Sea f: R — R la funcion definida por

0 sixeR\Q,
x sixeQ.

flx) =

Analizar la continuidad de f en x = 0.

Ejercicio 10.1.17. Demostrar que la funcion f : R — R definida por

sen(l/x) six#0,

)= 0 six=0,

no es continua en x = 0.
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Extensiones del concepto de limite “continuo”

Sea f: [a,b] — R una funcién y sea o € [a,b]. En muchas situaciones es necesario estudiar el
comportamiento asintético de f en x = & considerando solamente los puntos x € [a, &) o (¢, b].
En tal sentido, decimos que

= f tiende a ¢ cuando x tiende a o por izquierda, y escribimos lim,_,,- f(x) = ¢, si para
cada € > 0 existe § > 0 tal que |f(x) — | < € siempre que 0 < & —x < J.

= ftiende a ¢ cuando x tiende a o por derecha, y escribimos lim,_,,+ f(x) = ¢, si para cada
€ > 0 existe § > 0 tal que |f(x) — | < € siempre que 0 < x— & < §.

Ejemplo 10.1.18. Sea f:R\ {0} = R, f(x) := |x|/x. Observamos que

lim f(x) = lim — = lim (—1)=—1.
x—0~ x—0" X x—0~
Por otro lado,

X
lim f(x)= lim = = lim 1 =1.
x—0+ x—=0t X x—0t

Observamos que el hecho de que ambos limites laterales no coincidan nos da la pauta de que
f no posee un comportamiento definido cuando x tiende a 0. En efecto, si consideramos las
sucesiones (an)neN ‘= (—1/n)nen Y (bn)nen := (1/n),en, entonces

lim f(a,) = —1 % 1 = lim f(by).

n—oo n—yoo

En consecuencia, la caracterizacion de los limites continuos en términos de sucesiones (Lema

10.1.14) nos asegura que no existe el limite de f cuando x tiende a 0.

Ejercicio 10.1.19 (Unicidad de los limites laterales). Sea f : [a,b] — R una funcion y sea o €
[a,b]. Demostrar que silim,_, - f(x) = €1 y lim,_ o f(x) = {a, entonces £y = {». Demostrar que

lo mismo ocurre para los limites laterales por derecha.

Ejercicio 10.1.20 (Existencia de limite por limites laterales). Sea f : (a,b) — R una funcion y
sea a € (a,b). Demostrar que existe el limite de f cuando x tiende a o si 'y solo si ambos limites
laterales de f existen y coinciden cuando x tiende a o, esto es,

lim f(x) =¢ siysolosi lim f(x)= lim f(x)="~.

X—o x—o x—ot

Otra situacion que nos interesa describir es aquella en la cual los valores de una funcién crecen
por encima de toda cota a medida que el valor de x se acerca a un valor determinado. Mds preci-
samente, sea f : (a,b) — R una funcién y « € (a,b). Decimos que f tiende a infinito cuando x
tiende a «, y escribimos 1im f(x) =0, si lim 1/f(x) = 0.
y Iim f(x) = eo,si lim 1/£(x)

Ejemplo 10.1.21. Sea f:R\ {0} — R, f(x) := 1/x. Observamos que

Iim —— =limx =0
xlir(l) f(x) xl—l?(l)x ’
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de lo que concluimos que 1im f(x) = oo,
x—0

Ejemplo 10.1.22. Sea B:={n/2+krx:ke€ Z} y f: R\ B — R la funcién tangente, esto es,
f(x) :=tg(x) := senx/ cosx. Observamos que

cosx cos(m/2)

lim = lim =17
x—m/2tgx  x—sm/2senx  sen(mw/2)

0,

de lo que concluimos que 11’m/2tgx = oo. Mds generalmente, si b := 1t/2+2koTt es cualquier
X—T

elemento de B, tenemos entonces que senb £ 0, y por lo tanto,

tm 1 i SO8% _ cosb  cos(m/2+42kom)  cos(m/2)

= = =0.
x—»btgx x—sbsenx  senb  sen(m/242kom)  sen(m/2)

Concluimos nuevamente que limtgx = co.
x—b

Ejercicio 10.1.23. Sean A:={kn:k€Z}yB:={n/2+kn:k € Z}. Siay b son dos elementos
arbitrarios de A y B respectivamente, demostrar que

lim cotgx = oo, Iim cosec x = oo, lim secx = co.
x—a x—a x—b

Ejercicio 10.1.24. Demostrar que una funcion f : (a,b) — R tiende a infinito cuando x tiende
a a € (a,b) siy solo si para cada M > 0 existe § > 0 tal que |f(x)| > M para cada x con
O0<|x—a|<8é.

Finalmente, consideramos el comportamiento de funciones cuando x tiende a infinito. Si £ € R,
o { es alguno de los simbolos +oc0, —eo 0 oo, tenemos las siguientes definiciones:

= una funcién f : (a,+) — R tiende a ¢ cuando x tiende a mas infinito, y lo notamos por
Ii =/, si i 1/x) =14
Jm flx)=¢si lim f(1/x)
= una funcién f : (—e,a) — R tiende a ¢ cuando x tiende a menos infinito, y lo notamos
lim f(x)=4¢,si lim f(1/x)=¢;
X—r—oo x—0~
= una funcién f : R — R tiende a ¢ cuando x tiende a infinito (a secas), y lo notamos

lim f(x) =£,si lim f(x) = lm f(x)="¢.

Ejemplo 10.1.25. Consideremos la funcion f: R\ {0} = R, f(x) = senx/x. Afirmamos que
h’_)m f(x) =0. En efecto, para cada x € R\ {0}, tenemos que
X—o0

)b )] <

Por lo tanto, si |x| < &, entonces |f(1/x)| < €, lo que demuestra que limy_,o f(1/x) = 0. En con-

secuencia, vemos que lim f(x) =0, como queriamos demostrar.
X—roo

Ejercicio 10.1.26. Demostrar que no existe 1lim senx.
X—roo
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Ejercicio 10.1.27. Sea f : R — R una funcion.

1. Demostrar que lim,_, 1., f(x) = a si'y solo si para cada € > 0 existe M > 0 tal que | f(x) —
o] < € para cada x > M.

2. Enunciar y demostrar una caracterizacion andloga a la del item anterior del limite de f

cuando x tiende a menos infinito, y cuando x tiende a infinito.

Ejercicio 10.1.28. Sea f: R\ {ay,...,a;} — Runa funcion racional, y sean p,q € Rx| tales que
f(x) = p(x)/q(x) para cada x ¢ {ay,...,as}. Demostrar que:

w sigr(p) < gr(q), entonces lim f(x) = 0;
X—>o0

n sigr(p) > gr(q), entonces lim f(x) = co;

X—ro0
= sigr(p) = gr(q), entonces 11'_I>n fx)=oa#0.
frairess

Ejercicio 10.1.29 (“Las exponenciales crecen mds rapido que las polindmicas”). En el Ejercicio
3.1.13 comparamos sucesiones con crecimiento exponencial y polinomial. El propdsito de este
ejercicio es generalizar estos resultados, estableciendo comparaciones sobre el comportamiento

asintotico de funciones polinomicas y exponenciales.

1. Sean a > 1y k € N. Demostrar que ETJIrl xk/a* = 0. (Sugerencia: rever las acotaciones del
X—3-oo
Ejercicio 3.1.13.)

2. Mas generalmente, si a > 1y p(x) € R|x|, demostrar que LIT p(x)/a*=0.
X oo
Ejercicio 10.1.30. EIl propdsito del presente ejercicio es estudiar el limite HT (1+ %)x
X—o0

1. Sea (ay)nen una sucesion que tiende a mds infinito. Si n,k € N son tales que se satisfacen
las desigualdades k < a, < k+ 1, demostrar que

1 k+1 1% 1 k
1+ - >(1+— >(1+— .
(1) 2(+2) = ()
Deducir de lo anterior que 1im (1+1/a,) =e.

2. Concluir que xgrfw(l +1/x)*=e

Limite de una composicion de funciones

Sean f: (a,b) - Ry g: (c,d) — R dos funciones tales que la composicién go f: (a,b) = R
estd bien definida. Supongamos que lim, ¢ f(x) = B y lim,_,5 g(x) = 7. En estas condiciones,
nos gustaria poder afirmar que lim,_,4 g(f(x)) = 7. Sin embargo, de acuerdo a la definicién de
limite, si llamamos y = f(x), tenemos que g(y) se “acerca” a y cuando y tiende a 3, siempre que
y # B. Desafortunadamente, de acuerdo con nuestras hipétesis, nada garantiza que f(x) # f para
x “cercano” a @, por lo que no necesariamente ocurre que }1_{% g(f(x)=v.
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A fin de entender qué es lo que ocurre, veamos un ejemplo simple que ilustra este fenémeno.
Sean f: R — Ry g : R — R las funciones definidas por

1 six#0,

f):=0y g(X)i—{ 0 sixeoO

Entonces 1im,_,0 f(x) = 0 y lim,0g(x) = 1, pero lim,_,0g(f(x)) = 0. (Qué es lo que estd pa-
sando? Ocurre que f(x) = 0 para x cercano a 0, por lo que los valores g(f(x)) no representan el
comportamiento de g cerca de 0, sino en 0.

Ahora bien, si g es continua en x = 3, entonces el comportamiento de g para x cercano a f§
coincide con el de g en x = 3, por lo que esta dificultad no aparece. Asi, tenemos el siguiente
resultado (valen enunciados del mismo tipo para limites infinitos).

Lema 10.1.31 (Limite de una composicién). Sean f: (a,b) = Ry g: (c,d) — R dos funciones
tales que f((a,b)) C (c,d). Sea & € (a,b) un punto tal que limy_,q f(x) = y h’rrég(x) =g(B).
x—

Entonces 1im g(f(x)) = (B).

Demostracion. Sea € > 0. Por la continuidad de g en y = f tenemos que existe 8’ > 0 tal que
si |y — B| < &' entonces |g(y) — g(B)| < €. Asimismo, existe & > 0 tal que si 0 < |x— | < &,
entonces |f(x) — B| < &’. En consecuencia, si 0 < |x — ot| < & resulta |f(x) — | < &', y por lo
tanto, |g(f(x)) —g(B)| < €. En consecuencia, tenemos que }gré g(f(x)) = g(B), como queriamos
demostrar. O

Este resultado puede ser titil en el cdlculo de limites, dado que nos permite realizar cambios
de variables que pueden simplificar el limite en consideracién, como ilustramos en el ejemplo a
continuacion.

Ejemplo 10.1.32. Para a € R, queremos analizar el limite
tim (1+2)"
X—>+oo X

Supongamos sin pérdida de generalidad que a # 0, dado que si a = 0, resulta

O X
lim <1 +> =1.
X—>—+oo X

Como a # 0, por la continuidad de la potenciacién real (Ejercicio 9.1.16) y el resultado sobre el

limite de una composicion (Lema 10.1.31) concluimos que

X X\ a4 x\ a
lim (1+9> — lim ((1+a)“> —<1fm (1+a>“> ,
X—r o0 X X—>-o0 X X— o0 X

siempre que el limite de la derecha exista. Asimismo, si'y := x/a, tenemos que

7 1\
lim (1+9) — lim (1+7) —e
y

X—oo X y—oo
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donde la primera igualdad es correcta debido a que la funcion f: R — R, f(x) :=x/a es continua
v la segunda igualdad es el Ejercicio 10.1.30. En conclusion, tenemos que

Hm (1 " g)x — 4
X

X—>—o0

—X
Ejercicio 10.1.33. Sea a € R. Demostrar que 1im (1 + ﬂ) =e %
X—>o0 X

X
Ejercicio 10.1.34. Sea a € R. Demostrar que Em (1 + ﬂ) =e“
X——o0 X

(')

ax

=0.

Ejercicio 10.1.35. Seank € N, p € R[x] y a > 1. Probar que lirf p
X—>+o0

10.2. Caracterizaciones topoldgicas de la continuidad

Sea f: A C R — R una funcién. Partiendo de la consideracién de lo que hemos denominado
un “buen comportamiento local”, hemos dicho que f es continua en & € A si y solo si existe
lim,_,¢ f(x) y es igual a f(o). Mds generalmente, diremos que f es continua (a secas) si es
continua en cada punto de A.

Ejemplo 10.2.1. La funcion f: R — R, f(x) := x? es continua. En efecto, dado o € R, por las

propiedades aritméticas de los limites continuos (Ejercicio 10.1.12) tenemos que lim x> = o> =
X—0

fla).

Ejercicio 10.2.2. Demostrar que cualquier funcion f : 7, — R es continua.

Ejercicio 10.2.3. Sea f : R — R una funcién continua tal que li_>m flx)=1
X—o0

1. Probar que la imagen Im(f) de f es un conjunto acotado de niimeros reales.
2. Sea A :=1Im(f), c:=supA yd :=infA. Probarquec>1yd < 1.

La definicion “local-global” de continuidad de una funcién f: A C R — R (f es continua si es
continua en cada punto de A), si bien absolutamente correcta desde el punto de vista matemadtico,
tiene el inconveniente de que se “pierde” el aspecto global que intuitivamente le asignamos a la
nocién de continuidad. Por tal motivo, vamos a estudiar la continuidad desde un punto de vista
“global”, caracterizdndola en términos “topoldgicos”, es decir, a partir de la accién de f sobre
determinados tipos de conjuntos.

Para esto, comenzamos observando que la continuidad local puede redescribirse en términos
conjuntistas. En efecto, sea f: A C R — R una funcién y a € A. Sabemos que f es continua en A
si para cada € > 0 existe § > 0 tal que

X€Ay|x—a| < dimplica |f(x) — f(ar)] < €.

Analizamos el significado de esta implicacién. Lo que estamos diciendo es que la imagen de ca-
da elemento de A que dista de @ en menos de 9§, es decir, la imagen f(x) de cada elemento
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10.2. Caracterizaciones topoldgicas de la continuidad

del conjunto {x €A : |x— o] <6} =AN(a— 5, + J), satisface una cierta propiedad de cerca-
F(x) = f(a)| < &, o equivalentemente, pertenece al conjunto (f(c) — ¢, f(a) + €). Podemos

nia,
entonces reexpresar la implicacién anterior de la forma siguiente (ver la Figura 10.3):

x€ (a—8,a+8)NAimplica f(x) € (f(a) — &, f(a) +€). (10.11)

a-06 o a+d

Figura 10.3.: Una eleccién de € y 6 tal que se satisface (10.11).

Introducimos algunas notaciones para describir esta implicacién en forma mds compacta. El
intervalo (o — 8, + &) se denomina el disco D(ot, ) de radio 6 > 0 y centro o. Asimismo,
tenemos el disco D(f(),€) := (f(a) — &, f(a) + €). Por dltimo, el conjunto de los elementos
x € A tales que f(x) € D(f(),€) es lo que hemos denominado la imagen inversa (o preimagen)

Y (D(f(a),€)) de D(f(ct),€) por f, es decir,
F(D(f(@),e)) :=={x€A: f(x) eD(f(a),e)}.

Ejemplo 10.2.4. Si f: R — R es la funcion f(x) :=x>y A := (4,9), entonces la preimagen f~'(A)
de A por f es el conjunto [—3,—2)U(2,3], en tanto que la preimagen f~'(B) por f del intervalo
B := (—5,4) es el intervalo (—2,2) (observamos que ésta coincide con la preimagen f~'(C) del
intervalo C :=[0,4)).

La implicacién anterior expresa que la imagen de cada elemento x € D(a,8) N A pertenece
al disco D(f(t),€), o lo que es lo mismo, cada elemento x € D(, 8) NA pertenece al conjunto
FH(D(f(e),€)). Dicho de otro modo, tenemos la inclusién

D(a,8)NA C f1(D(f(a),€)). (10.12)

Asi obtenemos la siguiente caracterizacion de la continuidad de una funcién en un punto, que nos
da la pauta de que la continuidad estd intimamente relacionada con la forma que tiene la imagen
inversa por dicha funcion de ciertos discos.
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Lema 10.2.5. Sea f: A C R — R una funcion'y a € A. Entonces f es continua en o si 'y solo si
para cada € > 0 existe & > 0 tal que se satisface (10.12).

10.2.1. Conjuntos abiertos

Pasamos ahora de la continuidad “local” (en un punto & € A) a la continuidad “global” (en A). Si
f es continua en A, dado que f~! (D( f(a),€)) contiene un disco con centro en ¢ para cada € >0
y cada o € A, resulta entonces que la imagen inversa de una unién de discos UaeAD( fla), sa)
contiene un disco en torno a cada punto & € A, que por lo tanto debe ser “algo similar” a un
conjunto del mismo tipo, es decir, una unién de discos. Una unién de discos de R es lo que
denominamos un conjunto abierto de R. Mas generalmente, la interseccién de una unién de
discos de R con un subconjunto A de R se denomina un conjunto abierto en A.

Ejemplo 10.2.6. Cada intervalo abierto (a,b) es un conjunto abierto, dado que (a,b) = D((a+
b)/2,(b—a)/2). Asimismo, R es un conjunto abierto, dado que, por ejemplo, R = J,,cz, D(n,1).
Por otro lado, (a,b) NQ es un conjunto abierto en Q para cada a < b.

Ejercicio 10.2.7. Probar que (—e,a) y (a,+) son conjuntos abiertos para cada a € R. ;Es

cierto que cada conjunto abierto U C R es conexo?

Nuestra definicion de conjunto abierto, que va a ser util para obtener una caracterizacion global
de la continuidad, es poco operativa, ya que a fin de demostrar que un subconjunto dado de R es
abierto es necesario demostrar un resultado sobre su estructura global. La siguiente caracterizacién
local de la propiedad de ser abierto resulta en general mucho mds operativa.

Lema 10.2.8. Sea A C R. Un conjunto U C A es abierto en A si 'y solo si para cada o € U existe
€ >0 tal que D(a,€)NACU.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que U es un subconjunto abierto de A, es decir, U es
de la forma U = U;¢;D(u;, &) NA, donde I es un conjunto de indices y & > 0 para cada i € I. Sea
o € U. Entonces existe i € I tal que @ € D(u;, &) NA C U. Esto implica que u; — & < o < u; + &;.
Sea 6 := min{a — (u; — &), (u; + &) — a} > 0 la menor distancia de o a los extremos del disco
D(u;, €;). Entonces

D(a,8)NA C D(u;,&)NACU,

como queriamos demostrar.

Reciprocamente, sea U un subconjunto de A tal que para cada o € U existe €, > 0 de forma tal
que se satisface D(a,€5) NA C U. Entonces tenemos que U = UgeyD(0t, €y) NA: por un lado,
U esté contenido en la unién UgeyD(t,€4) NA, ya que o € D(a,€y) NA para cada o € U, y,
por el otro lado, dado que se trata de conjuntos contenidos en U, la unién UgeyD(t, €4) NA estd
contenida en U. Esto prueba que U es una unién de discos. O

Ejercicio 10.2.9. Sea A C R.
1. Demostrar que U C A es abierto en A si'y solo si A\ U es cerrado en A.

2. Sea {U; :i € I'} una familia de conjuntos abiertos en A. Demostrar que U;c;U; es abierto en
A.
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10.2.2. Continuidad en términos de conjuntos abiertos o cerrados

Retomando nuestra discusion sobre la continuidad, la imagen inversa de un conjunto abierto por
una funcién continua f : A C R — R resulta un conjunto abierto de A. Mdas aun, esta propiedad
caracteriza a su vez la continuidad.

Teorema 10.2.10 (Caracterizacién topoldgica de la continuidad). Sea f: A C R — R una funcion.
Entonces f es continua si y solo si, para todo subconjunto abierto U de R, el conjunto f~'(U) es
abierto en A.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f es continua y sea U un subconjunto abierto
de R. Se trata entonces de demostrar que f~!(U) es un subconjunto abierto de A. Para esto, sea
a € f~1(U). Tenemos que f(a) € U (por la definicién de imagen inversa), y por lo tanto, de la
caracterizacioén “local” de los conjuntos abiertos (Lema 10.2.8) deducimos que existe € > 0 tal
que D(f(e),€) C U. Por la continuidad de f existe 0 > 0 tal que valen las inclusiones

D(a.8)NA C £~ (D(f(a),€)) € £ (V)

(Lema 10.2.5). Asf, la caracterizacion local de los conjuntos abiertos (Lema 10.2.8) asegura que
f~Y(U) es un conjunto abierto en A.

Reciprocamente, supongamos que f~ 1(U ) es abierto en A para cada conjunto abierto U C R.
Sea ox € Ay € > 0. Entonces f~ (D( flo 8)) es un conjunto abierto en A que contiene a . Por
lo tanto, existe § > 0 tal que D(e,8) C f~'(D(f(),€)), de donde concluimos que f es continua
en «. O

Ahora expresamos la continuidad en términos de conjuntos cerrados. Si f: A C R — R es una
funcién, tenemos que

= un conjunto S C R es cerrado si y solo si R\ S es abierto;
= el conjunto f~!(S) es cerrado en A siy solosi A\ f~!(S) es abierto en A;
= A\ f71(S) = fF 1R\ S) (Bjercicio 10.2.12).

La caracterizacion topoldgica de la continuidad (Teorema 10.2.10) nos asegura que f es continua
siy solo si laimagen inversa de cada conjunto abierto S C R es abierta en A. Si la imagen inversa de
cada conjunto cerrado F C R es cerrada en A, tomando complementos concluimos que lo mismo
ocurre para conjuntos abiertos, de lo que concluimos que f es continua. Reciprocamente, si f es
continua, entonces la imagen inversa de cada conjunto abierto es abierta en A, de lo cual, tomando
complementos, deducimos que lo mismo ocurre con conjuntos cerrados. Vemos entonces que f es
continua si y solo si la imagen inversa de cada conjunto cerrado es cerrada en A. En consecuencia,
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 10.2.11 (Caracterizaciones topoldgicas de la continuidad). Sea f: A C R — R una

funcion. Entonces son equivalentes:

1. f es continua en A;
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2. para todo subconjunto abierto U de R, f~'(U) es un subconjunto abierto de A;

3. para todo subconjunto cerrado F de R, f~'(F) es un subconjunto cerrado de A.
Ejercicio 10.2.12. Sea f: A C R — R una funcion y S un subconjunto de R.

1. Demostrar que f~'(R\S) =A\ f~1(S).

2. Completar la demostracion del Teorema 10.2.11: demostrar la equivalencia entre 2. y 3.

Ejemplo 10.2.13. Cabe mencionar una consecuencia itil de las caracterizaciones topologicas de
la nocion de continuidad precedentes (Teorema 10.2.11): podemos deducir caracteristicas topo-
logicas de conjuntos definidos a partir de funciones continuas.

Mds precisamente, dada una funcion continua f : R — R, si A C R es el conjunto de los ceros
de f, entonces A es un conjunto cerrado. En efecto, dado que {0} es un conjunto cerrado, f es
continua y

A:={xeR: f(x) =0} = £ ({0}),

del Teorema 10.2.11 concluimos que A es cerrado. De modo similar, el conjunto
Bi={xeR: f(x) > 0} = £~ ((0,4+)

de positividad de f es abierto. En efecto, dado que (0,+o0) es abierto y f es una funcion continua,
de la identidad precedente concluimos que B es abierto.

Ejercicio 10.2.14. Sea f: R — R una funcion continua. Demostrar que el conjunto de negatividad

de f es abierto. ; Qué se puede decir de los siguientes conjuntos
{(xeR:f(x)>1}, {x€R: f(x) >0}, {xcR:a< f(x) <b}, {xcR:a< f(x)<b}?

Ejercicio 10.2.15. Sea f: A C R — R una funcion continua 'y o, € A tal que f(a) # 0. Demostrar
que existe € > 0 con la siguiente propiedad: si x € Ay |x — o] < &, entonces f(x) # 0.

10.2.3. Continuidad de la funcion inversa.

En la Seccién 7.1 hemos definido la funcién raiz n—ésima g : R~g — R, g(x) := /x como
la funcién inversa de la “potencia” n—ésima f : Rsg — Rso, f(x) := x". En particular, hemos
demostrado que la funcién raiz n—ésima es continua (Lema 7.1.15). Este ejemplo muestra un
fenémeno que aparece con frecuencia: dados dos conjuntos A,B C R y una funcién continua e
inversible f : A — B, se trata de estudiar el comportamiento de su funcidén inversa g : B — A.

En tal sentido, cabe preguntarse por la continuidad de la funcién inversa de una funcién conti-
nua. Con este nivel de generalidad, la respuesta es negativa: la inversa de una funcion continua
no es necesariamente continua.

Ejercicio 10.2.16. Demostrar que la funcién f : [—1,0]U (1, 4c0) — [0, +o0) definida por f(x) =

x2 es biyectiva y continua. Probar que la funcién inversa de f no es continua.
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Es interesante notar que la funcién inversa g : [0, 4+e0) — [—1,0] U (1, +e0) de la funcién f del
ejercicio precedente no resulta continua en y = 1 = f(—1), que es justamente la imagen del punto
donde las imdgenes por f de los intervalos [—1,0] y (1,+4e0) se “pegan”. Esto es basicamente lo
que explica la discontinuidad de g. De hecho, si restringimos el dominio de g a la imagen por f
del intervalo [—1,0] o a la imagen por f del intervalo (1,4-c), ésta resulta continua. Esto ilustra
un fenémeno general: la inversa de una funcion continua definida en un intervalo es continua.

A fin de demostrar esta afirmacién comenzamos con un resultado preliminar: una funcién con-
tinua e inyectiva definida en un intervalo es necesariamente monétona.

Lema 10.2.17. Sea I C R un intervalo y sea f : I — R una funcion continua e inyectiva. Entonces

f es mondtona.

Demostracion. Sean a,b € I con a < b y supongamos que f(a) < f(b). Afirmamos que f es
creciente en [a, b]. Si no fuera asi, existirfan ¢,d € [a,b] con ¢ < d tales que f(c) > f(d). Tenemos
entonces dos posibilidades: f(a) < f(d) o f(d) < f(a). En el primer caso tenemos que f(a) <
f(d) < f(c) de donde, por el Teorema de los valores intermedios (Teorema 8.1.7) concluimos
que existe o € (a,c) tal que f(o) = f(d), lo cual implica que f no es inyectiva. En el segundo
caso resulta f(d) < f(a) < f(b), de lo cual, por el Teorema de los valores intermedios (Teorema
8.1.7), deducimos que existe 8 € (d,b) tal que f(B) = f(a). Esto prueba que f no es inyectiva. En
definitiva, la funcién f es creciente en [a,b] y, dado que [a,b] es un intervalo arbitrario contenido
en I, resulta entonces f creciente en /.

La demostracién en el caso f(a) > f(b) es similar. O

De este resultado deducimos facilmente la continuidad de la funcién inversa de una funcién f :
I — f(I) continua e inyectiva definida en un intervalo. En efecto, el Lema 10.2.17 asegura que f es
mondtona. Supongamos para fijar ideas que f es creciente y sean a,b € I con a < b. Entonces, por
las versiones topoldgicas del Teorema de Bolzano (Teorema 8.1.8) y Weierstrass (Teorema 8.2.21),
concluimos que f ([a,b]) es un intervalo compacto, que, por la monotonia de f, debe ser necesa-
riamente el intervalo [f(a), f(b)]. Asimismo, f((a,b)) = f([a,b]) \ {f(a),f(b)} = (f(a),f(b)).
Mais generalmente, si J es un conjunto abierto en /, entonces J es una union de intervalos abiertos
del tipo (a;,b;) (excepto eventualmente en la frontera de I), y en consecuencia f(J) es una unién
de intervalos (f(aj),f(bj)), por lo que, en particular, resulta un conjunto abierto.

Vemos entonces que f(J) es un conjunto abierto para cada conjunto abierto J en I, y por lo
tanto, si denominamos g : f(I) — I a la funcién inversa de f, entonces g~ !(J) es un conjunto
abierto para cada subconjunto abierto J de f(I). Asi, la caracterizacién topoldgica de la continui-
dad en términos de conjuntos abiertos (Teorema 10.2.10) asegura que g es una funcién continua.
En conclusion, hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 10.2.18 (Inversa de una funcién continua en un intervalo). Sea f : 1 — R una funcion

continua e inyectiva definida en un intervalo I C R. Entonces la funcion inversa g : f(I) — I es
continua.
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La funcién logaritmica

En la Seccion 9.1.1 estudiamos la exponencial real de base a, esto es, la funcién f; : R — R
definida por f,(x) := a*, siendo a > 0 un niimero real fijo. Hemos visto que f, es una funcién con-
tinua (Lema 9.1.14), monétona (Lema 9.1.11) y biyectiva (Ejercicio 9.1.15). Entonces el Teorema
10.2.18 asegura que la funcion inversa g, : R~o — R es una funcién continua, que denominamos
la funcién logaritmica de base a y notamos como habitualmente por log,,.

Las propiedades usuales de la funcién logaritmica de base a son una consecuencia inmediata de
las correspondientes propiedades de la funcién exponencial de base a.

Ejercicio 10.2.19. Sea a > 0. Demostrar las siguientes afirmaciones:
1. log,(x-y) =log,(x) +log,(y) para cada x,y > 0.
2. log,(b*) = xlog,(b) para cada b >0y cada x € R.
3. log, es creciente para a > 1y decreciente para a < 1.

Asf como las funciones exponenciales de base a > 1 crecen mds rdpidamente que cualquier
funcién polindmica, el comportamiento de las funciones logaritmicas es exactamente el contrario:
crecen mas lentamente que cualquier funcién polinémica.

Ejercicio 10.2.20 (“Las logaritmicas crecen mds lentamente que las polinémicas”).

1. Sea a > 0. Demostrar que, para cada k € N, lim,_, ;. x* /log,(x) = co. (Sugerencia: usar
cambios de variable y los resultados de comparacién de exponenciales con polinémicas.)
p(x)

2. Concluir que si p € Rx]\R, entonces XEIEN fog (1) =

Las funciones trigonométricas inversas

De la definicién geométrica de las funciones seno y coseno (Seccién 10.1.1) vemos que, si
restringimos el dominio y codominio de las mismas, de la manera siguiente:

sen: [%g] S-1,1], cos:[0,7] = [~1,1], (10.13)

entonces ambas funciones resultan continuas y biyectivas. Del resultado sobre la inversa de una
funcién continua en un intervalo (Teorema 10.2.18) tenemos que las funciones inversas de seno
y coseno, denominadas arco seno y arco coseno y notadas por arcsen y arccos respectivamente,
estdn bien definidas y resultan continuas en el intervalo [—1, 1]. Mds precisamente, las funciones
inversas
T
arcsen: [—1,1] = | — 515, arccos: [—1,1] = [0, 7]

de las funciones seno y coseno, con el dominio y el codominio como en (10.13), resultan continuas
y biyectivas.

Ejercicio 10.2.21. Para cada k € Z, sean I, y J; los intervalos

I = —g%—kn,g—i—kn, Ji = [km, (k+1)7]. (10.14)
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Demostrar que, para cada k € 7, existen funciones continuas y biyectivas
b1 T
arcseny : [—1,1] — {— 5 +k, > —l—kn} , arccosy: [—1,1] = [kx, (k+ 1)7],
que resultan las funciones inversas de

senl), : {fg+k7r,g+kn} S [=1,1], cosly, : [k, (k+1)x] — [~1,1].

Cada una de las funciones arcsen y arccosg se denomina una rama de la funcion arco seno 'y

arco coseno.

Ejercicio 10.2.22 (Arco tangente y arco cotangente). En este ejercicio consideramos inversas de
las funciones tangente y cotangente.

1. Sea int(ly) := (—m/2,m/2) el interior del intervalo Iy := [—n /2,7 /2]. Demostrar que la
Juncion tg|im(10) cint(lp) — R es continua y biyectiva. Concluir que la restriccion de la
funcion tangente a int(ly) posee una inversa continua arctg : R — int(lp).

2. Mads generalmente, si consideramos el interior int(Iy) del intervalo Iy de (10.14) para cada
k € Z, demostrar que la restriccion tgliny,) : int(ly) — R de la funcion tangente resulta
continua e inversible, y por lo tanto, existe la funcion inversa arctg; : R — int(I;) (la “rama”
de arco tangente en int(I}.)), que resulta continua.

3. Si consideramos ahora el interior int(Jy) del intervalo Ji de (10.14) para cada k € Z, de-
mostrar que la restriccion Cotg|im( K int(Jy) — R de la funcion cotangente al intervalo
abierto int(Jy) resulta continua y biyectiva. Concluir que la correspondiente funcion inver-
sa arccotg; : R — int(Jy) (la “rama” de arco cotangente en int(Jy)) resulta continua. La
funcion arccotg se denomina la funcion arco cotangente 'y se nota por arccotg.

Homeomorfismos

Sean A,B C R dos conjuntos y f : A — B una funcidn continua e inversible tal que su funcién
inversa g : B — A es continua. En tal caso, f se denomina un homeomorfismo. Asimismo, los
conjuntos A y B se denominan homeomorfos.

Hasta ahora, hemos usado el adjetivo “topoldgico” para referirnos informalmente a propiedades
que involucran la aplicacién de una funcién continua a un conjunto. Mds precisamente, decimos
que una propiedad es topolédgica si se preserva por aplicacion de homeomorfismos. En el
siguiente ejercicio demostramos que la imagen por un homeomorfismo de un subconjunto abierto
o cerrado de R es un subconjunto abierto o cerrado de R, y la imagen por un homeomorfismo
de una sucesion convergente es una sucesién convergente. Asi, la cualidad de ser un conjunto
abierto o cerrado o una sucesion convergente son propiedades topoldgicas.

Ejercicio 10.2.23. Sea f : A — B una funcion inversible. Demostrar que:

1. f es un homeomorfismo siy solo si (f(a,))nen es una sucesion convergente de B para cada
sucesion convergente (a,)nen de Ay (£~ (bn))nen es una sucesion convergente de A para
cada sucesion convergente (by),en de B.
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2. f es un homeomorfismo si'y solo si f(U) es abierto en B para cada subconjunto abierto U
de Ay f~1(V) es abierto en A para cada subconjunto abierto V de B.

3. f es un homeomorfismo si'y solo si f(F) es cerrado en B para cada subconjunto cerrado F
de Ay f~YG) es cerrado en A para cada subconjunto cerrado G de B.

(Sugerencia: usar la caracterizacion topoldgica de la continuidad (Teorema 10.2.1 1).)
Otras propiedades topoldgicas son las de ser conexo y compacto.

Ejercicio 10.2.24. Sea f : A — B un homeomorfismo. Demostrar que:
1. f(U) C B es un conjunto conexo si'y solo si U C A es conexo.
2. f(K) es un subconjunto compacto de B si 'y solo si K es un compacto en A.

(Sugerencia: aplicar las versiones topoldgicas de los Teoremas de Bolzano (Teorema 8.1.8) y
Weierstrass (Teorema 8.2.21).)

Por el contrario, la propiedad de ser acotado no es una propiedad topoldgica.

Ejercicio 10.2.25. Sea f: (0,1) — (1,40) la funcion f(x) := 1/x. Demostrar que f es un ho-
meomorfismo (entre un conjunto acotado y uno que no es acotado).

10.3. Continuidad uniforme

SeaACRYy f:A— R una funcién que es continua en ¢ € A. La caracterizacién de la con-
tinuidad por limites “continuos” (Teorema 10.1.2) asegura que, dado € > 0, existe d > 0 tal que
|f(x)— f(ax)| < € siempre que x EAy |x— o] < §.

Sin embargo, es importante tener en cuenta que esta relacion entre la “precision deseada” € en
la aproximacién de f (o) y la “precisién necesaria” & en la aproximacién de @ depende del punto
o € A en consideracion. En consecuencia, a fin de aproximar f () es necesario tener informacion
sobre el comportamiento de f en torno a Q.

Ejemplo 10.3.1. Sea f : R — R la funcion f(x) := x* y supongamos que se trata de aproximar
f(a) a partir de una aproximacion x de a. Entonces

() = fle)| = |* = o =[x+ allx—a| ~ 20| [x — o

para x “cercano” a a. En consecuencia, si queremos aproximar f(Q) con precision € > 0, es

necesario obtener una aproximacion de o del orden de €/2|a)|, es decir, una aproximacion que

depende del valor o en consideracion.
Afortunadamente, si el dominio A de f es compacto esto no es asi.

Teorema 10.3.2. Sea A un subconjunto compacto de Ry f: A — R continua. Entonces, para
cada € > 0 existe 8 > 0 tal que | f(x) — f(y)| < € para cada x,y € A con |x—y| < 6.
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Demostracion. Supongamos que no es asi. Entonces existe € > 0 tal que para cada 6 > 0 existen
Xs,Ys € A que satisfacen las condiciones

lxs —ys| <Oy |f(xs)—f(ys) > €.

En particular, para cada n € N existen a,, b, € A tales que

lan—by| < 1/ny |f(an) — f(by)| > €.

Por la compacidad de A tenemos que existe una subsucesion (ap, )ren de (an)nen que converge a
o € A, tal que la subsucesion (by, )ken también converge a B € A. La condicién |a,, — by, | < 1/n
implica & = . A su vez, la continuidad de f implica que (f(an,))ken ¥ (f(by,))ren convergen a
f(a). En consecuencia, existe kg € N tal que

|f(an) = fa)] <&/2y [f(bn,)—fla)| <&/2

si k > ko. Por lo tanto, |f(an,) — f(bn,)| < € si k > ko, lo que contradice la eleccion de ay,, y by,
para k > ko. Esto completa la demostracion. O

Una funcién f: A — R continua que satisface la propiedad del enunciado del Teorema 10.3.2 se
denomina uniformemente continua. Asi, el Teorema 10.3.2 asegura que una funcién continua
definida sobre un conjunto compacto es uniformemente continua.

Ejemplo 10.3.3. Consideramos nuevamente la funcion f : R — R, f(x) := x*. Afirmamos que f
no es uniformemente continua. En efecto, dado 8 > 0, consideramos el correspondiente “incre-

mento” |f(x+ &) — f(x)| para cada x € R. Observamos que

[f(r+8) = f()] = |(x+8)* —?| = [26x + &7,

es decir, el incremento crece en forma lineal con x, lo cual nos da la pauta de que la funcion no
puede ser uniformemente continua en R, ya que dicho incremento puede tomar valores arbitraria-
mente altos si elegimos x € R suficientemente grande. Mds precisamente, dado € > 0, afirmamos
que no existe & > 0 de modo tal que |x—y| < & implique |f(x) — f(y)| < €. Dado que nos interesa
el comportamiento del incremento | f(x) — f(y)| para valores “pequerios” de 8, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que 6 < 1, en cuyo caso, si x > 1, tenemos que

[f(x+8) — F(x)] = 8|25+ 8] > (2x— §) > 8(2x— 1) > dx.

En consecuencia, fijado & > 0, de la estimacion precedente concluimos que existe x > 1 tal que
|f(x+8) — f(x)| > €. Esto prueba que f no es uniformemente continua.

Ejemplo 10.3.4. Analizamos si la funcion f : [a,b] — R, f(x) := €* es uniformemente continua,
siendo [a,b] un intervalo cerrado arbitrario. Sea € > 0y x,y € |a,b]. Entonces

@) =) =e =& =ele ™ — 1] < el 1.

Por la continuidad de f (Lema 9.1.14) tenemos que lim,_,ge” = 1, y por lo tanto, existe & > 0 tal
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que si |r| < 8 entonces |e" — 1| < €. En consecuencia, si |x—y| < 8, entonces
@) —FO) < el —1] < e,
lo que demuestra que f es uniformemente continua.

Ejercicio 10.3.5. Sea f: A C R — R una funcion Lipschitz continua. Demostrar que f es unifor-
memente continua.

Ejercicio 10.3.6. Analizar si las siguientes funciones son uniformemente continuas.

f:00,1) =R, f(x):= g:[1,4+%) = R, g(x):=v/x.

x+1°

Ejercicio 10.3.7 (Continuidad uniforme en términos de sucesiones). Sea f: A C R — R una

funcion continua. Demostrar que f es uniformemente continua si 'y solo si para cada par de

sucesiones (an)nen Y (bn)nen de A tales que 1imy, o (an, — by) = 0 resulta 1lim (f(an) —f(bn)) =0.
n—oeo

10.3.1. EIl moédulo de continuidad

Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Dado que [a, )] es un conjunto compacto, f es unifor-
memente continua (Teorema 10.3.2). Por lo tanto, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que, si x,y € [a,b]
satisfacen la condicién |x — y| < 8, entonces |f(x) — f(y)| < €. Esta relacién entre los pardme-
tros € y 0 es de suma importancia, dado que nos permite establecer cémo depende la “precisién
deseable” de una aproximacién f(x) de f(a) de la “calidad de la aproximacién” x de o, indepen-
dientemente del valor o considerado.

En esta seccién nos proponemos estudiar cualitativamente la relacién entre los pardmetros 6 y
€, 0 mds precisamente, analizar de qué forma varia la cantidad

o(f;8) = sup |f(x)—f(y)l, (10.15)

—y|<8

en funcién de 6. Comenzamos observando que, dado que f es acotada (Teorema 8.2.9), el nimero
o(f;06) estd bien definido para cada 6 > 0, y por lo tanto, (10.15) define una funcién w(f) :
[0,+e0) — R, que se denomina el médulo de continuidad de f.

Ejemplo 10.3.8. Sea f:[0,1] — R la funcién f(x) :=x* y sea 0 < § < 1. Entonces

sup [f(x)—f(y)|= sup [x+y[lx—y|= sup (2mdx{x,y}—6)5 <(2—-6)s.
[x—y|=6 [x—y|=6 [x—y|=6

En consecuencia,

o(f;6) = sup [f(x)—f(y)|=sup sup [f(x)—f(y)|<sup(2—7y)y=(2-6)6.
[x—y|<8 Y<8 [x—y|=y y<8

Asimismo, si fijamos x := 1 ey := 1 — 8, tenemos que

o(f;8) = [f(1) = f(1-98)[ = (2—-§)8.
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Esto demuestra que o(f;8) = 8(2—98) para cada 6 < 1. Por otro lado, si § > 1 resulta o(f;6) =
1. En conclusion, la funcién o(f;0) : [0,+o0) — R estd definida por:

(2-8)6 si0<6<1,
1 sid>1.

o(f;98) 1={

Ejercicio 10.3.9. Sea f : [a,b] — R una funcion Lipschitz continua tal que | f(x) — f(y)| < Llx—y)|
para cada x,y € [a,b]. Demostrar que ®(f;8) < L8 para cada 6 > 0.

Ejercicio 10.3.10. Sea f : [a,b] — R una funcién continua.

1. Demostrar que o(f;0) = ‘ mé‘lx(‘5 |f(x) = f()| para cada & > 0.
—y|<

2. Demostrar que @(f) es continua en 0.

3. Demostrar que @(f) es una funcion creciente y acotada. (Sugerencia: observar que @(f;b—
a)=w(f;0) paracada § > b—a.)

Mais generalmente, el médulo de continuidad resulta una funcién continua.

Lema 10.3.11. Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces o(f) : [0,4e) — R es una

funcion continua.

Demostracion. Fijemos & > 0 y supongamos que existe una sucesion (8, ),cn que converge a
& de modo tal que (@(f;8,))nen nO converge a @(f;8). Siendo w(f) acotada por el Ejerci-
cio 10.3.10, la sucesioén (@(f; 8,))nen es acotada. El Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema
8.2.5) asegura que existe una subsucesién convergente (@(f; 8y, ))ren, que podemos suponer que
no converge a ®(f;d). A fin de simplificar notaciones, vamos a suponer que (@(f; 6,))nen con-
verge a un valor distinto de @(f; &).

Por el Ejercicio 10.3.10 sabemos que existen sucesiones (x,)nen € (Vn)nen tales que

O(f36,) = [f(xn) — f(yn)|

para cada n € N. Dado que (x,),en €s una sucesion del conjunto compacto [a,b], tenemos que
existe una subsucesion convergente (x,, )ken. A su vez, dado que (yn, ke €S también una sucesion
de [a,b], concluimos que existe una subsucesion convergente (yy, )jen. Notamos por (x7})jen,
(v})jen y (8)en las sucesiones (Xnkj)jeN’ (ynkj )jeN Yy (S”kj)jeN respectivamente, y notamos por
x* e y* alos limites de (x,,k]_)jeN e (Ynkj)jEN- Dado que (8;) jen converge a &, tenemos que |x* —
y*| = &. Por lo tanto,

jlinr}ow(fﬁf) = }E}go\f(x;) —fOPI=1F6) =707 < o(f;60). (10.16)

Por otro lado, si @(f;8) = |f(x0) — f(yo)|, podemos elegir sucesiones (X;)jen € (V) jen que
convergen a xo € o respectivamente, tales que [f(x;) — f(3;)| < &;. Asi,

ol f:8) = f(30) ~ f00) = lim [£(5) ~ FG))| < lm o(f:57). (10.17)
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Dado que lim, .. ®(f;0,) = lim;_. o(f; 5]’-‘), combinando (10.16) y (10.17) concluimos que
limy, . ®(f;6,) = ®(f; ), lo que contradice la hipétesis sobre (@(f;y))nen- O

Ejercicio 10.3.12. Sea f : [a,b] — R una funcion continua.
1. Demostrar que sup{@(f;8):0< 8 <b—a} =sup{o(f;8):0<3d}.

2. Demostrar que sup{®(f;0):0 < 8} = max{w(f;8) : 0 < 8}. Este mdximo, que notamos
por &(f,|a,b)), se denomina la oscilacién de f en [a,b].

3. Demostrar que ®(f) es uniformemente continua.

El médulo de continuidad y la oscilacién nos permiten “medir” cudnto varia una funcién uni-
formemente continua, y en tal sentido, los errores que aparecen cuando se trata de operar con
funciones continuas, por ejemplo, a efectos de integrarlas (ver la caracterizacion de la integral
definida de la Seccién 14.1.2), se expresan en términos de dichas cantidades.
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11. Aproximaciones lineales: la nocion de
diferenciabilidad

Retomando una vez mas la resolucién de la ecuacion x2 = 2, recordamos que en la Seccién
2.2 hemos discutido el método de Newton para aproximar la solucién positiva de dicha ecuacion.
Como hemos dicho, el método de Newton se basa en una estrategia de “linealizacién”: dado
que es fécil hallar ceros de funciones lineales, reemplazamos la funciéon en consideracion, en
este caso la funcién f: R — R, f(x) := x2-=2, por una funcién lineal adecuada. Por supuesto,
esta estrategia nos plantea un problema: el de determinar dicha funcién lineal. Este es el objetivo
central del presente capitulo.

Planteamos la cuestion en términos generales. Supongamos que tenemos una funcién continua
f:(a,b) = Ry un punto o € (a,b) de modo tal que conocemos efectivamente el valor de /().
Se trata entonces de determinar una funcién lineal que aproxima “bien” a f para valores de (a,b)
“cercanos” a (.

Una primera observacién que podemos hacer es que, dado que conocemos el valor que toma
f en a, una condicién natural que deberia satisfacer una funcion lineal ¢ que aproxima bien a f
cerca de o es que ¢ tome el mismo valor que f en @, esto es, f(a). Asi, las funciones lineales
£ : R — R que vamos a considerar son de la forma

x) = fa)+m(x—a), (1L.1)

donde m € R es una constante a determinar. Por supuesto, dependiendo de la constante m, la
aproximacion correspondiente puede ser bastante mala en cuanto el valor x se “aleja” de &, como
se ilustra en la Figura 11.1. Intuitivamente, la aproximacién ¢ de f resultard mejor cuando el
grafico de £ resulte “tangente” al de f en x = @, en tanto que resultard peor cuando el gréfico de ¢
corte al de f de manera “transversal”.

11.1. La nocion de diferenciabilidad

Analizamos con cuidado lo que estamos diciendo. Supongamos que x es un punto de (a,b)
“cercano” a @ y £ : R — R es una aproximacién de f del tipo de las de (11.1). Tenemos entonces
que

fx) —tx) = f(x) = f(&) =m(x— o). (11.2)
En consecuencia, se trata de hallar m de forma tal que el término de la derecha en (11.2) resulte lo

mads chico posible en valor absoluto para valores de x cercanos a .

Ejemplo 11.1.1. Supongamos que la funcion en consideracion es f : R = R, f(x) := x%—2, que
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fle)

y=f(x)
a a :

Figura 11.1.: El grifico y = f(x) de una funcién f comparado con el de tres funciones lineales del
tipo de (11.1).

analizamos en un entorno de o, := 3 /2. Dado que solo nos interesan los valores de x cercanos a
Q, podemos expresar estos valores en la forma

x=0+Ax:=3/2+4Ax,
donde Ax := x—3/2. Asi, tenemos que

f)—tx) = f(3/2+Ax)—f(3/2) —m(x—3/2)
(3/2+Ax)? —9/4 —mAx
3Ax+ (Ax)? — mAx = (3 —m)Ax + (Ax)?.

2

Para valores de x cercanos a 3 /2 tenemos que Ax estd cerca de 0, y por lo tanto, (Ax)* es “mucho

menor” que Ax. En consecuencia, el mejor valor posible para la constante m es m = 3, dado que
en tal caso f(x) —£(x) = (Ax)%.

Teniendo en cuenta el ejemplo precedente, nos preguntamos, dada una funcién f y un nimero
real o en el dominio de f, cudl es el mejor valor posible para la constante m en (11.1) si el
intervalo en torno a @ en que la consideramos se “achica”. Para esto, observamos que se trata de
hallar m en (11.1) de forma tal que la expresion

f(x) = f(@) —m(x— @)

sea lo mds chica posible “cerca” de o. Dado que consideramos la situacion “cerca” de o, estamos
hablando de lo que ocurre cuando x tiende a o. Asimismo, si

)= fla) =m(x—a) ~ e(x - @),

entonces m+ € es una mejor constante que m en (11.1), y por lo tanto, m no es la constante éptima
que estamos buscando. En consecuencia, si m es la constante 6ptima en (11.1), la expresion
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|f(x) — f(a) —m(x — a)| debe ser significativamente menor que cualquier expresion del tipo
€|x — a| para x suficientemente cerca de o.. Mds precisamente, para cada € > 0 debe existir 6 > 0
de modo que se satisfaga la desigualdad

[f(x) = f(@) =m(x - &)| < ex — ]

para cada x tal que |x — ¢t| < 8. Si no consideramos el caso x = @, tenemos entonces que para cada
€ > 0 debe existir 6 > 0 tal que

[f(x) = f(&) —m(x— )|

-

<e

para cada x con 0 < |x — a| < 8. Esto nos conduce a la siguiente definicion.

Definicién 11.1.2 (Diferenciabilidad). Sea f : (a,b) — R una funcién y a. € (a,b). Diremos que
f es diferenciable en « si existe m € R tal que

o [0 = f @) —mx— )

X—=o X—0O

=0.

Si f es diferenciable en cada o € (a,b), diremos que f es diferenciable (a secas).

Ejemplo 11.1.3. Consideremos la funcién f : R — R, f(x) := x> +x—3 en a := 2. Queremos
aproximar la diferencia f(x) — f(2) por una funcién lineal adecuada para x cercano a 2. Dado
que x estd “cerca” de 2, podemos expresarlo en la forma x =2+ 6, siendo 6 “pequeiio” en valor

absoluto. Asi,
fC4+8)—f2)=02+8)>+(2+8)-3-7=135+68%+8".

Teniendo en cuenta que § es “pequeiio” en valor absoluto concluimos que los términos 682 y §°
son “mucho menores” que 138, y por lo tanto, la diferencia f(2+ &) — f(2) se aproxima bien por
130, que es, de hecho, una funcion lineal en 8. Mds precisamente,

—0

Dado que x =2+ 6, si reemplazamos 8 por x — 2 en la expresion anterior concluimos que f(x) —
f(2) se aproxima “bien” por la funcion lineal 13(x —2), es decir,

o [0 = @)= 136-2)|

0.
x—2 x—2

Ejercicio 11.1.4. Sea f: R — R, f(x) :=x*.
f (x) = f(2)—6(x—2)|

0.
2] #

1. Probar que lim |f (x)— f(2)—6(x—2)| = 0, pero lim
x—2 x—2

2. Demostrar que |f(x) — f(2) —4(x—2)| = [x—2|*.

3. Meditar sobre la frase “el mejor valor posible para la constante m”.
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11. Aproximaciones lineales: la nocion de diferenciabilidad

Ejercicio 11.1.5. Sea f: R — R una funcion lineal. Demostrar que f es diferenciable.

Ejercicio 11.1.6. Sea a >0y f: (—a,a) — R una funcién continua que satisface la condicion
lim, o f(x)/x* = —1. Mostrar que f es diferenciable en x = 0.

Una observacion importante es que, si tal constante m existe, entonces estd univocamente de-
terminada por [y «.

Lema 11.1.7. Sea f: (a,b) — R una funcion y sea o € (a,b). Si my,my € R satisfacen la condi-

cion

o | 160 = (@) =i — 1)

X—0O XxX—o

para i = 1,2, entonces my = my.

Demostracion. A fin de demostrar que m| = myp, vamos a ver que |m| —mp| < € para cada € > 0.

La idea es simple: dado que las funciones lineales g; : R — R, g;(x) := f(a) + mi(x— @) (i=1,2)

aproximan bien al grifico de f cerca de o/, ambas tienen que resultar “cercanas” entre si, y por lo

tanto, dado que coinciden en x = o, sus pendientes, m; y my, deben resultar cercanas entre si.
Vamos a precisar este argumento. Dado € > 0, sea § > 0 tal que

[f(x) = f(a) —mi(x — @)

[~ a

<€

parai= 1,2y 0 < |[x— o] < 8. Observamos que la diferencia entre g|(x) y g2(x) tiende a 0 més
rapidamente que |x — ¢¢| cuando x tiende a o, es decir, para 0 < |x — o] < § tenemos

81(0) 82| _ |g1(x) = f)] | |f(x) —g2(v)]

|x— | - |x — | |x — |

< 2e.

Abhora bien, el cociente |g; (x) — g2(x)|/|x — & es precisamente la diferencia de las pendientes m

y my, ya que
g1(x) —g2(x)| _ Imi(x—a) —my(x—a)|
= = |m; —my|.
|x— al |x— ol

En consecuencia, resulta |m; —my| < 2€ para cada € > 0. Dado que la diferencia |m; — m,| no
depende de &, podemos hacer tender € a 0 y concluir que |m; —mp| = 0. O

Dado que la constante m en la definicion de diferenciabilidad (Definicién 11.1.2) estd univoca-
mente determinada por f y ¢, vamos a referirnos a m con una notacién que hace referencia a la
funcién f y el elemento & en consideracién: notamos a m por f'(o).

11.1.1. Derivabilidad

Esta nocién de diferenciabilidad de una funcién f : (a,b) — R en o € (a,b), es decir, la exis-
tencia de una funcién lineal que aproxima bien a f en torno a « tiene sin embargo un incon-
veniente: no es “operativa”. A fin de obtener una definicién mds operativa, observamos que, para
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11.1. La nocion de diferenciabilidad

cada x € (a,b) distinto de o, tenemos que

[ = flo) —mx—a) _ f(x) - f(e)

xX—o X—o

En consecuencia,

lim ) — f(@) —m(x—a) =0 siysolosi lim 7f(x) — /(@)
X xX—a x—a xX—o

= m.

Esta identidad nos provee una caracterizacion “mads operativa” de la diferenciabilidad, como enun-
ciamos en el siguiente resultado.

Teorema 11.1.8 (Derivabilidad). Sea f : (a,b) — R y o € (a,b). Entonces f es diferenciable en
a si y solo si existe

o 0= (o)

x—o X—O

(11.3)

Mas aiin, en este caso tenemos que dicho limite coincide con f'(o).

Si el limite (11.3) existe para una funcién f : (a,b) - Ry a € (a,b), diremos como habitual-
mente que f es derivable en . En estos términos, el Teorema 11.1.8 asegura que la derivabilidad
y la diferenciabilidad son conceptos equivalentes en funciones de una variable (no ocurre lo
mismo con funciones de varias variables).

Ejemplo 11.1.9 (Derivada de la funcién exponencial). Sea f : R — R la funcion exponencial
f(x) :=e*. Afirmamos que f es derivable en o para cada a. € R.

Comenzamos estudiando la derivada de f en x = 0, es decir, se trata de determinar si existe el
limite lim,_,o(e* — 1) /x. Afirmamos que

e*—1

lim =1.

x—=0 X

Para esto, recordamos que e* = 1im (1+ )" (Ejercicio 10.1.30). Dado que
n—oo

(1+x)" - n x2+ n n\ x"

) — X AT l

n 2 ) n? n)na"’

1 x\" n\ x n\ x"!

((1+) —1>:1+<>2+---+<) .

X n 2)n n) n"
1

Como (Z)n_k < 1 para 2 <k < n, vemos que, si x > 0, entonces
n
1< ((H—x) —1> <l4x+x> 442" <
X n

tenemos que

1—x
Si tomamos limite en las desigualdades anterior cuando n tiende a oo, concluimos que

1 1
1<—(ef—1) < —.
7x( )717x

(11.4)
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11. Aproximaciones lineales: la nocion de diferenciabilidad

Por otro lado, dividiendo cada término de (11.4) por e¢* deducimos fdacilmente las siguientes de-
sigualdades, vdlidas para cada x < 0:

eX

exgl(e"—l)< (11.5)
x

T l+x
De (11.4)y (11.5) concluimos que 1im,_q %(e“‘ —1) =1, es decir, que f es derivable en x =0y su
derivada es f'(0) = 1.

Mds generalmente, para x = O, tenemos que

X o x—o

. e*—e 3 e —1
Iim =1lime% —— =¢%,
x—a XxX— O x—a X—0

Ast, vemos que f'(a) = e® para cada o € R.

Ejercicio 11.1.10. Seaa >0y f: R — R, f(x) := a*. Demostrar que f es derivable en cada
a €RYy f'(a) = a®In(a). (Sugerencia: utilizar la identidad a* = e*™(@).)

Ejemplo 11.1.11 (Derivada de la funcidn seno). El siguiente ejemplo es la funcion f: R — R,
f(x) ;== senx.
Comenzamos analizando la derivabilidad de f en x =0, esto es, la existencia de lim,_,osenx/x.

Supongamos que x € (0,7 /2). Entonces, de acuerdo con la Figura 11.2, tenemos las estimaciones:

senx < x < tgx. (11.6)

senx| x\ltgx

Figura 11.2.: Una demostracién gréfica de (11.6) para 0 < x < /2.

Si dividimos los tres términos de las desigualdades precedentes por senx e invertimos los tér-
minos resultantes, vemos que
senx
cosx < — < 1.
X

En consecuencia, teniendo en cuenta que |cosx —cosy| < |x—y| para x,y € [0,7/2] (ver (10.9)),
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11.1. La nocion de diferenciabilidad

concluimos que

’Sﬁnx—l‘ < [cosx—1| < |al. (1.7
X

Por otro lado, si x € (—n/2,0), entonces sen(—x)/(—x) = senx/x (debido a la imparidad de la
Sfuncion seno) y cos(—x) = cosx, y por lo tanto (11.7) también se satisface en este caso. De (11.7)
deducimos fdcilmente que

Jim 0% (11.8)

x—=0 X

Estudiamos ahora la derivada de f en o € R, es decir, se trata de estudiar el limite

__senx—senq . sen(a+Ax) —sena
lim ——— = lim .
= X— O Ax—0 Ax

De acuerdo con la formula para el seno de la suma (10.3), tenemos que

. sen(Ax+ o) —sena . senAx cos & + cos Ax sen ¢ — sen o
Iim = lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
sen Ax cosAx—1
= 1i o oO—|. 11.9
tim, (e T rsena BT a1

De (11.8) concluimos que el primer sumando en el iiltimo miembro de las identidades precedentes

tiende a cos o, cuando Ax tiende a 0. Asimismo, dado que, para Ax # kT,

cosZAx—1 _ —sen?Ax

Ax—1= =
cos cosAx+1  cosAx+1’
concluimos que
cosAx—1 —sen” Ax —senAx sen Ax
lim —— = lim —— = i i =0. 11.10
a0 Ax A0 Ax(cosAx+1) Ax 30 COSAY+ 1 Avs0 A ( )

En consecuencia, combinando (11.9) y (11.10) deducimos que

Ax+ o) —sena
flla)= A1;'m0 sen +Ax) R cosar.
—

Ejercicio 11.1.12. Demostrar que la funcion f: R — R, f(x) := cosx es derivable en cada o € R
v f/(e) = —sen(a).
Ejercicio 11.1.13 (Continuacién del Ejercicio 11.1.6). Seaa >0y f: (—a,a) — R una funcion

continua que satisface la condicion ll’rr(l) f(x)/x* = —1. Determinar f'(0).
X—

Ejercicio 11.1.14. Sea f : (a,b) — R una funcién derivable en o € (a,b). Probar que

(11.11)

Exhibir un ejemplo que muestre que la existencia de f'(0) es necesaria para poder concluir la
validez de la identidad (11.11).
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11. Aproximaciones lineales: la nocion de diferenciabilidad

Ejercicio 11.1.15 (Derivabilidad por sucesiones). Sea f : (a,b) — R una funcién derivable en un
punto o € (a,b) y sean (a)nen ¥ (bn)nen dos sucesiones de (a,b) que convergen a o tales que
an < o < by, para cada n € N.

1. Demostrar que

f(bn) — flan) _ by —a _f(bn)_f(a) + (1_ bn_a>f(an)_f(a)

b, —ay " by—ay b,—« b, —ay a, — Qo

2. Sean (cp)nen ¥ (dy)nen sucesiones de R que convergen a a € R, y (Ay)nen una sucesion de
R tal que 0 < A, < 1 para cada n € N. Demostrar que la sucesion (A,c, + (1 — Ay)dy)nen
converge a «.

3. Demostrar que 1im S (bn) — flan)

n—oo bn —dp

=f'(a).

11.1.2. Diferenciabilidad y continuidad

Un caso en el que el incremento de una funcién continua se “controla” de forma lineal es el de
una funcién Lispchitz continua de constante L, esto es, una funcién f tal que

|f(x) = f)] < Ljx—y| (11.12)

para puntos x e y arbitrarios del dominio de f. Si una funcién diferenciable se aproxima “bien” lo-
calmente por una funcién lineal, entonces es de esperar que resulte localmente Lipschitz continua.
El siguiente resultado explica en qué sentido esto es asf.

Lema 11.1.16 (Continuidad Lipschitz local). Sea f : (a,b) — R diferenciable en o € (a,b). Si
L>|f'(a)

, entonces existe 8 > 0 tal que, para |x — ot| < 0, resulta
|f(x) = fla)| < Llx—al.

Demostracion. Dado que L > |f'(a)), existe € > 0 tal que L > | f/(@)| + €. A su vez, existe § > 0

tal que

[f(x) = fla) = fl(a)(x— )| < elx—a
si ]x— a| < 8. En consecuencia,
[f(x) = @) < |f' ()] lx—a| +ex—af < Llx—a
para |x — o] < §. Esto concluye la demostracién. O

Es fécil ver la optimalidad de |f'(ct)|: si f : R — R es la funcién f(x) := mx, entonces f'(ot) =
mparacadax € Ry

If(x) = f(@)] = [m][x - e, (11.13)

lo que demuestra que no es posible elegir constantes L menores que | ()| para estimar la dife-
rencia | f(x) — f(a)| en términos de |x — ¢| en (11.13), y por lo tanto, muestra que L > |f’(co)| en
el Lema 11.1.16 es “Optimo”.
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Una consecuencia inmediata de este resultado es que una funcién diferenciable es localmente

continua.

Corolario 11.1.17. Sea f: (a,b) > Ry a € (a,b) tal que f es diferenciable en o. Entonces f es

continua en «.

Demostracion. Sea € > 0. Por la continuidad Lipschitz de f existen L > 0y & > 0 tales que
|f(x) — f(a)| < Llx— a| si |[x— | < 8. Entonces, eligiendo 6 < €/L, resulta |f(x) — f(a)| < €
para |x — ¢¢| < 8, como querfamos demostrar. O

11.2. Reglas de derivacion

Hemos dicho que la caracterizacion de la diferenciacion mediante la derivada es mds “operati-
va”. El objetivo de esta seccion es exhibir algunos resultados que permiten “operar” con derivadas.
Comenzamos con el comportamiento de la derivacion en presencia de operaciones aritméticas.

Proposicion 11.2.1 (Operaciones aritméticas con funciones derivables). Sean f,g: (a,b) — R

funciones diferenciables en o, € (a,b). Entonces:
1. f+gesdiferenciableen ay (f+g) (o) = f'(a) + g (o),
2. f-gesdiferenciableenay (f-g)'(a)=f'(a) -g(a)+ f(a)-g'(a);
3. si g(a) # 0, entonces f/g es diferenciable en o y

N\ ) -gle) - fa)- (@)
(§) @= |

Demostracion. La primera afirmacién es una consecuencia inmediata de las propiedades aritmé-
ticas de los limites continuos (Ejercicio 10.1.12). En cuanto a la segunda afirmacién, vemos que

f(x)g(x) — fa)g(ax) f)g(x) — f(a)g(x) + f(a)g(x) — f(@)g(e)

lim lim
xX—=o XxX—O x—Q X—0
S0~ f() 8(x) —g(@)
o ma SO

f(a)-gla)+ fa)-g'(a).

Por 1ltimo, para demostrar la tercera afirmacién bastard ver que 1/g es diferenciable en o
y (1/g)(a) = —g'(a)/g(ax)?, y combinar esta identidad con la segunda afirmacién. Para esto,
tenemos que

1 —1 1 — 1
i /80 —1/8(e) _ g(o) —g(x) ¢ (00).
e x—a —agx)g(a)  x—o g(a)?
Esto completa la demostracion. |
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11. Aproximaciones lineales: la nocion de diferenciabilidad

Dado que la funcién identidad f : R — R, f(x) = x, es derivable (Ejercicio 11.1.5), de la pro-
posicién precedente concluimos que las funciones polinomiales son derivables, y las funciones
racionales son derivables en cualquier punto de su dominio.

Ejercicio 11.2.2. Demostrar que las funciones trigonométricas tangente, cotangente, secante y
cosecante son derivables en cada punto de sus dominios. Demostrar que

-1

(€)(@) = oo = 1+E(@), (c0t2)(@) = 1o = —1 — oo’ (@),
(sec) (a) = 55:2((0;)) = sec(a)tg(a), (cosec) (@) _secr?zs(((?:)) = —cosec(a) cotg().

11.2.1. Derivada de una composicion de funciones

Nuestro siguiente resultado tiene que ver con una situacién sumamente frecuente en la practica:
la derivacién en presencia de composicion de funciones. La idea es simple: dadas dos funciones
diferenciables f : (a,b) > Ry g: (¢,d) — R tales que la composicién go f : (a,b) — R estd bien
definida, si consideramos el cociente incremental de go f en o € (a,b), tenemos que

gof(x) —gof(a) _ glf(v) —glf(@) _ s(f(x) —glf(a)) f(x) —f(e)

x—a x—a fx)—f(a) x—a

(11.14)

siempre que f(x) # (o). Asi, si f(x) # f(a) paracadax con 0 < |x— o] < &, podemos demostrar
que el cociente incremental de go f en x = a tiende a g'(f(a))f’(a), dado que, mediante el
cambio de variables y = f(x) (Lema 10.1.31), deducimos que

QW) —s((@) | g)-glf@) 70— (@)

BT f@) e vy SV ImT T =)

Supongamos que existe 0 > 0 tal que f(x) # f(o) para cada x € (@ — 8, + ) con x # .
Entonces, tomando limite en ambos miembros de (11.14) cuando x tiende a &, concluimos que

x—a f(x)—f(a) = x—0O x—0 XxX—0o

Sin embargo, es posible que, para cada § > 0, existaxs € (¢ — 0,0+ 8) tal que f(xs) = f(&), en
cuyo caso la identidad (11.14) deja de ser valida y no podemos aplicar el argumento anterior. En
tal caso, afirmamos que f’(o) = 0. En efecto, sea x,, := x, /n para cada n € N. Entonces la sucesion
(%n)nen converge a oy f(x,) = f(a) para cada n € N. En consecuencia, dado que existe el limite
del cociente incremental de f en o y es igual a f/(a), la caracterizacién de los limites continuos
mediante sucesiones (Lema 10.1.14) asegura que

o) =t PO I@ o) fl@) o
x—o xX— n—soo Xp— O n—o X, — O
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Estudiamos ahora la existencia del limite del cociente incremental de go f en « en este caso.
Tenemos que

eor)—soste) _ | ST s 2 e,

e 0 i f(x) = f(a).

Dado que h’rr&(f(x) — f(a))/(x— a) = 0, si mostramos que la fraccién
x—

8(f(x) —g(f(@))
fx) = f(a)

estd acotada en un entorno de o para los valores de x tales que f(x) # f(a), entonces podremos
concluir que (go f)'(a) = 0. Asf, teniendo en cuenta que

(11.15)

g (f(a)f'(a) =¢'(f()-0=0,

resultard el teorema cierto en este caso.
A fin de ver que (11.15) estd acotada en un entorno de @ para los valores de x tales que f(x) #

f(a), observamos que, dado que g es diferenciable en f(a), entonces es localmente Lipschitz
continua (Lema 11.1.16), es decir, existen L > 0y &; > 0 tales que

lg(v) —g(f(a))] .
ly—rle)]  ~

para 0 < [y — f(o)] < ;. A su vez, por la continuidad de f en o tenemos que existe &, > 0 tal
que |f(x) — f(o)] < 1 si |x — a&¢| < &. En consecuencia, si 0 < [x —at| < & y f(x) # f(), el
valor absoluto de la fraccién de (11.15) resulta acotado por L. En definitiva, hemos demostrado el
siguiente resultado.

Teorema 11.2.3 (Regla de la cadena). Sean f: (a,b) — Ry g: (c,d) — R dos funciones continuas
tales que f((a,b)) C (c,d). Supongamos que f es diferenciable en o € (a,b) y g es diferenciable
en f(a). Entonces go f es diferenciable en o y

(gof) (@) = &' (f(e))- f' ().

Ejemplo 11.2.4. Sea h: R\ {0} — R la funcion h(x) := e 17, Afirmamos que h es diferenciable
en cada a € R\ {0}y

(@) = 2 h(a).

=3
En efecto, sig: R — Ry f: R\ {0} = R son las funciones g(x) := e* y f(x) := —1/x>y a #0,
entonces f es diferenciable en « y g es diferenciable en f(a) = —1/a>. En consecuencia, dado

que h = go f, de la regla de la cadena concluimos que

22 e 2

W) =g (f(@) - f'(@) = /@ = = Z eV = (e,
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11. Aproximaciones lineales: la nocion de diferenciabilidad

como habiamos afirmado.

Por otro lado, si extendemos el dominio de h definiendo h(0) := 0, cabe preguntarse si h es
diferenciable en x = 0. En tal caso, tenemos que
h(x) —h(0) e /¥ y

lim = lim = lim — =0,
x—0 X — x—=0 X y—re o)

ya que “las exponenciales crecen mds rdpido que las polinomicas” (Ejercicio 10.1.29). Conclui-
mos entonces que h es diferenciable y h'(0) = 0, a pesar de que la funcién f no es diferenciable
enx = 0.

Ejercicio 11.2.5 (Una reciproca parcial de la regla de la cadena). Sean f: (a,b) = Ryg:(c,d) —
R dos funciones continuas tales que f((a,b)) C (c,d). Supongamos que go f es diferenciable en
o € (a,b), g es diferenciable en f(o) y g'(f(@)) # 0. Demostrar que f es diferenciable en « y
(gof)(a) =g (f(a))- f'(ax). (Sugerencia: suponer que existe § > 0 tal que go f(x) # go f(a)
para cada x € (¢ — 0, + &) \ {a} y despejar el cociente incremental de f en o de (11.14). En
caso de que no exista tal §, argumentar como en la demostracién de la Regla de la cadena.)

11.2.2. Derivada de la funcion inversa

Concluimos el presente capitulo caracterizando cudndo la funcién inversa de una funcién dife-
renciable es diferenciable y, en tal caso, exhibiendo una expresion de su derivada.

Corolario 11.2.6 (Teorema de la funcion inversa). Sea f : (a,b) — (c,d) una funcion biyectiva y
sea g : (c,d) — (a,b) su inversa. Supongamos que [ es diferenciable en un punto @ € (a,b) y g
es continua en 3 := f(a). Entonces g es diferenciable en 3 siy solo si f'(a) # 0, y en tal caso

g(B)=1/1"(a).

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f'(a) # 0. Como g es continua en f3, tenemos
que 11’11[1i g(y) =g(P). Ademas, g(y) # g(B) siy € (¢,d)\ {B}. Por lo tanto,
y—

i SOV 808) g SO (S0 Sy
gy) -« f'(@)’

=B y—P B f(g(y)—f(a)  y—B
donde la tltima identidad se demuestra utilizando un cambio de variables conveniente.
Reciprocamente, si g es diferenciable en 3, entonces, dado que go f =id, ), de la Regla de
la cadena (Teorema 11.2.3) concluimos que g'(B)f’(e) = 1, de donde se deduce que f'(a) # 0.
Esto concluye la demostracion. O

Ejemplo 11.2.7. Sea f: (—1,1) — (—1,1), f(x) =x>. Es claro que f es inversible y diferenciable,
estando la funcion inversa f~' : (=1,1) — (=1,1) definida por f~'(x) = /x. Si a € (—1,0)U
(0,1), tenemos que f'(a) = 3a* # 0, por lo que el Teorema de la funcién inversa (Corolario
11.2.6) nos asegura que f~' es diferenciable en f(o) y
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11.2. Reglas de derivacion

En consecuencia, resulta (f_l),(oc) = (1/3)a~2/3 para cada o € (0,1). Por otro lado, el Teorema
de la funcion inversa nos asegura que f~' no es diferenciable en o = 0.

Ejercicio 11.2.8. Probar que In : (0,+) — R es derivable y In'(x) = 1/x. Mds generalmente,
dado a > 0, probar que log,, : (0,+0) — R es derivable y log/,(x) = x !log,e.

Ejercicio 11.2.9. Sea r € R. Demostrar que la funcion f : (0,400) = R, f(x) :=x" es derivable
y f(x) = rx"~ 1. (Sugerencia: utilizar la identidad x” = ¢’ (%) )

Ejercicio 11.2.10. Demostrar que arctg : R — (—n/2,7m/2) y arccotg : R — (0, &) son derivables
en cada x € R, siendo arctg’(x) = 1/(1+x?) y arccotg’ (x) = —1/(14x%).

Ejercicio 11.2.11. Probar que arcsen: (—1,1) — (—n/2,7/2) y arccos : (—1,1) — (0, 7) son

derivables, siendo arcsen’(x) = 1/v/1—x2 y arccos’(x) = —1/v/1 —x2%.
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12. Estimaciones para funciones
diferenciables

Como hemos dicho a lo largo de este texto, los problemas modelo que estamos abordando de-
ben frecuentemente ser resueltos en forma aproximada. Asi, una cuestién fundamental es la de
estimar los errores que cometemos en tales aproximaciones. La nocién de diferenciabilidad nos
provee herramientas para obtener estimaciones. El presente capitulo estd consagrado a discutir
dos resultados fundamentales en este sentido: el Teorema del valor medio, que permite estimar el
incremento de una funcién diferenciable en términos de la derivada de la misma, y el Teorema
de Taylor, que nos provee estimaciones sobre el error que cometemos al aproximar una funcién n
veces diferenciable por el polinomio de grado a lo sumo n que mejor la aproxima, en un sentido
a determinar. Estos resultados van a ser esenciales para el capitulo siguiente, en el cual vamos
retomar nuestros problemas modelo, cuando éstos estdn definidos por medio de funciones diferen-
ciables

12.1. Estimaciones globales: Teorema del valor medio

Hemos visto que la diferenciabilidad de una funcién f : [a,b] — R en un punto o € (a,b)
implica que f satisface la siguiente condicién de continuidad Lipschitz “local” (Lema 11.1.16):
dado L > |f'(a)|, existe § > 0 tal que si |x — o] < &, entonces

[f(x) = f(a)] < Lix—al.

El principal resultado de esta seccién asegura que, si |f/(x)| < L para cada x € (a,b), entonces
tenemos la estimacién de Lipschitz global

[f(x) =F ) < Lix =]

para cada x,y € [a,b]. Mds ain, el resultado que vamos a demostrar, denominado habitualmente
el “Teorema de Cauchy”, es mds general, en el sentido de que afirma que, si |f'(x)| < g'(x) para
cada x € (a,b), entonces

f(x) = F)] < gx) —g(v)
para cada x,y € [a,b]. El caso anterior se obtiene cuando g(x) = Lx.

En su formulacién usual, el Teorema del valor medio es un resultado existencial: si f : [a,b] = R
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12. Estimaciones para funciones diferenciables

es una funcién continua que es derivable en (a,b), existe ¢ € (a,b) tal que

f(6)~f(a)

O

Asi, el propio enunciado del resultado sugiere que la existencia del punto ¢ en si tiene importancia.
Esta idea se refuerza atin mds cuando la demostracién del Teorema del valor medio se deduce
a partir del Teorema de Rolle (Teorema 0.3.4): si f[a,b] — R es una funcién continua que es
derivable en (a,b) y f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f’(c) = 0. La demostracién del
Teorema de Rolle se basa esencialmente en la observacién de que la funcién f en consideracién
alcanza un maximo o un minimo local ¢ en (a,b), en cuyo caso resulta f’(c) = 0. En este caso,
la existencia del punto c¢ es interesante en si, dado que f alcanza un extremo en c. A su vez, la
existencia de ceros de la derivada es también de importancia, con varias aplicaciones de interés.

En contraposicion a esto, el punto ¢ cuya existencia postula el enunciado del Teorema del valor
medio es de poco interés en si. De hecho, los primeros enunciados del Teorema del valor medio,
debidos a Lagrange y Cauchy, no tienen esta forma existencial, sino la forma de una estimacién
(ver [Fle74] en relacién con el desarrollo histérico del Teorema del valor medio). Asimismo, las
aplicaciones mds importantes requieren el resultado en la forma de una estimacién o usan tipi-
camente la version existencial del Teorema del valor medio a fin de obtener estimaciones. Por
ultimo, deberia ser claro que se trata de un resultado sobre el comportamiento del promedio.
Para reforzar esto, vamos a dar una demostracién del mismo que se basa en argumentos sobre
“promedios”, a fin de recuperar el sentido original del enunciado (sobre el interés de este tipo de
demostraciones, cabe mencionar [AD63]).

12.1.1. La “conservacion” del promedio

La idea es la siguiente: sean f,g : [a,b] — R funciones continuas que son derivables en (a,b),
y supongamos que g es estrictamente creciente de [a,b]. La base de la demostracién del teorema
consiste en probar que el promedio “ponderado”

f(b)—f(a)
g(b) —g(a)

se alcanza en un intervalo de longitud mds chica, digamos (b —a)/3. Para esto, dividimos el inter-

(12.1)

valo [a, b] en tres intervalos de la misma longitud, [a,b] = [ag,a1]U[a1,a2]UJaz, a3], y observamos
que

f(b)— f(a) _ (fla3) = fla2)) + (f(a2) = f(a1)) + (f(a1) — f(ao)) (12.2)

g(b)—gla)  (g(az)—glaz)) + (g(az) —g(a1)) + (g(a1) — glao))

A fin de establecer una relacién entre (12.1) y los correspondientes promedios ponderados en los

intervalos [a;_1,a;] (i = 1,2,3), tenemos el siguiente resultado.

Lema 12.1.1. Sean o, ..., o, nimeros reales y B, ..., B, niimeros reales positivos. Entonces

3

mm& o1+ + 0y O
1<i<n B — Bi4--+ B T 1i<n B
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12.1. Estimaciones globales: Teorema del valor medio

con desigualdades estrictas si existen i, j tales que 0;/B; < a;/B,;.

Demostracion. Argumentando por induccién en n, observamos que el enunciado es evidente para
n = 1. Supongamos entonces el enunciado cierto parany sean Qy, ..., 0,11 y B1,- .., By+1 ndmeros
reales con fi,...,By+1 positivos. Supongamos que la numeracion es tal que /B < /B> <
-+« < Oyt1/Pns1. Observamos que

ap+--+ 01 Oy
ﬁl+"'+ﬁn+1 o ﬁnJrl

(12.3)

siy solo si
3n+1(051 +"'+O€n+1) < Ot (ﬁl +"'+[3n+1),

lo cual, cancelando el término ¢+ 1,+1 a ambos lados de la desigualdad, equivale a

Buor (@t +an) < ot (Bi -+ Bu),

que a su vez es equivalente a
O+ + 0 _ Oyl

Bit+- 4B T Butr
Ahora bien, esta ultima desigualdad es verdadera dado que, por hipétesis inductiva, el miembro iz-
quierdo de la desigualdad se acota superiormente por o,/ 3,, que es menor o igual que 04,11/ Bn+1,
siendo la desigualdad (12.3) estricta si ¢, /B, < Qyt1/Bnt1. La demostracion de la otra desigual-

dad es similar. O
Aplicando el Lema 12.1.1 a la identidad (12.2) concluimos que

@)= f@i) _ f0) = @) _  fla)~flai)

D glar) —glarn) ~ g(b)—gl@) — 19 glar) —glar1)

< (12.4)
De esta estimacion, vélida para toda particién del intervalo [a, b] en un nimero arbitrario de subin-
tervalos de la misma longitud, Cauchy dedujo, incorrectamente, su enunciado Teorema del valor
medio. A fin de “corregir” el argumento de Cauchy, tenemos el siguiente resultado, que expresa
que el promedio que nos interesa se alcanza en un intervalo de longitud (b —a)/3.

Lema 12.1.2 (Conservacién del promedio). Sean f,g : [a,b] — R funciones continuas que son
derivables en (a,b), tales que g es estrictamente creciente de [a,b]. Entonces existe un intervalo
[a1,b1] C (a,b) de longitud (b— a)/3 tal que

fb)—fla) _ f(br)—flar)
g(b)—gla)  g(br)—glar)
Demostracion. SeaA:= (b—a)/3y h:[a,b— Al — R la funcién definida por

fxet+4) - flx)
gx+A)—gx)

h(x) :=

Dado que / es un cociente de funciones continuas cuyo denominador no se anula, concluimos que
es una funcién continua. Ademds, en virtud de (12.4) tenemos que h(a;) < (f(b) — f(a))/(g(b) —
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12. Estimaciones para funciones diferenciables

g(a)) < h(aj) para ciertos i, j € {0,1,2}, siendo ambas desigualdades estrictas si existen &,/ €
{0, 1,2} tales que i(ax) < h(a;). En este caso, por el Teorema de los valores intermedios (Teorema
8.1.7), existe ¢ € (a,b— A) tal que

fle+A)—fle) _ f(b)—f(a)

M) = e ) —s(0)  sb)—s(@)’

como queriamos demostrar. Por otro lado, si (a1) = h(az) = h(az), entonces

f(b)—f(a)
h(ar) = h(az) = h(as) = —-=—"7—,
8(b) —g(a)
y el intervalo [a;,az] C (a,b) satisface las condiciones del enunciado. O
Ejemplo 12.1.3. Para f:[1,2] = R, f(x) := x?, tenemos que % = 3. Se trata de determinar

ay,by € [1,2] tales que by —a; = 1/3 y el incremento promedio de f en |a;,b;] es igual a 3. Dado
que la funcion f en consideracion es muy simple, podemos determinar a; explicitamente:
fbor) = flar) _ b1 —ap

1
1
= =b =2 =.
by —a; b —a 1+ap ar+3

En consecuencia, debe ser 2a; + 1/3 = 3, de donde concluimos que ay = 4/3, y por lo tanto,
by =5/3 (ver la Figura 12.1).

y=r()

Ly

1 4/3 5/3 2

Figura 12.1.: El grafico de la funcién £ : [1,2] — R, f(x) := x, junto con las dos secantes paralelas
Ll y Lz.

12.1.2. EIl Teorema del valor medio

Este resultado nos permite achicar indefinidamente el intervalo en el cual consideramos el pro-
medio. En el limite, el promedio sobre un intervalo “puntual” resulta el cociente de las derivadas
correspondientes, y el enunciado correspondiente es el siguiente.
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12.1. Estimaciones globales: Teorema del valor medio

Teorema 12.1.4 (Teorema del valor medio generalizado). Sean f,g : [a,b] — R funciones conti-
nuas que son derivables en (a,b). Si g'(c) > 0 para cada c € (a,b), entonces existe ¢ € (a,b) tal

que

Demostracion. De acuerdo al lema sobre la conservacion del promedio (Lema 12.1.2), existe un
intervalo [a1,b1] C (a,b) de longitud (b — a)/3 tal que

fb)=fla) _ f(br)—f(a1)

g(b)—gla) — g(bi)—glar)

Aplicando sucesivamente este resultado, construimos una sucesion de intervalos cerrados, acota-

dos y encajados ([a,,b,])nen cuya longitud tiende a cero tales que

f(b)_f(a) f(bn)_f(an)

g(b)—gla)  g(by)—glan)

De la completitud de R concluimos que existe ¢ € (a,b) tal que Nyen|an, by] = {c}. Por el Ejercicio

sobre la derivacion mediante sucesiones (Ejercicio 11.1.15), tenemos que

bn - n / . bn - n /
Jin O < )y g SR <o)
En consecuencia,
fB)=fl@) _ o flba) = f@) _ f(0)
g(b)—gla) = g(by) —glan)  ¢'(c)’
como queriamos demostrar. O

Ejercicio 12.1.5 (Teorema de Rolle). Sea f : [a,b] — R continua que es derivable en (a,b). De-
mostrar que si f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Ejercicio 12.1.6. Sea f : (¢, +o) — R una funcion derivable tal que lﬁf flx)=a.
X—r—+oo

1. Demostrar que si existe lim,_, o f'(x) = b, entonces b = 0. (Sugerencia: observar que
fn+1)—f(n) = f'(an) conay € (n,n+1).)

2. Demostrar que el limite lim,_, .o f'(x) puede no existir. (Sugerencia: analizar la funcién
f:(0,+00) — R definida por f(x) := sen(x?)/x.)

Ejercicio 12.1.7. Sea f : (a,b) — R una funcion derivable.

1. Demostrar que:
w si f'(x) > 0 para cada x € (a,b), entonces [ es creciente;
w si f'(x) <0 para cada x € (a,b), entonces [ es decreciente;

v si f'(x) =0 para cada x € (a,b), entonces f es constante.
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12. Estimaciones para funciones diferenciables

2. Demostrar que la siguiente afirmacion es falsa: “si f'(c) > 0, entonces f es creciente en
un entorno de c¢”. Para esto, estudiar la siguiente funcion f : R — R:
2 sen : )+5 six0
x“sen( — — six
flx) = x/ 2
0 six=0.

(Sugerencia: demostrar que existen sucesiones (an)nen ¥ (bn)nen que convergen a 0 tales
que f'(ay) >0y f'(by) <0 paracadan € N.)

Como hemos sefialado, esta version existencial del Teorema del valor medio nos permite obtener
estimaciones. En tal sentido, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 12.1.8 (Teorema del valor medio generalizado — Estimacién). Sean f,g : [a,b] — R

funciones continuas que son derivables en (a,b). Si g'(x) > 0 para cada x € (a,b), entonces

£(b) — f(a) ()
sb)—g(@ = oD T

Ejercicio 12.1.9. Sea f : R — R una funcién que satisface la condicion f'(x) > 1 para todo x > 0.

Probar que f es estrictamente creciente y HT F(x) = oo
X—r+0o0

12.1.3. Aplicacion a la demostracion de desigualdades

Como hemos dicho, diversos resultados del andlisis conciernen el estudio de desigualdades, lo
cual transforma el estudio de las mismas en un tema de tal importancia que hay libros enteros
dedicados al tema (ver, por ejemplo, [HLP34] o [Mit70]). En particular, dado que el Teorema del
valor medio permite establecer estimaciones globales, resulta una herramienta de suma utilidad a
fin de establecer desigualdades entre funciones diferenciables, como se aprecia, por ejemplo, en
[HLP34, Chapter IV]. El préposito de esta seccion es ilustrar este tipo de aplicaciones por medio
de algunos ejemplos simples.

Ejemplo 12.1.10. Afirmamos que para cada x € R se satisface la desigualdad
1+x<eé (12.5)

A fin de demostrar (12.5), la expresamos en términos de las funciones f,g: R — R, f(x) :=¢*y
g(x) :=x. De acuerdo con el Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4), dado x # 0, existe ¢ en
el intervalo abierto int(0,x) formado por 0y x tal que

F-1_f0-f0) _fe) .

X x—0  g'(c)

Supongamos que x > 0. Entonces int(0,x) = (0,x), por lo que ¢ > 0. En consecuencia,

e —1

X

:662 17
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12.1. Estimaciones globales: Teorema del valor medio

de donde deducimos inmediatamente (12.5) para x > 0. Por otro lado, si x < 0, razonando como

antes vemos que ¢ < 0, y entonces
X
e —1

X
de lo cual, dado que x < 0, obtenemos (12.5) en este caso.

:ecgh

Ejercicio 12.1.11. Demostrar que e < 1 fx+x2/2 para cada x > 0.
Ejercicio 12.1.12. Demostrar que In(1 —x) > —x — x> para cada x € [0,1/2].

Ejercicio 12.1.13. Demostrar la desigualdad de Napier: si 0 < x <y, entonces

1 Iny—Inx 1

y y—x X
Ejercicio 12.1.14. Demostrar las siguientes desigualdades:

)C3 X2 X2
x—ggsenxgx (x>0), I—Egcosxgl—&—? (x eR).

Ejercicio 12.1.15. Demostrar que |V 1+x2 —+/1+y?%| < |x—y| para cada x,y € R.

Ejercicio 12.1.16 (Desigualdad de Bernoulli). Demostrar la siguiente generalizacion de la de-
sigualdad de Bernoulli (Lema 0.2.2): dado oo € R\ {0,1},

» (I14+x)% < 14 axpara cada a € (0,1) y cada x € (—1,+e0)\ {0},

» (I14+x)%> 14 axpara cada a € (—o0,0) U (1,40) y cada x € (—1,+00)\ {0}.

12.1.4. Laregla de L'Hépital

El Teorema del valor medio nos provee herramientas para tratar cierto tipo de limites indeter-
minados, que en su conjunto se denominan la regla de L’Hépital.

Teorema 12.1.17 (Regla de L'Hopital, caso 0/0). Sean f,g: (a,b) — R dos funciones derivables
y sea a € (a,b) tal que

x g(x) 0y g'(x) £ 0 para cada x € (a,b)\ {a};
» fla)=g(a)=0;
-« Jim £'(x) /g (1) =

Entonces lim f(x) /g(x) = (.

Demostracion. Sea x € (a,b) \ {a}. El Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4) asegura que
existe ¢(x) en el intervalo abierto int(ct,x) definido por @ y x tal que

fx) _ fe)—fle)  fex))
g(x)  glx)—gla) g'(clx)
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12. Estimaciones para funciones diferenciables

Observamos que la funcién x — ¢(x) no necesariamente es continua, por lo que no podemos
asegurar directamente que el limite del término de la derecha sea ¢. Sin embargo, de la definicion
de limite sabemos que, dado € > 0, existe § > 0 tal que

‘f "(c)
g'(c)

—é‘<e

para cada ¢ € (a,b) con 0 < |c — a| < 8. De esto concluimos que, para cada x € (a,b) con 0 <
|x — a| < 6, resulta

ggg—é‘ <eE.

De aqui deducimos inmediatamente el enunciado del Teorema. O

1/x

Ejemplo 12.1.18. Analizamos la existencia del limite lim,_,o(1+x)/*, o equivalentemente, dado

que In : (0,400) = R es un homeomorfismo, la existencia del limite
L1
lim — In(1 +x).
x—=0Xx
Dado que tanto In(1 +x) como x tienden a 0 cuando cuando x tiende a 0, estamos en las condi-
ciones de la regla de L’Hopital (Teorema 12.1.17). Ast, tenemos que
In(1+x) 1

Iim = lim =1.
x—0 X x—0 1 +x

Finalmente, concluimos que lfn(l)(l +x)/x=el =e.
X—

Ejercicio 12.1.19 (Una variante de la regla de L'Hopital). Sean f,g: (a,b) — R dos funciones
derivables y sea o € (a,b) tal que

» g(x) #£0yg’'(x) #0para cada x € (a,b) \ {at};
= flo) = g(a) =0;
¢ lim (/g0 =

Demostrar que 1im f(x)/g(x) = ¢.
x—at

Ejercicio 12.1.20 (Otra variante de la regla de L'Hopital). Sean f,g : (a,+o0) — R dos funciones
derivables tales que

= g(x) #0yg'(x) # 0 para cada x € (a,+oo);

= lim f(x)= lim g(x)=0;

X—>o0 X—>-o0
| | { / / =
Jim f(x) /" (x) = ¢

Demostrar que lim f(x)/g(x) = ¢.
X—roo
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Como puede apreciarse a partir de los ejercicios precedentes, existen numerosas variantes de la
regla de L’Hopital que se deducen facilmente a partir del caso 0/0 que consideramos en el Teorema
12.1.17. Un caso que requiere una argumentacién algo diferente es el denominado “ec/es”, que
consideramos a continuacion.

Teorema 12.1.21 (Regla de L'Hopital, version oo/o0). Sean f,g: (a,b) — R dos funciones deri-
vables tales que

g(x) #0y g'(x) # 0 para cada x € (a,b);
. i = If = oo;
)cirtlzzr f(X) xiT* g(X)
. tim £1(x)/g'(x) = £
x—at
Entonces lim f(x)/g(x) =
x—at

Demostracion. Dados 0 < 8 <b—ay x € (a,a+ 8), por el Teorema del valor medio (Teorema
12.1.4) tenemos que existe c(x) € (x,a+ J) tal que

(x)—fla+8) _ f'(c(x)
gx)—gla+d) g'(c(x)

Fijemos 0 < € < 1/2. Dado que lim,_,,+ f'(x)/g’(x) = £, de (12.6) vemos que existe & > 0 tal
que

(12.6)

f(x) = fla+9)
g(x)—gla+9)

para cada x € (a,a+ 0). Observamos que

f)Slasd) S0 () fasd))(,, _satd) ),
8

g(x) —gla+8)  glx) fx) x)—gla+8)

Dado que lim,_,,+ f(x) =lim,_,,+ g(x) = oo, concluimos que existe §; > 0 tal que

-e< (15057 (14 o Sy ) <1+

para cada x € (a,a+ 8;). En consecuencia,

—£’<8

a-alfg - < (T () 5
< 'f("f(jig)) e‘+e€|se(1+lfl)

para cada x € (a,a+min{J, ; }). Esto demuestra que
f)
Lt <2e(1+¢
o~ <20+

para cada x € (a,a+min{J,d;}), y por lo tanto, concluye la demostracién. O
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Ejercicio 12.1.22 (Una variante del caso oo/ de la regla de L’Hopital). Sean f,g: (a,b) — R

dos funciones derivables tales que

g(x) #0y g'(x) # 0 para cada x € (a,b);

= lim f(x) = hm g(x) =oo;

x—b~ —b~
. lim f00/8/ () =
Demostrar que 11m 1 f(x)/g(x) =

Otras variantes del caso oo/ de la regla de L’Hépital incluyen resultados del mismo tipo para
a=—00b=Hoo

Ejemplo 12.1.23. Analizamos la existencia del limite lirf x'/% 0 equivalentemente,
X——o0

1
Iim —Inx.
X—>+o0 X
Si f,g:(0,4) = R son las funciones f(x) :=1Inx y g(x) := x, entonces f y g satisfacen las
hipotesis de la variante del Teorema 12.1.21 con b = oo, por lo que concluimos que
Inx 1

lim — = lim — =0.
X—rtoo X X—rtoo X

De esto deducimos que hrf =1,

12.2. Aproximaciones de orden superior: el polinomio de
Taylor

En el capitulo precedente hemos discutido si es posible aproximar “bien” el “incremento”
f(x) — f(e) de una funcién f : (a,b) — R en un entorno de un punto & € (a,b) por una funcién
lineal en x — ¢ Esto nos condujo a la nocién de diferenciabilidad, junto con la caracterizacién
“operativa” de la diferenciabilidad en términos de derivadas (Teorema 11.1.8).

Sin embargo, hay situaciones en las que esta informacién no es suficientemente fina. Por ejem-
plo, supongamos que queremos estudiar los extremos locales de una funcién diferenciable f :
(a,b) — R. Sabemos que tales extremos son puntos criticos de f, esto es, puntos de (a,b) en los
cuales la derivada de f se anula (Corolario 0.3.3). Ahora bien, dado un punto critico & € (a,b)
de f, se trata de decidir si f alcanza un médximo o un minimo local en «. Si “linealizamos” la
situacion en un entorno de o, todo lo que sabemos es que, dado que f' (@) =

fx) = fla) = f'(@)(x—a) =0.

iPero esto no nos alcanza para decidir si f alcanza un minimo o un maximo local en ! Necesita-
mos mds informacién sobre el comportamiento de f en torno a ¢t. Por ejemplo, si supiéramos que
existe € > 0 tal que
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= f/(x) <Oparacadaxe (a—¢€,Q);
s f'(x) >Oparacadax€ (a,a+¢€);

entonces concluirfamos que f es decreciente en (& — €, @) y creciente en (o, o + €) (Ejercicio
12.1.7), y asi deduciriamos que f alcanza un minimo local en .

Esto sugiere que el andlisis del comportamiento de f en torno a un punto critico ¢ requiere
informacion sobre el comportamiento de f’ en un entorno de o. Suponiendo que f es derivable
en cada punto de (a,b), se trata entonces de estudiar la funcién derivada [’ : (a,b) — R. En
tal sentido, cabe preguntarse si la funcion derivada f': (a,b) — R es a su vez diferenciable en
un punto 8 € (a,b). En otras palabras, nos preguntamos si f’ puede ser “bien” aproximada en un
entorno de 3 por una funcién lineal. Como sabemos, esto ocurre si f' es derivable en 8 € (a,b),
en cuyo caso la derivada de f’ en 8 se denomina la segunda derivada " () de f en 3.

A su vez, si f es dos veces derivable (a secas), esto es, si es dos veces derivable en cada
B € (a,b), tenemos entonces definida una funcién derivada segunda f” : (a,b) — R. Si esta
funcién es derivable, podemos entonces considerar la derivada de dicha funcién en y € (a,b), que
denominamos tercera derivada de f en ¥ y notamos en la forma f"(y). Continuando de esta
manera, obtenemos derivadas de orden cuarto, quinto y mds, que definimos recursivamente por

)= Y ).

Nos van a interesar, en particular, las funciones 1 : (a,b) — R que son n veces derivables de modo
tal que la funcién derivada n—ésima f") : (a,b) — R resulte continua. A esta clase de funciones
la notamos C"(a,b), o simplemente C", cuando el dominio de las funciones en consideracién
resulte claro del contexto. Asimismo, escribimos C%(a,b), o simplemente C°, para representar el
conjunto de las funciones f : (a,b) — R continuas. Dado que una funcién derivable es continua
(Corolario 11.1.17), vemos que

c’>c'octo-- oot o

Una funcién f : (a,b) — R de clase C" para cada n > 0 se dice que es de clase C*.

Ejemplo 12.2.1. Consideremos la funcién f : R — R, f(x) := e*. Hemos visto que f'(a) = e*
para cada o € R (Ejemplo 11.1.9). En consecuencia, la funcion derivada f': R — R resulta
definida por f'(x) = *. Esto a su vez implica que la funcién derivada f' resulta derivable con
derivada f" : R — R, f"(x) = €*. Asi sucesivamente concluimos que f posee derivadas en R de
todos los érdenes, siendo f™ : R — R la funcion definida por

W (x) ="
En particular, f es una funcion de clase C* en R.

Ejemplo 12.2.2. Consideremos la funcion f: R — R, f(x) :=senx. En el Ejemplo 11.1.11 hemos
visto que f'(@) = cos & para cada a € R. En consecuencia, tenemos definida la funcién derivada
SR = R por f'(x) := cosx. Esta funcion a su vez resulta derivable en cada o € R, siendo
f"(a) = —sena (Ejercicio 11.1.12). De aqui deducimos que la funcion derivada segunda f"
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R — R resulta definida por f"(x) := —senx. Continuando de este modo, concluimos que f es de
clase C* en R y la funcién f) : R — R estd definida por

() = (=1D)"senx, D (x) = (~1)"cosx.
Ejercicio 12.2.3. Probar que cada funcion polinomial f : R — R es de clase C* en R.

Ejercicio 12.2.4. Si f,g: (a,b) — R son dos funciones de clase C" para cierto n > 0, de forma
tal que la composicion go f : (a,b) — R estd bien definida, demostrar que go f es de clase C" en
(a,b).

Interpolacion polinomial

Frecuentemente ocurre que una funcién “complicada” se aproxima por una funcién mas “sim-
ple”, en cuyo caso es importante poder estimar el error que se comete en dicha aproximacion.
Dado que las funciones polinomiales son “simples” (por ejemplo, se pueden evaluar facilmente),
muchas veces funciones “complicadas” se aproximan por medio de funciones polinomiales. Una
forma posible de hacer esto es mediante la interpolacién polinomial, es decir, dada una funcién
f:la,b] - Ry puntos ap < aj < --- < ay, en el intervalo [a, b], aproximamos f mediante el poli-
nomio de menor grado p € R[x] que “interpola” a f en los puntos ay, ..., ay, es decir, que satisface
las condiciones:

pla;)) = fla;) (0<i<n). (12.7)

La condicién de grado gr(p) < n'y (12.7) definen univocamente al polinomio interpolador p, como
pedimos demostrar en el ejercicio a continuacion.

Ejercicio 12.2.5 (Existencia y unicidad del polinomio interpolador). Sea f : [a,b] — R una fun-
cidny sean ag < ay < --- < a, puntos en el intervalo [a,b).

1. Siendo b; := f(a;) para 0 < i < n, demostrar que el polinomio

_ (x—ap)...(x—ai)(x—@aiy1)... (x—an)
= (ai—ao)...(ai—ai1)(ai—aiy1)...(ai —an)

tiene grado menor o igual que n'y satisface la condicion (12.7).
2. Demostrar que el polinomio p del item anterior es el iinico polinomio de grado menor o
igual que n que satisface (12.7). (Sugerencia: la diferencia de dos polinomios con estas

condiciones tendria al menos n + 1 raices distintas.)

Ejemplo 12.2.6. Supongamos que queremos interpolar la funcion f: R — R, f(x) := senx en

[0,27]. Si elegimos los puntos a; := iw/2 para i =0,... 4, tenemos que

bo == £(0) =0, by ::f(g) — 1, by:= f(n) =0, bs ::f(%”) — 1, by = f(2m) = 0.
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En consecuencia, el polinomio interpolador p4(x) es el siguiente:

I (=0 —m) (= F)xr—2m) 0= D —2)
G-0G-n3-HG-20)  (F-0F-HF-0(F-2m)

= —%x(x—ﬂ) (x— %)(X—Zﬂ)-i-%x(x— g)(x—ﬂ?)(x—Zﬂ:)

En la Figura 12.2 mostramos el grdfico de la funcion f junto con la del polinomio pa.

y

Figura 12.2.: El grifico de la funcién f : R — R, f(x) := senx y del polinomio p4.

Por supuesto, dado que se trata de aproximar la funcién dada con el polinomio interpolador p, es
fundamental poder estimar el error que cometemos en esta aproximacion. A tal efecto, necesitamos
una version del Teorema de Rolle para funciones varias veces diferenciables, que es el objetivo
del siguiente ejercicio.

Ejercicio 12.2.7 (Teorema de Rolle generalizado). Sea f : [a,b] — R una funcion continua que es
n veces derivable en (a,b). Demostrar que si f tiene n+ 1 ceros distintos ag < a; < --- < a en
[a,b], entonces existe ¢ € (ag,ay) tal que f™ (c) = 0. (Sugerencia: aplicar el Teorema de Rolle en
cada intervalo [a;_1,q;] y argumentar recursivamente. )

A fin de estimar el error de aproximar una funcién f por un polinomio interpolador p vamos a
obtener una expresion “simple” de la diferencia f — p. El objetivo del siguiente ejercicio es obtener
dicha expresion.

Ejercicio 12.2.8. Sea f : [a,b] — R una funcién continua que es n veces derivable en (a,b) y sean
ap < ay < --- < ay puntos de |a,b). Fijamos x € (a,b)\{ao,...,an} (;qué pasa six € {ay,...,a,}?)
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y consideramos la funcion g : [a,b] — R definida por:

g(t) == £(0) — plt) — L=PD [T g

imo(x—ai) ig

1. Demostrar que existe ¢ € (min{ao,x}, méx{a,,x}) tal que g""+Y(c) = 0. (Sugerencia: usar
el Teorema de Rolle generalizado (Ejercicio 12.2.7).)

2. Deducir la validez de la siguiente expresion del error de interpolacion: existe un punto
¢ € (min{ap,x}, max{a,,x}) tal que

fx)—px) = FeE( c)H(x ai). (12.8)

(n+1)

Ejemplo 12.2.9. En el caso de la funcion f : R — R, f(x) :=senx y del polinomio pa, de acuerdo
con (12.8) vemos que, dado x € (0,21), existe ¢ € (0,27) tal que

J(x) = palx) = senx — pa(x) = f(v;(c)X(x— g)(x— ) (x— %)(x—m).

Por lo tanto, para cada x € (0,27) tenemos que

x(xf%)(xfﬂ)( 7377[)()67275)

Si bien (12.8) provee informacion sumamente iitil en general, en este caso particular (12.9) resulta

1
|senx— pa(x)| < % Oina’g ~ 0,5787967395. (12.9)
<x<2m

en una sobrestimacion importante del valor verdadero

Oglax |senx — pa(x)| ~ 0,180758286.

12.2.1. Aproximaciones locales de orden superior

A fin de introducir la nocién de diferenciabilidad, nos hemos preguntado por la existencia de
aproximaciones lineales de una funcién continua f : (a,b) — R en un entorno de un punto & €
(a,b), y hemos concluido que si f es diferenciable, entonces la funcién lineal p : (a,b) — R
definida por p(x) := f(a) + f'(a)(x — @) es la que “mejor” aproxima a f en un entorno de o, en
el sentido de que

lfm fO) —p() _ 0. (12.10)

x—a XxX—

Observamos que la funcién p satisface las condiciones

pa) = f(a), f'(a)=p'(a). (12.11)

Reciprocamente, si g : (a,b) — R es una funcién lineal que satisface la condicién (12.10), entonces
necesariamente resulta g(0) = f(a) y ¢’ (o) = f/(a). En efecto,

Fe) —ala) = lim (Fx) () = lim (- o) L =4

X—o x—Q XxX—0o

=0,
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lo que demuestra que g(a) = f(a). En consecuencia,

Fo) — /(@) = tim SO 740 — (@) —q(0) _ (o () —q()

x—a xX—o e x—o

=0.

Asi, ambas condiciones (12.10) y (12.11) son equivalentes. Mientras que (12.10) expresa la con-
dicién que nos interesa, a saber, que f es “bien” aproximable por una funcién lineal, (12.11)
nos permite obtener explicitamente dicha aproximacion lineal.

Asi como es posible aproximar localmente una funcién diferenciable f : (a,b) — R en torno a
un punto & € (a,b) por una funcién lineal, cabe preguntarse por la posibilidad de aproximar f en
torno a o por funciones polinomiales de grados mayores, y en caso de que esto sea posible, por
la mejor aproximacién local de grado n para cada n € N. Hemos dicho que existe una “buena”
aproximacion lineal de f si f es derivable. De la misma manera, para la existencia de buenas
aproximaciones de orden n en torno a o € (a,b) vamos a requerir que la funcién f sea n veces
derivable.

Para comenzar a analizar esta cuestion, estudiamos en primer lugar el caso oc = 0. En el siguiente
resultado caracterizamos cuando f se aproxima bien por el polinomio x”".

Proposicion 12.2.10. Sea f : (—a,a) — R una funcion n veces derivable. Entonces tenemos que

lim f(x) /x" =0 si y solo si f(0) =f'(0)=---=f"0)=0

Demostracién. Vemos primero que f()(0) = 0 para 0 < i < n implica lim, ¢ f(x)/x" = 0, por
induccién en n. Supongamos en primer lugar que f(0) = f/(0) = 0. Entonces

1im 7% ())C g() £'(0)=0. (12.12)

x—0 X X*)O

Supongamos ahora el resultado cierto para n — 1 y sea f una funcién n veces derivable tal

que £(0) = f'(0) = --- = f"(0) = 0. Tenemos que f' es n— 1 veces derivable y f/(0) =--- =
() (0) =0, de lo cual, por la hipétesis inductiva, concluimos que
!/
im &) .
x—0 x"—

Veamos que h’rr(l) f(x)/x" = 0. Por la regla de L"Hopital (Teorema 12.1.17) tenemos que
xX—

x—0 x" :;]c% nx"

Probamos ahora que una funcién n veces derivable f : (—a,a) — R tal que lim,_,q f(x)/x" =

0 satisface la condicién f(0) = f/(0) = --- = f"(0) = 0. Argumentando por induccién en n,

observamos que la afirmacion es cierta en los casos n =0y, por (12.12), n = 1. Supongamos ahora

la afirmacién cierta para n — 1 y sea f una funcién n veces derivable que satisface la condicién
lim,_,0 f(x)/x" = 0. Entonces

=0
x—)O xn—1 x—>0 x" ’
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y por hipétesis inductiva tenemos que £(0) = f/(0) = --- = f"=1(0) = 0. Asimismo, definamos
¢ : (—a,a) — R por
™) (o
ot = ft) - Do
Tenemos entonces que ¢(0) = ¢'(0) = --- = "1 (0) = 0, y ademas, que

9 (0) = £(0) - £ (0) =0,

de lo cual, por la primera implicacién, ya demostrada, concluimos que lfn(lJ ¢o(x)/x" = 0. Ahora
X—

bien,
(n) (n)
Ozh’mq)(x):h'm<f(x)_f (O)>:_f (0)
x—0 x" =0\ x" n! n!
Esto prueba que £ (0) = 0y concluye la demostracion. 0

Ejemplo 12.2.11. Sea f : R — R la funcion definida por

e/ six#0,
f@) ._{ 0 six=0.

Observamos que lim,_,q f(x)/x" = 0. En efecto, con el cambio de variables y =1/x vemos que

n
tim 7% — lim 2 =0,
x—0 x" y—eo gy

ya que las “exponenciales crecen mds rdpido que las polinomicas” (Ejercicio 10.1.29).

Por otro lado, vamos a demostrar que f es n veces derivable en R y

£0)=£'(0)=---=f"(0)=0.

De la regla de la cadena (Teorema 11.2.3) concluimos que f es de clase C* en R\ {0}. A fin de
estudiar la derivabilidad de f en x = 0, necesitamos informacion sobre las derivadas sucesivas
de f en R\ {0}. Afirmamos que

U@ = pe ) f(x)
para cada k > 0y cada x # 0, donde py € Rx] es un polinomio de grado 3k.

Vamos a demostrar esta afirmacion por induccion en k. Si k = 0, el resultado es evidente. Su-
poniendo el caso k vdlido, tenemos que

—x 2P () + ()2 f(x),
FE (= 2o +2px H!)?).

S @) = () )

Dado que py, tiene grado 3k, concluimos que
Prst(T) = =T?pi(T) +2pi(T)T°

tiene grado 3k + 3. Esto concluye la induccion y demuestra la afirmacion.
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Afirmamos ahora que f *) (0) = 0 para cada k > 0. Argumentando nuevamente por induccion,
el caso k = 0 es consecuencia del hecho de que 1im,_,o f(x) = 0 = £(0). Suponiendo f*)(0) =0,

tenemos que

700 = tim L2 =LIO) _ i SO i1, (1) =0,

x—0 X x—0 X x—0

ya que las “exponenciales crecen mds rdpido que las polinomicas” (Ejercicio 10.1.29). Asi vemos

que la equivalencia de la Proposicion 12.2.10 se verifica en este caso.

12.2.2. El Teorema de Taylor

Supongamos que queremos aproximar una funcién n veces derivable f : (a,b) — R en un punto
o € (a,b) por medio de un polinomio p de grado a lo sumo 7, de manera tal que, localmente, p
aproxime a f con orden n, es decir, si r(x) := f(x) — p(x), entonces
lim "y (12.13)
x—a (x — (x)"
Dado que fy p son funciones n veces derivables en ¢, si hacemos el cambio de variables y =x— «,
de la Proposicion 12.2.10 concluimos que (12.13) se satisface si y solo si

r(a)=r'(a)==r"(a)=0.

Dado que 0 = r/)(a) = fU)(a) — pY)(a) para j = 0,...,n, concluimos que un polinomio p
aproxima a f con orden n en « si y solo si satisface las condiciones

p(a)=f(a), p'(a)=f'(a),..., p"(a) = f")(a). (12.14)

Nuestro siguiente resultado afirma que estas condiciones determinan univocamente un polinomio
de grado a lo sumo 7 (ver el Teorema 7.2.6 por otra demostracion).

Lema 12.2.12 (Existencia y unicidad del polinomio de Taylor). Existe un tinico polinomio p, €
Rx] de grado a lo sumo n que satisface las condiciones (12.14).

Demostracion. Consideremos el conjunto R[x], formado por todos los polinomios p € Rx] de
grado menor o igual que n. El lema afirma que existe un dnico elemento de Rx], que satisface
las condiciones (12.14). Si expresamos a cada polinomio p € R[x],, como habitualmente, esto es,
en la forma p := a,x" + -+ 4+ a;x + ap, observamos que (12.14) resulta de hecho un sistema de

ecuaciones lineales “cuadrado” en los coeficientes ay,...,a, de p, cuya matriz es triangular e
inversible:
a0t 4+ +aa+tay = fla),
na, o'+ +ay = fl(a),
nlay, = f(a).

Dado que este sistema tiene una dnica solucién, existe un tnico polinomio p, € R[x], que satisface
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(12.14). O

Definicion 12.2.13 (Polinomio de Taylor). El polinomio p, del enunciado del Lema 12.2.12 se
denomina el polinomio de Taylor de orden n de f en c.

Una consecuencia de la Proposicion 12.2.10 es el siguiente resultado, que nos provee una carac-
terizacion “operativa” de la propiedad de que una funcién n veces derivables pueda ser aproximada
localmente con orden n por un polinomio de grado a lo sumo 7.

Teorema 12.2.14 (Teorema de Taylor). Sea f : (a,b) — R una funcion n veces derivable y sea
o € (a,b). Sea p, el polinomio de Taylor de orden n de f en oy ry : (a,b) — R la funcion de
“error”, esto es,

O (o)

n!

Pn ::f((X)—I—f/(Ot)(x—(X)-F"'—F (x_a)nv rn(x) ::f(x)_pn(x)'
Entonces r, es n veces derivable y satisface la condicion

lim ()
X0 (x — (x)”

=0.

Demostracién. Es facil ver, mediante una comprobacién directa, que f/)(a) = p\/)(a) para j =
0,...,n. Porlo tanto, r, := f — p, satisface la condicién

En consecuencia, de la caracterizacion de la funciones bien aproximables por x" (Proposicién
12.2.10) deducimos que lim r(x)/(x — a)" = 0, como queriamos demostrar. O
xX—o

Ejemplo 12.2.15. Consideremos la funcion f: R — R, f(x) := €*. En el Ejemplo 12.2.1 hemos
visto que f es de clase C” en Ry f® R — R estd definida por

1) =

para cada n > 0. Teniendo en cuenta que (0) =1 para cada n > 0, concluimos que el n—ésimo
polinomio de Taylor de f en o =0 es

1 1
pa(x) = 1+x+§x2+~-~+axﬂ.

En la Figura 12.3 mostramos el grdfico de la funcion f junto con el de los polinomios py y p de
Taylor de f en o = 0 de ordenes 1y 2 respectivamente.

Ejemplo 12.2.16. Nuestro siguiente ejemplo es la funcion seno sen: R — R. En el Ejemplo 12.2.2
hemos visto que f es de clase C* en Ry f) : R — R estd definida por

£ () = (=1)"senx,  fP(x) = (—1)"cosx.

Por lo tanto, tenemos que

) =0, fCD0)=(-1)".
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y=pa(x)

y=pi1(x)

=

Figura 12.3.: El gréfico de la funcién f : R — R, f(x) := ¢* y de las funciones definidas por los
polinomios pj y p» de Taylorde fen ¢« =0deorden 1y 2.

En consecuencia, el polinomio de Taylor de orden2n+1y2n+2de fen a =0 es

x3 5 x2n+1

Pant1(X) = pani2(x) =x— 30 +X7. —t (—1)nm-

En la Figura 12.4 mostramos el grdfico de la funcion f junto con el de los polinomios p3 y ps de
Taylor de f en a = 0.

Ejercicio 12.2.17. Determinar el n—ésimo polinomio de Taylor de cos : R — R en 0.

Ejercicio 12.2.18. Demostrar que el n—ésimo polinomio de Taylor de la funcién In : (0,400) — R
enles py(x)=(x—1) =2 (x—1)2 4+ (=) (x—1)".

Ejercicio 12.2.19. Sea f: (—1,1) — R la funcién f(x) := 1/(1 —x). Demostrar que el n—ésimo
polinomio de Taylor de f en 0 es py(x):=1+x+---+x".

Ejercicio 12.2.20. Sea p € R[x] un polinomio. Demostrar que p(a) = --- = p™(a) = 0 si y solo
si existe q € R[x] tal que p = (x —a)"*'q.

Ejercicio 12.2.21. Seaa >0y f: (—a,a) — R una funcion 4 veces derivable que satisface las
condiciones f(0) =0y f'(0) = 0. Determinar el polinomio de Taylor de orden 3y de orden 4 en
el origen de la funcion g : (—a,a) — R, g(x) := x> f(x).

Ejercicio 12.2.22. Sea f : (—a,a) — R una funcién infinitamente derivable y sea m € N. Si p,, €
R[x] es el n—ésimo polinomio de Taylor de f en 0, demostrar que p,(x™) es el (m(n+1) —1)—
ésimo polinomio de Taylor de la composicion fox™ en 0.
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y=ps(x)

y=p3x)

Figura 12.4.: El gréfico de la funcién seno sen : R — R y de las funciones definidas por los poli-
nomios p3 y ps de Taylorde fen ¢ =0de orden 3 y 5.

Ejercicio 12.2.23. Sea f : (a,b) — R una funcién n veces derivable y sea q € Rlx] el (n—1)-
ésimo polinomio de Taylor de ' en o € (a,b). Si p € R|x] satisface que p’ = q y p(at) = f(a),
demostrar que p es el n—ésimo polinomio de Taylor de f en Q.

Ejercicio 12.2.24. El propdsito del presente ejercicio es obtener el n—ésimo polinomio de Taylor
de arctg: (—m/2,7/2) = RenO.

1. Demostrar que el n—ésimo polinomio de Taylor de g : (—1,4+o) = R, g(x) :=1/(1+x) en
Oes1—x+---+(—1)"x". (Sugerencia: usar el Ejercicio 12.2.19.)

2. Demostrar que el (2n+ 1)—ésimo polinomio de Taylor de h: R — R, h(x) :=1/(14+x?) en
0es1—x>4---+(—1)"x>". (Sugerencia: usar el Ejercicio 12.2.22.)

3. Concluir que el (2n+ 1)—ésimo polinomio de Taylor de arctg : (—w/2,7/2) - Ren0es

13 (=D" 21
X 3x + +2n+1x .

(Sugerencia: utilizar el Ejercicio 12.2.23.)

12.2.3. Una expresion explicita del error en el Teorema de Taylor

Sea f: (a,b) — R una funcién n veces derivable en @ € (a,b). Como hemos visto, el n—ésimo
polinomio de Taylor p, de f en o puede ser utilizado a fin de aproximar f en un entorno de .
En tal sentido, es importante tener estimaciones del error que cometemos cuando aproximamos f
mediante el polinomio p,. El siguiente resultado, que es una generalizacién del Teorema del valor
medio (Teorema 12.1.4), da una expresion para la diferencia f — p, a partir de la cual se puede
estimar dicho error.
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Teorema 12.2.25 (Expresién para el error en el Teorema de Taylor). Sea f : (a,b) — R una funcion
n+ 1 veces derivable y sea p, su polinomio de Taylor de orden n en o € (a,b). Si x € (a,b),

entonces existe ¢ en el intervalo abierto int (x, o) definido por & y x tal que

f(n+l) (C)

BCESY) (e — o).

f(x) = pa(x)

Demostracién. Dado que el enunciado es evidentemente cierto para x = o, fijemos x € (a,b) \
{a}. Se trata entonces de demostrar que existe ¢ en int (x, @) tal que

fE—palx) 1
(a1 (D)

!f("Jrl)(C).

Sear,: (a,b) = R, ry(x) := f(x) — pu(x). Tenemos que r, () = f(a) — p,(a) = 0, de donde, por
el Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4), concluimos que existe ¢; € int(a,x) tal que

f(x) = palx) _ Tn (%) _ Fa(X) = ra () _ ra(c1)

(x —a)rt! (x — o)nt1 - (x — o)1 — (o — o)1 - (n+1)(c; —a)r”

Dado que (o) = f'(a) — pa(a) = 0, podemos aplicar nuevamente el Teorema del valor medio
y concluir que existe ¢; € int(a,¢;) C int (e, x) tal que

FO-m e e~ (@) @
(x — o)1 (n+1)(cr—a)" (m+1)(ci—a)'—(n+1)(a—oa)" (n+1)n(c;—oa) 1"

Prosiguiendo de esta manera, deducimos la existencia de ¢ € int(a,x) tal que

S = pal@) _ £ () = pi V() _ ()
(x-a)n+1 - (n+l)! = (n—l—l)! s

como queriamos demostrar. O

Ejemplo 12.2.26. En el Ejemplo 12.2.15 hemos visto que el n—ésimo polinomio p, de Taylor de
la funcion f : R — R, f(x) := € en 0 es el siguiente:
=1 1 2 1 n
pu(x) = Fad 5xt 4
A fin de estimar la diferencia f(x) — pn(x), de acuerdo con la expresion del error del Teorema
12.2.25 tenemos que, dado x € R, existe c € int(0,x) tal que

f(nH)(C) n+1 _ e n+1

f(x)fpn(x): (}’l+1)‘ X - (n+1)|x

Aplicando, por ejemplo, el criterio del cociente (Ejercicio 3.1.15) deducimos que, dado x € R, la
sucesion (X" /(n+1)!),>0 converge a 0. Esto prueba que

= X,
& =limp,(x)=Y)Y =
n—oo =0 n!
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para cada x € R fijo. En particular, si x = 1, tenemos que

forma en la cual, de hecho, hemos definido e (Seccion 6.3.3).

Ejemplo 12.2.27. En el Ejemplo 12.2.16 hemos visto que los polinomios de Taylor de la funcion
seno sen : R — R en o0 = 0 tienen la siguiente expresion:

x3 5 x2n+l

_ B T ORI
p2n+1('x)_p2"+2(x)_‘x 6 +5y +( 1) (2n+l)!

De acuerdo con la expresion del error del Teorema 12.2.25, tenemos que

f2n+3 (C) 2n+3
(2n+3)!

|x|2n+3

~ (2n+3)!

() = pansa(x)| = \

Aplicando el criterio del cociente (Ejercicio 3.1.15) es fdcil ver que, dado x € R, la sucesion
(|x[2"+3 /(2n+ 3)!) >0 converge a 0. Asi, para cada x € R, tenemos que

0o x2n+l
_ 1z _ _1\n
Senx_r}il;{)lop}l(x)_l/;)( 1) (2”"’1)'
Ejercicio 12.2.28. Si p, es el n—ésimo polinomio de Taylor de 1n : (0,+e) — R en I, demostrar
que para cada x € (0,4o0) existe ¢ € int(1,x) tal que

(X* 1)n+l

1) = pul) = (<1

Concluir que, para cada x € [1/2,2]!, resulta

ad (x—1)"*!
1t _ 1\
IHX—nlgrgopn(X)—';)( '

Ejercicio 12.2.29. Sea f : (a,b) — R una funcion 4 veces derivable y sea ¢ € (a,b). De la defi-
nicion de f'(a) y el Ejercicio 11.1.14 tenemos que

(@) :%%f(am});f(a) o Sl h) —fla—h)

h—0 2h

Si la derivada f'(a) es dificil de calcular, o no se puede determinar a partir de los datos disponi-
bles sobre la funcion f, se la suele aproximar por alguna de las expresiones

flath)—f(@)  — flath)—f(a—h)
h 2h

para h “chico”. En tal sentido, conviene saber cudl de estas dos expresion es la que mejor apro-

'En realidad, hay convergencia para cada x € (0,2], pero no tenemos por el momento herramientas como para asegurarlo
(ver el Ejemplo 16.1.24).
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xima a f'(Q).
1. Sea h € R tal que ot + h € (a,b). Demostrar que existe ¢ € int (o, 0. + h) tal que

a+h)—f(o h

Pt h) = f(@) o B
h 2

(Sugerencia: expresar f(a + h) mediante la suma del polinomio de Taylor de f en a de

orden uno y el correspondiente término de error.)

2. Sea h € R tal que a.+h € (a,b). Demostrar que existen ¢ € int (e, a+h) y ¢’ €int(o,ax—h)
tales que

f(OC—i—h)—f(Ot—h)_ I h2 " "y 1
- = 1'(@)+ 35 (") + ().

(Sugerencia: expresar f(o+h) y f(o —h) mediante la suma del polinomio de Taylor de f

en ¢ de orden dos y los correspondientes términos de error.)

Ejercicio 12.2.30. Sea f : (a,b) — R una funcion 4 veces derivable y sea a. € (a,b). Demostrar
que si (ot — |h|, ¢+ |h|) C (a,b), entonces existen ¢ € int(ot, ¢ +h) y ¢’ € int(a, @ — h) tales que

—h)— 2

24
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13. Los problemas modelo con funciones
diferenciables

En los dos capitulos precedentes hemos discutido la nocién de diferenciabilidad y hemos es-
tablecido dos resultados fundamentales que nos permiten estimar errores en aproximaciones que
involucran funciones diferenciables: el Teorema del valor medio y el Teorema de Taylor. El prop6-
sito de este capitulo es abordar los tres problemas modelo que hemos considerado hasta el momen-
to, esto es, la resolucién de ecuaciones, la minimizacién y la existencia de estados de equilibrio (o
puntos fijos), con las nuevas herramientas que tenemos a nuestra disposicion.

El valor que toman las derivadas sucesivas de una funcién f en un punto & de su dominio
nos permite conocer en profundidad el comportamiento de f en torno a &, y por ende, nos pro-
vee informacidn esencial para atacar nuestros problemas modelo. En tal sentido, vamos a ver que
los puntos en los que una funcién diferenciable alcanza sus minimos locales son necesariamente
puntos criticos de la misma, lo que nos permite reducir la cuestién de la minimizacién a la de la
resolucidn de ecuaciones. Mds aun, el signo de la derivada segunda de la funcién en consideracién
en los puntos criticos nos permite “clasificarlos”. Asimismo, el valor absoluto de la derivada de
una funcién en un estado de equilibrio (un punto fijo) de la misma nos provee un criterio de con-
vergencia local de la iteracién de punto fijo mucho mas facil de aplicar que el Teorema de punto
fijo. Ademads, el polinomio de Taylor de tal funcién en un entorno del estado de equilibrio nos
permite determinar el orden de convergencia de dicha iteracion. Por dltimo, en ecuaciones que in-
volucran funciones diferenciables, la estrategia de linealizacidn nos provee un método sumamente
eficiente de resolucion: el método de Newton, cuyo andlisis de convergencia requiere del estudio
de las derivadas sucesivas de la funcién en cuestién en torno a la solucién considerada.

13.1. Minimizacion de funciones diferenciables

Comenzamos con la cuestién de minimizar una funcién diferenciable f : (a,b) — R. El hecho
de que f es diferenciable nos provee una herramienta fundamental para determinar “candidatos”
a minimos de f, como discutimos a continuacion.

Decimos que f alcanza en o € (a,b) un
= minimo local si existe € > 0 tal que f(a) < f(x) paracadax € (—e+a,e+a);
= maximo local si existe € > 0 tal que f(a¢) > f(x) paracadax € (—e+a,e+ ).

Es importante tener en cuenta que si f alcanza un extremo (minimo o maximo) local en o €
(a,b), no necesariamente alcanza un extremo global en dicho punto (ver la Figura 13.1). De
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todas maneras, es claro que donde f alcanza sus extremos globales necesariamente alcanza extre-
mos locales, por lo que identificar tales puntos nos provee “candidatos” a extremos globales de f.

y=rf(x)

Olmax QOmin b

Figura 13.1.: Una funcién diferenciable f : [a,b] — R que alcanza un maximo y un minimo locales
que no son globales.

13.1.1. Existencia de minimos locales

Para funciones diferenciables tenemos un criterio sumamente ttil para identificar los puntos en
los que posiblemente éstas alcanzan sus extremos locales. En efecto, si f : (a,b) — R es diferen-
ciable y alcanza un extremo local en & € (a,b), digamos un minimo, entonces existe € > 0 tal que
f(a) < f(x) paracada x € (o — €, @+ €). Observamos que

oy e SO = f) o f)—fle) () = f(@)
(o) =1lim ————= = lim —/—————~= = lim ——a

x—=a xX—a x—a~ xX—a x—at X —

Si x < a, entonces, dado que f(o) < f(x) para cada x € (o — €, 0 + €), concluimos que

0@ _,

X—o

para cada x € (¢ — €, ), y por lo tanto, resulta

f) — fl@) <0. (13.1)

lim
x—o xX—o

Por otro lado, si x > &, como f(a) < f(x) para cada x € (ot — €, ¢ + €), tenemos que

S0 = fl@)

xX—a
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para cada x € (@, @+ ¢€), de lo cual deducimos que

f(x) = f(e)

o

Iim
x—ot X

> 0. (13.2)

Combinando (13.1) y (13.2) vemos que f'(a) = 0. Asi obtenemos la condicién necesaria para que
f alcance un extremo local en o que enunciamos a continuacion.

Teorema 13.1.1 (Condicién necesaria de existencia de extremos locales). Si f : (a,b) — R es

diferenciable y alcanza un extremo local en o € (a,b), entonces f' (o) = 0.

Cabe destacar que en un punto ¢ € (a,b) tal que f'(ot) = 0, la funcién f no necesariamente
alcanza un extremo local, es decir, el enunciado reciproco del teorema precedente no es cierto.
Esto se puede constatar facilmente considerando la funcién f: R — R, f(x) := x, para la cual
tenemos que f (0) = 0, en tanto que 0 no es ni un méximo ni un minimo local de f, ya que

= f(x) < f(0) para cada x € (—o0,0);
= f(x) > f(0) para cada x € (0, o).

Un punto o € (a,b) tal que f/(a) =0 se denomina un punto critico o estacionario de f. La
condicion necesaria de existencia de extremos locales precedente (Teorema 13.1.1) asegura que los
puntos criticos de una funcién f resultan “candidatos” a puntos en los que f alcanza sus extremos
locales.

Ejemplo 13.1.2. Analizamos los puntos criticos de la funcion
fR=R, f(x):=x*—(16/3)x> +10x* —8x+1.

Tenemos que
fl(x) =4x® —16x* +20x —8 =4(x— 1)*(x —2).

En consecuencia, hay dos puntos criticos: x =1 y x = 2. Del grdfico de f (ver la Figura 13.2)
facilmente concluimos que en x = 2 la funcion alcanza un minimo local (que en realidad resulta
el minimo global), en tanto que en x = 1 la funcion f no alcanza un extremo local. Cabe destacar
que mds adelante vamos a discutir criterios que nos van a permitir determinar si f alcanza un
extremo local en un punto critico o no.

Ejercicio 13.1.3. Sea f : R — R una funcion polinomial de grado n.
1. Demostrar que f alcanza a lo sumo n— 1 extremos locales.

2. Fijemos k € 'y consideremos la restriccion fly 1) : [k,k+1] — R. De acuerdo con el Teo-
rema de Weierstrass (Teorema 8.2.10), la funcion f|j k4] alcanza en el intervalo [k, k+ 1]
su mdximoy su minimo globales. Dado que existen infinitos intervalos [k,k+ 1], ; contradice
esto el enunciado del item anterior?
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—_

Figura 13.2.: El gréfico de la funcién f : R — R, f(x) := x* — (16/3)x> 4+ 10x — 8x + 1.

Criterios de existencia de minimos locales de segundo orden

Sea f : (a,b) — R una funcién diferenciable y ¢ € (a,b) un punto critico de f. En el capitulo
precedente hemos dicho que, a fin de determinar si f alcanza un extremo local en o, es necesario
estudiar el comportamiento de la funcién f': (a,b) — R en «. El propésito de esta seccion es
observar que, si f es dos veces diferenciable en (a,b), entonces la derivada segunda f”(a) nos
provee informacién de importancia.

Supongamos entonces que f es 2 veces derivable. Se trata de analizar el signo del incremento
f(x) — f(e) para valores de x “cercanos” a . Dado que @ es un punto critico de f, resulta
f'(o) =0, por lo que

f) = fa) = f(x) = f(&) = f'(@) (x— @) = f(x) = p1 (x),

donde p; es el polinomio de Taylor de f en & de orden 1. De acuerdo con la regla de L"Hdpital
(Teorema 12.1.17) tenemos que
[/ f(e)

i SO =P )@ )
—a (x—a)2 x—a (x— a)2 —a2(x—o) 2

De esto concluimos que existe € > 0 tal que, para cada x € (o — €, 0 4 €), resulta
= f(x)—f(a) > 0si f"(a) > 0;
s f(x)—f(o) <0si f"(a) <O.

Esto nos provee el siguiente criterio suficiente de existencia de extremos locales de una funcién
dos veces derivable.
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Teorema 13.1.4 (Criterio de segundo orden de existencia de extremos locales). Sea f: (a,b) — R

una funcion dos veces derivable y sea a € (a,b).
w Sif(0) =0y f"(a) <0, entonces f alcanza un mdximo local en o.
w Si f'(a) =0y f"(a) >0, entonces f alcanza un minimo local en o.

Ejemplo 13.1.5 (Continuacion del Ejemplo 13.1.2). Consideremos nuevamente la funcion f :
R — R definida por
flx) :=x*—(16/3)x> +10x> — 8x+1.

Hemos visto que f tiene dos puntos criticos: x =1y x = 2. A partir del grdfico de f (ver la Figura
13.2) concluimos que f alcanza en x =2 un minimo local, en tanto que no alcanza un extremo local
en x = 1. En relacion con nuestro criterio suficiente de existencia de extremos locales (Teorema

13.1.4), observamos que
F"(x) =12x% —=32x+20 = 4(x — 1)(3x — 5),

de lo cual concluimos que "(2) >0y f"”(1) = 0. Dado que f'(2) =0y f"(2) > 0, del Teorema
13.1.4 deducimos que f alcanza en x =2 un minimo local. Por otro lado, dado que f"(1) =0, el
criterio de segundo orden no nos asegura nada. A fin de analizar el comportamiento de f en torno
a x = 1, observamos que el polinomio de Taylor p4 de f de orden 4 en x = 1 coincide con f, es
decir, f(x) = pa(x) para cada x € R. La expresion explicita de dicho polinomio es:

=) =-3 -3

4 7
=12+ =+ x—2 ).

3 3
Vemos entonces que f(x) < f(1) para cada x € (1,7/3) y f(x) > f(1) para cada x € (—oo,1).
Esto demuestra que f no alcanza un extremo local en x = 1.

Ejercicio 13.1.6. Sea f : (a,b) — R una funcién de clase C° y sea a € (a,b) tal que f'(o) =
f"(a) =0. Demostrar que

w si f" (@) # 0, entonces f no alcanza un extremo local en o;
w si f7(0) =0y f")(a) #0, entonces f alcanza un extremo local en o.

Ejercicio 13.1.7 (Condiciones necesarias de segundo orden). Sea f : (a,b) — R una funcion dos
veces derivable y sea o, € (a,b). Demostrar la siguiente “reciproca parcial” del criterio suficiente
para la existencia de extremos locales (Teorema 13.1.4):

= si f alcanza un mdximo local en o, entonces f'(a) =0y f" (o) <0;

w si f alcanza un minimo local en o, entonces f'(a) =0y f"(ct) > 0.

13.1.2. Existencia de minimos globables: funciones convexas

Lo que hemos visto en la seccién precedente nos permite determinar los extremos locales de una
funcién diferenciable. Esto puede considerarse como un paso previo en la direccién del problema
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que realmente nos interesa, es decir, el de determinar los extremos globales de la funcién en
consideracion.

Desafortunadamente, no existen herramientas “simples” que nos permitan determinan si una
funcién dada alcanza sus extremos globales, salvo que se trate de una funcién continua definida en
un conjunto compacto, en cuyo caso tenemos una respuesta positiva: el Teorema de Weierstrass.
Por esto, tratindose de decidir, por ejemplo, si una funcién diferenciable f : (a,b) — R alcanza
su minimo global, vamos a restringir nuestra discusién a una clase importante de funciones: las
funciones convexas. Una funcién f : (a,b) — R se dice convexa si, para cada par de puntos x,y €
(a,b) y cada 6 € [0, 1], tenemos que

f(6x+(1-0)y) <O0f(x)+(1—0)f(y). (13.3)

Un problema de optimizacién definido por una funcién convexa se denomina un problema de
optimizacion convexa. El interés por los problemas de optimizacién convexa proviene del hecho
de que dicha clase de problemas describe una serie de fendmenos de importancia practica (ver, por
ejemplo, [SB94] por aplicaciones en economia), y a la vez, se dispone de herramientas tedricas y
précticas para resolverlos. Esto ultimo es consecuencia, en parte, de una propiedad fundamental de
las funciones convexas: en un punto critico, una funcién convexa alcanza su minimo global.
El propésito de esta seccidn es discutir resultados que nos permitan determinar si una funcién
diferenciable dada es convexa y analizar la existencia de extremos globales de funciones convexas.
Comenzamos observando que (13.3) tiene descripcion geométrica simple: dado que

int(x,y) :={6x+(1—-06)y: 6 €[0,1]}
representa el segmento (el intervalo) que une x con y, y similarmente, el conjunto
{6/(x)+(1-0)f(y):0<0,1]}

determina el segmento que une f(x) con f(y), podemos reinterpretar (13.3) como la condicién
de que el grafico de f permanezca debajo del segmento que une (x, f(x)) con (y, f(y)) en el
intervalo int(x,y) para cada x,y € (a,b) (ver la Figura 13.3).

y=f(x)

X1 X2

Figura 13.3.: El grafico de una funcién convexa f y el segmento L que une dos puntos (x, f(x1))
e (x2, f(xy)) del gréfico de f.
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Ejemplo 13.1.8. Sea f: R — R, f(x) := x> Afirmamos que f es convexa. En efecto, dados x,y € R
y 0 €0,1], tenemos que

(0x+(1-0)y)* = 627 +26(1—60)xy+(1—6)%?
02>+ 0(1—0) (x> +y*) +(1—0)*y* = x>+ (1—0)y?,

N

donde usamos la desigualdad 2xy < x> +y*. Esto demuestra que f es convexa.

Ejercicio 13.1.9 (Funciones céncavas). Sea f : (a,b) — R una funcion. Diremos que f es céncava
si, para cada par de puntos x,y € (a,b) y cada 0 € [0,1], tenemos que

f(6x+(1=8)y) = 6f(x)+(1-6)f(y).
Demostrar que f : (a,b) — R es concava si y solo si —f es convexa.

Las funciones convexas satisfacen una propiedad, la desigualdad de Jensen, que, en su forma
“finita”, es el objetivo del siguiente ejercicio.

Ejercicio 13.1.10 (Desigualdad de Jensen). Sea f : (a,b) — R una funcion convexa. Dados
XlyeeeyXn € (a,b) y 61 >0,...,0,>0con 6+ -+ 6, = 1, demostrar que

f(elxl +- 4 enxn) S Qlf(xl) + 4 enf(xn)~
(Sugerencia: argumentar por induccidn, usando las identidades

n 91 n 01

n
e — 1— i =1
E{Glxl 91x1+( Gl)izzél_elx“ ;1—91 s

para el paso inductivo.)

Los minimos globales de una funcion convexa

Figura 13.4.: La recta tangente L al grifico de una funcién convexa f en un punto x = .

Geométricamente parece claro que el grifico de una funcién convexa se mantiene por “encima”
de cualquier recta tangente al mismo (ver la Figura 13.4). Mds precisamente, sea f : (a,b) — R
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una funcién diferenciable. Afirmamos que si a € (a,b), entonces
f) = fla)+ f(a)x—a) (13.4)

para cada x € (a,b). En otras palabras, dado que la expresion p(x) := f(a) + f/(a)(x — a) es de
hecho el polinomio de Taylor de orden 1 en f en «, (13.4) asegura que el polinomio de Taylor
p es un subestimador global de la funcién f. También es vdlida la afirmacion reciproca: si el
polinomio de Taylor de orden 1 de f es un subestimador global para cada @ € (a,b), entonces f
es convexa.

En particular, (13.4) ilustra un principio general sobre las funciones convexas: a partir de infor-
macioén local sobre f (el polinomio de Taylor de orden 1 de f en &) podemos obtener informa-
cién global (una subestimacién de f). De hecho, una consecuencia fundamental de este principio
es que, en un punto critico, una funciéon convexa alcanza su minimo global. En efecto, acep-
tando la validez de (13.4), vemos que si f’'(o) = 0, entonces f(a) < f(x) para cada x € (a,b).
A su vez, invirtiendo el sentido de las desigualdades concluimos que, en un punto critico, una
funcion céncava alcanza maximo global. En resumen, tenemos el siguiente enunciado.

Teorema 13.1.11 (Extremos globales de una funcién convexa). Sea f : (a,b) — R una funcion
diferenciable y sea o € (a,b).

w Si fesconvexay f'(o) =0, entonces f(a) es el minimo global de f.
= Si fesconcavay f'(o) =0, entonces f(Q) es el mdximo global de f.

Ejemplo 13.1.12. Consideremos la funcion f: R — R, f(x) := e —x. Como vamos a poder
concluir mds adelante, f es una funcién convexa. Observamos que f'(x) = ¢*— 1, por lo que
f'(x) =0 siy solo si x = 0. De acuerdo con la caracterizacion de los minimos globales de una
funcion convexa (Teorema 13.1.11), tenemos que f alcanza su minimo global en x = 0, a saber,
f(0) = 1. Esto significa que

ef—x>1

para cada x € R, desigualdad que habiamos obtenido previamente a partir del Teorema del valor
medio (Ejemplo 12.1.10).

13.1.3. Caracterizaciones de funciones convexas y aplicaciones

En vistas de la caracterizacion de los extremos globales de una funcién diferenciable convexa
(Teorema 13.1.11), resulta interesante tener criterios que nos permitan identificar funciones conve-
xas. En lo que sigue, vamos a establecer condiciones de “primer” y “segundo” orden que implican
que una funcién dada es convexa.

Condiciones de primer orden para la convexidad

Analizamos (13.4). Supongamos en primer lugar que f : (a,b) — R es convexa y sean x,Q €
(a,b). Sea 0 € (0,1]. Si “despejamos” f(x) en la definicién de funcién convexa (13.3), obtenemos
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que
f(a+6(x—a) — f(a)
0
Haciendo tender 6 a 0 en esta expresion deducimos que f(x) > f(o) + /(o) (x — o), es decir,
que vale (13.4).
Reciprocamente, supongamos que vale (13.4) para cada x,a € (a,b). Sean x,y € (a,b) dos

+ fla) < fx).

puntos distintos y sea z := 6x+ (1 — 0)y para cierto 6 € [0,1]. De (13.4) vemos que

f@) > @)+ R)x—-2), fO)=>fR)+f(2)y—2).

Multiplicando la primera desigualdad por 0, la segunda por 1 — 0, y sumédndolas, obtenemos

0f(x)+(1=0)f(y) > f(z) +f'()(x+(1—0)y—z) = f(By+(1—-0)x).

En conclusién, hemos obtenido una caracterizacion de “primer orden” de la convexidad. Invirtien-
do el signo de las desigualdades obtenemos una caracterizacion de “primer orden” de la concavi-
dad. En resumen, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 13.1.13 (Caracterizacién de primer orden de la convexidad). Sea f : (a,b) — R una
Jfuncion diferenciable. Entonces

» fes convexa siy solosi f(x) > f(a)+ f'(a)(x— &) para cada x,a € (a,b);
= fesconcava siy solo si f(x) < f(a)+ f'(a)(x— a) para cada x, & € (a,b).

Ejemplo 13.1.14. Sean x > 0y o > 0. La desigualdad de Napier (Ejercicio 12.1.13) asegura que,

si @ < x, entonces
1 Inx—Ina 1

X xX—a (04

En consecuencia, tenemos que Inx—Ino < * (x— a), o equivalentemente, Inx < Ina+ X (x— o).
A su vez, se obtiene una conclusion similar intercambiando x y o. Esto demuestra que la funcion
f:(0,4+) > R, f(x) :=Inx es concava.

Ejemplo 13.1.15. Consideremos la funcion f : (0,4e) = R, f(x) :=x", con r > 1. Dados x > 0
y o > 0, tenemos que analizar el signo de la expresion

A= fx)—fla)—fla)x—a)=x"—a" —ra’ (x—a).
Supongamos en primer lugar que x > o. Entonces, por el Teorema del valor medio (Teorema

12.1.4), tenemos que existe ¢ € (a,x) tal que

r

;
— r(xr_1> =@x—a)(re" —ra ),

A:(x—oc)(

lo que prueba que A > 0 en este caso. Por otro lado, si a > x, entonces

a"—x"
o —x

A=(a—x) <mr—1_ ) = (a—x)(ra™ " —rc™ 1)
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con ¢ € (x,t), lo que muestra que A > 0. Concluimos que f es convexa.
Ejercicio 13.1.16. Sea f : (a,b) — R una funcién diferenciable.

1. Demostrar que, si f es convexa, entonces

f'(x) < w <) (13.5)

para cada x,y € (a,b) con x <y. (Sugerencia: aplicar (13.4) a (x,y) y a (y,x).)

2. Reciprocamente, si vale (13.5) para cada par de puntos x <y de (a,b), demostrar que f es

convexa. (Sugerencia: revertir el razonamiento del {tem anterior.)

Condiciones de segundo orden para la convexidad

Supongamos ahora que f : (a,b) — R es dos veces derivable en (a,b). Sean x y o dos puntos
de (a,b). De acuerdo con la expresién explicita del error de la aproximacién de Taylor de orden 1
de f en a (Teorema 12.2.25), existe ¢ € int(x, @) tal que

1
fx)=fla)+ f'(o)(x—a)+ if”(c)(x— o)’
Por lo tanto, si f”(c) > 0 para cada ¢ € (a,b), de la expresion anterior deducimos que

fx) = fla)+ f(a)(x— o).

Asi, f satisface la condiciéon de primer orden para la convexidad, de lo cual, por el Teorema
13.1.13, concluimos que f es convexa.

Reciprocamente, si f es convexa, el Ejercicio 13.1.16 asegura que

f(x) < fi) —fx) <f')
y—x

para cada par de puntos x,y € (a,b) con x < y. De esto deducimos que la funcién derivada f' es
creciente en (a,b), lo que implica que f”(c) > 0 para cada ¢ € (a,b).

Invirtiendo las desigualdades obtenemos la conclusion correspondiente para funciones conca-
vas. En resumen, tenemos la siguiente caracterizacién de “segundo orden” de la concavidad y la
convexidad.

Teorema 13.1.17 (Caracterizacién de segundo orden de la convexidad). Sea f : (a,b) — R una
Sfuncion dos veces derivable en (a,b). Entonces

» fes convexa siy solosi f(c) > 0 para cada c € (a,b);
s fes concava siy solo si f"(c) <0 para cada c € (a,b).

Ejemplo 13.1.18. En el Ejemplo 13.1.15 hemos concluido que la funcion f : (0,4+0) = R, f(x) :=
x" es convexa si r > 1. Estudiamos ahora el caso 0 < r < 1. Observamos que f es 2 veces derivable
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£ = r(r— 12

para cada x € (0,+o0). Por lo tanto, si r < 1 vemos que f"(x) <0 para cada x € (0,+0), lo que
demuestra que f es concava en este caso.

Ejercicio 13.1.19. Demostrar que las siguientes funciones son convexas o céncavas, seguin co-
rresponda.

= [:R—R, f(x):=a"* es convexa para cada a > 0,
m f:(0,4) = R, f(x):=log,x es concava sia > 1y es convexa si 0 < a < 1.

Ejercicio 13.1.20. Demostrar que x > senx > 2x/ 1 para cada x € [0,7/2].

Desigualdades por medio de argumentos de convexidad

Muchas desigualdades clésicas del andlisis pueden deducirse por medio de argumentos que
involucran funciones céncavas o convexas (ver, por ejemplo, [HLP34, Chapter III]). En los ejerci-
cios que siguen vamos a considerar tres desigualdades fundamentales: la desigualdad de la media
aritmética y la media geométrica (AM-GM, segin su sigla en inglés), la desigualdad de Holder
y la desigualdad de Minkowski.

Ejercicio 13.1.21 (Desigualdad de la media aritmética y la media geométrica). Dados reales po-
Sitivos xi,...,xp, se define su media aritmética por (x; +---+x,)/n y su media geométrica

por {Yxy ...x,. Demostrar que la media aritmética de xi,...,x, es mayor o igual que la media
geométrica, es decir,
X1 + cee +xn
—— > XXy
n

(Sugerencia: aplicar la desigualdad de Jensen (Ejercicio 13.1.10) a fin de demostrar que el lo-
garitmo natural de la media aritmética es mayor o igual que el logaritmo natural de la media
geométrica.)

Ejercicio 13.1.22 (Desigualdad de Holder). El objetivo del presente ejercicio es demostrar la
desigualdad de Hélder: dados p,q > 1 con 1/p+1/g=1yx1,y1,...,%n,yn €R,

n n I/p s n 1/q
Y xiyi < <Z Xi|p> <Z |yiq> . (13.6)
i =1 pa

» Demostrar que sia>0,b>0y0< 0 <1, entonces a®h'~% < 0a+ (1—6)b.

. : |l bl _ 1
» Aplicar esta desigualdad en el caso a == 77—, b= m——— vy 0 := —,
j=1 ;[P j=1 |yl

. R A A [yl
y deducir que < < + .
Tt P Yty pYii|xjlP qX—y Iyl

= Sumar estas desigualdades para 1 <i < ny deducir (13.6).
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Ejercicio 13.1.23 (Desigualdad de Minkowski). Dados p > 1y x1,v1,...,Xn,Yn € R, demostrar
la desigualdad de Minkowski:

(iwi“’i”) v aX (Zn‘,IafI”)l/p+ <i‘,|b,»|P>l/p.

i=1 i=1

(Sugerencia: si p > 1, usar que |a+b[P = |a+b||a+b|P/4 < |a||a+b|P/9+|b||a+b|P/4, siendo
g>ltalque 1/p+1/g=1,y aplicar la desigualdad de Holder (13.6) a cada sumando de la dltima
expresién.)

13.2. Puntos fijos: la iteracién de punto fijo revisitada

En esta seccién retomamos otro de nuestros problemas modelo: el de la determinacién de los
“estados de equilibrio” del “proceso de evolucién” que define una funcién f: A C R — R dada.
Mais precisamente, se trata de decidir la existencia de puntos fijos de f, esto es, elementos &t € A
tales que f(a) = a vy, a la vez, determinarlos, es decir, hallar sucesiones que converjan a los
mismos.

En la Seccién 8.3 hemos obtenido una condicidn suficiente de existencia y unicidad de puntos
fijos de una funcién continua f : A C R — R: el Teorema de punto fijo. El Teorema de punto fijo
(Teorema 8.3.9) afirma que, si A es cerradoy f : A — A es contractiva, es decir, existe 0 < L < 1
tal que

[f () = f)] < Lix—y| (13.7)

para cada par de puntos x,y € A, entonces existe un dnico punto fijo o € A de f.

Mais atn, la demostracién de Teorema de punto fijo es constructiva, y bdsicamente asegura
que, en las condiciones del enunciado del teorema, cualquier sucesiéon que corresponda a una
“iteracion de punto fijo” asociada a f converge al punto fijo de f. Recordamos que, partiendo
de ap € A arbitrario, la iteracién de punto fijo consiste en considerar la sucesién (ay),>o definida
por an+1 := f(an) paracadan > 0.

Observamos que (13.7) establece que el incremento de f debe controlarse globalmente de for-
ma lineal, de forma similar a que ocurre en el Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4). En
consecuencia, combinando el Teorema de punto fijo y el Teorema del valor medio, como hemos
hecho en el andlisis del punto fijo de la funcién cos : R — R (Lema 8.3.1), obtenemos resultados
de existencia de puntos fijos de funciones diferenciables, cuyo contenido es el objetivo de los dos
ejercicios siguientes.

Ejercicio 13.2.1. Sea f : [a,b] — [a,b] una funcion continua que es derivable en (a,b) tal que
SUP e (a,b) |f'(x)| < 1. Demostrar que f posee un iinico punto fijo & en [a,b] y la sucesion (a,)n>0,

ant1 := f(ay) (n > 0) converge a o para cada ay € [a,b).

Ejercicio 13.2.2. Sea f : [a,b] — [a,b] una funcion de clase C' tal que |f'(x)| < 1 para cada x €
[a,b]. Demostrar que f posee un tinico punto fijo o en [a,b] y la sucesion (a,)n>0, an+1:= f(an)
(n > 0) converge a a para cada ay € |a,b).
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Ejercicio 13.2.3. Sea g : R — R una funcion derivable con derivada acotada. Fijemos yyo € Ry

consideremos la ecuacion yo = x + €g(x), o equivalentemente,
yo — €g(x) =x. (13.8)

Demostrar que, si € -sup,cp |g'(x)| < 1, entonces (13.8) posee una iinica solucion en R. (Suge-
rencia: considerar (13.8) como un problema de punto fijo.)

13.2.1. Una condicion local de convergencia

Sea f: (a,b) — R una funcién diferenciable que tiene un punto fijo & € (a,b). Queremos saber
si es posible determinar o por medio de una iteracién de punto fijo, es decir, se trata de determinar
ap € (a,b) tal que la sucesién (a,),>0 definida por an41 := f(a,) (n > 0) converge a . Para
esto, vamos a definir el dominio de atraccién de @ como el conjunto formado por los elementos
ap € (a,b) a partir de los cuales la iteracién de punto fijo a,+1 := f(a,) (n > 0) converge a .
En particular, diremos que « es atractivo si existe € > 0 tal que el intervalo (ot — €, + €) estd
contenido en el dominio de atraccién de ¢. Por el contrario, diremos que o es repulsivo si existe
€ > 0 tal que, para cada ag € (a,b) con 0 < |ag — a| < €, la sucesion (ap)n>0, an+1 = f(an)
(n > 0) en algiin momento “sale” de (@ — €, + €).

Ejemplo 13.2.4. En el caso de la funcion cos : R — R, de acuerdo con el Ejercicio 8.3.3, la
sucesion (an)n>o definida por a,y| ‘= cosay, converge al unico punto fijo o de cos para cada
ap € R. Asi, el dominio de atraccion de dicho punto fijo o es R.

Ejemplo 13.2.5. Consideremos la funcion f : R — R, f(x) := 1 (4+x—x?), que tiene dos puntos
fijos: —4 y 1. Queremos analizar la convergencia de la sucesion (a,)n>0, ant1 := f(an) (n > 0)
para valores de ag en un entorno de —4 'y de 1.

Comenzamos analizando la convergencia de (a,)n>0 a —4. Tenemos que

1 1 1
lan+1 +4| = Z(4+an—aﬁ)+4 = Z|aﬁ—an—20’ = Z|an+4||an—5|.

En consecuencia, si |a, +4| < 1, entonces a, +4 < 1, y por lo tanto, a, —5 < —8, con lo cual
resulta |a, — 5| > 8. Esto implica que

|ani1+4| > 2|a, +4|.

Concluimos que —4 es un punto fijo repulsivo de f, dado que, si 0 < |ag+ 4| < 1, en tanto se
ap +4|. Esto

satisfaga la condicion 0 < |ay, +4| < 1 para 0 < m < n, tendremos que |a, +4| > 2"
demuestra que necesariamente algiin término a,, satisfard la condicion |a, +4| > 1.
Analizamos ahora la convergencia de (a,),>0 a 1. Para esto, observamos que

1 1 1
a1 — 1| = Z(4+an—ai) —1|= Z|aﬁ —ay,| = Z\an||an —1. (13.9)

En consecuencia, si la, — 1| < 1, entonces 0 < a, < 2, y por lo tanto, |a,| < 2. De esto deducimos
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que |ays1 — 1| < %|a, — 1|, y por ende, que (a,),>o converge a 1 para cada ay € (0,2). Cabe ob-
servar que podriamos haber obtenido un resultado del mismo tipo por una aplicacion del Teorema
de punto fijo (Teorema 8.3.9): teniendo en cuenta que f([0,2]) C [0,2] y f es contractiva en [0,2],
ya que

1 1 3
£() = £ ) = g1 —x =y +y] = Zle =yl +y—1] < Jlx—y|

para cada x,y € [0,2], el Teorema de punio fijo asegura que la sucesion (a)n>0 converge a 1 para
cada ap € [0,2]. En todo caso, la conclusion es que 1 es un punto fijo atractivo, cuyo dominio de
atraccion contiene al intervalo [0,2)].

Ejercicio 13.2.6. El objetivo del presente ejercicio es demostrar que el dominio de atraccion de
1 para la funcion f : R = R, f(x) := %(4 +x—x?) del ejemplo precedente es el intervalo (—4,5).

1. Demostrar que el intervalo (—4,4) estd contenido en el dominio de atraccion de 1. (Suge-
rencia: usar la estimacion (13.9).)

2. Demostrar que f([4,5)) = (—4,—2] y concluir que el intervalo [4,5) estd contenido en el
dominio de atraccion de 1.

3. Demostrar que si x ¢ (—4,5), entonces f(x) < —4. Concluir que el dominio de atraccion
de 1 es (—4,5).

En lo que sigue, nuestro propdsito es determinar condiciones que implican que un punto fijo &
de una funcién diferenciable f : (a,b) — R es atractivo. Dado que se trata de una condicién que
atafie el comportamiento local de una funcién diferenciable en torno a ¢, podemos utilizar una
estrategia que ya hemos empleado: linealizar.

T3

En efecto, la diferenciabilidad de f en & implica que, si x estd “cerca” de @, entonces

f)~ fla)+f (@) (x—a)=a+n(x—a),

siendo 1 := f’(a). Asi, a fin de tener indicios sobre el comportamiento de la iteracién de punto
fijo an41 := f(a,) (n > 0), comenzando en valores de ap “cercanos” a o, vamos a estudiar el
comportamiento de la linealizacién b,y := ot + 1 (b, — &) (n > 0) para valores de by “cercanos”
a o (pero distintos de ). En tal sentido, tenemos que

bt — 0 = by — @) = 02 (byos — @) =+ = 1" (by — ).

Concluimos que (b, ),>0 converge a  si || = |f/(a)| < 1, tiende a infinito si || = |f' (o) > 1
y no tiene un comportamiento definido si || = 1.

Analizamos ahora el comportamiento de la iteracién original a,+1 := f(a,) (n > 0) para valores
de a, “cercanos” a . Supongamos en primer lugar que |f’ ()| < 1. La diferenciabilidad de f en
o asegura que, para cada € > 0, existe § > 0 tal que

[f(x) = fla) = f(@)(x—a)| <elx—a

para cada x € (a,b) con 0 < |x— a| < 8. Dado que |f'(@)| < 1, tenemos que existe & > 0 tal que
|f'(a)| + € < 1. En consecuencia, existe dy > 0 tal que, para a, € (a,b) con 0 < |a, — a| < &,
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resulta

ani1 —a = f'(@)(an — )| = | flan) = f(@) = f'(0)(an — @)| < &0]an — ],

y por lo tanto,
jant1 — | < (If" ()| +|&o])lan — o] < lan — al. (13.10)

Ast, si 0 < |ag — o] < &, argumentando en forma inductiva concluimos que, o bien ay = o para
algiin N € N, en cuyo caso (a,),>0 converge a ¢, o bien 0 < |a, — a| < & para cada n > 0. En
este ultimo caso, de (13.10) deducimos que

a1 — ot < (|f" ()| + &))" a0 — @

lo cual implica que (a,),>0 converge a c.
Por otro lado, si |f’(e)| > 1, un razonamiento similar al precedente muestra que @ es repulsivo
(ver el Ejercicio 13.2.9). En conclusién, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 13.2.7 (Clasificacién de los puntos fijos). Sea f : (a,b) — R una funcion diferenciable

en un punto fijo o € (a,b). Tenemos que:
w si|f'(@)] < 1, entonces o es atractivo;
= si|f'(e)| > 1, entonces « es repulsivo.

Ejemplo 13.2.8. En el Ejemplo 13.2.5 hemos considerado la funcion f : R — R, f(x) := %(4 +
x —x?), que tiene dos puntos fijos: —4 y 1. Analizando la iteracion a, 1 := f(a,) (n > 0) hemos
concluido que 1 es atractivo y —4 es repulsivo. Es mucho mds fdcil arribar a estas conclusiones
utilizando nuestro resultado de clasificacion de los puntos fijos de funciones diferenciables: dado

que
/ 9 / 1
L =Hl=5 I (Dl= g,

el Teorema 13.2.7 asegura que —4 es repulsivo y 1 es atractivo.

Ejercicio 13.2.9. Sean f y o con las hipotesis del Teorema 13.2.7, y supongamos adicionalmente
que |'(@)| > 1.

1. Demostrar que existen € > 0y 8 > 0 que satisfacen las siguientes condiciones: |f' (o) —
€> 1y para cada x € (a,b) con 0 < |x— a| < 8, tenemos que

f(x) = fle)] > (If ()| — &) lx—a.
2. Concluir que si ap € (a,b) es tal que 0 < |agp — a| < 8 y definimos an+1 := f(a,) para cada

n > 0, entonces existe N € N tal que |ay — o] > 0.

Ejercicio 13.2.10 (El caso |f'(a)| = 1). Sea f : R — R, f(x) := x> —x+ 1, y consideremos la
iteracion ay11 := f(ay) (n >0).

1. Demostrar que si ay € (0,1), entonces (a,)n,>0 es creciente y acotada, y por lo tanto, con-

verge a 1.
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2. Demostrar que si ap > 1, entonces (ay)n>0 tiende a —+oo.

Ejercicio 13.2.11. Sean fy a con las hipétesis del Teorema 13.2.7, tales que |f'(@)| < 1. Sea
ap € (a,b) tal que la sucesion (ap)n>0, ant1:= f(an) (n > 0) converge a o0 y a, # ¢ para cada
n > 0. Demostrar que

., Opy1 — O 1
Iim — = ).
tim 1% (g

Ejercicio 13.2.12. Sea f) : [0,1] — [0,1] la funcion f; (x) := Ax(1 —x), donde A € (0,4].
1. Demostrar que si A < 1, entonces f es contractiva y 0 es el punto fijo.
2. Demostrar que si A > 1, entonces f;, tiene dos puntos fijos.
3. Clasificar los puntos fijos del item anterior para A > 1.

Ejercicio 13.2.13. (Comparar con el Ejercicio 8.3.14) A fin de determinar el punto fijo o ~ % dela
Suncion f: (0,+e) = R, f(x) := —Inx, se proponen las siguientes formulas de iteracion: a,1 ‘=
—Inay, apy1 :=e ™, apyy = (ay+e %) /2. ;Cudles de estas formulas pueden utilizarse? ; Cudl
de estas formulas deberia utilizarse?

13.2.2. Orden de convergencia en la iteracion de punto fijo

En la discusion sobre el Teorema de punto fijo de la Seccién 8.3 hemos introducido la nocién
de orden de convergencia de una sucesién (Definicién 8.3.15): (a,),>0 converge a ¢ con orden
p > 1siexiste L > 0 tal que

Ii |an+1 - (X| _
m—— =
n—e |a, — of|P
Como vemos del Ejercicio 13.2.11, si una sucesién (a,),>0 de la forma a,1 := f(a,) (n > 0),
siendo f: (a,b) — R diferenciable, converge a un punto fijo & de f con 0 < |f’ ()| < 1, entonces

lo hace con orden lineal. Por otro lado, si f' (a) =0, dado que

., Gpp1 — O
lim —

n—e gy, — O,

= f'(a) =0,

el orden de convergencia de (a,),>0 @ @ es mayor que lineal. La cuestién en tal caso es cudl
es el orden de convergencia. Dado que la estrategia de “linealizar” a f en un entorno de & no
nos permite determinar dicho orden de convergencia, vamos a recurrir a las herramientas para el
andlisis del comportamiento local de f en torno a o que nos proveen los desarrollos de Taylor de
f en un entorno de «.

El siguiente resultado determina el orden de convergencia de las sucesiones que produce de la
iteracién de punto fijo asociada a una funcién f varias veces derivable.

Teorema 13.2.14 (Orden de convergencia en la iteracién de punto fijo). Sea f : (a,b) — R una
Suncién con un punto fijo a € (a,b). Supongamos que f es k veces derivable en @ y satisface las
condiciones

(o)== 4 (a) =0, /N () £0.
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Sea ap € (a,b) tal que la sucesion (an)n>0, ant1 := f(an), estd bien definida, a, # o para cada
n >0,y converge a o. Entonces (an)n>0 converge con orden k.

Demostracién. Dado que f'(a) = --- = f&~(a) = 0, el polinomio de Taylor py de f de orden

¥ (a)

o (x—a)k.

Sea ry : (a,b) = R, ri(x) := f(x) — pr(x). Tenemos que f(a,) = pr(an) + rr(as), de lo que dedu-

ken aes

pie(x) = flo) +

cimos que
A

X (an— a)k +r(an)

|an+l —(X‘ = |f(an) —f(Ot)| =

Dado que a, # a, dividiendo esta identidad por |a, — a|* resulta

lap+1 — of _ f(k)(a)+ r(an)
la, —alk | k! (an — o)k

El Teorema de Taylor (Teorema 12.2.14) asegura que lim, 4 7(x)/(x — &) = 0. Como (a,)nen
converge a &, vemos que 1im,, .. |r(a,)|/|a, — a|* = 0, y por lo tanto,
jans1 —a _ |f®(a)]

I - 0.
e [an — o[k a7

Esto demuestra que (a,),cn converge a & con orden k. O

Ejemplo 13.2.15 (Método de Halley). Un conocido método para resolver una ecuacion f(x) =0
en forma aproximada es el método de Halley. Si @ € R es una raiz de una funcion f: R — R de
clase C3, el método de Halley consiste en considerar, comenzando en una aproximacion inicial ag

de a, la sucesion (an)n>0 definida por

_ f(aﬂ)f/<an) n
Tl — @ @y 29 (13.11)

(ver [ST95] por una derivacion geométrica del método de Halley y una demostracion de que el

Ap+1 = Ap

método de Halley tiene orden de convergencia ciibico).

En este ejemplo vamos a demostrar que la aplicacion del método de Halley a la ecuacion
x> = a para a € R fijo tiene orden de convergencia ciibico. Para esto, si f : R — R es la funcién

f(x) := x> —a, entonces (13.11) toma la forma

o @-abd) e+
T T 32 (3 —a)(6a,)/2  2a3+a

(13.12)
Supongamos sin pérdida de generalidad que a > 0y sea g : [0, +o) — R la funcion

_ x(x*+2a)
S = e
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Entonces (13.12) resulta de hecho la iteracion de punto fijo definida por
ans1:=g(an) (n=0).

Supongamos que, para cierto ag > 0, la sucesion (a,)n>0 de (13.12) converge a Ja. A fin
de determinar el orden de convergencia de dicha sucesion, de acuerdo con el resultado sobre
el orden de convergencia de la iteracion de punto fijo (Teorema 13.2.14) es necesario analizar
cudntas derivadas sucesivas de g se anulan en /a. Tenemos que

2(x* —a)?
(233 +a)?’

_ 36ax?(x* —a)

() = _ —36ax(8x® — 19ax® +24%)
(2x3 +a)3

g///(x) —
’ (23 +a)*

g (x) =
De la expresion explicita de las derivadas sucesivas de g vemos que
g'(Va)=g¢"(Va) =0, ¢"(Va) =47a #0.

De esto concluimos que, si (a,),>0 converge, converge a </a con orden ciibico.

Ejercicio 13.2.16 (Método de Steffensen). Otro método para resolver una ecuacion f(x) =0 en
forma aproximada es el método de Steffensen. Si o € R es una raiz de una funcion f : R — R
de clase C* y ay es una aproximacion inicial a @, el método de Steffensen consiste en producir la

sucesion (ap)n>o definida por

f(an) o f(an+f(an)) 7f(an).

Anyl i=ay— @)’ glay) == ) (13.13)

1. Sea f:R— R, f(x) :=x>—a. Expresar (13.13) en la forma a, 1 = h(ay) (n > 0) para una

funcion h adecuada.

2. Demostrar que, si converge, la sucesion (ay),>o converge a </a.

3. Demostrar que, si (a,)n>0 converge, entonces, bajo hipdtesis adecuadas, lo hace con orden

cuadrdtico.

Como hemos visto, el resultado sobre el orden de convergencia de una iteracién de punto fijo
(Teorema 13.2.14) asegura que, si converge, el orden de convergencia de una sucesion (a,)nen
de la forma a4 := f(a,) (n > 0) depende directamente de la cantidad de derivadas de f que se
anulan en el punto fijo @ de f al que (a,),>0 converge. En consecuencia, si se trata de aproximar
un punto fijo & € R de varias funciones, a efectos de obtener la sucesién (a, ),cn de la iteracién de
punto fijo con mayor “velocidad” de convergencia a & es conveniente que la sucesion considerada
sea la correspondiente a la funcién para la cual la mayor cantidad de derivadas posibles se
anulen en «. Por ejemplo, a efectos de aproximar +/a es preferible utilizar la iteracién del método
de Halley (Ejemplo 13.2.15) que la del método de Steffensen (Ejercicio 13.2.16).
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13.3. Resolucion de ecuaciones: el método de Newton

El dltimo de los problemas modelo que vamos a considerar en este capitulo es el de la resolucién
de ecuaciones definidas por medio de funciones diferenciables. En tal sentido, vamos a discutir el
método de Newton, que ya hemos considerado a efectos de resolver ecuaciones polinomiales
(Seccién 7.4.2). Dado que la deduccidn del método de Newton en este contexto general es muy
similar a la correspondiente para ecuaciones polinomiales, la recordamos brevemente. Sea f :
(a,b) — R una funcién diferenciable con un cero simple o € (a,b), es decir, un cero ¢ tal que
f'(o) # 0. Dada una aproximacién a de ¢, para valores de x “cercanos” a a tenemos que f(x) ~
f(a)+ f'(a)(x—a), por lo que el cero a de f deberia estar “cerca” del cero de la funcién lineal
x> f(a)+ f'(a)(x—a),esdecir,b:=a— f(a)/f'(a). Por lo tanto, serfa de esperar que la sucesién
(an)nen definida por

_ f(an)
f'(an)

converja al cero o de f en consideracion. Esta es la sucesién del método de Newton aplicado a

(n=0)

ap+1 = dap

la ecuacién f(x) = 0.

Observamos que, si definimos g(x) :=x— f(x)/f’(x), entonces la sucesién del método de New-
ton es la iteracién de punto fijo a1 := g(ay,). Asi reducimos el problema de resolver la ecuacién
f(x) =0 al de determinar puntos fijos de g. En particular, si la sucesién (a,),>0 del método de
Newton converge a ¢ € R, debe ser f'(o)g(o) — f'(a)oe = f(a), y por lo tanto, f(cr) = 0.

Ahora bien, cabe preguntarse por qué el método de Newton es una “buena” reduccion, habi-
da cuenta de que existen diversas reducciones (los métodos de Halley del Ejemplo 13.2.15 y de
Steffensen del Ejercicio 13.2.16 son ejemplos en tal sentido). La respuesta se explica en térmi-
nos de orden de convergencia: es un método “simple” (mds simple que los métodos de Halley y
Steffensen) cuyo orden de convergencia es cuadratico.

13.3.1. El orden de convergencia del método de Newton

A fin de determinar el orden de convergencia del método de Newton, dado que se trata de
una iteracion de punto fijo, podemos aplicar el resultado sobre el orden de convergencia de tales
iteraciones (Teorema 13.2.14). En efecto, dada una funcién f : (a,b) — R de clase C? tal que
flo) =0y f'(a) # 0 para cierto o € (a,b), supongamos que la sucesién (a,),>o del método
de Newton converge a o, comenzando en ag € (a,b). Si g : (a,b) — R es la funcién definida por
g(x) :=x— f(x)/f'(x) (que suponemos bien definida en (a,b)), tenemos que determinar cudntas
derivadas de g se anulan en . Para esto, tenemos que

f10P = fOOf" () fEf" ()
f(x)? frx?

En consecuencia, dado que f(a) =0y f'(a) # 0 por hipdtesis, concluimos que g’ (o) = 0. Apli-

g'(x)=1-

cando el resultado sobre el orden de convergencia de la iteracién de punto fijo (Teorema 13.2.14),
obtenemos el siguiente resultado.
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Lema 13.3.1. Sea f : (a,b) — R una funcion de clase C* tal que f'(x) # 0 para cada x € (a,b).
Sea o € (a,b) tal que f(a) =0y supongamos que la sucesion (ay,),>o del método de Newton
estd bien definida y converge a a. para cierto ay € (a,b). Entonces (ay,),>0 converge con orden al

menos cuadrdtico.

Ejercicio 13.3.2 (El método de Newton para raices dobles). Sea f : (a,b) — R una funcion de
clase C? en (a,b) que tiene una raiz doble en un punto « € (a,b), tal que f'(x) # 0 para cada

x € (a,b)\{a}.

1. Demostrar que, si la sucesion (ap)n>0 del método de Newton converge a o, lo hace con
orden lineal. (Sugerencia: estudiar lim,_, ¢ g'(x).)

2. Sea (by)n>0 la sucesion definida por b1y = b, —2f(b,)/ ' (by) para cada n > 0. Demostrar
que, si (by)n>0 converge a @, lo hace con orden al menos cuadrdtico.

13.3.2. Convergencia local del método de Newton

En la discusién de la seccion precedente partimos de suponer la convergencia de la sucesion
correspondiente. En esta seccion nos proponemos establecer condiciones sobre ag que garanticen
que la sucesién (a,),>o del método de Newton, comenzando en ap, converge a una raiz de la
funcién en consideracién con orden al menos cuadrético.

Para esto, sea f : (a,b) — R una funcién de clase C? en (a,b) tal que existe & € (a,b) con
flo)=0y f'(a) #0. Seaag € (a,b). Si f'(ag) #0y a :=ao— f(ap)/f'(ao), queremos deter-
minar el error a; — & en funcién de ap — a. Tenemos que

f(ao) 1

“ _a:ao_a_f/(ao) ~ f'(ao) (= f(ao) +f"(a0) (a0 — @)
- ﬁ (f(0) = f(ao) — f'(ao) (@ — a)).

Podemos ver a la expresion entre paréntesis en la segunda linea como el desarrollo de Taylor de la
“funcién” f(a) en torno a ag. En consecuencia, por la expresién explicita del error del desarrollo
de Taylor (Teorema 12.2.25) concluimos que existe ¢ en el intervalo int(ag, &) definido por ag y

a tal que
f"(co)

~ 2f"(ao)

Esta expresion es clave a fin de determinar condiciones sobre @y que garanticen que a; estd

a —a (ap— o). (13.14)

bien definido y resulta una mejor aproximacion de @ que agp (comparar con (7.20) para ecuaciones
polinomiales). Dado que queremos que a; — & sea “chico”, necesitamos controlar inferiormente
|f/(ag)| y superiormente |f"”(co)|. Supongamos entonces que la funcién f : (a,b) — R satisface

las estimaciones:
(A) existe p > 0 tal que |f'(x)| > p para cada x € (a,b),

(B) existe y > 0 tal que | (x)| < y para cada x € (a,b).
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En tal caso, de (13.14) deducimos que a; estd bien definido y
Y 2
—al < —lag— al”.
|a1 | =2p |‘10 |

Asimismo, queremos que a; pertenezca al intervalo (a,b) y |a; — o] sea menor que |ag —
para lo cual pedimos que se satisfagan las siguientes condiciones:

(C) sin:=|ap— a|, entonces [« — N, 0.+ 7] C (a,b),
(D) |ap—a| < %

Estas dos condiciones aseguran que a; € (a,b) y |a; — a| < %|ag — /. En efecto,

1 1
lar —af < %|aofa\2: 2(Z|a0a)|aoot < 5lao - al.

Concluimos que |a; — a| < 1, de lo cual, por (C), resulta a; € (a,b). Ademds, tenemos

a1 —a| < lag—a| < 2.

Y
En otras palabras, a; estd bien definido y satisface las condiciones (C) y (D).
Si aplicamos estos argumentos inductivamente, concluimos que la sucesién (a,),>o del método
de Newton, comenzando en ay, estd bien definida y satisface la condicién

1
‘an—H - O“ < *‘an - OC|
2

para cada n > 0. Esto muestra que (|a, — ¢|),>0 converge a 0, es decir, que (a,),>0 converge a
o.. En consecuencia, tenemos que (a,),>0 converge con orden al menos cuadrético (Lema 13.3.1).
Asi, hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 13.3.3 (Convergencia local del método de Newton). Sea f : (a,b) — R una funcion
de clase C* que satisface las condiciones (A) y (B). Sea « € (a,b) con f(a) =0y ag € (a,b)
que satisface las condiciones (C) y (D). Entonces la sucesion (an)n>o del método de Newton,
comenzando en ag, converge a ¢ con orden al menos cuadrdtico.

Ejemplo 13.3.4. Si bien el resultado precedente de convergencia local no es efectivo, en el sentido
de que no nos permite deducir condiciones explicitas de convergencia para una funcion dada, nos
ofrece una “guia” sobre como obtenerlas.

A fin de ilustrar estas ideas, consideramos la ecuacion xInx = 1. Si f:(0,400) — R es la
funcion f(x) :=x1Inx— 1, es fdcil ver que f(1)- f(2) <0, f' es positiva en (e~",+o0) y creciente,
y f" es positiva y decreciente. De esto facilmente deducimos que 1 < f'(x) y 0 < f”(x) < 1 para
cada x € [1,2). Por iiltimo, la funcion g : [1,2] = R, g(x) :=x— f(x)/f’(x) estd bien definida y
g([1,2]) C [1,2]. Concluimos que, si ay € [1,2], la sucesion (an)n>0 del método de Newton estd
bien definida. Argumentando como en el Teorema 13.3.3 vemos que, si o € (1,2) es la solucion
de xInx = 1, entonces |an+1 — | <27 '|a, — &> para cada n > 0. Esto muestra que (a,),>0
converge a o, con orden cuadrdtico.
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Ejercicio 13.3.5. Analizar la convergencia de la sucesion (an)n>0 del método de Newton, comen-

zando en ag € (1,2), a fin de resolver la ecuacion x =2 — e~ .

Ejercicio 13.3.6. Sea f : (a,b) — R una funcién de clase C* que tiene una raiz doble en un punto
o € (a,b). Supongamos ademds que f(x) # 0 para cada x € (a,b) \{a}.

1. Demostrar que existe € > 0 tal que, si 0 < |x — o < &, entonces

IO @3 gy L4
x—af 4 [f"(e)] 3
2. Demostrar que si (00 —€,0+¢€) C (a,b) y ap € (&t — €, 0.+ €), entonces la sucesion (ay)n>1
del método de Newton, comenzando en ag, converge a Q.

Ejercicio 13.3.7. Sea f : (a,b) — R una funcién de clase C* que tiene una raiz doble en un punto
o € (a,b). Supongamos ademds que f(x) # 0 para cada x € (a,b) \ {a}.
Sea (by)n>1 la sucesion definida por byy1 = by, —2f(b,)/f'(by) para cada n > 0.

1. Si by # o, demostrar que existe ¢ € int(by, @) tal que

f(bo) _ —f"(co) +f"(co)(co — @)
f'(bo) 1" (co) '

bop—a—2

2. Demostrar que existe dy € int(co, &) C int(by, o) tal que

bo—a—2 f(bo) _ —fw(d())(d() — 06)2'

' (bo) f"(co)

3. Concluir que existe € > 0 tal que, si by € (0t — €,a + €), entonces la sucesion (bp)n>0,
comenzando en by, converge a Q..

13.3.3. La convergencia global para funciones convexas

El teorema precedente es un resultado de convergencia local: la sucesién del método de Newton
converge cuadraticamente a un cero simple o de una funcién siempre que comience “suficien-
temente cerca’ de «. Desafortunadamente, es sumamente complicado determinar si un punto ag
dado estd “suficientemente cerca” de o como para que la correspondiente sucesion converga. Sin
embargo, como vamos a ver, en ciertos casos es posible obtener resultados de convergencia global

(comparar con el Teorema 7.4.18).

Teorema 13.3.8 (El método de Newton para funciones convexas). Sea f : R — R una funcion de
clase C%. Si f'(x) > 0 para cada x € R, f es convexa en R y tiene un cero o € R, entonces la
sucesion del método de Newton converge a @ para todo ag € R.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que ap > @ y sea (a)n>0 la correspondiente suce-
sion del método de Newton. Argumentando por induccién en n, afirmamos que, si e, :=a, — O
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para cada n > 0, entonces e, > e,+1 > 0 para cada n € N. En efecto, si a, > «, dado que f es
estrictamente creciente, resulta f(a,) > f(a) =0y f’(a,) > 0. En consecuencia,

flan) - flan)

Flan) T frlay) =

Por otro lado, de acuerdo a (13.14) tenemos la siguiente expresion del error

B lf//(cn
2 an)

€ntl =apy1 — O =ap —

~—

e (13.15)

Dado que f”(c,) > 0, ya que f es convexa (Teorema 13.1.17), y f'(a,) > 0, concluimos que
ent1 > 0. Asi, la sucesion (e,),en es decreciente y acotada inferiormente, de lo que concluimos
que converge. Esto a su vez implica que (a,),cn converge, y por ende, que converge a un cero f3
de f. Como f es una funcién estrictamente creciente, su tnico cero es @, y por lo tanto § = a,
como queriamos demostrar.

Supongamos por ultimo que ag < . Entonces, por (13.15), resulta e; > 0, y por lo tanto, a; > «.
Por lo tanto, podemos aplicar el razonamiento del caso ap > a y concluir que la sucesion (ap)n>0
converge a «. O

Ejercicio 13.3.9. Para la ecuacion x Inx = 1 del Ejemplo 13.3.4, demostrar que la sucesion del
método de Newton (ap)n>0 de dicho ejemplo converge a la iinica solucion o de dicha ecuacion

para cada ag > 0.
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14. Integracion definida I: funciones
continuas

El célculo del drea de una figura plana es un problema fundamental de la matemética, con
importantes aplicaciones. En los proximos tres capitulos vamos a discutir el problema del cdlculo
del drea de figuras planas determinadas por el grafico de una funcidn.

Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Supongamos para simplificar que f(x) > 0 para todo
X € [a,b] y consideremos el conjunto

A::{(x,y)ER2:a§x§b,0§y§f(x)}.

Nos proponemos discutir una nocién de drea de A, partiendo de suponer que podemos determinar
el area de rectangulos. Para esto, dando por vélida la aditividad de las dreas (es decir, el drea de la
unién de dos figuras cuyos interiores no se intersecan es la suma de las dreas correspondientes),
consideramos uniones de rectdngulos que “aproximan’ a A en algin sentido. Dado que el conjunto
A es suficientemente “regular”, vamos a ver que el drea de estas uniones se aproxima, cuando
“refinamos” estas uniones de rectangulos subdividiendo la base de cada rectdngulo y ajustando su
altura convenientemente, a un valor comiin, que denominamos el drea de A.

Por la forma particular de A, basta considerar uniones de rectdngulos U}, R; del tipo
Ri:=[xi—1,x] x[0,m;] (1<i<n),

siendo a =: xp < x1 < --- < x,:=b y 1n;:= f(&), donde & es un punto arbitrario del intervalo
[xi—1,x;] para 1 <i<n (verlaFigura 14.1).

Mis generalmente, dada una funcién f no necesariamente positiva en [a,b], a fin de obtener
una extension a la vez operativa y significativa de la nocién de “drea”, vamos a considerar como
“positiva” el drea de los rectdngulos R; contenidos en R? N {y >0}, y “negativa” el drea de los rec-
tangulos R; contenidos en R? N {y < 0}. Con esta extensién de la nocién de drea de un rectdngulo
R;, que vamos a denominar la integral definida de R;, 1a suma de las integrales definidas de los
rectangulos

Ri:=[xi—1,xi]] X [N:,0] 0 R; := [xi—1,x] x [0,7;]

(segtn sea 1; < 0 o M; > 0 respectivamente), como en el parrafo anterior, nos conduce a la nocién
de integral definida de una funcién continua f : [a,b] — R en el intervalo [a, b], que desarrolla-
mos a continuacion.
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y = f(x)

Xo X1 Xy X3 X4 X5

Figura 14.1.: La suma de Riemann de una funcién f : [a,b] — R asociada a una particién P com-
puesta por los puntos xp := a, X1, X2, X3, Xa Y X5 :=b.

14.1. Integracién de funciones continuas

En primer lugar, es necesario definir con cuidado cudles uniones de rectdngulos vamos a consi-
derar y qué significa “refinar” una unién de rectdngulos dada.

Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Las uniones de rectingulos que vamos a considerar
estan definidas en términos de una particion del intervalo [a, D], esto es, un subconjunto finito P :=
{x0,%1,...,%,} C[a,b] tal que a =: xo < xj < -+ < X, := b. Dada una particién P := {x¢,x1,...,X, }
del intervalo [a,b] y una n—upla & := (§;,...,&,) de modo tal que & € [x;_1,x;] para 1 <i<n,
tenemos asociada la suma de Riemann

N

S(f,PE):= ) f(&)Ax;,
i

1

donde Ax; := x; — x;_1 representa la longitud del intervalo [x;—1,x;] para 1 <i < n. A fin de fijar
terminologfa, diremos que E := (£;,...,&,) es una eleccién de puntos de [a,b] para P si & €
[xi—1,%] para 1 < i < n. Observamos que la suma de Riemann S(f,P,E) resulta la suma de la
integral definida de cada uno de los rectdngulos R; := [x;_1,x;] x int(0, f(&;)), donde int(0, f(&;))
es el intervalo cerrado de R cuyos extremos son 0y f(&;).

En lo que sigue, a fin de simplificar la discusién del concepto de integral definida de una funcién
continua, dada una particién P := {xo,xi,...,x,} del intervalo [a,b], vamos a considerar la suma
de Riemann que define una eleccion particular Z de puntos de [a,b] para P: la que consiste en
elegir el punto izquierdo x;_; de cada intervalo [x;_1,x;] (ver la Figura 14.2). Asi obtenemos la
siguiente suma de Riemann L(f, P) asociada a P:

LU P) = Y F1)Av,
i=1
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Estas sumas fueron consideradas por Cauchy, por lo que vamos a denominarlas sumas de Cauchy.

Figura 14.2.: La suma de Cauchy de una funcién f : [a,b] — R asociada a una particién P com-
puesta por los puntos xg := a, X1, X2, X3, X4 y X5 := b.

Ejemplo 14.1.1. Sea f : [0,2] — R la funcion f(x) := x* y sea P, := {x0,X1,...,X,} la particion
de [0,2] definida por x; := 2i/n (0 < i < n). Asi, la particion P, divide al intervalo [0,2] en n
intervalos J; := [2(i—1)/n,2i/n] (1 <i < n) de longitud 2/n. Tenemos entonces que la suma de
Cauchy L(f,P,) estd definida por

n 22 g &
=Y flxic)Ax = 21( )n321—1)2

i=1

Teniendo en cuenta la identidad Y7 i* = n(n+1)(2n+1)/6, vemos que

8 (n—1n(2n—1) 4(2n*—-3n+1)

Es de esperar que, si la particién P es “suficientemente fina”, la suma de Cauchy L(f, P) resulte
una “buena aproximacién” del drea determinada por f en [a,b]. Vamos a “medir” la “finura” de
una particién P := {xp,x1,...,X,} de [a,b] por medio de su norma AP, que definimos como la

longitud del mayor de los intervalos [x;_1,x;] que determina P, esto es,

AP := méax Ax; = max (x; —x;_1).

1<i<n 1<i<n

14.1.1. Diferencias de sumas de Cauchy

En el proceso de obtener aproximaciones cada vez més precisas de la integral definida de una
funcién continua f : [a,b] — R, si una particion P de [a,b] no es suficientemente fina, serd nece-
sario “refinarla”, considerando otra particién Q que subdivida los intervalos que define P. En tal
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14. Integracion definida I: funciones continuas

sentido, dadas dos particiones P, Q del intervalo [a, b], diremos que Q refina a P si P C Q. En tal
caso, esperamos que la suma de Cauchy L(f, Q) provea una “mejor aproximacién” que L(f, P) de
la integral definida de f en [a, b].

Tratdndose de aproximar la integral definida de f en [a,b], podemos considerar sucesiones de
particiones cuya norma tienda a 0. Sea entonces (P,),cn una sucesiéon de particiones tal que
lim,, AP, = 0. La idea es que la sucesién de sumas de Cauchy (L(f,P,)),en converge a la
integral definida de f en [a,b].

Ejemplo 14.1.2 (Continuacién del Ejemplo 14.1.1). Sean n € N y consideremos nuevamente la
suma de Cauchy L(f,P,) de la funcion f: [0,2] — R, f(x) := x? asociada a la particién P, :=
{x0,...,Xy} definida por x; := 2i/n (0 < i < n). Hemos visto que L(f,B,) = 4(2n*> —3n+1)/3n>.
Observamos que AP, =2 /n para cada n € N, por lo que lim,,_,.. AP, = 0. En consecuencia, seria
de esperar que el limite de la sucesion (L(f,P,))nen converja a la integral de f en [0,2], esto es,
que valga la identidad
2 . . 4(2n*-3n+1) 8
[ st tim (7. = g 22D
A fin de determinar si una sucesién de sumas de Cauchy (L(f, B,))qen que satisface la condicién
lim,,_,.. AP, = O converge a la integral definida de f en [a,b] vamos a estudiar el comportamiento
de la sucesion (L(f, P,))nen- Es conveniente realizar este estudio sin hacer referencia al limite de
(L(f,Py))nen, dado que “no lo conocemos”. En capitulos anteriores hemos considerado situacio-
nes de este tipo, en las cuales la convergencia de la sucesién en cuestion se establecia mostrando
que se trataba de una sucesién de Cauchy. Acd vamos a proceder de la misma manera, demostran-
do que (L(f,P,))nen es de Cauchy, lo que requiere analizar el comportamiento de una diferencia
del tipo
IL(f, Pa) = L(f, P)]. (14.1)

Vamos a estimar esta diferencia en términos del médulo de continuidad de f en [a,b] (ver
la Seccion 10.3.1). Recordamos que el médulo de continuidad de una funcién (uniformemente)
continua f : [a,b] — R es la funcién @(f) : [0,+c0) — R definida por

o(f:8) := max{|f(x) — (3) : x,y € [a,b], [t — y| < &},
Las tres propiedades que vamos a utilizar son las siguientes (ver el Ejercicio 10.3.10):
= @(f) es continua en 0,
= o(f) es una funcién creciente y acotada.
El primer paso es estimar (14.1) en el caso de dos sumas de Cauchy con P C Q.

Proposicion 14.1.3. Si P,Q son dos particiones de [a,b] tales que P C Q, entonces |L(f,P) —
L(f,Q)| < o(f;AP)(b—a).

Demostracion. Supongamos, para fijar ideas, que P = {xo,x,} y O = PU{x1,...,x,—1} cona =:
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14.1. Integracion de funciones continuas

Xxo < x1 < -+ <x,:=b. Entonces

™=

\L(f,Q) — L(f.P)| (xi-1)Ax; — f(a)(b—a)

Il
-

™=

f
o)A~ Y fla)Ac
i=1

| < imxil)—f(a)m

1

Dado que los puntos x;_; (1 <i<n)y a pertenecen al intervalo [a,b], tenemos que |f(x;i—1) —

f(a@)| < o(f;b—a) para 1 <i < n. En consecuencia,
IL(f,0) —L(f,P)| < Zw(f b—a)Axi = o(f;b—a)(b—a). (14.2)

Supongamos ahora que #(Q) —#(P) =my sea Q\ P = {ri,...,rn}. Sea [x;_1,x;] el primero
de los intervalos que define P que resulta subdividido por Q, y supongamos que x;—1 < r; <
.. <rj_1 <x; <rj, de forma tal que el intervalo [xi—1,x;] resulta subdividido por Q en la forma
Xi—1,x]) = [xi—1,7] U [r1,m2] U---U[rj_1,x;]. Cuando estimamos la diferencia entre el sumando
f(xi—1)Ax; en L(f,P) y la suma Zizlf(rk_l)Ark en L(f,0Q) (lamando ry :=x,_1 y rj := Xx;),
dado que los puntos x;_1, r,—1 (1 <k < j) pertenecen al intervalo [x;_1,x;], aplicando (14.2) en el
intervalo [x;_1,x;] vemos que

J
Fio)Axi— Y f(re—1)Are| < o(f3 Axi)Ax;
k=1

Argumentando de esta manera en cada intervalo [x;_,x;] tenemos que

M:

L(f.0)~L(f.P)| < Y o(f o(f:AP)Ax; = (f: AP)(b— ).
i=1

Il
—_

Esto completa la demostracion. O
Ahora podemos pasar a estudiar la diferencia entre dos sumas de Cauchy arbitrarias.

Corolario 14.1.4. Si Py Q son dos particiones de |a, b, entonces

IL(f,P) = L(f, Q)| < 20(f;max{AP,AQ})(b —a).

Demostracion. Observamos que PU Q es una particién de [a,b] que refina tanto a P como a Q. En
consecuencia, de acuerdo con la proposicién anterior tenemos que

IL(f,P)—L(f,Q)| < [L(f,P) = L(f,PUQ)|+ |L(f,PUQ) — L(f,0)|
< o(f;AP)(b—a) + o(f;A0)(b—a).

Por la monotonia de @(f) vemos que resulta @(f;AP) < o(f;max{AP,AQ}) y o(f;AQ) <
o(f; max{AP,AQ}). Combinando estas desigualdades deducimos el corolario. O

Ejemplo 14.1.5 (Continuacién del Ejemplo 14.1.1). Consideremos nuevamente las sumas de

305



14. Integracion definida I: funciones continuas

Cauchy L(f,P,) correspondientes a la funcion f :[0,2] — R, f(x) :=x? y la particién P, :=
{x0,...,Xn} definida por x; := 2i/n (0 < i < n). Fijemos n,m € Ny estudiemos la diferencia entre
las correspondientes sumas de Cauchy. Tenemos que

(2m*> —3m+1) 4(2n>=3n+1)  4B3mn—m—n)(m—n)

4
L(f,Pn) = L(f, ) = 3 - e = ey . (14.3)

Argumentando como cuando determinamos el mddulo de continuidad de f en [0,1] (Ejemplo
10.3.8) es fdcil ver que, si § <2, entonces ®(f,0) = (4—06)8. Supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que m > n. Dado que AP,, =2/m 'y AP, = 2/n, tenemos que

2

20(f, max{AP,,, AP, })(2 —0) = 2<4— n) %(2—0) — 162"

-1
n2

. (14.4)

Comparando (14.3) y (14.4) concluimos que

2n—1
2

4m
\L(f,Py) — L(f,P)| < <16~

= 20(f, max{AP,,, AP, })(2 —0),

es decir, nuestra estimacion de la diferencia de dos sumas de Cauchy (Corolario 14.1.4) se satis-

face en este caso.

Sumas inferiores y superiores

Una forma de estimar el valor absoluto de la diferencia entre las sumas de Cauchy de una
funcién continua f : [@,b] — R asociadas a dos particiones dadas es por medio de aproximaciones
por “defecto” y por “exceso”.

Sea P := {xo,...,X,} una particién del intervalo [a,b]. Una forma simple de obtener estimacio-
nes por “defecto” es elegir cada punto & como el minimo de f en [x;_;,x;] para 1 <i < n. De
esta manera, obtenemos la suma inferior s(f,P) asociada a la particién P, esto es, la suma de

Riemann

S(f7P) = imiAxia
i=1

donde m; := min{f(x) : x € [x;_1,x]} para 1 <i < n. Andlogamente, si elegimos & como el
maximo de f en [x;_1,x;] obtenemos la suma superior S(f, P), definida por

S(faP) = MiAX,',

n
i=1

siendo M; := méax{f(x) : x € [xi_1,x;]} para 1 <i <n (ver la Figura 14.3).

Estos dos niimeros tienen “buenas” propiedades matemdticas, pero malas propiedades desde el
punto de vista computacional: requieren el calculo del minimo m; y el maximo M; para 1 <i < n.
Podemos sin embargo estimar el drea determinada por f en [a,b] por medio de la suma inferior y
la suma superior asociadas a una particion dada, como pedimos demostrar a continuacion.

Ejercicio 14.1.6. Sea f : [a,b] — R una funcién continua y sea P una particion de [a,b).

1. Demostrar que s(f,P) < L(f,P) < S(f,P).
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14.1. Integracion de funciones continuas

Xo X1 Xy X3 X4 X5

Figura 14.3.: La suma inferior y superior de una funcién f : [a,b] — R asociada a una particién P
compuesta por los puntos xg := a, X1, X2, X3, X4 Y X5 := b.

2. Demostrar que si Py Q son particiones de [a,b] tales que P C Q, entonces

s(f.P) <s(f,Q) y S(f.P)=5(f,0).

Concluir que si Py Q son dos particiones arbitrarias de [a,b], entonces

s(f,P) < S(£.0).

(Sugerencia: demostrar que s(f,P) < s(f,PUQ) < S(f,PUQ) < S(f,0Q).)

3. Sea (P,)nen una sucesion de particiones de |a,b) tales que P, C P,y para cada n € N.
Demostrar que (s(f,P,))nen es creciente, (S(f,P,))nen es decreciente y ambas sucesiones
son acotadas.

4. Concluir que las sucesiones (s(f,Py))nen Y (S(f,Pr))nen convergen.

Ejemplo 14.1.7 ([PS78, pagina 47]). Consideremos la funcién f : (0,+) — R, f(x):=1/x>y
sean 0 < a < b. Para n € N fijo, sea P, := {xy,...,x, } una particion arbitraria de [a,b]. Dado que
[ es decreciente, tenemos que m; := f(x;) y M; := f(xj—1) para i =1,...,n. En consecuencia, la
suma inferior s(f,B,) y superior S(f,P,) asociadas a P, estdn dadas por

USRS WITINES Y-SR WITRITVES o8
i=1 i=1

i=1Xi-1
Dado que x* | < xi_1x; < x? parai=1,...,n, concluimos que
LAY G Axg L Ax;
sz <Zx X‘<Zx2
=1t =1 = b
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Asimismo,

Por lo tanto, para cada n € N tenemos que

1 1
S(f,Pn) < E - B < S(f7pn)

Por otro lado, a fin de estimar la diferencia entre ambas sumas, tenemos que
L 1 1 ! 1 1 1 1
S(fyP)—s(fP) =) Axi| 59— — — | < max Ax; — —— | =AR| 5 —— |-
(fa n) S‘(f, n) ; l<xi2—1 x12> = lgigxn li:l (xiz—l xi2> "(az b2>

En consecuencia, si lim AP, = 0 deducimos que
n—»eo

. . 11
lim s(f,P,) :r}glgoS(f,P,,) =y

n—yoo b

Ejercicio 14.1.8 ([PS78, pigina 47]). Sear € N, r > 2, sea f:(0,40) = R, f(x):=x""y sean

0<a<b. Sea P, :={xy,...,x,} una particion arbitraria de [a,b).
T Ax; ( 1 1 1 >
1. Demostrar que s(f,P) < + -+ — ) <S(f,P).
q (f,P) 1:21 1 xlr_lel xir_zxi{l xix,'r:ll (f,Fn)

2. Demostrar que

Z Ax; 1 " 1 gy 1 _ 1 1 1
et | xl.r_lxl-fl x= x2_ xixir__ll T r—1\a! b1 )"

i=1 i i

3. Concluir que si 1im AP, = 0, entonces
n—soo

1 1 1
lim s(f,P,) = lim S(f,P,) = ( )
n—oo n—oo

r—1\a~1 pr1

14.1.2. Laintegral definida de una funcién continua

Habiendo estudiado el comportamiento de las sumas de Cauchy, podemos pasar al concepto
central al que estamos apuntando: el de la integral definida de una funcién continua. La idea intui-
tiva es que, cuando la norma de las particiones tiende a 0, las correspondientes sumas de Cauchy
convergen a la integral definida de f en [a,b]. Claro que no podemos tomar “limite” cuando la
norma de las particiones tiende a 0, dado que no tenemos una funcién “suma de Cauchy” que
dependa de la variable “norma de la particion”. Para evitar este inconveniente, vamos a considerar
sucesiones de sumas de Cauchy (L(f,P,))en con lim,_,. AP, = 0.

Por supuesto, hay que demostrar que el limite de una sucesién de sumas de Cauchy (L(f, P,))nen
tal que 1im,_,.. AP, = 0 existe y no depende de la sucesién en consideracién. Este es el objetivo de
los resultados que siguen a continuacion.
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14.1. Integracion de funciones continuas

Lema 14.1.9. Sea (P,)qen una sucesion de particiones de [a,b] con lim, AP, =0y sea f :

[a,b] — R continua. Entonces la sucesion (L(f,P,))nen converge.

Demostracion. Como habiamos sefialado en la seccidn anterior, vamos a demostrar que la suce-
sién (L(f,P,))nen es de Cauchy. Sea € > 0. Nuestra estimacion sobre la diferencia de dos sumas
de Cauchy (Corolario 14.1.4) asegura que

IL(f, Pn) = L(f Bn)| < 20(f; max{AF,, AP, }) (b —a).

Dado que (AP,),en converge a 0y o(f;8) es continua con @(f;0) = 0, existe np € N tal que si
n > ny, entonces (f;AP,) < €. En consecuencia, para n,m > ng tenemos que

\L(f,Py) — L(f,Pn)| < 2¢(b—a).

Esto muestra que la sucesién (L(f,P,))uen es de Cauchy, y por ende, converge. O

El siguiente paso es demostrar que el limite de (L(f, P,))nen es independiente de la sucesion de
particiones en consideracion.

Lema 14.1.10. Sean (P,)nen Y (On)nen dos sucesiones de particiones de [a, b] tales que lim,,_,.. AP,
=1lim, . AQ, =0y sea f : [a,b] — R continua. Entonces (L(f,P,) — L(f,0n))nen converge a 0.

Demostracion. Sea € > 0. Dado que las sucesiones (0(f;AP,))uen Y (0(f;AQn))nen convergen
a0, existe np € N tal que max{w(f;AP,), w(f;AQ,)} < € sin > ng. La estimacién de la diferencia
de dos sumas de Cauchy (Corolario 14.1.4) asegura que

IL(f,Pn) = L(f,0n)| < 20(f;max{AP,,AQ,})(b—a)

para cada n € N, de lo que concluimos que |L(f,P,) — L(f,0On)| < 2&(b—a) si n > ng. Esto
concluye la demostracién. O

De los Lemas 14.1.9 y 14.1.10 tenemos que, si f : [a,b] — R es una funcién continua, el 1imite
de cada sucesion (L(f,P,))nen de sumas de Cauchy con lim,,_,. AP, = 0 existe y no depende de
la sucesidn en consideracién. Dicho limite es lo que definimos como la integral definida de f en
el intervalo [a, b].

Definicién 14.1.11 (Integral definida). Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Definimos la
integral ff f(x)dx de f en [a,b] como el limite de cualquier sucesion de sumas de Cauchy
(L(f,Py))nen de f en [a,b] tal que lim,_,c AP, = 0.

Teniendo en cuenta nuestra discusién al comienzo del capitulo, si f(x) > 0 para cada x € [a,b],
entonces diremos que la integral definida de f es el area de la region

A={(x,y)eR*:a<x<bh,0<y< f(x)}
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Tabla 14.1.: Las sumas de Cauchy L, :=L(f,P,) de (14.5) y el error A, := | fol % —L,|.

n L, A,
1000 | 0.6933972424 | 0.0002500618
2000 | 0.6932721985 | 0.0001250179
3000 | 0.6932305237 | 0.0000833431
4000 | 0.6932096855 | 0.0000625049
5000 | 0.6931971798 | 0.0000499992

Ejemplo 14.1.12. Consideremos la funcion f :[1,2] = R, f(x) :=1/xYy la sucesion de particiones
(Py)nen definida por

Pyi= oy w1 = ”T“ (0<i<n).
Para cada n € N, obtenemos que
n () n n 1 n 1
L(f’P”):Zf(xf*I)Ax”:Zn+i—1'Z:Zn+i_1' (14.5)

i=1 i=1
Dado que AP, = 1/n para cada n € N, tenemos que limy,_,.. AP, = 0, y por lo tanto
D 1
Iim L(f,P,) = /1 —dx.

A fin de determinar este limite, siguiendo [PS78, pdgina 235] observamos que, si definimos H,, :=
14+1/2+---+1/npara cada n € N, entonces

Y 1 :H2— —H, _ _1+1+1+1+...+1_<2+2+...+2>
i1 et 2734 m—1 \2 4 22
RS SV S SR S
273 4 2n—1

Dado que el iltimo término es el polinomio de Taylor de orden 2n— 1 de la funcién In : (0, +o0) —
R en 1, especializado en x =2 (ver el Ejercicio 12.2.18), por la expresion del error de la aproxi-

macion de la funcion In por dicho polinomio concluimos que

L2 1 2]
,}1_{2;”4_1__1 :1n2:./1 ;dx.

De todas maneras, cabe destacar que dicha convergencia al limite 0,6931471806... es extrema-
damente lenta, como puede apreciarse en la Tabla 14.1.

Ejercicio 14.1.13. Demostrar que

b b b2 2 b b3 3 b
/aldx:bfa, /dex:?f%, /Qx2dx:?f%, /aexdx:ebfe“.

310



14.1. Integracion de funciones continuas

Sugerencia: estudiar 1im L(f,P,), siendo P, := {x(()"), ... ,xﬁ,n)}, xﬁ”) =a+i(b—a)/n(0<i<n).
n—ro0

Desigualdades de integrales definidas que involucran funciones convexas

El hecho de que la integral definida de una funcién continua se obtiene como el limite de una
sucesioén de sumas de Cauchy nos permite obtener desigualdades para integrales a partir de de-
sigualdades “discretas”. Vamos a ilustrar este “principio” obteniendo un andlogo integral de la
desigualdad de Jensen.

Sea g : [a,b] — R una funcién convexa. Recordamos la desigualdad de Jensen (Ejercicio
13.1.10): si xy,...,x, € [a,b] y 61 >0,...,6, >0con 6; +---+ 6, = 1, entonces

g(O1x1+ -+ 6pxy) < 01g(x1) + -+ 08 (xn)- (14.6)

Sean f: [a,b] = Ry g: [c,d] — R funciones continuas tales que go f estd bien definida y g es
convexa. Fijemos n € N, sea P, := {x,...,x,} una particién de [a,b] y consideremos la suma de
Cauchy

LB = Y f1)Av
i=1

Dado que b—a =Y | Ax;, si dividimos la suma de Cauchy L(f,P,) por b —a podemos expresarla
en una forma adecuada para aplicar la desigualdad de Jensen:

Ax;

Bif(x,-,l)7 con Gi = h—a

(I1<i<n).

-

1
EL(.}C7 p) =

i=1

Teniendo en cuenta que g es convexa, de la desigualdad de Jensen (14.6) deducimos que

(Lf, ) ZB(gOf Xi- 1)—1,1

i(gOf)(xH)Ax,-. (14.7)

a3

Observamos que la sumatoria del término de la derecha en (14.7) es la suma de Cauchy L(go f, F,).
Siendo f'y go f continuas en [a,b], si (P,),cN s una sucesién de particiones con lim,_,. AP, =0,
tomando limite en ambos miembros de (14.7) deducimos el siguiente resultado.

Teorema 14.1.14 (Desigualdad de Jensen integral). Sean f: [a,b] = Ry g: [c,d] = R funciones

continuas tales que go f estd bien definida y g es convexa'. Entonces

o [ ) < 7 [Mtgo (148)

Ejercicio 14.1.15 (Desigualdad de Steffensen). Sean f,p : [a,b] — R funciones continuas tales
que p(x) > 0 para cada x € [a,b] y sea g : [c,d] — R una funcién convexa tal que la composicion
go f estd bien definida.

ICabe destacar que una funcién convexa g : [a,b] — R es necesariamente continua en (a,b) y se pueden redefinir sus
valores en a y b de modo que resulte continua en [a,b] (ver, por ejemplo, [NP06, §1.3]), por lo que la hipétesis de
continuidad de g no es esencial.
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1. Sea P := {xo,...,xn} una particion de la,b]. Si p; :== p(x;) y fi := f(xi) para 1 <i<n,
demostrar que

<p1f1+"'+Pnfn> < p1g<f1)+"'+Png(fn)
Pt ) pitotm

2. Deducir la siguiente generalizacion de la desigualdad de Jensen integral (14.8):

<f;’p<x>f<x>dx> _ I p(x) (g0 ) (x)dx
8 b = b :
J7 p(x)dx J2 p(x)dx

Otra desigualdad importante que habiamos demostrado mediante argumentos de convexidad es
la desigualdad de Holder (Ejercicio 13.1.22): dados xi,y1,...,Xn,yn E Ry p,g>1con 1/p+
1/g=1,

w1y < (ol l?) P () (14.9)

El propésito del siguiente ejercicio es obtener un andlogo integral de dicha desigualdad.

Ejercicio 14.1.16 (Desigualdad de Holder integral). Sean f,g : [a,b] — R funciones continuas y
sean p,q>1lconl/p+1/g=1.

1. Si P:={xo,...,xn} es una particion de [a,b), f; :== f(x;) y gi:= g(x;) para 1 <i<n,
demostrar que

fig1+-+ fugn < (|f1|1’+~~-+|fn|")1/"(|g1|‘1+~-~+|gn\‘1)1/q.

2. Deducir la siguiente version integral de la desigualdad de Holder:

[ reostar < ( [ f(X)I"dX> h ( [ |g<x>qu) T o)

Cabe destacar que, en el caso p = g = 2, la versién integral de la desigualdad de Holder (14.10)

toma la forma
1/2

/abf(x)g(x)dxé </abf(x)2dx>Uz(/fg(x)zdx) : (14.11)

y se conoce como la version integral de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Ejercicio 14.1.17. Demostrar que [ \/senxdx < /2.

Para concluir esta seccién, en el ejercicio a continuacién discutimos otra desigualdad impor-
tante, que es de hecho la versién integral de la siguiente desigualdad de Minkowski (Ejercicio
13.1.23):si p > 1y x1,y1,...,%1,Yn € R, entonces

n 1/p n 1/p n 1/p
(2|xj+y,-|") <(2|x,~|ﬂ) +(2|yj|f’) |
Jj=1 Jj=1 J=1
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Ejercicio 14.1.18 (Desigualdad de Minkowski). Si f, g : [a,b] — R son dos funciones continuas y

p > 1, demostrar que

( /a-bf(X)-i—g(xNde);’ S ( /a.b|f(x)pdx>1/p+ < Ab|g<x)|de> "

14.2. Propiedades de la integral definida

Al comienzo de la discusién sobre el concepto de integral definida hemos dicho que buscabamos
una nocién “operativa” de integral. En tal sentido, establecemos una serie de propiedades de las
integrales definidas, comenzando por la aditividad.

Proposicion 14.2.1 (Aditividad de la integral definida). Sea f : [a,b] — R una funcion continua.
Si ¢ € (a,b), entonces

b c b
/ F(x)dx = / F)dx+ / F(x)dx.
a a C
Demostracion. Sea (P,),en una sucesion de particiones de [a, b] con 1im,,— AP, = 0. Dado que
0, :=P,U{c}= {x(()n),x(lw e 7x§::117c,x§:>, e ,xE,Zl)}
refina a P, para cada n € N, resulta 1im,_,.. AQ,, = 0. Por lo tanto, si
Q) = {xgl),xgn), .. 7x§:)71 .}, Q)= {c7x§:), . ,x,(,:l,z},

tenemos que (Q))nen ¥ (Q))nen son sucesiones de particiones de [a,c| y [c,b] respectivamente,
cuyas normas tienden a 0, tales que

L(f,Qn) = L(f,Qn) +L(f, Q)

para cada n € N. Por lo tanto, tomando limite en la identidad precedente, obtenemos que

/bﬂx)dx: lim L(£,0,) = lin L(£.0,) + lim L(£.0}) = [ f(x)dx-+ / f(x)dx.

a

Esto completa la demostracion. O
Ejercicio 14.2.2. Seaa >0y f: [—a,a] — R una funcién continua.
1. Demostrar que si f es impar, entonces [“, f(x)dx = 0.

2. Demostrar que si f es par, entonces [, f(x)dx =2 [¢ f(x)dx.

14.2.1. Propiedades aritméticas de la integral definida

Las propiedades aritméticas de la integral definida pueden resultar ttiles a efectos de combinar
resultados conocidos.
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14. Integracion definida I: funciones continuas

Proposicion 14.2.3 (Propiedades aritméticas de la integral definida). Sean f,g : [a,b] — R dos

funciones continuas. Entonces:

1. Paratodo A € R, fub/'l,f(x)dx:lf:f(x)dx.

2. [2(f+8)(x)dx = [} f(x)dx+ [ g(x)dx

Demostracion. Ambas propiedades son consecuencias inmediatas de la correspondiente propie-
dad para sumas de Cauchy. En efecto, sea (P,),en una sucesién de particiones de [a,b] con
lim,,_, AP,, = 0. Entonces, para cada n € N, valen las identidades

L(A’fvpn) = 2’L(faP}’l)’
L(f+gP) =L(f,P) +L(g,Pn)
De la primera identidad concluimos entonces que
/Af m L(Af,Py) = 2 lim L(f. P, ;L/fx)dx

Asimismo, por la segunda identidad tenemos que

b
/ (f+8)()dx = lim L(f +g.P,) = lim L(f, P,) + lim L(g. ) _/ dx+/
a n—reo
Esto completa la demostracién de la proposicion. O

Ejemplo 14.2.4. Supongamos que queremos calcular las integrales definidas
b 4
S:= / sen®xdx y C:= cos® xdx.
a a

Observamos que es mds fdcil determinar S+C 'y S — C. En efecto, por las propiedades aritméticas

de la integral definida (Proposicion 14.2.3) tenemos que
b b
S+C= / (sen’ x4cos’x)dx y S—C= / (sen’ x — cos” x)dx.
a a
Dado que sen® x4 cos’ x = 1, concluimos que
b
S+C=/ ldx=b—a.

a

Por otro lado, por la regla de Barrow (Corolario 0.3.6) tenemos que

(sen x+cos x)2 |”

b
S—C:/ (senx—cos x)(sen x+cos x)dx = — >
a

a

Observamos que (sen x + cos x)2 =1 +2senxcos x, de lo que deducimos que

S—C=—cosbsenb+cosasena=—sen(b—a).
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14.2. Propiedades de la integral definida

En consecuencia, vemos que

b b— 1 b b— 1
/ sen’xdx= 2% —sen(b—a) y / cosxdx = -2 ¢ —sen(b—a).
a 2 2 a 2 2

Ejercicio 14.2.5. Demostrar que si f : [a,b] — R es una funcién polinomial de grado menor o
igual que 2, entonces

Lbf(x)dxzbga<f(a)+4f(a+b)+f(b)>. (14.12)

2

(Sugerencia: observar que basta con demostrar (14.12) para las funciones 1, x y x.)

14.2.2. Monotonia de la integral definida

Por tltimo, una caracteristica fundamental de la integral definida es su monotonia, que expre-
samos en el siguiente enunciado.

Proposicion 14.2.6 (Propiedades de orden de la integral definida). Sean f,g : [a,b] — R dos
funciones continuas. Valen las siguientes afirmaciones:

1. Si f(x) < g(x) para cada x € [a,b], entonces fab flx)dx < fabg(x)dx. En particular, si f(x) >
0 para cada x € [a,b), entonces [” f(x)dx > 0.

2| 2 Fx)d] < f21 ()

Demostracion. A fin de demostrar la primera afirmacion, sea (P, ),ecn una sucesién de particiones
de [a,b] con lim,_, AP, = 0. Dado que L(f,P,) < L(g,P,) para cada n € N, concluimos que

b b
/ f(x)dx=lm L(f,P,) < lim L(g,P,) = / g(x)dx.
a n—roo n—yoo a
Consideramos ahora la segunda afirmacién del enunciado. Dado que
—f) < fx) < |f(x)]

para cada x € [a,b], del item anterior se deduce que

b b b
- [rwiar< [ rwax< [irwlax
a a Ja
Esto completa la demostracion. O

Ejemplo 14.2.7 (Desigualdad de Hadamard). En este ejemplo aplicamos las propiedades de la in-
tegral definida a fin de obtener una estimacion fundamental de la integral de una funcion convexa,
conocida como la desigualdad de Hadamard.

Sea f : [a,b] — R una funcidn convexa y continua y sea x € [a,b]. Tenemos entonces que existe
t € [0,1] tal que x = (1 —t)a+tb. Por lo tanto,

f(x)=fta+(1—=1)b) < (1—1)f(a)+1f(b).
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Integrando ambos miembros de esta desigualdad, la monotonia de la integral definida (Proposi-
cion 14.2.6) y sus propiedades aritméticas (Proposicion 14.2.3) aseguran que

o s = [t -p)ar < [us@-+ - - L0,

Por otro lado, la aditividad de la integral definida (Proposicion 14.2.1) implica que

bia/abf(x)dx—(/wf(x dx+/ Flx dx>:
2/ <a—|—b ) 2/ <a—|—b+tb a))dt2f<a—£b>.

En resumen, tenemos la desigualdad de Hadamard (o la desigualdad de Hermite—Hadamard;
ver, por ejemplo, [NP06, §1.9]):

f<“‘2H7> < bia/abf(x)dxg M.

14.3. Aproximacion de la integral definida y estimacion del
error

Como se puede apreciar en los ejemplos que hemos considerado hasta aqui, la integracion de-
finida es un proceso limite que, de acuerdo con la funcién en consideracidn, puede resultar suma-
mente complicado. Si bien vamos a desarrollar herramientas que nos permiten simplificar en algu-
nos casos dicho proceso, estas herramientas son aplicables a “pocas” funciones (aunque incluyen
casos importantes). Por lo tanto, es necesario considerar aproximaciones de la integral definida, lo
que debe ser acompafiado del andlisis del error correspondiente. En esta seccién vamos a analizar
el error que cometemos al aproximar la integral definida por sumas de Cauchy y a considerar un
método alternativo de aproximacion de la integral definida, el método de los trapecios. Dichos
andlisis del error utilizan un resultado sumamente ttil para estimar integrales definidas, el Teorema
del valor medio para integrales, que discutimos a continuacién.

14.3.1. EIl Teorema del valor medio para integrales

Asi como el Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4) resulta una herramienta fundamental
a fin de obtener estimaciones globales para funciones diferenciables, en esta seccién vamos a
obtener una herramienta andloga, ¢l Teorema del valor medio para integrales, que nos va a
permitir estimar la integral definida de funciones continuas.

Teorema 14.3.1 (Teorema del valor medio para integrales). Sea f : [a,b] — R una funcién conti-

nua. Entonces existe ¢ € |a,b] tal que

[ 1= pieo-a)
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Demostracion. Seam :=min{f(x):a<x<b}yM :=max{f(x):a <x<b}. Tenemos entonces
que m < f(x) < M para cada x € [a,b]. En consecuencia, por la monotonia de la integral definida
(Proposicién 14.2.6), concluimos que

b 1 b 1 b
— < — < — =M. .
m bfa/a mdx < bfa/a fx)dx < bfa/a Mdx=M (14.13)

Dado que m y M son dos valores de la imagen de f, por el Teorema de los valores intermedios
(Teorema 8.1.7) deducimos que existe ¢ € [a,b] tal que ;1 [, " f(x)dx = f(c). Esto concluye la
demostracion. |

Una consecuencia inmediata de (14.13) es la siguiente estimacion.

Corolario 14.3.2. Sea f : [a,b] — R una funcion continua 'y sean m,M € R tales que m < f(x) <M
para cada x € |a,b). Entonces

m(b—a) < /abf(x)dx <M(b—a).

En el siguiente ejercicio consideramos una generalizacion del Teorema del valor medio para
integrales que suele ser ttil a efectos de estimar ciertas integrales definidas.

Ejercicio 14.3.3 (Teorema del valor medio generalizado para integrales). Sean f,g: [a,b] = R
funciones continuas tales que g : [a,b] — R no cambia de signo en |a,b).

1. Demostrar que existe ¢ € [a,b] tal que / f)gx)dx= f(c) / g(x)dx

2. Mds generalmente, si h : [a,b] — [a,b] es una funcidn tal que f o h es continua, demostrar

que existe ¢ € (a,b) tal que
b b
/a (foh)(x)g(x)dx= f(c) / g(x)dx.

14.3.2. Aproximacion por sumas de Cauchy

Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Sabemos que, si (L(f, P,))neN € una sucesion de sumas
de Cauchy de f en [a,b] con lim AP, = 0, entonces
n—oo

th (f,B) / f(x)dx.

Ahora bien, cabe preguntarse por la velocidad con la que ocurre dicha convergencia.
Supongamos que f es de clase C' en [a,b] de modo que |f’(x)| < M para cada x € [a,b] y

consideremos la suma de Cauchy L(f,P,) asociada a la particién P, := {xo,...,x,} definida por

xi:=a+i(b—a)/n (0 <i<n).Queremos determinar cudn rdpido converge a 0 la diferencia

A, = /abf(x)dfo(f,Pn)
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Para esto, siguiendo [Mur80], tenemos que

i(/ f@x)dx— f(xi-1) > ZA” f(x) = f(xio1))dx

El Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4) asegura que, para cada i € {1,...,n} y cada x €
(xi—1,xi), existe ¢y € (x;—1,%;) tal que

f@) = fxion) = f(exr) (x—xia).

La funcién x — ¢, no es necesariamente continua en [x;_1,x;], pero la funcién x — f”(cy) si lo es
en dicho intervalo. Asf, el Teorema del valor medio generalizado para integrales (Ejercicio 14.3.3)
asegura que, para cada i € {1,...,n}, existe ¢; € (x;_1,x;) tal que

Xi Xi — Xi— 2 , —a)?
/ f flxie 1)) x:f/(c,')/x (xfx,;l)dx:f'(c,‘)%:f (Ci)%'

i—1
Por lo tanto,

(b—a)’

n
< e <

(x, l))

En conclusion, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 14.3.4. Sea f : [a,b] — R una funcion de clase C! tal que |f'(x)| < A para cada x €
[a,b]. Si B, :={x0,...,Xs} es la particion x; :== a+ ( (0 <i<n), entonces

(b—a)2
2n

o —r(f.m)| < m

Ejemplo 14.3.5. Consideremos nuevamente la funcion f : [1,2] = R, f(x) := 1/x del Ejemplo
14.1.12. Fijemos n € N. Si P, := {xo,...,x,} es la particion x; := (n+1i)/n (0 < i <n), entonces
habiamos demostrado que

1 1 1 1

L(f, ,,) 1—*+§—Z+ +2n_1.

El Teorema 14.3.4 asegura que, dado que |f'(x)| < 1 para cada x € [1,2], resulta

2ldx L(f,B,) <i
1 ’ ~2n

Si se compara esta estimacion con los errores listados en la Tabla 14.1, se observa que

21 1
d —L N —.

Ejercicio 14.3.6. Para las integrales del Ejercicio 14.1.13, obtener estimaciones del error que se
comete al aproximarlas por las sumas de Cauchy definidas como en el Teorema 14.3.4.
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14.3.3. Aproximacion por el método de los trapecios

Sea f : [a,b] — R una funcién continua y sea P := {xo,...,x,} una particién del intervalo
[a,b]. La idea que subyace a las sumas de Cauchy es que, si la norma AP de la particién P es
“suficientemente chica”, entonces la integral definida de f en el intervalo [x;_;,x;] se aproxima
“bien” por la del rectdngulo de [x;_1,x;] x int(0, f(x;_1)). Es decir, suponemos que

Xi
/ f(x)dx ~ f(x,-,l)Axi.
JXi—1

Sin embargo, también es posible aproximar dicha integral por el drea del trapecio definido por los
puntos (0,x;—1), (0,x;), (xi—1, f(xi—1)) vy (xi, f(x;)) (ver la Figura 14.4), es decir,

i F)dx ~ flxiz1) + f ()

Ax;. 14.14
i 3 (14.14)

Xi—1 Xi

Figura 14.4.: La aproximacion de la integral definida de una funcién f : [x;,_1,x;] — R por el drea
del trapecio correspondiente.

El objetivo de esta seccion es discutir el correspondiente método de aproximacion de la integral
definida de f, el método de los trapecios, y estimar el error que cometemos en dicha aproxima-
cion. Comenzamos con una estimacién del error en (14.14).

Ejercicio 14.3.7. Sea f : [r,s] — R una funcion de clase C* en [r,s] y sea p € R[x] el polinomio
que interpola a f en los puntosry s.

1. Demostrar que /Spl(x)dx: M(sfr).

2. Por las estimaciones del error de interpolacion (Ejercicio 12.2.8) tenemos que, para cada

x € (), existe ¢ € (r,s) tal que

£ = pi(3) = 57" (e r—r) (e —s).
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Integrar esta expresion y concluir que existe ¢ € (r,s) tal que

1
/f dx—M(s—r)z—ﬁf”(c)(s—r)?’. (14.15)
(Sugerencia: utilizar el Teorema del valor medio generalizado para integrales (Ejercicio
14.3.3)).

Ahora pasamos a considerar el método de los trapecios. La idea, como hemos dicho, es apro-
ximar la integral definida de f en cada intervalo [x;_i,x;] como en (14.14). Combinando dichas
aproximaciones obtenemos la siguiente aproximacién de la integral definida de f en [a,b], cono-
cida como el método de los trapecios (ver la Figura 14.5):

y

X0 X1 X2 X3 X4 X5

Figura 14.5.: La aproximacion del método de los trapecios de la integral definida de una funcién
f :]a,b] = R asociado a una particién P := {xo,...,xs}.

/abf(x zi/x”f %g (xi—1) + (%)) Ax

i=1

En particular, si los nodos xo,...,x, que definen la particién P en consideracion estidn equiespa-
ciados, es decir, x; =a+ihpara0 <i<n,conh:= (b—a)/n, entonces Ax; =hparal <i<n,y
por lo tanto, tenemos la siguiente aproximacion:

b h n—1
/ f(x)dx%T,,::2(f(a)+22f(xi)+f(b)>. (14.16)
a i=1

El objetivo del siguiente ejercicio es obtener una estimacion del error en (14.16).

Ejercicio 14.3.8 (Error del método de los trapecios). Sea f : [a,b] — R de clase C?.
b 1
1. Demostrar que existe ¢ € (a,b) tal que / Fx)dx—T, = _E(b —a)h*f"(c).
a

2. Concluir que la sucesion (T,),en converge a fabf(x)dx
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Tabla 14.2.: El valor de las aproximaciones 7, del método de los trapecios para flz dx/xy el error
Al = flzdx/x— T,.

n T, AT
10000 | 0.693147181185 | -0.000000000625
20000 | 0.693147180716 | -0.000000000156
30000 | 0.693147180629 | -0.000000000069
40000 | 0.693147180599 | -0.000000000039
50000 | 0.693147180585 | -0.000000000025

Ejemplo 14.3.9. Consideramos la aplicacion del método de los trapecios a fin de aproximar la
integral definida de la funcion f: [1,2] = R, f(x) :=1/x en el intervalo [1,2]. Dado n € N, sea
P, :={x0,...,xn} la particion del intervalo [1,2] definida por x; :== (n+i)/n para 0 <i<n. La

correspondiente aproximacion T, es

1 n

T = 2n(f(l)Jrzrlillf(x,-)+f(2)> _ zln<1+2"fn+i+;>.

i=1

En la Tabla 14.2 listamos algunos valores de T, junto con los errores correspondientes. Vemos
que los valores T, proveen una mejor aproximacion que las sumas de Cauchy L(f,P,) del Ejemplo
14.1.12. De hecho, en la Tabla 14.2 se observa que

21 1
/1 ;dx_TnN_16n2’

que concuerda con lo que predice la estimacion del error del Ejercicio 14.3.8.

Ejercicio 14.3.10. Demostrar que si f : [a,b] — R es una funcion convexa y T, es cualquier apro-
ximacion de la integral definida f en |a,b] por el método de los trapecios, entonces j: f(x)dx<T,.
(Sugerencia: utilizar la desigualdad de Hadamard (Ejemplo 14.2.7).)

Ejercicio 14.3.11. Para las integrales del Ejercicio 14.1.13, aplicar el método de los trapecios y
obtener estimaciones del error que se comete al aproximarlas por dicho método.
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15. Integracion definida Il: funciones
integrables

Hasta acd hemos considerado exclusivamente la integral definida de funciones continuas. Sin
embargo, es posible extender el concepto de integral definida a una clase mas amplia de funciones,
que vamos a denominar funciones integrables. Este es el objetivo del presente capitulo.

Dada una funcién continua f : [a,b] — R, hemos definido la integral [” f(x)dx de f en [a,b]
en términos de sumas de Cauchy asociadas a particiones de [a,b]. Recordamos que, si P :=
{x0,...,%x,} es una particién de [a, b], la suma de Cauchy L(f,P) de f asociada a P es la suma

L(fP) = Y flo1)Av,
i=1

Esta suma es un tipo particular de suma de Riemann de f asociada a P. En general, dada una
eleccion de puntos para P, es decir, una n—upla E := (§;,...,&,) talque & € [x;—1,x;] para 1 <i<n,
la suma de Riemann S(f,P,E) de f asociada a Py E se define como

S(/,P.E) :2 F(E)Ax

En el Lema 14.1.10 hemos demostrado que, si (P,),en es cualquier sucesién de particiones de
[a,b] tal que lim,_ AP, = 0, el limite 1im,_,.. L(f,P,) de las sumas de Cauchy L(f,P,) es
independiente de (P, ),cn, y es lo que hemos denominado la integral definida [ f(x)dxde fen
[a,b]. Mds generalmente, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 15.0.12. Sea f : [a,b] — R una funcion continua, sea (P,),cn una sucesion de parti-
ciones de |a,b] tal que limy,_,c AP, = 0y sea (E,),eN una sucesion de elecciones de puntos para
(Py)nen (es decir, E,, es una eleccién de puntos para P, para cada n € N). Entonces

b
lim S(f, P, Ep) :/ f(x)dx. 1s5.1)
n—soo a
Demostracion. De acuerdo con el Lema 14.1.10, tenemos que
lim L(f, P, / flx (15.2)
n—yoo
Sea € > 0. Dado que f es continua y [a,b] es un subconjunto compacto de R, tenemos que f es

uniformemente continua (Teorema 10.3.2). Esto implica que existe § > 0 tal que, si x,y € [a,b] y
|x —y| < 8, entonces |f(x) — f(y)| < €. Como lim,,_,.. AP, = 0, existe np € N tal que AP, < 0 si
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n > ng. Por lo tanto, si n > ng, entonces
n n
IS(f, P, Bn) = L(f, P < Y 1f (&) — fxia)|Axi <€) Axi = e(b—a), (15.3)
i=1 i=1

donde la acotacién |f(&;) — f(xi—1)| < € se debe al hecho de que, dado que x;—1,&; € [x;—1,xi],
resulta |§; —x;_ 1| < 8, y por ende |f(&) — f(xi—1)| < €.
Por otro lado, de (15.2) deducimos que existe n; € N tal que

‘L(LP,,)/abf(x)dx <e (15.4)

sin > ny. En consecuencia, si n > max{ng,n }, de (15.3) y (15.4) concluimos que

b b
‘S(f,Pn, 20~ [ f@dx| < |S(7.PuE) ~ LR+ |L<f, P)- [ fdx
a a
< gb—a)+e=¢elb—a+1).
Esto prueba (15.1) y concluye la demostracién del enunciado. O

En otras palabras, a efectos de determinar la integral definida de una funcién continua en un
intervalo [a,b] podemos considerar sumas de Riemann, como vamos a hacer de ahora en mds.

15.1. Funciones integrables

Sea f : [a,b] — R una funci6n arbitraria y consideremos una sucesién de sumas de Riemann
(S(f,P1,En))nen de f en [a,b] tal que 1im,_, AP, = 0. Como hemos argumentado, seria de es-
perar que, si existe el limite de (S(f,P,,En))qen para cada sucesion de particiones (By,)yen con
lim,,_,. AP, = 0 y es independiente de la sucesion (P,),cn, éste represente adecuadamente la no-
cién intuitiva de integral definida de f en [a,b] del mismo modo que para funciones continuas.
Si f satisface esta propiedad se denomina integrable, y el valor limite de cualquier sucesion de
sumas de Riemann (S(f, P, Ex))nen con 1im,_,.. AP, = 0 es lo que se denomina la integral de f
en [a,b].

Definicion 15.1.1 (Funcién integrable). Sea f : [a,b] — R una funcion. Si existe el limite de
(S(f, Py, En))nen para cada sucesion de particiones (P,)nen con lim,_,e AP, = 0 y es indepen-
diente de (P,)nen, entonces f se dice integrable en [a,b]. En tal caso, definimos la integral
definida [” f(x)dx de f en [a,b] como el limite de cualquier sucesion de sumas de Riemann
(S(f, Py, En) ) nen con r}l;ngoAP,, =0.

Con esta terminologia, podemos enunciar del siguiente modo nuestro resultado sobre la integral
definida de una funcién continua (Teorema 15.0.12).

Teorema 15.1.2. Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces f es integrable.

Ejercicio 15.1.3 (Invariancia por traslaciones). Si f : [a,b] — R es una funcion integrable, demos-

trar que [” f(x)dx = f:jc‘f(x —c)dx.
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Ejercicio 15.1.4 (La integral definida como “promedio”). Sea f : [a,b] — R una funcion integrable
y sea P, := {xén), e ,xﬁ,”)} la particion de [a,b] definida por A=t i(b—a)/npara0<i<n.

i

Si fl-("> = f(xl(n)) para 1 <i<n, demostrar que

() ), n) b :
tim I L ey tim {0 g = el
n—soo n b—al, n—soo

. . . P . P n
es decir, la media aritmética y la media geométrica de los valores fi( ) converge a la corres-

pondiente “media” de la funcion f. De todas maneras, cabe destacar que, en ambos casos, la
convergencia suele resultar lenta.

La integral definida de funciones integrables satisface las mismas propiedades que la de fun-
ciones continuas, como puede constatarse observando que las demostraciones de la aditividad
(Proposicién 14.2.1), las propiedades aritméticas (Proposicion 14.2.3) y la monotonia (Proposi-
cién 14.2.6) contindan siendo vdlidas en este contexto mds general. Asi, tenemos el siguiente
resultado, cuya demostracién dejamos a cargo del lector.

Teorema 15.1.5. Sean f,g : [a,b] — R funciones integrables.
1. Sic e (a,b), entonces [” f(x)dx = [€ f(x)dx+ [° f(x)dx.
2. Si A €R, entonces ff(/’tf(x) +g(x)dx=24 ff f(x)dx+ ffg(x)dx.

3. Si f(x) < g(x) para cada x € [a,b], entonces [ab Ff(x)dx < ffg(x)dx.

15.1.1. Caracterizacion -6 de la integrabilidad

Nuestra definicion de integral definida (Definiciones 14.1.11 y 15.1.1) le da forma matemética a
la idea intuitiva de “tomar limite” de las sumas de Riemann cuando la norma de las mismas tiende
a 0. Ahora bien, a propdsito de la discusion de limites continuos hemos demostrado que éstos
pueden definirse tanto por sucesiones como en términos “e—8” (Lema 10.1.14). A fin de obtener
una nocién de funcién integrable mas simple, vamos a expresarla en términos “g—6".

Teorema 15.1.6 (Caracterizacién €6 de la integrabilidad). Una funcidn f : [a,b] — R es integra-
ble si'y solo si para cada € > 0 existe 8 > 0 tal que, si P’y Q son particiones de [a,b] con AP < §
yAQ < 8y Ey A son elecciones de puntos para Py Q, entonces

IS(f,P,E) —S(f,Q,A)| < €.

Demostracion. Argumentamos como en la demostracion de la equivalencia de la caracterizacién
de los limites continuos por sucesiones o en la forma €6 (Lema 10.1.14). Supongamos que existe
& > 0 tal que no existe § > 0 en las condiciones del enunciado. Si elegimos 6 = 1/n para cada
n € N, tenemos que existen particiones P, y Q, de [a,b] con AP, < 1/ny AQ, < 1/ny elecciones
de puntos £, y A, para P, y Q) tales que

IS(f, PrsEn) — S(f,On, An)| = €0 (15.5)
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para cada n € N. Dado que (AP,),en ¥ (AQp)nen convergen a 0y (15.5) implica que
lim S(f, P, E,) # 1im S(f, On, An),
n—oo n—oo

concluimos que f no es integrable en [a, b].

Por otro lado, supongamos ahora que para cada € > 0 existe 0 > 0 que satisface las condiciones
del enunciado. Dada una sucesién de particiones (P,),en de [a,b] con lim,_, AP, = 0 y una
sucesién de elecciones de puntos (£,),cn para (P,)nen, afirmamos que (S(f, Py, Ex))neN €8 una
sucesién de Cauchy. En efecto, dado € > 0, existe ng € N tal que AP, < 6 para cada n > ny, lo
cual implica que

|S(f7Pn7E")_S(f7PWL7Em)| <E&

para n,m > ny. Vemos entonces que (S(f,P,;,E,))qen es de Cauchy, y por ende, converge. Asi-
mismo, sean (P,;)uen ¥ (On)nen dos sucesiones de particiones de [a,b] tales que 1im,,—.. AP, =
lim, . AQ,, = 0. Fijemos € > 0 y sea 8 > 0 que satisface las condiciones del enunciado. Si
elegimos np € N tal que max{AP,,AQ,} < & para cada n > nog, concluimos que |S(f,P,,E,) —
S(f,0n,An)| < € para cada n > ng, lo que demuestra que }g?QS(f,Pn,En) = }%S(f, On,Ay). O

Ejemplo 15.1.7. Sea f :[0,1] — R la funcion definida por f(x) :== 1/x si x # 0y f(0) :=
Afirmamos que f no es integrable en [0, 1]. En efecto, dado n € N, sean

12 —1 12 -1 1 2 —1
P,,::{o,,,...,” ,1},En:: (" ,1),/\,,::( ”1)
n'n n n'n n 2n’n’ n

es decir, £, vy A, son dos elecciones de puntos para P, que difieren solo en el primer punto. La

diferencia de las correspondientes sumas de Riemann es

n

S(F AP Aw) — SCF. P B) = Y (F(0) — F(E)) z-(f(l)—f(1)>1=n1=1.

= 2n n

Dado que AP, = 1/n para cada n € N, vemos que no existe 8 > 0 tal que, si Py Q son particiones
de [0,1] con AP < 6 y AQ < 6, entonces |S(f,P,E) — S(f,0,A)| < 1. Esto prueba que f no es
integrable en [0, 1].

Del resultado precedente deducimos que podemos aproximar la integral entre a y b de una
funcién integrable f : [a,b] — R con un grado de precisién arbitrario con tal de considerar sumas
de Riemann correspondientes a particiones suficiemente finas. En efecto, fijemos € >0y sead >0
como en la caracterizacién €-6 de la integrabilidad (Teorema 15.1.6). Sea P una particién de [a, b]
con AP < 8 y sea E una eleccién de puntos de [a,b] para P. Afirmamos que

< 2€.

/a ’ x)dx—S(f.P.E)

A fin de demostrar esta afirmacién, observamos que si (P,),cn €s una sucesién de particiones tal
que lim AP, = 0, entonces
n—soo

1fm S(f, Py, Ep) = /  p)d.

n—o0
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Fijemos np € N de modo que AP,, <8y

)| <e. (15.6)

Dado que AP,, < 0 y AP < 9§, la caracterizacién €-8 de la integrabilidad nos asegura que
IS(f, P+ Eny) —S(f,P,E)| < €. Combinando esta desigualdad con (15.6) tenemos que

[Fastr.p.2)

b
S ’/af(x)dx_s(f7pnoazn0)

+ |S(f:Pn()7En0) _S(f7P7E)| <2e.
Asi, hemos demostrado el siguiente resultado.

Corolario 15.1.8 (Teorema de Darboux). Sea f : [a,b] — R una funcion integrable. Para cada
€ > 0 existe 6 > 0 tal que, si P es una particion de [a,b] con AP < 8 y E es una eleccion de puntos
para P, entonces

< E.

\ [ reoae—sir.p2)

Ejemplo 15.1.9. Sean 0 < a < b y consideremos la integral definida ffxzdx. Dado € > 0, que-
remos determinar & > 0 que asegure que la conclusion del Teorema de Darboux es cierta. Para
esto, sea P := {xq,...,x,} una particion de |a,b] y E := (§,...,&,) una eleccién de puntos para
P. Tenemos entonces que

/bxzdfo(f,P,u :—7—72512Ax Z( H - ,?Ax,»)

a

Fijemos un intervalo [x;_1,x;]. El Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4) asegura que existe

Ni € [xi—1,xi] tal que x? fx?fl = 311,»2Axi. En consecuencia,

n

b
[ wax-s(rrE) =Y (n
a i=1
A fin de determinar la validez del Teorema de Darboux en este caso, vamos a estimar la diferencia
entre la integral definida f x2dx y la suma de Riemann S(f,P,E). Por la identidad precedente
tenemos que

b
/xzdx—S(f,P,E)

a

n n n
<Y ni+ &l M — &l Ax < Y 2bAX; < 2bAPY Ax; = 2b(b — a)AP.
i=1

i=1 i=1

Esto prueba que & := €/2b(b — a) satisface la condicion del Teorema de Darbousx.

15.1.2. Integrabilidad por medio de sumas inferiores y superiores

La caracterizacién -0 de las funciones integrables (Teorema 15.1.6) simplifica en algin senti-
do la cuestidn: se trata de comparar dos sumas de Riemann asociadas a particiones “suficientemen-
te finas”. Vamos a expresar la cuestion en términos de sumas inferiores y superiores de f. Dada
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una funcién acotada f : [a,b] — R y una particién P := {xp,...,x,} de [a,b], la suma inferior
s(f,P) y la suma superior S(f,P) asociadas a f y P se definen por

M;Ax;,

™=

s(f,P): ZmAx,, f ).=

1

siendo m; := inf{f(x) : x € [x;i_1,xi]} y M; := sup{f(x) : x € [xi—1,xi]}.

Integrabilidad por medio de diferencias de sumas inferiores y superiores

Supongamos que f : [a,b] — R es integrable y sea € > 0. La caracterizacién €~ de la integra-
bilidad asegura que existe § > 0 tal que, si P'y Q son particiones de [a,b] con AP <5 yAQ <8y
E y A son elecciones de puntos para Py Q, entonces

Sean P y Q particiones de [a,b] tales que AP < § y AQ < 8. Consideremos la suma superior
S(f,P) asociada a la particién P := {xg,x1,...,x,}. Dado i € {1,...,n}, de la definicién de M;
concluimos que existe & € [x;—1,x;] tal que M; — € < f(&) < M;. Si llamamos E := (§;,...,&,) a
la eleccion de puntos asi obtenida, tenemos que

S(.P) = (b—aje = L0 —e)ax < 3 fE)AN =SS SS(P). (58)

i=1

Con un razonamiento similar deducimos que, si Q es una particién de [a, b], existe una eleccién de
puntos A para Q de modo que

s(f,Q) <S(f,Q.A) <s(f, Q) +&(b—a). (15.9)

Combinando (15.7), (15.8) y (15.9) concluimos que

S(f,P)—s(f,0) < S(f,P,E) —s(f,0,A) +2&(b—a) < e(1+2(b—a)).

es decir, la diferencia entre una suma inferior s(f, Q) y una suma superior S(f, P) puede ha-
cerse arbitrariamente chica con tal de que elegir las particiones Py Q con norma suficientemente
chica.

Mas aiin, esta propiedad caracteriza a la funciones integrables. En efecto, sea f : [a,b] — R
una funcién con dicha propiedad, esto es, para cada € > 0 existe & > 0 tal que, si P y Q son
particiones de [a,b] con AP < § y AQ < J, entonces S(f,P) —s(f, Q) < €. Si E y A son elecciones
de puntos para Py Q, entonces tenemos que

s(f,P) <S(F,RE) <S(f,P), s(f,0) <S(f,0,A) <S(f,0)-

(item 1 del Ejercicio 14.1.6). De esto deducimos que

78<S(f,P)*S(f7Q) SS(f,P,E)*S(f,Q,A) SS(f,P)*S(f,Q) <€
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En conclusidn, tenemos el siguiente enunciado.

Teorema 15.1.10. Una funcion f : [a,b] — R acotada es integrable siy solo si para cada € > 0
existe 8 > 0 tal que, si P'y Q son dos particiones con AP < 8 y AQ < 9, entonces 0 < S(f,P) —

s(f,0)<e

Ejemplo 15.1.11. Sea 0 <a <b y consideremos nuevamente la integral definida f x2dx. Sean
P:={x0,...,%u} y Q:={y0,...,ym} dos particiones cualesquiera del intervalo [a,b]. Dado que
f:la,b] = R, f(x):=x? es una funcion creciente, si z; 1 < z; son dos puntos del intervalo [a, b),
entonces Inf{f(x) : x € [zi—1,zi]} = f(zi=1) y sup{f(x) : x € [zi—1,zi]} = f(2i). En consecuencia,
fenemos que

S(fa f?Q) ZX AX Z.YJ lAyJ

A fin de estimar superiormente esta diferencia, recordamos que S(f,Q) — s(f,P) > 0 (Ejercicio
14.1.6), y por lo tanto,

S(f,P)=s(f,Q)

IN

= Z(X —X Ax+2(y] y] I)Ayl
Argumentando como en el Ejemplo 15.1.9 concluimos que 0 < S(f,P)—s(f,Q) <2b(b—a)(AP+
AQ) lo que demuestra que S(f,P) —s(f,Q) < € si Py Q son suficientemente finas.

La condiciéon de Riemann de integrabilidad

El siguiente paso es expresar la integrabilidad en términos de la diferencia entre las sumas
inferiores y superiores de f correspondientes a una misma particion. Sea € > 0. De acuerdo con
nuestra caracterizacion de la integrabilidad en términos de sumas inferiores y superiores (Teorema
15.1.10) tenemos que existe & > 0 tal que, si P es una particién con AP < §, entonces

S(f,P)—s(f,P) <e. (15.10)

A su vez, esta tdltima condicidn, aparentemente mds débil, es de hecho equivalente a la integrabi-
lidad de la funcién f : [a,b] — R en consideracién. En efecto, sea € > 0 y supongamos que existe
6 > 0 tal que se satisface (15.10) para cada particion P con AP < §. Dadas dos particiones Py Q
con AP < 6 y AQ < &, tenemos que s(f,P) < S(f,Q) (item 2 del Ejercicio 14.1.6), y por lo tanto,

0 S S(f7P) _S(va) S S(f,P) _S(f:P)+S(f7Q) _S(f7Q) <2e.
En conclusidn, tenemos el siguiente enunciado.

Teorema 15.1.12 (Condicién de Riemann de integrabilidad). Sea f : [a,b] — R una funcion aco-
tada. Entonces f es integrable siy solo si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para cada particion

'Como vamos a ver mds adelante (Lema 15.2.1), las funciones integrables son acotadas, por lo que la hipétesis de
acotacion de f en este enunciado no restringe su generalidad.
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P de [a,b] con AP < § tenemos que

S(f,P)—s(f,P) <e.

Ejemplo 15.1.13. Analizamos si la funcion f : [0,1] — R, f(x) :=x% parax # 1, f(1):=2 es
integrable en [0,1]. Sea P := {xo,...,x,} una particion arbitraria de [0, 1]. Dado que f es una
funcion creciente, en cada intervalo [x;_1,x;] alcanza el infimo en x;_y y el supremo en x;. Por lo
tanto,

n n—1

S(f,P)=s(f.P) =Y (fx) = flxim))Axi = Y (67 —x2 )Ax + (2 — x| )Ax,

i=1 i=1

IA

n—1

wp(L et )+ e-xi).
i=1

La sumatoria en la ultima expresion es “telescopica” y se reduce a 2 —xg = 2. Concluimos en-

tonces que S(f,P) —s(f,P) < 2AP, de lo cual, por la condicion de Riemann de integrabilidad

(Teorema 15.1.12), deducimos que f es integrable en [0, 1].

Un punto interesante en la nueva caracterizacién de la nocién de integrabilidad es que, como
se aprecia en el Ejemplo 15.1.13 precedente, la diferencia S(f,P) — s(f,P) adquiere una forma
particularmente simple. En efecto,

M=
X
E

|

-
3
?
M=

S(f,P)—S(f}P):' (M ml)sz

La diferencia M; — m; coincide con lo que hemos denominado la oscilacién

o(f; i1, x]) := sup{| f(x) = f()] - %,y € [xior, 2]}

de f en [x;_1,x;] en nuestra discusién sobre la nocién de médulo de continuidad (Ejercicio 10.3.12
de la Seccion 10.3.1). Mas precisamente, tenemos el siguiente enunciado.

Lema 15.1.14. Si f: [a,b] — R es una funcion acotada, entonces

o(f,[a,b]) = sup f([a, b]) — inf f([a, b]).

Demostracién. Observamos en primer lugar que sup f([a,b]) — inf f([a,b]) es una cota superior
para {|f(x) — f(¥)| : x,y € [a,D]}. En efecto, si x,y son elementos arbitrarios de [a, b], y suponemos
sin pérdida de generalidad que f(x) < f(y), entonces

inf f([a,b]) < f(x) < f(y) < sup f([a,b]),

de donde concluimos que |f(x) — f(y)| < sup f [a,b] — inf f [a,b], y por lo tanto, que & (f, [a,b]) <
sup f([a, b]) — inf f([a, b]).

Por otro lado, supongamos que la imagen f([a,b]) consta de al menos dos elementos (en caso
contrario el resultado es evidente). Entonces existen sucesiones (x)nen ¥ (Vn)nen de [a, b] tales
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que 1imy, o f(x,) = inf f([a,b]) y limy—e0 f(yn) = sup f([a,b]). Como inf f([a,b]) < sup f([a,b]),
existe no € N tal que f(x,) < f(y,) para cada n > ng. Por lo tanto,

’}l’_lgo‘f(yn) _f(xn)| = }gl;lo (f())n) _f(xn)) = Supf([avb]) _inff([a7b])'

Tenemos entonces que sup f([a,b]) — inf f([a,b]) es una cota superior del conjunto {|f(x) — f(y)]| :
x,y € [a,b]} y existe una sucesién de elementos de {|f(x) — f(y)| : x,y € [a,b]} que converge a
sup f([a,b]) — inf f([a, b]). Esto concluye la demostracién. O

En resumen, tenemos las siguientes caracterizaciones de la integrabilidad.

Teorema 15.1.15 (Distintas caracterizaciones de la integrabilidad). Sea f : [a,b] — R una funcion
acotada. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f esintegrable en [a,b].

2. Para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si Py Q son particiones de [a,b] con AP < 8§ y AQ < &
vy E y A son elecciones de puntos para Py Q respectivamente, entonces

|S(f7P7E‘) _S(fanA)‘ <E&.
3. Para cada € > 0 existe 8 > 0 tal que si P es una particion de [a,b] con AP < 8, entonces
S(f,P)—S(f,P) <E&.

4. Para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que, si P := {xo,x1,...,%,} es una particién de [a,b] con
AP < 6, entonces

o(f, [xi—1,x])Ax; < €.

-

i=1

Demostracion. Solo tenemos que combinar los resultados que hemos demostrado hasta aqui. En
efecto, la equivalencia entre 1y 2 es la caracterizacién e-0 de la integrabilidad (Teorema 15.1.6),
la equivalencia entre 1 y 3 es el enunciado de la caracterizacion de Riemann de la integrabilidad
(Teorema 15.1.12), en tanto que la equivalencia entre 3 y 4 es una consecuencia inmediata del
Lema 15.1.14. O

15.2. Clases de funciones integrables que no son continuas

Las diversas caracterizaciones de la integrabilidad (Teorema 15.1.15) nos permiten establecer
algunas propiedades de las funciones integrables y extender nuestro “catdlogo” de funciones inte-
grables.

15.2.1. Propiedades de las funciones integrables

Comenzamos con una propiedad que ya hemos mencionado: una funcién f : [a,b] — R inte-
grable es necesariamente acotada.
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Lema 15.2.1 (Acotacion de las funciones integrables). Sea f : [a,b] — R una funcion integrable.

Entonces f es acotada.

Demostracion. Supongamos que f : [a,b] — R es una funcién que no es acotada. Esto significa
que existe una sucesion (ay)ren de [a,b] tal que limy_,o. | f(ax)| = co. En particular, por el Teorema
de Bolzano—Weierstrass (Teorema 8.2.5) tenemos que (ay)ren posee una subsucesion convergente
a o € [a,b]. En consecuencia, sin pérdida de generalidad vamos a suponer que limy_.ar = &€ y
que f(ay) > 0 para cada k € N.

Dados € > 0 y § > 0 arbitrarios, afirmamos que si P es una particién de [a,b] con AP < &,
entonces existen dos sumas de Riemann S(f,P,E) y S(f,P,A) tales que

IS(f,P,E)—S(f,PA)| > €. (15.11)

Asi, de acuerdo con la caracterizacién e-8 de la integrabilidad (Teorema 15.1.6 o condicién 2 del
Teorema 15.1.15) podremos concluir que f no es integrable en [a, b].

Para esto, sea P := {xo,...,X,} una particién de [a,b] con AP < 8 y fijemos i € {1,...,n} de
forma tal que o € |x;_1,x;] y existen infinitos k € N tales que a; € [x;_1,x]. Sea E := (&},..., &)
una eleccién de puntos de [a,b] para Py sea E; la eleccién de puntos para P que obtenemos
reemplazando &; por a; para cada k € N, es decir, & := (&,..., & 1,ar, &1, .-, &) Tenemos
entonces que, si m # i, el m—€simo sumando f(&,)Ax,, en las sumas de Riemann S(f,P,Z) y
S(f,P,E) coincide, ya que el punto &, € [xu—1,%,] que elegimos en ambas sumas es el mismo.
En consecuencia,

S(f,PB) = S(f,P.E) = flan)Avi = f(&)Axi = (f(ax) = f(&))Axi — o=

Esto prueba que existen dos elecciones de puntos E, A := Ey para P de modo tal que se satisface
(15.11). Esto concluye la demostracién. O

Otra propiedad importante de las funciones integrables es la “aditividad del dominio”, es de-
cir, el hecho de que podemos establecer la integrabilidad de una funcién en un intervalo [a,b]
demostrando que ésta se verifica en dos subintervalos [a,c] y [c,D].

Lema 15.2.2 (Aditividad del dominio). Sea f : [a,b] — R una funcién y sea c € (a,b). Entonces

f es integrable en [a,b] si 'y solo si f es integrable en [a,c] y [c,b].

Demostracion. Supongamos que f es integrable en [a,b], fijemos € > 0y sea 6 > 0 que satisface
la condicién de Riemann de integrabilidad (Teorema 15.1.12 o condicién 3 del Teorema 15.1.15)
en [a,b]. Si P es una particién de [a,c] con AP < §, entonces podemos completarla a una particion
Q de [a,b] con AQ < §. Dado que

S(f,P)—S(f,P) SS(f7Q)_S(faQ) <E§,

concluimos que f es integrable en [a, ¢]. Un argumento similar prueba que f es integrable en [c, ].
Reciprocamente, si f es integrable en [a,c] y [c,b], fijemos € > 0 y sea & > 0 que satisface la
condicién de Riemann de integrabilidad (Teorema 15.1.12 o condicién 3 del Teorema 15.1.15)
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tanto en [a,c] como en [c,b]. Sea P := {xg,...,X,} una particién de [a,b] con AP < 6 (0 >0a
determinar), y sean P’ := {xo, x| ...,xi—1,¢} y P” :={c,xi,...,x, }. Entonces tenemos que

S(f,P) — s(f,P) < 0 (f,[xi—1,x:] ) Axi+S(f,P") — s(f,P") + S(f,P") — s(f,P") < 2K & + 2,

donde K es una cota superior para | f| en [a,b]. Asi, eligiendo § < min{dy, €/2K} resulta S(f,P) —
s(f,P) < 3e. Esto prueba que f es integrable en [a, b]. O

Ejemplo 15.2.3. A partir de las propiedades de las funciones integrables que hemos demostra-
do podemos “ampliar” el catdlogo de funciones integrables. En tal sentido, afirmamos que el
producto de dos funciones integrables es una funcién integrable.

En efecto, sean f,g : [a,b] — R funciones integrables y sea P := {xo,...,X,} una particion del
intervalo [a,b]. De acuerdo con la caracterizacion de la integrabilidad en término de la oscilacion
(condicion 4 del Teorema 15.1.15), analizamos la suma

n
Y o(fg [xi1,x])Ax;.

i=1

Dado que f'y g son integrables, resultan acotadas (Lema 15.2.1), por lo que existe K > 0 tal
que |f(x)] <Ky |g(x)| <K para cada x € [a,b). Si x,y € [xi_1,xi], entonces

[f(x)g(x) =f (eI < [f (X)llg(x) =g+ gWIIf (x) =f )] < Klg(x) —g(¥) |+ K|S (x) =f (V)]

Por ende, o(fg,[xi—1,x]) < Ko(f,[xi—1,x]) + Ko(g, [xi—1,xi]) para 1 <i<n. Asi,

n

Y o(fg, xi1,x])Ax < Ki o(f, [xi-1,x])Ax; +Ki o(g, [xi-1,x])Ax;.
i=1 =1 i=1

Sea € > 0. Dado que 'y g son integrables en [a,b), de la integrabilidad por oscilaciones (condi-
cion 4 del Teorema 15.1.15) tenemos que existe & > 0 tal que si AP < J, entonces

(x)(f, [xi_l,xi])Axi <€y Z C()(g, [xi_l,xi])Axi <E.
i=1 i=1

™=

Esto demuestra que Y!_ | o(fg, [xi—1,xi])Ax; < 2Ke, lo que prueba que fg es integrable.
Ejercicio 15.2.4. Sean f,g : [a,b] — R funciones integrables.

1. Demostrar que f + g es integrable en [a,b].

2. Demostrar que si existe K > 0 tal que |g(x)| > K para cada x € [a,b], entonces f/g es
integrable en [a,b).

Ejercicio 15.2.5. Sean f,g: [a,b] — R funciones integrables.
1. Demostrar que |f|y |g| son integrables en [a, b).
2. Sean hy,h; : [a,b] — R las funciones definidas por hi(x) := max{f(x),g(x)} y ha(x) :=

min{f(x),g(x)}. Demostrar que hy y hy son integrables. (Sugerencia: probar que h; =

(f+8)/2+|f—gl/2yh=(f+g)/2—|f—gl/2.)
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15.2.2. Funciones acotadas con finitas discontinuidades

A fin de extender el “catdlogo” de funciones integrables, comenzamos demostrando que las
funciones f : [a,b] — R acotadas que tienen a lo sumo finitas discontinuidades en [a,b] son
integrables. Para esto, analizamos en primer lugar las funciones acotadas cuyas discontinuidades
se sitdan en el borde del intervalo en consideracién.

Lema 15.2.6. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada que es continua en (a,b). Entonces f es

integrable en [a,b).

Demostracién. Supongamos que |f(x)| <K para todo x € [a,b]. Sea € > 0y sean ¢,d € (a,b) tales
quec<d,b—d < eyc—a< & Ademis, dado que f es continua en [c,d], sea § > 0 tal que el
médulo de continuidad @(f; 8) de f en [¢,d] es menor que €. Finalmente, sea P := {xp,...,x,} una
particién de [a, b] tal que AP < min{€, 8}. Entonces, siip :=min{i: ¢ <x;} e :=max{i:x; <d},
tenemos que

i i1 n
IS(f,RE)=S(f,Q,A) < 2KY A+ Y o(fi[xi1.x])Ax+2K ) Ax
i=1 i=ip+1 i=ij+1
i
< 4Ke+ ) o(f;8)Axi+4Ke = (8K +b—a).
i:i()+1
Esto demuestra el enunciado del lema. O

La “aditividad del dominio” de las funciones integrables (Lema 15.2.2) nos permite generalizar
el resultado precedente. Mds precisamente, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 15.2.7. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada tal que tiene finitas discontinuidades en
[a,b]. Entonces f es integrable.

Demostracion. Sean a < xp < x; < --- < x, < b las discontinuidades de f en [a,b]. Fijemos i €
{1,...,n}. Tenemos entonces que f es integrable en [x;_1,x;], dado que es continua en (x;_p,x;)
y acotada en [x;_1,x;] (Lema 15.2.6). Asi, aplicando reiteradamente la aditividad de la integral
(Lema 15.2.2), vemos que f es integrable en [a,b]. O

Ejemplo 15.2.8. Del resultado anterior concluimos que la funcion f : [—1,1] — R definida por
f(x):=sen(1/x) si x # 0y f(0) := 0 es integrable, ya que posee una tinica discontinuidad en
x=0.

Ejemplo 15.2.9. Sea f : [0,1] — R la funcion definida por f(x):=1six ¢ Qy f(x) :==0 si
x € Q. Entonces f no es integrable en [0,1]. De hecho, si P := {xo,x1,...,%,} es una particion
arbitraria de [0, 1), por la densidad de Q y de R\ Q en R, tenemos que inf{f(x) : x € [x;—1,x;]} =0
ysup{f(x) : x € [xi_1,x;]} = 1. En consecuencia, s(f,P) =0y S(f,P) =1, de lo que deducimos
fdcilmente que f no es integrable en [0, 1].

Vemos entonces que una funcién f : [a,b] — R acotada con infinitas discontinuidades en [a, b]
no necesariamente es integrable, por lo que el enunciado del Corolario 15.2.7 no puede ser gene-
ralizado al caso de infinitas discontinuidades.
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Las funciones convexas son integrables

Una consecuencia importante de los resultados precedentes de integrabilidad de funciones no
necesariamente continuas (Lema 15.2.6 y Corolario 15.2.7) es que las funciones convexas son
integrables. En efecto, sea f : [a,b] — R convexa. Tenemos entonces que, para cada ¢ € [0, 1],
fta+ (1 —=0)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b) < mdx{f(a),f(b)}. Por otro lado, cada punto x € [a, D]
puede expresarse en la forma x = (a+5b)/2+y, siendo |y| < (b —a)/2. Dado que

at+b 1 a+b+ +1 a+b
2 T2\ 2 )T\ )
a+b 1 a+b 1 a+b
<= —fl—=—-y).
() <o (T o)+ (5 )
Por lo tanto,

100 = (%32 49) 220 (0) -1 (550 -5) 227 (57 - mixt @)1

Invirtiendo el signo de las desigualdades en nuestros argumentos deducimos que una funcién cén-

concluimos que

cava es acotada. Asi, hemos demostrado el siguiente enunciado.
Lema 15.2.10. Si f: [a,b] — R es convexa o concava, entonces es acotada.

Por otro lado, tenemos que una funcién f : [a,b] — R convexa o céncava es necesariamente
continua en (a,b) (ver, por ejemplo, [NP06, Theorem 1.3.3]). Combinando este resultado con el
hecho de que f es acotada (Lema 15.2.10) vemos que f satisface las hipédtesis de nuestro resultado
de integrabilidad de funciones no necesariamente continuas (Lema 15.2.6), por lo que obtenemos

la siguiente conclusion.

Lema 15.2.11. Si f: [a,b] — R es convexa o concava, entonces es integrable.

Las funciones monotonas son integrables

Nuestro tercer resultado sobre la integrabilidad de funciones no necesariamente continuas con-
cierne las funciones monétonas (crecientes o decrecientes).

Lema 15.2.12. Sea f : [a,b] — R una funcién mondtona. Entonces f es integrable.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que f es creciente. Es claro que f es
acotada. Sea P := {x,...,x,} una particién arbitraria de [a,b] y consideremos la suma inferior
s(f,P) y superior S(f,P) asociadas a f. Dado que f(x;—1) < f(x) < f(x;) para cada x € [x;_,x;],
tenemos que

=
=

(f(xi) = f(xiz1))Ax; < AP
1 i

S(fP)—s(f.P) (f (i) = f(xi-1)) = AP(f (b) — £ (a))-

1

i

Asi vemos que la diferencia S(f,P) — s(f,P) se puede hacer arbitrariamente “chica” si la particién
P es suficientemente fina. Esto concluye la demostracion. |
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Ejemplo 15.2.13. La funcion f: R — R, f(x) := |x] es mondtona, por lo que es integrable en

cualquier intervalo [a, b).

Ejercicio 15.2.14. Sea f : [a,b] — R una funcion tal que existe una particion {xy, ...,x,} de |a,b]
tal que f |[Xi—l ;] €s mondtona o continua para 1 < i < n. Demostrar que f es integrable en [a,b].

336
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derivables

En los dos capitulos anteriores hemos visto que la integral definida de una funcién integrable
es el limite de sucesiones de aproximaciones, que representan la integral definida de figuras mds
simples (uniones rectdngulos en el caso de las sumas de Riemann o uniones de trapecios en el
método de los trapecios). Asi, en general, la integral definida de una funcién dada no resulta facil
de determinar. De todas maneras, hemos obtenido, trabajosamente, formulas explicitas para la in-
tegral definida de ciertas funciones elementales, tales como las polinémicas y ciertos tipos simples
de funciones racionales y exponenciales. El presente capitulo estd dedicado a estudiar la relacién
entre los procesos de derivacion e integracion definida, relacion que ha permitido ampliar de ma-
nera significativa el catdlogo de funciones para las que se dispone de férmulas explicitas de su
integral definida en un intervalo arbitrario, a la vez que permite obtener informacién fundamental
sobre el comportamiento de la integracion definida.

16.1. EIl Teorema fundamental del calculo

Sea f: [a,b] — R una funcién integrable. Por la “aditividad del dominio” (Lema 15.2.2) tenemos
que f es integrable en cada intervalo [a,x] con x € [a,b], y por lo tanto, la funcién F : [a,b] — R,

Flx) = /:f(t)dt, (16.1)

estd bien definida. Nuestro objetivo es estudiar esta funcién. Comenzamos observando que F' es
Lipschitz continua en [, b]. De hecho, dado que f es integrable, resulta acotada (Lema 15.2.1),
y por lo tanto, existe K > 0 tal que |f(x)| < K para cada x € [a,b]. En consecuencia,

[F(x) = F(y)| =

/:f(z)dt — /:f(t)dt

/:f(t)dt

y

< [1Oldr < Klx—y]
X

para cada par de puntos x,y € [a,b] con x < y. Asi, tenemos el siguiente enunciado.

Lema 16.1.1. La funcion F de (16.1) es Lipschitz continua.

Mas atin, tenemos el siguiente resultado clave, que establece una relacién entre la integracion
y la derivacién, que denominamos la primera forma del Teorema fundamental del calculo.

Teorema 16.1.2 (Teorema fundamental del célculo - primera forma). Sea f : [a,b] — R una fun-
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cion integrable y sea F : [a,b] — R la funcion
"X
Flx) = / F(t)dr. (16.2)
a

Si f es continua en c € |a,b], entonces F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).

Demostracion. Sea € > 0. Por la continuidad de f en ¢ tenemos que existe § > 0 tal que | f(r) —
f(c)| < € para todo t € [a,b] tal que |t — ¢| < &. Supongamos sin pérdida de generalidad que
[c,c+0) C [a,b]. Entonces, si 0 < h < J, tenemos que

_ ‘2</aﬁhf(t)dt—/acf(t)dl> —f(©)

1 [ecth 1
=ul |f(f)*f(c)\df§%3h:8~

—f(e) =

’F(H—h)—F(c)

1

h

H [T 0anp@)| =1 | [ G0~ renar

h

La demostracién para el caso i < 0 sigue de forma similar. O

Corolario 16.1.3. Si f : [a,b] — R es continua, entonces la funcion F de (16.2) es derivable en
[a,b] y F'(x) = f(x) para todo x € |a,b).

Ejercicio 16.1.4. Si f : [a,b] — R es una funcion continua y g,h : [a,b] — |a,b] son funciones

derivables en [a,b], demostrar que la funcion ?

h(x)
F:lab] 5R, F(x):= ./&( F()dt

o(x)
es derivable en [a,b) y F'(x) = f(h(x))h'(x) — f(g(x))g’ (x) para cada x € [a, D).

Una funcién F como en el Corolario 16.1.3 se dice una primitiva de f. De acuerdo con el
Corolario 16.1.3, toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado [a,b] posee una
primitiva.

Una observacién importante en relacion con el concepto de primitiva es que dos primitivas
de la misma funcién difieren en una constante. En efecto, si G, : [a,b] > Ry Gy : [a,b] = R
son dos funciones continuas que son primitivas de una funcién f : [a,b] — R en (a,b), entonces
G (x) = G}(x) para cada x € (a,b). Por lo tanto, la derivada de la funcién G| — G, se anula en
cada punto x € (a,b), de lo que concluimos que G; — G, es constante, esto es, existe A € R tal
que Gi(x) — Ga(x) = A para cada x € [a,b]. En particular, si f : [a,b] — R es continua y G es
una primitiva de f, dado que, por el corolario de la primera forma del Teorema fundamental del
célculo (Corolario 16.1.3), la funcién F de (16.2) es continua (Lema 16.1.1) y una primitiva de f,
tenemos que existe A € R tal F(x) — G(x) = A para cada x € [a,b]. En consecuencia,

G(b) - Gla) = F(b) — F(a) = /  pydn— / " F)dx = / ).

En el caso en que ¢ = a o ¢ = b, la derivada correspondiente es la derivada por izquierda o derecha, esto es, el limite
del cociente incremental por izquierda o derecha, segin corresponda.
2Con la convencion de que [€ f(t)dt =0y [S f(1)dt := — [ f(r)dt si ¢ < d.

338



16.1. El Teorema fundamental del calculo

Asi, tenemos el siguiente resultado, que a veces se denomina la segunda forma del Teorema fun-
damental del célculo.

Corolario 16.1.5. Sea f : [a,b] — R una funcion continua y sea G : [a,b] — R una funcién conti-
nua que es una primitiva de f en (a,b). Entonces

[ re0e=66) ~ Ga).

Ejemplo 16.1.6. Sea f:[—1,1] — R la funcién f(x) := /1 —x2 y consideremos la funcién F :

[—1,1] — R definida por
arcsen
F(x) ::%\/1—x2+ 5 al

Observamos que F es continua, dado que es la suma de dos funciones continuas (ambas inversas

de funciones continuas definidas en un intervalo (Teorema 10.2.18)). Asimismo, por medio de un
cdlculo directo es fdcil comprobar que F es una primitiva de f en [—1,1]. En consecuencia, si
[a,b] C [-1,1], entonces

b b
/\/l—xzdsz(b)—F(a)zi 1—b2+arcsen(b)—(g 1—a2+arcsen(a)>.
a

En particular, si a:= —1y b := 1, concluimos que
1 arcsen(1) arcsen(—1) = T T
V1—x2dx= - :,f<,,):f7
/_1 e 2 2 4 1) =72

lo cual coincide con la definicion de geométrica de /2, como el drea del semicirculo de radio 1
(Seccion 6.4.1).

Ejemplo 16.1.7 (La formula de Gregory—Leibniz para 7). En este ejemplo aplicamos la expresion
de la integral definida de una funcion continua en términos de una primitiva de la misma (Corola-
rio 16.1.5) a fin de obtener una serie que converge al niimero . De acuerdo con dicho resultado,
tenemos que

/1 = arctan1 — arctan0 = ©
= arctan 1 — arctan) = —
o 1+12 4’

dado que arctan(x) es una primitiva para 1/(1+x>) (Ejercicio 11.2.10). Por otro lado, tenemos
la siguiente identidad

1 t2n+2

1412

:1_t2 t4 .. _1n2n 1l’l+1
+ 4+ (=D (1) o2

Integrando entre 0y 1 deducimos que

/1 1 dt =1 1+1 1+ _|_( 1)n 1 +( 1)n+1/1 l2n+2dt
Jo 1427 357 2n+1 0o 1+122

Observamos que la integral definida en el término de la derecha de la expresion anterior tiende a
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0 cuando n tiende a infinito. En efecto,

1 Z‘211-"-2
dt

1 1
< t2n+2dt — 0
- /o 2n+3 n—w

Asi obtenemos la siguiente férmula de Gregory-Leibniz para el niimero m:

~1 n+l1
l( ) 0 14172

T I 1 1 1
=l —— 4. —1)"
4 375 7° * )2n+1

Ejercicio 16.1.8. Sea f : (a,b) — R una funcion de clase C" y sea p, su n—ésimo polinomio de
Taylor en o € (a,b). Si F es una primitiva de f en (a,b), demostrar que

X
a1 (0= (@) + [ pa(t)ar
es el (n+ 1)—ésimo polinomio de Taylor de F en .

Ejercicio 16.1.9. Sea f : (—oo,1) — R la funcién f(x) := In(1 + x?). Determinar el n—ésimo
polinomio de Taylor de f en 0 para cada n € N.

Ejercicio 16.1.10. Sea f : R — R una funcién derivable tal que f(0) =0y f'(x) = f(x)? para
cada x € R. Demostrar que f(x) =0 para cada x € R. (Sugerencia: a fin de demostrar que f(x) =0
para cada x > 0, suponiendo que no es asi, integrar f entre xg y x, donde x := inf{x > 0: f(x) >

0}.)

16.1.1. Primitivas de funciones no necesariamente continuas

Como hemos dicho, si bien a veces el Corolario 16.1.5 precedente se conoce como otra forma
del Teorema fundamental del cdlculo, nosotros vamos a denominar la segunda forma del Teore-
ma fundamental del calculo al siguiente resultado, que expresa la relacion clave que existe entre
las integrales y las primitivas prescindiendo de la hipétesis de continuidad de la funcion f en
consideracion.

Teorema 16.1.11 (Teorema fundamental del célculo - segunda forma). Si f : [a,b] — R es una

Sfuncion integrable en [a,b] que posee una primitiva F : [a,b] — R, entonces

/‘;bf(x)dx — F(b) - F(a).

Demostracion. Dado que f no es necesariamente continua, no podemos aplicar el Corolario
16.1.5, por lo que vamos a analizar las correspondientes sumas de Riemann. Sea P := {x¢,x1,...,%,}
una particién arbitraria de [a,b] y sea [x;_1,x;] un intervalo cualquiera definido por esta particién.
De acuerdo con el Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4), tenemos que existe & € (x;_1,x;)

tal que
F(x;)—F(xi—1
Pe) = Fin) _ pey. (163)
Xj = Xj—1
Si llamamos E := (&y,...,&,) ala eleccién de puntos para P que obtenemos aplicando el Teorema
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del valor medio en cada intervalo [x;_1,x;], entonces

ngE

S(F.PE)= Y (&)A=Y (F(w) ~ F(xi1)) = F(b) ~ Fa). (16.4)

n
i=1 i=1

Consideremos una sucesién de particiones (P,),en de [a,b] tal que lim,_, AP, = 0 y sea
(E1)nen la sucesion de elecciones de puntos de [a,b] para (P,),en que obtenemos aplicando
el Teorema del valor medio como en (16.3). Dado que f es una funcién integrable en [a,b] y
lim,,_, AP, = 0, por (16.4) tenemos que

b
[ = lim S(f,BuEn) = F(5) ~ Fl@).
a n—oo
Esto concluye la demostracion. O

Hasta aqui solo hemos definido la integral definida fab f(x)dx de una funcién cuando a < b.
En vistas de la segunda forma del Teorema fundamental del cdlculo, en determinadas situacio-
nes resulta conveniente extender formalmente la definicién de integral definida de una funcién
integrable a casos en los que a > b, definiendo

/baf(x)dx = —/abf(x)dx.

La segunda forma del Teorema fundamental del célculo (Corolario 16.1.5 o Teorema 16.1.11)
asegura que el célculo de la integral definida en un intervalo [a,b] de una funcién integrable
f i [a,b] — R se realiza facilmente si se conoce una funcién continua F : [a,b] — R que es una
primitiva de f en (a,b). El célculo de una primitiva es lo que conoce como la integracion in-
definida, precisamente por su relacién con la integracion definida. Los dos ejercicios que siguen
contienen resultados que permiten simplificar la cuestion y constituye el fundamento de dos téc-
nicas fundamentales para la integracién indefinida: los métodos de sustitucién e integracién por
partes.

Ejercicio 16.1.12 (Cambio de variable). Sean f : [a,b] = Ry g: [c,d] — R dos funciones con
g([e,d]) C [a,b].

1. Si f es continua, g es derivable y g’ es integrable, entonces
8(d) d ,
/ ., = [ #let)e . (16.5)
g(c c

2. Si f es integrable, g es mondtona y derivable y g’ es integrable, entonces la conclusion del
item anterior continiia siendo vdlida.

Ejercicio 16.1.13 (Integracién por partes). Si f, g : [a,b] — R son dos funciones derivables tales
que [y g’ son integrables, demostrar que

[ 70t = 10)0) - flaggta) - [ g wa 16.6)
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Ejemplo 16.1.14. llustramos la aplicacion de las técnicas de sustitucion e integracion por partes
en un ejemplo simple: se trata de determinar la integral definida

1
/ arctan(x)dx.
0

A fin de determinar esta integral, observamos que, si expresamos la funcion a integrar x —
arctan(x) como el producto f'(x)-g(x) := 1-arctan(x), aplicando la férmula de integracion por
partes (16.6) tenemos que

b3 1 x

'l -
t dx=1-arctanl —0-arctan0— | ——dx=—— | ——=dx.
/0 arctan(x)dx arctan arctan /0 =7 LT X

A fin de determinar la integral definida del término de la derecha, observamos que la expresion
2x/(14x2) a integrar se puede escribir en la forma f(g(x))g’(x), siendo f(x) :=1/xy g(x) :=
1 +x2. Asi podemos aplicar el método de sustitucion (16.5), que en este caso nos da la siguiente

identidad: 1 Ly 5
x 1 X 121 1
7 _dx=— dx = — —du= —1In2.
/01+x2x201+x2x21uu2n

En definitiva, tenemos que

1 T 1
t dx=———=1In2.
/0 arctan(x)dx i) n

Ejemplo 16.1.15 (La férmula de Wallis). En este ejemplo aplicamos integracion por partes de
forma reiterada a fin de establecer una conocida formula para el niimero w. Para n € N, conside-

/2
S, = / sen"xdx.
0

A fin de reducir el exponente n en la integral, aplicamos integracion por partes: escribimos la

ramos la integral definida

expresion sen x a integrar en la forma f'(x) - g(x) := senx-sen" " x, siendo f(x) := —cosx. Asi,
suponiendo que n > 2, tenemos que

/2
Sn —(sen" x cosx) |g/2 +(n-1) / sen2x cos>xdx
0

/2
(n— 1)/ sen"2x (1 —sen’x)dx = (n—1)(S,_2 — Sy,
0

de donde deducimos la siguiente formula recursiva:

—1
s, ="

Sy_a. (16.7)

Supongamos ahora que n es par. Teniendo en cuenta que So = /2, aplicando sucesivamente
(16.7) obtenemos la identidad

2n—1
SZn:

s B 72n—12n—32n—5 lg
n 2T T T m—2m—4 272
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16.1. El Teorema fundamental del calculo

Por otro lado, si n es impar, teniendo en cuenta que S| = 1, de (16.7) concluimos que

2n 2n 2n—-22n—-4 2

Son S . L2
e Y T T T m—12m—-3 3

2n+1

Dado que 0 <senx < 1 si x € [0,7/2], tenemos que sen”"*'x < sen*x < sen®~'x para x €

[0,7/2], y por lo tanto, Szp+1 < San < San—1. En consecuencia,

S2n — Z(2n (
ls g0~ 20 “)< @) 2n—2)--.

2n—1)(2n—3)---1 2<52,H 2n+1
2 ~ Sont1 2n

Por la propiedad sandwich (Lema 3.1.35) deducimos que 1imy,_,e S2n/Son+1 = 1, 0 equivalente-

mente, que
T 22.4%...(2n)%- (2n—2)?

P

T_
2 w132 20— 12 (2nt 1)’

lo que se conoce como la formula de Wallis para el niimero T.

Ejercicio 16.1.16 (Irracionalidad de 7). El objetivo del presente ejercicio es obtener una de-
mostracion de la irracionalidad de 7. Para esto, seguimos la version de [BM04, §6.5] de una
demostracion debida a I. Niven [Niv47].

1
1. Sea I,(r) := / (1 —x2)"cos(rx)dx. Demostrar que
-1

2senr 4(senr —rcosr)

)= , h(r)=

r r3

(2n(2n = D)—1(r) —4n(n— 1), 2(r)) (n>2).

o(r ,
W)=

2. Deducir del item anterior que existen polinomios P,, 0, € Z|x] tales que
L(r) = 2n+1( . (r) senr — Qy(r) cosr). (16.8)

3. Suponiendo que T = a/b con a,b € Z, especializar (16.8) enr =1/2 = a/2by concluir que

()" () = (55)

Limpiar denominadores y deducir que a®**'1,(a/2b)/n! € Z para cada n € N.
4. Demostrar que |I,(r)| <2 para cadar e Ryn € N.

5. Deducir que lim,_.a®*'1,(a/2b)/n! = 0, y por lo tanto, I,(a/2b) = 0 para cada n € N.
Esta contradiccion implica que T no puede ser un niimero racional.

16.1.2. El error de los métodos de aproximacion de la integral definida

El Teorema fundamental del cdlculo no solo permite establecer férmulas explicitas para la in-
tegral definida de ciertas funciones, como hemos visto, sino que también nos permite obtener
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16. Integracion definida III: funciones derivables

informaciones mds precisas sobre el comportamiento de ciertos tipos de integrales definidas. En
esta seccién vamos a determinar el comportamiento asintético de los errores de aproximacion de
la integral definida de una funcién de clase C' o C? por medio de sumas de Cauchy y el método
de los trapecios.

El error de la aproximacion por sumas de Cauchy

Sea f : [a,b] — R es una funcién de clase C! en [a,b] y sea P, := {x,...,x,} la particién de
[a,b] que consiste de nodos equiespaciados, es decir,

i(b—a)

Xi:=a+ (0<i<n).

En nuestro andlisis del error en la aproximacidn de la integral definida de f por la suma de Cauchy
L(f,P,) hemos obtenido la siguiente estimacion (Teorema 14.3.4): si |f/(x)| < M para cada x €

[a,b], entonces

Y
cMb—ay (16.9)

/abf(x)dx—L(f,P,,) < 5

Asi vemos que dicho error A, es, a 1o sumo, del orden de 1/n. Nuestro propdsito es refinar dicha
estimacion, proveyendo informacién mds precisa sobre el comportamiento de la cantidad nA,
cuando #n tiende a infinito.

Para esto, recordamos que, en la demostracién de (16.9) habfamos obtenido la siguiente expre-

—i(/xfilf(x>

i= -

sion:
1 n

f(le )22 Ct 1 7

donde ¢; € (x;_1,x;) para 1 <i < n. Teniendo en cuenta que Ax; = (b —a)/nparal <i<n,dela
identidad precedente concluimos que

Sea C,, := (c1,...,cn). El punto clave es que la sumatoria del término de la derecha es de hecho la
suma de Riemann S(f’,P,,C,) de la funcién f’ en [a,b]. Dado que f’ es continua, y por lo tanto
integrable (Teorema 15.1.2), por la definicién de integral definida deducimos que

dx—

lim nA, = hm n S(f', P, )

—S(f(b) - f(@)),

donde la dltima identidad es consecuencia del Teorema fundamental del calculo (Teorema 16.1.11).
Asi obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 16.1.17. Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C' y sea P, := {xo, ...,x,} la particion
de [a,b] definida por x; == a+i(b—a)/n (0 < i < n). Entonces

lim (/ bf(X)dx—L(f,Pn)> = Lo-a)(s) ~ fla).

n—so0
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Ejemplo 16.1.18. Consideremos nuevamente la funcion f : [1,2] — R, f(x) := 1/x del Ejemplo
14.1.12. Fijemosn € N. Si P, :={xo, . ..,Xn} es la particion definida por x; := (n+1i) /n (0 < i <n),
aplicando la estimacion del error de la aproximacion de la integral definida por sumas de Cauchy
(Teorema 14.3.4) habiamos concluimos que
1
< —
2n

.Zld L(f.P,
/] ;X— (f7 VL)

(ver Ejemplo 14.3.5). A su vez, estudiando los errores que habiamos listamos en la Tabla 14.1,

habiamos observado que
21 1
—dx—L(f,P) =~ ——.
/1 P (f:F2) 4n

Este comportamiento se explica precisamente en los términos del Teorema 16.1.17, que asegura

i [*Lav-sinm)) =5e-n(3-1) =

Ejercicio 16.1.19. Estudiar el comportamiento asintético del error de la aproximacion de las

que, en este caso,

integrales definidas del Ejercicio 14.1.13 por sumas de Cauchy con nodos equiespaciados como
en el Teorema 16.1.17. Tabular los errores correspondientes y comparar con el comportamiento

asintotico previsto.

El error de la aproximacion del método de los trapecios

Utilizando el mismo tipo de argumentos que en la determinacién del comportamiento asintético
del error de la aproximacién por sumas de Cauchy (Teorema 16.1.17) es posible obtener infor-
macioén sobre el comportamiento de otros métodos de aproximacién de la integral definida de
una funcién dada. Nuestro propdsito en lo que sigue es analizar los errores en el método de los
trapecios (Seccion 14.3.3).

Recordamos que, si f : [a,b] — R es una funcién de clase C? en [a,b] y P, := {x0,...,X,} es
una particién de [a,b] con nodos equiespaciados, es decir,

.
xi:a+¥ (0<i<n), (16.10)

el método de los trapecios consiste de la siguiente aproximacion:
b h n—1
[ s t,= 3 (5@ +2 L s+ 50)). (16.11)
a i=1

En el Ejercicio 14.3.7 hemos obtenido la siguiente expresion del error de la integral definida de f
en cada intervalo [x;_1,x;]: existe ¢; € (x;,_1,x;) tal que

i i— i 1 "
/XH f(x)dx— Mm@ =0/ (ci)AX3.
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Ejercicio 16.1.20. Sea f : [a,b] — R una funcion de clase C*.

1. Si B, := {x0,...,%,} es la particion definida como en (16.10), demostrar que existe una

eleccion de puntos C, := (c1,...,cn) para B, tal que
Al = /bf(x)dx—T S if”(c~)Ax~3
" &7 U

2. Concluir que

lim n?Al = — (b—ay (f'(b)— £'(a)) (16.12)
Jim n°A, 2 . .
Ejemplo 16.1.21. En la aplicacion del método de los trapecios a fin de aproximar la integral
definida de la funcion f : [1,2] = R, f(x) := 1/x en el intervalo [1,2] del Ejemplo 14.3.9, hemos
observamos que

21 1
Sdx Ty
/1x A 16n2

La expresion (16.12) del comportamiento asintédtico de los errores confirma esta observacion em-
pirica. En efecto, si aplicamos (16.12) en este caso vemos que

1

(/@)= 1'(1) =~ .

2-1)?
h'mnzA,{:—( )

n—yeo 12

16.1.3. Una expresion integral del error en el Teorema de Taylor

Sea f : (a,b) — R una funcién n veces derivable en a € (a,b). En la Seccién 12.2 hemos
obtenido aproximaciones de f en un entorno de o por medio del n—ésimo polinomio de Taylor
pn de f en o. Asimismo, en el Teorema 12.2.25 hemos obtenido una expresion del error que
cometemos en dicha aproximacion: si f es n+ 1 veces derivable en (a,b), existe ¢ € int(o,x) tal
que
f(n+1) (¢) (x— a)nJrl

(n+1)! '

Nuestro propdsito en esta seccidn es obtener otra expresion de la diferencia f — p, por medio de

f(x) 7p11(x) =

integrales.

Comenzamos con el caso n = 1, es decir, se trata de obtener una expresion integral para la
diferencia

fx) = p1(x) = f(x) = f(a) = f (@) (x— @),
siendo f: (a,b) — R dos veces derivable y f” integrable. Por el Teorema Fundamental del Cédlculo
(Teorema 16.1.11) tenemos que f(x) — f(a) = [;, f'(t)dt. Vamos a integrar esta dltima integral
por partes (Ejercicio 16.1.13): si reescribimos a f”/(r) como el producto 1 f/(t) y u,v: (a,b) = R
son las funciones definidas por u(t) :=t—x y v(t) := f'(¢), tenemos que f'(r) = 1-f'(¢) =
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16.1. El Teorema fundamental del calculo

u'(t) -v(t), y por lo tanto,

"X

700 =10 = [ £0yde = [ eninar = utov) ~u(@p(@) - [[uey'@)ds
—(oc—x)f'((x)+/:(x—t)f”(t)dt.

Asi obtenemos la siguiente expresion integral de la diferencia f — p1:

IW) =) = S =) = (@) —a) = [=nf"Odr. (1613

"

Supongamos ahora que f es tres veces derivable y f™ es integrable. Partiendo de (16.13), vamos

a integrar por partes la integral de la derecha de la expresién anterior. Para esto, consideramos las
funciones u,v : (a,b) — R definidas por u(t) := —1(x—1)> y v(t) := f"(t) y observamos que
(x—1)f"() = u'(¢)v(t). Por lo tanto,

X

/a =" Odt = u(x)v(x) —u(a)v(a) — /a u(e) (1)dt
_ %(x—a)Zf”(a)+/:%(x—t)2f”’(t)dt.

En consecuencia, deducimos que

F0) = p1(0) = 5 (= 027" (0) = ()~ pa) = [ (=11 " 0.

o

Esto demuestra el caso n = 2 y da una idea de cémo proceder en general. Argumentando inducti-
vamente, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 16.1.22 (Expresién integral para el error del polinomio de Taylor). Sea f: (a,b) — R

n+1)

una funcion n+ 1 veces derivable tal f' es integrable en (a,b) y sea a. € (a,b). Entonces, para

cada x € (a,b),
76 =) = [ e D .

Ejercicio 16.1.23. Completar la demostracion del Teorema 16.1.22. (Sugerencia: analizar el caso
n=23))

Ejemplo 16.1.24. En el Ejercicio 12.2.18 habiamos mostrado que el n—ésimo polinomio p,, de
Taylor de la funcion f : (0,400) = R, f(x) :=Inx en I estd dado por

(_1)n+1

pul) = (0= 1) = 3 r= 1 oo 1)

Asimismo, en el Ejercicio 12.2.28 habiamos utilizado la expresion explicita del error en la apro-
ximacion por el polinomio de Taylor del Teorema 12.2.25 a fin de demostrar que, para cada
x €[1/2,2], resulta

s (x _ 1)n+1

Inx = Iim p,(x) = Y (~1)"

o (16.14)
n=0
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16. Integracion definida III: funciones derivables

Nos proponemos aplicar la forma integral del error del Teorema 16.1.22 a fin de demostrar que
la identidad (16.14) resulta vdlida para cada x € (0,2).

Teniendo en cuenta que {7 (t) = —n!/(—t)"*! para cada n € N, tenemos la siguiente expre-
sién del error de aproximar Inx por el polinomio p,(x):

n! X1 /t—x

lnxfpn(x):fflx%(xft)"mdt: : ;(T)ndt.

Fijemos x € (0,2) \ {1}. Tenemos dos casos:

= six € (1,2), entonces t € [1,x], y por lo tanto,

t—x|/t=x—1)/t<x—1;
n six € (0,1), entonces t € [x,1], y por lo tanto, |t — x|/t = (t —x)/t <1—x.

Sea € > 0. Las estimaciones previas aseguran que existe ng € N tal que

n

<€

t—x

t

para cada n > ny. Por lo tanto, si n > ng tenemos que

o | — n X 11t—x|n
|lnx—pn(x)|:‘/ (=) dt‘g/ |2 < fna.
1t t 1t t

Esto demuestra que (16.14) es vdlida para cada x € (0,2).

Ejercicio 16.1.25 (Forma de Cauchy del error). Sea f : (a,b) — R una funcién n+ 1 veces deri-
vable tal que f"+) es integrable en (a,b) y sea & € (a,b). Demostrar que existe ¢ € int(x,a) tal
que

f(n+l) c
0= pud) = T ey a)
(Sugerencia: aplicar el Teorema del valor medio para integrales (Teorema 14.3.1) a la expresion
integral del error del Teorema 16.1.22.)
Ejercicio 16.1.26. Sea o ¢ Ny sea f: (—1,4+) — R la funcion f(x) := (1 +x)%.

1. Demostrar que el n—ésimo polinomio de Taylor de f en un entorno de x =0 es

pule) = 1oy A& eles (et l),

2. Sea x € (—1,1) fijo. Demostrar que la sucesion (pn (x))neN converge a f(x). (Sugerencia:
utilizar la expresién del error de Cauchy.)

3. Expresemos el limite 1im p,(x) en la forma
n—soo

ofoa—1)---(x—n+1)

x".
n!

o __ 11 —
(1427 = Jim pa() =
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Usando la identidad (a+ b)* = a®(1 + %)“, demostrar que si a >0y |b| < a, se tiene el
siguiente Teorema del binomio de Newton generalizado:

(a+b)a:aa+%aa71b+a(?;1)aa72b2 ( : ]2)((; 2) a®= 3b3

16.2. Integrales impropias

Frecuentemente surge la necesidad de definir una nocidén de integral definida de funciones f :
(a,b] — R continuas y no necesariamente acotadas, es decir, dotar de sentido a integrales del
tipo fol In(x) dx. Mds atin, puede ser importante considerar integrales de funciones continuas (o
con finitas discontinuidades) en intervalos infinitos, como por ejemplo f0+°° ¢~ dx. Este tipo de
integrales se denominan integrales impropias.

16.2.1. Integrales impropias en intervalos finitos

Consideremos en primer lugar una funcién f : (a,b] — R que es integrable en cada intervalo
[¢,b] con ¢ € (a,b]. Definimos la integral impropia [” f(x)dx como el limite

/bf(x)dx = lim ’ f(x)dx

a h—0t Ja+h

siempre que este limite exista (en cuyo caso diremos que la integral [ ab f(x)dx converge, en tanto
que en caso contrario diremos que ésta diverge). De modo similar, si f : (a,b) — R es una funcién
integrable en cada intervalo [, 3] con a, B € (a,b) y ¢ es punto arbitrario de (a,b), definimos la
integral impropia de f en [a,b] en la forma

b b+h

/ flx)dx:= lim f( Yaxt 1im [ f(x)dx. (16.15)
a h—0t h—0~ Je

Mis generalmente, sea f : [a,b] — R una funcién integrable en cada intervalo [o, B] C (a,b) que

no contenga a los puntos ¢} < ¢ < -+ < ¢, del intervalo [a,b]. Si llamamos ¢y :=a y ¢, := b,

definimos su integral impropia en el intervalo [a, ] por

/f dx—z * ) dx,

Ck—1

siempre que cada una de las integrales impropias [ f(x)dx exista.

Ck—1

Ejemplo 16.2.1. Estudiamos la convergencia de la integral impropia fol Inxdx. Teniendo en cuen-
ta que la funcion g : (0,1] — R definida por g(x) := x(Inx — 1) es una primitiva de la funcion
f:(0,1] = R, f(x) := Inx, vemos que

Inxdx = Ii ld—l—l' h)=—-1— lim A(lnh—1)=—
/nxx im nxdx = g(1) h_l)r(r)1+g() Jim, (In )

h—0t

Concluimos entonces que la integral impropia fol Inxdx converge a —1.
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Ejemplo 16.2.2. Dados o € Ry a < b, analizamos la convergencia de la integral impropia |, f (x—
a)~%dx. Si a # 1, tenemos que

(b—a)—@

b 1 _ N\« 1-a .
lim R S C ) _) g sies<t
h—=0+ Javn (x —a)® h—0+ -« l-o - a1

Asimismo, para & = 1, tenemos que

b 1
lim / dx= lim (In(b—a)—Inh) = oo.
h=0+ Jatn (x —a) h—0+

En resumen, tenemos entonces que
I-a
b (b—a) *

HITI+ de: l—a
ho 0T Jath X4 oo sia> 1.

sio<l1,

Este andlisis nos va a permitir determinar la convergencia de varias integrales impropias por
“comparacion”.

Ejercicio 16.2.3. Demostrar que jol x~ (= Inx)" dx diverge para cada u € R.

Ejercicio 16.2.4. Demostrar que, si existe, la definicion (16.15) de la integral impropia es inde-

pendiente del punto ¢ € (a,b) considerado.

Criterio de convergencia de Cauchy

El andlisis de la convergencia de integrales impropias comparte varias caracteristicas con el de
series. En tal sentido, nuestro primer resultado es andlogo al criterio de Cauchy de convergencia
para series (Lema 9.3.12).

Lema 16.2.5 (Criterio de Cauchy de convergencia). Sea f : (a,b] — R una funcion integrable en
cada intervalo [c,b] con ¢ € (a,b]. Entonces la integral impropia |, f f(x)dx converge siy solo si
para cada € > 0 existe & > 0 tal que, si 0 < hy < hy < 0, entonces

/:H—hg f)dx

+hy

<e. (16.16)

Demostracion. Supongamos en primer lugar que la integral j[f’ f(x)dx converge, es decir, existe
I € R tal que limy,_,o+ fb%f(x) dx=1.Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

a

/‘h f(x)dx—l‘ <&
a+h
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para cada 0 < h < &. Esto implica que, si 0 < h; < hy < 8, entonces

b b

a-+hy
[ Crwad = | [ pwds- [ pods
a+hy a+hy a+hy
b b
< f(x)dx—1|+ I—/ f(x)dx| < 2,
a+hy a+hy

lo que demuestra la primera afirmacién del enunciado.

En cuanto a la afirmacion reciproca, consideramos el limite 1imy,_,o+ f ' f (x)dx por sucesiones,
dado que la condicién (16.16) es de hecho un andlogo “continuo” del concepto de sucesion de
Cauchy. Si (h Jnen €s una sucesioén de R que converge a 0, entonces (16.16) implica que la

sucesion ( fa on S f(x)dx) es de Cauchy, y por lo tanto, converge en R. Sean ahora (/),),en ¥

neN
(W) nen dos sucesiones de R~ que convergen a 0 y sean I’ e I” los correspondientes limites de

las integrales definidas, es decir,

b b
I' = lim f(x)dx, I":=1lim f(x)dx.

n=% Jath, n=e Jath

Queremos ver que I’ =1". Sean € > 0y ng € N tal que, si n > ng, entonces

/b fx)dx—1"| <e

]

/ab flo)dx—1'

<e y
+h,

En consecuencia,

b
flo)dx—1"
a+h!!

1< <3e.

/f(xdx /f(xdx/ W]+

Dado que € > 0 es arbitrario, concluimos que I’ = I”. Deducimos entonces que el limite
limy, e |, ab ', f(x)dx existe y es independiente de la sucesion (h,),en en consideracion, de lo que
concluimos, por la caracterizacién de los limites continuos por sucesiones (10.1.14), que la integral

impropia [ f f(x)dx converge. O

Ejemplo 16.2.6. Analizamos con el criterio de Cauchy la convergencia de la integral impropia
fol V/—1Inxdx. Sean 0 < hy < hy y supongamos sin pérdida de generalidad que hy < e~'. Esto
implica que —Inx > 1 para cada x € [hy,h], y por lo tanto,

o o
vV—Inxdx < / —Inxdx.
1 hy

Dado que la integral impropia [01 Inxdx converge (Ejemplo 16.2.1), el criterio de Cauchy de
convergencia (Lema 16.2.5) asegura que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |f:12 —Inxdx| < €
si 0 < hy < hy < 8. Por lo tanto,
/ —Inxdx
hy

5i 0 < hy < hy < 8, lo cual implica, de acuerdo con el criterio de Cauchy de convergencia (Lema

<€

/ V—Inxdx| <
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16.2.5), que la integral impropia fol v —Inxdx converge. Cabe destacar que fol v —Inxdx conver-
ge a \/T/2 (ver [BMO4, pdgina 190]).

Convergencia absoluta

El ejemplo precedente (Ejemplo 16.2.6) ilustra una estrategia bdsica en el analisis de la conver-
gencia de integrales impropias: la comparacién de la funcién a integrar con una de comportamiento
conocido. Supongamos que queremos analizar la convergencia de la integral impropia |, ab f(x)dx
de una funcién f : [a,b] — R integrable en cada intervalo [c,b] con ¢ € (a,b]. Si la funcién f
no cambia de signo en el intervalo [a,b], digamos por caso que f(x) > 0 para cada x € [a,b],
y f(x) < g(x) para cada x € [a,b], donde g : [a,b] — R es una funcién cuya integral impropia
J ab g(x)dx converge, entonces inmediatamente obtenemos una “buena” acotacién superior de la
integral fﬁ;ﬁ 2 y
vergencia (Lema 16.2.5) concluimos que la integral impropia de f en [a,b] converge. Esta es la

f(x)dx para cada 0 < hy < hy, a partir de lo cual, por el criterio de Cauchy de con-

idea del criterio de comparacién que discutimos en el ejercicio a continuacion.

Ejercicio 16.2.7 (Criterio de comparacién para funciones positivas). Sean f,g: (a,b] — R dos
funciones integrables en cada intervalo [c,b] con ¢ € (a,b] tales que 0 < f(x) < g(x) para cada

x € [a,b]. Demostrar las siguientes afirmaciones:
1. si la integral impropia |, f g(x)dx converge, entonces |, f f(x)dx converge;
2. si la integral impropia |, f f(x)dx diverge, entonces fab g(x)dx diverge.

Ejercicio 16.2.8. Demostrar que fol (—Inx)H dx converge para cada p > 0. (Sugerencia: compa-
rar con x /2 (— Inx)*.)

Ejercicio 16.2.9. Demostrar que fol x*(—1Inx)* dx diverge para cada a < —1 y u > 0. (Sugeren-
cia: comparar con x~ ! (—Inx)H.)

El criterio de comparacidn del Ejercicio 16.2.7 sugiere que el andlisis de las integrales impropias
se simplifica si la funcién en consideracién no cambia de signo. Consideramos ahora una funcién
f i (a,b] — R integrable en [c,b] para cada ¢ € (a,b] que cambia de signo en el intervalo (a,b].
Observamos que el valor absoluto de una funcién integrable es integrable (Ejercicio 15.2.5), por
lo que tiene sentido considerar la integral impropia [ f | £ (x)| dx. Prosiguiendo la analogia con el
andlisis de la convergencia de series, tenemos la siguiente definicidn.

Definiciéon 16.2.10 (Convergencia absoluta). Sea f : (a,b] — R una funcion integrable en [c,b]
para cada ¢ € (a,b]. Decimos que la integral impropia j‘f f(x)dx converge absolutamente si la
integral impropia || f |f(x)]| dx converge.

~1/2sen(1/x) dx converge absoluta-

Ejemplo 16.2.11. Afirmamos que la integral impropia [01 X
mente. En efecto, teniendo en cuenta que |x~'/?>sen(1/x)| < x~'/? para cada x € (0,1], por el
criterio de comparacion (Ejercicio 16.2.7) y el hecho de que la integral impropia fol x~ 2 dx con-
verge (Ejemplo 16.2.2) concluimos que jol x~'/2|sen(1/x)|dx converge. Esto demuestra que la

zntegra X sen X)ax converge abso utamente.
j [ fy x ?sen(1/x)d bsol
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16.2. Integrales impropias

De forma similar a lo que ocurre en el caso de series (Lema 9.3.23), la convergencia absoluta
de una integral impropia implica la convergencia de la misma, como afirmamos en el resultado a
continuacion.

Lema 16.2.12. Sea f : (a,b] — R una funcion integrable en [c,b] para cada ¢ € (a,b]. Si la
integral impropia j;’ f(x)dx converge absolutamente, entonces |, : f(x)dx converge.

Demostracion. Observamos que, si 0 < h; < hy, entonces

/a e f(x)dx

+hy

ra+hy
g_/a £ ()] dx. (16.17)

+hy

Dado que la integral | f |f(x)|dx converge, el criterio de Cauchy de convergencia (Lema 16.2.5)
asegura que para cada € > 0 existe § > 0 tal que

a+hy
| S ireldx<e

a+hy

si 0 < h; < hy < 6. Esto implica que la misma estimacién es vdlida para el término de la izquier-
da en (16.17), de lo cual, por el criterio de Cauchy de convergencia, concluimos que la integral
impropia jab f(x)dx converge. O

Ejemplo 16.2.13. Prosiguiendo con el Ejemplo 16.2.11, en el cual demostramos que la integral

~1/2

impropia folx sen(1/x)dx converge absolutamente, por el resultado precedente concluimos

que la integral impropia fol x~1/2sen(1/x)dx converge.

Criterios de comparacion para la convergencia absoluta

Combinando el hecho de que una integral impropia absolutamente convergente resulta conver-
gente con el criterio de convergencia para funciones positivas del Ejercicio 16.2.7, deducimos el
siguiente criterio de comparacién general.

Lema 16.2.14 (Criterio de comparacién). Sean f,g : (a,b] — R dos funciones integrables en cada
intervalo [c,b] con ¢ € (a,b]. Si |f(x)| < g(x) para cada x € (a,b] y la integral impropia [ g(x)dx
converge, entonces jf f(x)dx converge absolutamente.

El Ejemplo 16.2.13 es un caso particular del criterio de comparacién precedente, donde la com-
paracién se realiza con una funcién del tipo (x — a)%, cuyo comportamiento estudiamos en el
Ejemplo 16.2.2. Este tipo particular de comparaciones suele ser de utilidad en las aplicaciones,
por lo que lo enunciamos por separado.

Corolario 16.2.15 (Criterio de comparacién con potencias). Sea f : (a,b] — R una funcion inte-
grable en cada intervalo [c,b] con ¢ € (a, D).

= Siexisten M >0y o> —1 tales que |f(x)| < M(x—a)® para cada x € (a,b), entonces la

integral impropia fab f(x)dx converge.

= Siexisten M >0y o < —1 tales que f(x) > M(x—a)®* para cada x € (a,b], entonces la
. . . b .
integral impropia [} f(x)dx diverge.
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Ejercicio 16.2.16. Analizar la convergencia de las siguientes integrales impropias:

1 1 1 1 1
/ xilsenzxfldx, / —dx, / —dx.
0 0 v1—x2 0 v1—x3

Una consecuencia ttil de nuestro criterio de comparacion para la convergencia absoluta (Lema
16.2.14) es el siguiente criterio de comparacién del limite.

Lema 16.2.17 (Criterio de comparacién del limite). Sean f,g : (a,b] — R dos funciones positivas
e integrables en cada intervalo [c,b] con ¢ € (a,b] tales que

Iim ?:£>0. (16.18)

x—at (x)
Entonces [’ f(x)dx converge si y solo si [ g(x)dx converge.

Demostracion. Sea € > 0 tal que £ — € > 0. Por (16.18) existe 6 > 0 tal que

f)

l—e<—=</l+e¢
g(x)

para cada x € (a,a+ ). Asi concluimos que
0<flx) < (t+e)glx) y 0<glx)<(t—e) ' f(x)
para cada x € (a,a+ d). Aplicando el criterio de comparacion para la convergencia absoluta (Lema

16.2.14) deducimos inmediatamente el enunciado. O

Ejemplo 16.2.18. Analizamos la convergencia de la integral impropia fol f(x)dx, donde f :
(0,1] = R es la funcion definida por f(x) := (x> +2x° +x°)"1/2. Si g : (0,1] — R es la funcién
g(x) := x73/2, tenemos que

3/2 1
1tm 29— i a i

S | .
0t g(X) a0t V34285 410 w0t /14202 446

En consecuencia, teniendo en cuenta que fol x 32 dx diverge (Ejemplo 16.2.2), concluimos que
Jo f(x)dx diverge.

Ejercicio 16.2.19. Analizar la convergencia de [ sen*xdx para cada o < 0.

Ejercicio 16.2.20. Sean f,g: (a,b] — R dos funciones positivas e integrables en cada intervalo
[¢,b] con ¢ € (a,b]. Demostrar que:

1. si lim f (x)/g(x)=0y [ ab g(x)dx converge, entonces |, ab f(x)dx converge;
X—a

2. si h’m+ f(x)/g(x) =00y fabg(x) dx diverge, entonces f: f(x)dx diverge.
X—a
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16.2. Integrales impropias

Aproximacion numérica de integrales impropias de funciones no acotadas

Hasta acd hemos discutido criterios que nos permiten asegurar que una integral impropia con-
verge. En algunos casos, como cuando se trata de funciones que tienen una primitiva facil de
evaluar, el Teorema fundamental del calculo nos permite obtener expresiones explicitas de tales
integrales. Sin embargo, en la mayoria de los casos solo serd posible aproximar numéricamente la
integral impropia de una funcién dada. Nuestro propdsito en esta seccion es mencionar brevemente
algunos métodos de aproximacién de una integral impropia convergente del tipo |, f f(x)dx.

En primer lugar, cabe observar que, en algunos casos con un comportamiento particularmente
bueno, es posible obtener aproximaciones razonables truncando la integral, esto es, calculando
aproximaciones a una integral definida del tipo [ : ' ¢ f(x)dx, con € > 0 “chico”. En el ejercicio a
continuacidén discutimos uno de estos casos.

Ejercicio 16.2.21 ([PS78, Part Two, §1.3.20]). Sea f : [a,b] — R una funcién mondtona en (a,b)
tal que la integral impropia [ub f(x)dx converge. Sea B, := {x(()"), e ,xﬁfo} la particion de [a,D)
que consiste de n+ 1 nodos equiespaciados y sea fi("> (0 < i< n) el valor que toma f en tales
nodos, esto es,

b_ n n n .
h:= a’ x()::a—}—ih (0<i<n), fi<)::f(x(>) (0<i<n).

1

1. Suponiendo que f es creciente en (a,b), demostrar que

b

b—h
/ F@dx <h(f"+ £ 4 f) < / £(x)dx.

+h
b
2. Concluir que 1im h(fl(") +f2<") + - —l—f,gli)l) :/ f(x)dx.
n—yoo a
Ejemplo 16.2.22. Supongamos que queremos estimar la integral impropia

1 1
I:= ———d
/o VxX+x .

que converge a 5 —61In2 ~ 0,8411169166. De acuerdo con el ejercicio precedente, tenemos que,
si f:(0,1] — R es la funcion f(x) := (v/x+ /x)~\, entonces

(1)1 2) 40750 =

En la Tabla 16.1 listamos algunos de las aproximaciones que obtenemos de esta manera. Cabe

destacar que la convergencia es sumamente lenta.

Una estrategia mds interesante consiste en “remover” la singularidad, para lo cual seguimos
[TK94, §7.6]. Supongamos que queremos aproximar una integral de la forma

b

(xf’f);))adx, O<a<l, (16.20)

1=
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16. Integracion definida III: funciones derivables

Tabla 16.1.: Algunas aproximaciones a, de la integral impropia fol (Vx+ /x) " dx.

n a,
100 | 0.8045053481
300 | 0.8231887109
500 | 0.8282422837
700 | 0.8307637590

1000 | 0.8328992784

1500 | 0.8347972464

2000 | 0.8358717885

donde g : [a,b] — R es una funcién de clase C"*! en [a,b] para cierto r > 0. Por el Teorema de
Taylor con expresion explicita del error (Teorema 12.2.25) tenemos que

(r+1) ")
e = pel) + 5 0, )= gl @) o D xa
donde ¢ € int(x,a). Asf, la funcién & : [a,b] — R definida por
h(a):=0, h(x):= W (16.21)

resulta de clase C" en [a,b]. En consecuencia, si expresamos la integral impropia (16.20) en la
forma

b b b
I=L+DbL, I ::/ h(x)dx=/ Lpro(‘x)dx, L ::/
a a

- pr(x)
. G—a) _a)adx7 (16.22)

(x

la integral I puede evaluarse explicitamente:

P NI N O 4

a1 2« T A rrila

Por otro lado, dado que la funcién A de (16.21) es de clase C”, la integral /; no es una integral
impropia, y por lo tanto puede aproximarse con alguno de los métodos que hemos discutido. Si,
por ejemplo, aproximamos /; con el método de los trapecios, de la estimacién del error de dicho
método (Ejercicio 14.3.8) tenemos el siguiente resultado.

Teorema 16.2.23. La integral I} de (16.22), y por lo tanto la integral impropia (16.20), puede
aproximarse con el método de los trapecios usando n+ 1 nodos equiespaciados con un error AT
acotado por
1 (b—a)’
Al < —
1| = 12 n? ’
siendo M una cota superior de la derivada segunda de la funcion h de (16.21).
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16.2. Integrales impropias

Ejemplo 16.2.24. Queremos aproximar numéricamente la integral impropia
Icosx
I:= / —dx. 16.23
O (16.23)

El desarrollo de Taylor de cosx en 0 de orden 2 es p>(x) = 1 —x?/2. Por lo tanto, siguiendo el

método precedente, expresamos la integral impropia (16.23) en la forma

Lcosx—pa(x pz(x
I=n4n— [ S0P +/
b 0 Vx

La segunda integral se puede calcular explicitamente. En efecto, tenemos que

1 1 1
pa(x) / ~1/2 1/ 3/2 12 9
= —_ = —2— * - —1 .
/0 \[dx .Ox dx 2.Ox dx = 5’5753 .8

En cuanto a la primera integral, aproximdndola por el método de los trapecios con n = 100

intervalos, obtenemos el valor Tigg = 0,009049629, que resulta una aproximacion relativamente
buena del valor exacto 0,009048476 . .. En definitiva, tenemos la aproximacion 1,809049629, que

coincide en sus primeros cinco digitos con el valor exacto 1,809048476. ..

Ejercicio 16.2.25. Para integral impropia (16.23) obtener, en funcion de n, una estimacion del
error del tipo de la del Teorema 16.2.23. Demostrar que el integrando correspondiente es una
Suncién mondtona en (0,1] y comparar con los resultados que se obtienen aplicando el Ejercicio
16.2.21.

16.2.2. Integrales impropias en intervalos infinitos

Otro caso de interés es el de la integracién de funciones continuas en intervalos no acotados.
Sea f : [a,+o°) — R una funcién continua. Definimos la integral impropia ff” f(x)dx como el
limite

)dx:= lim /
a f r—>—+oo f
siempre que este limite exista. En tal caso, diremos que la integral fjm f(x)dx converge, en tanto
que en caso contrario diremos que ésta diverge.

Ejemplo 16.2.26. Sea f: [e,+>) — R, f(x) :=1/(xInx). Dado que [, f(x)dx = In(Inr), con-
cluimos que [, f(x)dx diverge.

Ejercicio 16.2.27. Demostrar que, si a < b, entonces

b_a)a+1

oo b=t o
/ (r—a)®dx = o sio < —1,
b oo sio > —1.

Muchas de las consideraciones que hemos hecho para integrales impropias en intervalos finitos
se extienden de forma similar a las integrales impropias sobre intervalos infinitos. En particular,
tenemos el siguiente criterio de Cauchy de convergencia.
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16. Integracion definida III: funciones derivables

Teorema 16.2.28 (Criterio de Cauchy de convergencia). Sea f : [a,+o°) una funcion integrable
en cada intervalo |a,c| con ¢ > a. Entonces la integral impropia fjw f(x)dx converge si'y solo si
para cada € > 0 existe M > 0 tal que, si d > ¢ > M, entonces

<E.

[df(x)dx

Ejercicio 16.2.29. Probar el criterio de Cauchy de convergencia del Teorema 16.2.28.

Del mismo modo que en el caso de integrales impropias en intervalos finitos, los criterios de
comparacién resultan una herramienta fundamental a fin de determinar la convergencia de la inte-
gral impropia de una funcién dada en un intervalo no acotado. En el siguiente ejercicio considera-

mos varios criterios de convergencia.

Ejercicio 16.2.30 (Criterios de comparacién). Sean f, g : [a,+e0) — R integrables en cada inter-
valo [a,c] con ¢ > a tales que f(x) >0y g(x) > 0 para cada x > a.

1. Probar que si f(x) < g(x) para cada x € [a,+o0) y la integral impropia [ g(x) dx conver-
ge, entonces [,/ f(x)dx converge.

2. Probar que si f(x) < g(x) para cada x € [a,~+) y la integral impropia [ f(x)dx diverge,
entonces [ g(x)dx diverge.

3. Demostrar que si lim,_, o f(x)/g(x) = £ > 0, entonces [ f(x)dx converge si y solo si
1.7 g(x) dx converge.

Ejercicio 16.2.31 (La funcién Gamma). Una funcion de particular importancia es la funcion
Gamma T(x) := [ et L.

1. Demostrar que la integral impropia T'(x) converge si x > 0. (Sugerencia: considerar por
separado la integral en [0, 1] y en [1, +o0) y aplicar los resultados de comparacién (Corolario
16.2.15 y Ejercicio 16.2.30).)

2. Aplicando integracion por partes, demostrar que I'(x+ 1) = xI'(x).
3. Demostrar que T'(1) = 1 y concluir que T'(n) = (n— 1)! para cada n € N.

Por ultimo, en lo que respecta a la aproximacion numérica de integrales impropias en intervalos
no acotados, la situacion es en general mas complicada que en el caso de intervalos finitos. En el
siguiente ejercicio consideramos el caso de las funciones monétonas (para casos mas generales,
ver [IK94, §6.3] o [DRO7, Chapter 3]).

Ejercicio 16.2.32 ([PS78, Part Two, §1.4.30]). Sea f : [a,+°) — R una funcién mondtona tal que

la integral impropia [ f(x) dx converge.

1. Suponiendo que f es creciente en [a,+), y dados h > 0y n € N, demostrar que

~(n+1)h nh
| redx (s +sem ot pom) < [ @ a

a
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2. Concluir que

im h(f(h)+ f(2h) +---+ f(nh)+---) = lim hif(nh) = /+wf(x)dx.
h—0t [ U— Ja

16.3. Longitud de curva

Si bien hemos introducido el concepto de integral definida en relacién con el problema de de-
terminar el drea de ciertas regiones del plano, también podemos utilizar la integracion definida a
fin de obtener una nocién de longitud de curva. Este es el objetivo central de la presente seccién.

Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Nos proponemos “medir” la longitud de la curva G(f)
que define el gréfico de f, esto es,

G(f) :={(xf(x)) : x € [a,b]}

La idea es simple: si existiera una particién xp 1= a < x1 < -+ < x,—1 < X, := b del interva-
lo [a,b] de modo tal que f resultara lineal a trozos, es decir, tal que la restriccion fl,, | )
[xi—1,x;] = R de f a cada intervalo [x;_;,x;] resultara una funcién lineal (ver la Figura 16.1),
entonces concluiriamos que la longitud de la curva G(f) es la suma de las longitudes de los seg-
mentos ¢;(f) (0 <i < n) correspondientes, esto es,

Uf) =Y t(f) = Z \/(xi —xi-1)? 4+ (f(xi) = f(xie1))% (16.24)
i=1 i=1
y
y=f()
X0 X1 X2 X3 X4 X5 *

Figura 16.1.: Una funcién lineal a trozos f : [a,b] — R en cada intervalo [x;_1,x;].

Si ahora f es una funcion continua arbitraria, podemos aproximar dicha longitud eligiendo n+ 1
puntos en G(f),
{(xi, f(x) ixp:=a<xp <+ <xy—1 <X :=b},

uniéndolos por medio de segmentos y considerando nuevamente la suma (16.24). Si aceptamos
que la menor distancia entre dos puntos del plano es la longitud del segmento que los une, la
suma (16.24) resultard entonces una estimacién inferior de la longitud de la curva G(f) (ver la
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16. Integracion definida III: funciones derivables

Figura 16.2). Asi, argumentando como en la discusion sobre la nocién de integral definida, serfa
de esperar que, a medida que consideramos particiones P, := {xg,x1,...,%,} cada vez mds finas,
las sumas (16.24) resulten progresivamente mejores aproximaciones de la longitud de la curva
G(f), de modo que, cuando la norma AP, de las particiones tiende a 0, obtengamos la longitud de
la curva G(f).

X0 X1 X2 X3 X4 X5

Figura 16.2.: Una funcién f : [a,b] — R y su aproximacion lineal a trozos asociada a una particién
P :={xp,...,xs5} del intervalo [a,D].

Sin embargo, esta idea no conduce necesariamente a una nocién de longitud de la curva G(f),
dado que no necesariamente dicha longitud es “finita”. En efecto, consideremos la funcién
f:[0,1] — R definida de la siguiente manera (ver la Figura 16.3):

= f(0):=0;
» f(1/2n)=1/2ny f(1/(2n—1)) =0 paracadan € N;

= f es lineal en cada intervalo [1/(n+1),1/n].

Q= =

L1rr 1
754 3 2

Figura 16.3.: El gréfico de una funcién f : [0,1] — R continua y lineal a trozos cuya longitud no
es finita.
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Es fécil ver que f es una funcién continua. Asimismo, de acuerdo con nuestras consideraciones
anteriores, si G, (f) es el gréfico de la funcién (lineal) f|[; /(n+1),1/5 ¥ €n(f) €s la longitud de dicho
segmento, tenemos que

Concluimos que la suma de las longitudes de los segmentos correspondientes no resulta acotada,
por lo que no tenemos una nocién de longitud de la curva G(f) en este caso.

16.3.1. Longitud de curva para el grafico de una funcién C!

Consideremos ahora una funcién f : [a,b] — R de clase C! en [a,b] (o de clase C' en (a,b) con
derivada acotada). Afirmamos que, en tal caso, las sumas (16.24) convergen, para cada sucesion
(Py)nen de particiones de [a,b] con lim, .. AP, = 0, a un nimero real positivo, que vamos a
denominar la longitud de la curva G(f).

En efecto, sea P, := {x,...,x,} una particién de [a,b]. Entonces

Z\/ 24 () — f i) im\/lJr (x, floxie 1))2'

i=1 —Xi-1

Aplicando el Teorema del valor medio (Teorema 12.1.4) en cada intervalo [x;—1,x;] concluimos
que existe & € (xi—1,%;) (1 <i<n)tal que

iAx\/l—i- () x’1> ZAx (&))2. (16.25)

i=1 Xi — Xi—1

Dado que f': [a,b] — R es una funcién continua, la composicién g := /14 (f/)?: [a,b] = R
también lo es, de lo que deducimos que es integrable en [a,b]. Asimismo, si llamamos E, :=
(&1,...,&,) alos puntos que obtenemos aplicando el Teorema del valor medio en cada intervalo
[xi—1,x;], vemos entonces que el término de la derecha en (16.25) es de hecho la suma de Riemann
S(g, Py, Ey). Si consideramos entonces una sucesién de particiones (P, ),en con 1im, . AP, = 0,
por la definicidn de integral definida de una funcién continua tenemos que

yﬂgwlmm@VmiLﬂh+uvww.

En consecuencia, hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 16.3.1. Sea f : [a,b] — R una funcion de clase C'. Si (P,),cn es una sucesion de parti-
ciones de [a,b] con lim,_,. AP, = 0, entonces

tim 3l —5-0+ () = )2 = [ 1 (e

Este resultado y nuestras consideraciones anteriores justifican la siguiente definicion.
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16. Integracion definida III: funciones derivables

Definicion 16.3.2 (Longitud de curva). Sea f : [a,b] — R una funcion de clase C'. Definimos la
longitud ¢(f) del grafico G(f) de f por

)= [ repa

Ejemplo 16.3.3. Si bien basamos la definicion de longitud de curva en el hecho de que sabemos
medir la longitud de segmentos, apliquemos la definicion de longitud de curva a fin de determinar
la longitud del grdfico de una funcion lineal f : [a,b] — R, f(x) := mx+ b. Observamos que

_ f(b)~fla)
)]

—a

De acuerdo con la definicion precedente, tenemos que

() = [ ViEmid = TEnio-a) =\ (0-aP + (0) ~ S (@),

que coincide con la distancia euclidea entre los puntos (a, f(a)) y (b, f(D)).

Ejemplo 16.3.4. Determinamos la longitud del grdfico de la funcion f: [—1,1] = R, f(x) :=
V1 —x2. A fin de aplicar la definicion de longitud de curva, observamos que

—X

flx) =

1—x2

para cada x € (—1,1). Esta funcion no satisface las hipétesis del resultado sobre la convergencia
de la longitud de las poligonales “inscriptas” en una curva (Teorema 16.3.1), dado que

lim f (x) = hm flx) =

x——1

Por lo tanto, si existe, la longitud del grdfico de la funcion f resulta el valor de la integral impropia
0 1+h
/ x))2dx = lim /14 (f'(x))%2dx+ lim /14 (f'(x))%dx.  (16.26)
h—=0+J—14h h—0~J0

A fin de determinar el valor de esta integral, para cada x € (—1,1) tenemos que

= i

En consecuencia, la funcién \/1+ (f')? a integrar es par, de lo que concluimos que, si la integral

impropia (16.26) converge, entonces
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Asimismo,

1+h 1 T
lim dx= lim (arcsen(1+h)—arcsen(0)) = arcsen(1) = 5

h—0-Jo V1—x2 h—0

Esto muestra que
1
1= [ \1+0erd=r

lo que coincide con la definicion de ® como la mitad de la longitud de la circunferencia de radio
1 (Seccion 6.4.1).

Ejercicio 16.3.5. Demostrar que la longitud del grdfico de la funcion f : [-r,r] = R, f(x) :=
V12 —x2 es igual a wr. Interpretar el resultado geométricamente.

16.3.2. Las funciones trigonométricas revisitadas

Dado « € [0, 7], en la Seccién 10.1.1 definimos los valores cos & y sen ¢ como las coordenadas
x e y del punto “final” del “arco continuo” de longitud ¢ que “recorre” en sentido antihorario la
circunferencia unidad, “comenzando” en el punto (1,0) y “terminando” en un punto (x,y) (ver la
Figura 16.4). Asimismo, para la “buena definicién” de sen o y cos ¢, fue necesario suponer que
cada a € [0, 7] corresponde a un Gnico arco continuo de este tipo. Dado que ahora tenemos una
nocidn de longitud de curva, nos proponemos revisitar esta construccion.

y
(x,y)
I\
// \\

— \

- y=sen \

~ \

— \
X=coso (1,0

Figura 16.4.: La definicién sen(ct) y cos(a) para o € [0,7/2].

Una definicion “analitica” de las funciones seno y coseno

El Ejemplo 16.3.4, que discute la longitud del grifico de la funcién f: [—1,1] = R, f(x) :=
V1 —x2, nos provee una buena pista de cémo encarar la cuestion. Sin presuponer la existencia de
la funcién arco seno, dado que nuestros argumentos entrarian en un circulo vicioso, comenzamos
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16. Integracion definida III: funciones derivables

por observar que la integral impropia

1
[ 1 \/1177 dx (16.27)
converge. En efecto, sabemos que fol (1 —xz)_l/ 2dx converge (Ejercicio 16.2.16), de lo cual, por
la paridad de f, deducimos que (16.27) converge.

Mais atin, la integral (16.27) converge a 7, definido como en la Seccion 6.4.1. En efecto, en la
Seccién 6.4.1 hemos definido a 27 “por longitudes” como el limite de la sucesién (7, ),cn, donde
m, es el perimetro del poligono regular &2, inscripto en la circunferencia de radio 1 con 2" lados
(Lema 6.4.2). Observamos que la curva poligonal &2, que consiste del conjunto de los lados de
2, contenidos en el semiplano superior {(x,y) € R? : y > 0} resulta inscripta en el grifico de la
funcién f. En consecuencia, de nuestra definicién geométrica de 7w (Teorema 6.4.6) y la definicién
de longitud de curva, tenemos que

VR " Y |
”‘lﬂ*‘iﬂg(‘@")‘[lﬂdx'

En resumen, tenemos el siguiente resultado.
Lema 16.3.6. La integral (16.27) converge a .

A partir del Lema 16.3.6 obtenemos una definicion “analitica” de la longitud del “arco continuo”
T: que “recorre” en sentido antihorario la circunferencia unidad, “comenzando” en el punto (1,0)
y “terminando” en un punto (x, v1— xz). En efecto, observamos que, si definimos

1
1—1¢2

g [=1,1] = [0,7], g(x)::/xl

L

entonces g resulta bien definida, dado que la integral impropia que la define converge para cada
x € [—1,1]. En particular, de nuestra discusién sobre el concepto de longitud de curva vemos que
g(x) resulta la longitud del arco ¥ para cada x € [—1,1].

Por el Teorema fundamental del cdlculo (Teorema 16.1.11), la funcién g resulta derivable en
(~1,1), siendo g’(x) = —(1 —x2)~'/? para cada x € (—1,1). En particular, g resulta estrictamente
decreciente, dado que g’(x) < 0 para cada x € (—1,1). Asimismo, g(1) =0y g(—1) =7, de lo
que concluimos que su funcién inversa

cos:=g ':[0,7] = [~1,1] (16.28)
resulta:
= continua, ya que g es una funcién continua definida en [—1, 1] (Teorema 10.2.18);
= derivable en (0, ), ya que g’(x) # 0 para cada x € (—1, 1) (Corolario 11.2.6);

= estrictamente decreciente, ya que g lo es.
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16.3. Longitud de curva

Asimismo, dado « € [0, 7], vemos que cos() es el dinico ndmero real en [0, 7] tal que

1
o= g(cos(a)) = /Cosa \/11—7t2dt.

Asi, obtenemos una definicién analitica de la funcién coseno en [0, 7], como la coordenada
x = cos o del punto final (x(o),y(ct)) del arco continuo ¥ = ¥, que comienza en (1,0) y tiene
longitud . A su vez, definimos sen : [0, 7] — R en la forma

sen¢ := /1 —cosZa, (16.29)

esto es, como la coordenada y = yq del punto “final” del arco v = y(«).

Las propiedades de las funciones seno y coseno

Afirmamos que las funciones cos, sen : [0, 7] — [—1, 1], definidas de acuerdo a (16.28) y (16.29),
satisfacen las propiedades que hemos usado en las Secciones 10.1.1 y 11.1.1, esto es, para x,y €
[0, 7] se satisfacen las siguientes propiedades:

2

sen’x + cos?x = 1 para cada x € [0, 7], (16.30)
sen(x+y) = senx cosy-+seny cosx parax,y € [0,7/2), (16.31)
cos(x+y) = cosx cosy—senxseny parax,y € [0,7/2), (16.32)

senx < x < % para cada x € [0,7/2). (16.33)

Comenzamos observando que la identidad (16.30) es un consecuencia directa de la definicion
(16.29) de 1a funcién seno.

El siguiente paso es considerar la validez de las férmulas (16.31) y (16.32) con nuestra defini-
ci6n “analitica” de las funciones seno y coseno. Para esto, observamos que, del resultado sobre la
derivada de la funcién inversa (Corolario 11.2.6), tenemos que

cos’(g(x)) = g’](x) =—V1—-x2=—4/1—cos?(g(x)) = —sen(g(x))

para cada x € (—1,1), es decir, cos’ @ = sen o para cada o € (0,7). A su vez, combinando esta

identidad con la definicion de sen ¢, concluimos que

, —cosocos’ @ —cososena
sen' (o) = = =cosa
V1—cosza sen o
para cada o € (0, 7). Esta informacién sobre las funciones derivadas cos’ y sen’ nos va a permitir
deducir la validez de (16.31) y (16.32).

Observamos que la validez de (16.31) y (16.32) es equivalente a la de las dos identidades si-
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guientes, que se obtienen reemplazando x por x+y ey por —x en (16.31) y (16.32):

seny = sen(x+y) cosx —cos(x+y) senx, (16.34)

cosy = cos(x+y) cosx + sen(x +y) senx. (16.35)

Es claro que (16.34) y (16.35) son evidentemente ciertas para y = 0. Asimismo, si fijamos y €
(0,7/2) y consideramos los miembros derechos de (16.34) y (16.35) como funciones de la variable
X, entonces

(sen(x+y) cosx —cos(x+y) senx) =

)
= cos(x+y) cosx —sen(x+y) senx+sen(x+y) senx — cos(x+y) cosx =0,

(cos(x+y) cosx+sen(x+y) senx) =
= —sen(x+y) cosx —cos(x+Yy) senx+ cos(x+y) senx+sen(x+y) cosx =0,

es decir, los miembros derechos de (16.34) y (16.35) son funciones constantes en el intervalo
[0,7/2], y por lo tanto coinciden con su valor en x = 0, esto es, seny y cosy respectivamente,
como queriamos demostrar.

Por ultimo, la demostracién de (16.33) se obtiene observando que los tres miembros resultan
iguales en x =0 y comparando las derivadas correspondientes en (0,7/2). En resumen, tenemos el
siguiente resultado, que asegura que las funciones seno y coseno que hemos definido de acuerdo a
(16.28) y (16.29), tienen las mismas propiedades que las definidas geométricamente en la Seccién
10.1.1.

Teorema 16.3.7. Las funciones cos,sen : [0, 1] — [—1,1] definidas de acuerdo a (16.28) y (16.29)
satisfacen las propiedades (16.30), (16.31), (16.32) y (16.33).

Ejercicio 16.3.8. Demostrar que cos,sen : [0, ] — [—1,1] definidas como en (16.28) y (16.29)
poseen derivada por derecha en 0y por izquierda en T, siendo sen’ 0 =1, sen’ T = —1 y cos'0 =
cos’' T = 0 (donde en todos estos casos la derivada es la correspondiente derivada lateral).

A fin de obtener definiciones analiticas de seno y coseno en todo R basta con extender la funcién
seno por imparidad a [—7, 7], la funcién coseno por paridad a [, 7], y posteriormente extender
ambas por perioricidad a R.
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