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PrEFaCIO

Estas notas estén dirigidas a los estudiantes del curso de Matemaética |l del
Primer Ciclo Universitario delaUniversidad Nacional de General Sarmiento con la
intencion de cubrir los temas referentes a NUmeros Complejos. Fue escrito con la
intencion de presentar un Texto Bésico, riguroso y autocontenido. Los resultados
son ilustrados mediante ejemplosy graficosy seincluyd un apéndice sobre trigono-
metria para consultar los resultados utilizados sobre este tema.

La autora agradece profundamente las valiosas correcciones, sugerencias y
comentarios realizados por Alejandra Maestripieri y Marialnés Troparevsky. Agra-
dece también a Giselle Carolina Urcola por la cuidadosa revision del textoy delos
ejempl os presentados.






Indice general

1 Breve historia

2 El Conjunto de los Numeros Complejos
1 Introduccién . . . . . . ..o
2 Definicién, Operaciones y Propiedades . . . . . . ... .. ..

3 Forma Binémica

1 Definiciones y Operaciones . . . . . . . . . . . . .. ... ...
Potenciasde ¢ . . . . . . . ... L
Plano Complejo . . . . . . . . .. oo

=~ W N

Representacién Grafica . . . . . ... .. ... ... ... ...

4 Numero Complejo Conjugado
1 Definiciéon y Propiedades . . . . . . . . ... ... L.
2 Propiedades de Suma y Producto . . . . . ... ... ... ..

3 Ecuacionesen zyz . . ... ... . ... ..

5 Moébdulo de un Nimero Complejo
1 Definiciéon y Propiedades . . . . . . .. ... ... ... ....
2 Propiedades para Suma y Producto. . . . . .. ... ... ..
3 Representacién Gréfica de Conjuntos . . . . . . . .. ... ..

6 Inverso Multiplicativo y Division
1 Definiciéon y Ecuaciones . . . . . . . .. .. ...
2 Conjugado del Cociente . . . . . . ... ... ... ......
3 Mboédulo del Cociente . . . . . . . . . ... .. ... ...
4 Ecuaciones . . . . . . . ...

7 Forma Trigonométrica
1 Argumentos y Argumento Principal . . . ... .. ... ...

7

11
11
11

15
15
17
19
20

23
23
24
25

29
29
31
33

41
41
43
44
47

49



2 Definiciéon y Propiedades . . . . . . . .. .. ... 51
3 Argumento Principal y Reduccién al Primer Cuadrante . . . 51
4 Uso de la Calculadora . . . . . . .. .. .. ... .. ..... 60
5 Producto de Numeros Complejos. Teorema de De Moivre . . 61
6 Representacién Grafica de Conjuntos . . . . . . . . .. .. .. 71
7 Forma Trigonométrica del Inverso y del Cociente . . . . . . . 74
8 Raices nésimas 77
1 Raices n-ésimas de la Unidad . . . . . . ... ... .. .... 77
2 Calculo de Raices n-ésimas . . . . . ... ... ... ..... 81
Apendice A Trigonometria 85
1 Breve historia . . . . . .. .. Lo oo 85
2 Angulos ymedidas . . . . . ... Lo oo 86
3 Funciones Trigonométricas Elementales en el Circulo Unitario 88
4 Valores para Angulos Tipicos en el Primer Cuadrante . . . . 90
5 Identidades trigonométricas . . . . . . . . ... ... ... L. 93
6 Reduccién al primer cuadrante . . . . . . ... ... ... .. 95
7 Funciones Trigonométricas Elementales en la Recta. . . . . . 102



Capitulo 1

Breve historia

La primera referencia conocida de raices cuadradas de nimeros negativos
proviene de trabajos de matematicos griegos, como Herén de Alejandria, en
el siglo I antes de Cristo. Mas tarde, en el siglo III, Diofanto plante6 un
problema cuya solucién suponia la existencia de un nimero que elevado al
cuadrado fuese igual a -1, pero no conocia ningin nimero que satisfaciera
esa condicién. Pasaron siglos hasta que este tipo de problemas nuevamente
cobré interés. En el siglo XVI Rafaello Bombelli fue uno de los primeros en
admitir la importancia de encontrar raices cuadradas de nimeros negativos.
Por otro lado, en el mismo siglo, matematicos italianos como Cardano y
Tartaglia, buscaban férmulas para las raices exactas de los polinomios de
grados 2 y 3 y se encontraron con la necesidad de hallar raices de nimeros
negativos. En el siglo XVII Descartes usé el término imaginario y a fines del
siglo XVIII el matematico suizo Leonhard Euler simboliz6 la raiz cuadrada
de -1 con la letra i. Sin embargo, al no encontrar significado geométrico
para tales nimeros, éstos no fueron completamente aceptados. Unos afnos
después Wessel le dio una interpretacién al nimero ¢ y la misma idea fue
dada por Jean-Robert Argand. Més tarde Gauss la utilizd para dar la inter-
pretacién geométrica de los nimeros complejos. El uso de pares de niimeros
reales para la representacién de numeros complejos y su implementacién
maés formal recién fue dada en el siglo XIX.

Miés informacién histérica se puede encontrar en [3], [4], [9].

Como complemento bibliografico de los temas desarrollados en este capitulo
se sugieren los textos [1],[2],[8].
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Capitulo 2

El Conjunto de los Numeros Complejos

1 Introduccién

El conjunto de ntiimeros complejos es una extension de los niimeros reales. Se
obtienen considerando pares ordenados de ntimeros reales bajo operaciones
particulares de suma y producto entre éstos.

2 Definicion, Operaciones y Propiedades

Definicion 2.1. Se llama conjunto de numeros complejos, y se denota C,
al conjunto de pares ordenados {(a,b) € R?} donde las operaciones de suma
y producto se definen de la siguiente manera,

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), Y(a,b), (c,d) € C,

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc), V(a,b), (c,d) € C.

De la definicién anterior podemos escribir C = {R?, +,.}, donde +, . deno-
tan las operaciones de suma y producto definidas anteriormente.

Ejemplo 2.2. Calcular z +w y zw para z = (1,3),w = (2,—-2) € C.
A partir de la definicién de suma y producto se obtiene
(a) Ztw= (133) + (27 _2) = (37 1)7

(b) zw = (1,3)(2,~2) = (1.2 — 3.(=2), 1.(~2) + 3.2) = (8,4).
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Propiedades de la Suma
Sean z, w, u € C, entonces
(1) z4+(w+u)=(z+w)+u, (
(2) z+w=w-+z, (propiedad conmutativa)
(3) z4(0,0) =(0,0) + 2z =2, (neutro para la suma)
(1) z+(=2)=(0,0) (

propiedad asociativa)

inverso aditivo).

El inverso aditivo —z de un nimero complejo z = (a,b) es el nimero com-
plejo —z = (—a, —b). La resta de niimeros complejos puede ser considerada
como una suma: z — w = z + (—w).

Propiedades del Producto
Sean z, w, u € C, entonces

(5) z(wu) = (zw)u, (propiedad asociativa)
(6) W = Wz, (propiedad conmutativa)
(7) 2(1,0) = (1,0)z = = (neutro para el producto).

Propiedad Distributiva del Producto con Respecto a la Suma
Sean z, w, u € C entonces
(8) 2(w 4 u) = 2w + zu.

Las propiedades de suma y producto (1) - (8) se pueden demostrar ficil-
mente usando la definicién 2.1.

Identificamos el nimero real a con el par (a,0) € C. Resulta entonces
R ={(a,b) cC:b=0} CC.

En otras palabras, el conjunto C contiene al conjunto de los ntimeros reales.

Observacion 2.3. Las operaciones de suma y producto definidas en C ex-
tienden la suma y el producto definidos en R:

Consideremos z = (a,0),w = (b,0) € C, notemos que z y w se identifican
con los nimeros reales a y b. Aplicando la definicién de suma y producto
en C tenemos que

e z+w=(a0)+(b,0) =(a+b,0)=a+b eR,
o 2w = (a,0)(b,0) = (ab — 0,a0 + 0b) = (ab,0) = ab € R.
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De aqui en adelante escribiremos a en lugar de (a,0), en particular el
elemento neutro para el producto es 1 = (1,0).

Los nimeros complejos de la forma (0,b) € C (primera componente nula)
se denominan imaginaritos puros. El conjunto de nimeros imaginarios puros
se denota I,

I={(a,b) € C:a=0}.

Por lo tanto el conjunto C de los niimeros complejos estd formado por el
conjunto R de los nimeros reales, el conjunto I de los imaginarios puros
y el conjunto de nimeros formado por las sumas de ellos. Esta manera de
describir los ntimeros complejos es el tema de el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Forma Binomica

1 Definiciones y Operaciones

Definicién 3.1. Se llama i al nimero complejo (0,1) € 1.

Propiedades 3.2. El nimero i € C es el wnico que satisface i> = —1.

Demostracion: Notemos que i = (0,1)2 = (0,1)(0,1) = (=1,0) = —1,
luego i? = —1. 0

Encontramos un elemento de C cuyo cuadrado es —1, por lo tanto el con-
junto C contiene ntimeros de cuadrado negativo.

Definicién 3.3. Si z = (a,b) € C, llamamos forma binémica de z a la
representacion dada como suma de un numero real mds un numero imagi-
nario:

z=(a,0)+ (0,b) = a(1,0) + b(0,1) = a + bi.

Definicion 3.4. Dado z = a + bi € C, se denomina
(a) parte real de z al nimero real a y se denota Re(z) = a.

(b) parte imaginaria de z al niumero real b y se denota Im(z) = b.

Observacién 3.5. Notemos que la parte imaginaria I'm(z) es el nimero
real b que multiplica a i (no confundir con el término imaginario b7).

15



Ejemplo 3.6. Escribir en forma binémica y las partes real e imaginaria de

los niimeros complejos (2,0), (0,3), (1,—-1), (3,4).

Par ordenado Forma Binémica Re(z) Im(z)
2= (2,0) 2 2 0
2= (0,3) 30 0 3
z=(1,-1) 1—i 1 —1
2= (3,4) 3+ 4i 3 1
2= (0,-2) —2i 0 —2

Propiedades 3.7. Dos nimeros complejos, z, w € C, son iguales si y sdélo
st tienen la misma parte real y la misma parte imaginaria:

z=w = Re(z) = Re(w) y Im(z) = Im(w).

Demostracion La demostracion es inmediata de la Definicién 3.3. O

Esta propiedad nos dice que un nimero complejo queda completamente
determinado por su parte real y su parte imaginaria.

Las operaciones de suma y producto en C se traducen a la forma binomial
de la siguiente manera:

Siz=a4+biyw=c+di
z4+w=(a+c)+ (b+d)i.
zw = (ac — bd) + (ab + dc)i.
También podemos realizar las operaciones algebraicas con la forma del

binomio. Aplicando la propiedad distributiva del producto con respecto a
la suma, se obtiene

(a+ bi)(c+ di) = ac + adi + bic + bdi>.

2 = —1 reagrupando términos nos queda zw = ac — bd + (ad + bc)i

Como ¢
que se escribe como par ordenado (ac — bd,ad + bc), que coincide con la

definicién de producto para nimeros complejos (ver definicién 2.1).
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Ejemplo 3.8. Calcular zw siendo z =2+ 3i y w = —1 + 4i.
Aplicamos la propiedad distributiva

2w = (24 30)(—1+ 44)
—2 8 — 3i + 1242
= —14 + 5i.

Proposicion 3.9. FEl inverso multiplicativo de i es —i.

Demostracién: Vimos que i2 = —1, luego —i2 = 1 o equivalentemente
—i11 =1y de aqui
il = —i. 0
2 Potencias de ¢
Definimos i = 1 y dado que i? = —1, al calcular las potencias i" se obtienen

cuatro resultados posibles: 1, 7, —1,—i:

%=1, il =1, i2=-1, i3 =% = —i,

it=d%%2=1, P=iti=i i

Propiedades 3.10. Sin y m son numeros enteros que difieren en un mailti-
plo de 4 entonces

1 =1

Demostracion: Sin y m son nimeros enteros que difieren en un multiplo
de 4 entonces podemos escribir n — m = 4k para algin k € Z, o bien
n =m + 4k. Ya que i** = (i*)* = 1 resulta

,L-n — ,[:4k+m — 4k -m -m'

Corolario 3.11. Dado un niumero cualquiera n € Z, resulta i™ = i donde
m € N es el resto de la division de n por 4.

Demostracion Se deduce de la Propiedad 3.10, escribiendo n = m + 4k
siendo k el cociente de la divisién y m el resto. 0

17
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Observacién 3.12. Notar que una potencia negativa, digamos 7~ con

n > 0, también se puede calcular como

= ()" = (=)™ = (— 1)

Ejemplo 3.13. Calcular las siguientes potencias
@, W) @i, (@)

Escribimos cada exponente n € Z en términos del cociente y resto de dividir
por 4: n = 4k 4+ m y luego aplicamos la propiedad 3.11.

(a) Como 39 = 4.9 + 3, se tiene i* = i3 = —i.

(b) Calculemos ahora i34, Como 1348 es miiltiplo de 4 resulta i'34® =
0
=1

(c) En el caso i '3, podemos proceder de dos maneras distintas. Por un
lado,
,L'—13 — (_1)13 7;13 — (_1)7;4.34-1 _ —i,

o se puede escribir

Z~—13 — Z~4.(—4)+3 — ,L'3 = —q.

(d) De manera similar al caso anterior, i~#°" se puede calcular como
450 — (L1)450 450 _ 411242 _ 2 g
0 como
;450 _ A(-113)42 _ 2 g

Propiedades 3.14. Dados n,m € Z,

18



Ejemplo 3.15. Calcular i'%5(1 —4°) 44735,

Aqui aplicamos la propiedad distributiva del producto con respecto a la
suma y las propiedades de potencia para obtener

7:105(]_ _ 15) _|_ 7:_35 — 7:105 _ ,L'105i5 _|_ 7:—35 — 7:105 _ 7:110 + ’L'_35.

Reescribimos cada término aplicando las propiedades vistas para potencias
de i:

,L'105 — Z'4.26i — i,
Z‘llO — Z'4.27 Z'2 — _1’
i = #09 =

Reemplazando en la expresién anterior, resulta

PP =) i = MO = (<) i =14 20

La igualdad i2 = —1 nos dice que i es rafz del polinomio z2+ 1, por lo tanto
es solucién de la ecuacién 22 + 1 = 0. Queda como ejercicio para el lector
verificar que —i también es raiz de £2+ 1. Entonces el polinomio z? 41 tiene
dos raices imaginarias puras.

El polinomio 22 + 1 es un ejemplo de un polinomio que no admite raices
en el conjunto de los ntimeros reales, pero si en C. Observemos que los
polinomios que tienen raices reales tienen raices en C ya que R C C. Nos
preguntamos si dado cualquier polinomio, éste siempre admite una raiz en
el conjunto de los niimeros complejos. El siguiente teorema responde esta
pregunta.

Teorema 3.16. Teorema Fundamental del Algebra
Todo polinomio real de grado mayor o igual que uno admite una raiz en C.

3 Plano Complejo

Un ntiimero complejo se puede representar graficamente como un punto en el
plano cartesiano R?, también llamado plano complejo o diagrama de Argand.
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4 Representaciéon Grafica

En el eje horizontal se representa la parte real de z, Re(z) (primera coor-
denada del par) y en el eje vertical la parte imaginaria, Im(z) (segunda
coordenada del par). Asi, los nimeros reales z = a se grafican sobre el eje
x y los imaginarios puros, z = bi, se grafican sobre el eje y.

Ejemplo 3.17. Representar en el plano los niimeros complejos 2437, 3 —1,
—54+iy —3— 2.

Im(z)
34 ---?2+3i
: 2 i
-5 :
b T i
I T I — Eelz
-4 -3 -2 -1 1 2 o« 2
i —] fmme b
N 3-1
G Ry R

Figura 3.1: Representacion en el Plano Complejo.

Ejemplo 3.18. Escribir en forma bindémica los nimeros complejos repre-
sentados en la Figura 3.2.

-3

Figura 3.2: Representacién de niimeros complejos en el plano.

Los numeros complejos representados son: z; = 1 4+ 2i, 20 = —2 + 31,
23:—4—iy24:2—2i.

20



Representacion Grafica de la Suma y la Resta en el Plano

La suma y la resta de niimeros complejos se pueden representar grafica-
mente de la misma manera que la suma y la resta de vectores del plano.
Esto es,

tw L
—______.-"'- i \'\-\.\‘
P \""
Lo i ..
i ; -
i e
y W
£
£
£
i
!
W
W

Figura 3.3: Suma de dos nimeros complejos, Resta de dos niimeros comple-
jos.

Notar que graficamente, la suma z + w y la resta z — w quedan deter-
minadas por la diagonal mayor y la diagonal menor, respectivamente, del
paralelogramo que tiene como lados a los segmentos 0z y Ow que unen el
origen 0 con z y con w, respectivamente.

Figura 3.4: Representacién de la suma y la resta de dos niimeros complejos.

La interpretacién grafica del producto de vectores se vera més adelante.
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Capitulo 4

Niumero Complejo Conjugado

1 Definiciéon y Propiedades

Definicion 4.1. Dado z = a+ bi € C, se llama conjugado de z y se denota
Z, al numero complejo
Z =a — bi.

Graficamente el complejo conjugado de un ntmero z € C es la reflexion
respecto del eje real.

Fez

Figura 4.1: Representacion de Niumeros Complejos y sus Conjugados.

Ejemplo 4.2. Calcular el conjugado de cada uno de los siguientes niimeros

complejos.
(a) z =2+ 44, (b)z = =5 — 1, (c) z = 3i, (e) z =2,

Notemos que para obtener el conjugado de un niimero complejo, basta con
cambiar el signo a la parte imaginaria. Por lo tanto,

(a) Siz=2+4i=7z=2—4,
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(b) Siz=-5—i=2z=-5+1.
(c) Siz=3i=7%z=-3i,

(d) Siz=2=z=2,

Propiedades 4.3. Dado z € C entonces

(a) z==zsiysblosizeR,

(¢) Re(z) =252, Im(z) = 5.

Demostracion: Sea z € C, z = a + bi.

(a) Por unicidad de la forma binémica, z = Z si y s6lo si Re(z) = Re(z)
e Im(z) = Im(z) y por la definicién de nimero conjugado resulta
b= —b, de donde b =0 y por lo tanto z = a € R.

(b) Es inmediato de la definicién de nimero conjugado.

(c) Por definicién de suma, z + 2z = (a+a) + (b + (—b))i = 2a = 2Re(z).
Luego, z +Z = 2Re(z), o equivalentemente, Re(z) = 2. De mane-
ra andloga se demuestra que z —zZ = 2iIm(z), de donde resulta la

igualdad que queriamos demostrar.

0

2 Propiedades de Suma y Producto
La conjugacién es distributiva con respecto a la suma y al producto:

Propiedades 4.4. Dados z,w € C entonces

Demostracion: Sean z,w € C, z = a + bi, w = ¢ + di.

24



(a) Como z+w = (a+ ¢) + (b+ d)i, entonces

z+w=(a+c)+ (b+d)i=(a+c)— (b+d)i.
Reagrupando se tiene que z +w = (a — bi) + (¢ — di) = Z + w.

(b) Calculamos el producto zw = (ac—bd) + (ad+bc)i, luego el conjugado
es

zw = (ac—bd)+ (ad+ be)i
= (ac—bd) — (ad + be)i
= (ac — bd) + (—ad — be)i.

Por otro lado Z = (a — bi) y w = (¢ — di), luego el producto de los
conjugados de z y w es ZwW = (ac—bd) 4 (—ad —bc)i. De donde resulta
ZW = ZW. ]
3 Ecuaciones en 2z y 2z
Ejemplo 4.5. Hallar todos los z € C que satisfacen las ecuaciones dadas.
(a) 24+ 2z — 21 = 3z + bi.
(b) —2i(z+3—1i)+ (1 —1i)i*'z2 =2 —1.
(c) z(1+1i) = (1 —i39)z.
(d) 23(1 — i) = —2(1 4 2%0).

(e) —2i7 1722 +z=0.

En estos casos no es posible despejar z o Z, por este motivo usamos la
notacién bindmica para z y reescribimos las ecuaciones en términos de las
incégnitas a = Re(z) y b = Im(z).

(a) La ecuacién 2+ z — 2i = 3z + 5i es equivalente a la ecuacién z — 3z =
—2 + Ti. Usamos la notaciéon binémica z = a + bi y resolvemos la
ecuacion para a,b € R.

a+bi—3a—b) = 24T <—
—2a+4br = —-2+4T7i.

25



Por la unicidad de la forma binémica (propiedad 3.7) deben coincidir
las partes reales por un lado y las partes imaginarias por el otro, es

decir
—2a = =2 a 1
b = 7 — b o
. . 7.
Luego, la tnica solucién es z =1 + i
Resolvamos ahora —2i(z + 3 — i) + (1 —i)i*lz = 2 — 4.
Notemos que 72! =i y se tiene
—2iZ+3—-i)+(1—-i)i*z = 2—i<—

—2F—6i —2+ (i —i%)z = 2—i.

Agrupamos los términos que contienen las incégnitas z y Z del lado
izquierdo de la ecuacién y las constantes del lado derecho para obtener

—2iz 41z + 2 =4+ 5.
Escribimos z = a + bi y buscamos a, b € R que satisfagan la igualdad.

—2i(a—bi)+i(a+bi)+a+bi = 4+5i<—
—2ia—2b+ia—b+a+bi = 4+5<—
—ta—3b+a+bi = 4+ 5i.

Agrupando los términos imaginarios resulta
a—3b+ (—a+0b)i=4+5i
y por la unicidad de la forma binémica obtenemos
{ a—3b = 4
—a+b = 5

De la primera ecuacién resulta a = 4+3b y reemplazando en la segunda

ecuacion se tiene b = —9/2 y por lo tanto a = —19/2. Luego la tunica
19

solucién es z = —— — —1.
2 2

Notemos que, ya que i%? =43 = —i, resulta entonces

2141)=1-3N2 <= 2(1+9)=(1+i)F <= 2=7%

Por la propiedad 4.3 (a) debe ser z € R. Luego, el conjunto solucién
es el conjunto de los niimeros reales.
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(d)

La ecuacién z3(1 — i) = —z(1 + 22i) tiene factor comtin z en ambos
miembros. Luego, z = 0 es solucién.
Consideramos ahora z # 0 para poder obtener las soluciones no nulas:

21 —i) = —(1+2%) <=
2 —2% = —1-2Y <=
22 = —1.
De aqui z =7 0 z = —i y, por lo tanto, las soluciones de la ecuacién
2(1—i)=—2(1+2%)sonz=0,z=—iyz=1i.
La ecuacién —2i 1722 +Z = 0 es equivalente a 7 = —2i22, ya que

i~17 = —i. Luego z = 0 es solucién.

Supongamos ahora que z # 0, escribiendo la ecuacién en forma binémi-
ca resulta

a—bi = —2i(a+ bi)? —
a—bi = 4ab—2(a*—b?)i.

Recordemos que dos nimeros complejos son iguales si y solo si tienen
la misma parte real y la misma parte imaginaria, en este caso

@ = dab o equivalentemente a(~4b+ 1) =0
b = 2(a®—b?) 4 "\ 2a2-22—b = 0
Luego

a(—4b+1)=0<«<=a=00 b=

1
1
Para el caso a = 0 resulta

1
202 — 2> —bh=0 < —20°=b <= b=0 o b:—i.

Si a # 0 debe ser b = 1/4, luego,

20> — 20> —b=0 < 24> =3/8 <= a =

“I%

De aqui se tiene que las soluciones son cuatro:

1. V3 1 V3 1.
Z=—— .
Y ]

z =0, Z:_il’ Z:T—i—zi
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Capitulo 5

Moédulo de un Numero Complejo

La norma para vectores de R™, n > 2, permite definir la magnitud de un
nuamero complejo.

1 Definicion y Propiedades

Definicién 5.1. Dado z = a + bi € C, se llama mddulo ( o valor absoluto
o magnitud) de z y se denota |z|, al nimero real

|z] = Va2 + b2

Imz

lz|

Rez

Figura 5.1: Médulo de un ntimero complejo z.

El médulo |z| de un nimero complejo z = a + bi = (a,b) es igual a la
distancia del punto z al origen 0, es decir dist(z,0) = |z|, como se puede
observar en el grafico de la Figura 5.1.

En general, podemos definir la distancia entre dos puntos z,w del plano
complejo como el mdédulo de la diferencia entre dichos puntos, es decir
dist(z,w) = |z — w|. Esta afirmacién se puede comprobar ficilmente me-
diante un gréafico, como lo muestra la Figura 5.2 donde representamos dos
numeros complejos z, w, la diferencia z — w y su médulo |z — w|.
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7—w|
Z-W

Figura 5.2: Distancia entre dos nimeros complejos: dist(z, w) = |z — w|.

Ademsds, si z = a € R, es decir Im(z) = 0, entonces resulta |z| =
Va?+ 0% = |a| y por lo tanto el médulo coincide con la funcién médulo
(o valor absoluto) en R.

Propiedades 5.2. Dado z € C, el mddulo |z| satisface

Demostracion: Sea z € C, z = a + bi.

(a) Por definicién de médulo de un nimero complejo, |z| = va? + b2,
luego |z| > 0,Vz € C. Ademés, |z| = 0 si y sélo si a® + b?> = 0 y esto
ocurre si y sélo sia =0y b=0, es decir z = 0.

(b) Por definicién del nimero conjugado z y la propiedad distributiva del
producto con respecto a la suma se tiene

% = (a+bi)(a — bi) = a® — b2 = a® + b = |52

(c) |2 = |a—bi| = /a2 + (=b)2 = \/a® + (b)2 = |2|.

(d) Notemos que |Re(2)| = |a| = Va?.
Por otro lado, como 0 < a? < a? +b? a,b € Ry la funcién f(z) = /=
es una funcién creciente en [0, +00), entonces

Va2 < vVa?+ b2 = |z].
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Por lo tanto resulta
|Re(2)| = |a| = Va2 <Va?+b? =z = |Re(2)| < |2

De manera andloga se puede probar que |Im(z)| < |z|.

2 Propiedades para Suma y Producto

El médulo posee la propiedad distributiva con respecto al producto de niime-
ros complejos, sin embargo no se puede distribuir cuando se trata de una
suma.

Propiedades 5.3. Dados z,w € C entonces
(a) [zw] = [2][wl,

(b) |z+w| < |z|+|w| (Desigualdad Triangular)

Demostracion: Sea z,w € C, z = a + bi, w = ¢+ di.

(a) Observemos que |zw| = |z||w| si y sélo si [zw|? = |2|2.|w|?. Entonces,
como zw = (ac — bd) + (ad + bc)i, resulta

|zw|? = |(ac — bd) + (ad + be)i|* = (ac — bd)? + (ad + be)?.
Desarrollando los cuadrados de los binomios y simplificando, se tiene
|zw|? = (ac)? + (bd)? + (ad)? + (bc)?,
o equivalentemente,

lzw|* = a®c? +b2d? + aPd? + b2
_ a2(02+d2) —|—b2(d2+02).

Sacando factor comtin (¢ + d?), resulta

|zw[2 = (C2+d2)(a2—|—b2)

= |2l|wf.
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(b) Probemos la desigualdad triangular, |z + w| < |z| 4 |w|.

Por ser |z+w/, |z, |w| >0 Vz,w € Cy ya que las funciones f(z) = x2

y g(z) = /z son crecientes para x > 0, se tiene

|z +w| < |z| + |w| siy sélosi |z +w|? < (|z] + |w])?

Ademss, |z|> = 22 y 2+ w = Z + w (Propiedad 4.4 (a)), entonces se
tiene

ztuf? = (24 w)(ZTw)
= (z+w)(z+w)
= z2Z+4zw+ wz +ww

= |2|* + 2w + wZ + |w|

Aplicando las Propiedades 4.3 y 4.4 (b) el tercer término se puede
escribir como

WZ=WZ=WZ=

N
b

luego, resulta
2W+ WZ = 2W+ 2W.
De la Propiedad 4.3 (c) tenemos que u+u = 2Re(u)Vu € C, eligiendo

u = z W resulta
2W+ 2w = 2Re(zw).

Las dos ultimas iguldades implican
2w + wz = 2Re(z W)
y como Re(zw) < |Re(zw)|, de la Propiedad 5.2 (d) se deduce que
2w+ wzZ = 2Re(zw) < 2|Re(zw)| < 2|zwW|.

Reemplazando en la expresiéon obtenida anteriormente para |z + wl|?

resulta
lz+wf* = |2*+ 20+ 2w+ |w|?
< 2l + 202w + fwl.
Por tltimo, |zw| = |z||w| y ya que |w| = |w| (propiedad 5.2), tenemos

|2+ wl? < |2 + 2|2l Jw] + [w]* = (2] + w])*. 0

32



Ejemplo 5.4. Calcular los médulos de los siguientes ntimeros complejos
(a) i (b) 2 (c) B+4i)(b—1) (d) (1 —14)+ (3—1).
Aplicando la definicién de médulo y las propiedades obtenemos,
(a) [i| =v02+12=1,
(b) 2| =22+ 0% =2,

(c¢) Aplicando la propiedad distributiva del médulo respecto del producto,
obtenemos

(34 4d)(5— 4)| = |(3+ 49)[|(5 — 1)] = /3% + 42/52 + 12 = 5v/26.

(d) Como el médulo no es distributivo con respecto a la suma, debemos
calcular primero la suma y luego hallar el médulo:

(1 —i)+ (=3 —1d)| =] —2—2i| = V22 +22 = /8 =2V2.

3 Representacién Grafica de Conjuntos

Algunos conjuntos del plano complejo pueden expresarse a través de relacio-
nes que involucran |z|, Re(z) y Im(z). En algunos casos resulta mas sencillo
expresarlos y representarlos como interseccion de dos o més conjuntos defi-
nidos con una sola restriccion.

Mostraremos algunos ejemplos y los representaremos graficamente teniendo
en cuenta el significado geométrico de las restricciones planteadas.

Ejemplo 5.5. Representar en el plano complejo los siguientes conjuntos
(a) A={z€C:|z| =5},
(b) B={z€C:|z| <5},

(c) C={zeC:2<|z—-3| <3},

)
)
)
(d) D={z€C:1<|z—(1+1)] <2},
e) E={z€C:|2+3-2i <1},
fy F={z€C:|vV2—if> <|z+2i] < 6},
g) G={z€C:Re(z) € [-1,3)},
)
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(i) I={z€C:|z+1i| <4, Re(z) > —2}.

Como es usual, marcaremos los limites de los conjuntos con linea punteada
cuando la desigualdad sea estricta (<, >).

(a) Recordemos que la circunferencia centrada en el origen de radio r
se define a través de la ecuacién z? +y? = r2 o /22 +92 = r. El
conjunto A = {z € C : |z| = 5} estd formado por los nimeros com-
plejos que estdan a distancia 5 del origen, luego A se representa por la
circunferencia que se muestra en la Figura 5.3

Imz

[

1 23 4 3 6

-4
Figura 5.3: Conjunto A = {z € C: |z| = 5}

(b) La desigualdad |z| < 5 es satisfecha por todos los nimeros complejos
que estan a distancia menor o igual que 5 del origen. Gréaficamente,
forman un circulo o disco cerrado con centro en el origen y radio 5.

B ]

-4
Figura 5.4: Conjunto B = {z € C : |z] < 5}



(¢) Los ntmeros pertenecientes al conjunto C = {2z € C:2 < |z—3| < 3}
satisfacen dos restricciones: que la distancia de z al nimero 3 sea
mayor que 2 y a su vez es menor o igual que 3. Entonces podemos
obtener C' como interseccién de dos conjuntos: C' = C7 N Cy, siendo
Ci={z€C:2<|z=3|}yCo={2€C:|z—3|] <3}.

i 3

4 -3

Figura 5.5: C1 = {z € C: 2 < |z — 3|} Co={2€C:|z—-3] <3}

De la interseccién de estos dos conjuntos se obtiene un anillo centrado
en z = 3 con borde interior abierto y borde exterior cerrado

Figura 5.6: Conjunto C = {z € C:2 < |z — 3| < 3}

(d) De manera andloga a la anterior el conjunto D = {z € C : 1 <
|z — (1 +14)| < 2} se representa como un anillo con centro en 1+ ¢ de
radio interior 1 y radio exterior 2. En este caso el borde externo se
marca con linea de puntos ya que la desigualdad es estricta.
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Figura 5.7: Conjunto D ={z€ C:1< |z —(1+41)| <2}

(e) Consideremos el conjunto E = {z € C : |z + 3 — 2i| < 1}. Para inter-
pretar correctamente |z + 3 — 2i| como una distancia entre 2 puntos,
reescribimos z+3—2i como una diferencia, |z+3—2i| = |z —(—3+21)|.
Luego, los nimeros complejos z € E estan a distancia menor que 1 de
—3 + 2i: circulo abierto con centro en —3 + 2i y radio 1.

4
eneiiBEE 3
i s
P ™
i :
—3;_21___] ______ 2
i
% |
.
h |
\hh_lﬂ_,/ |
|
I
I
-4 £3 Y -1

Figura 5.8: Conjunto E = {2z € C:|z+3—2i| < 1}

(f) Los puntos del conjunto F = {z € C: |v/2—i|?> < |2 +2i| < 6} forman
un anillo con centro en —2i, radio interior [v/2—i|? = (\/§)2+ (-1)2 =
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3 y radio exterior 6.

F = {z€C:|V2—i]*<|z+2i| <6}
= {2zeC:3<|z2—(-29)| <6}

Luego, F' se representa en el plano como muestra la Figura 5.9.

L
s -
// \H\
y 2 \\
f/ 4
4
1 Rez
-+ 2 4 \?
|
| |
i !
\ ;
\ /
\ s
. -5 &
“ //
\H.\_ //
“‘“__AS_,_‘J

Figura 5.9: Conjunto F = {z € C: [v/2 —i|? < |z + 2i| < 6}

(g) El conjunto G = {z € C : Re(z) € [—1,3)} se puede escribir como
interseccién de dos conjuntos: G = G1 N Ga, donde G; = {z € C :
—1< Re(z)} y Goa ={z € C: Re(z) < 3}.

Imz Imsz

4 4 .
I
2 2 [
& Z |
I
1 1 I
|

L 1 Be g + L 1 Beg
2 IL 2l Z 2 o 5 2 z 1 1 Z é 4 5

=i =L )
|
it = I

Figura 5.10: Gy = {z € C: =1 < Re(z)} Go ={z € C: Re(z) < 3}

Las restricciones sobre el conjunto G son sélo sobre la parte real, luego
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tiene como bordes las rectas verticales Re(z) = —1 y Re(z) = 3.

-

:
|
|
|
|
|
|
-z - 1 z fle 4
|
1

Figura 5.11: Conjunto G = {z € C: Re(z) € [-1,3)}

(h) El conjunto H = {z € C: Re(z) < 3, [Im(z)| < 2} se puede escribir
como H = {z € C: Re(z) < 3, -2 < Im(z) < 2} y describirse
como la intersecciéon de tres conjuntos: H = H; N Hs N H3, donde
H ={z€C:Re(z) <3}, Hy={2€C:-2<Im(z)},y Hy={z €
C:Im(z) < 2},

4 e O e R

-3 =4 =2

Figura 5.12: {z € C : Re(z) < 3},{z € C: Im(z) < 2},{z € C: -2 <
Im(z)}

De aqui se obtiene el siguiente grafico para el conjunto H
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Figura 5.13: Conjunto H = {z € C: Re(z) < 3, |Im(z)| < 2}.

(i) Por dltimo, el conjunto I = {z € C : |z +i| < 4, Re(z) > —2} se
puede escribir como I = I1NIa con I} = {z € C: |z +1i] < 4} e
Iy ={z€C: Re(z) > —2}.

Im Img
g | 3
For -
> z b | 2
yr g
1 H | z
i |
! A, o | il
-4 -3 -z -1 1 o2 3 ¢ |
| - ; ; i i i ; ) Beg
| T 53 R 1 f 2 4
] ) -1
¥ = . |
X ; -2
_a |
" s
« v | it
- - /
& kil | -4
S ]

Figura 5.14: I} = {z € C: |z + 1| < 4} Iy ={z€C: Re(z) > -2}

La Figura 5.15 muestra la representacién grafica de I.
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Figura 5.15: Conjunto I = {z € C: |z +i| < 4, Re(z) > —2}
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Capitulo 6

Inverso Multiplicativo y Division

1 Definicion y Ecuaciones

Usando propiedades de moédulo podemos definir el inverso multiplicativo
z~! de un ntimero complejo z.

1
stendo

Propiedades 6.1. Todo z € C, z # 0, tiene inverso multiplicativo z™+,

_ z
="

|21

Demostracion: Consideremos z # 0 , luego |z| > 0y como |22 = 22 # 0
se puede dividir por |z|? ambos miembros y resulta

z
:]., (0] ZW:1

Entonces ﬁ es el inverso multiplicativo de z.

22

0

Definicién 6.2. Dados z,w € C, w # 0, la operacion cociente, z/w, se
define como

-1 w

= ZW —Zw.

z
w

Ejemplo 6.3. Calcular z/w en los siguientes casos.

(a) z=1—2i, w=3+1.
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(b) z=-2+1i, w=4-3i.

(a) Para calcular - " usamos la formula 6.2 de w™! y obtenemos:

w +1

1—2 (1-2)3—4i) 3—6i—i+2% 1-7i 1 7
= = = = 1.
34 13+ 10 10 10 10

(b) Si z=—-2+414, w=4— 3i, tenemos

—2+i  (=2+4i0)(4+3i) —8+4i—6i+ 3i? 1mn 2.

43 1649 25 T2 2%
Ejemplo 6.4. Resolver las siguientes ecuaciones en C.
(a) 24+ 3i)z=1+1i+z.
(b) (1 —-2i)z+3—1i=2Z+1.
(a) Despejemos z de la ecuacién (2 + 3i)z =1+ + z,

243i)z—2 = 141 <=
(1+3i)z = 1+i.

Como 1+ 3i # 0, tiene inverso multiplicativo (1 + 3i)~! y por la
1—3i 1—3i

propiedad 6.1 (1 +34)" ! = T3P =0 resulta
N ) (1-3)(1+44) 4—-2i 2 1.
= (143i)7(1414) = = =c— i
2= (14307 (1 +49) 10 0 5 5
. . 2 1.
Por lo tanto, la tinica solucién es z = 5 51.

(b) Ahora resolvamos (1 — 2i)z + 3 — ¢ = 2z + i. Observemos que en esta
ecuacién no aparece z sino z. Despejemos, entonces, Z:
(1-2))z+3—-i=2zZ+1 <+
(=1 —2i)z = =3 + 2i.

142
Multiplicando ambos miembros por (—1 — 2i)~! = ;_ ! resulta
_ o o (—1420)(=3+2) -1-8 1 8,
= (—=1-2i)" 1 (=3+42i) = = =_—-_Z
7= (120 (734 20) 5 5 5 5
Luego, la ecuacion tiene solucion Unica z = —x + gz.
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2 Conjugado del Cociente

Como vimos en la propiedad 4.4, la conjugacién es distributiva con respecto
a la suma y al producto. Ahora veremos que también es distributiva con
respecto al cociente.

Propiedades 6.5. Dados z,w € C entonces
(a) z/w=2/w, Vw0,
(b) z=1=Z) "', Vz#0.

Demostracion: Sean z,w € C, z = a + bi, w = ¢+ di.

1 —\ —

(a) Si w # 0 entonces W # 0 y existen w™! y (w)~!. Luego, podemos

escribir

y por la propiedad 4.4 resulta

z=zw lw=zw"1lw.
Multiplicando ambos miembros de la igualdad por (w)~!, se tiene
Z(w) ! = 2wl

(b) Es un caso particular de la propiedad anterior reemplazando z por 1
y w por z. 0

Ejemplo 6.6. Calcular z/w y w1 para
(a) z=1—-2i, w=3+1.
(b) z=—-2+41i, w=4—3i.

(a) Para z =1 — 2i, w = 3+ se tiene

G/w) = 3/w = 13t2,i.

1

Usando la férmula del inverso de un nimero complejo se obtiene
— 1+2i (1+20)3+d) 147 1 7.

= S T g 10 10 10"
1 (349 3 1.
= 1w = - -2 4
(W) =Yo= s =5 "0 10
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(b) Siz=—-2+14, w=4— 3i, tenemos

—2—i  (=2—i)(4—3i) 1 2

1+3i 25 TR

—i_ 1 4-3i i_ii
443 25 25 257

Ejemplo 6.7. Calcular zw, Z/z y Z/w en los siguientes casos:
(a) z=241i, w=—1+1. (b) z=—-1—1, w=3i.

(a) Siz=241i,w=—1+1, entonces Z=2— 1y w= —1—i. Luego,
W= (2—i)(—1—1i) = —3 — 4,

22— (2-i)(2-i) 3-4i 3 4
Toti (2+92-i) 5 5 5"
z 2-i  (2-i)(-1-i) 3 1

w  —1+i  (=1+i)(-1—1d) 2 2

(b) Siz=—1—1, w=3i, entonces z = —1+ 17y w = —3i. Luego,

(=1 +414)(—3i) = 3i — 3i*> = 3+ 34,

—1+z’_(—1+i)(—1+i)__2i——z‘
A RO
“le_ (14939 _3+30 L 1L
5 Gos) 9 st tiEgtye

3 Mobdulo del Cociente

El médulo también es distributivo con respecto al cociente y a la potencia.

Propiedades 6.8. Dados z,w € C

z_
(a’) "LU|_"UJ’7 vw7é07

(b) [~ =127",  Vz#0.
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()

|2 = |z|", Vn € Z.

Demostracion: Sean z,w € C, z = a + bi, w = ¢+ di.

(a)

Si w # 0 entonces existe w~!. Luego,
|2 = low™ | = 2w w| = |2/wllw].

Podemos dividir por |w| ya que w # 0 y obtenemos

2]

= |z /wl.

|wl

Se demuestra de manera analoga a la anterior, considerando 1 = 2712

para z # 0.

Demostraremos primero que [z"| = |z|", Vn > 0, por el principio de
induccion (ver [2])

e Sin=0,|z°| =1 =|z|° por definicién de potencia nula.

e Paso inductivo: Supongamos que vale |2¥| = |z|F para cierto k > 0
(hipdtesis inductiva), entonces por la propiedad distributiva del

modulo con respecto al producto se tiene que

25 = 12F 2] = |27 2]
y como suponemos que |2¥| = |z|* resulta
25 = 12 2] = 2

Como demostramos que vale si n = 0 y ademéas demostramos que si
vale para un numero cualquiera k vale para el nimero siguiente, la
propiedad vale para cualquier valor n > 0.
Por tltimo, si n < 0 definimos m = —n > 0y a partir de b) obtenemos
—-m| _ Zm—lz Z|mm = |z|".

= ol = o

|z

2" =

Ejemplo 6.9. Calcular el médulo de los siguientes nimeros complejos
(a) (=3+1)* ()72,

(b) (=24 1)(1+ 3i)~2,
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(¢) (=1 —=3i)(2+4)~t — (2 + 2i).

(a) Aplicando las propiedades de médulo a |(—3 +i)2(—i) 72|, se tiene

(840072 = (=3 +0?1(=)
= (31
= 10.

(b) Calculemos ahora |(—2+14)(1 + 37)~2|. Recordemos que |Z| = |z|, luego
(—=2+)(1+3)72 = |—2+4[(1+3i)2
= (=22 +12]1 + 3i| 2
V5
10°
(¢) Recordemos que el médulo no es distributivo con respecto a la suma
ni a la resta. Luego, para hallar |(—1 — 3i)(2 + i)~ — (2 + 2i)| pri-
mero debemos realizar las operaciones y luego calcular el médulo del
resultado obtenido.

(=1 =30)2+4i) " — @+ 20) ’(_1 ‘_23_1')1,('3_” —2r2)
C | —1—i—(2—20)
= | =3+

= V10.

) 28 (—2)3
Ejemplo 6.10. Calcular |2zw|, |—| y |[———| para
w w
(a) z=1—14, w=1-—2i,
(b) z=—4i, w=3.
De las propiedades anteriores, se observa que
22w] = |2z|[w] = 2|z Jw],
S|P
w| |w |w|
(=] _ (=20l _ =2 _ P
w || |w |w]

Aplicamos estos resultados en cada caso.
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(a) Siz=1—1i, w=1-—2itenemos |z| = 2y |w| = v/5. Luego

S| _ V285

Vs o5
V2’ 2v2 210
VERNVE] 5
(b) Para z = —4i, w = 3, tenemos |z| = /0?2 + (-4)? = V16 = 4y
|w| = v/32 + 02 = 3. Luego,

22w = 2/10,

’(—2)3

w

6 46
122W| = 2,4,3 = 24, N —
w 3
(=2)°|_ 4 _64
w | 3 3

4 Ecuaciones

En el siguiente ejemplo veremos resolucion de ecuaciones més generales que
las vistas en los ejemplos 4.5 y 6.4.

Siempre que podamos, despejaremos z o z, cuando no sea posible escribire-
mos las ecuaciones en forma binémica usando la notacién usual z = a + bi
y resolveremos las ecuaciones obtenidas para a y b.

Ejemplo 6.11. Hallar todos los z € C que satisfacen las ecuaciones dadas.
(a) 2|22 +i*8022 =22 — 1 — Re(z — 2).
(b) 2(Im(z+1))% +4 = |iz?| +i7°%22 + 2z — 2Re(2)Im(z).

(a) Aplicamos las propiedades vistas y observamos que Re(z—2) = Re(z)—
2, entonces resulta

2|22| + 4802 = Zz—1—Re(z—2) —
2|22| + 22 = Zz—1—(Re(z) —2) =
2|2|? + 22 = [2]> — Re(z) +1 =

|22+ 22+ Re(z) =1 = 0.

Ya que no podemos despejar z, reescribimos la ecuacion usando la

2 — 42 — b? % 2abi obtenemos

forma bindémica de z y como z
AP 4+a? - +2abi+a—-1=0
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o equivalentemente  (2a® + a — 1) + 2abi = 0. Por unicidad de la
forma bindmica, se tiene

20 +a—-1=0 y 2ab=0.

De la primera ecuacién resulta a = =1 o a =1/2y de la segunda
ecuacion se tiene a = 0 o b = 0. Entonces, para que se cumplan las dos
ecuaciones debe ser a = —1 0 a = 1/2 y b = 0. Entonces las soluciones
sonz=—-1yz=1/2.

Notemos que Im(z 4+ 1) = Im(2) y |iz*| = |i||z|* = |2|*, luego
2(Im(z 4+ 1)) +4 = |iz?|+i7°2% 422 — 2Re(2)Im(z)
20Im(2))2 +4 = |z|* —i2® + |22 — 2Re(2)Im(z).

o : 4
Usando la forma binémica z = a + bi, tenemos |2|* = Va2 + b2 =
(a® + b%)? y la ecuacién es equivalente a

202 +4 = (a®+b*)? —i(a® — b+ 2abi) + (a® +b?) —2ab
4 = (a® +b*)? —ia® +ib® 4+ 2ab + a® + b% — 2ab — 20* <—
4 = (a®+b*)? +a® — b —ia® + ib? =
4 = (a®+ %)%+ a% - b +i(—a®+b?)

Por unicidad de la forma binémica se tiene que
4= (a*+v*)?+a> -0 y 0=—a>+b"

De la segunda ecuacién resulta a? = b2, luego la primera condicién se

reduce a
4 = (2a2)? o 4 = 4a*,

de donde a =1 0 a = —1. Entonces las soluciones son

z=1+4, z=1—4, z=-147¢ y z=-1-—1.
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Capitulo 7

Forma Trigonométrica

La forma binémica describe un ntmero complejo z = a + bi mediante su
parte real a = Re(z) y su parte imaginaria b = Im(z). Otra manera de
presentar un numero complejo es la denominada forma trigonométrica.

La forma trigonométrica de un niimero complejo es sumamente util para el

célculo de potencias de un niimero complejo, como veremos en este capitulo.

1 Argumentos y Argumento Principal

Sea z =a+bi € C, si z # 0 entonces, |z| >0y

z a b .
z=|z|—==lz| | =+ —1].
E EIE

Recordemos que |Re(z)| < |z|, [Im(z)| < |z], para todo z € C, entonces

o _ IRl b )
|2 2] |2 |2
Por lo tanto
a b
-1< —= <1, -1< =<1
|2] |z

y ademas

a\? [(b\® a®+¥
] E ]
Por lo tanto, existe un dngulo a que satisface

cos(a) = — sen(a) = —.

ElN
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Definiciéon 7.1. Dado z € C, z # 0, se llama argumento principal de z y
se denota Arg(z), al inico dngulo o € [0,27) que satisface

cos(a) = R’ez(’z) = E—’, sen(a) = In’lz("z) = Z‘

Por convencion, Arg(0) = 0.

Observacién 7.2. Existen infinitos angulos a que son argumentos de z, es
decir que satisfacen

sen(a) = —.

cos(a) 2

= m’
Todos ellos difieren en un miltiplo de 27, es decir son congruentes (ver de-

finicién A.15 del Apéndice de Trigonometria ). Luego, si « es un argumento
de z, existe k € Z tal que o = Arg(z) + 2km.

Observacion 7.3. Notemos que para z = a +ib € C, z # 0, los signos
de a = Re(z) y de b = Im(z) coinciden, respectivamente, con los signos
cos(Arg(z)) y sen(Arg(z))

|z| m ' M’
|j—| = cos(Arg(z)) + i sen(Arg(z)).

En particular, si |z| = 1, resulta a = cos(Arg(z)) y b = sen(Arg(z)).

Figura 7.1: Médulo |z| y Arg(z) de un nimero complejo z.
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2 Definicion y Propiedades

Definicion 7.4. Dado z € C, se llama forma trigonométrica de z a la
erpresion

z = r(cos(a) + i sen(a)), donde r=|z|, y o= Arg(z).

Observemos que cualquier nimero complejo z # 0 queda univocamente
determinado por su médulo (o norma) y su argumento.

Propiedades 7.5. Dos niumeros complejos z, w son iguales si y sélo si
tienen la misma norma y el mismo argumento principal (o sus argumentos
difieren en 2km ), es decir

z=w sty solo si |z| = |w| y Arg(z) = Arg(w).

3 Argumento Principal y Reduccién al Primer Cuadrante

Para hallar la forma trigonométrica de un nimero complejo z = a+bi € C,
primero calculamos su médulo |z|. Luego calculamos su argumento principal
Arg(z) mediante el método de reduccion al primer cuadrante (ver la Seccién
6 del Apéndice de Trigonometria).

Llamamos éngulo de referencia ag € [0,7/2] al angulo obtenido por re-
duccién al primer cuadrante. La relacién entre un dngulo « y su dngulo de
referencia aq es la siguiente

Si « € (0,7/2) (cuadrante I) =
Si o € (7/2,7) (cuadrante II) = a=7T—w
Si a € (m,37/2) (cuadrante III) =— a=7+
Si a € (37/2,27) (cuadrante IV) —

a = &g

o =21 — «p.

Recordemos la tabla de signos de cos(a) y sen(a) para cada cuadrante

cos(a) <0 | cos(a) >0
sen(a) > 0 | sen(a) > 0
cos(a) <0 | cos(a) >0
sen(a) < 0 | sen(a) <0

Luego, para z = a + bi € C se tiene
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Sia>0yb>0 (cuadrante I) = Arg(z) =
Sia<0yb>0 (cuadrante II) = Arg(z)=7—ap
Sia<0yb<0 (cuadrante III) = Arg(z) =7+ ap
Sia>0yb<0 (cuadrante IV) = Arg(z) =27 —ap

Graficamente, la relaciéon entre un niimero complejo z y su angulo de refe-
rencia es la siguiente

a=0, h=0

a=<0, h=0

z=a+ib

z=a+ib m=|al+i|b|

Primer Cuadrante Segundo Cuadrante

Il
a<ll, b=l a=0, b=0

z=a+ib -
z=a+ih

Tercer Cuadrante Cuarto Cuadrante

Figura 7.2: Niimero complejo z y su dngulo de referencia

Observaciéon 7.6. Observemos que, en particular,
e si z € R, entonces Arg(z) =00 Arg(z) =,

e si z €1, se tiene Arg(z) = 7/2 o Arg(z) = 3m/2.

Ejemplo 7.7. Hallar la forma trigonométrica de los siguientes z € C.
(a) z =3+ 31, (b) z = =3+ 31, (c) z=3-3i, (d) z=—-3-3i.
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Calculemos sus argumentos principales por reduccién al primer cuadrante.
(a) Si z =3+ 3i, entonces |z| = 3v2,a =3, b =3,

cos(Arg(z)) = LI @ sen(Arg(z)) = L.

V227 2

Entonces z pertenece al primer cuadrante y Arg(z) = w/4, de donde

oS

2 = |z| = 3V2(cos(n/4) + isen(r/4))

Iz

=Ty =3+3

J’J’
,\ F=ap
¥
Rez

3

Figura 7.3: Representacion trigonométrica de z = 3 + 3s.

(b) El nimero complejo z = —3 + 3i pertenece al segundo cuadrante (ya
que a < 0y b > 0), luego su angulo principal satisface Arg(z) = m—ay
siendo g el dngulo de referencia.

El niimero de referencia es zg = | —3|+|3]i = 3+ 3i y como |z| = 3v/2
Iz
fprossocg o TS
e
i it : Fez
-3 3
Figura 7.4: Representacion trigonométrica de z = —3 + 3.
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(d)

entonces

V2

cos(ap) = 5 sen(ag) =

|

y el dangulo de referencia es ap = T Luego los argumentos de z son
a =mn—7n/4+2kn, k € Z, de donde Arg(z) = 3n/4 y como
2| = 3v/2 resulta

z = |z| = 3V2(cos(3m/4) + isen(3w/4)).

Para z = —3 — 3i, se tiene |z| = 3v/2 y el ntimero de referencia es
20 = | — 3| +13]i = 3 + 3i. Como en el caso anterior, el angulo de
referencia resulta ag = —.

Por ser z un numero ubicado en el tercer cuadrante (ya que a =

-3 <0yb=-3<0), suargumento principal se calcula como
Arg(z) = 7+ Arg(zp). Luego Arg(z) =b5m/4y

2 = |z| = 3V/2(cos(5m/4) + isen(5m/4)).

EY I B

o G
f . s I Rez
A \ 3
S ]
Z
Figura 7.5: Representacion trigonométrica de z = —3 — 3.

Por dltimo, si z = 3 — 3i se tiene |z| = 3v/2 y el ntimero de referencia
es zo = | — 3| + |3|i = 3+ 3i, de donde 04022
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Por ser z del cuarto cuadrante su argumento principal es Arg(z) =
2 — g =T /4y

z = |z| = 3v2(cos(Tm /4) + isen(Tm /4)).

Iinz

Fez

an

Figura 7.6: Representacion trigonométrica de z = 3 — 3s.

Calculamos ahora la forma binémica z = a + bi a partir de la forma trigo-
nométrica de un ntimero z = |z|(cos(Arg(z)) + i sen(Arg(z))) € C.

Observacién 7.8. Notar que a = |z|cos(a) y b = |z|sen(«) pueden ser
obtenidos con una calculadora usando modo ”*RAD”’ para operar con ra-
dianes. Aqui usaremos reduccién al primer cuadrante.

Ejemplo 7.9. Escribir en forma bindmica los siguientes niimeros complejos,
(a) z =2(cos(0) + i sen(0)),
(b) z = 3(cos(37) + i sen(3m)),
(c) z=4(cos(Xm) + i sen()).
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Para calcular los valores de cos z y sen z usamos reduccién al primer cua-
drante en los casos en que sea necesario.

(a) Siz=2(cos(0)+ i sen(0)) y ya que cos(0) =1y sen(0) = 0, resulta

z=2.

(b) Dado z = 3(cos(3m) +i sen(57)), se tiene z = 3cos(27) +i3sen(37).
Observemos que %’/T es un angulo en el tercer cuadrante,

&y

z=a+b-. -
a<0, b<0 g

Figura 7.7: z = 3(cos(3) + i sen(3m))

luego el dngulo de referencia o satisface 2 47r = m+ag y resulta ag =

s

b 4

Ademas, en el tercer cuadrante cos(o) = ﬂ < 0y sen(a) = [ <0,
z z

de donde resulta

T V2 ) T V2
COS(ZTI') = —COS(Z) =—5 y sen(zw) = —sen(z) =5
Entonces
_ _3£ V2o

2

(c) En el caso de z = 4(cos(4m) + i sen(Xm)), el dngulo L7 pertenece
al cuarto cuadrante, como muestra la figura 7.8, entonces deben ser

cos(Hm) > 0, sen( 1617r) < 0 y el dngulo de referencia o satisface
. 7r
1617r = 21 — ayp. De aqui se tiene que ag = s y
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"_a:»O, b<0

Figura 7.8: z = 4(cos(4m) + i sen(tm))

11 1 1 11 1 1
COS(EW) = cos(gﬂ) =57 sen(gﬂ) = —sen(gﬂ) =—3
entonces 11
z=-— i
2 2

Ejemplo 7.10. Escribir en forma trigonométrica y representar graficamente
el moédulo y el argumento principal de los siguientes niimeros complejos

(a) 2
(b) z = 4u,

)
(c) z=1—+/3i,
(d) z=—3+/3i.

En cada caso hallaremos primero el médulo de z y luego su argumento
principal Arg(z) por reduccién al primer cuadrante.

(a) Siz= —3 entonces |z| =3y a = Arg(z) debe satisfacer
-3
cos(a) = 3= -1, sen(a)) = 0.
Luego, Arg(z) = m y la forma trigonométrica de z = —3 es

z = 3 (cos(m) + isen(m)).
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Figura 7.9: Médulo y Argumento de z = —3.

(b) Si z = 41, observemos que |z| =4 y Arg(z) debe satisfacer

cos(Arg(z)) = 0_ 0, sen(Arg(z)) = 1

=1.
4

4
Entonces, Arg(z) = 5 y la forma trigonométrica de z = 4i es

™

z=4 (Cos(g) + isen(g)) .

Il

Arg(z)

Figura 7.10: Médulo y Argumento de z = 4.

(c) Para z = 1 — /3i, calculamos |z| = 1+ 3 = 2.
El nimero de referencia es zp = 1+ /31, luego el dngulo de referencia
satisface
V3

1
cos(ap) = X sen(ag) = -
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De la tabla para angulos tipicos en el primer cuadrante obtenemos
T

ag = —. Por otro lado, por los signos de a y b, z estd en el cuarto

cuadrante, luego

Arg(z) =27 —agp = gﬂ'.

Por lo tanto, la forma trigonométrica de z = 1 — v/3i es

z= 2(008(27?) + isen(gﬂ)).

Figura 7.11: Médulo y Argumento de z = 1 — v/3i.

(d) Si z=—3+ v/3i, tenemos |z| = V12 = 2/3.
Como el ntmero de referencia es zg = 3+ \/gi, el angulo de referencia

satisface

3 V3 V3 o1

cos(ap) = —= = —, sen(ap) = —= = -,
de donde resulta oy = 7/6. Como z pertenece al segundo cuadrante,
t
se tiene 5
a=T—qy= =T
"6
entonces la forma trigonométrica de z = —3 + v/3i es

z= 2\/§(cos(27r) +1 Sen(%w))
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Izl

Figura 7.12: Médulo y Argumento de z = —3 + v/3i.

4 Uso de la Calculadora

Para calcular un angulo mediante una calculadora se pueden utilizan las
funciones inversas de cos, sen o tan segun corresponda. Aqui explicaremos
el uso de las it funciones inversas de cos y sen.

Para obtener el argumento usando la calculadora hay que tener en cuenta:

o ¢l sistema de medicion:
hay que seleccionar '/RAD”’ para obtener el resultado en radianes.

e Ja ubicacion del numero complejo en el plano:
La funcion inversa de cos de la calculadora devuelve como resultado
un angulo en el intervalo [0, 7] (cuadrantes I y IT) mientras que la fun-
cton inversa de sen devuelve como resultado un angulo en el intervalo
[—5, 5] (cuadrantes I y IV). Notemos que el d4ngulo que se obtiene
depende de cudl de las dos funciones inversas usemos y en ninguno de

los dos casos se obtiene un angulo del cuadrante III.

Ejemplo 7.11. Hallar Arg(z) para los siguientes nimeros complejos ubi-
cados en los distintos cuadrantes: z = —%—1—73, z= —% — § 1y z= %— @ )
usando

(i) funcion inversa de cos

(ii) funcion inversa de sen.
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(a) Tomemos z = —% + § (Cuadrante II)

(i) Usando la funcidn inversa de cos de la calculadora se obtiene el

angulo del segundo cuadrante %77, luego Arg(z) = %77.

(ii) Usando la funcién inversa de sen el resultado serfa %, angulo del
primer cuadrante y para hallar Arg(z) (cuadrante II) debemos

restarle ese valor a 7, es decir Arg(z) =7 — § = 2.

(b) Consideremos z = —3 — @z (Cuadrante III).

(i) Con la funcidén inversa de cos obtenemos el déngulo 37 en el cua-
drante II. El argumento principal se calcula restando el resultado
a2m, Arg(z) =21 — 3m = %71'.

(ii) Usando la funcion inversa de sen el resultado hubiera sido —%

correspondiente al cuadrante IV. El argumento principal de z se

. . 4
calcula restando éste valor a m, es decir Arg(z) = 7—(—%§) = 37.

(c) Para z=1— @’L (Cuadrante IV).

(i) Usando la funcion inversa de cos de la calculadora obtenemos
% que es un dngulo del primer cuadrante. Como z es del cuarto
cuadrante su argumento principal se calcula restando el resultado
a2m, Arg(z) =2r — § = gw.

(ii) Con la funcion inversa de sen el resultado hubiera sido —% que
corresponde al cuarto cuadrante pero es un valor negativo, su
argumento principal se calcula sumando 27 al resultado de la

calculadora, es decir Arg(z) = 2r + (=) = 3.

5 Producto de Numeros Complejos. Teorema de De Moivre

El Argumento de un producto de nimeros complejos se obtiene sumando
los argumentos de los ntimeros:

Teorema 7.12. Teorema de De Moivre
Dados z,w € C, z,w # 0, existe k € Z tal que

Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) + 2k.
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Demostracion: Como z,w € C, z,w # 0, z y w se pueden escribir en forma
trigonométrica como

z = |z|(cos(a) + i sen()), donde « = Arg(z),
w = |w|(cos(B) + i sen(B)), donde 3 = Arg(w).

Entonces, se tiene que

zw = |z|(cos(a) + i sen(a))|w|(cos(B) + i sen())
= |z||w|(cos(a) cos(3) + cos(a)i sen(B) +
i sen(a) cos(B) + i* sen(a) sen(3))
= |z||w|(cos(a) cos(B) — sen(a) sen(3) +

i (cos(a) sen() + sen(a) cos(3))).

Recordemos que

cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sen(a) sen(f3)
sen(a + ) = sen(a) cos(B) + cos(a) sen(3),

de donde resulta
zw = |z||w|(cos(a + B) + i sen(a + 3)).
Entonces o + 3 es un argumento de zw, y Arg(zw) € [0,27) es congruente

a a+ [, es decir, existe k € Z tal que Arg(zw) — (Arg(z) + Arg(w)) = 2k,
o equivalentemente,

Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) + 2k,

Observacién 7.13. Dados z,w € C con |z| = 1, |w| = 1, el producto z.w
tiene modulo 1 y su argumento es igual a la suma de los argumentos de z
y w. Geométricamente esto se traduce en el plano a un desplazamiento de
z un angulo igual al argumento de w, como se puede observar en la figura
7.13.
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Argi)

Figura 7.13: Producto de zw con |z| =1, |w| = 1.

Observacion 7.14. El argumento principal de zw se puede escribir como

Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) + 2k,

es decir, Arg(zw) € [0,27) se obtiene al reemplazar k por el tnico entero
que satisface

0 < Arg(z) + Arg(w) + 2km < 27.

En general, para el producto de dos niimeros cualesquiera dados en forma
trigonométrica se tiene el siguiente resultado.

Corolario 7.15. Dados z,w € C, la forma trigonométrica del producto es

2w = |z||w|(cos(Arg(z) + Arg(w) 4+ 2km) + i sen(Arg(z) + Arg(w) + 2km))

La siguiente figura muestra la interpretacion grafica del producto de dos
nameros complejos.
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We,
sz
;
'\\ Iln'
- . IJ_.- |Z|
lw| . B s
W v i o
Tl
oG
ZW o= [zw| =]z |w]

Figura 7.14: Producto de dos nimeros complejos

Observacion 7.16. Si se tienen las formas bindémicas de dos niimeros com-
plejos, para obetener la forma trigonom’etrica del producto simplemente se
realiza la multiplicacién en forma binémica y luego se calcula la forma tri-
gonométrica del resultado.

En los ejercicios que siguen nos interesa ilustrar el uso del Teorema de De
Moivre y su corolario, por este motivo trabajaremos con la forma trigo-
nométrica aun cuando los nimeros estén dados en forma bindémica.

Ejemplo 7.17. Usar el teorema de De Moivre y su corolario para calcu-
lar la forma trigonométrica de zi para z = 1 — i e interpretar el resultado
geométricamente.

Por lo mencionado en la observacién anterior, calculamos la forma trigo-
nométrica de z para luego aplicar el teorema de De Moivre y su corolario.

El médulo de z es |z| = /12 +(—1)2 = /2 y su argumento principal
Arg(z) = « satisface

1 V2 1 V2

cos(a) = —= = — sen(a) = ——= = ——.

2 2 /2 2

Entonces a es un angulo del cuarto cuadrante y el dangulo de referencia es

jus

_ _7
Toluegoa=2r — 7 = my

v s (Ir) i ().
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Notemos que i = cos(%) + isen(3). Entonces |zi| = |z|i| = V2. Ademds
por el teorema de De Moivre, existe un k € Z que satisface

Arg(zi) = Zﬂ' + g + 2km

9
= ZT{' + 2km.

Busquemos el valor de k£ para que %7‘(’ + 2kw € [0, 2m),

0 < Im+2knm < 21 =
—%77 < 2km < 2w — %ﬂ' —
-2 < k < —%

Como k € Z, debe ser k = —1. Luego, Arg(zi) = %7‘(‘ — 271 = 7 y se obtiene

zi = \/i(cos(%) +i sen(%)).

Figura 7.15: Representacion grafica de zi con z =1 — 1§

Ejemplo 7.18. Calcular zw en forma trigonométrica y binémica para:
(a) z =3(cos(Z) +isen(%)), w = 3(cos(3m) + isen(2m)).

(b) z= cos(%w) +isen(%7r), w = Q(COS(%TF) + isen(gﬂ)).
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(a) Consideremos z = 3(cos(%) +isen(%)) y w = 3(cos(2m) + isen(2)).

El médulo del producto es |zw| = |z]|w| = 2 y existe k € Z tal que

5 7
Arg(zw) = g + i + 2km = g7 + 2km € [0, 2m).

Como L7 € [0,27) resulta k = 0 y Arg(zw) = £m. Entonces

3 7 . 7
Zw = —(cos(=m) + 1 sen(=m)).
S (cos(zm) + i sen(cm))
z
fz)=3
snfa S
Loy
|W1:1."r‘j?{{;ﬂ ’;‘\.“.\‘.ﬂﬁ
Taf6 = Saf6+n/3e
7 =32
-

Figura 7.16: Producto zw para z = 3(cos(%) 4+ isen(%)) y w = (cos(2m) +
iSGD(%ﬂ')).

Ademds ya que Arg(zw) = 7T estd en el tercer cuadrante resulta
que cos(£m) < 0, sen(Zm) < O y el angulo de referencia «q satisface

gw =T + ap, es decir ap = gm — 7 = 5. Entonces

-3

cos(gﬂ) = —cos(

El resultado se puede verificar haciendo el producto con las formas
binémicas, z = 3/2 +3v/3/2i y w = \f +it.
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(b) Consideramos ahora z = cos(

[SNEN]

™) +isen(im) y w = 2(cos(3m) +
isen(2)).

El médulo del producto es |zw| =2y Arg(zw) = %71' + 57+ 2k, para
algin k € Z. Buscamos k € Z que satisface 0 < %TF + 2km < 27,

0 < %ﬂ' +2km < 2w <>

—r < 2k < b7 —
17 5

-5 < k < —13 —

k=—1y Arg(zw) = Y7 — 27 = 2. Luego

) + isen(§7r)

2w =2 (cos(gw G ).

. IW
b

TSRS = Smy3+Tn/6-2m
R

T T
=1
.- ST3

\
3
"

\
\
-
o
T .
| =25,
g
.

,’,
g -

"
Figura 7.17: Producto zw para z = cos(Zm) + isen(im) y w = 2(cos(37) +
isen(%ﬂ)).
Como Arg(zw) = %ﬂ' estd en el segundo cuadrante sabemos que
cos(3m) < 0, sen(2m) > 0 y que el dngulo de referencia o satisfa-
ce %ﬂ':ﬂ'—ao. Deaquiaozw—%W:%y
5 ™ V3 5 T, 1
cos(=7) = —cos(=) = ——, sen(=m) =sen(—) = =.
(2m) = —cos(5) =~ (em) =sen(5) = 3

Entonces,



Corolario 7.19. Dado z € C, 2 #0, yn € N,

Arg(z") = nArg(z) + 2k, para algin k € Z, y

2" = |z|"(cos(nArg(z) + 2kn) + i sen(nArg(z) + 2km)).

Demostracion: La demostracion formal de este resultado debe hacerse

usando el principio de induccion.

Para n =1 el resultado es inmediato tomando k = 0.

Paso inductivo: Supongamos que vale para cierto m € N (hipdtesis
inductiva), es decir

Arg(z™) = mArg(z) + 2km, para algtin k € Z, y
2™ = |z|"™(cos(mArg(z) + 2km) + i sen(mArg(z) + 2kn)).

Por el teorema de De Moivre 7.12 y su corolario 7.15, para el producto
2™z valen

Arg(z™T) = Arg(2™ 2) = Arg(2™)+Arg(z)+2k, para algin k € Z y
2"z = [2"]|z|(cos(Arg(2"™)+Arg(z)+2km)+i sen(Arg(2"™)+Arg(z)+2km)).

Usamos ahora la hipdtesis inductiva para z y obtenemos que para
algin k € Z se cumplen

Arg(z™™h = Arg(z™) + Arg(z) + 2kw

= mArg(z) + Arg(z) + 2km = (m + 1)Arg(z)) + 2k,

z = |z|™|z|(cos(Arg(z™) 4+ Arg(z) + 2km) + i sen(Arg(z™) + Arg(z) + 2km))

= |2|™ " (cos(mArg(z) + Arg(z) + 2km) 4 i sen(mArg(z) + Arg(z) + 2k))

z = |2|™ Y cos((m + 1) Arg(z) + 2kn) + i sen((m + 1) Arg(z) + 2kT)).

0
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Ejemplo 7.20. Para z = 1 — i, calcular en forma trigonométrica z3.

Del ejemplo 7.17, sabemos que la forma trigonométrica de z es

i= V3 ( (ZW) T sen (})) .

Aplicamos el corolario 7.19 y obtenemos
23 = ﬂs(cos(a) + i sen(a)),

donde el argumento estd dado por
3 21
Arg(z°) =3 Arg(z) + 2km = e + 2km.

Buscamos k € Z tal que %77 + 2km € [0, 2m),

0 < %ﬂ' + 2k < 2w <=
—24—17r < 2kt < 27— %ﬂ <=
2 < k < =

Luego k= —2y Arg(:*) = Jr —dn = imy

23 = 2v/2 (cos(5/4m) + i sen(5/4x)) .

O i
R |38y
Sm ]
- <
’.r’ ?ﬂ;‘r‘:‘\x\
- -
- -

.
.
"
.
.
E
L 8

Figura 7.18: Forma Trigonométrica de (1 — i)3.
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Ejemplo 7.21. Expresar en forma binémica z'2w?* para z = —3 +3i y

w=—-1—+/3i.

Calculemos las formas trigonométricas de z y de w.
Como z = —3+ 3i es un nimero del segundo cuadrante, entonces Arg(z) =
T — ag, donde ag € [0,7/2) es el dngulo de referencia que satisface
V2 V2

7, Seﬂ(ao) = 7

Por lo tanto ag = % y Arg(z) = 7 — T = 3x. Luego, como |z| = 3v/2 se
tiene

cos(ap) =

z = 3v/2(cos(3m/4) 4 isen(3m/4)).

Por otro lado, w = —1 — V/3i es un ntimero del tercer cuadrante y entonces
Arg(w) = 7+ ap, donde o € [0,7/2) satisface

V3

1
cos(ag) = 3 sen(ag) = -

De aqui ag = £ y Arg(w) =7+ % = 3m. Como |w| = 2 tenemos
w = 2(cos(4m/3) + isen(47/3)).

Por el Corolario 7.19 del teorema de De Moivre, existe un k € Z tal que

3 4
Arg(z2w?) = 12.177 + 4.§7T + 2k
43
= — 2k
3 T+ 26T
Buscamos k € Z que cumpla
0 < Zr+2n < o —
—%3% < 2km < 2w - %—3% <=

6 6

Por lo tanto, k = —7 y Arg(z'?w?) = 4§37r — 147 = %77. Luego,

24 (3\/§> 12 ot (Cos(g) +i sen(%)) ;

212t = 312210 (cos(g) +1 sen(%)) .

S5

Ya que cos(Z) = % y sen(%) = 1, la forma binémica es

3 .1
A2t = 312210(\2[ +ig), o A2t = 31229V/3 431229,
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6 Representacién Grafica de Conjuntos

Ejemplo 7.22. Representar graficamente los siguientes conjuntos:
(a) A={zeC: Arg(w®) < Arg(z) < 7/Am, w=2(cos T +isen})}

(b) B={z€C: Arg(z) < Arg(w?), |z| <1, w=+V3+i}.

(a) Calculemos Arg(w®) para w = 2(cos § + isen ). Por el teorema de
De Moivre, existe un k € Z tal que

Arg(w®) = 3% + 2km = g + 2km.

Como % € [0,2m), entonces Arg(w®) = %. Luego,

A={z€eC: g < Arg(z) < 7/4r}.

1.8 /

Figura 7.19: A = {z € C : Arg(w?®) < Arg(z) < 7/4r}, donde w =

2(cos G +isen )

(b) B={z€C : Arg(z) < Arg (v?), |2| <1 Jw=+3+i}.
Para w = /341, tenemos que |w| = v/3+ 1 = 2y Arg(w) es el &ngulo
en el primer cuadrante que satisface



Entonces Arg(w) = ¢y
Arg(w?) = 2% + 2k,

= g—l—QkW,

es decir, Arg(w?) = Z. Por lo tanto,
B:{ZE(C : Arg(z)gg, ]z|<1},

consiste en los niimeros complejos del disco abierto unitario que for-

man un dngulo menor o igual a § con el semieje positivo de las x.

-1k

Figura 7.20: B = {z € C : Arg(z) < Arg(w?), 2] <1, w=+V3+1i}.

Ejemplo 7.23. Para z = v/3 — i, hallar la forma trigonométrica de
(a) 271, (b) z.

Calculemos |z| y Arg(z).
El médulo de z es |z| =2 y z estd en el cuarto cuadrante, luego
cos(a) = cos(ayp) sen(a) = —sen(wy),

donde qq es el angulo de referencia y satisface

3
cos(ag) = > sen(ag) = 7
Por lo tanto, ag = % y Arg(z) =2r — % = Hr.
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(a)

1

Para 2z~ !, notemos que como z # 0, existe z~!. Por la propiedad

distributiva del mdédulo con respecto al producto resulta

1
=l ol =

2|

Por otro lado, por el teorema de De Moivre sabemos que

l=|zz

Arg (z z71
.

= Arg(z)+ Arg (z_l) + 2km y, ademads
Arg (z =0

)
o= Arg(1)

Luego, |z71| = % y Arg(z) + Arg (z71) + 2km = 0, y de aqui

Arg (z7') = —Arg(z) — 2kn
11
= ——m — 2km.
6
Buscamos k € Z tal que —%W — 2km € [0,27). Notemos que para
k = —1 se tiene
11 1
Arg (z_l) =—5" + 27 = g™
Entonces,

_ 1 T ) m
P §(COS(6) +i sen(g)).

Para hallar la forma trigonométrica de Z recordemos que 2% = |z|?,

entonces z = |z|? 27 L.

Por lo tanto, como |z|? € R, |2|? > 0, Arg(]z|?) =0y

Arg(z) = Arg (\z|2) + Arg (z_l) + 2km
= 0+ Arg (z_l) + 2km

De donde resulta
Arg (Z) = Arg (271)

y como [Z] = |2,

zZ= 2(605(%) +1 Sen(%ﬂ)).
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e z

Figura 7.21: z = /3 — i su inversa 27! y Z.

7 Forma Trigonométrica del Inverso y del Cociente

Nota 7.24. En el ejemplo anterior, probamos que cualquiera sea z € C,
z # 0, existe un valor de k € Z que satisface

Arg(z*1)+A7“g(z) = 2krw y
Arg(z) = Arg(z_l).

Luego, las formas trigonométricas son

21 = |z (cos(—Arg(z) + 2km) + isen(—Arg(z) + 2kT))
zZ = |z| (cos(—Arg(z) + 2km) + isen(—Arg(z) + 2kn)).

Ejemplo 7.25. Expresar en forma bindémica los resultados de las siguientes

operaciones
(a) 28/w' para z=-3+3iyw=—1—+3i

(b) 2= (5 + %)%,

(a) Del Ejemplo 7.21, sabemos que
2 = 3v/2(cos(3m/4) + isen(37/4)),
w = 2(cos(4m/3) + isen(4m/3)).
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Notemos que z%/w!'® = 25w =15, Aplicamos el Corolario 7.19 del teo-

rema de De Moivre,
Arg(w™) = Arg((w™)'®) = 154rg(w™") = —15Arg(w) + 2k,

para algin k € Z. Luego,

28 3 4
Arg <wl5> = 61777 15 §7r+2k:7r,
9
= §7r — 207 + 2k,
31
= —?71' + 2km.
Buscamos k € Z tal que
< “Slr42kn < o —
%ﬂ' < 2km < 2T+ %W <
3 < k < B

Entonces k =8 y

6

z 31 0
A —= | === 16 = —.
rg <w15> 5 ™+ 167 5

Por lo tanto, la forma trigonométrica de 2% /w!® es

28 36 ™ . i
15 = o1 (cos(i) +1 sen(§)> .

Calculemos ahora z = (3 + @i)?’o.

Comenzamos por calcular la forma trigonométrica de % + ?z Por
un lado, tenemos |% + ?2] = 1, y por lo tanto, es un punto de la

circunferencia de radio 1 con argumento Arg(%—i—@i) = m/3. Entonces

1, V3. .
3 + 7@ = cos(m/3) + isen(w/3).

De aqui, aplicando el teorema de De Moivre 7.12 y su Corolario 7.19,
tenemos
= G+ 30
= cos(30m/3 + 2km) + isen(307/3 + 2km)
cos(10m + 2km) + isen(10m + 2km)

11y
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y ya que k € Z debe verificar 107 + 2kw € [0, 27),

0<10m+2km < 27 <

-10<2k < -8 <«—

entonces k = —5 y la solucion es

z = cos(0) + isen(0)

o0, en forma binémica
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Capitulo 8

Raices nésimas

Definicion 8.1. Llamamos raiz n-ésima de un numero complejo z al nime-
ro w € C que satisface la ecuacion w™ = z donde n € N.

Calcularemos primero raices n-ésimas de 1 y luego veremos ejemplos para
casos més generales.

1 Raices n-ésimas de la Unidad

Antes de hallar las raices n-ésimas de la unidad, para n € N arbitrario,
veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 8.2. Hallar todos los z € C tales que
(a) z* =1. (b) 25 =1. (c) 28 =1.

(a) Hallar las raices cuartas de 1 es equivalente a hallar todos los z € C
tales que 2% = 1.
Por la unicidad de la forma trigonométrica 2z* y 1 deben tener el
mismo médulo y el mismo argumento principal. Entonces |z| = 1y
Arg(z*) = 0.
Aplicando el teorema de De Moivre,

Arg(z?) = 4Arg(z) + 2k,
con k € Z tal que 4Arg(z) 4+ 2km € [0, 27).
Como ademads debe ser Arg(z*) = 0, resulta

_ 2k

4Arg(z) + 2kt = 0, <= Arg(z) = 1

€ [0,27),k € Z,
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0, equivalentemente,
Arg(z) =—— €[0,2n),k€Z

Observemos que no hay un tnico valor de k que satisfaga esta ecuacion.
La restriccién Arg(z) € [0,2r) implica —%F € [0,27), k € Z, luego,

k
oz§>—2w e 0>k>-4 < k=0—-1-2 -3

Los Argumentos de las raices z se obtienen al reemplazar los posibles

valores de k en la expresién —%“, en este caso tenemos cuatro angulos
T 37
a1 =0, a2:§, a3 =T, a4:?.
como |z| = 1 se tiene que z = cos(a) + isen(a) de donde las raices
cuartas de 1 son
21 = 0, 29 = i, 23 = —1, 24 = —1.

Graficamente, corresponden a los vértices de un cuadrado inscripto en
la circunferencia de centro 0 y radio 1 como muestra la figura.

Figura 8.1: {z € C: 2zt =1}

b) Hallar todos los z € C tales que 2% = 1.
(b) q

Por la unicidad de la forma trigonométrica se tiene que

|2 = 1

6 _ . e :
=1 si y sélo si { A?”g(26) — Arg(l)
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De la condicion sobre el modulo resulta

129 =2I°=1 = |z|]=1.

Por otro lado, Arg(2%) = 6Arg(z) + 2kn y Arg(1) = 0, entonces de la
condicién de igualdad de los argumentos se tiene

6Arg(z) + 2km =0, para algin k € Z

o equivalentemente

2k km
A =—=——¢€[0,27).
Luego,
0 < -8 < 21
0> k > -6

Por lo tanto k € {0,—1,—2,—-3,—4,—5} y asi obtenemos 6 raices de
la unidad:

Arg(z1) =0 = 2z = 0 para k =0,

Arg(ze) = g = 2 = Cos(g) +isen(g) para k = —1,
27 27 ) 7T

Arg(z3) = 3 =T B = cos(?) + zsen(2§) para k = —2,

Arg(za) =m = 24 = cos(m)+isen(m) para k = —3
4 4

Arg(zs) = ?ﬁ = 25 = cos(g) + isen(4g) para k = —4,
5T 5T . T

Arg(ze) = 5 T % = cos(?) + zsen(5§) para k = —5,

79



Figura 8.2: {z € C: 2% =1}

(¢) Queda como ejercicio para el lector hallar las raices octavas de la uni-
dad y verificar que se encuentran en los vértices del octégono inscripto
en la circunferencia de radio 1, como muestra la siguiente figura.

Figura 8.3: {z € C: 28 =1}

Raices n-ésimas de la Unidad - Caso General
Ahora queremos hallar todas las raices n-ésimas de 1 para n € N cualquiera,
es decir, hallar todos los nimeros w € C que satisfacen

Propiedades 8.3. Las raices n-ésimas de la unidad son exactamente n y
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tienen la forma

2 2k
w = cos(—w) +z’sen(—7r

),  k=0,1,2,...,n—1.
n n

Demostracion: Como w" = 1, resulta
W' =1=|w["=1= |w|=1.

Ademads, Arg(w™) = Arg(l) =0y Arg(w™) = nArg(w) + 2kn, para algin
k € Z o podemos escribir

Arg(w™) = nArg(w) — 2k, keZ.

Luego, despejando se tiene que

2km
A?“g(lU) = 77

donde £ € Z tal que 0 < %Tﬂ = %2# € [0,27), o bien 0 < % < 1. Por lo
tanto, su forma trigonométrica resulta

2k 2k
w:cos(—ﬂ)—i—isen(—w), k=0,1,2,...,n — 1. 0
n n

2 Calculo de Raices n-ésimas

Ejemplo 8.4.

(a) Hallar las raices cibicas de —8i, es decir, hallar todos los z € C tales
que 23 = —8i.

(b) Hallar las raices cuartas de 1+ V/3i, es decir, hallar todos los z € C
tales que z* = 14 v/3i.

(a) Para z € C /23 = —8i, escribimos —8i en forma trigonométrica

—8i =8 (cos(gw) + z‘sen(;ﬂ)),

va que | — 8i| = 8 y Arg(—8i) = 3.
Por unicidad de la forma trigonométrica debe satisfacerse

2Pl=1-8i y  Arg(z®) = Arg(-8i).
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Entonces
2> =8 = |z| =2
y respecto del argumento, existe k € Z que satisface
_ 3
3Arg(z) — 2kn = ?71' =
2

Arg(z) =

2
Buscamos todos los valores de k € Z que satisfacen Tt Zkre [0, 2m).

)

< Z+2km < 2r =
T 2 3
—g < glm < gw <=
1 S k < 4

entonces k puede tomar los valores 0,1 y 2. Luego, las rac¢es cubicas
de —8i son:

21 = 2((308(%) + isen(g) k=0,

7
Z9 = 2(cos(é7r) + isen(gﬂ) k=1,
11 11
23 = 2(cos(€7r) + isen(zw) k=2
y sus graficos son
t
,."f-is-h ﬂﬁ
?ﬂf@_}'ﬁ :.:u______
T e
o'z 7.

Figura 8.4: Raices ciibicas de —8¢
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(b) Resolvamos ahora la ecuacién z* = 1 + /3i.
Escribimos en forma trigonométrica el nimero 1 + \/gi, siguiendo los
pasos del item anterior. Tenemos, |1++/3i| = 2y 1++/3i es un niimero
ubicado en el primer cuadrante, luego Arg(1 + /3i) satisface

cos(a) = % ,sen(a) = —

entonces Arg(1+ v/3i) = Z.
La propiedad de unicidad de la forma trigonométrica implica que

A =V3+i vy Arg(zh) = Arg(vV3 +1).

Entonces
|z|* =2 = 2] = V2
v k € Z satisface

4Arg(z) — 2k =
Arg(z)

SECE

+ k7.

B

Buscamos todos los valores de k € Z que satisfacen = + kg € [0, 2m).

0 < {5+Hk§ < 27 —
™ m 23

entonces k puede tomar los valores 0,1,2 y 3 y, por lo tanto, los valores

7T 13 19
T my —m. Luego, las

A ti te, —, —m, —
para Arg(z) son, respectivamente, 12' 15" 12 13

raices cuartas de 1 4+ v/3i son:
5 = é@(cos(%) +z’sen(112)) k=0,

29 = é@(cos(lw) + isen(lw)) k=1,

12 12
e 1313 B
23 = \@(cos(mw) + Zsen(mw)) k=2,
. 19 19 B
z4 = \E(cos(mw) + Zsen(127r)) k=3.
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Figura 8.5: Raices cuartas de 1 4 v/3i
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Apéndice A

Trigonometria

1 Breve historia

La trigonometria se ocupa, principalmente, de estudiar la relaciéon entre
lados y angulos de un tridngulo. Etimolégicamente, la palabra trigonometria
significa medida de los elementos de un triangulo, esta palabra proviene del
griego trigonos: tridngulo y metria: medida. Esta rama de la matemaética
nace en Grecia en el siglo IT a.C. como consecuencia del interés que tenian
los astronomos en obtener una manera de predecir el movimiento de astros
y disenar calendarios mas precisos. Es utilizada también en cartografia,
navegacion y agrimensura.

La Trigonometria es utilizada también para modelar fenémenos periédicos
que se observan en la naturaleza como por ejemplo las mareas, los latidos
del corazoén, la vibracién de una cuerda.

Miés informacién histérica se puede encontrar en [4], [5],[9].

Como complemento bibliografico de los temas desarrollados en estas notas
se sugieren los siguientes textos: [6], [7], [10],[11].
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2 Angulos y medidas

Los sistemas méas usados para medir un angulo son el sistema sexagesimal
y el sistema circular o radial.

En el sistema sexagesimal, la unidad es el grado. Un grado se define como
la noventa-ava parte de un angulo recto.

En el sistema circular o radial la unidad de medida es el radidn. Un radidn
es el dngulo que abarca un arco de la circunferencia de longitud igual al
radio de la misma. Por ejemplo, en una circunferencia de radio 1 el radian
es el angulo correspondiente a un arco de longitud 1, en una circunferen-
cia de radio 5 el radian es el angulo correspondiente a un arco de longitud 5.

Longitud de Arco

La relacion entre la medida del angulo « expresada en radianes y la longitud
de arco s sobre una circunferencia de radio r estda dada por
s

s=ar o bien o= —.
r

El dngulo « es independiente del valor del radio de la circunferencia que se
esté considerando (ver Figura A.1). Notemos que el dngulo central subten-

aR

Figura A.1: Longitud de arco de un dngulo a.

dido por un arco de circunferencia s de longitud « sobre el circulo unitario
es de « radianes. Por este motivo usaremos el circulo unitario para definir
las funciones trigonométricas.

Ejemplo A.1. Calculemos el angulo central o subtendido por un arco de
circunferencia de longitud s = 27 de un circulo de radio
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(a)r=1 (b) r=4 (c) r=28.

Usamos la relacién a = s/r entre la longitud de arco de circunferencia s

de un circulo de radio r y el angulo subtendido a:
S s 2 7 s 27
Wa=>=2r (o= =T=7  (Ja="

Consideremos una circunferencia de radio 1, la longitud total es 27, es decir
un giro completo corresponde a un dngulo de 27 radianes. La relacion entre
radianes y grados esta dada por la ecuacién

7w radianes = 180°.

e Un angulo llano mide 180° y equivale a medio giro, es decir 7 radianes.

e Un angulo recto mide 90° y representa la mitad de un adngulo llano,
por lo tanto mide 5 radianes.

Figura A.2: Angulo llano 180° = =7 radianes Angulo recto 90° = 7/2
radianes

Veamos ejemplos de conversion de un sistema de medicién angular al otro.

Ejemplo A.2. Expresar en el sistema radial la medida del angulo dado.
(a) 30°. (b)—135°.

De la equivalencia 180° = 7 radianes se tiene que 1° = % y
o_g9 " _T
(a) 30° =30 80= 6
(b) —135° = —135—" — _>
- 180 4
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Ejemplo A.3. Convertir al sistema sexagesimal.

(@) “r. (b) —%m

180°
Ya que 7w rad = 180°, se tiene que 1 rad = — , luego
T

7 7 180°

L= 12— 3150,
(a) i 315
11 11 180°
b —_—T = T = — O_
(b) 57 5T 330

De aqui en adelante usaremos el sistema radial para la medicién de dngulos
a menos que se establezca lo contrario, por lo que omitiremos la palabra
radianes. Es decir, cuando hablemos de un dngulo, por ejemplo 7, vamos a

querer decir 7 radianes.

3 Funciones Trigonométricas Elementales en el Circulo Uni-
tario

Recordemos la definicién de las funciones trigonométricas bésicas para un
angulo agudo « de un tridngulo rectdangulo de lados CO (cateto opuesto)
y CA cateto adyacente) e hipotenusa Hip, como se muestra en la siguiente

figura
Hp co
CA
CO CA CO
sen(a) = Hip cos(a) = Hip tg(a) = CA
cosec(a) = % sec(a) = % cotg(a) = gé

Consideramos ahora el circulo centrado en el origen de radio 1. A cada
angulo « € [0,27) (en radianes) le asociamos un punto P sobre la circunfe-
rencia unitaria de manera que la longitud de arco desde el punto A = (1,0)
hasta P sea « (ver Figura A.3).
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__-3; “""""a_.___ P=(X9y)

Figura A.3: Angulo a (rad.) en el circulo unitario.

Notar que el origen de coordenadas, el punto P = (z,y) y el punto (z,0),
determinan un tridngulo rectdngulo, como muestra la Figura A.4.

Figura A.4: Tridngulo rectangulo inscripto en la circunferencia.

Por otro lado observemos los tridngulos rectangulos de la Figura A.5. El de
menor altura tiene hipotenusa igual al radio de la circunferencia que contiene
al punto P = (z,y), es decir 1. Luego para este tridngulo resulta cos(a) = x
y sen(a) = y. Para el tridngulo de mayor altura se tiene tg(a) = 8—2 con

base igual a 1, es decir CA=1, luego su altura es tg(«).

Definiciéon A.4. Sea o € [0,27) y sea P = (z,y) el punto sobre la circun-
ferencia unitaria que determina un dngulo o con el eje x. Entonces

cos(a) = x, sen(a) =y, tg(a) =
sec(a) = 1, cosec(a) = %, cotg(a)

[| &k

<8

Observacion A.5. Consideremos una circunferencia de radio r y centro
O = (0,0). Sea P = (x,y) el punto sobre la circunferencia tal que la longitud
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Figura A.5: Funciones Trigonométricas Elementales en el Circulo Unitario.

de arco AP es ar, donde A = (r,0) y a € R, entonces

sen(a) = %, cosec(a) = m =z
_ Yy _ 1 _r
cos(a) = =, sec(a) = 5@ =y
r
_sen(a) = 1 _cosla) _ gy
tg(a) - COS(O[) - y7 COt(OJ) tg(a) = sen(a) =

4 Valores para Angulos Tipicos en el Primer Cuadrante

En esta seccién usaremos formulas de geometria para calcular los valores de
cos(a) y sen(«) para « =0, w/6, w/4, 7/3 y 7/2.

e Valores para a =0

Notemos que el punto de la circunferencia unitaria que determina un
angulo a = 0 es (z,y) = (1,0), entonces se tiene que

cos(0)=1 'y sen(0)=0.

T
e Valores para a = 3

Consideremos un tridngulo equildtero de lado 1 con vértices en (0, 0),
(1,0) y en el punto P = (x,y) sobre la circunferencia unitaria que tiene
ambas coordenadas positivas y se encuentra a distancia 1 de (1,0) (ver
la Figura A.6). Por tratarse de un tridngulo equildtero los dngulos
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Figura A.6: Angulo o= g

también son iguales y cada uno mide 7/3. El tridngulo rectangulo
OPQ de la figura tiene base = de longitud 1/2, por lo tanto,

Del teorema de Pitégoras resulta 1 = 22 +y? y |y| = v/1 — 2. Por ser

3
y>0ym:I/QSetieney:T,ydeaqui

e Valores para a =

Figura A.7: Angulo o = %

Consideramos el tridngulo rectangulo OPQ de la Figura A.7. Note-
mos que el tridgngulo OPP’ es equildtero ya que sus dngulos interiores
miden 7/3. De aqui que el tridngulo O PQ tiene altura y = 1/2 y base
T = \/3/2, de donde
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cos(%) = y sen(%) =—_.

e Valores para a = %

Figura A.8: Angulo o = %

Tomamos el tridngulo isésceles O PQ donde la base y la altura son de

igual longitud, como se muestra en la Figura A.8. Por ser isésceles,

OPQ tiene dos lados iguales z = y de donde resulta 1 = /22 + y2 =
V2

1
V2z2 v de aqui z = — = —.
y q \/§ B

Por otro lado, uno de los dngulos es recto y como tiene dos dngulos
interiores iguales o = 3, éstos deben medir /4.
Estas observaciones implican que

T
e Valores para a = 5

En este caso observemos que el tridngulo se reduce a un segmento

vertical, es decir su base x es nula, y su altura y es 1. En otras palabras,

el punto de la circunferencia unitaria que determina un angulo o = %

2
es el (0,1) de donde

cos(g) =0 vy sen(g) =1

Asi se obtiene la tabla de valores para angulos tipicos (Cuadro A.1)
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a (rad) 0 /6 | w/4 | w/3 | 7/2

a(®) 0° | 30° | 45° | 60° | 90°
sen o /2 [ V2/2 1 V3/2] 1
cos 1 [ V3/2[V2/2] 1/2 | 0

Cuadro A.1: Valores para Angulos Tipicos del Primer Cuadrante

m/

e

Consideremos (x,y) en la circunferencia unitaria, de la definicién A.4 re-
sulta cos(a) = z, sen(a) = y donde « es el angulo asociado al punto (z,y).
De aqui se tiene la siguiente tabla de signos para cos(z) y sen(z).

Cuadrante II

cos(a) <0
sen(a) > 0

Cuadrante I

cos(a) >0
sen(a) > 0

Cuadrante III:

cos(a) <0
sen(a) < 0

Cuadrante IV

cos(a) >0
sen(a) < 0

Cuadro A.2: Signos de las cos(x) y sen(z).

A partir de los signos de cos(x) y sen(x) podemos deducir los signos de las
otras cuatro funciones trigonométricas elementales tg(x), sec(z), cosec(x) y
cotg(x) en cada cuadrante.

5 Identidades trigonométricas

El siguiente resultado es una de las identidades mas usadas en trigonometria
y se basa en el teorema de Pitagoras.
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Proposicién A.6. Sea o € R, entonces sen?(a) + cos?(a) = 1.

Demostracion: Queda como ejercicio demostrar esta identidad aplicando

el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo inscripto en el circulo uni-

tario (ver Figura A.4).

Ejemplo A.7. Muestre que no se cumple cos?(a) +sen?(3) = 1 Vo, 3 € R

(Dar un contraejemplo).

Dividiendo la identidad sen?(a) + cos?(a) = 1 por cos?(a) y por sen?(a)

se obtienen, respectivamente, las identidades

tg?(a) + 1 = sec?(a) 1 4 cotg?(a) = cosec?(a).

Otras identidades trigonométricas:

Para «, 5 € R se satisfacen las siguientes identidades trigonométricas.

(a) Férmulas para la suma de dangulos:

e cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sen(a) sen(3)
e sen(a + ) = sen(a) cos(B) + cos(a) sen(3)

_ tgla) +tg(B)
* Blo+ ) = T )

Las siguientes identidades se pueden deducir de las anteriores.
(b) Férmulas para la resta de angulos:

e cos(a — 3) = cos(a) cos(B) + sen(«) sen(3)
e sen(a — ) = sen(«) cos(B) — cos(a) sen(f)

(c) Férmulas para el doble de un angulo:

e cos(2a)

e sen(2a) = 2sen(a) cos(«)
_ 1+cos(2ar)

= 2

2

o cos?(a
e sen®(

)
) _ 1—cos(20)

o 2
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(d) Otras identidades:

6 Reduccién al primer cuadrante

Mediante el uso de las identidades anteriores podemos calcular el valor
de cualquiera de las funciones trigonométricas para un angulo dado, re-
duciéndolo al primer cuadrante.

Propiedades A.8. Dado un dngulo cualquiera o se satisfacen las siguientes
relaciones,

(a) sen(m —a) = sen(a), cos(m —a) = —cos(a)
(b) sen(m+a) = —sen(a), cos(m+a) = —cos(a)
(c) sen(2mr —a) = —sen(a), cos(2r —a) = cos(a)

Demostracion: Para demostrar las identidades dadas, basta con aplicar
las férmulas de suma y resta de angulos para cada caso particular:

(a) De las identidades
sen(f — ) = sen(f) cos(y) — cos(f) sen(7)

cos(8 —v) = cos(0) cos(y) + sen(f) sen(7y),

tomando 0 = 7y v = « se tiene
sen(m — ) = sen(7) cos(a) — cos(m) sen(a)

cos(m — a) = cos(m) cos(a) + sen(m) sen(a).

Sabiendo que sen(w) =0 y cos(w) = —1, resulta
sen(m — ) = sen(«a) cos(m — a) = — cos(a).
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(b) Probar estas identidades a partir de las identidades para la suma de
angulos sabiendo que sen(7) = 0y cos(m) = —1.

(c) Basta aplicar las identidades para la resta de dos dngulos a 27 — «

(queda como ejercicio). 0

Propiedades A.9. Dado un dngulo cualquiera 3, existe un dngulo a €
[0,7/2] que satisface
sen(a) = |sen()] y cos(ar) = | cos(B)].
Demostracion: Si 8 € [0, 27], entonces definimos « de la siguiente manera,

si 8 € (0,7/2) (cuadrante I) = a=0,

si B € (n/2,m) (cuadrante II) = a=7m-0,
si 8 € (m,37/2) (cuadrante III) — a=p(—m,
si B € (3n/2,2m) (cuadrante IV) — o =271 —f(.

Si G ¢ [0, 2x], hallamos el dngulo en [0, 27| congruente a 3 y luego hallamos
el angulo a. 0

Definiciéon A.10. Denominaremos dngulo de referencia al dngulo obtenido
por reduccion al primer cuadrante.

Veamos una interpretacion geométrica:

Figura A.9: Angulos en los distintos cuadrantes con el mismo dngulo de
referencia

Dibujemos un circulo unitario, marquemos un angulo « del primer cua-
drante y marquemos en el mismo grafico los siguientes angulos:
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Q) =T — qQ,

a3 =T+ «,

oy =27 — Q.

Recordamos que al considerar una circunferencia de radio 1, los valores
de cos(a) y sen(a) se corresponden con las coordenadas x e y del punto
P = (z,y) de la circunferencia correspondiente al dngulo a.

Para as = m — « se tiene el siguiente grafico

Figura A.10: Angulo en el cuadrante I y su dngulo de referencia

En la Figura A.11 graficamos el dngulo a3 = m+ « en el tercer cuadrante.

! b e ’

Figura A.11: Angulo en el cuadrante III y su 4ngulo de referencia

Por dltimo, en la Figura A.12 graficamos a4y = 2m—« en el cuarto cuadrante
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Figura A.12: Angulo en el cuadrante IV y su dngulo de referencia

Observamos entonces que tomando un angulo (3 cualquiera, los valores de
sen(f) y cos(f) se pueden obtener por reduccién al primer cuadrante, ante-
poniendo al valor de sen(a) o cos(a) del dngulo « de referencia en el primer
cuadrante, el signo correspondiente segin el cuadrante.

Ejemplo A.11. Calcule los siguientes valores por reduccién al primer cua-

drante.
(a) sen(117/6) y cos(11m/6) (b) sen(77/6) y cos(7m/6)
(c) sen(27/3) y cos(2m/3) (d) sen(w/4) y cos(mw/4)

En cada caso vamos a ubicar el cuadrante donde se encuentra el angulo
dado y hallaremos su dngulo de referencia «. Luego anteponemos al valor
de la funcién en « el signo correspondiente segtin el cuadrante.

(a) El dngulo 117/6 se encuentra en el cuarto cuadrante, luego
117/6 =27 — «

+ de donde se deduce que el angulo de referencia es @ = 7/6. Por
otro lado, como 117/6 en el cuarto cuadrante observamos que debe
ser sen(117/6) < 0 y cos(117/6) > 0. Aplicando los signos y la tabla
de valores del primer cuadrante, resulta

1 V3

sen(11m/6) = —sen(mw/6) = -5 Y cos(11m/6) = cos(m/6) = -
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cog (1in/6) 50
sen{1ln/d)<0

Figura A.13: Angulo 117/6, dngulo de referencia 7 /6

(b) El dngulo 7w/6 = m + « por hallarse en el tercer cuadrante. Luego
a = w/6. Por tratarse de un angulo del tercer cuadrante debe ser
sen(7m/6) < 0y cos(7m/6) < 0, de donde

sen(77/6) = —sen(w/6) = —% y cos(7m/6) = — cos(mw/6) = —\gg.

Lomgs T
cos (FafA)<0
sen tdnf6)<0

Figura A.14: Angulo 7r /6, dngulo de referencia /6

(c) En este caso, el dngulo se encuentra en el segundo cuadrante, luego
27/3 = — a con a = 7/3. Ademsés sen(27/3) > 0y cos(27/3) < 0,
entonces

sen(27/3) = sen(r/3) — ‘f’ v cos(2m/3) = —cos(r/3) — —%.

99



Figura A.15: Angulo 27 /3, angulo de referencia /3

(d) Por tltimo, 7/4 es un angulo del primer cuadrante y sen(w/4) > 0y

cos(m/4) > 0. Luego, sen(n/4) = \f y cos(m/4) = ?

Sm (m/4) _
o cos(n)=0 Y

ci=n/4 \‘|I

Figura A.16: Angulo /4.

Ejemplo A.12. Calculamos cos(a) y sen(a) para los siguientes casos:

Wa=2  Ma=  (Qa=T o

(a) Representamos graficamente el angulo o = 2% y el tridngulo de refe-
TenCcila.
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El angulo de referencia es 7/3. Del Cuadro A.1 se tiene que cos(mw/3) =

I s Ql
3

-t

Triangulo inscripto para %’r Tridngulo de referencia.
Figura A.17: Reduccién al primer cuadrante, o = 27”

1/2 y sen(n/3) = v/3/2. Como o = 27/3 es del segundo cuadran-
te debe ser x = cos(a) < 0, y = sen(a) > 0 de donde resulta,

cos(m/3) = —1/2 y sen(n/3) = /3/2.

(b) Para el caso a = 37/4 proponemos al lector realizar los pasos como

en el inciso anterior y verificar que se obtiene el gréifico de la Figura
A.18

w

cos(f) = —

SN

-
w
SIS

sen(7) =

Figura A.18: Reduccién al primer cuadrante, o = ?jf.

(c) Ya que a = 7T € [r,37/2), a es un dngulo del cuadrante I1I se tiene

que cos(a) <0 y sen(a) < 0. ( ver Cuadro A.2)
Observamos, por otro lado, que el dngulo de referencia es 7/6 y de los
Cuadros A.1 y A.2 obtenemos la Figura A.19
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cos(%”) = —@
sen(7F) = —3

ek
T

Figura A.19: Reduccién al primer cuadrante, a = .

(d) El dngulo o = %’T también pertenece al tercer cuadrante y por lo tanto
cos(a) < 0y sen(a) < 0. Del Cuadro A.1 se concluye

cos(%’f) _ _%
Sen(%ﬁ) _ _@
I § '
3 P:&“;f‘x,_‘_ I
4

Figura A.20: Reduccién al primer cuadrante, a = 5.

7 Funciones Trigonométricas Elementales en la Recta.
Consideremos un valor cualquiera o € R y sea A = (1,0). Entonces:

(a) Si a > 0, existe un dnico punto P = (z,y) sobre la circunferencia
unitaria tal que la longitud de arco AAP, medida en sentido antihorario
desde A a P, es a. En particular, si a > 27, el arco AP serd mayor
que una vuelta completa, ya que la longitud total de la circunferencia
es 2.

(b) Si @ =0 o « es un multiplo de 27 entonces P = A.
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(c) Si, en cambio, @ < 0, entonces existe un unico punto P sobre la
circunferencia unitaria tal que la longitud de arco AP, medida en
sentido horario desde A a P, es |a.

De esta manera, a cada valor real « se le asocié un tnico punto P sobre la
circunferencia unitaria, como se hizo al definir las funciones trigonémetricas
en el circulo unitario en la seccién 3 (ver Figura A.3):
Dada o € R le asociamos el punto P de la circunferencia unitaria y cal-
culamos el valor de cada funcién trigonométrica considerando el triangulo
rectangulo inscripto que queda determinado.

Recordemos que el grafico de una funcién f : A C R — R se define como

el conjunto Gr(f) = {(z,y)/z € A,y = f(z)}.

Observacion A.13. La coordenada x representa la longitud de arco sobre
una circunferencia unitaria hasta ahora denotada «, pero de aqui en mas la

llamaremos x.

En la Figura A.21 mostramos la asociacién entre un dngulo en la circunfe-
rencia y entre un punto de la recta real.

Figura A.21: Correspondencia entre un éngulo en radianes y un nimero

real.

Graficamos sen : R — R.

Para z € [0,7/2], z en el primer cuadrante, se tienen los siguientes graficos
para la circunferencia y para el plano cartesiano.
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Circunferencia unitaria Plano cartesiano.
Figura A.22: Grafico de sen(x) para x € [0,7/2].

Para z € [0, 27] tenemos

Circunferencia unitaria Plano cartesiano.

Figura A.23: Grafico de sen(x) para x € [0, 27].

Para completar el grafico de sen(z) consideramos la siguiente observacion.

Observacion A.14. Si xz > 27 la longitud del arco es mayor que una vuelta
completa y el angulo que queda determinado es equivalente a otro con valor
en el intervalo [0, 27), estos dngulos se denominan congruentes.

Notar que para x < 0 también podemos encontrar una longitud de arco
equivalente en el intervalo [0, 27).

Definicion A.15. Dados dos dngulos o y 3, se dice que son congruentes
si existe un k € Z tal que o — 3 = 2k 7 (difieren en un nimero entero de
vueltas).

Angulos congruentes determinan un mismo punto sobre la circunferencia
unitaria, de alli resulta la siguiente propiedad.
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N

Figura A.24: Angulos congruentes.

Figura A.25: Gréafico de sen(x).

Propiedades A.16. Dados dos dngulos congruentes o y 3 = a+2kw para

algin k € R, la imagen por una determinada funcion trigonométrica es la
misma.

El gréfico de sen(z) : R — R en el plano cartesiano resulta

De manera anédloga podemos obtener los graficos de cos(x) (Figura A.26),
tg(x) (Figura A.27).

Se agregaron también los graficos de cosec(x), sec(x)y cotg(x) (Figura A.28).

. ) Ve . . .\ e N ,I// . -
=3 zrf:/S_ﬂ -2 _ 3_7T—H7T_/ T 1t T /3_7T 2n S7T 3n
2 2 2 2 2 2

Figura A.26: Gréafico de cos(z).
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Figura A.27: Grafico de tg(x).

SHYRRNISAUNY
R

Figura A.28: Gréfico de cosec(z). Gréfico de sec(z). Grafico de cotg(z).

Podemos observar cierta simetria en los graficos, esto se debe a que las
funciones satisfacen las siguientes relaciones:

cos(—x) = cos(x), sec(—x) = sec(x),
sen(—z) = —sen(z),  cosec(—x) = — cosec(x),
tg(—z) = — tg(x), cotg(—x) = — cotg(x), .

Es decir, cos(x) y sec(z) satisfacen la propiedad f(—z) = f(x), es decir,
son funciones pares en cambio sen(x), tg(x), cosec(z) y cotg(z) satisfacen la
propiedad f(—xz) = —f(x), es decir, son funciones impares.
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También podemos observar que los valores de las funciones se repiten a
intervalos iguales, esta propiedad que tienen algunas funciones se denomina
periodicidad.

Definicién A.17. Decimos que una funcion f(x) es periddica si existe un
numero positivo p tal que

flx+p) = f(x) Vx € R.

El menor valor p que satisface la definicion se denomina periodo.

Las funciones trigonométricas seno, coseno, cosecante y secante tienen periodo
27 y las funciones tangente y cotangente tienen periodo T,

sen(x + 2m) = sen(z) cosec(x + 2m) = cosec(x)
cos(z + 2m) = cos(x) sec(z + 2m) = sec(x)
tg(x 4+ ) = tg(x) cotg(z + m) = cotg(z).

La propiedad de periodicidad de las funciones trigonométricas es util pa-
ra modelar matematicamente o aproximar el comportamiento de algunos
fenémenos de la naturaleza tales como los latidos del corazén, las fases de
la luna y el movimiento de los planetas.
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