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Prefacio

Este libro esta dirigido a los estudiantes de los primeros cursos de matematica de la
universidad, tanto para los que estudian una carrera en ciencias exactas como aquellos
que necesitan una aproximacion a estos conceptos para otras disciplinas.

Las guias de trabajos practicos de las materias Matematica I y Elementos de ma-
tematica I para las que fue inicialmente dirigido este libro aparecen en dos apéndices.

Los autores y colaboradores de estas notas hemos dado clase en las asignaturas men-
cionadas durante varios anos. Adriana Aragén escribi6 el capitulo 1 y casi todo el 10;
Juan Pablo Pinasco el 7, el 9 y la parte de matriz de insumo-producto del 10; Claudio
Schifini los capitulos 2, 3, 4, 5, 6 y el 8; Alejandro Varela el 11. Samanta Cecowski
estuvo a cargo del tipeado en IXTEX de la mayor parte del texto, de la compaginacién
y revisién del trabajo de los autores y de la estandarizacién de los gréficos. Agra-
decemos la colaboracién en ejercicios, ejemplos y correcciones de Cristian Conde y
Carlos Scirica. Luis Beccaria y Alejandro Rios leyeron algunos capitulos y aportaron
sugerencias. Alejandra Maestripieri y Martin Pavén corrigieron y revisaron todo el
texto para intentar uniformizarlo respetando los estilos de cada autor. Agradecemos
también a Gabriel Acosta, Gabriel Larotonda, Paula Remesar y Marcela Villagra.
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Capitulo 1

Numeros reales

1.1. El conjunto de los niimeros reales

El estudio del Calculo Infinitesimal consiste, en esencia, del estudio de los ntimeros
reales. Es necesario, por lo tanto, tener claro qué son los niimeros reales y sobre todo
sus propiedades bésicas. Sin embargo, no intentaremos dar una definicién rigurosa de
nidmero real si no mas bien hacer una revisién del tema haciendo hincapié en el (buen)
uso de sus propiedades.

Los primeros niimeros que aparecen en la historia son los nimeros naturales, que
son aquellos que usamos para contar (1 casa, 2 drboles, etc.) y se designan con la letra
N

N=1{1,2,3,4,5,6,7,---}.

Sabemos que dos nimeros naturales se pueden sumar, obteniendo asi otro ntimero
natural. Sin embargo al restar dos niimeros naturales podemos obtener un resultado
negativo (es decir, podemos obtener un niimero que no es natural). Por este motivo
agregamos al conjunto de los nimeros naturales los niimeros negativos junto con el
numero cero y llamamos a este nuevo conjunto Z, el conjunto de los nimeros enteros

Z:{"'7_47_3a_27_1a 07 17 2a 37 47}

De esta forma tenemos que todos los nimeros naturales son también niimeros ente-
ros, es decir N C Z.

Luego para poder medir partes de un todo (por ejemplo la tercera parte de una he-
rencia, medio alfajor, tres cuartos de hora, etc.) incorporamos los nimeros racionales.
Extendemos este concepto al considerar también cocientes negativos. Estos se notan
con la letra Q,

Q:{%:meZ, nEN}.

Es claro que todo nimero natural es entero y que todo ntimero entero es racional
m

(pues m = %5 para cualquier m € Z), o sea N C Z C Q.
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Ademas, a todo ntimero positivo antes descripto podemos identificarlo con una lon-
gitud y representarlo geométricamente sobre una recta.
Para ver esto, procedemos de la siguiente manera: dada una recta

marcamos sobre ella un punto privilegiado que sera el cero

|
T

0
y tomamos una longitud arbitraria como unidad (por ejemplo 1 centimetro). Partiendo

del punto 0, a medida que desplazamos la unidad hacia la derecha, obtenemos los
ndmeros naturales N

% % % %
o 1 2 3
Convenimos que si desplazamos la unidad hacia la izquierda del 0, obtenemos los

nuimeros negativos

| | | | | | |
T T T T T T T

-3 -2 -1 0o 1 2 3
Asi hemos representado sobre la recta los niimeros enteros Z.
Ahora, jcémo representamos los ntimeros racionales?

Por ejemplo, % . Observemos que

5_ 342 _ 3, 2 _ 2

=3 =3t3z=1+3,
luego, para representar g en la recta, desplazamos 1 unidad hacia la derecha y
dividimos la segunda unidad en tres partes iguales; desplazamos hacia la derecha dos
de estas partes y obtenemos g (para ver mejor agrandamos un poco la escala, pero

la unidad es todavia la longitud 1).

| " " | " " |
1 + + 1 + + 1

5
z 0 e . 1 g. . 2 .
Asi quedan representados los nimeros racionales positivos como una longitud sobre
la recta. Si consideramos un numero racional negativo, realizamos el mismo procedi-
miento pero desplazando la unidad o sus partes hacia la izquierda. Por ejemplo, para

representar al nimero —%, la longitud que marcamos sobre la recta es

| " " " " " " |
1 + + + + + + 1

-1 2 0

Con lo cual a todo nimero racional lo pod7emos representar como una longitud sobre
la recta. Ahora surge naturalmente la siguiente pregunta, jserd cualquier longitud
sobre la recta un nimero de los descriptos hasta ahora?

Un discipulo de Pitagoras trajo la respuesta:

Si dibujamos un cuadrado de lado 1 y trazamos su diagonal, esa longitud, ;cudnto
vale?, ;serd un ntmero racional?

Observemos primero que dicha longitud se puede representar sobre la recta.

En efecto, si trazamos una recta perpendicular a la recta numeérica, que pase por
el 1, y desplazamos desde el 1 una unidad hacia arriba, al unir el extremo con el 0 de la
recta numeérica tendremos la misma longitud d. Con ayuda de un compas trasladamos
la longitud de la diagonal d sobre la recta numérica.

10
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Veamos ahora si esta longitud es un nimero racional. Es decir si existen m € Z y
n € N tales que d = 7*. No conocemos el valor de d pero conocemos (por el teorema de
Pitdgoras) alguna informacién sobre su longitud; al ser d la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo con ambos catetos de longitud 1 deducimos que

12412 =42

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la fraccién ™ es irreducible (no

podemos simplificar una parte de m con una parte de n). Luego,

m\2 m

MAT_ T _

(n) n?
Por lo tanto, m?> =2-n? @

Entonces, m? es par y, por lo tanto, m es par. @
Que m sea par significa que existe h € Ntalquem =2-h. @
Reemplazando @ en @ resulta que

2~nQ:mQ:(2~h)2:4'h2 entonces n2=2-H% @

Luego, n? es par y, por lo tanto, n es par. ®
De @ y ® concluimos, contra lo supuesto, que — no es irreducible (podemos

simplificar por 2). Esto es un absurdo (una contradiccién) que provino de suponer
que d = . Luego d ¢ Q, o sea d no es la longitud de ningtin nimero racional. v’

De este modo podemos concluir que, aunque a todos los niimeros racionales los
podemos representar como una longitud, hay longitudes que no se pueden medir
con numeros racionales. Estas longitudes (hacia la derecha y hacia la izquierda del
0), junto con los racionales completan la recta. Entendemos asi al conjunto de los
nimeros reales como el conjunto de todas las longitudes y lo notamos con la letra R.

Ademds Q C R.

Dado un numero racional, dividiendo el numerador por el denominador, podemos
escribirlo mediante una expresion decimal. Por ejemplo:

1 _ 3 _ 25 __
1=0,5 3=0,75 T =06,25.

11
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En algunos casos su expresién decimal puede ser periddica (a partir de un cierto mo-
mento un subconjunto de digitos de su mantisa se repite infinitamente). Por ejemplo:

1=0,3=0,33333 - 920,21 =0,2111111 - --
Puede probarse que todo nimero racional posee un desarrollo decimal finito (su man-
tisa consta de un numero finito de digitos) o bien periédico.

Reciprocamente, todo nimero que posee un desarrollo decimal finito o periédico es
un numero racional. Por ejemplo:

0,25 = 35 =

25 _ 1. 7_21-2 _ 19
100 = 4 0’21_ -

90 90 -

Sin embargo, si consideramos el nimero » = 0,101001000100001000001 - - - , tiene un
desarrollo decimal infinito y no periédico. Es claro que podemos construir infinitos de
estos niimeros que, por lo observado, no seran racionales. Estos niimeros son los que
rellenan los “baches” que dejan los nimeros racionales en la recta y se denominan
ndmeros irracionales.

Una desventaja de caracterizar a los numeros reales mediante su desarrollo decimal
es la de no poder escribir ningiin ntimero irracional; es decir, nunca podemos describir
completamente (usando solo el desarrollo decimal) un niimero irracional.

Al pensar en el desarrollo decimal de un niimero irracional, por ejemplo

r = 3,101001000100001000001000000100000001 - - -

tenemos que imaginar como continia este desarrollo. Sin embargo, resulta claro que
a dicho ntimero lo podemos aproximar por un nimero racional. Es decir

3,1 3,101 3,101001 3,1010010001

son numeros racionales que aproximan cada vez mejor el valor de r. Queremos re-
marcar que al trabajar con una calculadora no distinguimos la diferencia entre r y el
numero racional 3,1010010001 (pues son idénticos en sus primeros diez digitos).

Ya hemos probado que la longitud d descripta como la diagonal de un cuadrado de
lado 1, es un niimero irracional. Pero, en principio no sabemos qué nimero es (jes
mayor que 10?7, jmenor que 57). Para conocerlo un poco mejor, vamos a aproximarlo
con un numero racional. Recordemos que por el teorema de Pitagoras sabiamos que

d? =2

y como 12 = 1y 22 = 4, entonces d tiene que estar entre estos dos niimeros, es decir
1 < d < 2. Podemos mejorar este argumento si nos fijamos qué sucede con 1, 1; con
1,2; con 1, 3; etc. Al elevarlos al cuadrado

(1,1)?=1,21 (1,2)?=1,44 (1,3)2=1,69 (1,4)>=1,96 (1,5)%=2,25.

12
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Usando el mismo argumento que antes descubrimos que 1,4 < d < 1, 5; o sea, sabemos
cudl es su primer decimal, d = 1, 4... Si queremos conocer mas decimales del desarrollo
de d tenemos que calcular

(1,40)* =1,9600  (1,41)* =1,9881  (1,42)* =2,0164

entonces 1,41 < d < 1,42, y asi d = 1,41... El nimero racional 1,41 = %é—é aproxima
el valor de d pero de ningin modo es el nimero d. Sin embargo, repitiendo el procedi-
miento sabemos qué hacer para conocer més digitos de d (aunque no vamos a poder

conocerlos todos).

1.2. Propiedades basicas de la suma de niimeros reales

En el conjunto de los nimeros reales, tenemos definidas dos operaciones: la suma
(4) y el producto (-). Estas operaciones verifican algunas propiedades bésicas que ya
conocemos y que usamos naturalmente. Vamos a enunciarlas para ponernos de acuerdo
sobre el lenguaje que vamos a adoptar y para poner en evidencia exactamente como
las usamos.

Las primeras propiedades que mostraremos se refieren a la operacién suma.

Dados a y b nimeros reales, la suma a + b es un ntimero real. Resulta razonable
preguntarnos como sumar mas de dos niimeros, por ejemplo a + b + c.

Esto podemos hacerlo de dos maneras: Podemos sumar primero b y ¢ obteniendo
b+ ¢y después anadirle al ntimero a el resultado anterior, obteniendo asf a + (b+¢) ;
o bien, podemos sumar primero a y b obteniendo a + b y luego anadirle a este niimero
el ntimero ¢, esto es (a 4+ b) 4 ¢. La primer propiedad , que llamaremos S;, establece
que estos resultados son iguales

S (a+b)+c=a+(b+c), paratodo a, b, ceR.
Gracias a esta propiedad es que sabemos sumar mas de dos niimeros. Por ejemplo
a+b+c+d=((a+b)+c)+d=(a+Db)+ (c+d).

La segunda propiedad que mencionaremos nos dice que la suma de dos numeros
puede efectuarse en cualquier orden, ya que ambos resultados son iguales

Sy a+b=b+a, V*a, beR.

La propiedad Ss establece que entre los ntimeros reales, el niimero 0 cumple un
papel especial
Ss3: a+0=04+a=a, VacelR

El nimero 0 se llama elemento neutro para la suma, ya que al sumar 0 a un nimero
real dado, obtenemos el mismo niimero. Notemos que en particular 0+ 0 = 0.

La cuarta y ultima propiedad basica para la suma hace referencia a la existencia
de elementos opuestos; es decir dado un elemento a € R existe otro elemento b € R

*Abreviaremos la expresioén ...para todo... con el simbolo V .
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tal que a + b = 0. Podemos demostrar que cada nimero a tiene un tunico elemento
opuesto, al que llamaremos —a.

Sy si a € R existe —a€R, tal que a+ (—a) =0.

Podemos ver que el opuesto de un nimero no siempre serd un nimero negativo. Por
ejemplo al considerar a = —3, el nimero —a debe satisfacer (—3) + (—a) = 0, luego
—a = 3, que no es un numero negativo.

En base a la propiedad S, vamos a poder considerar a la operacién resta (—) como
una suma. Recordemos que —b es el opuesto de b; definimos

a—b=a+ (-b).
O sea que restar b, es sumar el opuesto de b.

Hemos visto en la propiedad S3 que el nimero 0 verifica a +0 = a para todo nimero
real a; podriamos preguntarnos ;sera cierto que si un ntmero r satisface que al ser
sumado, por ejemplo, con el nimero 3 y da como resultado 3, entonces r es el 0 7
Esto es, jserd cierto que si 7 es un nimero tal que r + 3 = 3 entonces r = 07 Si, es
cierto, y podemos demostrar este hecho usando las propiedades antes mencionadas.
Veamos, si

r+3 =3,

la propiedad Sy, nos asegura que existe el opuesto del nimero 3, esto es —3. Podemos
entonces sumar —3 a la igualdad anterior para conseguir una expresién equivalente

sumamos —3 a ambos miembros r+3+(-3) = 34+(=3)
luego aplicando la propiedad S; r+B+(-3) = 3+(-3)
que al aplicar la propiedad Sy se transforma en r+0 = 0

que por la propiedad S3 resulta r = 0. Vv

Con esto hemos demostrado que si un ndmero r satisface r +3 = 3 (y usando Sy, Sa,
S5 y S4) entonces el ntmero r es 0. Podemos enunciar este hecho de forma general:

Si r estal que a+1r =a, entonces r = 0.

Con este razonamiento hemos demostrado que el 0 es el inico niimero con la propie-
dad 83.

No consideramos a esta una propiedad bésica (a pesar de ser muy importante) ya
que podemos deducirla de las propiedades anteriores.

Veamos como, con las propiedades estudiadas hasta ahora, podemos justificar la
resolucién de ecuaciones sencillas (recordemos que resolver una ecuacién es hallar
todos los nimero reales x que verifican la igualdad). Resolvamos la ecuacién

r+2=05.
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Por la propiedad Sy existe el opuesto de 2, esto es —2. Entonces, podemos sumar —2
a ambos miembros de la expresién anterior y obtenemos una expresion equivalente

(x+2)+(-2)=5+(-2).
Al aplicar la propiedad S; obtenemos
r+ (24 (-2)) =3,
que por la propiedad Sy es equivalente a
z+0=3.
Al aplicar la propiedad S3 (recordemos que x + 0 = x) obtenemos
r=3 Vv

Naturalmente estos procesos tan detallados son de interés al estudiar las propieda-
des, pero en la préctica simplemente recurriremos a estas justificaciones cuando du-
demos del paso a seguir y habitualmente no explicaremos tan minuciosamente cuando
aplicamos cada propiedad.

Antes de pasar a las propiedades relacionadas con el producto, queremos hablar un
poco més de la propiedad S;. Esta propiedad nos dice que no importa el orden en el
cual se sumen dos niimeros, ya que el resultado es igual; o sea

a+b=>b+a.

Cabe mencionar que no todas las operaciones se comportan de esta manera. Por
ejemplo, la resta no cumple esta propiedad. Es distinto restar dos nimeros en un
orden o restarlos en el orden inverso; dado que estamos sumando nimeros distintos,
a—b=a+ (=b) y b—a=b+ (—a) por definicién.

1.3. Propiedades basicas del producto de niimeros reales

Dados a y b numeros reales, el producto a - b es un ntimero real. Enunciamos a
continuacion cuatro propiedades que satisface el producto, andlogas a las de la suma:

P a-(b-c)=(a-b)-c, Ya,b, ceR.

Asi para calcular a-b- ¢ bastard efectuar primero a - b y al resultado multiplicarlo por
c. La segunda propiedad que enunciamos (también como en el caso de la suma) dice
que podemos calcular el producto en cualquier orden indistintamente

Py : a-b=b-a, Va,beR

La propiedad Pj3 establece que entre los niimeros reales, el niimero 1 cumple un papel
especial con respecto al producto (tan especial como el 0 con respecto a la suma)

Ps : a-1=1-a=a, VaeR.
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Al ntmero 1 se lo llama elemento neutro para el producto, ya que al multiplicar un
numero real dado por el nimero 1, obtenemos el mismo nimero. También (como en
el caso de la suma) podemos demostrar que el elemento 1 es el tinico elemento neutro
para el producto.

Una observacién clara pero de vital importancia es que 1 # 0.

La cuarta propiedad basica para el producto hace referencia a la existencia de ele-
mentos inversos, es decir dado un elemento no nulo a € R existe otro elemento b € R

tal que a - b = 1. Nuevamente, el inverso de a es tinico y lo llamamos a~*.

Py : si a€R y a#0, entonces 3*a ' €R talque a-a ! =1.

Observemos que la condicién a # 0 en la propiedad P, es necesaria, ya que si a =0
podemos probar (y de hecho lo haremos, pdgina 19) que 0-b = 0 para todo elemento
b € R; luego no podremos encontrar ningin nimero 0~ que satisfaga 0 -0~ = 1
ipuesto que 1 #£ 0 !

Asi como pensamos la resta como una suma, de la misma manera podremos pensar
la divisiéon como una multiplicacién (con ayuda de la propiedad P,) del siguiente

modo

%:a-b_1 Va, b € Rconb=#D0.
Como ya hemos mencionado 0~! no existe, por lo tanto no podemos dividir por el
nimero 0 ya que para dividir por cualquier niimero b este debe tener inverso multi-
plicativo. Observemos entonces que nunca escribiremos un cociente de la forma ¢
para ningun a. Notemos ademds que, si a # 0, entonces el cociente i =1-a"! (por

ser 1 el elemento neutro del producto) resulta ser el inverso multiplicativo de a.

La propiedad P, tiene muchas consecuencias importantes, con ella podemos justificar
razonamientos que usamos a menudo. Por ejemplo si tenemos dos ntimeros a y b que
satisfacen 2a = 2b decimos que esto es equivalente a a = b. El razonamiento mediante
el cual justificamos esto es “hemos cancelado el 27, es decir, multiplicamos ambos
lados de la igualdad por %

2a = 2b
1 1
l-a = 1-b

a b.

Este hecho planteado en general sugiere que k-a = k-b implica’ @ = b. Esta afirmacién
solo es vélida para todo k£ no nulo. Por ejemplo, si k =0,a =3 y b = —5 la primer
igualdad resulta

k- b

0- (=5)

verdadera,

o w o
I

k -
0-
0

* Abreviaremos la expresion ...existe... con el simbolo 3.
TDe aqui en més abreviaremos las expresiones ...implica... o ...entonces... mediante el simbolo =
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mientras que la segunda igualdad resulta

a = b
3 = -5 falsa.

Encontramos un ejemplo concreto que contradice la proposicién. A este tipo de ejem-
plos los llamamos contraejemplos.

La diferencia entre el contraejemplo hallado y la ecuacién original radica en que en el
contraejemplo no podemos cancelar k ya que es el niimero 0. Si quisiéramos cancelar
el 0, deberiamos multiplicar ambos lados de la ecuacién por % jcosa imposible, ya que

% no es un numero! Enunciaremos la propiedad correctamente:

si k#0 y k-a=k-b = a=b

Para demostrar esta propiedad debemos suponer que se verifica la igualdad k-a = k-b
donde k # 0 y arribar mediante algin razonamiento correcto a la conclusién a = b

si k#0 y k-a=k-b =

por P, Fk~tcon k7t-(k-a) k~te(k-b) =
por Py (kY k)-a = (K71 k)-b =
por P, (k-kYa = (k-k7YH-b =
por Py l'a = 1:b =
por Ps a b. v

Con esto hemos demostrado la propiedad.

Otra consecuencia de la propiedad P4 es la propiedad que establece que el producto
de dos numeros reales es 0 si y sdlo si alguno de los dos nimeros es el nimero 0 (o
ambos lo son).

La expresién ...si y solo si... merece un parrafo aparte.

Abreviamos dicha expresion con el simbolo <y significa que ambas proposiciones,
“el producto de dos ntimeros reales es 0” y “alguno de los dos niimeros es el nimero 07,
son equivalentes; es decir, se cumplen ambas proposiciones simultdneamente, o no se
cumple ninguna de ellas. Una manera de interpretar esta equivalencia de proposiciones
es la siguiente:

la primer proposicién implica la segunda proposicion

y
la segunda proposicion implica la primer proposicion

De esta manera, la propiedad que hemos enunciado la escribimos
a-b=0 & a=0460b=0

que significa
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a-b=0 = a=006 b=0*
y
a=06b=0 = a-b=0"%

Realizaremos las demostraciones de la implicacion < y de la implicacién = por
separado

<) Partiendo de a =0 6 b = 0 queremos concluir que a - b = 0.

Sia=0entonces a-b=0-b=0 (recordar la propiedad “k-0=0, Vk” que
ya mencionamos en la pagina 16).

Si @ no fuera 0 entonces b debe ser 0 (ya que el dato que suponemos cierto es
que alguno de los dos es el numero 0). Entonces

si a#0 = b=0 yenesecaso a-b=a-0=0. V
=) Partiendo de a-b =0 queremos concluir quea=0 é b=0.
En principio a es un nimero real cualquiera.

e si a = 0 entonces la conclusién se verifica.

e sia # 0, por la propiedad P, debe existir a=! y como a-b = 0 entonces
@H-a-b=@"H 0 = 1-b=0 = b=0.

Deducimos que si a # 0 entonces b = 0, es decir que si el producto a - b es 0,
alguno de los factores a 6 b debe ser 0. v/

Al haber demostrado ambas implicaciones hemos demostrado la propiedad enuncia-
da.

Queremos resaltar que, en las condiciones de la propiedad, puede suceder que a = 0
y al mismo tiempo b = 0; esta posibilidad no se excluye cuando decimos a =06 b = 0.
En matematica el “0” se usa siempre en el sentido “lo uno”, “lo otro” o las dos cosas
a la vez.

Apliquemos la tltima propiedad demostrada para resolver la siguiente ecuacién
(x+1)-(x—3)=0.

Como x+1 y z—3 son los factores de un producto que da 0, luego, alguno de ellos
debe ser 0; es decir

z+1)-(z—3)=0 & =z+1=0 6 z-3=0 & z=-1 6 z=3 V

*Informalmente llamaremos a esta implicacién la ida, que corresponde a leer de izquierda a
derecha el simbolo < quedando asi =.

T Andlogamente llamaremos a esta implicacién la vuelta, que corresponde a leer de derecha a
izquierda el simbolo < quedando asi <.
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La ecuacién planteada tiene mas de una solucion, y expresaremos todas las soluciones
de la ecuacién como el conjunto soluciéon

S={-1, 3}

Hasta ahora enunciamos ocho propiedades de los nidmeros reales (cuatro para la
suma y cuatro para el producto), la siguiente propiedad relaciona ambas operaciones
y la llamaremos propiedad D .

D: a-(b+c)=a-b+a-c, Va,b c eR.

Observemos que la propiedad (b+c¢)-a =b-a+ c¢-a también se cumple (por la
propiedad Psz).
Veamos cémo, usando todas las propiedades hasta ahora enunciadas (las bésicas),
podemos demostrar otras que usamos habitualmente.
l.a+ta=2a, VacelkR

Esta propiedad se verifica ya que

a+a = a-l1+a-1 = a-(14+41)=a-2 = 2a. V
por P3 por D por Pz

2.0-a=0, VaelR.
Esta propiedad ya fue mencionada en la pagina 16; sélo falta la demostracion.
Un hecho peculiar es que para “comenzar” la demostracién no sabemos nada
del niimero a excepto que es un nimero real, y queremos arribar a la conclusion
0-a=0.
como 0=04+0 = a-0=a-(04+0) =
por D, a-0=a-04+a-0.

Si sumamos —(a-0), el opuesto de a-0, a ambos lados de la igualdad obtenemos

—(a-0)+a-0=—(a-0)+a-0+a-0 =
0=0+a-0 = 0=a-0. V

3. (—a)-b=—(a-b), Va, b €R.

Esta propiedad dice que al calcular el opuesto de a y multiplicarlo por b obtene-
mos el opuesto de a - b. Para demostrarla observemos que si tomamos el niimero
(—a) - by le sumamos a - b obtenemos

(—a)-b4+a-b = [(—a)+a]-b = 0-b=0,

por D por Sa

que es lo mismo que verifica —(a - b) (el opuesto de a - b). Dado que el opuesto
es Unico, podemos concluir que (—a)-b= —(a-b). v
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4. a—b=b—a <& a=b.
Al sumar b de ambos lados de la igualdad conseguimos
a—b=b—a & a-b+b=b—a+b & a=2b-—a.
Del mismo modo, al sumar a de ambos lados
a=2b—a <& a+a=2b—a+a <& 2a=2b
Que al multiplicar por % resulta
26 & a=b. V

20 =2b & - 2a =

1
2

N

Ahora veamos cémo, usando las propiedades, podemos resolver una ecuacién sencilla
(sin equivocarnos). Por ejemplo, calculemos todas las soluciones de

S5x — 3 =4.

Para resolver la ecuacion tenemos que “pasar del otro lado” de la igualdad el 5 y el
—3 para que = quede “despejada”’. Empecemos por el —3; ya vimos en un ejemplo
anterior que pasar el —3 es una manera de decir que sumamos el opuesto de —3 de
ambos lados de la igualdad, asi

Sr—3=4 & dSr—-3+3=4+3 & bdx=T.

Para terminar pasamos el 5 dividiendo, o sea, multiplicamos ambos lados de la igual-

dad por el inverso de 5 que sabemos que es %

Sr=7 & %-53::%-7 &S =

7
£ -
Queremos remarcar que es muy importante el orden en el cual se pasan los niimeros
del otro lado de la igualdad, ;estd permitido pasar el 5 dividiendo antes de pasar
el —37 O sea

l, br —3 =4 es equivalente a m—3:§ ?
La respuesta es no. Observemos que para pasar dividiendo el 5 debemos multiplicar
a ambos lados de la igualdad por %, si decidimos empezar por el 5 la ecuacién se

5 b
transforma del siguiente modo
br—3=4 & L -(bz—3)=1-4,
que al aplicar la propiedad D es

.5z -3)=1%-4 & l.px-

(S

Vemos que se puede empezar pasando el 5 pero debemos respetar las propiedades de
los nimeros
5 —3 =4 no esequivalente a x—3 =

)
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pero

5z —3 =4 siesequivalente a x — % = %

y para terminar de resolver pasamos —% (sumamos el opuesto de —g a ambos lados
de la igualdad)

ol

+

ilee
(SN

+

SISV

r-3=% o 2- & =4 o =1

para obtener el mismo resultado que antes (menos mal).

1.4. El orden de los niimeros reales

En el conjunto de los niimeros reales existe una relacién de orden “ < ”. A conti-
nuacién enunciaremos cuatro propiedades basicas.

Graficamente (sobre la recta numérica) diremos que a es menor que b si la represen-
tacion de a estd a la izquierda de la representacién de b. En simbolos

a<b selee a esmenorqueb.

Asi resulta que b es mayor que a si la representacién en la recta de b esta a la derecha
de la representacién de a. En simbolos

b>a selee b es mayor quea .

Observamos que estas dos situaciones son equivalentes. Es lo mismo decir a < b o
decir b > a. Graficamente

j l%) tenemos a < b o dicho de otra forma b > a.
a

En un caso concreto decimos
1 <3 (1esmenor que 3) queeslomismoque 3>1 (3 esmayor quel).
Observemos algunos ejemplos

5<2 es falso,
4>1 es falso,

—10 < —5 es verdadero,
8 > —2  es verdadero.

Con esta notacién podemos dar una desigualdad que describa a los nimeros positivos
a es positivo & a> 0.
Anélogamente para los nimeros negativos

a esnegativo & a<0.
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Para el orden, la primera propiedad que enunciamos, que vamos a llamar Oy, es
conocida como ley de tricotomia y dice que si a y b son dos ntiimeros reales, se cumple
una y sé6lo una de las siguientes posibilidades:

a es menor que b , aesigual ad , a es mayor que b.

Es decir
O1: Va, beR secumple sélo una de las posibilidades a<b, a=b, a>b.

Esto dice que si tomamos dos niimeros cualesquiera, siempre podemos compararlos,
si no son iguales, alguno es mayor que el otro.

La segunda propiedad que enunciaremos se llama transitividad y afirma que si un
ndmero es menor que otro, y este a su vez es menor que un tercero, entonces el primero
es menor que el tercero. En simbolos:

Os: sia<byb<c = a<ec

La siguiente propiedad muestra cémo se comportan las desigualdades al sumar (o
restar) un nimero de ambos lados de la desigualdad. Pensemos que una desigualdad
a < b es como una balanza donde el lado izquierdo (a) pesa menos que el lado derecho

(b).
[a]

| S ———

[4]

| —

Si le agregamos a los dos platillos la misma cantidad de kilos (o se los quitamos),
la balanza se mantiene en la misma posicién que al principio, el lado izquierdo sigue
pesando menos.

Esta propiedad del orden de los numeros reales es conocida como monotonia con
respecto a la suma y nosotros la llamamos Og

Os : a<b = at+ec<b+te VeceR

Cuando ¢ es un nimero positivo podemos pensar que estamos agregando kilos de
ambos lados y cuando ¢ es negativo los estamos sacando (de ambos lados también).
Esta propiedad nos dice que en una desigualdad, al sumar o restar el mismo ntimero
de ambos lados, la desigualdad se mantiene, el lado que era menor sigue siendo menor.

La ultima propiedad (relacionada con el orden) que vamos a mencionar es la mo-
notonia con respecto al producto, que llamamos O4. Esta propiedad dice como se
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comportan las desigualdades cuando multiplicamos ambos miembros por un nimero
positivo.
Oy : si ¢ > 0, a<b = a-c<b-ec
Es decir, si tenemos una desigualdad a < b y multiplicamos ambos miembros por
un numero positivo, la desigualdad se mantiene. Veamos algunos ejemplos.

Sabemos que 2 <5,
al multiplicar por ¢ =3 2.-3<5-3,
que es lo mismo que 6 <15 ique es verdadero!

Si pensamos en la balanza, multiplicar por ¢ =3 una desigualdad es poner el triple
de peso en cada platillo; es claro que el lado mas liviano sigue siendo el mismo.

Funciona del mismo modo si nos quedamos con la mitad del peso en cada platillo,
o sea, si multiplicamos de ambos lados por ¢ = % .

Sabemos que 2 <5,
al multiplicar por ¢ = % 2. % <5- %,
que es lo mismo que 1< g que es verdadero.

Gracias a la propiedad de tricotomia O, podemos entender el significado de otros
simbolos que también usaremos frecuentemente.

Que un numero a sea menor o igual que un nimero b significa que a es menor que
b, o bien que a es igual a b. En simbolos

a <b significa: a esmenor que b obien a esiguala b.

En otras palabras, decimos que a es menor o igual que b si @ no es mayor que b.
Observemos que por la propiedad O, si a no es mayor que b, hadesera <b 6 a=25b.
Resumiendo:

a<b & a<b 6 a=0b.

De la misma manera
b>a significa b es mayor que a o bien b esigual a a.

Los simbolos > y < tienen una caracteristica algo desconcertante, al utilizarlos en
ejemplos concretos como

1+1<3 podriamos decir directamente 1 + 1 < 3,
14+1<2 podriamos decir directamente 1 + 1 = 2.

i Por qué adoptamos un simbolo que expresa dos nociones? Veremos su utilidad al
trabajar con incégnitas. Consideremos la desigualdad

a<3.

algunos de los nimeros que verifican esta desigualdad son

a=20 yva que 0 cumple 0<3 pues 0<3,
a=—-1 yaque —1cumple —1<3 pues —-1<3,
a=3 ya que 3 cumple 3<3 pues 3=3.
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Asi todos los nimeros que verifican la desigualdad son los que estan representados a
la izquierda de 3 6 el mismo nimero 3.

1
]
3

Definiremos a continuacién algunos subconjuntos muy particulares de R, los interva-
los. Si a y b € R denominamos:

1. Intervalo abierto con extremos a y b al conjunto

(a,)={zr€eR:a<z<b}.

2. Intervalo cerrado con extremos a y b al conjunto

[a,b] ={x e R:a <z <b}.

3. Intervalo semiabierto o semicerrado con extremos a y b a los conjuntos
(a,0) ={r eR:a<x<b}, [a,b)={reR:a<z<b}.

Para definir intervalos infinitos no acotados se utiliza el simbolo co (que se lee
infinito). Hay que tener en claro que oo es s6lo un simbolo y no un nimero real.

Se definen entonces los siguientes intervalos infinitos:

4. Intervalo abierto infinito con extremo izquierdo a al conjunto
(a,+0)={zr€R:a<z}.

5. Intervalo abierto infinito con extremo derecho b al conjunto
(—o0,b) ={z eR:z <b}.

6. Intervalo cerrado infinito con extremo izquierdo a al conjunto
[a,+0) ={z €R:a<z}.

7. Intervalo cerrado infinito con extremo derecho b al conjunto
(=00, b ={zeR: 2 <b}.

Volviendo al ejemplo, podemos decir
a<3 & a€(—00,3].

Quedara como ejercicio para el lector verificar que las propiedades Oz, O3 y Oy
también se verifican reemplazando el simbolo < en lugar del simbolo < .
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Ejercicio 1.4.1. Mostrar que dados a, b y ¢ nimeros reales
1.Si a<byb<ec = a<ec.
2.5 a<b = a+c<b+ec.

3.8 a<by c espositivo = a-c < b-c.

Usando las propiedades estudiadas hasta ahora, podemos resolver inecuaciones. Vea-
mos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.4.2. Resolver x+5 < 7.

Primero, es conveniente aclarar qué quiere decir resolver una inecuacién. Imitando lo
que hicimos con ecuaciones, decimos que resolver una inecuacion es encontrar todos
los valores de x que la satisfacen. En este ejemplo, debemos hallar todos los valores
de z tales que al sumarles 5 nos da un resultado menor que 7. Probemos con algunos
numeros, por ejemplo

xr=—1 es una solucién porque —-14+5<7,

z=0 es una solucién porque 04+5<7,

r=1,9 es una solucién porque 1,94+5<7,

T = % es una solucién porque % +5<7 (% =1,5),
z=2 no es una solucién porque 24547 (245=7),
=10 no es una solucién porque 100+5£7 (10+5>7).

Probando, encontramos algunas soluciones, pero no podemos encontrar todas las so-
luciones de este modo, ya que ni siquiera sabemos cudntas soluciones hay (ademés,
tendrfamos que poder probar con todos los nimeros reales). Para resolver la inecua-
cién aplicamos las propiedades bésicas para deducir como debe ser cualquier x que
sea solucién. Partiendo de

r+5 < 7,

podemos aplicar la propiedad Os; sumamos ¢ = —5 a ambos miembros, tenemos
z+5+(=5) < 74+ (-5),

usando las propiedades 81, Sa,--+, P1, Pa,---, D en cada miembro de la desigual-
dad, queda de un lado de la desigualdad

r+5+(=5) ==

y del otro lado

asi ¢ < 2. Entonces deducimos que la expresion = 4+ 5 < 7 es equivalente a x < 2:
T+5 <7 & <2

En la recta numérica las soluciones son
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AY
7
(recordar que 2 no es solucién). ?
Vemos en el grafico que la inecuacion tiene infinitas soluciones. Las soluciones son
los nimeros = que pertenecen al intervalo (—oo , 2). M4s formalmente expresamos
todas las soluciones de la inecuacién como el conjunto solucién

S={zeR: z+5 < T7}={reR: z < 2}=(-00, 2).

Ejemplo 1.4.3. Resolver 2z +3 > 8.
Para poder despejar empezamos como en el ejemplo anterior, sumamos —3 a ambos
miembros (la propiedad Oy dice que no se altera la desigualdad) y obtenemos

2¢+3+(—3) > 84+ (—3) queeslomismo que 2z > 5.

Ahora para despejar z, para “dejarla sola”, queremos “pasar” el 2. Para esto, como

en las ecuaciones, multiplicamos ambos miembros por el nimero ¢ = % . Como % es

un numero positivo la propiedad O3 dice

2r > 5 & 2x >

N
N

obteniendo asi

r > g cuya representacién en la recta es

Entonces el conjunto solucién es

Njo—g—

S={zeR :2x—|—328}={x6R tT > %}: [%, +00) .
Veamos que sucede cuando multiplicamos por nimero negativo. Resolvamos
-3z+5 < T.
Como antes, aplicamos la propiedad O, para pasar el 5; sumamos de ambos lados —5
—3r4+5<7 & -3r+5+(-5<7+(-5H) & 32

Si queremos terminar de despejar tenemos que pasar el —3 del otro lado; pensando

en el ejemplo anterior seria bueno multiplicar por ¢ = —% , porque quedaria
a la izquierda v a la derecha
(=3)(=32) 7 (=3)-2
.7 2
Pero ya no podemos usar la propiedad O3 porque ¢ = —% es negativo y Oz solamente

nos dice qué pasa cuando multiplicamos por un nimero positivo.

Debemos estudiar qué sucede al multiplicar ambos lados de una desigualdad por un
nimero negativo; aunque sabemos cémo quedara cada lado, no sabemos si el lado que
era menor en un comienzo, seguird siendo menor.

Investiguemos con un ejemplo:

Si tomamos los nimeros 2 y 5 sabemos que 2 < 5, es decir 2 estd a la izquierda

de 5.
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il il il il il il il il il il il il il
0 2 5
Si multiplicamos ambos niimeros por un nimero negativo, digamos ¢ = —1, obtenemos

—2 y —5; sabemos que —2 > —5 es decir ahora —2 esta a la derecha de —5.

| | | | | |

| | | | | | |
T T T T T T T T T T T T T

-5 —2 0
i Qué conclusién podemos sacar? Partimos de la desigualdad 2 < 5 y al multiplicar
ambos lados por ¢ = —1 obtuvimos (—1)-2 > (—1)-5 ; al multiplicar por un

nimero negativo la desigualdad no se mantuvo, se “invirti6”. Este hecho constituye
una propiedad® muy importante que demostraremos més adelante (pdgina 28). Por el
momento queremos terminar de resolver la inecuaciéon que planteamos. Recordemos
que trabajando con la propiedad Oy logramos ver que

—Br+5<T7T & —3xr<2,

al multiplicar ambos lados por ¢ = f% (que es negativo) sabemos que se invierte la
desigualdad
—3r<2 & (—1)-(=3z) > (-3)-2,

o sea,

x > —% cuya representacién en la recta es

El conjunto solucién es

S={zeR :-32+5<T}={zeR 12 > -2} = (-2, +o0) .

Ejemplo 1.4.4. Resolver %x -2 > g;v +1

Primero vemos que en esta inecuacion, la incégnita aparece de ambos lados de la
desigualdad, asi que como primer paso deberiamos juntar ambas x de un mismo
lado, para trabajar con una inecuacién parecida a las inecuaciones de los ejemplos
anteriores (que supimos resolver). Por ejemplo si queremos pasar %x del otro lado de
la desigualdad, tenemos que restar %x de ambos lados. Hagamoslo

%x—Q > gx—&—l & —§x+%x—2 > —%x—l—%x—i—l
Usando &7, es equivalente a
(=Sz+3z)—-2>(-3z+32)+1

y ahora Sy nos lleva a
(=Sz+3z)—2>0+1.

Si sumamos 2 de ambos lados resulta

(=3z+32)-2 > 041 & (-3z+32) > 3.

*No es una propiedad bésica porque la podemos deducir de O1, Oz, v O3
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Ahora necesitamos “hacer la cuenta” con las x. Para esto, usemos la ley distributiva
D, mediante la cual

|
wlut
I
+
[S][Y)
K
I
i
wlut
_|_
[
SN—
I
I
—
©
@‘l
I
o
S—
8
I
|
D=
8

Volviendo a la inecuacién,

(=S3z+32) >3 & iz

Vv
w

Multiplicando por ¢ = 6 de ambos lados (6 es positivo, asi que O3z dice que no se
modifica la desigualdad) resulta

-t >3 & 6:-(—3)z>6-3 & —z>18

Por dltimo multiplicamos por ¢ = —1 ambos miembros (—1 es negativo, la desigualdad
se invierte) para obtener

>18 & (-1)-(—2)<(-1)-18 &

r < —18 cuya representacién en la recta es 1
—18
y el conjunto solucion es

S={reR:3z-2>3%z+1}={zeR 10 < —18} = (-0, —18].

Para terminar esta seccién vamos a demostrar la propiedad que prometimos, o sea,
la propiedad que dice cémo se comporta una desigualdad cuando multiplicamos a
ambos lados por un nimero negativo. Primero la enunciamos

Proposicién 1.4.5. Si ¢ <0 y a<b entonces a-c>b-c.

Demostracion. Tenemos como dato a < b més el hecho ¢ < 0 y queremos concluir
que a-c > b-c.Podemos aplicar O3 siempre que multipliquemos por un nimero
positivo asi que deberiamos transformar a ¢ en algiin nimero positivo

estoes, c¢< 0; sisumamos —c a ambos lados
0< —c, oseaque —c jes positivo!
s |

Entonces si multiplicamos a < b a ambos lados por —c la desigualdad se mantiene
a<b & (—0)-a<(-¢)-b & —c-a<-—c-b

Ya probamos usando las propiedades bésicas de los niimeros reales (pagina 19) que
(—¢)-a=—c-a ydel mismo modo (—c¢)-b=—c-b,

o sea, que
(—¢)-a<(-¢):b & —c-a<-—c-b.
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Sumando a ambos lados ¢ - a, y luego c - b resulta finalmente

—c-a < —c-b &
—c-a+c-a < —c-b+c-a &
c-b+0 < ¢-b—c-btc-a &
c-b < O+c-a &

c-b < c-a.

O

Los nimeros reales verifican una propiedad béasica més, fundamental para desarro-
llar la teoria del Célculo. El llamado axioma de completitud. Su enunciado es el
siguiente:

C: Todo conjunto no vacio de nimeros reales, acotado superiormente, tiene supremo.
Tratemos de comprender, aunque mas no sea someramente, su significado.

e Que un conjunto A C R sea no wacio significa que A tiene por lo menos un
elemento.

e Que A sea acotado superiormente significa que, por lo menos, posee una cota
superior, esto es, existe b € R tal que b > a, Va € A (b se denomina una cota
superior de A).

e Que A tiene supremo significa que existe una cota superior de A que es menor
o igual que toda otra cota superior de A.

Consideremos un par de ejemplos:
1. Sea A=[0,]]={z eR:0<z <1}.

Es claro que A # () (por ejemplo, % € A) y también que es acotado superiormente
(por ejemplo por 3). Si consideramos el conjunto de todas las cotas superiores
de A resulta que 1 es una cota superior de A (pues 1 > a, Va € A) y que no
existe ningin nimero menor que 1 que sea cota superior de A. Luego 1 es el
supremo del conjunto A.

En este caso 1 = sup(4) € A.
2. SeaB=(0,1)={zeR:0<z <1}

Es claro que B # 0 (por ejemplo, % € B) y también que es acotado superiormen-
te (por ejemplo por 3). Si consideramos el conjunto de todas las cotas superiores
de B resulta que 1 es una cota superior de B (pues 1 > b, Vb € B). También en
este caso no existe ningin nimero menor que 1 que sea cota superior de B. La
razén fundamental de esto 1ltimo es que en R no existe un nimero “anterior”

a otro (observar que 0, 9=1 y no 0, 9 < 1).
Luego 1 también es el supremo del conjunto B.
En este caso 1 = sup(B) ¢ B.
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Estos ejemplos nos muestran que en ambos casos existe el supremo. En el primero,
1 =sup(A4) € A, es decir el supremo de A es el maximo (el mayor elemento) de A. En
el segundo, 1 = sup(B) ¢ B, es decir el supremo de B no es el méximo del conjunto
B, més ain el conjunto B no posee un maximo.

La existencia de supremo es la propiedad que caracteriza a los nimeros reales (no
se cumple en el campo de los nimeros racionales) y es la base fundamental para la
nocién de limite, nocién central en la teoria del Calculo.

La nocién de supremo es una nocién delicada en cuanto a su comprension. Por esta
razon, teniendo en cuenta que el objetivo de este libro es sélo introducir al alumno
en el Célculo, muchos de los resultados tedricos necesarios para desarrollar el tema
seran tratados de una manera intuitiva.

Recopilemos las propiedades basicas estudiadas. Para referirnos a ellas usaremos
nombres mas descriptivos que S1, P3, D, etc.; no es indispensable recordarlos de
memoria pero son utiles como referencia.

&1 ¢ Ley asociativa para la suma

(a+b)+c=a+(b+c), Va,b ceR.
Ss ¢ Ley conmutativa para la suma
a+b=b+a VYa, beR.
S3 @ Existencia de neutro para la suma
a+0=04a=a, YaekR
S, : Existencia de opuestos
siaeR = 3 —-acR:a+(—a)=0.
P; : Ley asociativa para el producto
a-(b-¢c)=(a-b)-¢c Va, b ceR
Ps : Ley conmutativa para el producto
a-b=b-a VYa, beR.
‘Ps : Existencia de neutro para el producto
a-1=1-a=a VaeR
P, : Existencia de inversos
sia€Rya#0 = JateR :a-at=1
D : Ley distributiva

a-(b+c)=a-b+a-c Va,b c eR.
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: Ley de tricotomia

Va,b €R se cumple sélo una de las posibilidades a < b, a = b, a > b.

Transitividad

sia<byb<ec

Monotonia con respecto a la suma

a<b =

Monotonia con respecto al producto

sic>0,

= a<ec.

a+c<b+4+ec VeceR.

a<b

=

a-c<b-c.
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Funciones

2.1. El concepto de funcién
A continuacién definimos el concepto de funcién.

Definicién 2.1.1. Sean A y B dos conjuntos. Una funcién f de A en B es una
correspondencia o relacion que asigna a cada elemento de A un tinico elemento de

B.

Es costumbre notar f: A — By para cada a € A indicar con f(a) (imagen de a por
f) al dnico elemento de B que le corresponde por la funcién f.

Definicién 2.1.2. El conjunto A se denomina dominio de la funcion f y se nota
Dom(f).

Definicién 2.1.3. El conjunto B se denomina codominio de la funcion f y se nota
Codom(f).

Definicién 2.1.4. Sea f : A — B una funcion. Llamamos imagen de [ al subcon-
junto de B:

Im(f)={f(a):ac A} ={be B:3a € A tal que f(a) = b}.
Ejemplos 2.1.5. Sean A = {a,b,¢,d} vy B =1{0,1,2,3}.
1. Sea f: A — B la correspondencia definida por:
fla)=2, f(b)=0, fle)=1 y [f(d)=3.

Luego, esta correspondencia es una funcién de A en B pues a cada elemento de
A le corresponde un tnico elemento de B. En este caso

Im(f)=B=1{0,1,2,3}.
Podemos representar esta situacién recurriendo a los “Diagramas de Venn”:
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Figura 2.1: f(a) =2, f(b)=0, f(c)=1, f(d)=3.

2. Sea f: A — B la correspondencia definida por:

fla)=1, f(b)=0, flc)=0 y f[f(d)=2

Esta correspondencia también es una funcién de A en B pues a cada elemento
de A le corresponde un tnico elemento de B. Observemos que no importa que
a dos elementos de A (by ¢) le correspondan el mismo elemento de B (0), ni

tampoco que haya un elemento de B (3) que no es correspondiente de ningtin
elemento de A. En este caso

Im(f) =1{0,1,2}.

flay=1, fla)=2, f(b)=0, [fl)=3 y fld)=2

Esta correspondencia no es una funcién de A en B pues al elemento a de A le
corresponden dos elementos de B (1y 2).

34



Capitulo 2. Funciones

Figura 2.3: f(a) =1, f(a)=2, f(b)=0, f(c)=3, f(d)=2.

4. Sea f: A — B la correspondencia definida por:

fla)=1, f(b)=0 y f[flc)=2.

Esta correspondencia tampoco es una funcién de A en B pues al elemento d de
A no le corresponde ningun elemento de B.

/

|

UL Y >0
\
w2

Figura 2.4: f(a) =1, f(b)=0, f(c)=2.

2.2. Funciones reales

Recordemos que en el capitulo 1 hemos notado con la letra R al conjunto de los
nimeros reales.

Nos interesa estudiar las funciones de A en B donde estos conjuntos son subconjuntos
de R, osea A C Ry B C R. A estas funciones las denominamos funciones reales de
variable real o, para abreviar, directamente funciones reales.

Ejemplo 2.2.1. La correspondencia f : R — R definida por f(xz) = 3z (a cada
ntmero real z le corresponde el triple de dicho niimero real) es una funcién real
(A=Ry B=R).
Ejemplo 2.2.2. Recordemos primero la siguiente definicién:

Dado un niimero real a positivo o cero, llamamos raiz cuadrada de a al inico niimero
real b, positivo o cero tal que b? = a. Al ntimero b lo notamos con \/a.
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Por la definicién de raiz cuadrada, tenemos que la correspondencia f : R — R

definida por f(x) = \/z no es funcién puesto que a los nimeros reales negativos
no les corresponden ningtin nimero real (no existe la raiz cuadrada de un ntmero
negativo).

Podemos corregir esto ultimo manteniendo la correspondencia pero cambiando el
dominio; si consideramos

fZRZQ%R (A:RZOZ{ZEERZL‘ZO} y B:R),

la correspondencia definida por f(z) = y/z, ahora si es una funcién real*.

Observemos que en el ejemplo anterior hemos podido corregir el hecho de que la
correspondencia f(x) = /T no era funcién “achicando” el conjunto de “salida”, to-
mando como nuevo conjunto el mayor subconjunto de R donde la expresion “tiene
sentido” (la “cuenta” se puede hacer).

Observemos también que la expresién considerada no ofrece problemas de am-
bigliedad en cuanto a la correspondencia de un elemento (a ningtin elemento le corres-
ponde més de un elemento), propiedad esencial para que una correspondencia pueda
ser funcion.

Es comun, en estos casos, hablar de la funcion real sobreentendiendo que estamos
hablando de la funcién f : A C R — R, siendo A el mayor subconjunto de R que
verifica que f es funcién en el sentido de la definicién 2.1.1 (el mayor dominio posible
para f).

Luego, al decir “sea f una funcién real ...”, al hablar del dominio de la funcién f
nos referimos al mayor dominio posible en el sentido antes mencionado y al hablar
del codominio de la funcién f nos estaremos refiriendo a todo R.

)

Ejemplos 2.2.3. Ejemplos de funciones reales

1. Sea f la funcién real, definida por f(z) =1 — =z .
Luego, Dom(f) =R<1 ={z € R:1—2 >0} = (—o0,1].

Este ejemplo puede ser perturbador ya que la funcién se puede calcular en valores
negativos a pesar de involucrar el calculo de una raiz cuadrada. Sin embargo,
no hemos cometido ningun error ya que si x < 1, entonces 1 —x > 0 y por lo
tanto tiene sentido calcular /1 — z. Veamos un par ejemplos.

f(—=8)=y/1-(-8)=V1+8=v9=3

pero
f(5)=v1-5=v—4
que no esté definido.

2. Sea f la funcién real, definida por f(z) = % .

Luego, Dom(f) =Ryg ={z € R: z # 0} = (—00,0) U (0, 400).

*Maés adelante, en este mismo capitulo (ver p. 47), volveremos a ocuparnos de esta funcién desde
otro punto de vista.
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vr+1

3. Sea f la funcion real, definida por =57 .

En este caso existen dos condiciones simultdneas para poder calcular la expre-
sién:

a) x4+ 1> 0 (no se puede calcular la raiz cuadrada de un niimero negativo).
b) 22 — 3z + 2 # 0 (no se puede dividir por cero).

O sea, Dom(f) ={z €eR:z+1>0 A" 22 -3z+2#0}.

Observemos que
r4+1>0s 2> -1, (a)

y que
> -32x4+2=0cz=1Vvie=2

o sea,

2 —3x4+2#40sc#1 A x#2. (b)

Luego, de (a) y (b) resulta

Dom(f)={zeR:z>-1, 2#1 AN z#2}=[-1,1)U(1,2) U(2,+0).

2.3. Funcién inyectiva, suryectiva o biyectiva

Estudiaremos a continuacién algunas caracteristicas que pueden tener las funciones.
Definicién 2.3.1. Sea f: A — B una funcién. Decimos que f es inyectiva si
Va,a € A: fla)=f(d) = a=d.
Podemos reescribir esta definicion de la siguiente forma:
fesinyectiva & Va,d € A:a#d = f(a)# f(d).

Leida de esta manera, tenemos que f es inyectiva si y sélo si “a valores distintos de
A le corresponden valores distintos de B”. Por lo tanto, f no es inyectiva si

existen a,a’ € A, a #ad tales que f(a) = f(a’)

Observemos que la funcién del punto 1 de los ejemplos 2.1.5 es una funcién inyectiva
y mientras que la del punto 2 no lo es.

Definicién 2.3.2. Sea f : A — B una funcién. Decimos que f es suryectiva o
sobreyectiva si Im(f) = B.

*A es el simbolo légico para “y”

@

TV es el simbolo 16gico para “o
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Esta definicién dice que f es suryectiva si para todo b € B existe a € A tal que
f(a) = b (ver definicién 2.1.4). Dicho en palabras, una funcién es suryectiva si todo
elemento de B estd relacionado con algin elemento de A (informalmente, decimos que
todo elemento de B “viene” de algin elemento de A). Por lo tanto, f no es suryectiva
si existe b € B tal que b ¢ Im(f).

Observemos que la funcién del punto 1 de los ejemplos 2.1.5 es suryectiva y que la
funcién del punto 2 no lo es.

Definicién 2.3.3. Sea f: A — B una funcion. Decimos que f es biyectiva si f es
myectiva y sobreyectiva.

Esto nos dice que si f : A — B es biyectiva, entonces

1. Por ser funcidn, a cada elemento de A le corresponde un tnico elemento de B
(todo elemento de A “va a parar” a un tnico elemento de B).

2. Por ser suryectiva, cada elemento de B esta relacionado con algin elemento de
A (todo elemento de B “viene”, por lo menos, de algin elemento de A).

3. Por ser inyectiva, a valores distintos de A le corresponden valores distintos de
B.

Luego, f : A — B biyectiva si y s6lo si, cada elemento de B esta relacionado con un
tnico elemento de A (todo elemento de B “viene” de un unico elemento de A).

Observacion 2.3.4. Las propiedades de inyectividad y suryectividad son propiedades
independientes. Existen funciones inyectivas pero no suryectivas, existen funciones
suryectivas pero no inyectivas, existen funciones inyectivas y suryectivas (biyectivas)
y existen funciones que no son ni inyectivas ni suryectivas.

2.4. El plano real

Consideremos el conjunto
R?>=R xR ={(z,y): z,y € R}.

O sea el conjunto de pares ordenados de nimeros reales (no es lo mismo (1,2) que
(2,1)).

A partir de la representacién geométrica de R (vista en el capitulo 1) el conjunto
R? puede ser representado sobre un plano considerando dos rectas perpendiculares,
una horizontal y una vertical. En cada una de ellas representamos a R colocando el
numero real 0, de cada copia de R, en el punto de intersecciéon de ambas rectas, los
numeros reales positivos correspondientes a la representacién horizontal de R hacia
la derecha y los ntimeros reales positivos correspondientes a la representacion vertical
de R hacia arriba de la siguiente manera:

38



Capitulo 2. Funciones

Figura 2.5: Ejes cartesianos.

Luego, para representar un par ordenado (a,b) € R? hacemos lo siguiente:
e Ubicamos el nimero real a (primer coordenada) en la copia horizontal de R.
e Ubicamos el nimero real b (segunda coordenada) en la copia vertical de R.
e Trazamos una recta vertical que pase por a.

e Trazamos una recta horizontal que pase por b.

Representamos el par ordenado (a,b) como el punto de interseccién de estas
rectas.

b (a,b)

v

Figura 2.6: Representacion del par ordenado (a, b).

A la recta horizontal se la suele denominar “eje x” o eje de las abscisas y a la recta
vertical “eje y” o eje de las ordenadas.
Esta representacién de R? se denomina sistema de coordenadas cartesianas.

39



Introduccion a la matematica universitaria

Ejercicio 2.4.1. Graficar los siguientes subconjuntos del plano:

1. {(1,2);(0,—1)}.

2. {(z,y) €ER® : y=5}
3. {(z,y) eR? : z=-3}
Ly eR : 1<z<1)

5 {(z,y) €R? : >0 A y >0}

2.5. Grafico de una funcion

Definicién 2.5.1. Sea f una funcion real. Llamamos grafico de f al subconjunto
de R?

Gr(f) ={(z, f(x)) : € Dom(f)} C R”.

Definicién 2.5.2. Sea f una funcion real. Decimos que f es par si f(—z) = f(x)
para todo x € Dom(f) y que f es impar si f(—x) = — f(x) para todo x € Dom(f).

Si f es una funcion real, el grafico de f nos permite de una manera intuitiva y rapida
deducir propiedades de la funcién.

Mencionemos algunas propiedades que se pueden deducir del gréfico de f (recomen-
damos volver sobre estas propiedades al estudiar los ejemplos).

Observacioén 2.5.3.
Si f es par, su grafico es simétrico respecto de la recta z = 0 (el eje y).

Si f es impar, su gréfico es simétrico respecto del origen de coordenadas.

Son ejemplos de funciones pares: f(z) = 22, f(x) = x*, en general f(z) = 2" con

n € N par, f(z) = 32% — 22* + 22 — 1.

Son ejemplos de funciones impares: f(x) = x, f(z) = 2®, en general f(x) = 2™ con
n € N impar, f(z) = 22° + 323 — x.

Por supuesto no todas las funciones pueden ser clasificadas en estas dos categorias.
Hay funciones que no son ni pares ni impares.

Observacién 2.5.4. Un valor y, € Im(f) si la recta horizontal y = y, corta al
Gr(f) por lo menos una vez.

Si la recta horizontal y = y, corta al Gr(f) por lo menos una vez significa que existe,
por lo menos, un z, € Dom(f) tal que f(z,) =y, -

Observacién 2.5.5. Una funcién f es inyectiva si toda recta horizontal y = y, corta
al Gr(f) a lo sumo una vez.

Si alguna recta horizontal, y = y,, corta al Gr(f) més de una vez significa que existen
por lo menos dos valores distintos z,, x, € Dom(f) tales que f(x,) = f(z,) =y, vy
por lo tanto f no es inyectiva.

40



Capitulo 2. Funciones

Observacién 2.5.6. Una funcién f es suryectiva si toda recta horizontal y = y,, con
Y, € Codom/(f), corta al Gr(f) por lo menos una vez.

Si alguna recta horizontal, y = y,, no corta al Gr(f) significa que y, ¢ Im(f) y por
lo tanto f no es suryectiva. (Recordemos que y, € Codom(f).)

Observacién 2.5.7. Una funcién f es biyectiva si toda recta horizontal y = y, con
Y, € Codom(f) corta al Gr(f) exactamente una vez.

Este hecho se deduce inmediatamente de las observaciones anteriores.

Queremos hacer notar que, desde un punto de vista estricto, cualquier argumenta-
cién que realicemos observando el grafico de una funcién tenemos que tomarla como
una conjetura que indefectiblemente deberemos probar usando las definiciones analiti-
cas.

Por ejemplo, podemos argumentar que una funcion es inyectiva observando su grafico
y utilizando la observacién 2.5.5, pero la tinica manera que tenemos de probarlo es
usando la definicién de funcién inyectiva (definicién 2.3.1).

Sin embargo queremos enfatizar que es sumamente importante mantener siempre
presente la idea geométrica del grafico de una funcién, realizar argumentaciones a par-
tir de él y posteriormente tratar de formalizar la argumentacion realizada intentando
una demostracion analitica.

Tlustramos este modo de proceder con algunos ejemplos.

2.6. Ejemplos de graficos de funciones

Ejemplo 2.6.1. Sea f:R — R definida por f(z) = 2z — 1.

Luego la representacién del Gr(f) en un sistema de coordenadas cartesianas es una
recta de pendiente 2 y ordenada al origen —1.

Gr(f)

AN
/

Figura 2.7: Gréfico de f(x) =2z — 1.

Es claro del grafico (ver 2.5.7) que f resulta ser una funcién biyectiva.
Veamos cémo podemos probar esto analiticamente.

1. f es inyectiva.
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Sean x,2’ € R tales que f(x) = f(2’). Por la definicién 2.3.1 debemos probar
que v =z’
fl@)=f@)=2r—-1=22"-1=2x=2" =z =2
Luego f es inyectiva. v/
2. f es suryectiva.

Sea y € R. Por la definicién 2.3.2 debemos probar que existe x € R tal que
flx) =y

O sea, debemos probar que existe z € R tal que 2z — 1 = y. Ahora bien,

1
21 —1=y & 2x=y+1 & x:%.

Luego, tomando x = %1

resulta que

f(w)f(‘”;l>2(y;1)1<y+1>1y.

Por lo tanto, f es suryectiva. v/

Entonces, por la definicién 2.3.3, f es biyectiva. v’
Ejemplo 2.6.2. Sea f : R — R definida por f(z) = 2.

Su grafico es una parabola.

£

Gr(f)

-2 -1 0 1 2

Figura 2.8: Gréfico de f(z) = 2.

Es claro del grafico que esta funcién no es inyectiva ni suryectiva.
Sean x,z’ € R tales que f(x) = f(z'). Luego,

fa)=f@) e 22=@@) er?-—@) =0s@—-2) (z+2)=0&
Sr—r=0Vazt+ar=08z=2"V z=-2.

Nos damos cuenta entonces, que no podemos deducir en general que z = z’. Méas ain
el razonamiento anterior nos muestra que si tomamos cualquier € Rz y 2’ = —x

resultard x # 2’ y f(x) = f(2'). Por ejemplo, —1 £ 1y f(—1) = f(1) = 1.
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Luego, por la definicién 2.3.1, resulta que f no es inyectiva. v/

Veamos que f no es suryectiva. Sea y € R, debemos ver si existe o no x € R tal que
f(x) = 22 = y. Como 2% > 0 para todo = € R, entonces deberfa ser y > 0. Esto nos
muestra que si y € R, entonces no existe = € R tal que f(x) = 22 = y. Por ejemplo,
f(x) # —1, para todo = € R. Luego y = —1 ¢ Im(f) y por lo tanto, por la definicién
2.3.2, f no es suryectiva. v’

Mas aun, el razonamiento anterior nos muestra que

yeIm(f)<y>0.
Siy >0, tomando x = ,/y resulta que f(z) = f (\/;E) = (\/37)2 =y . Luego,
Im(f) =Rso = {y €R: y > 0} = [0, 40). v

Ejemplo 2.6.3. Sea f la funcién real dada por f(z) = %ﬂ

Es claro que Dom(f) = R_; y su gréfico es una hipérbola.

y4

Gr(f)

\ 4

Figura 2.9: Gréfico de f(x) = %H

En el grafico notamos que f es una funcién inyectiva pero no suryectiva. En efecto,
sean z,x’ € R tales que f(z) = f(2'). Luego,
1 1

f@)=f@") & P B sd+l=2+1 & 2’ =z

Entonces, f es inyectiva. v/
Para ver que no es suryectiva calculemos su imagen. Los valores y € Im(f) son
aquellos que son “resultados” de la funcién. Otra manera de pensar esto, es decir que

43



Introduccion a la matematica universitaria

y es un punto de la imagen si y sélo si la ecuacién f(x) = y tiene alguna solucién en
el dominio de f. Por ejemplo la ecuacién f(x) = 3, jtiene solucién en Dom(f)?

y como —% € Dom(f) se verifica f (—%) =3.

De la misma manera podemos descubrir quienes son todos los valores de la imagen
de f pensando para qué valores de y la ecuacién f(x) = y tiene solucién. Intentamos
despejar:

flx)=y = xil =y < l=y-(x+1).
Luego, si y # 0,
l:95—1—1 — m:l—l.
Y Y
Llegamos a la conclusién que siempre y cuando y # 0 la ecuacién f(z) = y tiene
solucién. {Qué sucede entonces con y = 07 Al plantear f(z) =0 < %ﬂ = 0 vemos

que la ecuacién no tiene solucién, por lo tanto Im(f) = Rxo con lo que hemos probado
que f no es suryectiva. v’

2.7. Funcion inversible

El ejemplo 2.6.1 de la seccién anterior mostré que la funcién f(z) = 2z — 1 es
biyectiva. Cuando probamos la suryectividad, dado y € R, encontramos el unico
z €R tal que f(z) =y.

Nos queda definida entonces una nueva funcién g : R — R dada por

_y+1
g(y)—i2

o bien, lo que es lo mismo, cambiando el nombre de la variable,

r+1
g(x)_ 2 .

La funcién g tiene la propiedad de que si a = € R le aplicamos f y a lo que nos da
le aplicamos g el resultado vuelve a ser . Lo mismo ocurre si primero aplicamos g y
luego f. Mds precisamente,

En efecto:

r—-1)+1 2z—-1+1 2

s = gl —1) = B L,
f(g(w))f(x;rl> 2(x;1)1(x+1)1x.
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La funcién g nos permitié “desandar el camino” que realizé f. Nos permitio resolver
el problema inverso que nos planted f. Se dice entonces que f es inversible y que g es
(en principio “una”) funcién inversa de f. Mds precisamente:

Definicién 2.7.1. Sea f : A — B. Se dice que [ es inversible si existe g : B — A
tal que

{ g(fla))=a, Yac A
flg(b))=0b, Vbe B

En este caso, g se denomina (una) inversa de f.

Proposicién 2.7.2. Sea f: A — B inversible. Entonces existe una tnica g: B — A

inversa de f. Es decir, si g y g’ : B — A son inversas de f, entonces g =g’ (o sea
g(b) =¢'(b), Vb e B).

Demostracion. Por ser g inversa de f resulta que (ver definicién 2.7.1)

{g(f(a))—a, VaeA @
flg(b))=b, YbeB

Por ser ¢’ inversa de f resulta que (ver definicién 2.7.1)

{ J(fla))=a, Yae A
flgd®)=b VbeB @

Luego,
g(f(g'(b)))gg’(b% VbeB

Por lo tanto,

2.8. La inversa de una funcién

Si f: A — B inversible, por la definicién 2.7.1 y la proposicién 2.7.2, f tiene una
unica inversa.

Definicién 2.8.1. Sea f : A — B inversible. A la unica funcion inversa de [ se la
denomina “la” funcién inversa de f y se la designa mediante f~1 : B — A . O sea,
f~1 es la tinica funcion que verifica

{ f7H(fla))=a,Vac A
(71 ®) =b, VbeB

Proposicion 2.8.2. Sea f: A — B. Entonces:

f es biyectiva < f es inversible .
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Demostracion. Probaremos las implicaciones por separado:

=) Por ser f biyectiva, para cada b € B existe (es suryectiva) un tinico (es inyectiva)
a € A tal que f(a) = b. Luego, sea g : B — A definida por g(b) = a.

Afirmamos que g es inversa de f.

En efecto. Sea a € A, luego, g(f(a)) = a © (a es el unico elemento de A que
por f va a parar a f(a)). Sea b € By sea a € A el unico elemento de A tal que

f(a) =b. Luego, f(g(b)) = f(a) =b @.
Por lo tanto, de @ y @ g es la inversa de f.

<) Por ser f inversible, existe f~!: B — A tal que

{fl(f(a))—a,weA @
F(FIb)=b,YbeB @

Sean a,a’ € A tales que f(a) = f(a’). Entonces,

fla) = f(a') ?f‘l(f(a)) =71 (f(d)).

Pero por ® f~(f(a)) =ay f~1(f(a’)) = a’. Por lo tanto a = a’.

Luego f es inyectiva.

Sea b € B. Por @, f(f~(b)) = b. Entonces, existe a = f~1(b) tal que f(a) =b,
por lo tanto f es suryectiva.

Como f es inyectiva y suryectiva, entonces es biyectiva.

2.9. Grafico de la funcién inversa

Sea f : R — R biyectiva, sabemos entonces que existe f~1 : R — R.
Como f(x) =y <z = f~(y), resulta que (x,y) € Gr(f) & (y,x) € Gr(f~1).

Por lo tanto, el gréafico de f~! y el gréfico de f son simétricos respecto de la recta
y=ux.
Observacion 2.9.1. Es importante notar que en la definicién del concepto de fun-
cién, intervienen tres elementos: el dominio (A4), el codominio (B) y la relacién
funcional (la “ley” que relaciona los elementos de A con los elementos de B).

Por lo tanto, si modificamos alguno de estos tres elementos entonces obtenemos una
nueva funcién (distinta de la anterior).

En el caso en que modifiquemos el dominio o el codominio de una funcién pero no la
relacién funcional (en esencia no cambiamos la correspondencia), mientras no exista
peligro de confusion, seguiremos notando a la nueva funcién de la misma manera que
notabamos la original pero debemos recordar siempre que hemos cambiado la funcién.
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Gr(f™)

Figura 2.10: El grafico de f~! y el grafico de f.

Ejemplo 2.9.2. La funcién raiz cuadrada
Sea f : R — R definida por f(z) = x2.

Vimos en el ejemplo 2.6.2 que f(z) = f(2') & =2’ V & = —z’. Luego, para que
resulte inyectiva, como nuevo dominio podemos optar entre los conjuntos [0, +00) y
(—00,0].

Elijamos [0, +00) como su nuevo dominio. Teniendo en cuenta la observacién ante-
rior, si consideramos f: [0, +00) — [0, +00) resulta que ahora f es biyectiva.

Gr(f)

Figura 2.11: f : [0, +00) — [0,4+0) f(z) = 2.

Luego, existe f~1:]0, +00) — [0, +00) (por la proposicién 2.8.2 y la definicién 2.8.1)
tal que

{ @) =2, Vo =0
FU W) =y, Yy =0

Esta funcién (f~!), que ya estudiamos antes, es la raiz cuadrada y la notamos
Fl@) = Ve

Observemos entonces que, como ya sabemos, sélo podemos calcular la raiz cuadrada
de nimeros positivos o cero y que su resultado es un ntimero positivo o cero.

Si a >0, /a es el inico ntimero no negativo b tal que b*> = a. @

47



Introduccion a la matematica universitaria

En este caso @ dice que

\/:72:96, Va>0
(Va)l==z, V&>0

Observemos, por @, que si x € R entonces

Va2 =|z|.

2.10. Composicién de funciones

Definicién 2.10.1. Sean f: A — B y g: C — D tales que Im(f) C C. Denomina-
mos composicion de g y [ a la funciéon go f : A — D definida por

(9o f)a) =g(f(a)), VaecA

Al representar esta operacién mediante diagramas de Venn obtenemos:

9(f(2))
4

Figura 2.12: Representacién de la composicion g o f.

Observacién 2.10.2. Sean f : A - By g: C — D tales que Im(f) C C. De la
definicidn, es claro que A = Dom(g o f) = Dom(f).

Observacién 2.10.3. Sea f una funcién real, si f : A — B es inversible, su inversa
es la tnica funcién f=1!: B — A que verifica (recordar las definiciones 2.7.1, 2.8.1 y
2.10.1.)

flof=ida
foft=idp

Donde idg: A — A, la funcién identidad en A, es la funcién definida por id4(a) = a,
para todo a € A.

A continuacién mostramos algunas composiciones entre funciones reales.

Ejemplo 2.10.4. Sean f, g:R — R dadas por f(z) = 2%y g(z) = v + 3.
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Dado que Im(f) = [0,4+00) y Dom(g) = R, tenemos que Im(f) C Dom(g) y
podemos calcular, segin la definicién, g o f:

go fiR—=R vy, por2.10.2, Dom(go f)= Dom(f)=R.
Luego, si € R,
(g0 )(x) = g(f(2)) = g(a?) = 2* + 3.
O sea,
(go fx) =2243, VzeR @
Como Im(g) =R, Dom(f) =R e Im(g) C Dom(f), también podemos calcular
fog:R—=R, ytambién Dom(fog)= Dom(g)=R.
Luego, si x € R
(fog)(@) = fg(x)) = flx+3) = (x+3).
O sea,
(fog)()=(x+3)*, VzeR @
Es claro que
> +3+4 (z+3)7=22+62+09.
Por lo tanto, de @ y @ concluimos que g o f # f o g. Es decir, concluimos que en
general no vale que fog=go f.
Ejemplo 2.10.5. Sean f y g las funciones reales dadas por f(z) = i—ig yg(z) = ﬁ

Luego, Im(f) = Rx1 = Dom(g) = R1. Podemos calcular entonces go f que resulta
una funcién real y Dom(g o f) = Dom(f) = Rx_s.

Six# -2
x4+ 3 1
o) =otse) =9 (373) = sy -
_ 1 _ xz+2 _r+2
T (z43)—(z+2) _ - ’
( Lé ) (z+3)—(z+2) 1
o sea,

(gof)(x)=2+2, Va#-2. @

Observemos que al considerar la funcién real h(x) = x + 2, no nos referimos a la
misma funcién ya que Dom(h) =Ry Dom(go f) = Rz_s.

Intentemos calcular f o g. Como Im(g) = Ryzo ¢ Dom(f) = Rx_9, en principio
(segun la definicién 2.10.1), no podemos calcular fog. Deberfamos entonces restringir,
“achicar”, el Dom(g) para que se verifique la condicién Im(g) C Dom(f).
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Sin embargo, si operamos formalmente, resulta que

1\ 7=1+3
c—1) L+2

(o)) = fate) = 1 (
Y nos damos cuenta de que
Dom(fog):{xeR: r—1#0 A “®11+2¢0}:R—{§;1}.

Luego, basta considerar Dom(g) = R — {1;1}, o sea g : R — {3;1} — R, para que se
verifique I'm(g) C Dom(f) y poder calcular f o g. En este caso

1 14+3(z—1)
——=+3 —F 3zx-2
_ z—1 _ x—1 _ 1
(fog)(x)_zil_’_Q_1+2(j1_1)_2x_1 VJT# 271- @

Luego, al calcular la composicién f o g, debe preocuparnos qué conjunto considera-
remos como dominio de g. Sin embargo al operar formalmente, podremos descubrir
dicho conjunto siempre y cuando no “simplifiquemos” la expresién.

De @ y @, es claro que también en este ejemplo resulté go f # fog.

Ejemplo 2.10.6. Sean f(x) =z —2y g(x) = 7.
Quedara a cargo del lector verificar que:
Dom(f) = [0, +OO) ’ Im(f) = [72, +OO)
y
Dom(g) =Rxz—1, Im(g) = Rxo.

Al calcular f o g obtenemos

Fon@ =1 =1 (517) =5 -2

dondeDom(fog):{xeR : %HZO /\m—l—l#O}:(—L—i-oo).

En cambio al calcular g o f obtenemos

1
(Ve —2)+1

donde Dom(go f)={z€R : >0 A Jxr—2+1#0}=10,1)U(1,+00).

(go @) =g(f(z)) =g (Vz-2) =

2.11. Suma, resta, producto y cociente de funciones

Sean f y g funciones reales. Las operaciones de R permiten definir nuevas funciones
a partir de f y g.
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Definicién 2.11.1. Se denomina funcion suma de f y g a la funcion real f + g
definida por

(f +9)(@) = fz) + g(x).
En este caso, Dom(f + g) = Dom(f) N Dom(g).

Por ejemplo si consideramos f(x) = @ y g(x) = gz:}l la funcién suma de f y g
esta dada por
Wz 3rx—1

y como
Dom(f) =[0,400) y Dom(g) =Ry =

Dom(f + g) = [0,4+00) NR42 = [0,2) U (2, +00).

Definicién 2.11.2. Se denomina funcion resta de f y g a la funcién real f — g
definida por

(f —9)(@) = f(z) — g(x).
En este caso, Dom(f — g) = Dom(f) N Dom(g).

Definicién 2.11.3. Se denomina funcion producto de f y g a la funcion real f - g
definida por

(f-9)(x) = f(x) - g(=).
En este caso, Dom(f - g) = Dom(f) N Dom(g).

Definicién 2.11.4. Se denomina funcion cociente de f y g a la funcion real 5
definida por
f f(x)
()= 1)
g 9(x)

En este caso, Dom (g) = Dom(f) N {x € Dom(g) : g(x) # 0}.

Otra vez, si consideramos f(z) = g y g(z) = 32=1 la funcién cociente 5 esta
dada por
-
9 21
y como

Dom(f) =10,400) y {z € Dom(g):g(z) # 0} =Ry — {5} =

Dom (5) = [0,+00) "Rz — {3} = [0, 5) U (5,2) U (2, +00).

Observando este ejemplo notamos la importancia de los conjuntos que se definen a
continuacion.
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Definiciones 2.11.5. Sea f una funcion real.
1. Decimos que r € Dom(f) es una raiz o cero de f si f(r) =0.

2. Al conjunto de todas las raices de f lo denominamos conjunto de ceros o de
raices y lo notamos

Co(f) = {x € Dom(f) : f(x) = 0}.

Desde un punto de vista geométrico Co(f) es la interseccion del grifico de f
con la recta y =0 (el eje x).

3. Denominamos conjunto de positividad de f al conjunto
Cy(f) ={z € Dom(f) : f(x) > 0}.

Desde un punto de vista geométrico Cy(f) es el conjunto de puntos del dominio
de la funcion donde el grdfico de f se mantiene por arriba del eje x.

4. Denominamos conjunto de negatividad de f al conjunto

C_(f) ={x € Dom(f): f(z) <0}.

Desde un punto de vista geométrico C_(f) es el conjunto de puntos del dominio
de la funcion donde el grifico de f se mantiene por abajo del eje x.

Un hecho que puede resultar practico es

Co(f) U C(f) U C(f) = Dom(f)

Mencionaremos a continuacién algunos ejemplos de funciones reales de variable real.

2.12. Funciones lineales

Definicién 2.12.1. Sea f: R — R. Decimos que f es lineal si tiene la forma
f(z) =max+b, para ciertos m,beR .

Si f es una funcién lineal, Dom(f) = R. Si m # 0 entonces f es biyectiva.

Su grafico es una recta no vertical que tiene pendiente m ( el nimero m es la tangente
trigonométrica del angulo que forma la recta con el semieje x positivo) y ordenada al
origen b (el ntimero b = f(0) es la interseccién de la recta con el eje y). En particular,
si m =0, la funcién f(z) = b se denomina funcién constante. Su grafico es una recta
horizontal.
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m = tg(a) Gr(f) Gr(f)

Figura 2.13: Gréafico de f(x) = mxz + b con m # 0y con m = 0.

2.13. Funciones polinémicas

Definicién 2.13.1. Sea f:R — R. Decimos que f es una funcion polinémica o
simplemente un polinomio si tiene la forma

-1 2
f(x) =ana”™ +ap_12"" " + -+ + asx” + a1z + ao,
para ciertos g, Gp_1,..., a2, a1, ag € R .

Si f es una funcién polinémica, Dom(f) = R.

Las funciones lineales son un caso particular de funciones polinémicas. Las funciones
cuadréticas, f(z) = ax? + bx + ¢ con a # 0, también son funciones polinémicas.

Otros ejemplos de funciones polinémicas son f(z) = 22, f(z) = 23, f(z) = —72,
flx) =4a® — V22t + 2% —2? =22+ 3, f(x)=(x—1)2=2%—-22+1, etc.

2.14. Funciones racionales

Definicién 2.14.1. Sea f una funcion real. Decimos que f es una funcion racional
si es un cociente de dos funciones polinomicas. Es decir, si f tiene la forma

para ciertos polinomios P y Q .

Si f es una funcién racional f(x) = ggzg, entonces Dom(f) = {zx € R: Q(z) # 0}.

En particular los polinomios son ejemplos de funciones racionales.

Las funciones homogrificas f(x) = Z:is

las) son ejemplos de funciones racionales.

con ¢ # 0 (cuyos gréficos son las hipérbo-

Algunos ejemplos variados de funciones racionales son:

1 T
f(a) = . Dom(f) =Rpoi f(@) = — <. Dom(f) = {x € Rix # ~3};
_ —42% 4+ 3224+ 22— 6

flz) = 23542 , Dom(fy={zeR:x#1 A x#2}.
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2.15. Construccion de las funciones trigonomeétricas

Recordemos que construyendo un tridngulo rectangulo a partir de un angulo agudo
a (mayor que 0 y menor que un recto),

HIP
OP.

ADY A

Figura 2.14: Tridngulo rectdngulo a partir del angulo «.

se definen las relaciones trigonométricas del dngulo « por:

sen(a) = o (seno de @) | cosec(e) =TT = ﬁ(a) (cosecante de )
cos(a) =422X (coseno de ) | sec(a) = I = Cosl(a) (secante de )
tgla) = 5 (tangente de a) | cotg(a) =42X = tgga) (cotangente de «)

Donde: OP = cateto opuesto a a, ADY = cateto adyacente a a e HIP = hipotenusa
del tridngulo rectangulo construido.
Por propiedades relativas a tridngulos semejantes (Teorema de Thales), estas rela-

ciones dependen sélo del angulo « y no del triangulo rectangulo construido a partir
de él.

Podemos extender estas relaciones definiendo, geométricamente, funciones de R en
R. Para ello hacemos lo siguiente:

Consideramos la circunferencia de centro 0 y radio 1 de ecuacién x? + y? = 1.

Figura 2.15: Circunferencia unitaria.
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e “Enrollamos” la semirrecta positiva de nimeros reales sobre la circunferencia
en sentido contrario a las agujas del reloj haciendo coincidir el nimero real 0
con el punto (1,0) del plano (el extremo derecho de la circunferencia).

e “Enrollamos” la semirrecta negativa de ntimeros reales sobre la circunferencia
en sentido de las agujas del reloj.

Figura 2.16: Enrollamos la recta real.

Luego, todo = € R queda representado como una caminata sobre la circunferencia
de centro 0 y radio 1 desde el punto (1,0) en alguna de las dos direcciones posibles.
Es claro que, como la longitud de la circunferencia es 2w, cualquiera sea z € R,
los nimeros = + 2kw, V k € Z quedan representados sobre el mismo punto de la
circunferencia. Por ejemplo, los nimeros reales 0, 27, 47, ..., =27, —4m, ..., quedan
representados sobre la circunferencia como el punto del plano (1,0).

De esta manera, cada x € R, pensado sobre la circunferencia de centro 0 y radio 1,
es un punto del plano (a,b).

Definimos entonces las funciones trigonométricas seno y coseno.

Definiciones 2.15.1. Definimos las funciones sen : R — R (seno) y cos : R — R
(coseno) como

(cos(x),sen(x))

Figura 2.17: El coseno es la primer coordenada y el seno la segunda.
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Asi por ejemplo

sen(3) =1, sen(m) =0, sen(Z) = cos(Z
cos() = 1. costr) 0. sen () = —cos (%)

Esta definicién extiende a todo R las relaciones trigonométricas definidas para angulos

a tales que (medido en radianes) 0 < o < 7 .
Los graficos de las funciones sen : R — R y cos : R — R son los siguientes:

sen(x)

- I_n T n X _T ;r_ 3n b1 S
T2 -5 2 2 2 2
-1
Figura 2.18: Gréfico de f(x) = sen(z).
1
/\ cos(x)
3n f5m 2 - n 0 m 3n. 2m 3n
72 - 2 2 2 2
-1

Figura 2.19: Gréfico de f(z) = cos(z).

A partir de estas definiciones geométricas de las funciones seno y coseno se pueden

verificar répidamente (entre otras) las siguientes propiedades:

Proposicion 2.15.2.
1. Dom(sen) = Dom(cos) = R.
2. Las funciones sen y cos son funciones periédicas de periodo 2w. O sea,

sen(z + 2kw) =sen(x) y cos(x+2km) =cos(z), VzeR y VkeLZ

Esto nos dice que sus graficos se repiten cada 2w comenzando desde cualquier

punto de la recta.
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3. La funcion sen : R — R es impar.

Pues sen(—z) = —sen(x), V2 € R (ver definicién 2.5.2).

4. La funcion cos : R — R es par.
Pues cos(—x) = cos(z), Vz € R.
5. sen?(z) + cos?(z) =1, Vo € R (gracias al Teorema de Pitdgoras).
6. sen(x £+ y) = sen(x) - cos(y) = sen(y) - cos(z) Vx,y € R.
7. cos(x + y) = cos(z) - cos(x) Fsen(x) -sen(y) Vz,y€R.

8. Para todo x € R :sen(x + §) = cos(z) y cos(x — §) = sen(x).

9. La funcion sen es positiva en el primer y sequndo cuadrante y negativa en el
tercer y cuarto cuadrante.

10. La funcidn cos es positiva en el primer y cuarto cuadrante y negativa en el
sequndo y tercer cuadrante.

+ + - | T
- - - |+
sen(x) cos(x)

Figura 2.20: Signos de las funciones seno y coseno.

11. Para todo x € R : |sen(z)| <1 y |cos(z)| < 1.
12. Cy(sen) = {z € R:sen(x) =0} ={x e R:x =knm, k€ Z}.

13. Co(cos) ={z €R:cos(z) =0} ={z €eR:x =% +km, k€ Z}.

2.16. Mas funciones trigonométricas

A partir de las funciones sen y cos se definen las otras funciones trigonométricas:

sen(z)
cos(x)’

Definicién 2.16.1. La funcién real tg (tangente), tg(z) =
Dom(tg) ={z € R:cos(x) #0} ={z eR:x# 5 +km, ke Z}.

57



Introduccion a la matematica universitaria

Por ejemplo tg(0) =0, tg(F) =1, tg(2F) = —1 (recordar: sen(F) = cos(F)).
Su gréfico es el siguiente:

1g(x)

a
..

Ni‘;.’
S
a

e
el
|
a
|
o
v
w4
(s8]
a
19
El

Figura 2.21: El gréafico de la funcién tangente.

Definicién 2.16.2. La funcidn real cosec (cosecante), cosec(x) = @,

Dom(cosec) = {x € R:sen(x) #0} ={x e R:x # km, k € Z}.

Definicién 2.16.3. La funcidn real sec (secante), sec(z) = Cosl(z) ,

Dom(sec) = {zx € R:cos(z) #0} ={z €R:x# L +km, kEL}.

Definicién 2.16.4. La funcidn real cotg (cotangente), cotg(x) = ;s;g; ,

Dom(cotg) ={x € R:sen(x) #0} ={x e R:ax #kn, k€ Z}.

2.17. Inversas de las funciones trigonométricas

De los graficos de las funciones seno, coseno y tangente podemos concluir que
estas no son biyectivas. Sin embargo, como hicimos en el ejemplo 2.9.2, podemos
restringir los dominios y codominios de cada una de ellas para que lo sean. Como
Im(sen) = Im(cos) = [—1,1] e Im(tg) = R, deberemos considerar los siguientes

nuevos codominios:
Codom(sen) = [—1,1] Codom(cos) = [-1,1] Codom(tg) = R.

Ahora bien, en el caso de los dominios observamos que existen, para las tres funciones,

varias elecciones posibles.
Para el seno podemos elegir cualquier intervalo de la forma

(5 +kn, 5 4 (k+ 1)7] con k € Z,
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por ejemplo [—7, 7], [—37“, =2, (5 37“], etc.

Para el coseno podemos elegir cualquier intervalo de la forma
[km, (k + 1)7] con k € Z,

por ejemplo [0, 7], [, 0], [, 27], etc.
Para la tangente, teniendo en cuenta que no estd definida si cos(xz) = 0, podemos
elegir cualquier intervalo de la forma

(5 +kn, 5 4 (k4 1)7) con k € Z,

por ejemplo (7%7 g)v (73771—77%)7 (gv 377‘—)7 etc.

Las elecciones naturales (las que usan las calculadoras) son [—7, 7] para el seno,
T T

[0, 7] para el coseno y (—7, 5) para la tangente.
Luego, restringiendo las tres funciones mencionadas resulta que
sen: [—3,5] = [-1,1], cos:[0,7] = [-1,1] y tg:(-%,5) =R

son biyectivas. Por lo tanto, existen sus funciones inversas.

Definiciones 2.17.1.

1. Definimos la inversa de la funcion sen
(sen)”' =arcsen: [-1,1] = [-3, %] (arcoseno).

Por la definicion 2.8.1, verifica las relaciones

sen(arcsen(z)) =z, Vaze[-1,1]
arcsen(sen(z)) =z, Vazc[-%, 7]
2. Definimos la inversa de las funcion cos
(cos) ™' = arccos : [-1,1] — [0,7] (arcocoseno).

Por la definicion de funcion inversa, verifica las relaciones

{ cos(arccos(z)) =z, Vo € [-1,1]
arccos(cos(z)) =z, Vo € [0,7]

3. Se define la inversa de las funcion tg
(tg) ' =arctg: R — (—=%,%) (arcotangente).
Por la definicion de funcion inversa, verifica las relaciones

{ tg(arctg(z)) =z, Vz € R
arctg(tg(z)) =z, Vo € (=3, %)
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2.18. Funciones exponenciales

Recordemos que dado a € R, para cada n € N, se define

Esta operacién, denominada potenciacion, verifica las siguientes propiedades:

Proposicién 2.18.1.

aner:an_am
{ VaeR, Vn,meN.

La potenciacion se extiende a potencias enteras definiendo

0
a’ =1 ©)
{a‘":(a")_lzl, @ VaeRy, YneN
Es facil verificar que con las definiciones @ y @ las propiedades @ y @ siguen siendo
validas para todo n, m € Z.

Para poder extender la potenciacién a potencias racionales es necesario restringir
los valores de a.

SiacRsoygq="¢€Q(neN, mecZ) definimos

donde {/a™ indica el tinico ntimero positivo b tal que b" = a™.

Podemos verificar que en este caso también siguen siendo validas las propiedades @
y @.

Ahora bien, la extensién de la potenciacién a potencias reales ya no es tan sencilla.
Se basa en el Axioma de Completitud de los nimeros reales (la tltima propiedad de
los ntimeros reales mencionada en el capitulo 1).

[Para realizar dicha extensién, utilizando el Axioma de Completitud se prueba que todo
ntmero real z puede “aproximarse” por nimeros racionales, es decir existe una “sucesion”
de niimeros racionales (¢, )nen tales que, a medida que tomamos 1 cada vez més grande,
los ntimeros ¢y, estdn cada vez més cerca de z (el “limite” de la sucesién (g, )nen es ). Una
vez elegida esta sucesion (qn)neN7 se considera la nueva sucesion (aq" )neN y se comprueba
que a medida que tomamos n cada vez més grande, los nimeros a9™ estdn cada vez mds
cerca de un ndmero real (la sucesién (a9"),en “converge”) que notaremos a”. Se puede
verificar que esta definicién de a® depende sélo de x y no de la sucesién (g )nen elegida y
que ademsds siguen siendo validas las propiedades @ y @)].

En definitiva: para cada a € R, a > 0, a # 1 queda definida una funcién que
denominamos exponencial en base a.
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Definicién 2.18.2. Para cada a € R, a >0, a # 1 definimos las funciones
exp, : R = R dadas por exp,(z) =a”.
Hemos excluido el caso a = 1 pues, como 17 = 1, V & € R, obtendriamos la funcién

constante f(z) = 1.

Las funciones exponenciales verifican las siguientes propiedades:

Proposiciéon 2.18.3.
1. exp,(x) =a” >0, VzeR.
2. a"tY =a"-a¥, Vazx,yeR.
3. a®™¥ = (a®)?, Vu,yeR.
4. exp,(0) =a® = 1.
5.7 =2L VzecR.
6. a* 7Y = Z—z, Va,y€R.
7.8 a>1, z<y=ad° <aY.
8 Sil0<a<l,z<y=a®>al.

En la figura 2.22 vemos los tipos de gréficos posibles para una funcién exponencial.

O<ax<xl

Figura 2.22: Grafico de la funcién f(z) = a®.
A partir de sus graficos observamos que, para todo a € Ry, a # 1,
Dom(exp,) =R e Im(exp,) = (0,+00).
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2.19. Funciones logaritmicas

De los puntos 7y 8 de la proposicién 2.18.3 (y de su gréfico) es claro que las funciones
exponenciales son inyectivas pero no suryectivas. Luego, para que resulten biyectivas
deberemos considerar como nuevo codominio su imagen, o sea, el conjunto (0, +00).

Considerando entonces, para cada a € Rsq, a # 1,

exp, : R — (0, 4+00)

ahora si resulta biyectiva.
Su funcién inversa se denomina logaritmo en base a.

Definicién 2.19.1. Llamaremos logaritmo en base a a la inversa de la funcion
exp,
(exp,)”* =log, o sea, log,: (0,4+00) — R,

El logaritmo en base a, es la dnica funcion que verifica

{ log, (exp,(x)) =
exp,,(log, (x)) =

Recordando que exp,(z) = a®, podemos reescribir estas relaciones de la siguiente
forma:
{ log,(a®) =z, VzeR
a'oga(®) = g, V>0
Observemos que, dado que hemos definido el log, como la funcién inversa de la
exp, (), no existe una expresién que describa al log,. Todo lo que sabemos es que

Ve Rso, log,(x) =y < a¥=uz,

es decir, el log, () es el dnico nimero real y que verifica que a¥ = .
En la figura 2.23 vemos los tipos de graficos posibles para una funcién logaritmica.

a>1 log., (x) O<axl

log,(x)

Figura 2.23: Gréfico de la funcién f(z) = log,(x).

Proposicion 2.19.2. Las funciones logaritmicas verifican las siguientes propiedades:
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1. log,(z - y) =log,(z) +log,(y), Vuz,yeRso.

2. log, (5) =log,(z) —log,(y), Va,y€ Rsg.

3. log, (z¥) =y -log,(x), Va€Rsy,VyeER.

4. log, (1) = 0.

5. log,(a) =1.

6. Co(log,) = {1}.

7.8t a>1: Cy(log,) =(1,+00) y C_(log,) = (0,1).

8 Si 0<a<l1l: Ci(log,) =(0,1) y C_(log,) = (1,+00).
9. i a>1, z<y=log,(z) <log,(y).

10. Si 0<a< 1, z<y=log,(z) >log,(y).

11. Sean a,b € Rsq, a # 1, b # 1. logy(z) = 1122"((2)) VYV >0.

2.20. El ntmero e y las funciones e” y In(x)

Recordemos que existe un nimero real (irracional) muy especial, el nimero e.

[Para definir el nimero e consideramos la sucesién de ntimeros reales
_ l n
an=(1+4)", neN.

Podemos probar que la sucesién, que es creciente (a, < an+1, Vn € N) y acotada superior-
mente (an, < 3, Vn € N), converge (a medida que se toma n € N cada vez mds grande los
nimeros a, se aproximan cada vez mas a un nimero real). El nimero real al cual converge
la sucesi6n se denomina nimero e.]

Se sabe que 2 < e < 3 (en particular e > 1) y que e es un nimero irracional.
Pensando en su desarrollo decimal, lo podemos aproximar por

e~ 2,7182818 .

En particular, tenemos la funcién exp,(z) = e y su inversa log,. A la funcién log, la
denominamos logaritmo natural y la notamos In. O sea,

VzeRsg In(z)=y < e'=u

Si consideramos a = 10 obtenemos las funciones exp;q(z) = 107 y su inversa logyg.
La funcién log,, se la nota simplemente log. O sea,

Ve Rsg loglx) =y < 10Y=ux.

El punto 11 de la propiedad 2.19.2 de las funciones logaritmicas nos permite calcular
el valor del logaritmo en una base dada en funcién del logaritmo en otra base. Es por
esta razén que en las calculadoras generalmente aparecen tinicamente In y log.
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2.21. Funciones definidas a trozos

Dado z € R podemos definir, desde un punto de vista geométrico, el mddulo o valor
absoluto de x como la distancia entre z y 0. Desde un punto de vista analitico esta
definicién da lugar a una funcién definida a trozos (o por partes).

Definicién 2.21.1. Se define la funcion médulo,

<] >
f:R—=R, dada por f(sc):|x:{ z sl 220

—x si z<0

Mostramos su grafico en la figura 2.24.

Figura 2.24: Grafico de la funcién f(z) = |z|.

Proposiciéon 2.21.2. Algunas de las propiedades mds importantes de la funcion
mddulo son las siguientes:

1. |z} >0 VzeR y |z|=0<2=0.

2. |—z| = |z|, Yz € R (Recordando la definicion 2.5.2, la funcidn mddulo es
par.)

S|z +yl <lz|+]yl, Vaz,yeR.
4. |lx-y|l=|z|-lyl, Vaz,yeR.

Proposiciéon 2.21.3.

1. 8 a>0,]z|<a & —a<z<a & x€[—a,a].

2.5 a>0,|z|<a & —a<z<a & z€(—a,a).

3.8 a>0,]z|>a & z<—aVz>a & z€(—00,—alU]la,+00).
4.8 a>0,|z|>a & z<—-aVar>a & z€(—00,—a)U (a,+00).
5. |x — y| mide la distancia entre x e y.
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La proposicién 2.21.3 nos permite describir el conjunto de todos los niimeros reales
cuya distancia a un numero real fijo es menor o menor o igual que una distancia
prefijada.

Maés precisamente, si g € R y € > 0, queremos describir el conjunto

A = {z € R: la distancia entre z y g es menor que €} .

Teniendo en cuenta la proposicién 2.21.3 resulta que la distancia entre x y zy es menor
que € si y solo si

|t —zp|<e & —e<z—a0<e & x9—e<zr<z9+e S € (xg—¢€,20+¢).

Por lo tanto,
A={zeR: |z —xo| <e} = (xg—e,20 + ).

Anélogamente, si B es el conjunto definido por

B = {z € R : la distancia entre z y x¢ es menor o igual que £},

teniendo en cuenta la proposicién 2.21.3 resulta la distancia entre = y ¢ es menor o
igual que € si y sélo si

[t —zo|<e & —e<z—a9<e o rp—c<z<z+e & x€[rg—¢e,x0+¢]

Entonces,
B={zeR:|x—xo| <e}=[rg—¢e,x0+¢]

Se dice que A es un entorno abierto alrededor de xo y que B es un entorno cerrado
alrededor de xg.

4~ B —— 5

ya N L. 1
{ ' ) L ' 1
X—¢ X9 xX+e x—¢ Xo x+eg

Figura 2.25: Entornos alrededor del punto z,.

Otro ejemplo de funcién partida, es la funcién signo.

Definicién 2.21.4. Se define la funcion signo

1 si >0
sg: R =R, sg(z) = 0 si =0
-1 si <0
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sg(x)

Figura 2.26: Grafico de la funcién signo.

Podemos definir funciones partidas a partir de funciones conocidas. Por ejemplo si
f:R — R es la funcién dada por

r+1 si z>1
f(x){ 22 si ox<l’

f queda definida a partir de las funciones g(x) =z + 1 y h(z) = 22.
Su grafico se muestra el la figura 2.27.

IS

i

Gr(f)

Figura 2.27: Gréfico de f(x).

Es decir, la funcién f posee dos expresiones segtin sea z > 1 0 « < 1. Por lo tanto, hay
que tener en claro que tenemos una tnica funcién, la funcién f, y no dos. Si queremos
saber cual es el valor de f aplicada a un nimero z, primero debemos observar si x > 1
o x < 1y recién entonces aplicamos la expresién correspondiente. Por ejemplo, como
2>1,f(2)=9(2)=2+1=3;y como 0<1, f(0)=h(0)=0%=0.
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Limite de una funcion

3.1. La nocién de limite

Desarrollaremos a continuaciéon una nocién central en el Célculo, el concepto de
limite de funciones. Dada una funcién real f y zo € R queremos precisar la siguiente
pregunta:

1 Qué le pasa a f(z) cuando x se acerca a x(?

Aclaremos la pregunta, si consideramos valores x cada vez mas cerca del valor z,
Jlos valores f(z) se acercan a algiin nimero?

Para comprender el concepto de limite, lo primero que debe quedar claro es que no
importa qué pasa en x, solo interesa qué ocurre “cerca” de xy. Mds aun, la funcién
podria no estar definida en x.

Analicemos algunos ejemplos.
Consideremos f, g y h las funciones reales definidas por:

r+1 si x#1 2 -1
g(w)={ #

fe)=a+1, L osi o=t ¥ M@=

Sus graficos son los de la figura 3.1.

Gr(f) Gr(g) | Gr(h)

N VA R
/ 1 /
/ ' I I

Figura 3.1: Los gréficos de f, g y h difieren sélo en x = 1.
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Luego, Dom(f) = R, Dom(g) = Ry Dom(h) = R — {1}. Al considerar zyp = 1 es
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claro que
g(x) = f(z), Vo1
Por otra parte, para todo x # 1,
-1 (r—1)-(z+1)
= = = 1 =
M) = = L 1= ),

observemos que la igualdad * sélo vale para « # 1. Por lo tanto, f(x) = g(z)

para todo x # 1.

Tomemos valores cada vez més cerca de 1 (pero no en 1) y evaluemos las tres

funciones en dichos puntos como muestra la siguiente tabla:

z f(z) = g(z) = h(z) z f(z) = g(x) = h(=x)
0,9 1,9 1,1 2,1
0,99 1,99 1,01 2,01
0,999 1,999 1,001 2,001
0,9999 1, 9999 1,0001 2,0001
0,99999 1,99999 1,00001 2,00001
0,999999 1,999999 1,000001 2,000001
0, 9999999 1,9999999 1,0000001 2,0000001
0, 99999999 1,99999999 1,00000001 2,00000001

Observando la tabla intuimos que, a medida que consideramos valores = cada vez
més cerca de 1, los valores f(z), g(x) y h(x) se encuentran cada vez més cerca del
nimero 2.

En el caso de la funcién f, 1 € Dom(f), f(1) =2y f(x) se acerca a f(1) = 2.

En el caso de la funcién g, 1 € Dom(g), g(1) =1y g(z) no se acerca a g(1) = 1.

En el caso de la funcién h, 1 ¢ Dom(h) y, como no existe h(1), no tiene sentido
preguntarse si h(x) se acerca o no a h(1).

Ahora bien:
e ;Porqué estamos tan seguros de que las funciones se acercan a 27

e ;No podria ocurrir que, tomando valores aiin mas cercanos a 1, la funcién cambie
la tendencia que muestra la tabla?

;La tabla nos alcanza?
e ;Cudntos valores tendremos que tomar para estar seguros de nuestra conclusién?

El hecho que alrededor de un numero real z( fijo haya siempre infinitos nimeros
reales, tan cerca de xy como queramos, hace que ninguna “tabla” que podamos cons-
truir nos alcance para sacar conclusiones certeras (ejemplos no tan simples como éstos
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nos mostrardn que, realizando un anélisis similar, podemos arribar a conclusiones
erréneas). Por lo tanto el andlisis anterior no nos garantiza nada.

Es el momento entonces, de comenzar a precisar la definicién de limite. Sean f una
funcién real, xg € R y £ € R. Queremos precisar la frase

“f(x) se acerca a ¢ cuando x se acerca a xo”.

Para ello realizamos las siguientes observaciones:

1. No importa lo que le pasa a la funcién en z.
2. Sélo importa qué le pasa a la funcién “cerca” de xg, no “lejos”.

3. Que f(z) se acerca a £ es lo mismo que decir que f(x)—¢ se acerca a 0. Es decir,
que la distancia entre f(z) y ¢ se hace tan chica como se quiera. Esto tltimo
significa que |f(x) — ¢| se hace tan chico como se quiera.

4. Que x esta cerca de xg (pero no es xg) es lo mismo que decir que la distancia
entre © y xo es pequena pero no nula. Esto tltimo significa que |z — xq| es
pequeno pero distinto de 0.

)

Por lo tanto, la frase “f(z) se acerca a ¢ cuando x se acerca a x,” significa que:
“|f(z) — £| puede hacerse tan chico como se quiera con tal de tomar |z — x| sufi-
cientemente pequeno pero distinto de 0”.
Por 1ltimo observemos que “ser tan pequeno como se quiera” significa ser menor
que cualquier ntimero positivo.

»

Precisando atin mas, la frase “f(x) se acerca a ¢ cuando x se acerca a o ” significa
entonces que:

“dado cualquier niimero positivo &, se puede conseguir que |f(x) — £| sea menor que
€ con tal que |z — x| sea suficientemente pequetio pero distinto de 0, es decir con tal
que 0 < |x — xg| < J, para un cierto nimero positivo 0 (que, en principio, depende de
ey zo).

Estamos en condiciones ahora de dar la definicién de limite.

Definicién 3.1.1. Sea z¢ € (a,b); sea f una funcion real definida en (a,b), salvo
quizds en xg, y sea £ € R. Decimos que f(x) tiende a ¢ cuando x tiende a g, o
que f(x) tiene limite ¢ cuando z tiende a z( si se verifica:

“Cualquiera sea € > 0, existe § > 0 (que depende de xo y de €) tal que,
si 0 < |z —mo| <6, entonces |f(x) — ¢ <e.”

FEn ese caso escribimos
lim f(z)=1¢

T—xTo

que se lee: el limite de f(z) cuando x tiende a x( es igual a {.
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Por lo tanto, para probar que lim f(z) = ¢ en un caso determinado tenemos que,
x—xTQ
dado € > 0, encontrar § > 0 que verifique:
“Si 0 < |z — xo| < 9, entonces |f(z) — ] <e.”
iY comprobarlo!
Recordemos que, por la proposicion 2.21.3 del capitulo 2,

|[flz) =4 <e<= flx)e ({—¢e,l+¢),
y que
O<|z—xo|<d<=z€(X0—0,20+9) y T F# .
Es decir, si
x€(xo—0, xo)U(xg, 2o +9).
Luego, desde un punto de vista geométrico, lim f(x) = ¢ significa que cualquiera
Tr—T0o

sea € > 0 existe § > 0 (que en general depende de ¢ y de ) de manera tal que para
valores © # g en el intervalo (zg — d , z¢ + 0), el gréfico de f se encuentra en la zona
sombreada como muestra la figura 3.2.

l+¢

/f [\ /N

AR

x, =8 x, =8’ Xq x, +8" x, +38

Figura 3.2: Si z € (xg —d, zo + 9) el gréfico de f esta en la zona sombreada.

Observacién 3.1.2. Teniendo en cuenta la dificultad de la nocién de limite (que en
esencia se basa en el axioma de Completitud de los nimeros reales) recordemos que el
objetivo de este libro es sélo introducir al alumno en el Célculo. Luego, aceptaremos
muchas de las propiedades que posee el limite de funciones intentando su comprension
de manera intuitiva.

Ejemplo 3.1.3. Un limite que no existe.

Sea f la funcién real definida por f(z) = sen (1). Tenemos que Dom(f) = Ro. Su

grafico aproximado es el de la figura 3.3.
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sen(t) /\/\
VARAL AV

Figura 3.3: Gréfico de f(z) = sen ().

——

—

Observando el gréafico, nos damos cuenta que a medida que nos acercamos a x = 0,
f(z) va tomando todos los valores posibles entre —1 y 1 infinitas veces. O sea, no es
cierto que f(z) se acerca a un numero cuando x se acerca 0 (todo lo que podemos
observar es que el gréfico se acerca al eje y pero no a un nimero). Por lo tanto,

. 1 .
lim sen | — ) mno existe.
z—0 xT

Probar que esto es efectivamente asi equivale a demostrar que no se verifica la defi-
nicién 3.1.1 para ningin ¢ € R. Esto es, deberfamos demostrar (cosa no demasiado
sencilla) que cualquiera sea £ € R no se verifica la definicién de limite. O sea,

“existe un € > 0 de manera tal que cualquiera sea d > 0, existe un = que verifica
0 < |z| <4 y sin embargo [sen (1) —¢| > €.

x

Observemos como podriamos haber arribado a una conclusion errénea si hubiésemos
construido algun tipo de tabla de valores. Analicemos las siguientes tablas:

f f(z)

—~

-t
Clolole
SISSESIEE

)

1
1
1

L keZ| 0 @ﬁﬁ,kez 1
Tabla 1 . Tabla 2 .

, . 1 2
Es claro que los niimeros elegidos en ambas tablas (- y @ k € Z) se encuen-
tran cada vez mas cerca de 0.
Luego, si s6lo hubiéramos construido la Tabla 1 concluirfamos que f(x) se estd acer-
cando al nimero 0 (més atn dirfamos que la funcién siempre vale 0).
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Si por el contrario, hubiésemos sélo construido la Tabla 2 concluiriamos que f(x) se
estd acercando al nimero 1 (més ain dirfamos que la funcién siempre vale 1).

Esto muestra que ninguna tabla de valores puede garantizar cudl es el limite de
una funcién, mds atin (como en este caso) la funcién puede no tener limite.

Las tablas y los graficos s6lo nos permiten intuir (que no es poca cosa) el compor-
tamiento de una funcién cerca de un punto.

Una vez que intuimos (tabla, grafico o cualquier otra manera) que una cierta funcién
tiene limite, o bien que no tiene limite, la Unica manera de garantizarlo es verificar
rigurosamente si se cumple o no la definicién 3.1.1.

Proposicién 3.1.4. Unicidad del limite
Sea z, € (a,b) y sea f una funcion real definida en (a,b) salvo quizds en x,. Sean
0,0 eR.Si

lim f(z)=¢ y lim f(z)=4¢ entonces (=1
T—T0 T—To

Es decir, en caso de existir, el limite de una funcién es tinico.

Veamos qué ocurre con algunas funciones elementales.

Proposicién 3.1.5. Sea c € R y sea f:R — R dada por f(x) = ¢, para todo x € R
(funcion constante). Entonces

lim f(z)= lim c=¢, Vzoe€R.

r—xo T—rTo

Demostracion. Teniendo en cuenta la definicién 3.1.1 debemos considerar ¢ > 0 y
tratar de encontrar un § > 0 de manera tal que se verifique la definicién de limite.
Esto quiere decir que queremos hallar § > 0 de modo que el gréfico de f esté en la
regién sombreada de la figura 3.4 si x € (xg — 3, o+ 9) .

c+e s Gl’(f)

X, —0 X, X, +90

Figura 3.4: Buscamos § de modo que se verifique la definicién.

Ahora bien, como en este caso particular es
|f(z) =] =[e—c| =0,

nos damos cuenta que eligiendo cualquier § > 0 se satisface la definicién ya que
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“O<|z—zol<d = |f(x)—c=lc—c]=0<e".

Por lo tanto hemos probado (por la definicién 3.1.1) que lim ¢ = ec. O
T—xTo

Proposicién 3.1.6. Sea f:R — R dada por f(x) = z, (funcidn identidad). Entonces

lim f(z) = lim = =9, Vag€R.

T—T0 T—T0

Demostracion. Sea € > 0.

Gr(f)

Figura 3.5: Buscamos  de modo que se verifique la definicion.

Como |f(z) — x| = |z — xo| nos damos cuenta entonces que eligiendo § = € se

satisface la definicién pues
“O<|z—mo| <e=|f(x)—xo| =|x—20] <€
O
Proposicién 3.1.7. Sea z, € (a,b) y sea f una funcion real definida en (a,b) salvo
quizds en x, tal que xlgr;ﬂ f(z) = £ (es decir, el limite existe y vale £). Si r € R,

entonces:
1. Sit<r= f(x) <r, “cerca” de xy.
2. Sil>r= f(x)>r, “erca” de xg.
3. Si f(z) <r, “cerca” de xg =L <r.
4. St f(x) >, “erca” dexyg ={>r.

Donde “cerca de xq” significa que existe § > 0 tal que la propiedad es vélida para
valores x € (zg — 6,20 + 0), & # xo.

Observacién 3.1.8. De ahora en adelante, cada vez que escribamos lim f(z) = ¢
Tr—To

entenderemos que (a) el limite en cuestién existe y (b) el valor del limite es £.
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3.2. Limites laterales

Ejemplo 3.2.1. Otro limite que no existe
Recordemos la funcién signo, sg : R — R; definida en el capitulo 2 (pagina 65).

Sg(X ra
1 si >0 g0 1
sg(z) = 0 si =0

-1 si z<0 0

Figura 3.6: El grafico de la funcién signo.

Sea z¢ > 0. Es claro que, Vz “cerca” de g, sg(z) = 1. Luego,

lim sg(z) = 1.

Tr—xo

Sea xg < 0. Es claro que, Va “cerca” de xg, sg(x) = —1 . Luego,

lim sg(z) = —1.

Tr—xQ
Ahora bien,
Jexiste lim sg(x)?
z—0

Si consideramos valores = “cerca” de 0, por més cerca que los tomemos, sg(x) toma
el valor 1 y el valor —1. Luego, es claro que el limite lin}) sg(x) no existe.
T—r

Sin embargo, nos damos cuenta de que, si s6lo consideramos valores x “cerca” de
0 pero mayores que 0 (geométricamente “por la derecha” del 0), entonces sg(x) es la
funcién constante 1.

Decimos entonces que, el limite de sg(z) cuando z tiende 0 a por la derecha vale 1,
y escribimos

lim sg(z) = 1.

z—0t

Anélogamente, si s6lo consideramos valores z “cerca” de 0 pero menores que 0
(geométricamente “por la izquierda” del 0), entonces sg(z) es la funcién constan-
te —1.
Diremos entonces que, el limite de sg(x) cuando z tiende a 0 por la izquierda vale
—1, y escribiremos
lim sg(x) = —1.

rz—0~

Estos limites se denominan limites laterales (por la derecha y por la izquierda). Sus
definiciones precisas son las siguientes.
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Definicién 3.2.2. Limite por la derecha

Sea xog € R y sea f una funcidn real definida en (x0,b) (o sea que f estd definida a
la derecha de xq). Sea £ € R. Se dice que f(x) tiene limite ¢ cuando z tiende a x
por la derecha si

“Cualquiera sea € > 0, existe 6 > 0 (que depende de xqy y de ) tal que,
st xo <x<mo+0, entonces |f(x) — L] <e”

FEn ese caso escribimos

lim f(z) =¢.

+
ZE—)ZDO

Definicién 3.2.3. Limite por la izquierda
Sea xg € R y sea f una funcion real definida en (a,xo) (o sea que f estd definida a
la izquierda de xzp). Sea £ € R.

Se dice que f(x) tiene limite ¢ cuando z tiende a xy por la izquierda si

“Cualquiera sea e > 0, existe 6 > 0 (que depende de xg y de €) tal que
st xp— 9 <x<mg, entonces |f(x) — L] <e”

FEn ese caso escribimos
lim f(z) =4

T—T
Ejemplos 3.2.4.
1. Sea f:R — R dada por

f(x):{ JC—;I s% xz>1

T si r<1

Su grafico se muestra en la figura 3.7.

ES

Gr(f)

Figura 3.7: Grafico de la funcién del ejemplo 1.
Observando el gréfico, es claro que
i =2 i =1.
lim f(z) y [lim f(z)
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Analiticamente,

Im f(z) = lim z+1=2 y lim f(z) = lim 2? = 1.

z—1t @D z—1*t z—1— @ z—1-
Notemos que la igualdad @ es vélida dado que f(z) =z + 1, Vo > 1.
Anslogamente, la igualdad @ es valida dado que f(x) = 22, Vo < 1.

Ademds, es claro que el limite h’m1 f(z) no existe.
r—
También observemos que los limites laterales existen pero son distintos.

2. Sea f:R — R dada por

{a: siox>1

2 si oz<1

B

Figura 3.8: Grafico de la funcién estudiada en el ejemplo 2.

Luego,

1{ =1 =1 1{ = lim z2=1.
Jmp )= e =ty i J@) = lip e

En este caso ll'm1 f(z) =1 (o sea, el limite existe y vale 1). Observemos ademas,
z—

que en este caso, los limites laterales existen y son iguales.

Proposicién 3.2.5. Sean z, € (a,b), £ € R y f una funcién real definida en (a,b)
salvo quizds en x,. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. lim f(z)=4¢

r—To
2. lim f(z)=4= lim f(z)

Es decir, si ambos limites laterales existen y son iguales, entonces el limite existe.
Por otro lado, si el limite existe, ambos limites laterales deben existir y ser iguales.

Una consecuencia importante de esto, es que si los limites laterales son distintos, o
si alguno de ellos no existe, entonces el limite no existe.
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3.3. Limites relacionados con el infinito

Ampliaremos a continuacion la nocién de limite de funciones. Por un lado nos in-
teresard conocer el comportamiento de una funcién a medida que la variable x toma
valores cada vez més grandes positivos, o bien cada vez més grandes en valor absoluto
pero negativos. Por otro lado puede ocurrir que, si bien f no se acerca a un nimero,
f(z) toma valores positivos tan grandes como se quiera, o bien tan grandes en valor
absoluto pero negativos como se quiera. Ejemplifiquemos estas situaciones.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos la funcién real f dada por f(x) = z%, Dom(f) = Ro.

)

Figura 3.9: Gréfico de f(z) = 2.

Observando su gréfico (figura 3.9) notamos que a medida que x toma valores cada
vez més grandes, el nimero f(z) se acerca cada vez mds al niimero 0. Decimos entonces
que el limite de f(x) es 0 cuando z tiende a +00 y escribimos

lim — =0.
T—+00 Jj2
Anélogamente, notamos que a medida que x toma valores cada vez mas grandes en
valor absoluto pero negativos, el valor f(z) también se acerca cada vez més al nimero
0. Decimos entonces que el limite de f(x) es 0 cuando z tiende a —co y escribimos

lim — =0.
T —00 12
Por ltimo, observamos que a medida que z se acerca a 0 los valores f(x) se hacen
cada vez més grandes positivos. Decimos entonces que el limite de f(x) es +00 cuando

x tiende a 0 y escribimos

, 1
lim — = +o0.
x—0 x2

Recordemos que +oo (mds infinito) y —oo (menos infinito) son sélo simbolos, no
numeros. Por lo tanto “z tiende a +o00” significa que x toma valores positivos tan
grandes como se quiera y “z tiende a —oo” significa que = toma valores tan grandes
como se quiera en valor absoluto pero negativos.

Ejemplo 3.3.2. Consideremos la funcién g dada por g(z) = —I%, Dom(g) = Ryy.
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arL)

Figura 3.10: Gréfico de g(z) = — .

x2

Como en el ejemplo anterior, lim —4 =0y lim —% =0.
’ T T
T—+00 T——00

En este caso, a medida que x se acerca a 0 los valores g(z) se hacen cada vez més
grandes en valor absoluto pero negativos. Decimos entonces que el limite de g(x) es
—oo cuando z tiende a 0 y escribimos

Ejemplo 3.3.3. Consideremos la funcién real h dada por h(z) = =, Dom(h) = R.
(Figura 3.11.)

Como en los dos ejemplos anteriores resulta que lim <=0y lim 1 =0.
z—+oo T z——oc0 T

Ahora bien, a medida que z se acerca a 0 los valores h(z) se hacen cada vez mds
grandes positivos si > 0 y cada vez méas grandes en valor absoluto pero negativos si
z < 0.

Resumiendo, los valores |h(z)| se hacen cada vez mds grandes a medida que z se
acerca a 0. Decimos entonces que el limite de h(z) es simplemente oo (infinito) cuando
z tiende a 0 y escribimos

Figura 3.11: Gréfico de h(z) = 1.
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Observemos que

Precisemos estas nuevas nociones.

En las siguientes definiciones la funcién real f debe estar definida de manera tal que
tenga sentido calcular el limite. O sea, si se estd calculando el limite cuando = — g
con xg € R, f debe estar definida en algin entorno abierto que contenga a xg (salvo
quizds en xp). Si se estd calculando el limite cuando @ — 400, f debe estar definida
en algin intervalo de la forma (a,+00), etc.

Definiciones 3.3.4.
1. lim f(z)=4£ st Ye>0,AN>0:2>N=|f(z)—{ <e”.

T—r+00

2. lim f(x) =400 st VM >0,35>0:0<|x—x| <= f(z)>M".

xrT—rXo

3. lim f(z)=+40c0 si VM >0,3IN>0:2>N= f(z)>M".

r— 400

Observacion 3.3.5. Las definiciones para los casos en que el limite es co 0 —o0, 0
bien para x tendiendo a —oo son similares a las dadas con los cambios obvios. Lo
mismo ocurre en los casos en que calculamos limites laterales.

Proposicién 3.3.6. Con las definiciones anteriores, tenemos los siguientes resulta-
dos:

1. lim In(z) = —oc.
z—0+

2. lim In(x) = +oo.

r——+0o0

3. lim e* = +oo.
Tr——+00

4. lim e* =0.

r——00

5. Para todo a > 1,

lim log,(z) = —co,  lim log,(z) = +oo,

lim a* =400 y lim o =0.

T—r+00 T——00
6. Para todo 0 < a <1,
lim 1 = lim 1 = —00.
i log, (r) =00, _lim_log,(x) = —oc

lim a¢*=0 y lim a® = +oc.
r—+00 T——00

Conviene comparar las afirmaciones de la proposicion con los graficos de las funciones
exponencial y logaritmo (paginas 61 y 62).
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3.4. Propiedades del limite

Proposicién 3.4.1. Sea z, € (a,b). Si f y g son dos funciones reales definidas en
(a,b), salvo quizds en x,, tales que lim f(x) =41 y lim g(z) = €3, con {1, s € R.
T—xo T—x0

Entonces,

1. Emiste lim (f +g) (z) = Um (f(z)+g(x)), y ademds

Tr—xo Tr—xo

lim (f(z) +g(x)) = l1 + L.

Tr—rTo

Es decir, si existen ambos limites y son finitos*, “el limite de la suma es la
suma de los limites”.

2. Eziste lim (f —g) () = lim (f(x) —g(x)), v ademds

Tr—rTo rT—rT0o

h’m (f(l‘) — g(l‘)) = fl — 32.

Tr—xo

Es decir, si existen ambos limites y son finitos, “el limite de la resta es la
resta de los limites”.

3. Eziste lim (f-g) (x) = lim (f(z)-g(x)), y ademds

lm (f(x)-g(x)) = b1 - Lo,

Es decir, si ambos limites existen y son finitos, “El limite del producto es
el producto de los limites”.

4. Sily £0, existe lim (g) () = lim (f(z)>, y ademds

T—xTo T—x9 (x)
lim (f(x)> _h
e=z0 \ g(z) ly

O sea, si existen ambos limites, son finitos y el limite del denominador es distinto
de 0, “El limite del cociente es el cociente de los limites”.

Q

5. Sitly >0, existe lim In(f(x)) y ademds,

T—T0o

lim In(f(z)) =In(6).

Tr—rT0o

6. Eziste lim ef®) y ademds
r—xo

lim ef®) = ¢f1,
r—rxo

*O sea, que el limite sea un ntmero, mas adelante veremos que ocurre en otros casos.
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7. ity >0, eziste lim (f°) (z) = lim (F(2))*™), y ademds

T—Tg T—To

Es decir, si existen ambos limites, son finitos y el limite de la base es positivo,
“FEl limite de una potencia es la potencia de los limites”.

Corolario 3.4.2. Sea xo € (a,b), sea £ € R y sea f una funcidn real definida en
(a,b) salvo quizds en xg tal que lim f(x) = {. Entonces
Tr—rxo

lim k- f(z) = k-, Vk € R.

T—xTo
(Recordemos que la igualdad lim k- f(x) = k - £ quiere decir que el limite existe y
T—T0o

que vale k - £).

Demostracion. Sea k € R.
Por la proposicién 3.1.5, sabemos que lim k = k y por hipétesis, que lim f(z) = ¢,
T—T0 T—xg
{ € R; es decir, ambos limites existen y son finitos.
Luego, podemos aplicar el punto 3 de la proposicién anterior (“el limite del producto

es el producto de los limites”) y obtenemos

lim k- f(z) = (h’m k:) : (h’m f(x)) —k-L

T—rTo Tr—xQ Tr—x0

O

Corolario 3.4.3. Sean € N y sea f:R — R la funcidn dada por f(x) = z™. Si
xg € R. Entonces

lim 2" = (z0)"
T—rT0

Demostracion. Probemos primero el resultado para n = 2.
Ya sabemos que lim z =z (por la proposicién 3.1.6).
T—xo

Luego, aplicando el punto 3 de la proposicién 3.4.1 (“el limite del producto es el
producto de los limites”) tenemos que

’ 2 ; ; ., 2
lim =z :hmx-x:(hmm>~<hmx)=$o-x0=($o).
T—x0 TrT—xTo T—To Tr—xQ
Observando que z"t! = 2" ., para todo n € N (23 = 22 -z, 2* = 23 - 2, etc.),
obtenemos el resultado general aplicando recurrentemente este mismo argumento. [

Corolario 3.4.4. Sea xg € R. Sea f:R — R una funcidén polindmica, o sea,

f(z) = anz™ + ap_1z" P4 + apx? + ayx + ao,
para n € N y ciertos an, ap—1, ++-- - , ag, a1, ag € R. Entonces
lm f(z) = an (20)" + an_1 (x0)" ' 4 -+ + as (x0)” + ar o + ao.

Tr—x0
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Demostracion. Probamos este resultado aplicando los puntos 1 y 8 de la proposicién
anterior y los dos ultimos corolarios. O

Nota 3.4.5.

1. Todas las propiedades que hemos mencionado hasta ahora sobre limite de fun-
ciones siguen siendo vélidas para los limites laterales.

2. Las propiedades de los limites que hemos mencionado hasta ahora (limite de la
suma es la suma de los limites, limite del producto es el producto de los limites,
etc.) s6lo son validas para limites finitos (ntmeros) y dejan de ser validas
cuando alguno de los limites es +00, —00 0 0.

En algunos casos, podemos encontrar leyes que permiten decidir el valor de un
limite. Sin embargo, dado que la lista es muy extensa, es preferible no memorizar
las mismas. Por el contrario, es mejor analizar cada caso particular teniendo en
cuenta que:

e lim f(x)= oo, significa que los valores f(z) son cada vez més grandes en
T—To

valor absoluto.

e lim f(x) =0, significa que los valores f(z) son cada vez més chicos.
T—xTo

o lim f(z)={ € Ry, significa que los valores f(x) son “précticamente” .
T—XTo

La siguiente proposicién hace mencioén, en forma no exhaustiva, a alguna de esas
leyes.

Proposicion 3.4.6. Las siguientes propiedades son vdlidas considerando ro € R o
también reemplazando xg por +o0 o —oo . Asimismo son vdlidas (en los casos que
corresponda) para limites laterales.
Por otra parte, dejamos a cargo del lector analizar propiedades andlogas en funcion
del signo del infinito cuando corresponda.
Entre paréntesis colocamos reglas mnemotécnicas, entendiendo que en ellas solo se
trata de valores de limites de funciones y no niumeros.
Bajo ningiun punto de vista deben ser consideradas igualdades numéricas.
1. lim f(z) =00, lim g(z)=¢€eR = lim (f(z)=£g(x)) = co.
T—T0 T—T0 T—T0
(00 £ £ = o0)
2. lim f(z) =co, lim g(z) =00 =  lim (f(z)g(z)) = co.
(00 - 00 = 0)
3. lim f(z) =00, lim g(z) =0 €Ry = lim f(z)-g(z) = occ.

rT—rT0o rT—X0o T—rT0

(t#£0, 00 £ =00)
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) B } B o fle) m 9= _
Mg, f@) = oo, lip ow) =LER = Jin s =0 v Jin je =0
00 J4
(F =00 %5 =0)
) B ) _ oy @
TIL)HrlO flx) =€ Ry, xli)n;log(x) =0 = 11520 g@) = X

Si f(z) #0, Vo # xg “cerca” de xg, entonces lim f(r) =0« lim -~ = co.
T—To

sz 1 (@)

(ER, £>1, lm f(z)=¢ lim g(z)=+c0 = lim (f(2))’” = +c.
T—xg

Tr—xo Tr—xo

(ER, £>1, lm f(z)=4¢ lim g(z)=-00 = lim (f(2))*“ =o.

T—x0 T—xo T—x0

(£>1, £7°° =0)

0<f<1, lim f(z)=4¢ lim g(z)=+cc = lim (f(«))"" =o0.
T—T0

T—xT0 T—xg

(0< <1, £t =0)

{ - { - _ , g(z) _
0<t<l, 0015210 flz) =¢, mlggjlo g(xz) =—00 = $hﬁrrwlo (f(z)) +00.
0<tl<1, £7°=400)

lim f(z) =400, lim g(z) =400 = lim (f(x))g(m) = 4o00.

T—xTo T—To T—T0

(+007> = +00)

lim f(z) = +o0, lim g(z) = —c0 = lim (f(2))"" =0.
T—x0

T—xT0 T—To

(007> =0)

Proposicion 3.4.7. Limite de una composiciéon
Sean zp € (a,b), yo € (¢,d) y £ € R. Sea g : R = R una funcidn definida en (a,b),
salvo quizds en xq, tal que g(x) # yo, Y # xo y lim g(x) = yo.

T—To

Sea f:R — R una funcién definida en (c,d) salvo quizds en yo tal que lim f(y) = £.
y

—Y%0

FEntonces

lim (fog) (z)=¢.

T—XT0

Siyo € Dom(f) y lim f(y) = f(yo), la condicion g(x) # yo puede quitarse.
Y—=Yo
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3.5. Ejemplos

Veamos en los siguientes ejemplos como podemos calcular el limite de una funcién
utilizando las propiedades ya mencionadas.

Ejemplo 3.5.1. Calcular
lim 32® — 5z + 6.
T—2

La funcién es un polinomio; utilizando el corolario 3.4.4
lim 32> —52+6=3-2°-5-24+6=8. V
z—2
Ejemplo 3.5.2. Calcular

lim_ (2® +2) - (z +3).

r——5

La funcion es el producto de dos polinomios. Igual que en el ejemplo anterior, por
el corolario 3.4.4, tenemos que

lim 2?42 = (-5)?+2 =27 y lim x+3=-5+3=-2.

r——5 r——5

Entonces, se verifican las hip6tesis de la proposicién 3.4.1 y por el punto 3 ( “el limite
de un producto es el producto de los limites)

, 2 ) _ 2 Y _ (—9) — _
lim_ (2 +2) - (z+3) Jim_ (* +2) dim (2 +3)=27-(-2) = =54 v

Ejemplo 3.5.3. Calcular

B x? -1
lim .
z——-1 x—1

7 2
L1 Jim (2 —1) (-1)*=1 0
lim = - = —t=—=0. Vv
z——1 o — 1 Proposicién 3.4.1  lim (x — 1) Corolario 3.4.4 —1 — 1 -2
z——1

Observemos que hemos podido utilizar que “el limite del cociente es el cociente de los
limites” (proposicién 3.4.1) pues h’m1 (r—1)=-2#0.
T——

Ejemplo 3.5.4. Calcular
21
,
lim .
=1 x—1

En este caso no podemos utilizar que “el limite del cociente es el cociente de los
limites” (proposicién 3.4.1), dado que no se verifica una de las hipdtesis; tenemos que

lim1 x—1 =0y si bien existen y son finitos ambos limites, no se cumple que el limite
T—

de denominador sea distinto de 0.
Sin embargo, como no nos interesa qué pasa cuando z = 1 y cuando = # 1, resulta
z — 1 # 0; podemos simplificar y queda
-1 (z—1)-(z+1)

= = 1.
rx—1 r—1 T
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Entonces, dado que para calcular el limite no nos interesa lo que ocurre cuando x = 1,

2_1 ) (z+1
Tt PO el ) 0 0 SO PN B IR R S
z—=1 r—1 r—1 r—1 r—1

Ejemplo 3.5.5. Calcular
i 22 -3z +2
m .
+01 22 — 4z + 3

En este caso tampoco podemos utilizar que “el limite del cociente es el cociente de
los limites” (proposicién 3.4.1), dado que

lim 22 —4z+3=0.
rx—1

Sin embargo, para todo x # 1,

2 —=3r+2 (z—1)-(x—2) x-2

2—4r+3 (z—1)-(x—-3) 2-3

y como no nos importa lo que pasa cuando x = 1, resulta que

2?2 —3z+2 o orz—2 1-2 1
Iim ———— = lim = —_—
=1 2 —4x + 3 z—=1 -3 1-3 2

v

Ejemplo 3.5.6. Calcular
— V3
lm u
r—3 €xr — 3
Tampoco podemos utilizar que “el limite del cociente es el cociente de los limites”,
dado que h’n})} r—3=0.
r—

Sin embargo, para todo x # 3,

2

Vi-V3 o Vi-VB VbV (VD) - (VB)

-3 z—3  Vz+v3 (¢-3) (Vz+V3)
T —3 1

(@=3)- (Ve +v3) Va+v3

y dado que no nos importa lo que pasa cuando x = 3, resulta que

. VT3 . 1 1 1
Iim Y — lim = = .
=3 x—3 =3 Jr+V3  V3+V3  2V3

v

Para calcular el dltimo limite usamos que lim +/z = \/zg, g > 0, (ver 4.2.7 en el
T—x0

capitulo siguiente)
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3.6. Limites de la forma “ 0- acotado”

Definicién 3.6.1. Funciones acotadas
Sea f una funcion real, con A C Dom(f). Decimos que f es acotada en A si existen
m, M € R tales que m < f(z) < M, Vx € A.

Observacién 3.6.2. Sea f una funcién real, con A C Dom(f). Entonces
fesacotadnen A & I M e Ry tal que |f(z)] < M, Vz € A.

Las funciones sen(z) y cos(x) son ejemplos de funciones acotadas en R. Recordemos
que |sen(z)| < 1y |cos(z)| < 1, para todo = € R.

Proposicion 3.6.3. Lema del Sandwich
Sean xg € (a,b), L € R y f, g y h funciones reales definidas en (a,b), salvo quizds en
T, tales que:

1.Vz € (a,b), x £z : g(z) < f(z) < h(x) 2. lim glx) = lim h(z) = L.
FEntonces,
lim f(x) =4¢.
Tr—To

Proposicién 3.6.4. Sea f una funcion real tal que lim f(x) =0 y g una funcidn
r—xo

real acotada en 0 < |z — zo| < J, para 6 > 0. Entonces

lim f(z)-g(x) =0. (“cero por acotada es cero” *)

Tr—>To
B 1
lim z-sen | — ).
x—0 x

Observemos que h’n}) x =0y sen (%) es una funcién acotada en R.q, luego
r—

Ejemplo 3.6.5. Calcular

lim x -sen <1) =0. Vv
T

x—0

Observacién 3.6.6. Si lim f(z) # 0, o bien si g no es acotada la proposicién 3.6.4
Tr—x0

no puede aplicarse. Por ejemplo:
1. im (z+1)-cos(z) =lim (x+1)- lim cos(z) = (04 1) - cos(0) = 1.
z—0 z—0 z—0

Sin embargo, si hubiésemos aplicado la proposicién 3.6.4, hubiésemos concluido
erréneamente que 11'1% (x+1)-cos(z) =0.
r—

En este caso cos(z) es acotada pero h'r% (x+1)=1=%#0.
z—

*Esta propiedad sigue siendo valida reemplazando xp por 00 o si calculamos limites laterales.
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2. lim “”2:11 =2 (ver ejemplo 3.5.4).
z—1 T
Sin embargo, si hubiésemos aplicado la proposicién 3.6.4, hubiésemos concluido
2
erréneamente que lim =1 = Ifm (22 — 1) - 15 = 0.
z—1 rx—1 z

En este caso h’m1 22 — 1 = 0 pero ﬁ no es una funcién acotada en ningtn
r—r

entorno de xzg = 1.

3.7. Indeterminaciones

Hemos visto en los ejemplos 3.5.4, 3.5.5 y 3.5.6 casos donde no es posible aplicar
directamente ninguna de las propiedades usuales para el cédlculo de limite por no
cumplirse alguna de las hipdtesis. Mdas ain, en los tres ejemplos citados los limites de
los numeradores y de los denominadores valian 0 y, una vez que conseguimos calcular
el limite tras algunas manipulaciones algebraicas, los resultados fueron distintos. Vale
la pena aclarar que, ademas del caso de cociente de funciones, existen otros casos
donde no se pueden aplicar directamente las propiedades béasicas. En estos casos,
diremos que estamos en presencia de un limite indeterminado, o simplemente de una
indeterminacion. Para poder calcular este tipo de limites debemos recurrir a algiun
tipo de manipulacién algebraica para “salvar” la indeterminacién y poder luego aplicar
alguna propiedad conocida. En lo que sigue zg es un ntimero real, +00 0 —o0.

Los casos de indeterminacion son los siguientes:

es indeterminado.

E Si lim f(z) =0y lim g(x) =0, entonces el lim /()

T—x0 T—x0 T—=Zo g(il,')
Por ejemplo:
1. Sean f(z) =z y g(x) = x. Luego, lim f(z) =0y lim g(x) = 0.
x—0 x—0
En este caso, dado que Vo # 0 es = = 1, resulta
:'L. Z.

Im —=Ilim 1=1.
x—0 x—0

2. Sean f(z) =z y g(x) = 22. Luego, lim f(z) =0y lim g(z) = 0.
z—0 z—0

En este caso, dado que Vo # 0 es 5 = L resulta

x?

= Q.

1
x
_ .2 _ . _ , B
3. Sean f(xz) = 2* y g(x) = x. Luego, ili% fz)y=0y ilir%)g(m) = 0.
En este caso, dado que Vz # 0 es ’”—; = x, resulta
2

. X .
lm — = 1lim z =0.
z—0 X x—0

es indeterminado.

Si lim f(z) =00y lim g(x) = oo, entonces el lim 1(@)

T—rxo T—rTo T—rXTo g(x)

Por ejemplo:
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1. Sean f(z) =2z y g(x) = —5z. Luego, Eﬂl_l f(z) =0y lim g(x)=oc.
x (o)

r—+00
2z _ 2
En este caso, dado que para Vz # 0 es % = —z, resulta
. 2 , 2 2
Ilm —= llm ——=——-.
r— 400 —5x r— 400 5

2. Sean f(z) = 2y g(x) = 2% +x. Luego, h’rll fl@)=0c0y lim g(z)=oc.
T—+00

r—+o0

. x _ 1
En este caso, dado que Vx # 0 es i

. x . 1
lim ——— = lim =
z—+oo %+ w—too T+ 1

resulta

3. Sean f(x) =22 -5y g(z) = x. Luego, ll)IJ'I_l fx) =0y lim g(z) = cc.

r—+00

En este caso, dado que Vz # 0 es ””2—_5 =gz — 3 resulta

T

2 -5 ,
lim = lim 2-—— =400
T ——+00 xX r—400 x
Si lim f(x) =00y lim g(z) = oo, entonces el lim (f(x) — g(x)) es indeter-
T—xTQ T—xT( T—Tg

minado.

Si lim f(x) =0y lim g(x) = oo, entonces el lim (f(x) - g(z)) es indetermi-
T—To T—xT0 T—To
nado.

Si lim f(z) =0y lim g(z) =0, entonces el lim (f(z))’™“ es indeterminado.
Tr—rT0o T—rTQ

Tr—T0o

Si lim f(z) = 400y lim g(z) = 0, entonces el lim (f(2))?”) es indetermi-
Tr—rxo

T—rTo Tr—xQ
nado.

Si lim f(z) =1y lim g(z) = oo, entonces el lim (f(x))"“ es indeterminado.
Tr—rxo T—xT0

Tr—xo
Resumiendo. Son indeterminaciones los casos

0 o0
0 = 0-00, 00— 00, 00, 50 y 1%
00

3.8. Limites de potencias

Cuando queremos calcular un limite de la forma lim (f(z))? ) muchas veces po-
T—T0o

demos llegar a dudar (porque no lo recordamos con precisién) si estamos o no en un
caso de indeterminacién.

El siguiente método permite por un lado intentar el cédlculo del limite y por otro
lado decidir si el limite es indeterminado o no.

Primero supongamos que lim (f(z))? @ — ¢ (eventualmente +00). Entonces, por
T—rTo

la propiedad del limite de una composicién,
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L=In(/)= lim In ((f(x))g(x)) = lim g(z)-In(f(x)).

Tr—xo T—rT0

Donde convenimos que L = —co si £ =0y que L = +00 si £ = +o0.
Por otra parte, si lim g(z) - In(f(z)) = L, entonces
T—>T0o

lim exp(g(x) In (f(x))) = lim exp (ln (f(x)g("”))) = lim (f(z))’® =el =

T—To T—To T—T0

A partir de esto, deducimos el siguiente criterio para decidir si el limite de f9 es
indeterminado o no:
“lim f(z)9®) es indeterminado si, y sélo si, lim g(z)In(f(z)) lo es.”
T—xo T—ZTo

Para calcularlo primero determinamos lim g(z)In(f(z)) (cosa que puede ser dificil
T—1To

o involucrar alguna indeterminacién) y después aplicamos la funcién exponencial como
en (1).
Debemos tener en cuenta que en el caso en que lim g(x)-In (f(z)) = oo es necesario
T—rT0

precisar si es +00 0 —oo dado que “e™> = +00” y en cambio “e™> = 0” (recordar
los puntos 3y 4 de la proposicién 3.3.6).

Observacion 3.8.1. En el desarrollo precedente, hemos usado que

lim f(z) =¢= lim In(f(x)) = In(¥).

Tr—rxo T—xTo

Otra manera de escribir esto es

ln( lim f(x)) = lim In(f(x)).

r—rTo Tr—rT0o

De ahora en més nos referiremos a esta situacién (donde intercambian lugares lim y
In) diciendo que el logaritmo conmuta con el limite. Lo mismo se aplica a la funcién
exponencial, es decir, también vale que la funcion exponencial conmuta con el limite

(o sea, exp(lim f(x)) = lim(exp(f(x))).

3.9. Ejemplos

A continuacién mostramos cémo resolver algunos limites indeterminados.

Ejemplo 3.9.1. Calcular lim z3 —z2.
r—+00
Dado que
Iim 2 = 400 y lim z? = +o0
T—+00 z—+o00

estamos en presencia de una indeterminacién del tipo oo — co. Ahora bien, Vo # 0, es

1
msxzx?’o(l), @
x
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y como lim X =0, resulta que lim (1 — l) =1 ©
z—+oo0 T T—~+o00 T

Teniendo en cuenta que lim 23 = 400, ® y @, resulta que

r—+00
; 3 2 , 3 1
Iim z°—2°* = Iim 2°-(1——) =
r——+00 r—+o0 xT

1
( lim a:3> . ( lim (1 — )) = “(+00) - 17 = +o0.
r—+00 r—400 €T

Ejemplo 3.9.2. En general, si f es una funcién polinémica

f() =apz" + an_12" '+ - + a2’ +ax +ag, an £0,

entonces
im apz™+an_12" '+ - vl +az+ag= lm apz"
Tr——+00 r——+00
O sea,
. _ +oo si oa, >0
Im  apz™ + an_12" '+ - + a2 + a1z +ag = . ,
T—+Foo —00 si a, <0
y
400 si ap, >0 y n espar
, _ —00 si ap, >0 n es impar
m  apz"+an_12" '+ - +aix+ag = . Y P
T——00 —00 si a, <0 y n espar
400 si ap, <0 y n esimpar

En efecto, para todo = # 0,
n n—1 n 1 1 1
anx +ap_1T + - taxt+ag=x"- an—&—an,l;—i— +a1ﬁ+a0x7 . @

Luego, como para todo a € R, y para todo k € N, lim a- = = 0, resulta que
z— 400 z

1
lim <a"+a"_1x+ - Fay

T—r+00

1
+ ao) =a, ®
mn

mn—l

Teniendo en cuenta que lim z" = 400, @ y @, resulta que
Tr—r400

lim (anx" Fap_12" 4+ o fajz+ ag) =
r—+00

= lm (2" (an+an13+ 0 Farr Faogs)) =

n
Tr—r+o0 x

( lim x”) ( lim (an+an_1%+ +a1xn11+aomln)) =

r—r+00

, , 400 si ap, >0
=a,- lim 2" = lim a,z2" = “(4+00)-a,” = "
z—+00 z—+00 —00 si oa, <0
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Anélogamente si x — —oo, teniendo en cuenta que lim z"™ = 400 si n es par y
r—r—00
lim 2™ = —oo si n es impar. v/
Tr—r—0o0
. 203 — 22+ 2z +1
Ejemplo 3.9.3. Calcular lim .
z—=+o0 312 —1x—4

Por lo visto en el ejemplo anterior, sabemos que lim (25(}3 — 22422+ 1) = 400
Tr——+00

y lim (3332 —x — 4) = 400 . Estamos en presencia de una indeterminacién del tipo
r—+00
oo

=
Ahora bien, para todo x # 0 es

205 — 2?2 +224+1 - (2-1+F+5) - (2-14+32+5) @
wor-i @ G-i-%) | (-1-3)
Como para todo a € R, k € N, 11'1}_1 a-xikzo, resulta que
r—r+00

1 2 1
Im (2——4+—=+—=|=2. @
A R 7

r—r 400

lim (3—1—42> =3. ©®
T—~+00 T T

Teniendo en cuenta que lim = =400, ©, @ y @, resulta que

T——400
L2t -2t 420+ 1 oo (2-14 24 L)
lim = lim T T =
T——+00 322 —xz—4 z— 400 (3 - P)
2

. ) 3x2 —x—4
Ejemplo 3.9.4. Calcular mginoo WP ol

Como en el ejemplo anterior, es una indeterminacién del tipo 2. Un andlisis similar
(observemos que hemos invertido los polinomios del numerador y del denominador)
nos muestra que para todo x # 0 es

32—z —4 (3—%—%)
2
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Teniendo en cuenta que HI_P T = 400, resulta que
L —+00

€T

Ii 3% —z — 4 - Y (3_%_%) _
x—l>r-|1-1002$3*1'2+2$+1 - l—l)I-Poox(z_%_A'_%_i_;ls)_
i Gos-d)
Jm (@@= 5 4 &+ aw)
_ A B w) )
( lim x)( lim (21+7?2+113_)>
T—+00 T—+00
3
- 2 g v
(+00) - 2

223 — 2% + 2 1
Ejemplo 3.9.5. Calcular lim e .
zotoo 313 —x—4

También es una indeterminacién del tipo %> . Para todo x # 0 es

2okl o (2-14d4d) (2-leded)

wor—i | e G-1-%) | (-1-3)
Luego,
L2 -2+ 2e+1 , (2—%—0—;224—%)_
:EETOO 313 —x—4 n wBIJPoo (3—%—%) B
CMmoteEed)
B im 3-L1-4) — 3°
r—+00

Observemos que el valor del limite es el cociente de los coeficientes principales (coe-
ficientes que acompanan a la potencia de mayor grado).

Ejemplo 3.9.6. En general: si f(x) y g(z) son funciones polinémicas

f(x) = an2™ +ap_1z" 4 e + a0x® + a1z +ag,  an #0,
g(x) = bppx™ + by 2™ 4 + boa® + byx + by, by #0,
entonces
oo st o n>m
lim @ = 0 si m>n
z—+ oo g(x) an

si n=m

En el caso n > m el signo del co depende de los signos de a, y by,. Si z — —o0 el
signo del oo depende ademés de la paridad de n y m.
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sen(x)

3.10. El limite lim
x—0 x

Como Hr% sen(z) =0y h’m0 x = 0 este limite es una indeterminacién de la forma
T—r T—r

% . Mostraremos que se verifica la siguiente propiedad:
Proposicién 3.10.1.

sen(x) _q

lim
x—0 x

sen(x) _1

Demostracion. Probaremos primero que el limite lateral h’rn+
z—0 T

Ahora bien, como estamos calculando el limite cuando # — 0% (y sélo nos interesan
valores de x “cerca” de 0), podemos considerar que 0 < z < 7.

1g(x)

sen(x)

SIE
~—

Figura 3.12: sen(z) < x < tg(z) cuando z € (0,
Observando la figura 3.12 es claro que para todo z : 0 <z < 7 resulta
sen(z) < = < tg(x).

O sea,
sen(x)

sen(z) < x cos(2)”

Dado que sen(x) > 0, para todo z : 0 < z < 7, dividiendo @ por sen(x) obtenemos

$ < L .
sen(z) cos(x)

Por ultimo observemos que lim 1=1y lim cos(z)=1.
z—0t z—0t

Luego, por el “Lema del Sdndwich” (pdgina 86) para limites laterales resulta que

sen(z)

lim =1 ®

r—0t T
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Calculemos ahora el limite lateral lim sen(z) .
rz—0~ x
Teniendo en cuenta que sen(—x) = —sen(z) (es impar) resulta que
lm sen(z) _ lim —sen(x) — lim sen(—x).
z—0~ x z—0— —X z—0— —X
Realizando el cambio de variables y = —z resulta que y — 0% (pues z — 07). Luego,
i SRE) g, Zsen@) g osenlen) g senl) g
z—0— x z—0— —T z—0— —T y—0t i

Por lo tanto, por lo concluido en ®, @ y por la proposicién 3.2.5 tenemos que

lm sen(x)

x—0 xT

=1
O

A continuacién vemos en algunos ejemplos como podemos aplicar la proposicién
3.10.1 para resolver limites indeterminados.

Ejemplo 3.10.2. lim ta(2) =1.
z—0 €T
Estamos en un caso de indeterminacion del tipo %.
Dado que
tg(r) iizgg _sen(z)  sen(w) 1
oz  wx-cos(z) &  cos(z)’

resulta por la proposicién 3.10.1 que

lm B g, (@) LN sen@ g L Y g
a—0 0 x cos(x) =0 T -0 cos(x)

Ejemplo 3.10.3. lim x-sen ( 1) =1.

r——+00 T

Dado que h’r_{l % = 0, estamos en un caso de indeterminacién del tipo oo - 0.
Tr—r+00

Realizando el cambio de variable y = % y teniendo en cuenta que y — 0 (pues
x — +00). Resulta por la proposicién 3.10.1 que
1
lim z-sen (1) =1im - -sen(y) = lim sen(y) =1 v
T—+00 y—=0 y y—0 Yy
2
Ejemplo 3.10.4. Calcular lim sen(2z) .
x—0 3x
Estamos en un caso de indeterminacion del tipo %. Ahora bien,
lm sen(2z) — lim 2 sen(2z) — lim 2 sen(2z) _ 2 lim sen(2x) -
=0  3x 0 2 3z z—0 3 2z 3 =20 2z

Realizando el cambio de variable y = 2z en el 1dltimo limite y teniendo en cuenta que
y — 0 (pues  — 0) resulta por la proposicién 3.10.1 que

lm sen(2x) _ 2 lim sen(2z) _ 2 lim sen(y) _ 2 1= 2 o
z—0 3x 3 z—0 2x 3 y—0 Yy 3 3
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sen(x — 1)
2z — 2

Estamos en un caso de indeterminacion del tipo %. Ahora bien,

Ejemplo 3.10.5. Calcular lim
rz—1

lm sen(x — 1) — lim sen(z —1) 1 . sen(z—1)

= — 1m
z—1 20— 2 z—1 2- (.I’ — 1) 2 z—1 (1‘ — 1)

Realizando el cambio de variable y = x — 1 en el ultimo limite y teniendo en cuenta
que y — 0 (pues x — 1) resulta por la proposicién 3.10.1 que

fm sen(x — 1) _ 1 lfm sen(x — 1) :1~h’m sen(y) :1.1: 1 v
r—1 2x — 2 2 z—1 (Jj — 1) 2 y—0 (y) 2 2

La siguiente proposicién generaliza la proposicién 3.10.1 y nos evitard tener que
realizar cambios de variable como en los ejemplos anteriores.

Proposicién 3.10.6. Sea f una funcidon real tal que lim f(z) = 0. Entonces
T—rT0

lim

A I@)
El resultado sigue siendo véalido reemplazando x, por :L';r, x, , +00 0 —00.

Observacion 3.10.7. En la proposicién 3.10.6, x¢ no tiene por qué ser 0, pero es
esencial la condicién lim f(z) = 0.
T—xTo

sen(

. , -1
Por ejemplo, para calcular hrn1 M+2) basta observar como antes que
Tr—r

sen(z —1) _sen(z—1) 1 sen(z—1)

20—-2  2-(x—1) 2 (z—1)

Luego, si consideramos f(x) = x — 1, resulta que h’m1 f(z) = 0y asi podemos aplicar
z—

sen(z—1) -1

la proposicién 3.10.6 y concluir que lim —
z—1 x

Por ultimo, obtenemos que

. sen(x—1) 1
lim ————~=-.1im ——* = .
P22 -2 2 e (z-1) 2 2

3.11. El limite lim (1+1)"
T—r00

Como lim 1+ 1 =1y lim 2 = oo estamos en una indeterminacién del tipo 1°°.
T—00 x T—00

Se verifican las siguientes propiedades:
Proposicién 3.11.1.
1. lim (1 + %)I =e.

r——+0o0
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f(=@)
- Si li = im (14 54)  =e
2. Si Jim f(x) = o0, entonces Jm + 7@ e
El resultado sigue siendo valido reemplazando xy por xg , Lo, 00 0 —00 .
A continuacién mostramos ejemplos de cémo podemos utilizar la proposicién 3.11.1
para resolver algunos limites indeterminados (siempre de la forma 1°°).

1 x
Ejemplo 3.11.2. Calcular lim (1+) .

T—+00 2x

Estamos en un caso de indeterminacion del tipo 1°°. Es claro que

1 T 1 21-% 1 2z %
1+—) =(14+— =1+ — .
( * 2z> ( * 2x> ( * 2x>
Luego, utilizando la proposicién 3.11.1 y las propiedades discutidas en la proposicién
3.4.1

1 T
lim (1 + ) = lim
Tr—+00 2:13 r—+o0

—1\*
Ejemplo 3.11.3. Calcular lim (x ) .
z—+oo \x+ 1

Estamos en un caso de indeterminacién del tipo 1*°. Operando algebraicamente,
resulta que

x—1\° -
r+1 o

= oo, aplicando la proposicién 3.11.1 con f(x) = Ll se obtiene

x+1
-2 -2

Como lim
que xr——+00
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1
lim 1+ —+ =e.
T—r+00 (;c-i—l)
;)
Luego, (recordar el ejemplo 3.9.6) h’rf ;%fl = —2, ademaés por las propiedades
Tr—r+00
vistas en la proposicién 3.4.1 resulta
(z21)7 (551)
—1\” 1
Ifm (x ) = 1im |[1+ =
z—+oo \ x + 1 T—+00 (z 1)
-2
(222)7 Y - (55)
1
= { lim 1+ e v
T—+00 (z 1)
-2
. ) ()
Ejemplo 3.11.4. hn}J (1+z) "~ =e.
xr—r

Estamos en un caso de indeterminacién del tipo 1*°. Operando

(=)
(1+x)( ) (1+(i)> :

Como h'r% % = 00, aplicando la proposicién 3.11.1 con f(z) = % resulta
z—

B[

1 ()
lim (1+x)(*)=£no <1+(1)> =e. v

In (1
Ejemplo 3.11.5. lim M

x—0 x

=1.
Estamos en un caso de indeterminacion del tipo %. Operando

n(+2) %m(ux) —In {(1+x)(;)} .

X

Luego, por la observacion 3.8.1, resulta que

i 2OED [(1+x)(’1”)} =In [h’m ((14—:10)(;))} =In(e)=1. v

x—0 x z—0 z—0
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. ,oet—1
Ejemplo 3.11.6. lim
x—0 xT

=1.

Estamos en un caso de indeterminacion del tipo %. Realizamos el cambio de variables
= ¢e* — 1. Luego,

t=e"—1=e"=t+1=x=Imn(E+1).

Teniendo en cuenta que t — 0 (pues x — 0), recordando la proposicién 3.4.1 y el
ejemplo 3.11.5, resulta que

A t , 1 lim 1 1
lim =lim ——— = lim = =-=1. Vv
=0 T t0 In(t+1) t—0 <1n(t+1)) lfm (ln(t+1)) 1

t t—0 t

3.12. Funcién exponencial versus funcién polinémica

Concluimos este capitulo estableciendo algunas propiedades (que podrén ser demos-
tradas mds adelante) que indican cémo se comparan la funcién exponencial (e*) y la
funcién logaritmo (In(x)), con los polinomios y las potencias de x.

Proposicién 3.12.1. Sean o € Rsg y P(x) un polinomio. Entonces,

x x
e
= Q.

1. lim P =

T——+00

== = 00. Mds ain, lim

Tr—r+o0

, L . P
2. lim Z-=0. Mds aun, lim @ _ .
r——+0o0 € r——+o0

3]

Esto nos dice que cuando x — +o0, la exponencial “tiende més rapido a co”
que cualquier polinomio.

3. lim 2@ — 0. Mds ain, lim 2& — .

T—r+00 z T—+00 P(z)
. a L . P
4. lm  2— =oco. Mds ain, lim ; @) — oo
z—+oo In(z) z+oo (@)

Esto nos dice que cuando x — 400, el logaritmo natural “tiende mas despacio
a oo” que cualquier polinomio.
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Funciones continuas

4.1. La nocion de continuidad

Desde un punto de vista histérico y geométrico las funciones continuas son aque-
llas funciones cuyo gréfico puede realizarse con un trazo continuo. Esto es, aquellas
funciones cuyo grafico “no pega saltos” ni tiene “agujeros”. Es claro que este tipo de
cosas (repasar ejemplos anteriores) s6lo suceden en aquellos puntos xg que verifican
alguna de las siguientes tres condiciones:

e El punto xg no pertenece al dominio de f.

e El limite lim f(x) no existe o bien lim f(z) = oo.
T—To T—To

e El limite lim f(x) € R existe, pero lim f(x) # f(zo).
T—To T—To

Estamos en condiciones de definir el concepto de continuidad.

4.2. Definiciones y sus consecuencias

Definicién 4.2.1. Sea f una funcidn real definida en (a,b) y sea xg € (a,b). Decimos
que f es continua en g si

Jim f(z) = f(zo).
Observacion 4.2.2. De acuerdo con la definicién, tenemos que f es continua en zg
si se verifican simultdneamente las siguientes tres condiciones:

(a) zo € Dom(f) (o sea, f estd definida en x).

(b) Existe el limite de f cuando z tiende a xo y es finito (o sea, lim f(z) existe y
T—rT0o

da un nimero).

(c¢) El limite de f cuando z tiende a z( coincide con f(zg) (es decir, lim f(z) =

£ (o). o
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Definicién 4.2.3. Sea f una funcién real. Se dice que f es continua en A C R si
es continua en xg, para todo xg € A.

Definicién 4.2.4. Sea f una funcion real y sea xg € R.

Se dice que zo es un punto de discontinuidad de f, o bien que f es discontinua
en o, st f no es continua en xo. O sea, si alguna de las tres condiciones (a, b 6 c)
de la observacion 4.2.2 no se satisface.

Los puntos de discontinuidad se clasifican en dos grupos.

Definiciones 4.2.5.
Decimos que xg es un punto de discontinuidad evitable de f, si se verifica b de la

observacion 4.2.2 (pero no se verifica a o ¢). Es decir, si existe lim f(x) y es finito.
r—rxo

Decimos que xg es un punto de discontinuidad esencial o inevitable de f si no se
verifica b de 4.2.2. Es decir, si no existe lim f(x) o bien lim f(x) = oc.
T—x0 T—xg

Observacion 4.2.6. Sea f una funcién real y xy € R.

1. Teniendo en cuenta la definicién de limite de una funcién (recordar la definicién
3.1.1 del capitulo 3) resulta que f es continua en xo € Dom(f) si y sélo si

“Cualquiera sea & > 0, existe 6 > 0 (d depende de £ y ¢ ) tal que:
si |z — zo| < J, entonces |f(z) — f(zo)| < &.”

2. Si xg es un punto de discontinuidad evitable de f, dado que existe lim f(z)
T—T0o

y es finito, es posible redefinir la funcién en zy (modificar el valor asignado a
xo o bien asignarle algin valor en el caso que zg ¢ Dom(f)) para convertirla en
continua de la siguiente manera:

Sea f la funcion real definida por

- f(z) si x € Dom(f)—{zo}
f($):{ lim f(z) si T = xg. ' )

rT—rT0o

Luego, f es continua en . (Notar que para todo = # o, f(x) = f(z). Sin
embargo f # f).

3. Si xp es un punto de discontinuidad esencial o inevitable de f, dado que no
existe lim f(x) o bien lim f(z) = oo, es imposible redefinir la funcién en xg
T—xT( T—x

para convertirla en continua (no hay manera de asignarle a x algin valor para
que se “pegue” bien).

Observacién 4.2.7. Son funciones continuas en todo su dominio:
1. Las funciones polinémicas.

2. Las funciones rafz n-ésima ({/x), en particular la funcién /z.
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3. Las funciones trigonométricas (sen(x), cos(z) , tg(z), sec(x), cosec(z), cotg(x)).
4. Las funciones exponenciales (a”, con a > 0, a # 1). En particular e®.

5. Las funciones logaritmicas (log,(x), con a > 0, a # 1). En particular In(z).

4.3. Ejemplos
Ejemplo 4.3.1. Sea f : R — R definida por

f(x):{ 2 si x#£1

1 si =1

Figura 4.1: Gréfico de f.

Luego, f es continua en (—o0,1) U (1,+00) pues f(x) = 2z, para todo z # 1 y los
polinomios son continuos.
Estudiemos la continuidad en = = 1.
a. 1 € Dom(f) =R (pues f(1) =1).

b. Existe lim f(z) = lim 2z =2 € R.
z—1 r—1

c. il_)mlf(a:) =2#1= f(1).

Luego, como no se verifica la condicién ¢ de la observacion 4.2.2, f es discontinua en
xrog = 1.

Por otra parte, como si se verifica la condicién b de la 4.2.2, xp = 1 es un punto de
discontinuidad evitable.

Observemos que si se considera f (z) = 2z, resulta que f es continua en xg = 1, y
por lo tanto en R. Debemos tener en claro que para todo = # 1, f(x) = f(x) pero

F#7.
Ejemplo 4.3.2. Sea f: R — R definida por

r si x>1

ro={ 5

¢ osi o<1

(Ver el punto 2 de los ejemplos 3.2.4 del capitulo 3).
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Luego, f es continua en (—oo, 1) pues f(x) = 22, para todo x < 1 y los polinomios
son funciones continuas. @

f es continua en (1,+00) pues f(z) = z, para todo > 1 y los polinomios son
funciones continuas. @

Estudiemos la continuidad en xg = 1.

a. 1 € Dom(f) =R.

b. Existe h’rn1 f(x) =1 € R pues
z—

Im f(z)= lim x=1 y lim f(z)= lim 2? = 1.

z—1t z—1t z—1— r—1—

(Los limites laterales existen y son iguales).

c. lim f(z)=1= f(1).

x—1

Luego, f es continua en zg =1. @
De @, @ y @, f es continua en R.

Ejemplo 4.3.3. Sea f: R — R definida por

flz) = 2

r+1 si x>1
T si r<1

(Ver el punto 1 de los ejemplos 3.2.4 del capitulo 3).

Luego, f es continua en (—o0,1) pues f(x) = 22, para todo x < 1 y los polinomios
son continuos.

f es continua en (1,+00) pues f(x) =x + 1, > 1 y los polinomios son continuos.

Estudiemos la continuidad en zg = 1.

a. 1€ Dom(f)=R.

b. No existe lim f(z) pues
z—1

Im f(z)= lim z+1=2 y lim f(z)= lim 2? = 1.

z—1t z—1t r—1— z—1—

(Los limites laterales existen pero son distintos).
Luego, como no existe el limite de f cuando x tiende a 1, f es discontinua en zy = 1.

Maés atin, g = 1 es un punto de discontinuidad esencial o inevitable.

4.4. Propiedades de las funciones continuas

Proposicién 4.4.1. Sean f y g funciones continuas en xo*. Entonces

*Dado que la nocién de continuidad es en esencia la existencia de un limite finito, estas propiedades
se deducen inmediatamente de las propiedades estudiadas en la proposicién 3.4.1 del capitulo 3.
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1. f £ g es continua en xq.
2. f-g es continua en xg.

3. Si g(xzg) #0, 5 es continua en xg.

Proposicion 4.4.2. Sean f y g funciones reales tales que f es continua en xg y g
es continua en f(xg), entonces go f es continua en xq *.

Definicién 4.4.3. Sea f una funcion real. Decimos que f es continua por la iz-

quierda en xo si lim f(z) = f(xo).
T—T

Definicién 4.4.4. Sea f una funcion real. Decimos que f es continua por la de-

recha en xg st lim f(z) = f(xo).
13—)(130+

Proposicién 4.4.5. Sea f una funcion real definida en (a,b) y sea zo € (a,b).
FEntonces:
f es continua en xy < f es continua por la derecha y por la izquierda en xg.

Ejemplos 4.4.6.

1. La funcién del ejemplo 4.3.1 no es continua ni por la izquierda ni por la derecha
en xg = 1.

2. La funcién del ejemplo 4.3.2 es continua por la izquierda y por la derecha en
o = 1.

3. La funcién del ejemplo 4.3.3 no es continua por la izquierda pero si por la
derecha en g = 1.

4. La funcién signo (sg(x)) definida en la seccién 2.21.4 del capitulo 2 no es con-
tinua ni por la izquierda ni por la derecha en xy = 0.

5. Sea f: R — R definida por

cos? (w2 + x) -1

(x—|—1)2 si r<—1
1
—3 si —1<zx<1
fx) =
_9)2
—2% si l<z<?
T
1
e(2-o) si 2<zx

Analizamos la continuidad de f en R.

*Esta propiedad se deduce de la proposiciéon 3.4.7 del capitulo 3.
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En (—o0, —1):

cos? (x2 + x) -1
(z+ 1)

Por la observacién 4.2.7, las propiedades de funciones continuas (proposicién

4.4.1) y la proposicion 4.4.2; resulta que cos? (:c2 + x)fl y (z+ 1)2 son funciones

fz) =

, Vo< -1

continuas. Luego, dado que (x + 1)2 # 0, para todo x < —1, resulta que f es
continua en (—oo0,1). @
En (—1,1):

f(x):—§, V-1l<z<l

Luego, por ser una funcién constante (por lo tanto un polinomio), resulta, por

la observacién 4.2.7, que f es continua en (—1,1). @

En (1,2):

(z—2)°
x+3

Nuevamente teniendo en cuenta 4.2.7, las propiedades de funciones continuas

y que  + 3 # 0 si x € (1,2), resulta que f es continua en (1,2). @

En (2, +00):

-2 , Vi<a<2

f(z) :e(2iIJ7 Va>2.

ﬁescontinuapues?—ac;é()six>2yla

proposicién 4.4.2; resulta que f es continua en (2, 400). @

Una vez mas, teniendo en cuenta

Resta analizar la continuidad de f en los puntos x = —1, 1y 2.

Por ser Dom(f) = R, s6lo basta verificar las condiciones b y ¢ de la definicién
de continuidad (observacién 4.2.2).

Por otra parte, dado que f cambia de expresién en cada uno de esos puntos,
para estudiar la existencia o no del limite, nos vemos obligados a estudiar los
limites laterales.

r=—1]|

®

lim )= lim —-i=—
r— —1+ f( ) r— —1+ 2

2( 2 _
lim  f(z)= lm cos’(a?+2) -1

o)’ (indeterminacién del tipo %),
rx— —1— r— —1—

Ahora bien, recordando que sen?(x) + cos?(x) = 1 para todo x, resulta que
cos? (w2 + gc) — 1= —sen? (:vZ + x) .

Luego,

cos? (332 + 3:) -1 _ —sen? (x2 + m) - 7sen2 (x2 + x) (xQ + x)2
@+1)*  (@+1)? (@+1)* @+
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2

:_(1:2+1:)2 ' lsen(as2+x) 2:_(;10-(:t+1))2 . lsen(z2+x)

(z+1) (22 + ) (z+1)? (x2 + )
w1 fenen)] L fen@ea)]”
S @)’ | @) | e (@2 +2)

Ahora bien, dado que 22+ — . 0, por la proposicién 3.10.6 del capitulo 3,
T——

resulta que

sen (mQ + m)

’ _ ’ 2
Iillzl17 W =1 y como 1*1}11}117 -z =-1
Entonces,
cos? (22 +z) —1
lim f(z)= lim ( 2) =
x— —1— x— —1— (1’+1)
sen (:E2 + x) ?
= lim —2% | ———2] =(-1)-(1)2=-1. ®
r— —1— (I2 + I)
De ® y ®, no existe lim . f(z). Luego, f no es continua en = —1. Mds aun,
T— —
x = —1 es un punto de discontinuidad esencial de f. @
r=1
1 1
Ii = lim —-=—-,
S J@= 5=
Y 2
) ) (z—-2) 1
S W= s =
Entonces existe ll'm1 f(z) y ademés ll'm1 f(z) = —1 = f(1). Por lo tanto, f es
T—r r—r
continua en x = 1.
=2
(x—2)°

11 = 1 -2
Jm fle) = lm —2=—

= O7
Teniendo en cuenta que 2 — z < 0, cuando x — 27, resulta (recordar el punto
1
4 de la proposicién 3.3.6), que lim f(z) = lim e®@= = 0. Luego, como son
r—271 z—21
iguales los limites laterales, existe 11’m2 f(x) = 0 = f(2). Por lo tanto, f es
Tr—r
continua en r = 2. ®

Resumiendo, de @, @, @, ®, @, ® y @ resulta que la funcién f es continua en
R —{-1} = (—o0,-1) U (—1,400) y * = —1 es un punto de discontinuidad
esencial. Vv
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6. Sea f: R — R definida por

106

sen(a(z — 3)) G z<3
z—3
f(z) = 2b si z=3
224+ x—12 .
— si >3
r—3

Analicemos la continuidad de f en funcién de los pardmetros a y b.

En (—o0,3):

_ sen(a(z — 3))
f(il') - T — 3 9

Teniendo en cuenta las propiedades de funciones continuas, la proposicién 4.4.2

y que x —3 # 0 si & < 3, resulta que f es continua en (—o0, 3) cualesquiera sean
a,beR. @

En (3, +00):

V<3

22+ —12
fw=—=

Teniendo en cuenta que los polinomios son funciones continuas y que z — 3 # 0
si ¢ > 3, resulta que f es continua en (3, 400) cualesquiera sean a,b € R. @

En x =3:

V>3

Dado que Dom(f) = R, basta verificar que el limite lim,_,3 f(x) existe y coin-
cide con f(3).

Analicemos los limites laterales. Es claro que ambos son indeterminaciones del
tipo %. Operando algebraicamente,

sen(a- (z—3)) _ a-sen(a-(z—3)) . sen(a - (x — 3))
x—3 a0 a-(x—3) a-(x—3).

Dado que a - (x — 3) — 0, resulta (al aplicar la proposicién 3.10.6 del capitulo
r—r
3, siempre que a # 0) que

sen(a - (x — 3)) _sen(a- (z —3))

If = I = i — =
Sy Je= i ey = e Ty
®
- 4 I sen(a - (x —3)) .
z—3~  a-(x—3)
Por otro lado,
24+ —12 —-3)- 4
*+x :(a: 3) - (x+4) —
-3 -3 z
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Luego,

24012
lfm f(o)= Im P2 g 44—7 @

r—3t z—3t T —3 z—31

De ® y @, para que se verifique la condicién (b) de la observacién 4.2.2, debe
sera=7 ®

En ese caso,

lim f(z)=a=7

z—3

para que se verifique la condicién ¢ de la observacién 4.2.2, debe ser

lim f(z) =7=2b= f(3),

r—3
de donde, b = % ®

Por tltimo, observemos que si @ = 0 es f(z) = 0, para todo x < 3. Luego,
lim f(xz) =0y, por @, no existe lim f(z). @
r—3— r—3

Luego, por ®, ® y @

fescontinuaenR & a=7y b=

NI~

Sia# 7, x=23es un punto de discontinuidad esencial de f.

Sia=7yb# %, x = 3 es un punto de discontinuidad evitable de f. v

4.5. Teoremas que involucran funciones continuas

Observacion 4.5.1. Que una funcién real f sea continua en un intervalo cerrado
[a, b] significa que:

1. f es continua en (a,b) (segun la definicién 4.2.3).

2. f es continua por la derecha en a (segin la definicién 4.4.4).

3. f es continua por la izquierda en b (segin la definicién 4.4.3).
Definiciones 4.5.2. Sea f una funcion real y sea xo € R.

1. Decimos que zy es un maximo local o relativo de f si f(z) < f(zo) para
todo x “cerca” de xg.

2. Decimos que xy es un minimo local o relativo de f si f(x) > f(xo) para todo
x “cerca” de xg.

3. Decimos que z¢ es un maximo global o absoluto de f si f(x) < f(zo) para
todo = € Dom(f).

4. Decimos que xo es un minimo global o absoluto de f si f(z) > f(xo) para
todo x € Dom(f).
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Donde por “cerca”’ de xg queremos decir que existe & > 0 tal que la propiedad es
vélida para valores x € (xg—d, 29+ 0). Por otra parte, con més precisién, deberiamos
decir que f alcanza un méximo (minimo) en zy. El valor mdximo (minimo) de f es

f(xo) y no xo.

Teorema 4.5.3. Teorema de Weierstrass
Sea una funcion real f continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces

1. f es acotada en [a,b).

2. f alcanza un mdximo global y un minimo global en [a,b].

M M
a b a b
/ \ \ 7
Minimo MéXimO Minimo MéXimO
global global global global

Figura 4.2: Teorema de Weierstrass.

Teorema 4.5.4. Teorema de Bolzano

Sea una funcion real f continua en un intervalo cerrado [a,b] tal que f(a) > 0 y

f(b) <0 (o viceversa). Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =0 (c es una raiz de
*

)

Teorema 4.5.5. Teorema del valor intermedio

Sea una funcion real f continua en un intervalo cerrado [a,b] tal que f(a) < f(b) (o
fla) > f(b). Side (f(a), f(b)) (en el otro caso d € (f(b), f(a)) ), entonces existe
c € (a,b) tal que f(c) =d. :

*El Teorema asegura que existe un ¢ € (a, b), puede haber otro o no, pero no dice cémo encontrarlo.
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Figura 4.3: Teorema de Bolzano.

1) £\

f(a@)

Figura 4.4: Teorema del valor intermedio.

4.6. Aplicaciones del Teorema de Bolzano

Como consecuencia del Teorema de Bolzano, existe un método para calcular, de
manera aproximada, raices de una funcién continua (por ejemplo polinomios). Dada
una funcién real f, continua en algin intervalo cerrado [a, b], el método (algoritmo)
para hallar una raiz r de f, denominado de biparticién, consiste en los siguientes
pasos:

a. Hallar dos niimeros 1 y x2 € [a,b], (lo suficientemente cercanos para que el
proceso sea mds corto), que verifiquen f(z1) <0 y f(x2) > 0 (o viceversa).

b. Calcular el nimero medio entre z1 y @2, x5 = ©5%22 y calcular f(z3).
c. Si f(zg) <0, cambiar z; por x3 y volver a realizar el paso (b).

d. Si f(z3) > 0, cambiar x2 por x5 y volver a realizar el paso (b).

e. Realizar tantos pasos como hagan falta para que la aproximacién sea buena.
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Observemos que cada vez que se reitera el paso (b) la distancia entre los valores 1
y a2 se reduce a la mitad y, por lo tanto, como la raiz r siempre estd en el medio de
dichos valores, luego de un niimero n de pasos, la distancia entre r y el dltimo z3 es
menor que la distancia entre los valores x1 y x5 originales dividida por 2" (jPensarlo!).
El ultimo valor x3 obtenido sera una buena aproximacién de la raiz r buscada, tanto
mejor como mas grande sea la cantidad de pasos n realizados.

Otra consecuencia importante del teorema de Bolzano es que nos brinda una herra-
mienta muy poderosa para calcular los conjuntos de positividad y negatividad de una
funcién continua.

Proposicion 4.6.1. Sir; y ro con r1 < ro son dos raices consecutivas de una
funcion continua f (o sea que f(x) # 0, Vo € (r1,r2)) resulta que, si calculamos
f(e) para algin valor ¢ entre r1 y ro (0 sea consideramos ¢ que cumpla 11 < ¢ < rs),
entonces:

o si f(c)>0= f(x) >0, Vo € (r1,r2),
o si f(c)<0= f(x) <0, Vo € (r1,r2).

Demostracion. En efecto, Si f(c) > 0 y existiera d € (r1,r2) con f(d) < 0, por el
teorema de Bolzano, deberia existir una raiz entre ¢ y d, o sea, una raiz entre r;
y ro y esto contradice el hecho que habiamos supuesto, que r; y 72 son dos raices
consecutivas. (Andlogamente si f(c) < 0). O

También se deduce del Teorema de Bolzano la siguiente propiedad:

Proposicion 4.6.2. Todo polinomio de grado impar tiene, por lo menos, una raiz
real.

Demostracion. Sea f una funcién polindémica de grado impar, o sea
f(@) = apa™ + an_12" 1+ -+ +agx® +a1x +ag, a, #0,yn impar.

Por el punto 2 de los ejemplos 3.9 del capitulo 3, resulta que (n es impar)

lim f(z) =

T—+0o0

400 si ap, >0 ,
1 =
{ —oo si a, <0 Y I—)lriloof(m)

—00 si a, >0
400 si oa, <O0.

Luego, deben existir a y b € R tales que f(a) y f(b) tienen signos opuestos. Entonces,
por el Teorema de Bolzano, debe existir ¢ € (a,b) (o € (b,a)) tal que ¢ es una raiz de

I O

El siguiente ejemplo muestra otra aplicacién del Teorema de Bolzano.

Ejemplo 4.6.3. La ecuacion x - cos (%) + 15 - sen(x) — 15 = 0 tiene, por lo menos,
una solucién en R.
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En efecto; sea f la funcién real definida por f(z) = x - cos (%) + 15 - sen(z) — 15.
Ahora bien,
FO)==15<0 y f(3)=2-2=27,

Luego, como f es continua en R, y por lo tanto en [0, 5], por el Teorema de Bolzano,
existe ¢ € (0, §) tal que f(c) =0. v
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Capitulo 5

Derivada

5.1. Introduccién

Vimos en la introduccion del capitulo 4 que la nocién de funcién continua surge al
tratar de caracterizar a aquellas funciones cuyo grafico puede realizarse con un trazo
continuo (sin levantar el 14piz).

Queremos caracterizar ahora aquellas funciones cuyo gréafico es “suave”. Esto es,
aquellas funciones cuyo gréfico no tenga “picos” o vértices (ejemplo de una funcién
cuyo grafico tiene un “pico” en x = 0 es la funcién mdédulo).

Desde un punto de vista geométrico, ser “suave” en un punto significa que es posible
graficar una “recta tangente” al grafico de la funcién en dicho punto. Las funciones
“suaves” son las que llamaremos derivables. Precisemos esta idea.

Sea f una funcién real definida en (a,b) y sea xg € (a,b). Analicemos qué condicio-
nes deben cumplirse para que exista una recta tangente al grafico de f en el punto

(o, f(20))-
Tomamos valores cercanos a xg, esto es, para cada h € R consideramos valores
2o + h. Dado que }lll’m (xo + h) = xo, cuanto més chico consideremos h (positivo o
—0

negativo), mds cerca estard xo + h de xo. Para cada h € R, sea
Ly: y=mpx+by

la recta (secante) que une los puntos (zo, f(z0)) v (zo+h, f(zo+h)) como muestra la
figura 5.1. Es claro que a medida que consideramos h cada vez mas chico, las rectas
secantes Ly, se acercan cada vez mas a la recta RT tangente al gréfico de f en el punto

(xo, f(x0)); esto es

Ly, — RT,
h—0

donde RT es la recta,
RT: y=mxz+b.
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L,
(. f(x) BT S L,
,.’ ./.’
-, ./.
AP (x, +h, f(x, +h))
f(xo +h) 7/ .'./. —
' ./../.
S xg +h e S + 1) = f(x,)
f(xo) /;‘., h
o H
R
.
.-/. /’
R 4
re e
..". .,". / X0 X, +h
7 v
- 4
x,+h
Figura 5.1: Ly :  y=mpx + by .

Por lo tanto, las pendientes my,, de las rectas secantes Ly, se acercan cada vez mas a
la pendiente m, de la recta tangente RT. O sea,

Ahora bien, como

mp =

Iim mp=m. @
h—0

flxo+h) — flzo)

f(zo+h) = f(zo)

(SL’() +h> — Xo

h

)

para que exista recta tangente al grafico de la funcién en (xq, f(zo)) debe verificarse
entonces que

lim J(zo+h) — f(xo) —m
h—0 h

A la expresion
f(xo+h) — f(z0)
h

la denominamos el cociente incremental de f en xg.

5.2. Definicién de derivada en un punto

Definicién 5.2.1. Sea [ definida en (a,b) y sea z¢ € (a,b). Decimos que f es
derivable en x( si existe y es finito el limite
f(@o +h) — f(z0)

A .

lim
h—0
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En este caso, al valor del limite del cociente incremental de f lo denominamos deri-
vada de f en z( y lo notamos f'(xzg). O sea,

floo+h) — f(zo)

h—0 h

Definicién 5.2.2. Decimos que f es derivable en A C R si f es derivable en x,
para todo xg € A.

Observacién 5.2.3. Sea f definida en (a,b) y sea z¢ € (a,b). Entonces®,

lim f(zo +h) — f(z0) — lim flx) — f(ﬂfo)’
h—0 h T—T0 T — Xo
luego,
f es derivable en zyp <= lim M existe y es finito.
T—To T — X
En ese caso,
T—T0 T — xg

Definiciones 5.2.4. Sea f derivable en xq.

1. Se demomina recta tangente al grafico de f en xg a la recta que pasa por
el punto (xzq, f(zo)) y tiene como pendiente al nimero f'(xg).

2. Se demomina recta normal al grafico de f en g a la recta perpendicular a
la recta tangente que pasa por el punto (xg, f(xg)) -

Observacién 5.2.5. Sea f derivable en z(. La ecuacién de la recta tangente al grafico
de f en xg es
RT: y= f'(w0) (x—x0)+ f(2o).
En efecto, por definicidn, la ecuacion de la recta tangente al grafico de f en x( es
RT: y=f'(vo)-z+b @
Como pasa por (zg, f(zo)) resulta que

f(zo) = f'(xo) - wo+b = b= f(xo) — f'(w0) - x0o. @

Si reemplazamos @ en @, resulta que

f'(@o) - + fxo) — f'(20) - o
= f'(w0) - (x —20) + f(x0). V

)

*Basta realizar el cambio de variables x = zg + h.
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Observacion 5.2.6. Sea f derivable en z(. La ecuacién de la recta normal al grafico
de f en x( es

RN - Y= —Feoy (@ —x0) + flwo) si f(wo)#0
' T = si f(xg) =0

En efecto, si f/'(zo) # 0, la pendiente de la recta perpendicular a RT es

_ 1
f'(zo)
Luego,
1
RN : =——2+4+b @
SED)
Como pasa por (xg, f(zg)) resulta que
f (o) ! +b = b= f(zo)+ ! ®
0 F(x0) 0 0 F(x0) 0
Si Reemplazamos @ en @, resulta que
1 1
= - x4+ f(xo) + 77— T
R e A e R
1
= ——— (x—x0)+ f(z0). vV
f/(xo) ( 0) f( 0)

Si f'(zg) = 0, la recta tangente es horizontal. Por lo tanto la recta perpendicular es
vertical. Como pasa por (xg, f(xg)), su ecuacién es

r=x9. Vv

5.3. Algunas propiedades de la derivada

Observacién 5.3.1. Sea f derivable en zy. Entonces, f'(x¢) € R y representa la
pendiente de la recta tangente al gréfico de f en el punto (zo, f(zo)).

Observacion 5.3.2. Desde el punto de vista de la fisica, si consideramos que el
grafico de f representa la trayectoria de un movil, con movimiento rectilineo, en
funcién del tiempo recorrido (z = tiempo, f(x) = espacio recorrido) , entonces el
cociente incremental de f
f(@o +h) — f(zo)
h

mide la velocidad promedio entre los instantes de tiempo xg y xg + h.

En este caso f'(zg), nos da la velocidad instantdnea del mévil en el instante xg.

Observacién 5.3.3. Observemos que el limite del cociente incremental de una fun-
cién siempre es una indeterminacion del tipo %.

Observacion 5.3.4. Sea f derivable en x(. Entonces
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la recta tangente a f en x( es una “buena” aproximacion de f:

En efecto, como

lim f(@) = f(zo) = f'(z0), entonces  lim <f(x)—f(xo) — f/($0)> =0,

T—T0 xr — Xo T—=To T — o
sacando denominador comin & — xg,

f@) = (Flao) + f'(@o) - (x=20)) _ | fla) =RT(x) _ o

lim =
T—x0 T — Xo T—To T — o

Luego, como lim (z — xg) = 0, teniendo en cuenta @ y que el limite de un producto
T—rTQ

es el producto de los limites, resulta que

lm (f(z) — RT(z)) =0 @

(pues
A [CEELORT (IR R

= lim
r—x0

(f(a:) — (f(wo) + f'(0) - (2 = xo») dim (= 0) =00 =0,

Tr — X T—xo

Luego, por @, la diferencia entre la funcién y la recta tangente tiende a cero. Esto
significa que “cerca” de xg el valor de f(z) y el valor de la recta tangente en x son
muy parecidos (f(z) = RT(x)).

Mas atn, por @, la diferencia entre la funcién y la recta tangente tiende a cero aun
dividida por & — xg, que también tiende a cero. Esto significa que la aproximacién es
“buena”.

La recta tangente a f en x( es un polinomio de grado 1 y se denomina Polinomio
de Taylor de grado 1 de f en xp*.

Usando este resultado, para valores x cercanos a xg, es posible calcular, de manera
aproximada, el valor f(x) utilizando la recta tangente en vez de la funcién.

Proposicién 5.3.5. Sea f una funcion real definida en (a,b) y sea zy € (a,b).
Entonces,

f es derivable en xy = f es continua en xq.
(Equivalentemente: f mo es continua en x9 = [ mo es derivable en xg).

Demostracion. Por la definicién 5.2.1,

*A partir de las derivadas sucesivas de f en xg (nocién que veremos luego), es posible definir
polinomios de mayor grado, denominados Polinomios de Taylor de f en xg. La aproximacién de
estos polinomios es mejor cuanto mayor sea su grado.
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f es derivable en vy = limy_ 4, f@)=flwo) _ f(xg). @

r—xgo
Por otra parte,
lim (z—29)=0. @
Tr—rxo

Luego, como el producto de los limites es el limite del producto, de @ y @ resulta que

lim (f(z) - f(zo)) = lim Kf(x)_f(%)> '(x_m)} B

T—x0 T—T0 T — X
_ [h,m (f(x) _f(xo))} . [Hm (x_xo)] _
T—xTo T — Xy T—To
= ['(z0)-0=0.

O sea,

m (f(z) = f(z0)) =0. ®

T—x0

Por dltimo, como
lim  f(zo) = f(z0), @

Tr—rT0o

teniendo en cuenta que el limite de una suma es la suma de los limites, de ® y @
resulta que

lim f(z) = lim [(f(z)— f(z0)) + f(z0)] =

= Jim (/@) — f(z0)) + Jim f(xo)

0+ f(wo) = f(wo).

Luego,
Jim - f(z) = f(zo)-
Entonces (teniendo en cuenta que g € (a,b) C Dom(f)), f es continua en x. O

La reciproca de la proposicién 5.3.5 es falsa. Veamos dos ejemplos de funciones
continuas en un punto que no son derivables en ese punto.

Ejemplo 5.3.6. Sabemos que |z| es una funcién continua en R y en particular en

r si z>0
o] = —x si <0

z = 0. Recordemos que

Estudiemos la derivabilidad de |z| en 2 = 0.
Su cociente incremental en x = 0 es

0+h[=[0] |o [ =1 si h>0
h T h | E=-1 s h<O

Es claro entonces que para calcular el limite cuando h — 0 debemos considerar los
limites laterales.
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Ahora bien, teniendo en cuenta que no interesa lo que ocurre en h = 0 (x), resulta
que

TP LU el LU R VAR ] R PR R P
h—0+ h h—0t+ h h—0+ h (x) h—0+
Y 0+h|—|0 h h
lfm [0+A[—]0] _ lfm Il _ lim — = lim —-1=-1.
h—0- h h—0- h h—0— h (%) h—0—

Luego, como los limites laterales existen pero son distintos, resulta que no existe el
limite
[0+ A —10]
lim ——— .
h—0 h

Por lo tanto, |z| no es derivable en x = 0. v

Ejemplo 5.3.7. Sea f la funcién real definida por

_ x-sen(%) si z#0
f(x)—{ 0 si z=0

1

w) es una funcién acotada, resulta que

Dado que lim = =0y sen (
xz—0

. . 1
ili)l%) f(z) = i% (z-sen (L)) =0.
(“0 por acotada es 07)

Ademsds, 0 € Dom(f) y f(0) =0.

Por lo tanto, ili% f(z) = f(0) = 0 y entonces, f es continua en z = 0.

Analicemos la derivabilidad de f en x = 0.

El cociente incremental de f en x =0 es

FO+h)— f(0) _ f(A) =0 _ f(h) _ h-sen(3)

= — 1
h - h (e h . sen (7).

(una vez mds, no interesa lo que ocurre en h =0 (x)).
Y, como sabemos (ver el ejemplo 3.1.3 en la pdgina 70), no existe el limite

, 1
}]iL)HIO sen (h) .

Por lo tanto, f no es derivable en x =0.

5.4. Operaciones con funciones derivables

Proposicién 5.4.1. Sean f y g funciones reales definidas en (a,b) y sea xg € (a,b).
Si f es derivable en xg y g es derivable en xg, entonces

1. f + g es derivable en xy y ademds

(f £9)" (z0) = f'(z0) £ ¢ (20).

(La derivada de una suma (resta) es la suma (resta) de las derivadas).
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2. f-g es derivable en xo y ademds

(f-9) (wo) = f'(w0) - g(wo) + f(wo) - g’ (wo).

3. Si g(xzg) #0, i es derivable en xy y ademds
g

Y ) = J'(wo) - g(zo) — f (o) - g'(w0)
(9> (o) (g(x0))” .

Ejemplo 5.4.2. Sea ¢ € R y sea f la funcién dada por f(z) = ¢ (funcién constante).
Entonces, para todo z € R, f es derivable en z y f'(z) = 0.

En efecto. Recordemos que el grafico de una funcién constante es una recta hori-
zontal, luego, desde un punto de vista geométrico, es claro que éste es suave y en
todo punto la recta tangente coincide con él. Por lo tanto, la recta tangente en cual-
quier punto es horizontal y su pendiente (la derivada de f) debe ser 0. Veamos como
podemos verificar esto analiticamente.

Sea = € R.
flz+h)— f(z) c—c 0 v

! — I{ = 1 = i —:, =
FO=m = T T T os

Ejemplo 5.4.3. Sea f la funcién dada por f(x) = x (funcién identidad). Entonces,
para todo « € R, f es derivable en z y f/(z) = 1.

Desde un punto de vista geométrico, es claro que el gréfico de la funcién (la recta
y = x), es suave y en todo punto la recta tangente coincide con él. Por lo tanto,
la pendiente de la recta tangente (la derivada de f) en cualquier punto debe ser 1.
Verifiquemos esto analiticamente.

Sea z € R.
f(z) = lim M:h’m (@+h) -z _
h—0 h W0
h — h
S P A S T R R
h—0 h h—0 h—0

Ejemplo 5.4.4. Sea f la funcién dada por f(x) = 2. Entonces, para © € R, f es
derivable en z y f'(x) = 2.

Sea z € R.
 fah)—f@) (@t h)—a?
/ _ — —
fla) = Jim h fim, h
o 224+ 2z h+h%—2? . 2z h+h?
= lim = lim — =
h—0 h h—0 h
h-(2 h
=t EEN o et hy =2 v

h—0 h h—0
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Ejemplo 5.4.5. Sea f la funcién dada por f(x) = x3. Entonces, para todo z € R, f
es derivable en z y f’(z) = 322.

Sea xr € R.
pon e fl@rh) = flz) (@4 h) -2t
A Y
o 3+ 322h+3z h®P+h3 — 28 . 32°h+3xh?2+h3
= lim = lim =
h—0 h h—0 h
h-(3z%2+3xh+ h?
P L L . (322 + 32 h+h2) =322 v
h—0 h h—0

Proposicién 5.4.6. Sean € N y sea f la funcién real dada por f(x) = z™. Entonces
Vo € R, f es derivable en x y f'(x) =n a1

La demostracién de esta proposicién escapa de los objetivos de este libro, pero la
aplicaremos cuando sea conveniente.

Ejemplo 5.4.7. Sea f derivable en z. Sea a € R y sea g definida por g(x) = a- f(x).
Entonces, g es derivable en g y ¢'(x0) = a - f/(z0).

En efecto. Por el punto 2 de la proposicién 5.4.1 y el ejemplo 5.4.2, la funcién g es
derivable y ¢/ (z0) = a' - f(z0) + a- ['(x0) = 0~ f(wo) +a- ['(z0) = a- /(o). +

Proposicién 5.4.8. Si f(x) es una funcién polindmica,
f(@) =apaz™ +ap_ 12" '+ - Fax® +az+ap a, A0, neN,
entonces Vx € R, f es derivable en x y
fl@)=n-an" P +(n—1)-ap_ 12" 2+ -+ +2 a0z +ay.

La demostracion de este resultado se sigue aplicando el punto I de la proposicion
5.4.1 y la proposicién 5.4.6.

Ejemplo 5.4.9. Sea f dada por f(z) = sen(x). Entonces, para todo z € R, f es
derivable en z y f’'(z) = cos(x).
Sea x € R. Recordando la férmula para el seno de una suma, tenemos que

flx+h)— f(x) sen (z + h) — sen(x)

/ _ ; _ e _
fl@) = }133% A = }lblg% ) =
oy sen(z) - cos(h) +sen(h) - cos(x) —sen(x)
= h B
_ i sen(z) - (cos(h) — 1) +sen(h) - cos(x)
a5 h B
L sen(z) - (cos(h) —1)  sen(h)-cos(z)]
= oam 0 T -
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= lim <Sen(x) . COS(hH) + lim (Cos(x) . sen(h)> _

h—0 h —0 h

B . cos(h)—1 . sen(h)
= sen(x) - }lllir%) — + cos(x) }ILIE%) WG

=

= sen(z) -0+ cos(z) -1 = cos(z).

En (*) hemos usado la proposicién 3.10.1 del capitulo 3 y que

lfm M —0.
h—0 h
Para verificar este 1ltimo limite, observemos que
cos(h)—1  cos(h)—1 cos(h)+1  cos?(h)—1
h B h cos(h) +1  h-(cos(h)+1)
B —sen®(h) _sen(h)  sen(h)
~ h-(cos(h)+1) h cos(h) +1°

Luego, utilizando nuevamente la proposicién 3.10.1 resulta que

. cos(h)—1 . sen(h) , sen(h) B B
T (}B%h W sty +1y) — 0T8T

Ejemplo 5.4.10. Sea f dada por f(z) = cos(z). Entonces, para todo = € R, f es
derivable en z y f/(z) = —sen(x).

Sea = € R. Recordando la férmula para el coseno de una suma, tenemos que
flx+h)—flz) i €% (x+h) —cos(z)

f(x) = lim

h—0 h h—0 h

cos(z) - cos(h) — sen(z) - sen(h) — cos(z)

= oam h -

. cos(z) - (cos(h) — 1) — sen(x) - sen(h)
= lim =

h—0 h
L cos(h) —1 , sen(h)\
= i, (cose)- ) ~ i, (snto) - ) =
B . cos(h)—1 sen(h)
= coste) i TG —sen(e)-Jim S5 S

= cos(z)-0—sen(z)- 1= —sen(z). v

donde la igualdad (x) es vélida por las mismas observaciones que en el ejemplo ante-
rior.
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Ejemplo 5.4.11. Sea f dada por f(x) = e®. Entonces, para todo z € R, [ es
derivable en z y f'(z) = e*.
En efecto. Sea x € R. Por el ejemplo 3.11.6 del capitulo 3

T _
lim & L =1,
x—0 x
resulta que
, o fleth) —f@) et et
flo) = i == =i~ =
x h
x xT . _ 1
= lim ce e lim ¢ (e ) =
h—0 h h—0
(el —1) . (eh=1)
= lim e*  —2% =¢%. lim =t 1=¢e" Vv
h—0 h h—0 h

Ejemplo 5.4.12. Sea f dada por f(z) = In(z). Entonces, para todo z € Rsq, f es
derivable en z y f'(z) = + .

xr
Sea = € R . Recordando las propiedades del In, resulta que

flz+h)—f(x) _ In(@+h)—In(z) 1 _
h = h =3 (In(z +h) ~In(z)) =
Y il W hY 1 L) _
h 1 ( x ) h : <1+x) h ! <1+(2)>

= In

Il
=
—
TR +
+ —~
— 8| =
:\a‘ —_ —
N N———
~— =
>
I
8 et
=
VR
—
+
—
8| =
S—
~
>l
8=
Il

luego, recordando que la funcién logaritmo es continua y aplicando la proposiciéon
3.11.1 del capitulo 3 resulta que

o fa ) — 1)

1 h
— < 2 —1lim In 1+ =
h—0 h h—0 (%)
1 z7 lim 1

1 I 1 #lroo =
= In< lim 1+ =1In< lim 1+ =
h—0 (%) h—0 (%)
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Ejemplo 5.4.13. Sea f dada por f(z) = tg(x). Entonces, para todo x € Dom(tg),

f es derivable en z y f'(z) = Wl(x)
Sea x € Dom(tg). Dado que tg(z) = % por el punto 3 de la proposicién 5.4.1,
sen’(x) - cos(x) — sen(x) - cos’(x
oy = o) —sene) o)
z)

_ cos(x) - cos(z) —sen(x) - (—sen(w))

B cos?(x) N
cos?(z) + sen?(x) 1

= = .V

cos?(x) cos?(x)

Ejemplo 5.4.14. Sea f dada por f(z) = cotg(x). Entonces, para todo x € Dom/(cotg),
f es derivable en z y f'(z) = ﬁ

cos(x)
sen(x)’

Sea z € Dom(cotg). Dado que cotg(z) =
5.4.1,

por el punto & de la proposicién

() = cos’(x) - sen(z) — cos(z) - sen’(x) _

sen?(x)

_ —sen(x) - sen(x) — cos(x) - cos(x)
B sen?(zx)

- (sen?(x) + cos?(z)) -1
B sen?(z) ~ sen?(z)’ v

5.5. Regla de la cadena

Proposicién 5.5.1. Si f es derivable en x¢ y g es derivable en f(xg), entonces go f
es derivable en xg y

(9o ) (x0) = ¢" (f(x0)) - f'(x0)-
Ejemplos 5.5.2.
1. Sea f definida por f(x) = sen(2? + z).

Si definimos g(z) = sen(z) y h(z) = 2? + z, resulta que f = g o h. Luego, por
lo visto en la proposicion 5.4.6, el ejemplo 5.4.9 y la proposicién 5.5.1, resulta
que, f es derivable en zg y

fll@)=(goh) (2) =g (h(x))- H(z) = cos(z® + ) (22 +1).
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Observemos que el procedimiento utilizado puede describirse de manera mas
sencilla (aunque menos precisa) de la siguiente manera: dado que sen(x? + z),
es el seno de una expresién, su derivada es el coseno (la derivada del seno)
evaluado en la expresién por la derivada de la expresion.

2. Sea f definida por f(z) = In(1 + e%).
Si definimos g(z) = In(z) y h(z) =1+ €7, resulta que f = goh.

Luego, por los ejemplos 5.4.3, 5.4.11, 5.4.12 y la proposicién 5.5.1, resulta que
para todo x € R, f es derivable en x y ademas

1 e’

@) =(goh) @ =g (h@) W@ =5 0+e) = .

Como en el ejemplo anterior, sin tanta formalidad, como f es el logaritmo na-

tural de una expresién, entonces, la derivada de f es la derivada del logaritmo

natural evaluada en la expresién multiplicado por la derivada de la expresion.
3. Sea f definida por f(z) = [cos (ln (x2 + 3))] s

En este caso f es la composicion de cuatro funciones, todas derivables en su
dominio. Luego, podemos aplicar la regla de la cadena recursivamente para
calcular la derivada de f de la siguiente manera:

e Como f es del tipo (g(z))®, entonces su derivada es 3 - (g(z))” - ¢ ().
e Como g es del tipo cos(h(z)), entonces su derivada es —sen(h(m)) B (x).

e Como h es del tipo In(t(z)), entonces su derivada es — - t/ x)

(
e Por dltimo como t(z) = 2% + 3, entonces su derlvada es t’ (:U)

En definitiva, derivando “de afuera hacia adentro”, resulta que

f'(z) =3+ [cos (In (:L‘2 +3))] 2. (—sen [In (x2 +3)]) - ﬁ 2w,

5.6. Derivadas de potencias

Proposicién 5.6.1. Sean f,g: (a,b) = R con f(z) > 0, para todo = € (a,b). Sea h
la, funcion real definida por h(z) = (f9) (z) = (f(2))?"). Si f y g son derivables en
Zo € (a,b), entonces, h es derivable en xg y

f'(z0)
f(zo)

Demostracion. Utilizando el hecho que €” y In(x) son una la inversa de la otra, resulta
que

B (20) = (f(20))"™) - ¢/ (x0) - In (f(x0)) + g(o) -

h(z) = (f(x))g(r) — [(f@)?] _ g(@)-In[(f(2)]

Luego, hemos escrito a h como una composicién. Aplicando la regla de la cadena a
esta ultima expresién, obtenemos el resultado deseado. O
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En los ejemplos subsiguientes puede aplicarse directamente la proposicién 5.6.1. Sin
embargo, recomendamos no utilizar dicha proposicién sino imitar el método utilizado
alli en cada caso particular.

Ejemplo 5.6.2. Dado a € R, sea f definida por f(z) = 2®. Es claro, por la proposi-
ci6n 5.6.1, que f es derivable en su dominio (z > 0). Calculemos su derivada.
Primera forma: Como en la proposicién 5.6.1,

f(.T) — 20— eln(x“) _ ea~1n(;c).

Aplicamos la regla de la cadena (proposicién 5.5.1) a esta dltima expresién y resulta

1 1
f/(x):e“'ln(””)~a~§:x“-a~;:a~;:a~x“’1.

Segunda forma: Aplicando In a f,
flz)=2% = In(f(x))=h(z*) =a-In(z).

Derivamos miembro a miembro esta tltima expresién y aplicamos la regla de la ca-
dena; resulta que

fl) 1
Jw) ~ e
de donde "
f/(:c):f(sc)~a~l:x“oaol:aox—:aoxafl. v
x T T

Ejemplo 5.6.3. Sea a € Ry, a # 1. Sea f definida por f(x) = a”.
Es claro, por la proposicién 5.6.1, que f es derivable en R. Calculemos su derivada.
Primera forma: Como 5.6.1,

f({E) — % = eln(a’”) — eapln(a).

Aplicamos la regla de la cadena a esta tltima expresién (jnotemos que In(a) es una
constante!) y obtenemos

f(z) = e*@) .In(a) = a® - In(a).
Segunda forma: Aplicando In a f,
flxy=a* = In(f(z))=ln(a®)=2z In(a).

Derivando miembro a miembro esta tltima expresion y utilizando la regla de la cadena,
resulta que
f'(x)

f(x)

= In(a),

de donde
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Ejemplo 5.6.4. Sea a € R-q, a # 1. Sea f definida por f(x) = log,(z).
Recordemos que (ver el capitulo 2)

1Oga(x) = ) = ) ’ ln(x)v

Ejemplo 5.6.5. Sea f definida por f(z) = g5’ (@) Bg claro, por la proposicién
5.6.1, que f es derivable en R+ . Calculemos su derivada.
Primera forma: Como en la proposicién 5.6.1,

f({E) _ xseng(w) _ eln(acse“s(w)) _ esens(x)'ln(;v).
Aplicando la regla de la cadena a esta ultima expresion resulta que

flz) = esen3(:rr)-1n(x) . (3sen2(g:) - cos(z) - In(z) + Sen3(1:) ' i) _

3 1
a*en (@) <3sen2(x) -cos(z) - In(z) + sen®(z) - x) .

Segunda forma: Aplicando In a f,

In (f(z)) = In (:v()> — sen®(z) - In(z).

Derivando miembro a miembro esta tltima expresion y utilizando la regla de la cadena,
resulta que
f'(x)

f(z)

= 3sen?(x) - cos(x) - In(x) + sen®(x) - é

Luego

fz) = fx)- <3sen2(gc) -cos(z) - In(x) 4 sen®(x) - 1) —

X

3 1
g% (@) . (33en2(x) -cos(x) - In(z) + sen®(z) - x) .Y

5.7. Tabla de las derivadas elementales
Resumamos en una lista las derivadas de las funciones maés usuales.
o ¢ =0.

e SineN (2") =n-2""1 VzeR
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eSineZ (z") =n-2"', VzeRy.
e sen’(x) =cos(z), VzeR.

e cos'(xz) = —sen(z), VzeR.

o (¢") =¢" YzekR

eln'(z) =1, VazeR.,.

=

o tg'(z) = ﬁm, YV z € Dom(tg).

=1
sen? ()’

e cotg'(z) = YV x € Dom(cotg).

eSiaceR>0ya#1 (a*) =a®-In(a), VzeR.
e (2%) =a 27!, VacRy,.

e SiaeR>0ya#1 (loga)/(x):ﬁ-%, vz € Ryo.

5.8. Derivadas de orden superior

Sea f una funcién derivable en (a,b). La asignacién z — f’(x), para todo = € (a,b)
define una nueva funcién real f’ denominada funcidn derivada de f con Dom(f') =
(a,b).

Si a su vez, la funcién f’ es derivable en (¢, d), queda definida otra nueva funcién real
(f"), la derivada de f’, con dominio (¢, d). Esta nueva funcién se denomina derivada
sequnda de la funcién f y se la nota f”'.

Recursivamente, mientras sigan siendo derivables en algtn intervalo abierto, se de-
finen las derivadas sucesivas de f. La derivada tercera (f"') , cuarta (%)), etc.

Ejemplo 5.8.1. Calculemos las derivadas sucesivas hasta el orden 5 de la funcién
definida por f(z) = 2°® + sen(x) + e®.

f'(z) = 62°+cos(z)+ e”,
f'(x) = 30x*—sen(x) + e,
f"(x) = 12023 — cos(x) + €%,

fO(z) = 360 2% +sen(z) + €%,
FO(x) 720 z + cos(z) + €” .

Observemos que, en este caso, f y todas sus derivadas tienen dominio R.

5.9. La derivada de la inversa de una funcién

Teorema 5.9.1. Teorema de la funcién inversa
Sea f : [a,b] — [c, d] biyectiva (luego, existe f~1 : [c,d] — [a,b], su funcidn inversa).
FEntonces,

1. Sies f continua en [a,b] entonces f~1 es continua en [c,d).
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2. Si es f derivable en g € (a,b) y f'(z0) # 0 entonces f~1 es derivable en f(xo)

y ademds
1

f'(xo)

Llamando yo = f(zo) y teniendo en cuenta que entonces zg = f~*(yo), (x) puede

(1 (f(z0)) = ()

reescribirse en la forma

1
f (o))
Observacién 5.9.2. La férmula (x) del punto 2 del teorema de la funcién inversa

puede deducirse facilmente una vez aceptada la derivabilidad de f~! en f(z¢).
En efecto, teniendo en cuenta que

(1) (o) = (%)

(flof) (@) ==, vre(ab),
derivando miembro a miembro y aplicando la regla de la cadena resulta que

L=(f"of) (mo) = (1) (f(z0)) - f'(w0) =

Observacién 5.9.3. La férmula (%) del punto 2 del teorema 5.9.1 permite calcular
la derivada de f~! sin, necesariamente, conocer su expresién. Sélo alcanza con co-
nocer la derivada de f. Este hecho es muy ttil, sobre todo cuando se sabe que f es
biyectiva pero no se conoce la expresién de f~'. Los siguientes ejemplos de derivadas
de funciones inversas (definidas en el capitulo 2) lo ilustran.

Ejemplo 5.9.4. sen : [-7,7] — [~1,1] es biyectiva, derivable en (—%,%) y su
inversa es
arcsen : [-1,1] = [-F, 7]

Calculemos arcsen’(x) para x € (—1,1).
Teniendo en cuenta que sen’(x) = cos(z) # 0, Vo € (=5, 5) y utilizando (xx)
del teorema 5.9.1 (cambiando adecuadamente el nombre de las variables) resulta que

Vo € (—1,1)
/ 1
- T\ ®
arcsen’(z) cos(arcsen(x))

Como cos(a) > 0, para todo o € (=%, 5), de la relacién sen?(a) 4 cos? () = 1 resulta

que
cos(a) = /1 —sen?(a). @
En particular @ es vélido para « = arcsen(z). Reemplazando en @ resulta que

1 1 1

cos(arcsen(z)) B /1 — sen2(arcsen(x)) N V1I—a2

arcsen’(x) =
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En definitiva, para todo = € (=1, 1),

1
arcsen’(z) = ———. Vv

V1—a?

Ejemplo 5.9.5. cos: [0,7] — [—1, 1] es biyectiva, derivable en (0, 7) y su inversa es
arccos : [—1,1] — [0, 7].

Calculemos arccos’(z), Vo € (—1,1).
Teniendo en cuenta que cos'(z) = —sen(z) # 0, Va € (0,7) y utilizando (xx) del
teorema 5.9.1 resulta que Vz € (—1,1)

1
/ I
arc cos (I) - _Sen(arCCOS(x)). N

Como sen(a) > 0, Va € (0,7), de la relacién sen?(a) + cos?(a) = 1 resulta que

sen(a) = /1 —cos?(a). @

En particular @ es vélido para o = arc cos(z). Reemplazando en @ resulta que

1 1 1
arccos’(z) = = =

—sen(arccos(z)) —/1 — cos?(arc cos()) —V1—a2

En definitiva, Vz € (—1,1)

1
V1 =22

Ejemplo 5.9.6. tg: (-7, %) — R es biyectiva, derivable en (=3, ) y su inversa es

arc cos’ () =

arctg : R — (=5, %).

Calculemos arctg’(x) para x € (—1,1).

Teniendo en cuenta que tg'(z) = ﬁ(r) #0, Vo € (=%, %) y utilizando (+x) del
teorema 5.9.1 resulta que si z € (—1,1)
/ 1 2
arctg’(z) = 7 = ¢os (arctg(z)). @
<cos2(arctg(x))>
Como tg(a) = iizgzg, de la relacién sen?(a) + cos?(a) = 1 resulta que
sen(a) 1 —cos?(a) 1
tg?(a) = 5 = 5 =—— 1L
cos?(a) cos?(a) cos?(a)
Luego,
1 9 9 1
=t 1= =——— ©
cos?(a) g (o) + cos(a) tg?(a) + 1

130



Capitulo 5. Derivada

En particular @ es vélido para a = arctg(x). Reemplazando en @ resulta que

1 1
t ! = 2 t - = :
arctg’(z) = cos”(arctg(x)) tg?(arctg(z)) +1 22 +1

En definitiva, para todo x € (—1,1)

1
/
arctg'(z) = o v

Nota 5.9.7. Desde un punto de vista geométrico, una funcién es continua si se puede
graficar “sin levantar el 1apiz” y una funcién es derivable si su grafico es “suave”.

Un ejemplo de funcién que se contrapone con la idea geométrica de continuidad y
derivabilidad es la funcion de Weierstrass. Dicha funcién es continua en todo punto
de R y no es derivable en ninguno. Si mantuviéramos la idea geométrica, deberifamos
poder graficarla “sin levantar el ldpiz” y de manera tal que tuviera “picos” (vértices)
en todo punto. ;Se anima a intentarlo?*

Moralejas:

e Una funcién es continua si verifica la definicién 4.2.3 del capitulo 4.

e Una funcién es derivable si verifica la definicién 5.2.1 de este capitulo.

5.10. Derivadas laterales

Definiciones 5.10.1.

1. Sea [ una funcidon real definida en (a,b) y sea xg € (a,b). Se dice que f es
derivable por la derecha en z( si existe y es finito el limite

lim flxo+h) — f(SUO).
h—0t h

En ese caso, el valor del limite se denomina derivada lateral por la derecha
de f en xo y se lo nota f! (zg). O sea,

fi(zo) = hl—igl‘*' fwo + h})L — f(xo).

2. Sea f definida en (a,b) y sea xg € (a,b). Se dice que f es derivable por la
izquierda en xg si existe y es finito el limite

I f(xo+h) — f(l’o)'
h—0— h

En ese caso, el valor del limite se denomina derivada lateral por la izquierda
de f en xg y se lo nota [’ (xg). O sea,

(o) = hli%l— f(wo + h})L — f(xo)'

*Recordemos que entre dos niimeros reales siempre existe otro nimero real.
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Proposicién 5.10.2. Sea f definida en (a,b) y sea xg € (a,b). Entonces,

f es derivable en vy <= f es derivable por la izquierda y por la derecha en xq y

fL(20) = fjr(fﬂo)-
En ese caso, f'(xo) = [’ (x0) = f\ (20).

5.11. Derivabilidad

Estudiemos la derivabilidad de las funciones en los siguientes ejemplos.
1

Ejemplo 5.11.1. Sea f la funcién dada por f(z) = &x. Luego, f(z) = x3. Por el
ejemplo 5.6.2, f es derivable en x > 0 y

f/(x> = %x%_l = %1‘_% (: 1‘ = - 1 ) en (0,+OO) @

Sin embargo en este caso Dom(f) = R.
Estudiemos la derivabilidad de f en R. Por @, basta estudiar la derivabilidad en R<.
Ahora bien, si z <0

= Vo= {~(a) = - V==~ ()} = (-1)- (-2)

Luego, como —z > 0, utilizando @, el ejemplo 5.6.2 y la regla de la cadena, resulta
que es derivableen z < 0y

fl@) = ()3 F (-1 =}(-0)F =

1 1
3%/(—ap 3 VaR T ged 3

ol

De @ y @, f es derivable en R y

Resta analizar la derivabilidad de f en = 0. Como f(0) = 0,

lim w:h’m m:h'm @—hm hi_hm 1 - oo,
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h h—0 K3

Luego, como el limite del cociente incremental de f no es finito, resulta que
f no es derivableen . =0. @

De ® y @, f es derivable en Ro, y f no es derivableen x =0. v

Ejemplo 5.11.2. Sea f la funcién dada por f(z) = Vot = z3. Por el ejemplo 5.6.2,
f es derivableen z >0y

f(z) = %xé_l = %x% = % -z en (0,400). @
También en este caso Dom(f) = R. Estudiemos la derivabilidad de f en R.
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Por @, basta estudiar la derivabilidad en R<g.

Ahora bien, si z <0 \
fla) = Vat = /) = (-t

Luego, como —z > 0, utilizando @ y la regla de la cadena (proposicién 5.5.1), resulta
que f es derivableen z < 0y

1
F@) =4t () = —d(a)t = 4 Yr =4 Yr=dat e (-o0,0). @
De @ y @ f es derivable en Rg y
1
flx)=32". ®
Resta analizar la derivabilidad de f en 2 = 0. Como f(0) = 0,

_ _ 1

i LOFR=FO) ) =0 B R P 2o

h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h h—0
Por lo tanto, f es derivableen 2 =0y f/(0)=0. @

De ® y @, f es derivable en R. v

4
3

Ejemplo 5.11.3. En general. Sea n,m € N. Sea f dada por f(z) = {/a™ =z ".
Por el ejemplo 5.6.2, f es derivable en x > 0y
f(z) = %x%*l — ma T n.Ygmmr, Vo >0, @

n

En funcién de la paridad o imparidad de n y m puede ocurrir que Dom(f) = R. Si
este es el caso puede probarse que f es derivable en Ry y que sigue valiendo @ para
todo z # 0. La derivabilidad de f en z = 0 (y eventualmente su valor) debe analizarse
en cada caso particular®.

Por ejemplo, la funcién f(x) = &z no es derivable en 2 = 0, en cambio f(z) = Va4
es derivable en x = 0 (f'(0) = 0) y, por lo tanto, en R.

Ejemplo 5.11.4. Sea f la funcién dada por f(z) = In(|z|). Luego, Dom(f) = Rxg

y
In(z) si >0

fla) = { In(—z) si <0
En (0,4+00), f es derivable por el ejemplo 5.4.12 y ademds
, 1
=-. @
fa) =1

En (—00,0), f es derivable por ser composicién de funciones derivables (proposicién
5.5.1) y ademés

Luego, de @ y @, f es derivableen Ry vy f'(z) =21, Vo #0. v

x?

*Entonces, es importante que recordemos que jLas raices pueden no ser derivables en x = 0!
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Ejemplo 5.11.5. Sea f dada por

2

r si z>1
zv si o x<1

(Ya consideramos estd funcién en el ejemplo 4.3.2 del capitulo 4).
Analicemos la derivabilidad de f en R.

En (—oo,1), f(z) = 22, que es derivable por ser un polinomio y f'(r) =2r. @
En (1,+00), f(x) = x, que es derivable por ser un polinomio y f'(z) =1. @

En z = 1, debemos analizar la derivabilidad de f usando derivadas laterales.

Recordando su grafico, podemos observar que en = 1 se forma un “pico” (no es
suave). Luego intuimos que f no debe ser derivable en x = 1. Sin embargo, como ya
explicamos, la intuiciéon no alcanza. Debemos realizar el estudio analitico.

Dado que f tiene dos expresiones distintas alrededor de = = 1, estamos obligados a
estudiar las derivadas laterales.

Luego, teniendo en cuenta que f(1) =1,

) - F) k) -1 1+h-1
im ——+—* = lim ~——*—=1m —— =
h—0+ h h—0+ h h—0+ h
= lim ﬁ: lim 1=
h—0+ h h—0+
Ademas
1 — f(1 1 -1 1 21
D (R DRt () N (R ) s S B ) et O
h—0— h h—0— h h—0— h
, 14+2h+h%2-1 , 2h + h?
= lim — = lim =
h—0- h h—0-
2
— tm PR o gy =o
h—0— h h—0—

Entonces, existen las derivadas laterales y f (1) = 1, f/ (1) = 2. Como f/ (1) # f’ (1),
resulta (proposicién 5.10.2) que f no es derivable en x = 1. @
De @, @ y ® f es derivable en R4 y

1 si z>1

ra={ g o v

si z<1
Ejemplo 5.11.6. Sea f la funcién dada por

22 +zx—2 si <1
= { <

ar +b si x>1

En (—o00,1), f es derivable por ser un polinomio y ademés f/(z) =4z +1. @
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En (1,400), f es derivable por ser un polinomio y ademds f/(z) =a. @

En x = 1, debemos analizar la derivabilidad de f en funcién de los parametros a y b.

Por la proposicién 5.3.5, si f no es continua en x = 1, entonces f no es derivable
en z = 1. Luego (aunque no es necesario) es muy conveniente determinar primero los
valores a y b para los cuales f es continua en x = 1. Entonces,

im f(z)= lm (22 +2-2)=1, @

r—1— rz—1

lim f(z)= lim (ax+b)=a+b @
z—1+

r—1t

Como f(1) =1, para que f sea continua en x = 1 debe ser
a+b=1. ®

Ahora si, analicemos la derivabilidad de f en x = 1.

Dado que si a + b # 1 entonces f no es continua en x = 1 y, por lo tanto, no es
derivable en x = 1, para analizar la derivabilidad de f en x = 1 consideramos que
a+b=1.

Calculemos las derivadas laterales teniendo en cuenta que f(1) = 1.

T Gl ) Rl (U0 B VR A Ul ) Bt
h—0~ h h—0- h
2 —_ J—
gy 204RH (4R 21
h—0— h
., 2142 +h)+1+h—-2-1
= lim _
h—0— h
. 5h+2n% o h(5+2h)
= lim — = lim —————= = lim (5+2h) =25,
h—0~ h h—0— h 0
Yy
fm LAEN =D JAFR L el b
h=0% h h—0+ h O
, a+ah+b-1 ) ah
= qm TIPS - g P
h—0+ h at+b=1 h—0t h

Por lo tanto, si a + b = 1, existen las derivadas laterales y f (1) = a, f_ (1) = 5.
Para que f sea derivable en x = 1 debe verificarse (proposicién 5.3.5) que

fA)y=f(1)=a=5 ®

Entonces, de ® y ®
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fesderivableenz=1 < a+b=1ya=5 < a=5yb=—4.
Sia=5y b= —4, f es derivable en R y

, _J4r+1 siox<1
f(x){ 5 si x>1 ° v

5.12. Teoremas que involucran funciones derivables

Los siguientes resultados comenzaran a mostrarnos cémo la derivada de una funcién
nos da informacién sobre la funcién misma. Esto no es extrano ya que la derivada
de una funcién en un punto es la medida de la variacion instantdnea de la funcién
en dicho punto. Por lo tanto, si se conoce como varia la funcién se podran deducir
propiedades de ella (si crece, si decrece, si tiene extremos, etc.).

Para funciones “buenas”, el andlisis de sus derivadas primera y segunda, junto con
toda otra informacién que podamos extraer de la funcién misma (dominio, imagen,
paridad, comportamiento en el infinito, raices, conjuntos de positividad y negatividad,
etc.), nos permitirdn conocer el comportamiento general de la funcién y realizar un
grafico aproximado de la misma.

Teorema 5.12.1. Teorema de Fermat
Sea [ una funcidn definida en (a,b) y sea xg € (a,b). Si x¢ es un extremo* local de f
y f es derivable en xg, entonces

f/(.Io) = 0

O sea, la recta tangente al grafico de f en un extremo es horizontal y, por lo tanto,
su pendiente es nula (ver figura 5.2).

Figura 5.2: Teorema de Fermat.

Demostracion. Supongamos que zg es un maximo local de f (si z¢ es un minimo local,
la demostracién es andloga). Entonces al recordar las definiciones 4.5.2 del capitulo
4, tenemos que existe § > 0 tal que

f(z) < f(zo) , Vz € (xo—d,20+0).

*Un méximo o un minimo. Ver las definiciones 4.5.2 del capitulo 4
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Luego,
fl@)— flzg) <0, Vre(zg—d,zo+0). @

Como f es derivable en zg ,

Fa0) = fi(wo) = tim LT TTE0) g

Tzl T — Xg
y
f(z0) = f"(zg) = lim M. o
T—x Tr — Xo
Ahora bien:
Six — x& entonces x — xg > 0. Luego, por @ y @

MSO = f'(x0) = fi(x0) <0. @

Tr — X9 (%)

Sixz — x5, entonces x — x9 < 0. Luego, por @ y ®

Wzo = f@0) = (o) 20. ®

(En (%) hemos usado la proposicién 3.1.7 del capitulo 3).
Luego, de ® y ®
f/(l‘o) =0.

Observacion 5.12.2. El reciproco del teorema 5.12.1 es falso. Esto es,
f'(z0) =0 # xp es un extremo.

En efecto, sea f la funcién dada por f(x) = 2. Luego, f'(z) = 3 2% y, por lo tanto,
f/(0) = 0. Sin embargo, es claro que 0 no es un extremo de f (f(x) < 0= f(0), para
todo z < 0y f(z) > 0= f(0), para todo = > 0).

Teorema 5.12.3. Teorema de Rolle
Sea f continua en [a,b] y derivable en (a,b) tal que f(a) = f(b). Entonces, existe
¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

En algtin punto del intervalo (a,b), la recta tangente al grafico de f es horizontal
(ver figura 5.3).

Demostracion. Por el teorema 4.5.3 del capitulo 4, existen x1, 25 € [a, b] tales que x;
es un minimo global de f y z2 es un maximo global de f. O sea,

Vo €la,b], f(z) = flz)y f(z) < flaa). @

Sizy Zayx #b= 21 € (a,b) y, por el Teorema de Fermat, f'(z1) =0.
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fla)=f(b)

a c b

Figura 5.3: Teorema de Rolle.

Sizg#ay xg#b= 29 € (a,b) y, por el Teorema de Fermat, f/(x3) =0.
Si(z1=a V 21 =0)A(z2=a V x2=0>0), 0 sea, si x1 y T2 estdn en los extremos
de [a,b] (o son los dos a, o son los dos b, 0 uno es a y el otro es b), entonces, como
f(a) = f(b), por @,
f(.%') = f(a) = f(b)7 Va e [avb}'

Luego, f es constante y, por lo tanto (por el ejemplo 5.4.2), f'(x) =0, Vz € (a,b). O

Teorema 5.12.4. Teorema del valor intermedio de Lagrange
Sea f una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces, existe ¢ € (a,b)

tal que
f(b) — f(a)

1o)==

Teniendo en cuenta que la pendiente de la recta secante que une los puntos (a, f(a))
y (b, f(D)) es
f(b) — f(a)
b—a
el teorema asegura que en algin punto del intervalo (a, b), la recta tangente al grafico
de es paralela a la secante (ver figura 5.4).

AG))
f(b)=f(a)

[(@) [t

Figura 5.4: Teorema de Lagrange.
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Demostracion. Sea g definida por

g(z) = f(z) - W (z—a)— fla), VreElab. @
Observar que
p@) = TOZTO ooyt f),
f()—f(a)

es la recta con pendiente =~ que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f()).
Luego, g(x) “mide la distancia” entre f(z) y L(z)

7o) e

f(a) &

Figura 5.5: Salvo el signo, g “mide la distancia” entre la funcién y la recta.

Es claro de @ que g es continua en [a,b] y derivable en (a,b). @
Ademsds

o) = s - IO ) pay=o,
y
o) = 5 - TOD )y =
= )~ (B) ~ J(a) ~ (@) =
= 6~ )+ (o)~ (@) = 0
Luego,

g(a) =g(b). ®
Por @ y ®, g satisface las hipétesis del Teorema de Rolle. Por lo tanto,
existe ¢ € (a,b) talque g¢'(c)=0. @
Pero, por @
/ _ ! _ f(b) — f(a)
g(@) = /() - T =1,
Evaluando ¢’ en ¢ y teniendo en cuenta @ resulta que existe ¢ € (a, b) tal que

f() — f(a) iy f) = fla)
b—a Fle) = b—a

Vz € (a,b)

0=4'() = f'(c) -
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Proposicién 5.12.5. Sea f continua en [a,b] y derivable en (a,b) tal que f'(z) =0
para todo x € (a,b). Entonces f es constante en [a,b]. O sea, existe k € R tal que
f(z) =k, para todo z € [a,b).

Demostracion. Sean x,x’ € [a,b] tales que x < a’. Como [z,2'] C [a,b] resulta (por
hipétesis) que f satisface las hipétesis del Teorema de Lagrange. Luego, existe ¢ €
(z.z") tal que

Como f’(x) = 0, para todo = € (a,b), en particular f/(¢) =0y, por lo tanto,

0= @=L ey pw =0 = s = s,
En conclusién, f(z') = f(z); para todos z, ' € [a,b], 0 sea, f es constante en
[a, b]. O

Corolario 5.12.6. Sean f y g funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b) tales
que f'(z) = ¢'(x), para todo x € (a,b). Entonces existe k € R tal que f(x) = g(z) +k
para todo x € (a,b).

Demostracion. Sea h definida por h(z) = f(z) — g(z), para todo & € [a,b]. Luego h
es continua en [a,b] y derivable en (a,b) y ademéds

W(z)=f'(z)— ¢ (x) =0, Vze (a,b).
Luego, por la proposicién 5.12.5, existe k € R tal que para todo = € [a, ]
W) = f(2) —g(x) =k = f(z) = g(a) + k.
O

Nota 5.12.7. Hemos demostrado el Teorema de Lagrange a partir del Teorema de
Rolle (teorema 5.12.3). Es posible demostrar el Teorema de Lagrange sin usar el
Teorema de Rolle. Observar que en ese caso el Teorema de Rolle es una consecuencia
inmediata del Teorema de Lagrange.

Teorema 5.12.8. Teorema de Cauchy
Sean [ y g funciones continuas en |a,b] y derivables en (a,b) . Entonces, existe
¢ € (a,b) tal que

(f(b) = f(a)) - g'(c) = (9(b) — g(a)) - f'(c)

Si ademds, ¢'(x) # 0, para todo x € (a,b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que
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Demostracion. Sea h definida por

h(a) = (f(b) = f(a)) - (9(a) = g(a)) = (9(b) = g(a)) - (f(a) = f(a)) = 0.
Por lo tanto, h satisface las hipdtesis del Teorema de Rolle (teorema 5.12.3). Entonces,
existe ¢ € (a,b) tal que h'(c)=0.

La derivada de h es

al evaluar en ¢, obtenemos

0="1(c) = (f(b) = f(a)) - g'(c) = (g(b) — g(a)) - f'(c).

Por lo tanto,
(f(b) = f(a)) - g'(c) = (g9(b) — g(a)) - f'(c). @

Supongamos que ademds ¢'(x) # 0, para todo = € (a,b). Entonces,

g9(b) —g(a) # 0

(si no fuera asi, entonces g(a) = g(b) y, por el Teorema de Rolle, deberia existir
¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0 contra lo supuesto).
Luego, es claro por @ que

O

Observacion 5.12.9. Observar que el Teorema de Lagrange es una consecuencia
inmediata del Teorema de Cauchy considerando como caso particular g(z) = z.

Ejemplo 5.12.10. Sea f la funcién definida por f(z) = v/22 — 4z + 3. Entonces,
Dom(f)=R.

Analicemos si f verifica las hip6tesis del Teorema de Rolle (5.12.3) en el intervalo
[%, g] Ahora bien, si g(z) = ¥z y h(x) = 22 — 42 + 3, resulta que f = go h.

Es claro que g y h son continuas en R. Por lo tanto, f es continua en R. Luego,

f es continua en [%, %] . @
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Sabemos que h es derivable en R. Respecto de g, recordemos del ejemplo 5.11.1, que
g es derivable en R y g no es derivable en x = 0. Dado que,

?—4r+3=0 o zxz=1Vvz=3 @

resulta que g(z) # 0, Va € [%, g}

Luego,
f=gohesderivableen (2,3). ®
Ademis,
@) =GP —a2+s=1svs=1—s=y
y
FE=Y@) —a-3+3={F 0=y -1= {1
Luego,

rG)=53). ®

De @, ® y @; f verifica las (tres) hipétesis del Teorema de Rolle en el intervalo [
3 5
272

23]

Aplicando el teorema, su tesis asegura que existe, por lo menos, un ¢ € ( ) tal que

fe)=0
Hallemos un ¢ € (%, %) que verifique que f’(c) = 0.
Size (3,3), ,
f(@) = (20— 1)
3. {/(x2 — 4z + 3)?

entonces,
flz)=0 & 20—-4=0 & z=2.
Luego, hemos encontrado ¢ = 2 € (3, 5) que verifica que f'(¢c) =0. v

Si cambiamos el intervalo, jseguird f verificando las hipotesis del Teorema de Rolle?
Analicemos si f verifica las hipdtesis del Teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. Como
antes, f es continua en [0,4] y, por lo tanto,

f es continua en [0,4]. ®

Por otra parte,
F(0)=+{/(0)>—4-043 =3,

f4) =42 —4.443=16—-16+3 = V3.
Luego,
fO)=f(4). ®
Teniendo en cuenta @ y el hecho que 1 € (0,4) y 3 € (0,4), como g no es derivable en

x = 0, podemos asegurar que f es derivable en (0,1)U(1,3)U(3,4), pero no podemos
decir nada respecto de la derivabilidad de f en x =1 ni en z = 3.
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Analicemos la derivabilidad de f en z = 1.

o SO = FQ) AR =0 f4h)
h—0 h h—0 h h—0 h
, €/(1+h)2—4-(1+h)+3 . V1+2h+h2—4—4h+3
= lim = lim =
h—0 h h—0 h
. vV—2h+ A2 v/ —2h+ h? . 3/ —2h+ A2
=lim —— =lim ——— = lim {| ———— =
h—0 h h—0 h3 h—0 h3
— 2 3 2 1 j—
B R R ke
Luego, f no es derivable en z = 1. Andlogamente, f no es derivable en x = 3.

Entonces, f no es derivable en (0,4). @

Por lo tanto, f no verifica las hipdtesis del Teorema de Rolle en el intervalo [0, 4].
Observemos que por mds que se verifiquen dos de las hipétesis (® y ®) como una de
ellas no se verifica (@) no se puede aplicar el Teorema de Rolle a f en el intervalo
[0,4]. El hecho que el teorema no pueda aplicarse no significa que se contradiga,
simplemente, al no cumplirse las hipdtesis, no se puede aplicar.

Ejemplo 5.12.11. Sea f la funcién definida por

) = L si 1<z<2
Sl -4l osi 2<z <4

Analicemos si f verifica las hipétesis del Teorema de Lagrange (teorema 5.12.4) en el
intervalo [1,4].
Continuidad en [1, 4]:

En [1,2), f es continua por ser un cociente de funciones continuas con denominador
no nulo. @

En (2,4], f es continua por ser un polinomio. @

En x = 2, como

lim f(z)=lm =1, lm f(z)= lim —fz+1=3 y f(2)=3,

T—2~ T—2~ z—2+1 T—2+
resulta que f es continnaen x=2. @

Luego, de ©, @ y @, f es continua en [1,4]. @
Derivabilidad en (1,4):
En (1,2) f es derivable por ser un cociente de funciones derivables con denominador
no nulo. ®

En (2,4) f es derivable por ser un polinomio. ®
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En z =2.

1 11 2—(2+h)
fm @@ gy T@HMNZG g TR T2 g, ZCEN
h—0— h h—0— h h—0— h h—0— h

_—h_
_ Y AE2h ¢ —h 1 -1 _ 1
_hllglf ho hl_l)rg h-(4+2h) _hllglf (@+2n) — 4
Entonces,
fr@=-% o
Calculemos la derivada por la derecha.
24+ h) — f(2 2+h)— 1 —-12+h)+1-1
Lf@EW Q) fe+R -3 —leeme1-L
h—0+ h h—0+ h h—0+ h
11 1 1
—s—zh+1-—: —=h 1
= lim 2 4 2 — lim 47 _ f = _Z
h—0t h h—0t h h—0t 4
Luego,
fi2)=—;

De®, ® @y ® f esderivableen (1,4) y f/(2) = f%. ©)
De @ y ©, f verifica las hipétesis del Teorema de Lagrange en el intervalo [1,4].
Aplicando el teorema, su tesis asegura que existe, por lo menos, un ¢ € (1,4) tal que

oy SA -1 _0-1_ 1
Ma==——r =3 =%

Hallemos un ¢ € (1,4) que verifique que f'(c) = —%. Luego,

ve(l2), f’(x):—x%, y Vee24), f@)=-7

resulta que

Como ademés (por @) f/(2) = —1,
1 .

o e s 1< <2

f(:r)_{ -1 si 2<z<4

Luego, es claro que f'(z) =

1 1 1
(:>$2:3<:>m:\/§\/x:—\/§.

— 1 s6lo puede ocurrir en (1,2). Entonces,

N - -z
fl)=-3 ¢ -5=73
Como —v/3 ¢ (1,2) y V3 € (1,2) resulta que ¢ = v/3 € (1,4) verifica lo pedido.

Veamos como una aplicacién del Teorema de Lagrange (teorema 5.12.4) nos permite,

en algunos casos, probar ciertas inecuaciones.
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Ejemplo 5.12.12. Para todo z > 0, In(1+z) < z.
En efecto. Sea f definida por

f(z) =In(1 + x).

Luego, Dom(f) = (—1,400). Sea & > 0. Por ser composicién de funciones continuas,
resulta que f es continua en [0,z]. @

Por ser composicién de funciones derivables, resulta que f es derivable en (0,2). @

Por ® y @, para cada > 0, f verifica las hipdtesis del Teorema de Lagrange en el
intervalo [0, x].

Por lo tanto, existe ¢; € (0,z) tal que

flz)—f0) _
R ). @
12O pe,)

Teniendo en cuenta que

, 1

=—, Vy>-1,

f'(w) vy Y

de ®, resulta que existe ¢, € (0,x) tal que
In(1+2)—In(1) In(l+2z) 1
x N x _f<cw)_1+cz'

Por lo tanto,

In(1 1
( +9c): <l = h(l+4+z)<z V
T 1+c: % >0

Observemos que (*) es valida pues,

<1

G >0=14c¢c, >1—=
14 c;
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Capitulo 6

Estudio de Funciones

6.1. Regla de L’Hopital

En el capitulo 3 vimos cé6mo, en algunos casos, ninguna de las propiedades del limite
de funciones (ni finitos ni infinitos) permitian calcular el valor de algunos limites. A
este tipo de limites los hemos llamado indeterminados. Para poder calcularlos hemos
recurrido a algun tipo de manipulacién algebraica para “salvar” la indeterminacién y
poder luego aplicar alguna propiedad conocida.

Una consecuencia muy importante del Teorema de Cauchy (teorema 5.12.8 del
capitulo 5) es una regla de célculo que nos permite, en la mayoria de los casos pero
no en todos, calcular un limite indeterminado de una manera mas sencilla que la
vista hasta ahora. Es la llamada “Regla de L'Hopital”. Existen varios teoremas dis-
tintos relacionados con esta regla. A continuacién enunciaremos sélo dos de ellos y
demostraremos uno.

Proposicién 6.1.1. Regla de L’Hépital (caso %)
Sea xg € (a,b). Sean f y g derivables en (a,b), salvo quizds en xg, y continuas en g
tales que f(xzo) = g(zo) =0 y ¢'(x) # 0; para todo x € (a,b), x # xg.

Si existe y es finito el lim f,(z), entonces existe y es finito el lim f(2) y ademds
T—x0 g(x) T—xTQ g(a:)
/
m L&) i L@

T—z0 g(x) T—x0 g’(x)

Demostracion. Sea x € (a,b), x # xp. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que x > xo (en el caso x < xp la demostracién es andloga).

Por hipétesis, f y g satisfacen las hipdtesis del Teorema de Cauchy en el intervalo
[0, 2] (sl x < xg, tomamos el intervalo [z, z]).

Teniendo en cuenta que f(zg) = g(zo) = 0 y que ¢'(z) # 0, para todo = € (a,b),
x # g, la tesis del Teorema de Cauchy asegura que existe ¢ € (zg,x) ((x,20) en el
otro caso) tal que
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f'(xg = ( € R, resulta que

Dado que ¢, — zg y que, por hipdtesis, existe lim =
r—rxo T—rT0 g (x

fm 1) _y

@
=T g’(cx)

De®y @
o flx) o @)
Ill{g:lg Tx) B xlggclo g’ (x)

=/.

Proposicién 6.1.2. Regla de L’Hopital (caso 22)

Sea xg € (a,b). Sean f y g derivables en (a,b), salvo quizds en xg, y continuas en xg

tales que lim f(z) = lim g(z) = 0o y ¢'(z) # 0; para todo x € (a,b), x # xg.
T—rTo Tr—x0

Si existe y es finito el lim f(( ), entonces existe y es finito el hm L) y ademas
T—xTo

(z)

/
Iim —~< = lim f(:c)
A g@) " et g(a)

6.2. Ejemplos de como aplicar la Regla de L‘Ho6pital

In(z)

Ejemplo 6.2.1. Calcular lim —-%. (Indeterminacién del tipo %).
z—1 T

Primero, es evidente que se verifican las hipdtesis de la proposicién 6.1.1, luego,

I 1
lim ln(xl) LA 1im (m(zl)) = lim (T) =1lim L=1.
z—1 (%) r—1 (z=1) z—1 z—1 T

1—cos(x)
Bl

Ejemplo 6.2.2. Calcular h’m0 . (Indeterminacién del tipo %).
r—r

Es claro que se verifican las hipdtesis de la proposicién 6.1.1. Luego,
lim 1—cos(z) L/:H lim sen(z) L:H Hm cos(zx) _
z—0 z? 0\ z—0 2z 0\ =

(5) (o)

(Observemos que el segundo limite podria haberse calculado, sin usar L’Hopital,
utilizando propiedades estudiadas en el capitulo 3).

1
—0 2

f\f

Ejemplo 6.2.3. Calcular hm . (Indeterminacién del tipo %)

Se verifican las hipétesis de la proposmién 6.1.1; luego,

1
. -3 L'H .. 32/ 1
hmﬂ,\f = lim == = lim —~
z—3 ¥73 (Q) z—3 1 153 Q\f 2V3"
0

(Recordar que ya hemos calculado este limite, sin usar L'Hépital, en el capitulo 3).
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(Indeterminacion del tipo 22)

Ejemplo 6.2.4. Calcular lim 2@
P 0— cotg(z)

Claramente se verifican las hip6tesis de la proposicién 6.1.2. Luego,

’ 1 !’
lfim @ H o) T qfyp i) Ko 2sen(x)cos(z) _
20— cotg(x) (@) 0 % 20— z 0N 20— 1 .
sen?(x) (—)
> 0
. (z274x+4)71 . . .
Ejemplo 6.2.5. Calcular Hm+ Theom (Indeterminacién del tipo 22).
r—2

Es claro que se verifican las hipdtesis de la proposicién 6.1.2. Luego,

lim (e —det4)"" L'H lim —(22—4z+4)" 7 (20-4)
g In(z—2) 00\ g0t _1 -
(oo) T—2
= Y —EQe—d) o —2P48e-s LH
oot (2P—dwtd)? a2t (@—dat4)® o
0)
o —4+8 - Ym . —d4zts  LH
—xligl+ T (a®—dz+4)-(22—4) _xligh 1724z +487-32 o
(o)
= lim o = M otss = —.
S TorTagzids T, To(z-2)

Observemos que, teniendo en cuenta que 2% — 42 + 4 = (x — 2)2, podemos calcular
este limite, sin usar tantas veces L’Hopital, de una manera mas rapida.
En efecto:

, 22— dx44)"" , _oyv-2 L'H 9 (p—2) 3
llm (l(if2)) = llm (l’E( 212) = llm Mfm —
z—2t e z—2t+ T (@) xz—2+ P
o0
— lim Lﬂvf) — lim —2, = —o0.
ot (@72 st (@-2)

Veamos ahora cémo, en cualquier otro caso de indeterminacién, es posible modificar
el limite a calcular de manera tal de conseguir otro limite equivalente, pero que sea
. . . s . 0 00 . ST A=
una indeterminacion del tipo ¢ o 2 y poder entonces aplicar la Regla de L’Hopital.

En lo que sigue, podemos reemplazar x — xg por r — $g7 T = Ty, T — 4000

T — —OQ.

Proposicion 6.2.6. El caso de indeterminacion 0 - co
Sean [ y g tales que lim  f(x) =0y lim g(x) = co.
T—x T—Tg

Luego el lim  f(z) - g(x) es una indeterminacion del tipo 0 - co. Es claro que,
T—XTo

149



Introduccion a la matematica universitaria

Luego,
. o flx
Ji s = i, 5, 0
g(zx)
(indeterminacidn del tipo % ),y
i f() g(@) = 1m 22 e
T—x0 =0 1 )’
f(=)

(indeterminacion del tipo 22 ).
Luego, podemos intentar calcular el lim f(x) - g(z), utilizando @ o @ (segiin mds
T—To

convenga) y la Regla de L’Hopital correspondiente.

Proposicion 6.2.7. El caso de indeterminacion oo — oo
Sean f y g tales que lim f(x) =00 y lim g(z) = co.
T—x( T—Tg
Luego el lim (f(x) — g(x)) es una indeterminacion del tipo co — oco.
T—To

Manipulando algebraicamente, resulta que

Luego,

lim (f(z) — g(z)) = lim {(f(x) ~9(x)) - {1) B 1]}

Tr—T0o Tr—rT0o

que es una indeterminacion del tipo oo - 0.
Aplicando el método anterior resulta que

xlgl;}o f(z) —g(z) = Illglo fﬂ @
[g(«v) - f(m)]
(indeterminacion del tipo %2), o bien
[t ~ 7t
lim (f(z) — g(x)) = lim 22T g
T—To T—xo RS —
f(x)-g(x)

(indeterminacién del tipo 3).

Luego, podemos intentar calcular el lim (f(z) — g(x)), utilizando ©® o @ (segin
r—rxo

més convenga) y la Regla de L’Hépital correspondiente.

No es necesario que recordemos @ y @ de memoria. Es mejor en cambio, en cada
caso particular de indeterminacién del tipo oo — oo, manipular algebraicamente la
expresion del limite a calcular para conseguir que sea del tipo 0- oo y luego si recordar

cémo, por la proposicién 6.2.6, se lleva al caso % o=,
oo
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Proposicién 6.2.8. Casos: 0°, oo® 3 1°°
Sean f y g tales que el lim (f(x))g(m) es indeterminado del tipo 0°, 0o® o0 1°°,
T—rT0
Recordemos (3.8 de la seccién “Limite y Continuidad”) que en este tipo de casos,
para calcular el limite, conviene aplicar la funcion In (logaritmo natural).
Luego, si lim (f(a:))g(m) = { (eventualmente +00), se tiene que
T—rTo

L=1In(f) =In ( lim (f(x))g(“) = lim In ((f(a:))g(x)) = lim g(z)-In(f(z)).

T—xTo T—XTo r—xQ
Luego, el lim g(z)-In(f(x)) es una indeterminacion del tipo 0 - oo o0 oo - 0.
Tr—xo

Podemos entonces aplicar la proposicién 6.2.6 y luego, una vez que sea del tipo % o
22, aplicamos la Regla de L’Hopital correspondiente para calcular

L= lim g(z)-In(f(x)) (eventualmente +00 0 —0o0).
T—TQ
Recordemos que
Im (f(2))?") =0 =",

Tr—x0

Y que

“et® = 1 00” y en cambio “e”> = 0”.

6.3. Mas ejemplos
Ejemplo 6.3.1. Calcular Hm+ (z - In(x)). (Indeterminacién del tipo 0 - 00).
x—0
Por la proposicién 6.2.6, tenemos dos alternativas distintas para poder aplicar la
regla de L’Hopital. Estas son:

lim (2-1In(z)) = lm, @ (tipo §) @

In(z) (tipo 2). @
(5 e

lim (z-In(z)) = lim
z—0t ( ( )) z—0t
Pregunta: ;Cudl de las dos alternativas me conviene mas?
Respuesta: (sin tener practica) No sé.

Pregunta: ;Qué hago?

Respuesta: Intento las dos. Si cuando intento con una veo que se complica demasiado,
la dejo e intento con la otra. Si las dos son complicadas intento sin L’Ho6pital. Si sigo
sin poder resolverlo entonces ...*

*Elegir lo que més le guste.
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Intentemos con @.

T

L 1 _

o = B0 TRy T T ) T (D)
B PSS S i VS IR PO S
eooe @I 0y asor —2(n@) 7 (3)  woos 2000

Nos damos cuenta que, en vez de resolver nuestro problema, se estd complicando
cada vez mas. Dejemos esta forma e intentemos con @.

1
. . 1 . 1 L'H ., =
lim z-ln(z) = lm n(lz): lim E(fi) = lim %5 =
z—0t z—0t (;) z—0t (@) z—0*t
o0
1
= lm —%=1m —z=0
z—0+ o z—0+

Luego*,

Ejemplo 6.3.2. Calcular il_)ml ﬁ — ln%m). (Indeterminacién del tipo co — 00).

Recordando la proposicién 6.2.7 (pero sin utilizar las férmulas) se debe manipular

; 045 x
algebraicamente para llegar a § o 2. Como,

1 I In(@z)—(z—-1) In(z)—z+1

r—1 In(x) (r—1)-In(x) (x—1) In(z)’

resulta que
3 1 1 ., In(z)—z+1
lim

- - —lfm == =T
iz -1 In(z) e (@—1) In(z)’

que es del tipo 3.
Luego,
1 In(z)—az+1 L'H 1
@~ A G- (3) #1 W0 L
0

lm Lo —

1—x L'H

- {m ——=  — lim 1=z @ =
- i1—>n11 z-ln(z)+z—1 il—>nll z-In(z)+z—1 0
@ (5)
=lim —=1 = 1im ——1_ =_1
z—1 In(z)+z- % +1 r—1 In(@)+2 2

*Después de haber hecho 1532 ejercicios (de este tipo), la respuesta a la ultima pregunta hubiese

sido: Intento con @.
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Por lo tanto,
) 1 1
im —— — =

z—1 z—1 In(x)

v

1
5

Ejemplo 6.3.3. Calcular H%lJr 2%°°(®)  (Indeterminacién del tipo 0°).
z—

Por la proposicién 6.2.8, sea

(= lim 2",
z—0t
Luego,
L=In({)=1In ( lim xsen(””)> = lim In (xsen(z)> = lim sen(z)-In(z),
z—0+ z—0+ z—0t

que es del tipo 0 - co. Luego, por 6.2.6 y teniendo en cuenta la experiencia de los

ejemplos anteriores,

_ _ 14 . P In(z) _ In(x) L/:H
L=In{) = mlgng sen(z) - In (z) = Ilgng senl(x) = zlilgh —— (=)
1 2 ’
RY: z T __ sen”(x) L:H . _ 2-sen(z)-cos(x) __
- ajlif{)h —sen—2(x)-cos(xz) wli)%h xz-cos(z) (Q) Ili)nol+ cos(z)—xz-sen(z) 0.
0
Entonces,

L=ln({)=0 = (=¢"=1.

Por lo tanto,
lim 2% =1,
z—0t

Ejemplo 6.3.4. Calcular 11'1{)1Jr (—In(z))". (Indeterminacién del tipo oo?).
z—

Por la proposicién 6.2.8, sea

(= lim (—In(z))".

z—0t
Luego,
L=In(/)=1 It -1 )= lim In((-1 =1l “In (-1
) =t tim (~)") = fin (- 1n(@))") = tim o n (o).
que es del tipo 0 - co. Luego, por 6.2.6,
, , In(—In(z)) L'H . 71i(z (_%)
L=m(/)= lim z-ln(-In(z)) = lim ——= = Ilim —/=—==
z—0t z—0t1 = (%) z—0t -7z

., 2 _ _
= Ilif(r)lJr _ln(xz)a: = lim In(z) 0.

Por lo tanto,
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Ejemplo 6.3.5. Calcular lim_ (sen(z))"*™) . (Indeterminacién del tipo 1°°).

Por la proposicion 6.2.8, sea

0= lim_(sen(x))"*").
r—r E

2

L= = 1n<lfm (sen(w))tg“”) = tim_In ((sen(x))*@) =

g z T—r
2

= h'mﬂ tg(l‘) -In (Sen(x)) )

17*)5

que es del tipo oo - 0. Luego, por 6.2.6,

L=In(f) = lim_tg(z)In(sen(z)) = lim i) L'H
T 5 T— 5 tg(@) (%)
Son(@) cos(x)
= lim @ 7 Jim —sen(x) - cos(z) = 0.
T % sen2(x) z— g

Por lo tanto,

6.4.
1.
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L=ln({)=0=(=¢"=1. v

Algunas observaciones respecto de la Regla de L’Ho6pital

Como vimos en algunos ejemplos, existen enunciados andlogos a la proposicion
6.1.1 y a la proposicién 6.1.2 para cualquier otro caso. Mdas precisamente:
f(=)

si lim =<

es indeterminado del tipo % 0 22 entonces
T—TQ Q( ) o

! !/
tm L& oy L@ g L@y
T—T0 g’(x) T—0 g(x) z—T0 g’(,jj)
en cualquiera de los siguientes casos:
{eR, =+, L =—00, T — xg, x%xé, T —= x5, * = +00y T — —00.

Por supuesto, f y g deben ser derivables “cerca” de donde se esta calculando el
limite.

(En M, consideramos la existencia del limite en un sentido amplio, es decir
aceptamos que el limite sea un nimero real, +00, —00 0 o).

La Regla de L’Hopital, cualquiera sea su enunciado, sélo puede aplicarse en los

casos de indeterminacién que pueden llevarse a indeterminaciones del tipo % o)
=)
=.
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Si el limite no es indeterminado, la Regla de L’Hopital no es valida (y no puede
aplicarse).

Por ejemplo,

. 2243
lim =
z—0 12 +1
Si utilizéramos (mal) la Regla de L’Hopital, concluirfamos erréneamente que

3 (jno es indeterminadol!).

2243 . (2243 | 2
m ———=1lm ——5 =1lim — =1
z—=0 %+ 1 z—0 (a;2 + 1) z—0 2x
. , (2) . . 0 s . . f'(x)
. Siel IILH;O 5@ indeterminado del tipo § o 22 pero no existe Ilgrzln 7o)

la Regla de L’Hoépital, cualquiera sea su enunciado, no es vélida (y no puede
aplicarse). En este caso, usamos “no existe” en un sentido estricto. Es decir, no
hay limite; la funcién no se acerca a “nada”; ni a un nimero real, ni a +o0o, ni a
—o00 ni a 0o y no es posible volver a aplicar la regla. (Por ejemplo, lo que sucede
con sen(2) cuando z — 0).

T
Si este es el caso, el lim % puede o no existir y habra que calcularlo utilizando
T—xTQ

algin otro recurso como los que ya aprendimos.

La Regla de L'Hopital es una herramienta de calculo muy poderosa y 1til para

resolver indeterminaciones del tipo % 0 22, pero no es infalible.

En muchos casos, utilizando la Regla el calculo del limite se vuelve muy engo-
rroso (o incluso no puede resolverse) y, en cambio, si no se utiliza el cdlculo del
limite (aplicando otros métodos) es mucho més sencillo.

. La Regla de L’Hopital, cualquiera sea su enunciado, puede aplicarse en forma

iterada tantas veces como se necesite (incluso utilizando distintos enunciados).
Esto es, si el lim L@ o5 indeterminado del tipo 20 = yel lim f,,(a:)

T—x0 g(x) 0 o z—xo 9 (z)
siendo indeterminado del tipo % o 22, entonces, si [’y g’ también verifican las
hipétesis del la Regla de L'Hépital, aplicando dos veces la regla (siempre que se
cumplan las hipétesis) resulta que

sigue

Si lim L&) — m L@y L@
z—xzo 9 (z) T—T0 g'(z) z—xg 9 ()

(Idem si # — xf, . — x5, + — +00 0 & — —00).

Estudio de funciones

6.5.

Crecimiento

Definiciones 6.5.1. Sea f una funcion real.
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1. Se dice que f es creciente (mondtona creciente) en A C R si
Ve, e A: z<2 = f(z)<f(2).

2. Se dice que f es decreciente (monétona decreciente) en A C R si
Vo' € A z<a’ = f(z)> f(2').

3. Se dice que f es mondtona en A C R si f es mondtona creciente o mondtona
decreciente en A.

4. Se dice que f es estrictamente creciente en A C R si

Vae,o' € A: z<a’ = f(z) < f(2)).

5. Se dice que f es estrictamente decreciente en A C R si
Ve, o’ e A: z<a = f(z)> f(2).

6. Se dice que [ es estrictamente monétona en A C R si f es estrictamente
creciente o estrictamente decreciente en A.

Ver figura 6.1.

N

Estrictamente
decreciente

/ Estrictamente
/ creciente

Mondétona
Decreciente
7 N\
/ Mondtona \
Creciente

Figura 6.1: Definiciones 6.5.1.

Ejemplos 6.5.2.

e f(x) = z es estrictamente creciente en R.
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e f(x) = —x es estrictamente decreciente en R.
e f(z) = 2° es estrictamente creciente en R.

e f(z) = 22 es estrictamente decreciente en (—00,0] y estrictamente creciente en
[0, 4+00).

Proposicién 6.5.3. Sea f continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces

1. f'(x) >0 Vx € (a,b) = [ es estrictamente creciente en [a,b].

2. f'(x) <0 Vze(a,b) = [ es estrictamente decreciente en [a,b].

3. f'(x) >0 Vz € (a,b) = [ es creciente en [a,b].

4. f'(x) <0 Vzx € (a,b) = [ es decreciente en [a,b].

5. f es estrictamente creciente (o creciente) en [a,b] = f'(x) >0 Vz € (a,b).
6. [ es estrictamente decreciente (o decreciente) en [a,b] = f'(x) <0 Vz € (a,b).

Demostracion. Demostremos el punto 1. Sean z,2" € [a,b] tales que z < 2/. @
Como [z, 2'] C [a, b] resulta (por hipdtesis) que f satisface las hipStesis del Teorema
de Lagrange.
Luego, existe ¢ € (z,z’) tal que

fa) = (@)

I—x

F'(e) = ®

Por hipétesis f/(c) > 0. Luego, como por @ z < 2/, resulta de @ que

HE) @) _ piys0 = ) - f) > 0= () > fla).

o —x x'—x>0

T

Entonces, por las definiciones 6.5.1, f es estrictamente creciente en [a, b]. O

Corolario 6.5.4. Sea [ derivable en (a,b), salvo quizds en ¢ € (a,b), y continua en
Zg-.

1. Si f'(x) > 0, Vo € (a,z0) y f'(z) <0, Vz € (z9,b), entonces xp es un
mdzimo global™ estricto de f en (a,b). (Es decir, f(xzo) > f(x), Yx € (a,b)).

2. 8 f'(x) <0, Vo € (a,x0) y f'(x) >0, Vo € (x0,b), entonces o es un
minimo global estricto en (a,b). (Es decir, f(xo) < f(z), Vx € (a,b)).

Observacion 6.5.5. Si f no es continua en z el corolario 6.5.4 no tiene por qué ser
cierto.

Tomemos por ejemplo, las funciones f y g cuyos graficos se muestran en la figura
6.2, definidas por

ro={ % 70 v aw={ T 5 e7

1 si z=0 -1 si x=0.
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Gr(f) Gr(g)

Figura 6.2: Ejemplo 6.5.5.

Como f(x) = g(x) = 22, Vo # 0, resulta que

fl(x) =g (x) =22, V2 #0.

fll@) =g'(x) <0, Yz €(-00,0) vy fl(z)=g'(z)>0,Vaze(0,+00).

Como f(0) =1y g(0) = —1, es claro que = 0 es minimo de g pero no es minimo
de f.

Definicién 6.5.6. Sea f una funcion real y sea xg € Dom(f). Decimos que xg es un
punto critico de f si f es deriwable en xo y f'(xzg) =0, o bien si f no es derivable
en xg. Notamos con PC(f) al conjunto de puntos criticos de f. Esto es

PC(f) = {x € Dom(f): f no es derivable en z} U Co(f").

Observacién 6.5.7. Dada una funcién f, sea g € Dom(f) un extremo local de f.
Entonces xy es un punto critico de f.

En efecto; basta recordar las definiciones de maximo y minimos locales (ver 4.5.2), el
Teorema de Fermat (5.12.1) y tener en cuenta que dicho teorema sélo puede aplicarse
si f es derivable en xg.

Observemos, por ejemplo, que f(z) = |z| no es derivable en z = 0 y sin embargo
2 =0 es un minimo (global) de f.

Nota 6.5.8. Teniendo en cuenta la observacién anterior, los puntos criticos de una
funcién son los Unicos “candidatos” a ser sus extremos.

Observacion 6.5.9. A partir de la definicién de punto critico, podemos reescribir el
corolario 6.5.4 de la siguiente manera:

Sea f una funcién real tal que Dom(f) = (a,b) o Dom(f) = [a,b] y sea g € (a,b).
Si f es continua en Dom(f) y xq es el iinico punto critico de f en (a,b). Entonces,

1. Si f es creciente a la izquierda de xg y decreciente a la derecha, f alcanza en zq
un maximo global estricto.

*Ver la definiciones 4.5.2 del capitulo 4.
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2. Si f es decreciente a la izquierda de x( y creciente a la derecha, f alcanza en z(
un minimo global estricto.

Proposicion 6.5.10. Criterio de la derivada segunda
Sea f una funcidn dos veces derivable en (a,b) (existen f'(z) y f"(x), V z € (a,b)).
Sea xg € (a,b) tal que f'(0) = 0. Entonces

1. f"(z9) >0 =z es un minimo local de f.
2. f"(x9) <0 = m¢ es un mdzimo local de f.

Demostracion. Demostremos el punto I (la demostraciéon del punto 2 es similar).
Como f” es la derivada de f’, por definicién, resulta que

f”(xo) — lim f/(l’) - f/(fE[)) .
T—To T — xg
Por hipétesis f'(zo) =0y f"(xo) > 0. Luego,
@) S

T—x0 r — X T—To X — X

>0.

Recordando la proposicién 3.1.7 del capitulo 3, existe 6 > 0 tal que

f'(=)

Tr — X

>0, Vze(zg—0b,z9+0). @
Por lo tanto, teniendo en cuenta que
x—x9<0,Vr € (xg—0,x0) v x—x9>0, V€ (x0,20+9),

de @ resulta que
f'(z) <0, Vz € (xzg — 6,20) @

f(x) >0, Vo € (zg, 20 +6). @

Luego, por @, ® y 6.5.4, 2 es un minimo global de f en (z¢ — 8,z + J); entonces,
o es un minimo local de f. O

Observacion 6.5.11. El criterio de la derivada segunda nos permite decidir, en
algunos casos, si la funcién alcanza un punto critico un extremo relativo, pero no
brinda informacién alguna sobre extremos globales.

Observemos que el criterio de la derivada segunda no asegura nada respecto de g
en el caso que f’(xo) = 0.

Esto es, xg puede o no ser un extremo local de f, pero esta informacién no se
concluye de dicho resultado. Si este es el caso (f'(x0) =0y f”(x0) = 0), habrd que
analizar lo que ocurre en xg de otra manera (por ejemplo, estudiando el crecimiento
de f a la derecha y a la izquierda de x).

Los siguientes ejemplos muestran que en ese caso puede ocurrir cualquier cosa.
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Ejemplo 6.5.12. Sea f(x) = z3. Entonces,

f'(@) =3a%y f"(z) = 6.
Luego, f/(0) =0y f”(0) = 0. Dado que f es estrictamente creciente en R, es claro
que g = 0 no es un extremo local de f.

Ejemplo 6.5.13. Sea f(x) = z*. Entonces,
fl(z) =423 y f"(x) = 1222

Luego, f'(0) = 0y f”(0) = 0. Es facil ver que f es estrictamente decreciente en
(—00,0] y estrictamente creciente en [0,+0c0). Por lo tanto, 2o = 0 es un minimo
global de f.

Ejemplo 6.5.14. Sea f(r) = —a*. Entonces,
fl(x) =—423 y f"(x) = —1222.

Luego, f'(0) =0y f”(0) = 0. Es fécil ver que f es estrictamente creciente en (—oo, 0]
y estrictamente decreciente en [0,4o0c). Por lo tanto, zyp = 0 es un méximo global
de f.

6.6. Problemas de maximos y minimos

Veamos c¢émo los resultados relacionados con las derivadas de una funcién nos per-
miten resolver cierto tipo de problemas vinculados con el cédlculo de un méaximo o
minimo.

Ejemplo 6.6.1. El dueno de un campo desea cercar, con 100 mts. de alambre, una
porciéon rectangular del terreno de manera tal que el area cercada sea maxima. ;Cudles
deben ser las medidas de los lados del rectangulo a cercar?

Llamemos R al rectangulo a cercar y a, b a las medidas de sus lados como se muestra
en la figura 6.3. Dado que quiere cercar R con 100 mts. de alambre, resulta que el

b

b
Figura 6.3: Ejemplo 6.6.1.

perimetro de R debe ser 100. Esto es, 2a + 2b=100. @
Es claro que el area de R depende de los pardmetros a y b. Su valor es

AreadeR=A(a,b)=a-b. @
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O sea, A es una funcién de dos variables a la cual queremos hallarle un valor méximo
(esto es, valores a y b para los cuales A(a,b) sea el maximo posible).

Ahora bien, como no hemos hablado en este libro de funciones de dos variables, en
principio, no sabemos resolver este problema planteado de esta manera. Sin embargo,
la condiciéon @ nos da una informacién adicional: los valores a y b estan relacionados
entre si. Por ejemplo

20=100—-2a=b=50—a. @

Reemplazando @ en @ resulta que
Areade R=A(a) =a- (50 —a) = —a2 + 50a. @

Ahora si, resolver nuestro problema equivale a hallar el valor ¢ maximo de la funcién
A (de una variable) dada por @. Una vez hallado a, el valor b se deduce de ®.
Por ser un polinomio, A es derivable en R. Luego, por el Teorema de Fermat, si a

es un maximo de A, debe ser
A'(a) = 0.

es decir
A(a) =-2a+50=0=2a=50=a=25 ®

Pero esto no alcanza. Recordemos que el hecho que A’(25) = 0 no garantiza que
a = 25 sea un extremo (mucho menos un méximo). Sélo es un “candidato” a ser
extremo. Para tratar de determinar si lo es, y si es un maximo o un minimo, podemos
utilizar el criterio de la derivada segunda; pero esto sélo nos da informacién local y
nosotros estamos interesados en este caso determinar, si existe, un méximo, absoluto.

Dado que encontramos un iinico punto critico, podemos aplicar la observacién 6.5.9.
Como A'(z) = —2a + 50, es claro que

Alz)>0 & a<25 y A@)<0 & a>25

Luego, por la proposicién 6.5.3, A crece en a < 25 y decrece en a > 25; por lo tanto,
por 6.5.9, A tiene en ¢ = 25 un maximo global.
Por @, tenemos que las medidas de los lados deben ser

a=25 y b=25.

En este caso, el drea (méxima) cercada es A(25) = 625 mts?.

Observemos que el problema no estd definido en todo R, ya que a y b son las medidas
de los lados del rectangulo, y entonces a tiene que ser mayor que cero. Como, por otro
lado,

b =50 —a.

y también b debe ser positivo, debe ser a < 50. Nuestra funcién A(a) estd definida
entonces en [0, 50]. No obstante, A no puede tener un méximo global en los extremos
del intervalo por una cuestion de crecimiento. Con toda seguridad en uno de estos
extremos (o adn en los dos) A tendrd un minimo global pero eso no nos interesa en
este momento. v

161



Introduccion a la matematica universitaria

Observemos que hemos resuelto este problema aplicando “toda la bateria” de fun-
ciones que hemos visto hasta ahora. Sin embargo, podemos decir que, en este caso,
“hemos matado una hormiga con un canén”. En efecto. Teniendo en cuenta que A
(por @) es una funcién cuadrética cuyo grafico es una pardbola invertida, es claro
(por su simetria) que el valor maximo lo toma en (la coordenada z de) su vértice.
Esto es, en

—50
-2

= 25.

a =

Ejemplo 6.6.2. Hallar el rectdngulo de drea méxima inscripto en la circunferencia
de centro 0 y radio 1 (recordar la ecuacién de la circunferencia unitaria 22 + y2 = 1).

Llamemos 2z y 2y a los lados del rectangulo. Luego el area del rectangulo esta dada
por
Alz,y)=4-2-y. @

Que el rectangulo esté inscripto en la circunferencia significa que sus vértices perte-
necen a la circunferencia.

1 (x,»)

2x v/

Figura 6.4: Ejemplo 6.6.2.

Observando la figura 6.4, es claro que x e y (la mitad de las longitudes de los lados
del rectdngulo) verifican que
2?4 y? =1,

Luego,
VP =1-—22=y=4y1-22

pero teniendo en cuenta que z,y > 0 (son longitudes), resulta que
0<z<1 @ ¢ y=v1—-22 ®
Reemplazando @ en @, el area del rectangulo esta dada por
A@)=4-z-v/1-22 comn0<z<l @

Luego, el problema se reduce a calcular el valor maximo = de la funcion A dada
por @. Una vez hallado z, el valor y se deduce de ®. Por @ y @ resulta que A es
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derivable (composicién y producto de derivables) en (0, 1). Por el Teorema de Fermat,
si z € (0,1) es un maximo de A, debe ser

Az) =0,
0 sea
Allz) = 4-v/1—22+4x- =
(@) TR
Y - 42 4-(1—2?)—4a®  —8a?+4
B VI—a? V1—a? Vi
Luego
—822 +4 1 1
A/(x):0@8x7+:0<:>—8x2+420<:>$2:f<:>w::|:

VI—a? 2 V2

Como ——= ¢ 0,1) y € (0,1) resulta que el unico “candidato” a ser maximo de

Aes

\/5
x = % ®

Dado que A tiene un tnico punto critico en (0,1), podemos determinar si es la
solucion o no de nuestro problema estudiando el crecimiento de A. Para esto, deter-
minemos C (A') y C_(A’). Para esto, podemos proceder como en el ejemplo anterior,
es decir resolvemos las inecuaciones A'(z) > 0y A'(z) < 0, o utilizar el Teorema de
Bolzano (més precisamente, la proposicion 4.6.1). Tomemos este segundo camino.

Primero, A’ es continua en (0,1) y tiene una tnica raiz en ese intervalo: x = %
(Recordemos que la otra raiz no nos preocupa pues la naturaleza del problema hace
que sélo nos interese lo que ocurre en (0, 1)).

Entonces, por Bolzano, A’ tiene el mismo signo en todos los puntos de (O, %), por

ejemplo el mismo signo que A/( ) y también tiene el mismo signo en (%, 1), por

ejemplo el mismo signo que A’(2). Luego,

r(L -8 (%)24_4 4 "(z en 1
A (3) = — Y = 3>0:>A()>0 (0, \/§>’
y @’
8- (3)" +4 2
A (3 = 4 ——<0=A(r)<0 en 1
) R ‘ (\f )

Por lo tanto, A crece a la izquierda de % y decrece a la derecha; luego A tiene un

s 1
maximo global en x = 75

(Aqui vale la misma observaciéon del problema anterior: x = 0 6 * = 1 podrian
ser mdximos. Pero, por el estudio del crecimiento de A en (0,1), descartamos esa

posibilidad.)
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2
Usando ®, y = /1 — (%) = % Luego, el rectangulo de area maxima inscripto

en la circunferencia de centro 0 y radio 1 es un cuadrado de lado % =v2 .V

Ejemplo 6.6.3. Hallar dos niimeros no negativos a y b cuyo producto sea minimo
sabiendo que a +b = 1.

Queremos minimizar el producto
P(a,b)=a-b
teniendo en cuenta que a, b > 0 y la condicién:
a+b=1.

Despejando en esta tltima,
b=1-a,

y reemplazando, el producto estd dada por
P(a)=a-(1—a)=a—ad’

Luego, el problema se reduce a calcular el valor minimo a de la funcién P en el
intervalo [0, 1], ya que si a fuera mayor que 1, b serfa negativo. Por el Teorema de
Fermat, si a es un minimo de P, debe ser

O sea

Luego,

es el Unico punto critico de P. Teniendo en cuenta una vez maés el corolario 6.5.9,
tenemos que

DO =

P(z)>0 <= a<% y P(z)<0 <= a>
Por lo tanto P crece en (0, 1), decrece en (3, 1) y entonces tiene en a = 3 un méximo
global.

i Quiere decir esto que la funcién P no tiene un minimo? No. Recordemos que no
estamos trabajando en todo R, sino en el intervalo [0,1] y que P es continua en este
intervalo; en estas condiciones, el Teorema de Weierstrass (ver pagina 108) asegura
que P tiene tanto un maximo global como un minimo global.

Ahora bien; jen qué punto esta el minimo? Claramente no puede estar en el intervalo
(0,1), si lo estuviese, la derivada de P deberia anularse, pero sélo se anula en 2 = % y
en ese punto alcanza un maximo; asi que es seguro el minimo absoluto se alcanza en
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uno de los extremos del intervalo. Para determinar en cual, simplemente evaluamos
la funcién y nos fijamos en que punto obtenemos el menor resultado. Tenemos que

con lo cual, el minimo global se alcanza a = 0 y a = 1; por lo tanto, el par de
nimeros buscados esa =0y b=1 o bien a =1 y b = 0. En resumen, la respuesta al
problema es: uno de los ntimeros es 0 y el otro 1. v

Ejemplo 6.6.4. Probar que, para todo z > —1, In(l1+4+z) <z.

Recordemos que ya hemos demostrado esta desigualdad, para x > 0 utilizando el
Teorema de Lagrange.
Sea f dada por

f(z)=In(1+2z) —=.

Luego, Dom(f) = (—1,+00) y, por ser composicién y resta de funciones derivables,
f es derivable en (—1, +00). Ahora bien,

1 1-(1+2) —x

!
= — 1= = .
F(@) 1+ 1+ 1+

Como 1+ z > 0, para todo x € (—1, +00), resulta que

X

flx) = 1:_% >0, Ve e (-1,0) y f'(z)=

—T

0, V 0 .
1er< , Vo € (0,400)

Deducimos que x = 0 es un maximo absoluto de f y entonces
fle)<f0) = h(l+z)—2z<0 = kh(l+z)<z V

Ejemplo 6.6.5. Una empresa desea fabricar una caja con tapa y de base cuadrada de
128 cm? de volumen. Para la fabricacién de la tapa y el fondo se utilizara un material
que cuesta $0, 4 el cm? y para la fabricacién de los laterales otro material cuyo precio
de costo es de $0,2 el cm?. ;Cudles deben ser las dimensiones de la caja (longitud del
lado de la base y altura) para que su precio de costo sea minimo?

Sea z la longitud de los lados de la base (y tapa) de la caja e y la longitud de su
altura (ver la figura 6.5). El volumen de la caja estd dado por V = 2?2 - y (drea de la
base por la altura). Como se quiere que el volumen sea de 128 cm3, resulta que

2y =128, @

Dado que el 4rea de la base (y de la tapa) es 22, el costo de la base (y de la tapa)
es de $0,4 - z2. Dado que el 4rea de cada lateral de la caja es x - y, el costo de cada
lateral es de $0,2 -z - y.
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Figura 6.5: Ejemplo 6.6.5.

Luego, el costo de cada caja (base + tapa + 4 laterales) esta dado por

Clr,y) = 2-(0,4)-22+4-(0,2) - z-y=(0,8)-22+(0,8) - 2-y=

0,8)-(2*+z-y)=23 (2?42 -y)=12-(®+z-y). @
De @,
y:%. ®

Reemplazando @ en @, resulta que el costo de la caja esta dado por

C(x):%-(zQ—Fz-%S):%~(a:2+%). @
Se quiere entonces hallar un valor 2 minimo de C. Es claro que z > 0 (z es una
longitud y si = 0 no hay caja). Como C es derivable en (0, +00) podemos tratar de
aplicar el corolario 6.5.9. Ahora bien,

) 4 128

4 223 — 128
P2

x2

Entonces,

4 223 —12
3:”78:0@%3—128:0 s 22=64 & z=4. ©®

x2

C'(x) =0«

Por lo tanto, = 4 es el tnico punto critico de C en (0,+00). Por Bolzano, como
C'(1) <0y C'(5) > 0, tenemos que

C'(z) <0 < z€(0,4) y C'(x) >0 < 1z € (4,+00).
y, por 6.5.4, x = 4 es un minimo global de C'. Luego, de ®,
r=4 e y=8.

En definitiva, para que el costo sea minimo, se debe fabricar una caja de 8 cm. de
altura con base y tapa cuadrada de 4 cm. de longitud cada uno de sus lados. v/
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6.7. Curvatura

Recordemos (capitulo 5) que, si f es derivable en xg, la ecuacién de la recta tangente
al grafico de f en x( es

RT: y = f'(z0) - (x —0) + f(zo).
Definiciones 6.7.1.

Sea f derivable en xo. Decimos que:

e f es céncava hacia arriba*en xg (o bien que tiene curvatura positiva en
xo) si existe § > 0 tal que para todo x € (xg — d,x9 + 0), T # g

(@) = (f'(z0) - (x — 20) + f(w0)) > 0.

El grifico de f se encuentra por arriba de la recta tangente “cerca” de xq (ver

figura 6.6).

X9

Figura 6.6: f es concava hacia arriba.

e f es céncava hacia abajoen z¢ (o bien que tiene curvatura negativa en
xo) si existe § > 0 tal que para todo x € (xg — §, 29 + 0), T # g

f(@) = (f'(z0) - (x — z0) + f(w0)) <O,

El grifico de [ se encuentra por debajo de la recta tangente “cerca” de xq (ver
figura 6.7).

Sea f derivable en A C R. Decimos que:
e f tiene curvatura positiva en A si f tiene curvatura positiva en xg, Vg € A.
e f tiene curvatura negativa en A si f tiene curvatura negativa en xg, Vg € A.
Proposicién 6.7.2. Sea f derivable en (a,b). Entonces

1. f tiene curvatura positiva en (a,b) & f' es estrictamente creciente en

(a,b).

*En algunos textos también se la llama cdncava.
fTambién llamada conveza.
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Figura 6.7: f es concava hacia abajo.
2. f tiene curvatura negativa en (a,b) <  f' es estrictamente decreciente en
(a,b).

Definicién 6.7.3. Sean f definida en (a,b) y xo € (a,b). Decimos que zp es un
punto de inflexiéon de f si f cambia su curvatura en xg, es decir, pasa de curvatura
positiva a negativa o viceversa (ver figura 6.8).

Convexa
(Concava

/ hacia abajo)

Céncava
(Concava
hacia arriba)

Xo
Punto de
inflexién

Figura 6.8: En el punto x, cambia la curvatura de f.

Proposicién 6.7.4. Sea [ dos veces derivable en (a,b) (es decir, existen f'(x) y
f"(z), para todo z € (a,b) ). Entonces

1. f"(z) >0,V € (a,b) = [ tiene curvatura positiva en (a,b) (f es U).
2. f"(z)<0,Vze€(a,b) = [ tiene curvatura negativa en (a,b) (f esN).
3. f tiene curvatura positiva en (a,b) = f’(z) >0, Vz € (a,b).
4. f tiene curvatura negativa en (a,b) = f"(x) <0, Vz € (a,b).

Demostracion. Deducimos el resultado de la proposicién 6.7.2 y la proposicién 6.5.3
teniendo en cuenta que f” = (f'). O
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Ejemplo 6.7.5. Sea, f(z) = x3. Luego, f'(z) = 322 y f"(z) = 6.

Es claro entonces que f”(z) > 0, Vz € (0,+00) vy f”(z) <0, Vz € (—0,0).

Luego, f tiene curvatura negativa en (—o00,0) (f es N) y f tiene curvatura positiva

en (0,400) (f es U). Entonces = 0 es un punto de inflexién (el inico).

Proposicién 6.7.6. Sea f dos veces derivable en (a,b) (existen f'(x) y f"(x), para

todo x € (a,b)). Sea zg € (a,b) un punto de inflexion de f. Entonces f"'(xo) = 0.

Demostracion. Por ser zp un punto de inflexién (definicién 6.7.3) f cambia su curva-

tura en xg.

Supongamos que f tiene curvatura positiva en (a, z¢) y curvatura negativa en (zg,b)

(la demostracién en el otro caso es andloga).

Luego, por la proposicién 6.7.2, f’' es estrictamente creciente en (a,zo) y f’ es

estrictamente decreciente en (xg,b). Entonces,
f(x) < fl(xg), Vz € (a,20)U (z0,b)
y, por lo tanto,
f(@) = f'(x0) <0, Va € (a,z0) U (20,b). @
Como f’ es derivable en x,

f'(x) = ['(20)

" Y/ 1z
) = o) = Jim T @
' F(@) — F(x0)
f(xo) = f"(x0) = lim 22200 @
T—To T — o
Ahora bien:

Six—>x8':>x—x0>0.Luego,por®y®,

f'(x) = ['(z0)

T — X0

<0 = f(x0) = fi(z0) <0. @

Siz =25 = — 20 <0. Luego, por Dy @,

f'(@) = ['(20)

> 1" — 1" > . @
s—o 20 3 [ (o) = f2(x0) 2 0

(En (%) hemos usado la proposicién 3.1.7 del capitulo 3).
Luego, de ® y ®,
f// (1[,'0) =0.

Observacién 6.7.7. La reciproca de la proposicién 6.7.6 es falsa. Esto es,

f"(x0) =0 =& x¢ esun punto de inflexién.
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Por ejemplo, sea f dada por f(z) = z*. Luego, f'(x) = 423 y f"(z) = 1222 Por lo
tanto,
7 (0) = 0.
Sin embargo, como
f"(x) =122 >0, Vo €R
por la proposicién 6.7.4, f tiene curvatura positiva en todo R.
Entonces, f”(0) =0y = 0 no es un punto de inflexién (es un minimo). v

6.8. Asintotas

Definiciones 6.8.1. Sean f una funcion real y a € R.

1. Una recta (vertical) de ecuacion x = a se dice una asintota vertical de f si
lim f(z) = oo.
xr—ra

2. Una recta (vertical) de ecuacidn x = a se dice una asintota vertical de f por
la derecha si
lim  f(z) = 0.

r—at
Andalogamente se define una asintota vertical por la izquierda.

3. Una recta de ecuacion y = mz + b se dice una asintota no vertical de f en
+00 1

lim  f(z) — (mz +b) = 0.

r——+00

Andlogamente se define una asintota no vertical de f en —oo.

4. Una asintota no vertical de f de ecuacion y = mx + b se dice una asintota
horizontal si m = 0, y oblicua si m # 0.

Asintota
horizontal

Asintota
vertical

0"
~2*7 Asintota /
P oblicua

AY

Figura 6.9: Los distintos tipos de asintotas .
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Observacion 6.8.2. Sea f una funciéon real. Es claro que si * = a es una asintota
vertical de f, entonces f no es continua en x = a. Por lo tanto, las posibles asintotas
verticales de una funcién sélo pueden producirse en los puntos de discontinuidad de
la misma. Sin embargo, una funcién puede ser discontinua en un punto y no tener
asintota vertical en ese punto.

Ejemplo 6.8.3. Sea

22 -1
fla) ==
Luego f no es continua en z = 1. Sin embargo
; o2 —1
ti )= Ji % =2

Por lo tanto x = 1 no es una asintota vertical de f.

Tratemos de encontrar condiciones para la existencia de asintotas no verticales en
+oo de f (el proceso es similar en —00).
Supongamos que y = mx + b es una asintota no vertical en +oco de f. Luego, por
las definiciones,
lim f(z)— (mzx+b)=0,

r—+o0
0 sea
lim f(z)—mz—-b=0. @

T——+00

Como lim x = 400, por @ y recordando que < = 0, resulta que
T—+00 o0

Tr—400 xX T—+00 xX X

i W mE=b oo (M—m—b>:0. ®

Como lim £ =0, por @
z—+oo T

lim (f(x)—m) =0. @
r——+0o0 X

Por ltimo, como lim m = m, resulta que
r—+o0

lim M =m.
Tr—r—+00 €T

Por lo tanto la primera condicién que encontramos para que y = mx + b sea una
asintota no vertical en +o0o de f es que

lim M—m. @

T—+00 x o
La primera conclusién importante que obtenemos es:

Si lim @ no existe o es oo, f no posee asintota no vertical en 400 .
r—+o0
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Ahora bien, el hecho que se verifique @ no garantiza ain que f posea asintota no
vertical en +oo.
Suponiendo que se verifica @, reemplazando en @ el valor m hallado en @ y teniendo

m b =b, resulta que

en cuenta que I
r—+00

Ii — =b.

Jm fl@)y—mx =0

Por lo tanto la segunda condicién que encontramos para que y = mx + b sea una
asintota no vertical de f en +oo, si se verificé la primera (@), es que

It — =b.
Jm f(x)—mx=b. ®
La segunda conclusién importante que obtenemos es:
Si el 11141_1 f(x) — max no existe o es 0o, f no posee asintota no vertical en +0oo.
— 00

x

Teniendo en cuenta estos hechos, para analizar la existencia de asintota no vertical
en +oo de f debemos seguir los siguientes pasos:

1. Calcular el lim £&)
r—+oo T
e Siel lim £ no existe o es 00, f no posee asintota no vertical en 400
z—+oo0 T
y aqui termina el andlisis. v
e Siel lim @ = m (existe y es finito), el valor m es el candidato a ser la
T—r+00

pendiente de la asintota (todavia no podemos asegurar que haya asintota)
y pasamos al siguiente punto. v

2. Calcular el TEI—PDO f(z) —maz.

e Siel 11'r41_1 f(z) — mz no existe o es 0o, f no posee asintota no vertical
Tr—r+00
en +oo y aqui termina el andlisis. v/
e Siel HI}} (f(z) — mz) = b (existe y es finito), entonces f posee asintota
xr—r+00

no vertical en 400 de ecuacién y = mx +b (m es el valor hallado en el {tem
anterior) y aqui termina el andlisis. v

Los pasos seguidos deben repetirse cambiando 4+co por —oo para analizar la exis-
tencia (y calcularla en caso afirmativo) de asintota no vertical en —oo.

Nota 6.8.4. La existencia o no de asintotas no verticales en 400 y en —oo de una
funcién son hechos independientes. Por ejemplo una funcién puede no tener asintotas
no verticales ni en +0o0 ni en —oo, o tener una asintota no vertical en +co y no tener
asintota no vertical en —oo, etc .

Veamos algunos ejemplos:
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Ejemplo 6.8.5. Sea f definida por

203 + 32—z +2

Calculemos sus asintotas.

Asintotas verticales
Como es continua f en Ry y no es continua en 0, la recta vertical de ecuacién
x = 0 es la tnica candidata a ser asintota vertical de f. Teniendo en cuenta el
punto 1 de las definiciones 6.8.1, como
223 4 322 —x +2

lim = 400
x—0 3;1;‘2 ’

la recta z = 0 es asintota vertical de f.
Asintotas no verticales

En +o00: Comenzamos planteando

1.
34322 g
, (v , e +%"f,32 2 , 203 +322 —x+2 2
lim ———~ = lim —*—— = lim =—.
o400 I z—Foo x z—+o0 33 3
Luego, m = % es el candidato a ser la pendiente de la asintota no
vertical (en el caso que exista) de f en +oo.
2.
3 2
lim ) —mzx) = lim (w,z@ —
T>—+00 (f( ) ) s—-+Foo 3z2 3
— lim (213+3x27x+272m3) — lim (3r27z+2) =1
r—+00 3z2 Z—+o0 3x2

Luego, f posee asintota oblicua en +o0o de ecuacién y = % z+1.

En —oco: Planteamos

1.
3 2
) f(l') ) 214‘331;7214‘2 , 21.3 + 31.2 — 4+ 2 2
lim — = lim —*—— = lim =—.
T——00 I z——00 T T——00 33 3
Entonces, m = % es el candidato a ser la pendiente de la asintota no
vertical (en el caso que exista) de f en —oo.
2.
3 2
lim x)—mz)= lim (w—gx) =
T — 00 (f( ) ) T — 00 312 3
_ s 2:1:3+3:r27$+272$3 _ s 39:27a:+2 _
=t (Beegeet) = i (M52) =1
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Por lo tanto, f posee asintota oblicua en —oo de ecuacién y = %ac + 1.

Observemos que f posee asintotas oblicuas en +00 y en —oo y, en este caso parti-
cular, ambas coinciden.

Ejemplo 6.8.6. Sea f definida por

e+l g o5,
-]

x
23_22 .
% si x<0.

Calculemos sus asintotas.

Asintotas verticales:
Es claro que f es continua en R(. Estudiemos la continuidad de f en z = 0.

203 — 22 +2
1/ = 1, —_— = 2
Jm f@) = lim =5
Y 2
1
lm f(z) = lfm S TP L o
x—0+ r—0+ x

Luego, f no es continua en 0 y, por el punto 2 de las definiciones 6.8.1, z = 0
es asintota vertical por la derecha de f (pero no por la izquierda).

Asintotas no verticales:

En +o00: Comenzamos planteando

1.
:02+a:+1 2
T e T z+1
tm T g T o rrrtl g
T—+00 x T—+00 xT T—+00 x

Luego, m = 1 es el candidato a ser la pendiente de la asintota no

vertical (en el caso que exista) def en +oo.
2.

lim (f(x) —mz) = lim (M—x)z

Tr—r—+00 T—r+00 €T
; 2 4+x+1— 22
= lim —_— =
T—r+00 x

1
— lim <x+ >1.
T—+00 x

Luego, f posee asintota oblicua en +o0o de ecuacién y = x + 1.

En —oo: Planteamos
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1.
2x37932+2 3 2
, x , = =iT , 20° —x° + 2
lim Q = lim Bk 2 S im —mm— =2,
r——00 €T T——00 xT T——00 3 +x

Luego, m = 2 es el candidato a ser la pendiente de la asintota no

vertical (en el caso que exista) de f en —oo.
2.

lim (f(z) —mz)= lim (m - Qm) =

3
T——00 T——00 z2+1

_ z 213712+272x372z _ z 7I272I+2 _
- rl}riﬂoo ( a?+1 - ngloo z?4+1 =1

Luego, f posee asintota oblicua en —oo de ecuacién y = 2z — 1.

Observemos que f posee asintotas oblicuas en +00 y en —oo y, en este caso, no
coinciden.

6.9. Estudio completo de una funcion

Veamos como, dada una funcién, los resultados enunciados nos permiten realizar, lo
que comunmente se denomina, el estudio de la funcion, es decir, realizar un anélisis lo
mas completo posible del comportamiento de la funcién para, con esos datos, realizar
un grafico aproximado.

Mas precisamente, realizar el estudio de una funcién real dada f, significa obtener
la siguiente informacion:

e Dominio de f.

e Conjuntos de positividad, negatividad y ceros de f: C;.(f), C_(f) vy Co(f).
e Paridad o imparidad de f.

e Continuidad de f, calculando y clasificando sus puntos de discontinuidad.
e Derivabilidad de f, incluyendo derivada segunda.

e Puntos criticos de f.

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

e Célculo y clasificacién de los extremos de f (médximos y minimos).

e Intervalos de curvatura positiva y curvatura negativa de f.

e Puntos de inflexién de f.

e Existencia de asintotas de f y, si existen, calculo de sus ecuaciones.

e Toda otra informacién que nos parezca util.
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Ejemplo 6.9.1. Sea f dada por
f(z) = ta* — 32% + 1222 — 162 .

Es claro que Dom(f) =R, @ y que f es derivable (y continua) en R. ®@
Calculemos Coy(f):
Como

f(z) =22t — 32% + 1227 — 162 = 12 - (2% — 1227 + 48z — 64) = 1z - (2 — 4)3,

1
4

resulta que
fla)=0&iz (z-4)P=0c2=0ve=4

Luego,
CO(f) = {0’4} . @

Calculemos C1(f) vy C_(f).
Como f es continua en R, para su cdlculo, podemos utilizar el Teorema de Bolzano.

- Como f(—1) >0y f no posee raices en (—o0,0), (—00,0) C C4(f).
- Como f(1) <0y f no posee raices en (0,4), (0,4) C C_(f).
- Como f(5) > 0 y no posee raices en (4,400), (4,4+00) C C+(f).
Por lo tanto,
Ci(f) =(—00,0)U(4,+0) v C_(f)=(0,4. @
Es claro también que f no es ni par ni impar. ®
Calculemos los puntos criticos de f.
Como f es derivable en R, por la definicién 6.5.6, PC(f) = Co(f’). Como
fl(x) =a® — 927 + 242 — 16 = (z — 1) - (x — 4)?,
resulta que
f(z)=0&z=1Vve=4
Luego,
PC(f)=Co(f) ={1,4}. ®

Calculemos los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

Recordando la proposicién 6.5.3, debemos calcular C(f') y C_(f").

Teniendo en cuenta que, en este caso, f’ es continua en R (esto no es cierto para
cualquier funcién), podemos aplicar nuevamente el Corolario del Teorema de Bolzano

a f' para calcular Cy(f') y C_(f").
- Como f'(0) <0y f’' no posee raices en (—oo, 1), (—o0,1) C C_(f").

- Como f'(2) > 0y f’ no posee raices en (1,4), (1,4) C C(f).
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- Como f'(5) >0y f' no posee raices en (4,400), (4,4+00) C C4(f).

Entonces,

C_(f)=(=00,1) vy Ci(f) =(1,4)U(4,+00).
Luego, por la proposicion 6.5.3,

f es estrictamente decreciente ( f es N\, ) en (—o0,1)

y
f es estrictamente creciente ( f es ') en (1,4)U(4,+00). @

Por @ y la definicién 4.5.2 del capitulo 4,
x =1 es un minimo local de f .

Observemos que z = 4 no es un extremo de f por més que sea un punto critico.
Calculemos los intervalos de curvatura positiva y curvatura negativa de f.
Como f es dos veces derivable (por ser f/ un polinomio), para aplicar la proposicién
6.7.4, debemos calcular C (") y C_(f").

() = 32% — 18z + 24.

Teniendo en cuenta que, en este caso, f” es continua en R (esto no es cierto para
cualquier funcién), podemos aplicar el Corolario del Teorema de Bolzano para calcular

CL (") y C-(f")

Para ello, calculamos primero Co(f").
f"(2)=020=32>-182+24=3(z> —62+8)=0c2=2 V =4
- Como f”(0) > 0y f” no posee raices en (—o00,2), (—00,2) C C+(f").
- Como f"(3) <0y f” no posee raices en (2,4), (2,4) Cc C_(f").
- Como f"(5) > 0y f” no posee raices en (4, +00), (4, +00) C CL(f").
Luego,
Colf") = (—00,2) U +00) ¥ C_(f") = (2,4).
Entonces, por la proposicion 6.7.4,

f tiene curvatura negativa ( f es N) en (2,4)
y
f tiene curvatura positiva ( f es U) en (—00,2) U (4,400). @
Luego, por @ y la definicién 6.7.3, xt =2 y x =4 son puntos de inflexiéon de f . ®

También podriamos haber usado el criterio del signo de la derivada segunda (Criterio
de la derivada segunda) para tratar de clasificar los puntos criticos de f.
Recordemos que f'(z) =0z =102z =4.
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Como f”(1) > 0, por la proposicién 6.5.10, podemos asegurar que x = 1 es un
minimo local de f.

Como f”(4) = 0 no podemos utilizar la proposicién 6.5.10 pero acabamos de ver
que x = 4 es un punto de inflexion de f.

Estudiemos la existencia de asintotas de f.

Como ( @ ) f es continua en R, por la observacién 6.8.2, f no posee asintotas
verticales.

Por otra parte, como

1.4 3 2
lm flx) lm 77° —3z° + 1227 — 16z

r—+00 €T

%xB — 3224122 —16 = +0

r—+00 X r—+o0

y

. jot —32% +122% — 160

T——00 I

lim  12%-3224+120-16 = —oo,

r——00

f mno posee asintotas no verticales ni en +0o nien —oo .

Por tltimo, dado que f no posee asintotas no verticales, para conocer el comporta-
miento de f en 400 y en —oo, es 1Gtil conocer sus limites en el infinito.

lim f(z) = lim

I m %x‘l —3z% + 1222 — 162 = +00.
Tr—r o xr—r oo

Hemos concluido la recopilacién de la informacién necesaria para realizar un grafico
aproximado de f. Considerando todos los puntos “especiales” (puntos de discontinui-
dad, de no derivabilidad, criticos, de inflexién, etc.) que surgieron en el estudio de f,
es conveniente subdividir el Dom(f) como unién disjunta de intervalos con extremos
dichos puntos.

En este caso particular dichos puntos especiales son (por @, ® y @) x =0,1,2 y 4.
Es 1til volcar en una tabla la informacién obtenida en @ a @ como se muestra en el
cuadro 6.1.

f>0 f<0 | f)==21] f<0 | f2=-4| f<0
fesN | f(0)=0 | fes™ . fes / to. d fes /
fesU fesU fHRHo fesU iﬁﬂ?exiéen fesn

Cuadro 6.1: Recopilamos la informacion.
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Teniendo en cuenta la informacién obtenida, el grafico aproximado de f es el que se
muestra en la figura 6.10.

Figura 6.10: Ejemplo 6.9.1.

(Consideramos escalas distintas en los ejes para que el gréfico resulte més claro).
Ejemplo 6.9.2. Sea f dada por
3
21"

fz) =

Como
2 -1=0 & 22=1 & |z)/=1 & z2=-1 V z=1,

resulta que
Dom(f) =R—{-1,1} = (=00, —1) U (—1,1) U (1, +00). @

Es claro que f es derivable (y por lo tanto continua) en su dominio, por ser cociente
de polinomios. @
Por otra parte,

3

— — 3 _ —
f(m)—xz_l—O < =0 & z=0.

Por lo tanto
Co(f) ={0}. ®
Por ser f continua en Dom(f) = (—oo0,—1) U (—1,1) U (1, 4+00), podemos aplicar el
corolario de Teorema de Bolzano para determinar C(f) y C—(f).
Como f(—2) < 0y f es continua y no posee raices en (—oo, —1), (—oo, —1) C C_(f).
Como f(—1) >0y f es continua y no posee raices en (—1,0), (—=1,0) C C4(f).
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Como f(3) <0y f es continua y no posee raices en (0,1), (0,1) C C_(f).
Como f(2) > 0y f es continua y no posee raices en (1,400), (1,400) C C4(f).

Luego,

Com

resul

Ci(f) = (=L0)U(l,+o0) vy C(f)=(-00,-1)U(0,1). @

O

ta que

f esimpar ®

y, por lo tanto, su grafico sera simétrico respecto del origen.
Como f es derivable en su dominio ( @ ), PC(f) = Co(f).
Calculemos su derivada:

f

3z2(2? —1) —2® -2z 3a* —32? —22'  2* —32?  2?- (2 -3)

(22 — 1) (22-17%  (@2-1)7%  (a2-1)

(@)=

Luego, al resolver la ecuacién f'(x) = 0 tenemos

2. (.2
. -3
LZ):() & 2=0V 22=3 & =0V z=—V3 V =3
(z2 —=1)
Entonces,

PO(f) = {fo\f} ®

Por ser f’ continua en (—oo, —1)U(—1,1)U (1, 4+00), podemos aplicar el corolario del
Teorema de Bolzano para determinar el signo de f’ y, por lo tanto, los intervalos de

creci
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miento y decrecimiento de f.

Como f'(—2) > 0y f’ es continua y no posee raices en (—oo0, —/3), resulta que

(=00, =V/3) € CL.(f).

Como f’(—%) <0y f" es continua y no posee raices en (—/3, —1), resulta que
(—v3,-1) C C_(f').

Como f'(— %) < 0y f' es continua y no posee raices en (—1,0), resulta que
(_170) (f)

Como f'(3) < 0 y f’ es continua y no posee raices en (0,1), resulta que
(0,1) € C_(f").

Como f’(%) < 0y f' es continua y no posee raices en (1,1/3), resulta que

(L,V3) C C_(f").

Como f(2) > Oy f’ es continua y no posee raices en (v/3,400), resulta que

(V3,+00) C +( ok
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Luego,
C_(f) = (=V3, -1 U(~L0) U (0,1) U(L,V3)

y
Co(f') = (=00, =V3) U (V3, +00).

Por la proposicién 6.5.3,

f es estrictamente decreciente (f es \,) en (—v/3,—1) U (—1,1) U (1,+/3)

y
f es estrictamente creciente (f es ) en (—oo, —v/3) U (V/3,+00) . @

Luego, por @ y la definicién 4.5.2 del capitulo 4,
z = —/3 es un méximo local de f 'y = 1/3 es un minimo local de f .

Observemos que z = 0 no es un extremo de f por mas que sea un punto critico.

Como f es dos veces derivable en (—oo,—1) U (—1,1) U (1,+00), para calcular los
intervalos de curvatura de f debemos calcular C (f”) y C_(f"). Calculemos f”.

ae :(4x3—6x)~(xz—1)2—(354_3952).2.(1;2_1),296:
(@) ——

(z2 —1)- [(42® — 62) - (2% — 1) — 4z - (z* — 32?)]

(22— 1)"

425 — 423 — 623 + 62 — 42° + 1223

(2 - 1)°

2%+ 6z 2z (22 +3)

@-1°  @-1)

Luego,
2z - (2% +3)

(@ —1)°
Teniendo en cuenta que f” es continua en R — {—1,1}, podemos aplicar nuevamente
el corolario del Teorema de Bolzano a f” para calcular C (f") y C_(f").

=0 & x=0.

f(w) =

- Como f”( 2) <0y f” es continua y no posee raices en (—oo, —1), resulta que
(=00, —=1) C C_(f").

- Como f”(—%) > 0y f"” es continua y no posee raices en (—1,0), resulta que
(=1,0) C C(f").

Como f”(l) < 0y f” es continua y no posee raices en (0,1), resulta que

(0,1) c C ().

C_(
- Como f"”(2) > 0y f” es continua y no posee raices en (1,+00), resulta que
(1, +00) C CL(f").
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Entonces,
C_(f") = (=00, =1) U (0,1) y C(f) = (1, +00).
Luego, por la proposicion 6.7.4,

f tiene curvatura negativa (f es N) en (—oo0,—1) U (0,1)
y

f tiene curvatura positiva (f es U) en (—1,0) U (1,+00). @
Luego, por @ y la definicién 6.7.3,

x=—-1,2 =0y z =1 son puntos de inflexién de f . @

Analicemos la existencia de asintotas de f.
Asintotas verticales:

Como los puntos de discontinuidad de f son =1y 2 = —1, éstas son las (inicas)
rectas candidatas a ser asintotas verticales. Calculemos los limites.

3 3
x
lim f(z)= Iim = —00 lim f(z)= lim —— =+
r——1— ( ) zo—1- 22 —1 R T ( ) -1+ 22 —1 ’
3 3
Iim f(z)= lim ——=-0c0cy Ilim f(z)= lim —— =+0c0.
T—1- ( ) z—1- 12 —1 z—1+ ( ) =1+ 22 —1
Luego,
Las rectas © = —1 y & = 1 son asintotas verticales de f. @
Asintotas no verticales:
Como ,
z 3
, x , 2_ , xr
lim (@) = lm Z=L = lim =1
r—+oo I r—+o0 x z—too x3 —
y
, , 3 , -2 4
lim f(z)—2z= lim —rz= llm ——— = lim =0,
z—+o0 z—otoo x2 —1 z—+o0 2 —1 zo+oo 2 —1

resulta que
y = x es asintota oblicua de f en +0o0 y en —oco .®

Resumamos en una tabla la informacién obtenida como en el cuadro 6.3 y el cuadro
6.4.

Teniendo en cuenta todo el estudio realizado y la informacién obtenida, el grafico
aproximado de f es el que se muestra en la figura 6.11.

Observacion 6.9.3. En el caso de realizar un estudio de una funcién definida a
trozos (partida), se debe prestar suma atencién en que se estd estudiando la funcién
en su globalidad y no cada una de las expresiones en las que se divide la funcién.
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<0 f(=V3) = <0 A. vertical | f>0 | f(0)=0
fes N =-33 fes™y 4 fes™y q
fesn maximo fesn ibtiexion fesU ibfiexion
Cuadro 6.3: Toda la informacion obtenida.

(0,1) 1 (1,v3) V3 | (V3,+0)

f<0 | A vertical | f>0 | f(3)= f>0

Fes N eS| =3B [ fe

fesn iRtlexion fesU | minimo fesU

Cuadro 6.4: ... y més informacion ...

Ejemplo 6.9.4. Sea f la funcién definida por
23

_ si r>1
2 —1

fz) =

' =323+ 1222 — 162 si <1

Cuando se busque la informaciéon mencionada en 6.9, se debe tener bien en claro que
la informacién buscada se refiere a la funcién f y no a cada expresién que la compone.
Es recomendable en estos casos realizar dos estudios paralelos.

e En (1,+00), utilizando que f(z) = $§”—i1, pero teniendo en cuenta que toda la
informacién que se obtenga debe ser intersecada con el conjunto (1, +00).

e En (—o0,1), utilizando que f(x) = ix‘l — 323 + 1222 — 162, pero teniendo
en cuenta que toda la informacién que se obtenga debe ser intersecada con el
conjunto (—oo,1).

Por dltimo se analiza si el punto de corte z = 1 posee alguna propiedad (extremo,
punto de inflexién, asintota vertical, etc.).
Por ejemplo, recordando el ejemplo 6.9.1 y el ejemplo 6.9.2, obtuvimos que

Co (Tgﬂ—il) = {0} y Co(ta'—3a% + 1242 — 162) = {0,4}.
Sin embargo, como 0 ¢ (1, +00) y 4 ¢ (—o0, 1) es
Co(f) =0 en (1,400) y Co(f) ={0} en (—oo,1).
Luego,
Co(f) = {0}.

Realicemos el estudio de f aprovechando que ya hemos hecho el estudio de cada una
de las expresiones (en todo su dominio) que posee f en los ejemplos anteriores.
Es claro que
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N\

T o o mim m mm it _._._._._'.\.._._._._._._._.

Figura 6.11: Ejemplo 6.9.2.

Dom(f) =R y que f es derivable (y, por lo tanto, continua) en R

Ve Z. 7z 3
Ademaés, como lim f(z) = lim —F— = +oo0, resulta que
z—1t z—1+t

f no es continua (y, por lo tanto, no es derivable) en x =1 .

Sabemos que si « > 1 entonces f(z) = xgzil . Restringiendo la informacién
obtenida en el ejemplo 6.9.2 al intervalo (1,+00), tenemos que:
o Co(f) =0, C_(f) =0, C.(f) = (1,+00).
PO(f) = {V3}.
f es estrictamente decreciente (f es \) en (1,v/3).
f es estrictamente creciente (f es ) en (v/3, +00).

e = /3 es un minimo local de f.

f tiene curvatura positiva (f es U) en (1,+00).
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e f no posee puntos de inflexién en (1, +00).
e f no posee asintotas verticales en (1, +00).
e y = x es asintota oblicua de f en +oo.
Ahora si x < 1 la expresién de la funcién es f(z) = j2* — 32® + 1227 — 16w .

Restringiendo la informacién obtenida en el ejemplo 6.9.1 al intervalo (—oo, 1),
tenemos que:

e Co(f) ={0}, C_(f)=1(0,1), C4(f) = (—00,0).
PC(f) = 0.

f es estrictamente decreciente (f es ) en (—o0, 1).

e f 1o posee extremos en (—oo, 1).

f tiene curvatura positiva (f es U) en (—oo, 1).

e f no posee puntos de inflexién en (—oo, 1).

f no posee asintotas verticales en (—oo, 1).

e f no posee asintotas no verticales en —oo.

Postergando el analisis del punto z = 1 y uniendo la informacién obtenida en ambos
casos, tenemos que:

e Dom(f)=TR.

e f es derivable (y, por lo tanto, continua) en Rq.

e f no es continua (y, por lo tanto, no es derivable) en z = 1.
o Co(f) = {0}, C-(f) = (0,1), C1(f) = (~50,0) U (1, +ox).
o PC(f) = {1,V3}.

e f es estrictamente decreciente (f es \,) en (—o0,1) U (1,v/3).
e f es estrictamente creciente (f es ) en (v/3,+00).

e x = +/3 es un minimo local de f.

e f tiene curvatura positiva (f es U) en (—oo,1) U (1, +00).
e f no posee puntos de inflexién en R;.

e f no posee asintotas verticales en R;.

e y =z es asintota oblicua de f en +oc.

e f no posee asintotas no verticales en —oo.

Por 1ltimo, analizamos = = 1.
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(—00,0) 0 (0,1) 1 (1,v/3) V3 (v/3, +00)
f>0 f<0 [ fM=-F1f>0 | f(=v3)=| [f>0
fesN\e | f(0)=0 1 fes\,| A. vertical | fes ™\, =33 fes N
fesU fesU minimo fesU minimo fesU

Cuadro 6.5: Resumimos toda la informacién.

Como

7. _ z ‘/L'S —
zlin{h o 71’1511& Tzll Jr3C>O ’ 2 27
xllgl— flz) = Il_l)l’{l_ 7ot =327 +122° — 162 = — %
resulta que
e r =1 es asintota vertical de f por la derecha.

Dado que = = /3 es un minimo global de mf—il en (1,400), f es estrictamente
decreciente (f es \,) en (—o0,1), f(1) = =2 y f(v/3) = 3V/3, resulta que

e x =1 es minimo local de f.

Colocamos la informacién obtenida en el cuadro 6.5.

El grafico aproximado de f resulta de recortar y pegar los graficos obtenidos en los
ejemplos anteriores.
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Capitulo 7

Aplicaciones a la economia

7.1. Introduccién

En este capitulo vamos a repasar desde el punto de vista econémico los siguientes
temas que vimos en los capitulos anteriores:

e Dominio.
e Inversa.
e Derivada.

e Extremos de funciones.

Ademés, vamos a introducir distintas funciones utilizadas en economia. Para un
estudio més profundo y detallado, recomendamos los libros de Samuelson y Nordhaus
o de Garcia Venturini y Kicillof citados en la bibliografia.

7.2. La funcién Demanda

Si nos ponemos en el lugar de un empresario que fabrica un tnico producto y quiere
venderlo, podemos fijar un precio p a los articulos que producimos. Claro que la
cantidad que vendamos va a depender de ese precio, y para cada valor de p, vamos a
vender una cantidad distinta x de nuestro producto.

Esto es facil de imaginar. Supongamos que tenemos una carniceria y fijamos el precio
de cada kilogramo de asado en 10 centavos: en ese caso, vamos a vender mucho (no
nos interesa si estamos trabajando a pérdida). Pero si cambiamos el precio, y lo vamos
aumentando, venderemos cada vez menos... hasta que llegue el momento en que el
kilo sea tan caro, que nadie nos compre nada.

Este es un ejemplo de la Ley de la Demanda en economia: a cada precio p, le
corresponde una cantidad = de productos que se venden, y esta cantidad disminuye
cuando aumenta el precio.
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Podemos expresar la relacion entre el precio y la cantidad de articulos que se venden
a ese precio como una funcién, la funcién Demanda:

z = D(p).

Aqui, x representa la cantidad de articulos que se venden cuando el precio es p. Los
economistas también la llaman curva de Demanda.

Nota 7.2.1. Hasta ahora, las funciones eran casi todas y = f(z) 6 y = g(x). jPor
qué el cambio de letras? Esta funcién viene de la economia, D es una buena letra para
representar la demanda, y p es buena para indicar el precio.

Una diferencia importante es que acd x es la variable dependiente, corresponde
a la imagen de la funcién demanda. Antes, cuando trabajadbamos con una funcién
y = f(x), y correspondia a la imagen y 2 al dominio. Ahora, el dominio estd indicado
por p y la imagen es = (el motivo de este cambio se entenderd mejor en la préxima
seccidn, cuando veamos la funcién precio).

Es importante que recordemos que para graficar la demanda x = D(p) lo haremos
entonces en dos ejes, pero el horizontal serd p y el vertical z.

Analicemos el dominio de la funcién demanda. Hasta ahora, nos fijAbamos sélo en
las cuentas involucradas en la definicién de la funcién (dividir por cero, raices pares
de nimeros negativos, etc.). Pero aqui el dominio se ve afectado por el significado
econdémico que tiene la funcién. Hay dos factores a tener en cuenta:

e ¢l precio no puede ser negativo,

e la cantidad de productos que se vende no puede ser negativa.

Veamos unos ejemplos:

Ejemplo 7.2.2. Supongamos que la demanda de un producto viene dada por la

féormula
100 . ..
r=-——-—2 jcudl es su dominio?
1+p
Vemos que es una funcién homogréfica (ver pagina 53), asi que podemos dibujarla
sin mucha dificultad. Tiene una asintota vertical en p = —1, y una asintota horizontal
en x = —2. Al principio podemos pensar que su grafico es el que se muestra en la
figura 7.1.
Pero... ;qué pasa con el sentido econémico de la demanda?
El gréfico de la figura 7.1 corresponde a la funcién homografica, pero no a la funcién
demanda D(p) = % — 2, ya que no tiene en cuenta las condiciones.
En primer lugar, el precio no puede ser negativo: si estamos vendiendo un producto
y cobramos algo por él, el precio tiene que ser mayor que cero. Podemos aceptar el
cero, también, aunque en ese caso lo estariamos regalando. Entonces, debe ser p > 0

y el dominio de esta funcién no incluye los negativos.
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98

49

Figura 7.1: ;Es este el gréfico de D(p) = % — 27

Por otro lado, en el grafico vemos que para p = 49, la demanda se anula. Es decir,
si nuestro precio es 49, no vendemos ningin articulo. Y para los valores de p mayores
que 49, la cantidad de articulos que vendemos se hace negativa... lo cual no tiene
mucho sentido.

Entonces, el dominio de nuestra funcién demanda D(p) = %

[0,49], y el gréfico correcto es el que mostramos en la figura 7.2.

— 2 es el intervalo

98

49

Figura 7.2: Este si es el grafico de la demanda.

Ejemplo 7.2.3. Supongamos que la demanda de un producto es

D(p) = /14400 — p? jcuél es el dominio en este caso?

Vamos a resolverlo sin graficar. Miremos primero la parte matematica: como tenemos
que calcular una rafz cuadrada, necesitamos que 14400 — p? sea mayor o igual que
cero.

Esto no es dificil de averiguar:

14400 — p> =0 cuando p = —120 6 p = 120.
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Usando una consecuencia del Teorema de Bolzano (ver 4.6.1), 14400 — p? tiene signo
constante en cada uno de los intervalos

(—00,—120), (—120,120), (120, +00).
En el primero, tomando p = —200 tenemos
14400 — (—200)% = 14400 — 40000 = —25600.
En (—120,120) es positivo, basta verificarlo con p = 0:
14400 — 0% = 14000.
Por ultimo, en (120, 400) queda
14400 — (200)? = 14400 — 40000 = —25600.

Bien, la parte matemética tiene sentido entonces para p € [—120,120]. ;Serd ese el
dominio?

Falta la parte econémica: como el precio tiene que ser mayor o igual que cero,
tenemos que achicar el intervalo descartando los negativos: p € [0, 120].

Ademaés, como no vamos a vender una cantidad negativa de productos, tenemos que

mirar si puede ser
1/14400 — p2 < 0,

pero la funcién raiz cuadrada, no toma valores negativos, con lo cual en el intervalo
[0,120], la demanda serd siempre mayor o igual que cero, y éste es nuestro dominio.

7.3. La funcién Precio

En la seccién anterior mencionamos que a mayor precio, menor demanda (es decir,
menos articulos se venderdn). Aqui estamos trabajando con un modelo muy simple,
donde la venta del producto depende exclusivamente del precio. No es cierto que la
demanda disminuye cuando aumenta el precio si uno considera mas de un factor.
Por ejemplo, si ademas del precio consideramos la temperatura ambiente, no deberia
asombrarnos que en verano aumente el precio del helado y, pese al aumento de precio,
también aumenten las ventas.

Asi, la demanda resulta una funcién estrictamente decreciente: a precios mayores,
menor demanda del producto.

En ese caso, la demanda es una funcién biyectiva (ver 2.3.3) si nos restringimos a
su dominio e imagen. Esto nos permite definir su funcion inversa (ver 2.7.1) , que
llamaremos funcion Precio:

p= P(x),

esto es, ahora vemos al precio en funcién de la cantidad que se vende.

En la funcién demanda del ejemplo 7.2.2, recordemos que el dominio era [0,49].
Para calcular la imagen, como la funcién es decreciente, el valor méximo lo tomard en
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p = 0y el minimo en p = 49. Haciendo la cuenta con estos valores, vemos que la
imagen es el intervalo [0, 98]. Entonces, D(p) : [0,49] — [0, 98] es biyectiva.

Calculemos la funcién precio P(z) si la demanda es D(p) = % —
T = % -2 = z+2 = % =
(x+2)(1+p) = 100 = 14p = 10 N

= p = 25-1

y obtenemos la funcién precio

100 B
T+ 2

P(z) = 1.

Si miramos con cuidado, no hemos hecho nada nuevo: apenas calcular la inversa de
una funcién homografica.

Lo importante aqui es que, para la funcién Demanda, su inversa tiene un significado
econdmico y es la funciéon Precio. Veremos que es mas 1util que la funcién demanda
en ciertos problemas.

Otra vez, el precio de un producto sélo puede ser positivo, y la cantidad que se
vende también. Cuando se lo obtuvo como la inversa de la funcién Demanda, esto ya
estd garantizado (jpor qué?), de lo contrario habria que calcular su domino e imagen.

7.4. Funciones Ingreso, Costo Total y Beneficio

Vamos ahora a las tres funciones que le interesan al productor. Estas contestan tres
preguntas bésicas: si fabrico z articulos,

1. jctanto dinero voy a recibir al venderlos?
2. jcuanto me costara producirlos?
3. jcudl serd mi ganancia o pérdida?

La funcién Ingreso Total, IT(z), se encarga de responder la primera pregunta, que
nos dice cudnto dinero ingresa si vendemos x articulos. Es facil deducir su expresion
si consideramos la funcién precio:

IT(x) =« - P(x).

Asi, el ingreso es el producto de la cantidad de articulos vendidos x, por el precio de
cada uno P(z). Como antes, IT(z) estd definida para x > 0, y también su imagen
debe ser positiva.

Para la segunda, introducimos la funcién Costo Total, CT(x), que nos dice cudnto
cuesta fabricar x articulos. Esta funcién suele ser creciente, es més caro fabricar mas
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articulos, pero hay excepciones (promociones industriales, subsidios, cambios técnicos,
etc.). Depende de distintos factores: hay costos fijos (como el alquiler de un local, el
sueldo de parte del personal, o costos de las maquinarias), y costos que dependen del
nimero de articulos fabricados (materia prima). Para que tenga sentido econémico,
debe ser

x>0 y CT(x)>0.

Por dltimo, la funcién Beneficio, B(z), se encarga de responder la tercera pregunta,
cudl serd nuestra ganancia o pérdida. Como es de esperar, se la obtiene a partir de
las funciones IT(z) y CT(x):

B(z) =IT(z) — CT(z).

El beneficio al vender x articulos serd la diferencia entre el dinero que ingresé, IT(x),
y el costo de fabricarlos, CT'(x).

Por un lado, esta funcién esta definida para x > 0 ya que el nimero de articulos
que vamos a producir no puede ser negativo. Pero por otra parte, es posible que su
imagen sea negativa. El siguiente gréfico corresponde a una posible funciéon beneficio.

100 500

Figura 7.3: Este podria ser el grafico de una funcién beneficio.

Por ejemplo, podria ser que vendiendo menos de 100 articulos no cubramos sus
costos de fabricacién; superada esta cantidad, si; hasta llegar a los 500 articulos (tal
vez el precio deberfa ser demasiado bajo si se quieren vender més de 500 articulos).

En este caso, los conjuntos de positividad y negatividad de la funcién beneficio se
interpretan como ganancias o pérdidas.

Una pregunta que todo productor se hace es si le conviene o no fabricar més pro-
ductos. La férmula z - p(z) no la responde directamente: si aumenta x, el precio p(x)
disminuye, con lo cual no sabemos cémo cambia el ingreso.

Para esto, los economistas definen el ingreso marginal IM (x).
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Definicién 7.4.1. Llamamos ingreso marginal a la variacion del ingreso al pro-
ducir una unidad de producto mds, o sea,

IM(z) = IT(z + 1) — IT(x).

Observacién 7.4.2. Sin embargo, la férmula de la definiciéon anterior no se utiliza
tanto, y preferimos reemplazarla por la derivada del ingreso total:

IM(z) = IT'(z),

“

el signo “~"quiere decir “aproximadamente igual a”; veremos en un ejemplo que
estos valores no son exactamente iguales, pero si muy parecidos. Para justificar que
reemplazamos T M (z) por la derivada, observemos que si « es muy grande, agregar
una unidad es muy poco, con lo cual tenemos un cociente incremental, que puede
considerarse una buena aproximacién de la derivada:

IT(x+1) - IT(x)

IM(z)=IT(z+1)—IT(z) = )@ ~ [T (x).

Recordemos que el signo de la derivada nos dice si la funcién crece o no. Asi, si que-
remos saber si el ingreso aumentara al aumentar la produccién, nos conviene fijarnos
si la derivada es positiva. Cudnto va a aumentar (o disminuir) es lo que nos da el valor
absoluto o médulo de la derivada.

Ejemplo 7.4.3. El precio de un producto cuando se venden x unidades es

2000
p(z) =10+ P

Actualmente, se fabrican y venden z = 100 unidades. ; Aumentara el ingreso si au-
mentamos la produccién? ;Cudnto aumentard o disminuird?

Aqui, el ingreso es

2000 2000
IT(x)=x-p(z) =z - <1O+2> =10z +
x

T

Derivando, calculamos el ingreso marginal I7"(x):

2000
IT (x) =10 — =
que en z = 100 resulta:
2000
IT'(100) =10 — —— = 10— 0,2 = 9,8.
(100) 0 10000 0-0, 9,8

Esto nos dice que el ingreso total es creciente en z = 100, y va a aumentar casi 9,8
si aumentamos la produccion.

Nota 7.4.4. Podemos calcular el ingreso marginal de la otra manera, haciendo la
diferencia IT(101) — IT(100). En ese caso, tenemos:

2000 2000 2000
IT(101) — IT(100) =10-101 + — —-10-100 = — =10 — ——— = 19...
(101) (100) 0-101 + 01 0-100 100 0 10100 9,8019
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7.5. Otras funciones marginales

La idea de la seccién anterior se aplica también a las funciones Costo Total y Beneficio.

Definiciones 7.5.1. 1. Definimos el Costo Total Marginal, CT M (x), como la
derivada del Costo Total, es decir,

CTM(z) = CT'(x).

2. De la misma manera, definimos el Beneficio Marginal, BM (z), como la de-

rivada del Beneficio,
BM(z) = B'(z).

Observaciones 7.5.2. 1. El costo marginal se puede interpretar como el costo
adicional de fabricar otra unidad de nuestro producto,

CTM(z) =CT'(z) ~CT(z +1) — CT(x).

2. De manera analoga, el beneficio marginal nos sirve para aproximar como cambia
el beneficio al fabricar otra unidad,

BM(z) = B'(z) ~ B(x + 1) — B(z).

7.6. Elasticidad de la demanda

En esta seccién vamos a estudiar el concepto de elasticidad de una funcién econémi-
ca. Primero veremos la elasticidad de la demanda, y luego consideraremos la elastici-
dad de otras funciones.

Habiamos visto que la demanda de un producto decrece cuando su precio aumenta.
Sin embargo, la disminucién en el consumo de los distintos productos varia. Por
ejemplo, si el pan y una revista aumentan su precio en un mismo porcentaje, el
consumo de pan va a disminuir menos que el de la revista.

Para un productor, es importante saber como va a responder el mercado a un au-
mento de precios. Sabe que la gente va a consumir menos, pero la pregunta importante
es cémo modificard el ingreso. La herramienta para averiguar ésto es la elasticidad.

Definicién 7.6.1. Definimos la elasticidad de la demanda, Ep(p), como la varia-
cion porcentual de la cantidad demandada, dividida la variacién porcentual del precio.

Observacion 7.6.2. La elasticidad de la demanda “mide” en qué porcentaje varia
la demanda cuando aumenta el precio en un 1 por ciento. Para variaciones pequenas
del precio, se utiliza la derivada para calcular la elasticidad (con lo cual uno evita
calcular porcentajes):

_p-D'(p)
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Esta es la féormula que utilizaremos para calcular la elasticidad de la demanda.

Su deduccién no es dificil: Supongamos que el precio cambia en una pequena canti-
dad, h. La variacién porcentual de la demanda es

D(p+h) — D(p)
D(p)

La variacién porcentual del precio viene dada por

pt+th—p h

p p
Ahora, el cociente de ambas variaciones es:
D(p+h)—D(p)

D(p) p  D(p+h)—D(p)
2 D(p) h '

Vemos que la segunda fraccién es el cociente incremental de D(p), y podemos apro-
ximarlo por D'(p).

Ejemplo 7.6.3. Sea D(p) = 1000 — 10p , queremos calcular la elasticidad en p = 10 .

Para esto calculamos la derivada:
D'(p) = —10.
que es constante, en particular, D'(10) = —10 . Ademds,
D(10) = 1000 — 10 - 10 = 900.
Reemplazando en la férmula,

10 - (—10) 1
Ep(10) = —— = ——.
p(10) 900 9
Ejemplo 7.6.4. Para la misma demanda, D(p) = 1000 — 10p , queremos calcular la

elasticidad en p = 80 .
La derivada es D'(p) = —10, y D(80) = 1000 — 10 - 80 = 200. Reemplazando,

80 - (—10)

Ep(80) = =555

=4
Ejercicio 7.6.5. Para la misma demanda, D(p) = 1000 — 10p , calcular la elasticidad
en p=>50.

Cémo se interpretan éstos resultados econémicamente? Observemos que el resul-
tado, la elasticidad de la demanda, es un ndmero (no una funcién). Ese niimero no
indica una cantidad, tampoco un precio: sélo nos interesard saber si su moédulo es
menor o mayor que 1.
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Cuando el modulo de la elasticidad es mayor que 1, para un determinado precio,
se dice que la demanda es eldstica. Esto quiere decir que el cambio en la demanda
es grande ante la variacién del precio. En el ejemplo 7.6.4 la elasticidad es —4, y su
modulo es 4, esto significa que si el precio es 80, y lo aumentamos, mucha de la gente
que consumia el producto a ese precio, dejard de hacerlo.

Cuando el médulo de la elasticidad es menor que 1, para el precio correspondiente,
se dice ineldstica, y significa que la variacién de la demanda no sera tan grande.

En el caso que Ep(p) = —1 o Ep(p) = 1, se dice que es unitaria.

La elasticidad nos da informacién sobre el Ingreso Total: cuando es ineléastica, el
Ingreso Total aumenta al aumentar el precio; cuando es elastica el Ingreso Total
disminuye al aumentar el precio.

Uno puede preguntarse si la elasticidad de la demanda siempre dard negativa. Re-
cordemos que la demanda disminuye al aumentar el precio, D(p) es una funcién de-
creciente. Por este motivo, siempre que calculemos la derivada de la demanda, serd un
nimero negativo. Como el precio p, y la cantidad demandada D(p) son positivos, al

hacer la cuenta ,
_p-D'(p)

la elasticidad es negativa.
Observemos ademas que una misma funcién demanda puede ser eldstica para ciertos
precios e inelastica para otros.

7.7. Elasticidad

Para una funcion cualquiera f, ya sea el Costo, el Beneficio, o cualquier otra funcién,
definimos su elasticidad como en el caso de la demanda:

Ahora, como f puede no ser decreciente, el resultado puede ser tanto positivo como
negativo.

Definicién 7.7.1. Decimos que f es ineldstica cuando |Ef(x)| < 1, es decir, si
-1 < Ef(z) < 1.
Por otro lado, se dird elastica cuando |Ef(x)| > 1, es decir, si
Ef(z) < -1 0 1 < Eg(x).

Finalmente, diremos que es unitaria si |Ey(z)| =1, esto es
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Ejemplo 7.7.2. Sea CT(x) = z? + 500 . Calculemos la elasticidad del costo para
x =10y para x = 100 .

Calculamos la derivada, CT"(z) = 2z .

Ahora, en la férmula, cuando = = 10:

|ECT(1O)):’10-CT'(10)’:‘1().(2.10)’: 1

CT(10) 1024500 | 3

con lo cual es inelastico en x = 10 .
Para x = 100

100 - CT'(100 100 - (2-100 200
|ECT<100>>=] ( )H ( )\—

CT(100) 10024500 | 105°

Observemos que este resultado es mayor que uno, y entonces en x = 100 el costo total
es elastico.

7.8. Extremos

En esta seccién nos interesard maximizar el beneficio, minimizar el costo, o maximizar
el ingreso. Recordemos antes, que para hallar los extremos de una funcién en intervalos
cerrados, hay tres clases de puntos que son candidatos:

e ceros de la derivada
e bordes del intervalo donde se trabaja

e puntos donde la funcién no es derivable.

Una vez que se tienen todos estos puntos, la forma maés simple de determinar los
maximos y minimos es evaluar la funcién en cada uno de ellos, y comparar los resul-
tados.

Se pueden usar también los criterios de crecimiento, segun el signo de la derivada,
pero no hay que olvidarse cuando se trabaja en un intervalo de los bordes: en ellos,
rara vez la derivada es nula, y la tnica forma de saber si alli hay un maximo o un
minimo es evaluando. Para funciones simples, que podemos dibujar, también puede
resolverse el problema dibujandola y obteniendo los maximos y minimos a partir del
grafico.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 7.8.1. Una empresa de muebles puede hacer como mucho 300 sillones. Si
la funcién Costo Total es CT(x) = |x — 200| 4+ 1000 , ;qué cantidad de sillones tiene
que producir para minimizar el costo?

Para resolverlo, determinemos primero el intervalo donde trabajamos. La produccién
tiene que ser mayor o igual que cero, y puede fabricar como mucho 300 sillones:
entonces el intervalo es [0, 300]

Ahora, esta funcién no es dificil de graficar, pero recordemos que sélo nos interesa
entre 0 y 300.
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1200:.|

1100 |

1000 |

100 200 300

Figura 7.4: Funcién de costo total del ejemplo 7.8.1.

El dibujo de la figura 7.4 muestra que en x = 200 la funcién tiene un minimo, con
lo cual esa es la cantidad de sillones a fabricar si queremos minimizar el costo.

Si nos hubiesen preguntado por el maximo, hay dos maximos locales: x = 0 y
x = 300, pero en la gréafica se ve que el maximo absoluto se alcanza en x = 0.

Ejemplo 7.8.2. El ingreso total de una fabrica viene dado por la funciéon
IT(z) = 2(120 — ),
y puede producir hasta 100 unidades del producto. ;Para qué cantidad el ingreso es
maximo?
En este caso, el intervalo es [0,100], y la funcién a maximizar es la parébola
IT(z) = 120z — 2.

Para hallar el maximo buscaremos los candidatos a extremos.
Primero, ceros de la derivada: IT'(z) = 120 — 2z. Igualando a cero,

120—2x = 0
120 = 2z
60 = =

Segundo, los bordes del intervalo son z = 0 y « = 100.
Tercero, puntos donde IT(x) no sea derivable: en este caso, no hay.

Ahora, nuestros candidatos a extremos son x = 60, z = 0 y x = 100. Evaluemos la
funcién en cada uno:

IT(0) = 0,
IT(60) = 120-60 — 60% = 3600,
IT(100) = 120-100 — 100% = 2000.
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De los tres puntos, a z = 60 le corresponde el mayor ingreso total, asi que esa es la
cantidad que conviene fabricar para que el ingreso sea maximo.

Observacién 7.8.3. Como la funcién Beneficio (pagina 192) es la diferencia entre el
ingreso y los costos,
B(z) =IT(z) — CT(x)

uno podria pensar que para maximizar el beneficio hay que maximizar los ingresos y
minimizar los costos. Esto no es asi, ya que para maximizar el ingreso, por lo general
habra que producir una cierta cantidad, mientras que para minimizar los costos,
habra que producir otra diferente.

Veamos un ejemplo de esta situacion:

Ejemplo 7.8.4. El precio de un producto cuando se venden x unidades viene dado

por P(z) = 2299 1 675 . Ademés, el Costo Total para fabricar = unidades es

x

CT(x) = x® — 1200z + 100000 y se fabrican entre 10 y 1000 unidades por mes.

1. ;Cuédntas unidades debe producir para maximizar el ingreso total?
2. jCuéantas unidades debe producir para minimizar el costo total?

3. ;Cuéntas unidades debe producir para maximizar el beneficio?

Antes de resolverlo, observemos que el nimero de productos que la empresa puede
fabricar estd entre 10 y 1000, asi que alli buscaremos los resultados que nos piden.
Resolvamos la primera parte.

1. s Cudntas unidades debe producir para mazimizar el ingreso total?

La funcién Ingreso Total se obtenia multiplicando el precio por la cantidad,

IT(x)=a-P(z) =z - (20;0 + 675) = 2000 + 675z.
Si queremos buscar el méximo absoluto de esta funcién, revisemos los tres tipos de
candidatos a extremos:
Primero, ceros de la derivada: IT'(z) = 675. Esta funcién nunca es cero.
Segundo, los bordes del intervalo son z = 10 y = 1000.
Tercero, puntos donde IT(x) no sea derivable: en este caso, no hay.
Ahora, evaluamos IT(x) en esos dos valores:

IT(10) = 2000+ 675 -10 = 8750.
IT7(1000) 2000 + 675 - 1000 = 677000.

Entonces, en = = 1000 se alcanza el méximo de la funcién IT(z).

En realidad, podiamos haber descubierto esto de otras dos maneras:

- graficamente, 2000 + 675x es una recta con pendiente positiva, al dibujarla en
el intervalo [10, 1000], se ve que el méximo se alcanza en 2 = 1000.
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- usando derivadas: como vimos que IT’(x) = 675, y éste es un niimero positivo,
la funcién resulta siempre creciente, con lo cual el maximo se alcanza en el
extremo derecho del intervalo donde estd definida: x = 1000.

2. ;Cudntas unidades debe producir para minimizar el costo total?

La funcién Costo Total en este problema es CT(z) = 23 — 12002 + 100000. Como
antes, buscaremos los candidatos a minimos.

Primero, ceros de la derivada: CT’(x) = 322 — 1200. Esta funcién es cero cuando:

322 =1200 = 2> =400 = |z|=20.

Observemos que el valor x = —20 en realidad no nos interesa, ya que estamos buscando
minimos en [10,1000]. Luego, nos quedamos con un solo candidato, = = 20.
Segundo, los bordes del intervalo son z = 10 y = 1000.
Tercero, puntos donde IT(z) no sea derivable: en este caso, no hay.
Ahora, evaluamos IT(z) = x3 — 1200x 4+ 100000 en esos tres valores:

CT(10) = 103 —1200- 10 + 100000 = 89000,
CT(20) 8000 — 24000 + 100000 = 84000,
CT(1000) 1000000000 — 1200000 + 100000 = 998900000.

El minimo del Costo Total se alcanza entonces en x = 20.

3. ;Cudntas unidades debe producir para maximizar el beneficio?
La funcién Beneficio la obtenfamos como la diferencia entre el ingreso y el costo, es
decir: B(x) = IT(x) — CT(z). En este problema sera:
B(x) (2000 + 675z) — (x® — 1200 + 100000)
2000 + 6752 — 23 + 12002 — 100000
—3 + 1875z — 98000.

Como antes, buscamos los candidatos a méaximos.
Primero, ceros de la derivada: B'(z) = —3z2 + 1875. Esta funcién es cero cuando:

327 = 1875 = 2?2 =625 = |z|=25

Observemos que el valor x = —25 no nos interesa, ya que estamos buscando méaximos
en [10,1000]. Luego, nos quedamos con un solo candidato, x = 25.

Segundo, los bordes del intervalo son = = 10 y = 1000.

Tercero, puntos donde IT(z) no sea derivable: en este caso, no hay.

Para no hacer la tablita de valores otra vez para esta funcién, veremos de otra
manera que en x = 25 se alcanza un méximo. En el intervalo [10,25), la derivada
B’(x) no se anula, con lo cual la funcién Beneficio es siempre creciente o decreciente.
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Si calculamos B’(a), donde a es un punto de [10, 25), sabremos si el beneficio crece o
decrece. Por ejemplo, tomando a = 10, tenemos que B’(10) = —3-102 + 1875 = 1575,
que es mayor que cero. Luego, en [0,25) la funcién Beneficio es creciente.

Ahora, en (25,1000] hacemos el mismo razonamiento, ya que la derivada no tiene
ceros ahi y debe tener signo constante. Evaluando en z = 100, tenemos que B’(100) =
—3-100% 4 1875 = —28125, que es negativo y entonces el Beneficio decrece en este
intervalo.

Vemos entonces que la funcién Beneficio crece en [10,25), y decrece en (25,1000].
Esto nos dice que alcanza un méaximo en z = 25.

Ejemplo 7.8.5. La funcién Beneficio de una empresa es B(z) = 23 — e* — 222 — 64z ,
y la funcién Costo Total es CT(z) = e®—102% 4100z , hallar la cantidad de productos
que se deben fabricar para maximizar el Ingreso Total IT(x), sabiendo que a lo sumo
fabrica 5 unidades del producto. ;Cudl es el beneficio para la cantidad que maximiza
el ingreso? ;Cudl es el precio unitario para esa cantidad?

En este problema nos piden el maximo de la funcién Ingreso Total, pero nos dan el
beneficio y el costo. Como

B(z) =IT(x) — CT(z),
despejamos:

IT(xz) = B(x) + CT(x)
y reemplazando las funciones que tenemos,

IT(x) = (23— e*—22% - 64x) + (e* — 1022 + 100x)

= 23— 1222 + 36z.

Ya tenemos la funcién Ingreso Total, para buscar su maximo, consideramos los
puntos donde no es derivable (no los hay), los bordes del intervalo (0 y 5), y los ceros
de la derivada:

IT'(z) = 32 — 24a + 36

que son x = 2y x = 6 . Tenemos que descartar x = 6 pues cae fuera de la producciéon
aceptada.
Evaluemos IT(z) en los puntos encontrados:

ITO0) = 0°-12-02+36-0=0,
IT(2) = 23-12-22+36-2=32,
IT(5) = 5°—12-524+36-5=5.

En este caso, vemos que le conviene fabricar 2 articulos si quiere maximizar el ingreso.

Se nos pregunta ahora cudl serd el beneficio para esa cantidad. Evaluando,
B(2)=2%—¢*—-2-22 —64-2~ —135,39
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es decir, da pérdida.

Por 1ltimo, queremos averiguar el precio de cada articulo si se venden 2 unidades.
Como
IT(x) = x- P(x) = 2® — 122* + 36z

sacamos x de factor comun y lo que quedard es el precio:
IT(z) =2 -P(x) =2 (2 - 122 +36) = P(x)=2%— 12z + 36.

Cuando = = 2,
P(2) =2*—-12-2+36 = 16.

Es decir, el precio unitario es de 16.

Nota 7.8.6. Un comentario final

Este tltimo ejemplo es sin dudas ridiculo (atin més que los anteriores). Un productor
cuyas opciones son fabricar entre 0 y 5 unidades de un producto no haré este analisis,
ni tendra funciones costo-beneficio como las anteriores. Sin embargo, el procedimiento
para resolver el problema es el que interesa.

Si miramos con cuidado, tuvimos que despejar el Ingreso (que no era conocido),
descartar un punto critico (cafa fuera del rango de produccién posible), y averiguar
la funcién precio, y esto nos puede ser de utilidad en problemas practicos reales.

Por otro lado, en economia se estudian problemas de extremos en conjuntos de dos o
mas dimensiones, con lo cual las funciones consideradas tendran més de una variable,
y las técnicas para hallar maximos y minimos serdn una generalizacién de éstas.
Palabras como “conjuntos convexos”, “Hessiano”, “multiplicadores de Lagrange” o de
“Kuhn-Tucker” se volveran familiares, y reemplazaran a los intervalos donde buscamos
maximos, a los criterios para hallar los extremos de una funcién, y a la forma de
analizar los puntos del borde.
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Capitulo 8

Integrales

8.1. Primitivas

En el capitulo 5 vimos que a cada funcién f: (a,b) — R derivable se le puede asignar
una nueva funcién: Su derivada, f’: (a,b) — R.
Por ejemplo:

1. f:(0,400) = R, f(z)=In(z) asigna la funcién f": (0, +o00) = R, f/'(z) =1 .
2. R =R, f(z)=sen(r) asigna la funcién f":R — R, f'(z) = cos(z) .

3. iR = R, f(x) = 2? asigna la funcién f:R — R, f'(z) = 2z .

4. f:R =R, f(z)=2?+1 asigna la funcién f:R = R, f'(z) =2z .

Es decir que derivar es una operacién entre el subconjunto de funciones reales deri-
vables en (a,b) y el conjunto de funciones reales:

f:(a,b) = R derivable ~  f’:(a,b) = R.

Surge naturalmente la siguiente pregunta: ;Existird una operacién inversa?, o sea, jse
podra “antiderivar”? M4ds precisamente:

iSi f:(a,b) — R, existe F: (a,b) — R tal que F'(z) = f(z) Yz € (a,b)? ()

Los ejemplos anteriores muestran que, en esos casos, (<) se responde afirmativa-
mente: En efecto:

1. Si f:(0,+00) — R, estd dada por f(z) = 1, entonces, F: (0,+00) — R, dada
por F(z) = In(x) sirve.

2. Si f:R — R, estd dada por f(x) = cos(x), entonces, F:R — R, dada por
F(z) = sen(x) sirve.

3. Si f:R — R, estd dada por f(z) = 2x, entonces, F: R — R, dada por F(z) = z?
sirve.
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4. Si f:R — R, estd dada por f(z) = 2z, entonces, G:R — R, dada por G(z) =
2% 4+ 1 también sirve.

Los dos ultimos ejemplos muestran que, en el caso de poder “antiderivar” una funcién,
la “antiderivada” no nos va a dar una tunica funcién. Es decir que la “antiderivada”
de una funcién, en el caso de existir, nos dard un conjunto de funciones.

En vez de utilizar el nombre antiderivada se utiliza el nombre de primitiva. Precise-
mos lo antedicho.

Definicién 8.1.1. Sea f:(a,b) — R. Se denomina primitiva de f a toda funcién
F:(a,b) = R que verifica F'(z) = f(x), para todo x € (a,b).

Observacién 8.1.2.

1. No toda funcién tiene primitiva.

2. Toda funcién continua en (a,b) posee una primitiva.

(Este resultado se conoce con el nombre de Teorema Fundamental del Calculo
Integral que desarrollaremos en la préxima Seccién).

Observacién 8.1.3. Sea f:(a,b) — R. Si F,G:(a,b) — R son primitivas de f,
entonces existe K € R tal que F(z) = G(z)+ K, para todo z € (a,b) (dos primitivas
difieren en una constante).

Definicién 8.1.4. Sea f:(a,b) — R. Denominamos al conjunto de todas las primiti-
vas de f integral indefinida de f y lo notamos

/fz/f(m) dx = {F:(a,b) > R: F es primitiva de f},

donde consideraremos que dx es sélo un simbolo que llamaremos diferencial x.

Observacién 8.1.5. Sea f:(a,b) — R. Sea F' : (a,b) — R una primitiva de f. Por
la observacién 8.1.3 resulta que

/f:/f(x)dx:{F—i-K : keR},

donde, para cada K € R, F + K:(a,b) — R es la funcién (F + K) () = F(z) + K.

Por abuso de notacién escribimos simplemente
/f:F(ac)+K, KeR

Por lo tanto, para calcular [ f(z) dz (todas las primitivas de f), bastard con calcular
una primitiva de f (lo cual no es, en general, simple).

Observacién 8.1.6. Sean f, g: (a,b) - Ry ¢ € R. Recordando las propiedades de
la derivacién resulta que

204



Capitulo 8. Integrales

1./f—|—g=/f+/g.
2 = [

Donde, debemos entender que

/f+/g={F+G:(a,b)—>]R,Fe/fyGe/g}

c~/f:{c-F:(a,b)—>R,Fe/f}.

Observacion 8.1.7. Recordando las derivadas de las funciones comtinmente usadas,

podemos construir la siguiente lista de integrales inmediatas.
° /ldz:I+K, K eR.
° /xdz:%zQJrK, K eR.
) /xzdx:%xSJrK, K eR.
o Engeneral,VnGN,/x”dx:n%_lz"HJrK, K eR.
eVacR, a# -1, /x“dx:ﬁx““JrK, K eR.
1
o/fdx:ln(|:c\)+K, KeR.
x
° /e"”dx:ez+K, K eR.
1
e Va e Ryg, a#1, /awda::—tfth, K eR.
In(a)
. /sen(z) de = —cos(z)+ K, KeR.
. /cos(:c) dr =sen(z)+ K, KEeR.
. /#dx*arcsen(z)JrK KeR
iz ’ '

-1
° ——— dx =arccos(z) + K, K eR.
/\/1—:1:2 @)
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/ L 4 ta(z) + K, KcR
° —— dx = arctg(x , .
1422 &

-1
. /mdx:arccotg(x)—i—K, K eR.

8.2. Métodos para hallar primitivas

El calculo de primitivas de una funcién no es, por lo general, una cosa simple.

2
Por ejemplo si f(z) = %, jcudl serd una primitiva de f?

Existen ciertos métodos que ayudan en el cdlculo de primitivas. En lo que sigue desa-
rrollaremos dos de estos métodos: el método de sustitucion y el método de integracion
por partes.

El método de sustitucion se basa en el siguiente resultado:

Proposicion 8.2.1. Si F' es una primitiva de f, entonces F' o g es una primitiva de
(fog)-g .

Demostracion. Por la regla de la cadena

(Fog) (z)=F'(g9(x)) ¢'(z) = f9(x)) - g' () = (f o g) (x) - ¢ ().

Método de Sustitucién

La proposicién 8.2.1 dice que
[ o) g(e) do = Plg) + K, KeRr ®
Ya que
/ £(g ) d = / F(g(x))g/(z) dz = / (Fog)(x) dz = (Fog)(x) + K.
Llamando u = g(x) y sustituyendo en @, resulta que
/f(u)-u'dx:F(u)—i—K, KeR. ©@
Si convenimos en escribir v'dx = du, resulta de @ que

/f (u)+ K, KEeR.

Por lo tanto, el método de sustitucion consiste en realizar los siguientes pasos:
1. Sustituir g(x) por u en la integral a calcular.

2. Sustituir «’ dx (o sea ¢'(x) dx) por du en la integral a calcular.
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3. Calcular /f(u) du (en funcién de la variable w).

4. Reemplazar u por g(z) en la primitiva calculada.

A continuacién mostramos varios ejemplos en donde aplicamos el Método de susti-
tucién.

Ejemplo 8.2.2. Calcular /senQ(x) - cos(z) dx.

Notemos que el integrando es de la forma /f(g(x)) -¢'(z) dx, donde f(x) = 22y

g(z) = sen(z); de modo que podemos intentar la sustitucién
u=sen(x), @

luego,
du = v'dx = cos(z) dv. @

Reemplazamos @ y @ en la integral a calcular y resulta

1
/(sen(az:))2 ~cos(x) de = /u2 du = 3 w4+ K =
—_——  ——
u du

1 .
= g'send(x)JrK, con K eR. V

dx.

Ej lo 8.2.3. Calcul
jemplo acuar/2x+1

Sea
u=2r+1, = du =2 dzx.

En este caso, du no aparece exactamente en la integral, pues falta 2 multiplicando a
dz. Como se trata de una constante que estd multiplicando, podemos operar con ella
y “despejar” dx:

1
du=2dr — Edu:daﬁ.

Entonces, reemplazando 2z 4+ 1 por u y dz por 2 du obtenemos

1 11 1 /1 1
/ de = /f~fdu:f/fdu:fln(|u|)+K:
2z+1 U 2 2/ u 2

1
= (2 +1)+K KeR ¢

T
Ej lo 8.2.4. Calcul — dx.
jemplo acuar/x3+5 iy
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Observemos que el numerador de la funcién a integrar es, salvo una constante, la
derivada del denominador. En efecto:

(x3 + 5)/ = 322

Es 1util en estos casos sustituir todo el denominador. O sea,

u=a>+5 @
luego,

1
du=3z*dr = 2%dzr= 3 du. @
Reemplazando @ y @ en la integral a calcular, resulta que
22 1
~ de= | =
/ R /

u

L=t [l =1 =L (12
du = 3/udu— 3ln(|u|)— 3ln(|3: +5])+K, KeRV

Ejemplo 8.2.5. Calcular [z -vxz? — 2 du.

Resolvamos este ejemplo de dos maneras distintas.
Primera forma:
Sea

u=2>-2 = du=2zdx.
entonces

Al igual que en el ejemplo anterior, nos falta una constante que estd multiplicando,

du=2dr —

1
xdxzidu

Sustituyendo 22 — 2 por u y x dx por % du en la integral a calcular, resulta que

/\/mmdx /\/ﬁ-%duzl/’

u?du—1 ﬁ—l u? + K =
2 2 23 B
1 2 3 L 2 3
= g-(x —2) tK=3-\/@ -2+ K KeR v
Segunda forma:
Sea
u=+vaz2-2. @
Luego,
1
du =

<2z dx = dx.
2vx? —2 2 —2
En este caso, tenemos vx2 — 2 dividiendo y esta no aparece en la expresién de la
u’

funcién a integrar; ahora bien, dado que podemos expresar a vz2 — 2 en la variable
x
du =
2 —2

dr = zdr=vVz2-2du=udu. @
——
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Sustituyendo @ y @ en la integral a calcular resulta que

/x-\/x2—2dx = /uzdu:%wﬁ:%-( sc2—2)3—|—K

1
= 3 (22 -2+ K, KeR. v
25
Ejemplo 8.2.6. Calcular /710 dz.
(1+2?)
Sea
t=1+2% @
luego,

dt =2z dzx — xdxz%dt. @

Por otra parte, de @, 22 =t—1=24=(t—1)> ®

Teniendo en cuenta que 2° = 24 - z, de @, @ y @ resulta que

5 4 -1 1
/ximdx = /milomvdx:/(t 10) Cdt =
(1+22) (1+22) 12

1 [t2—2t+1 1 t2 t 1
= 3 WdtZZ/(tw_2t10+tH’> dat
1
= 2{/t‘gdt—2/t_9dt+/t_mdt]:
L[t 7 t=8 ¢
= Z|i——e2. 4 K=
2{— —8+—9}Jr
1 1 1 1 1 1
= i1 7T g g8 9’ g T I
4 (1+22)" 8 (1+22)° 18 (1+4a2)
K eR.
Ejemplo 8.2.7. Calcular/sen (V) dx.
NE
Sea
u=+2. @
Entonces,
1
duzﬁdx:%dx = drxr=2udu @

Reemplazando @ y @ en la integral a calcular resulta que
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/Sen(\/iﬁ)dx = /szddu:z/sen(u) du —

—2-cos(u) = —2-cos (Vz) + K, KeR. Vv

El préximo ejemplo muestra como, en general, este tipo de integrales, en donde el
numerador del integrando es, salvo una constante, la derivada del denominador se
resuelve sustituyendo el denominador.

. a-f'(x) iy .

Ejemplo 8.2.8. Calcular W dz, donde f(z) es una funcién derivable cual-
x
quiera.
Sea
u= f(z) entonces, du= f'(x)dx.
Reemplazando en la integral a calcular resulta que

a L@ (8 o [ L du—a () £ K — a- i (1 F(z
@ ¢ */ud /ud in(ju) + K =a-In(f(@))+ K, KeR.

Ejemplo 8.2.9. Calcular /tg(x) dz.

Como tg(z) = ii‘;gg y (cos(x))’ = —sen(x), nos encontramos con una integral como

las mencionadas en el ejemplo anterior, con f(z) = cos(z).

Realizamos entonces la sustitucion
u=cos(z) @ = du = —sen(z) dx = sen(x)de = —du. @

Reemplazando @ y @ en la integral a calcular resulta que

tg(z) de = sen(z) dx = -1 du = — 1 du =
cos(z) u u

—In(lu]) + K = —in(|cos(z)|) + K, KeR. V

1
Ej lo 8.2.10. Calcul — dz.
jemplo acuar/x2+9 x

1
Recordando la lista de la observacién 8.1.7, / 12 dr =arctg(z) + K, KeR
x

y observando que la integral a calcular es “parecida”, manipulamos algebraicamente
el denominador del integrando para poder aplicar este resultado.

1 x2 T2
2 —9.[ 242 —9. (= —9. e
z“+9=9 (gx +1> 9 (32+1> 9 ((3) +1). )
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Reemplazando @ en la integral a calcular resulta que
1 1 1 1
v+ 9-((5)"+1) (2)°+1

Realizamos la sustituciéon

u =

w8

De @, ® y @ resulta que

[n = 3 e -

1 1
= garctg(u) + K= garctg (%) +K, KeR. V

Ejemplo 8.2.11. Calcular

i
— dx.

1—a4

Observando que v1 — 2% = /1 — (12)2 y recordando la lista de la observacién 8.1.7
realizamos la sustitucién

1
u=az> @ = du = 2x dx = xda::idu. @

Reemplazando @ y @ en la integral a calcular resulta que

/Ldl«
o

1
z 5 1 1
L = #du:f/iduz
/ /1_(1,2)2 /\/1—u2 2/ V1—u?
| 1 ,
= §arcsen(u)+K:§arcsen(z)+K, KecR. V

S dx.
V=5 + 6z — z?

Manipulando algebraicamente el denominador podemos conseguir llevarlo, salvo una
constante, a la forma /1 — u2. En efecto:

Primero completamos cuadrados en la funcién cuadratica (la llevamos a la forma
candnica)

Ejemplo 8.2.12. Calcular/

546z —a=-5— (22 —62+9)+9=4— (z—3)°

Luego,
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Por lo tanto,

V=5 + 6z — 2% = 4-(1—<(x_3)>2>:2- 1—((:”_?’))2. @

Realizamos entonces la sustitucién

r—3
2

u =

@ = du:%dx = de=2du. ®

Teniendo en cuenta @ y reemplazando @ y @ en la integral a calcular resulta que

1 2
N S
/\/—5—1—636—332 / 1 (T 3) 2/\/1—u2

/mdu_arcsen()—kl(—arcsen( 23>—|—K KeR Vv

Método de Integracion por partes

Proposicion 8.2.13. Método de Integracion por partes
Sean uw y v dos funciones derivables tales que u' y v’ son continuas. Entonces

Demostracion. Por la regla de la cadena
(u-v) =u -v+u-v.

Luego,

Por lo tanto,

Ejemplo 8.2.14. Calcular /x -sen(z) dz.

Llamando

{ 5'::a;en(x) — { ’55 ! cos(z)
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Capitulo 8. Integrales
Luego, por la proposiciéon anterior,
/x -sen(z)der = x-(—cos(x))— / 1-(—cos(x)) dz

= —x-cos(z)+ /cos(x) dr =

—x-cos(z) +sen(z) + K, KeR. Vv

Ejemplo 8.2.15. Calcular /sc e dx.

_ r_
Llamando { u= = { w=1 , luego,

v =e% =%
/x-e”“’dm = x~e$—/1~exdx:x-ex—/ewdm:x-e‘”—e‘”—f—K:
= (z—-1)-e"+K, KeR. V

Ejemplo 8.2.16. Calcular /x2 - cos(z) dx.

2 !

u=ux u =2z
Llamando , e , entonces,
v’ = cos(x) v = sen(x)

/ 22 - cos(z) dz = a? - sen(z) — / 22 - sen(z) dz = 22 - sen(z) — 2 / z-sen(z) dz. @

Nos queda por calcular / x - sen(z) dz. Esta integral ya la calculamos en el primer

ejemplo del método de integracién por partes:
/x -sen(x) de = —x - cos(z) + sen(z) + K. @
Luego, reemplazando @ en @ tenemos que
/x2 -cos(z) dz = x%-sen(z)— 2/x -sen(z) do =
= 2% sen(zx) — 2[—z - cos(z) + sen(z)] + K =

= 27 sen(x) + 2z -cos(z) — 2sen(z) + K, KcR.
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Nota: Si no hubiésemos calculado la integral / x - sen(z) dz en el primer ejemplo,

deberfamos haber aplicado el método una vez mas para calcularla. Es decir, es posible
aplicar el método de integracién por partes més de una vez.

Ejemplo 8.2.17. Calcular /ez -sen(x) dx.

— A
Llamando { u,i Sef(x) = { v 7(;08(17) , luego,
v =€ vV =e

/ ¢ - sen(z) dz = ¢ - sen(z) — / ¢ - cos(z) dz. @

Nos queda por calcular la / e” - cos(x) dz. A primera vista el cdlculo de esta integral

presenta una dificultad similar a la original. Apliquemos nuevamente el método de
integracién por partes a esta ultima integral.

— I _
Llamando { z/—cos(x) N { z' = —sen(x)

- . Entonces,
w' =e

w=e*

/em ccos(xz)dx = € -cos(x) — /em - (—sen(z)) dx =
= &% cos(w) —|—/6x -sen(z) dr. @
Reemplazando @ en @ tenemos que
/ ¢ sen(z) dz = e -sen(z) — / ¢ - cos(x) dz =
= " -sen(x) — [ez -cos(z) + /ez - sen(x) dx] =
= ¢€”-sen(x) —e” - cos(x) — /ex -sen(z) de =
= " [sen(z) — cos(z)] — /e“J -sen(x) dx.

O sea,
/e“ -sen(x) dr = e” [sen(z) — cos(z)] — /e”’ -sen(x) de. @
Pasando de término en @, resulta que

2 / e’ - sen(z) dx = €” [sen(x) — cos(z)] .
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Capitulo 8. Integrales

Por lo tanto,
/ez -sen(z) dz = Le® [sen(z) — cos(z)| + K, KeR. v

Ejemplo 8.2.18. Calcular /ln(:r) dx.

En principio, al no tener un producto de dos funciones, podemos llegar a pensar
que el método de integracién por partes no nos va a ser 1til para el calculo de esta
integral. Sin embargo, teniendo en cuenta que In(z) = 1 - In(x), podemos considerar
que una de las funciones es la funcién constante 1 y la otra el In(z). Lo que si esta
claro es que, en este caso, no tenemos dos opciones para elegir quién es la funcién
original y quién la derivada de otra, dado que no conocemos la primitiva del In(z) (de
hecho ese es nuestro problema).

v =1 v=2

/ln(ac)das /1-1n(x)dx:x.ln(x)—/xédxz

=1 r=1
Llamando { u/ n(@) = { Y * luego, por la proposicion 8.2.13,

I
8
-
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=
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Ejemplo 8.2.19. Calcular [ cos?(z) dx.

Primera forma: por el método de partes.
Teniendo en cuenta que

/COSz((t) dx = /Cos(x) - cos(x) dx

u = cos(x) u' = —sen(x)
llamamos , - , luego,
v' = cos(z) v = sen(zx)

/ cos? () dx

/cos(x) -cos(x) dox =
sen(z) - cos(z) — / (—sen(z)) - sen(z) dz =

= sen(x) - cos(z) + /senz(x) dzx.

Ahora, usamos que sen?(z) + cos?(z) = 1 y entonces

/COSQ(SC) dx = sen(z)-cos(x)+ /(17(7052( ) da

= sen(x) - cos(z /1 dr — /cos

= sen(z) - cos(z )—i—x—/cos (z) du.
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O sea,
/cos2 (z) dz = sen(z) - cos(z) + = — /cosz(x) dzx.

Por lo tanto, pasando de término, resulta que
2/0052(33) dz = sen(z) - cos(z) + z,
entonces,
/0052(95) dr = 1 (sen(z) - cos(z) + ) + K, KeR. v

Segunda forma: por sustitucién.
Recordando la féormula para el coseno de la suma de dos dngulos resulta que

cos(2r) = cos(z + ) = cos(x) - cos(x) — sen(x) - sen(z) = cos?(x) — sen?(x) =
= cos’(z) — (1 —cos®(z)) = 2 cos®*(z) — 1.

O sea,
cos(2z) = 2 - cos?(z) — 1.

De donde resulta que
cos?(z) = & (1 + cos(2z)).

Luego,

/COSQ(l') dex = /%(1—%005(295)) dx = %/(1%—005(%)) dx =

. { / 1 de + / cos(2z) dx} - [m—i— / cos(2z) dx} Lo

Nos queda por calcular / cos(2x) dx .

Sea )
u=2x ® = du =2 dz = dxzidu. ®

Sustituyendo @ y @ en la integral a calcular resulta que

/COS(QCC) dx = /cos(u) %du = 1/cos(u) du = 1 -sen(u) = % -sen(2z). @

Reemplazando @ en @, resulta que

/cos2(a:) dx :% {er/cos(Zx) daz] :% {er ;sen(Qx)] +K, KeR V

Puede resultar curioso que hayamos llegado a dos respuestas aparentemente distin-
tas; pero en realidad no es asi. Observemos que, como

sen(2z) = sen(z + x) = sen(x) - cos(z) + cos(z) - sen(x) = 2sen(x) - cos(x),
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resulta que

/cos2(o:) dzx = % (m + ;sen(%)) = % (x +sen(z) - cos(z)) + K, K eR.

Y la respuesta es la misma que obtuvimos antes.

Ejemplo 8.2.20. Calcular /\/ 1— 22 dx.

Sea u = arcsen(z), o sea

x = sen(u) D — = cos(u) du @
Recordemos que sen?(u) + cos?(u) = 1, luego 1 — sen?(u) = cos?(u) @
Sustituimos @, @ y @ en la integral a calcular y teniendo en cuenta el ejemplo

anterior resulta que

/mdx

/\/m - cos(u) duz/\/cos27(tc) -cos(u) du =

/cosz(u) du = % [u+sen(u) - cos(u)] + K, K eR.

Para volver a la variable “original”, recordemos que
sen(arcsen(z)) =z y cos(arcsen(z)) =+/1— z2

(ver pdginas 59 y 129 respectivamente). Luego

/\/l—xdezl-(arcsen(x)—i—xﬂ)—l—[(, KeR. Vv

2

Observemos que la sustitucién ¢ = arccos(z), o sea x = cos(t), también resuelve
esta integral.

Ejemplo 8.2.21. Calcular [ v4 — 22 dz.

Observemos primero que

Luego,

Vime = e (1-5) = o (- (07) =i [(1- (8)°) =
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2 =sen(u) & = =2-sen(u) .

Luego, sea u = arcsen (%) O sea, §

x=2-sen(u) @ = dr=2-cos(u)du. ®

Recordando que 1 — sen?(u) = cos?(u) y teniendo en cuenta @, @ y ® resulta que

/Md:ﬂ = /2-,/(1—@)2) dxz?/ﬂ/(l—(%f) dz =

2/ V(1 —sen(u)?) -2 cos(u) du =

4/ oos2(w) - cos(u) du — 4/cos2(u) du =

= 4-1[z+sen(z)- cos(z)] =2 [u+sen(u) cos(u)] + K, KEeR

Finalmente, como

(esen(3)) = 3 (aresen (3)) = y/1- ()’
sen(arcsen (g ) =5 y coslarcsen(g ) )= 5)

resulta,

2 2

/\/4x2dx2~<arcsen<;)+x« 1<x)2>+K, KeR. Vv

8.3. Integrales definidas. Introduccién

Desarrollaremos a continuacién la nocién de integral definida que junto con el con-
cepto de derivada forman el nicleo del Céalculo Diferencial e Integral. Promediando
esta seccion veremos cémo se conecta esta nocién con la de primitiva de una funcién
(integral indefinida).

La nocién de integral definida surgié, histéricamente, ante la necesidad de calcular
areas de regiones planas acotadas. Son bien conocidas expresiones (férmulas) que nos
permiten calcular areas de regiones planas tales como el rectangulo, el triangulo, el
circulo, el rombo, el trapecio, etc. Pero si consideramos una regiéon R cualquiera,
como la de la figura 8.1, se puede observar que el calculo de su area aparece como
algo complicado.
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Capitulo 8. Integrales

Figura 8.1: j Cuél es el area de la regién R ?

Sin embargo, si dividimos la regién en subregiones que al unirlas formen la regién
original (ver la figura 8.2) y girando aquellas que sean necesarias (ver la figura 8.3),
cada una de ellas corresponde a una regién, un poco mas simple, en donde sélo
estd “curvado” el borde superior, el resto de sus lados es recto. El area de la regién
R, que notaremos A(R), serd la suma de las dreas de las subregiones.

Figura 8.2:R=Ry UR2UR3UR4URs = A(R) = A(R1)+A(R2)+A(R3)+A(R4)+A(R5

~—

Por lo tanto, para poder calcular dreas de regiones planas como la de la figura 8.1
alcanzard con aprender a calcular dreas de regiones planas tales como las de la figura

8.3.

/l
.

"/7/”

R

i

N

_
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o

ﬂ%\\\\\%

i

Figura 8.3: Giramos las figuras de ser necesario.
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Introduccion a la matematica universitaria

En una regién plana de este tltimo tipo podemos suponer que su “borde superior”
es el grafico de una funcién continua en un intervalo cerrado. Precisemos entonces
este tipo de regiones y veamos como podemos calcular su area.

Sea f : [a,b] — R continua tal que f(z) > 0, para todo z € [a,b]. Consideremos la
regién acotada R, encerrada por el gréfico de f, el eje x y las rectas verticales = = a,
x = b tal como lo muestra la figura 8.4 y veamos céomo es posible calcular su area
mediante aproximaciones sucesivas.

Gr(f)

<
\ N 164"{\

™M P

7

\\\ i é§
N
\\
\ 9

a b

Figura 8.4: Region encerrada por el grafico de f, el eje = y las rectas verticales x = a, © = b.

Para examinar el método, interpretacién que el matemético aleman Bernhard Rie-
mann dio a conocer en el siglo XIX, comencemos con el siguiente ejemplo.

8.4. Regién acotada por el grafico de una funcion positiva

Ejemplo 8.4.1. Sea f : [0,1] — R, f(z) = = + 1. Luego f es continua y f(z) > 0,
para todo x € [0,1]. Consideremos la regién acotada R, encerrada por el grafico de
f, el eje x y las rectas verticales z = 0, x = 1 tal como lo muestra la figura 8.5 y
calculemos su érea.

Es claro que R = R; U Ry. Por lo tanto A(R) = A(R1) + A(R2). Como Ry es un
tridngulo de base y altura de longitud 1 y Rs es un cuadrado de lado de longitud 1,
resulta que

1-1 1 3
A(R):A(R1)+A(R2):T+1.1:§+1:5. @

Veamos otra forma de calcular el drea de esta regién, mediante aproximaciones
sucesivas, que es la que se emplea en el caso general y que nos servird para calcular
dreas de regiones no tan simples como ésta (ver la figura 8.4).

Si dividimos el intervalo [0, 1] por la mitad, obtenemos dos intervalos, [0, %] v [f 1] ,
de manera tal que

0.1) = [0, 5] U [5.1].
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fx)=x+1

Figura 8.5: Calculamos el drea de la regiéon sombreada.

Si para cada uno de ellos trazamos un rectangulo con base la longitud del intervalo
y altura el menor valor de la funcién en el intervalo (para nuestro ejemplo es el valor
de la funcién en el extremo izquierdo del intervalo) tendremos el siguiente esquema
(ver la figura 8.6)

Es claro que la suma de las dreas de los rectdngulos considerados (drea por defecto)
es menor que el drea de la region que queremos calcular. En efecto:

A(El)"‘A(EQ):%'l"‘(l_%)‘%:%"_%'%:%"_%:%

que es menor que el A(R) = 3.

Si en cambio, para cada uno de los intervalos considerados trazamos un rectangulo
con base la longitud del intervalo y altura el mayor valor de la funcién en el intervalo
(para nuestro ejemplo es el valor de la funcién en el extremo derecho del intervalo)
tendremos el siguiente esquema (ver figura 8.7.)

En este caso, es claro también, la suma de las areas de los rectdngulos considerados

(drea por exceso) es mayor que el area de la regién que queremos calcular. En efecto:
AR)+ARy) =3-3+(1-%) 2=3+1.2=341=1

que es mayor que el A(R) = 3.
Si dividimos ahora el intervalo [0, 1] en cuatro intervalos, es decir cada uno de los
intervalos anteriores por la mitad, obtenemos cuatro intervalos, [0, %], [i, %], [%, ﬂ

y [%, 1]7 de manera tal que
0.1 =[0.3] v 3] vz 2l vz

Si repetimos el procedimiento anterior y para cada intervalo trazamos un rectangulo
con base la longitud del intervalo y altura el menor valor de la funcién en el intervalo
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f(x)=x+1

4

s

=)
NS
[a—

Figura 8.6: Area por defecto.

tendremos nuevas areas por defecto como se muestra el la figura 8.8. Si en cambio,
para cada uno de los intervalos considerados trazamos un rectangulo con base la
longitud del intervalo y altura el mayor valor de la funcién en el intervalo tendremos
nuevas greas por exceso (ver figura 8.8.)

Es claro que la suma de las areas de los rectdngulos considerados en la figura 8.8
(drea por defecto) todavia es menor que el drea de la regién que queremos calcular.
En efecto:

que es menor que el A(R) =

También es claro que la suma de las dreas de los rectangulos considerados en la
figura 8.8 (drea por exceso) todavia es mayor que el drea de la regién que queremos
calcular. En efecto:

ARy) + AR2) + AR + AR =354+ - D) §+(G -3 T+a-D-2=
S AERISRATREE PR LRSS

que es mayor que el A(R) = %

Podemos observar que estas nuevas aproximaciones son mejores que las anteriores,
es decir, la nueva area por defecto es mayor que la calculada anteriormente y la nueva
area por exceso es menor que la calculada anteriormente. De hecho, se observa en la
figura 8.9, que hemos “ganado” las dreas de las regionesA; y A, en el caso del drea
por defecto y hemos “perdido” las 4reas de las regionesA; y A en el caso del 4rea

por exceso.
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f(x)=x+1

0 JA 1

Figura 8.7: Area por exceso.

Dividamos atin mds el intervalo [0, 1], en ocho intervalos

L=[0g], L=[gq]. L=[35] L=I[5s],
L=[3], =31 k=[5 k=[5,

de manera tal que
0,1]=LHULULULUl;ulsul;Ulg

y repitamos, con un poco mas de precisién y analiticamente, el procedimiento anterior.

Es claro que la longitud de cada intervalo es la octava parte de la longitud del

intervalo [0,1], esto es &.

Como antes, para cada intervalo trazamos primero un rectangulo con base la longitud
del intervalo y altura el menor valor de la funcién y después un rectangulo con base
la longitud del intervalo y altura el mayor valor de la funcién.

Le damos nombres a estos valores minimos y méximos de la funcién en cada inter-
valo:

mi =min {f(z): €L}, me=min {f(z):z €}, ---, mg=min {f(z):zels}
M, =méx {f(z):z€li}, My;=mix {f(z):z €L}, -+, Mg =méx {f(z):z € ls}

Observemos que nuestra funcién (f(z) = = + 1) en cada intervalo, toma su valor
minimo en el extremo izquierdo del intervalo y toma su valor méximo en el extremo
derecho del intervalo, por lo tanto,
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f(x)=x+1
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Figura 8.8: Area por defecto y &rea por exceso.

mp =1, m2:1+%=%, ms 1+%—1§O=%,
m4:1+%:%, m5—1+%=%=%, me 1—#2:%37
mr=1+b=Uot me=14i=2

My=1+g=3, My=1+2=2=23 My=1+3=24,
Mi=1+f=R=3 Mo=lii=8 0 Me=1+i=i-]
M;=1+%1=13% Mg=1+1=2.

Luego, tenemos 8 rectangulos “inferiores”, R; a Rg. El area de cada uno de ellos
esté dada por la longitud de la base (%) multiplicada por la longitud de su altura (m,,
para cada ¢ entre 1 y 8). Esto es,

AR =5 mi=5-1=73, ARy) =g -ma=5-9 =12,
AR == i = AR) = dom= ko= B
AR = domn= b g = AR = omg— o8-k
AR;) =g mr=5 71=35, ARg)=5g ms=5 F=5

La suma de las dreas de los rectdngulos inferiores (drea por defecto) es
AR+ AR+ +AR) =g+ G+t sttt t e = 54 = 1o
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4,
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Figura 8.9: En algunas se gana y en otras se pierde.

que, aunque la aproximacién es mejor que la anterior, ain es menor que el A(R) = %

Tenemos también 8 rectdngulos “superiores”, R a Rg. El drea de cada uno de ellos

est4 dada por la longitud de la base (1) multiplicada por la longitud de su altura (M;,

8
para cada ¢ entre 1 y 8). Esto es,

AR =5 -Mi=5-3=g5, AR)=5 My=g5-3=3,
ARs) =5 My=5 § =5, AR)=g5 Mi=5 3=,
ARs) =5 Ms=3-2=8 ARe) =35 -Msg=3% 1=,

AR =b- M =1 B ol2 ARy =L My=1o2=

PN

La suma de las dreas de los rectdngulos superiores (drea por exceso) es
53 5 53 9 5 , 11 , 3 , 13 , 7 , 15 , 1 _ 100 _ 25
A(R1)+A(R2)+"'+A(Rg):a""@"‘@"‘ﬁﬁ‘@‘*‘@"‘@"‘zZHZE7
que, aunque la aproximacién es mejor que la anterior, ain es mayor que el A(R) = 2.
Repasemos lo que hemos hecho:

e Dividimos el intervalo [0,1] en n =2, n =4 y n = 8 intervalos.

e Para cada n considerado (divisién o “particién” del intervalo), construimos n
rectangulos inferiores (de base el intervalo y de altura el menor valor de la
funcién en dicho intervalo), y calculamos la suma de sus dreas (drea por defecto).

e Para cada n considerado (divisién o “particién” del intervalo), construimos n
rectangulos superiores (de base el intervalo y de altura el mayor valor de la
funcién en dicho intervalo), y calculamos la suma de sus dreas (&rea por exceso).
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Si llamamos suma inferior al drea por defecto correspondiente a la particién (di-
visién) del intervalo [0, 1] en n intervalos y la notamos s(n), hemos obtenido que

s(2)=2 s(4) = % s(8) = %.

Anélogamente si llamamos suma superior al area por exceso correspondiente a
la particién (divisién) del intervalo [0,1] en n intervalos y la notamos S(n), hemos
obtenido que

S@2) =1 S4)=18 g =2

8 16°

Una repeticién de lo hecho (recomendamos hacerlo) nos muestra que si dividimos el
intervalo [0,1] en n = 3, 5, 6 y 7 intervalos obtenemos que

s@)=35 sGB)=% s6)=1 s(7)=7%,
S@)=3  SGB)=% S6) =12 S(7)=4%1.

Es claro que
s(2) < s(3) < s(4) < s(5) < s(6) < s(7) < s(8),

o0 sea, las sumas inferiores crecen y que
S(8) < S(7) < S(6) < S(5) <S(4) <SB3) < S(2),

o0 sea, las sumas superiores decrecen.
Ademas, para cada i entre 1 y 8

s(1) < AR) < S(i).

o sea, toda suma inferior es menor que cualquier suma superior.

Generalicemos lo anterior (siempre para nuestra funcién f(x) = z+1 en el intervalo
[0,1]) para el caso general en que partimos el intervalo en n intervalos, donde n es un
numero natural cualquiera.

Sean
11: [O’%] = [%a%]712: [71“%], 13: [%’%]’...’
Lo = [252,223] 1, = [252,2] = [252,1]
O sea, paracadal <i<n,[; = [%7%} '

Luego, la longitud de cada uno de estos intervalos es: Long(1;) =
Para cada 1 < i < n, sean

m; =min {f(z):z€l;} M;,=méx {f(z):z€,}. @

Para la funcién considerada m; =1+ =L y M; =1+ £,
n n
Si construimos los n rectangulos inferiores (de base cada intervalo y de altura el
menor valor de la funcién en dicho intervalo), y calculamos la suma de sus dreas (drea
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por defecto), teniendo en cuenta la suma de una progresién aritmética (*), obtenemos
que la suma inferior para esta particién es

S(n):E m1+%-m2+g mg + +%'mn @
O sea
s(n) =L-mi++-mog+L-mz+---+L-m,=
R R R e R R e
—Epe e by b e S
R R e
(n—1)n
e B RS I

Si construimos los n rectdngulos superiores (de base cada intervalo y de altura el
mayor valor de la funcién en dicho intervalo), y calculamos la suma de sus dreas (drea
por exceso), obtenemos que la suma superior para esta particién es

Smy=%.-M+2 My+L My+--+L1.-M, ®

O sea,
S(n) %M1+%'M+%M+“-+%-Mn:
:% (1+ ) (1 +%) %~(1+%)+...+% (1+2)=
= [0+ 3)+ (+%)+ (14 12)] =
Lon+242+ 2] =21 [p2udn]—
n-(n+1
:1+1+2:{n+n(—)1+ 2 —]4nkl—q 1.t

En sintesis, s(n) =144 -2=1 y S(n)=1+ 3 2L,
Observacién 8.4.2. s(n) es estrictamente creciente (es decir, s(k) < s(k + 1),

Vke N).
En efecto: Sea k € N. Luego

s(k) < s(k+1) + 5 ’CT 141 B o
— 1 k k—1 k
‘<iwh ¢ S <ih e

Observacién 8.4.3. S(n) es estrictamente decreciente (S(k) > S(k+ 1), Vk € N).
En efecto: Sea k € N. Luego

Sk)>Sk+1) < 1+%'%>1+%'(kﬁ)1+1 N
o b1 e
& Ese2 o
& (k+1)-(k+1)>k-(k+2) <
& K42%k+1>k2+2k <
& 1>0.
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Observacién 8.4.4. s(n) < S(k), para todo n, k € N (toda suma inferior es menor
que cualquier suma superior).

Sean n, k € N. Luego

8(n)<5(k) 1—|—%-"T*1<1+%.% o
1 n—1 1 k+1 n—1 k+1

3 n <3 w ¢ T <% <
kn—1)<nk+1) ©kn—-k<nk+n <&

-k<n & 0<n+k.

tsee

Observacién 8.4.5. s(n) < A(R) =2, VneN.
En efecto: Sea n € N. Luego

Lol 3 1 n-t 1

2 n 2 2 n 2

Observacién 8.4.6. S(n) > AR) =2, VneN.
En efecto: sea n € N. Luego

1 n+1 3 1 n+1
-_— ®7

<len—-1<nse —-1<0.

s(n)=1+

n+1

1
> —_ . > —
2 n 2 2 n 2
Observacién 8.4.7. Las sumas inferiores, s(n
creciente) al nimero real A(R), el drea de la regién R, a medida que crece el valor de
n. Podemos decir esto escribiendo

S(n)=1+ >lent+l>ns1>0.

), se “acercan” cada vez mds (en forma

, , 1 n—1 3 .
i st = Jin (1" ) = 5= A
Observacién 8.4.8. Las sumas superiores, S(n), se “acercan” cada vez mas (en
forma decreciente) al nimero real A(R), el drea de la regién R, a medida que crece el
valor de n. Podemos decir esto escribiendo

lim S(n) = lim <1+ L ”H) =3 amt
n—»00 n—00 2 n 2

M4s alld de que, para la funcién considerada, conocemos el nimero A(R), la ob-
servacién 8.4.7 y la observacion 8.4.8 nos muestran que a medida que crece el valor
de n, las sumas inferiores s(n), se “acercan” cada vez més (en forma creciente) a un
nimero real L y las sumas superiores, S(n), se “acercan” cada vez mds (en forma
decreciente) al mismo ntimero real L. Es decir:

Observacién 8.4.9. lim s(n)= lim S(n)= L.
n— oo n—oo
Es claro entonces que si no hubiésemos podido calcular directamente el A(R) seria
razonable decir que A(R) = lim s(n) = lim S(n)= L.
n— oo n—roo
Veamos con otro ejemplo qué hubiese ocurrido si aplicairamos el mismo método para
una funcién continua y negativa en un intervalo cerrado.

*La expresion se basa en el concepto de limite de sucesiones que no se ha desarrollado en este

texto. Sin embargo, si recordamos el cdlculo de limite de funciones, es claro que
lim (14 1.2=1)_=3
T 00 ( 2 x ) 2
TMismo comentario anterior observando que lim (1 + 5 - —) =2
xTr—r o0 2
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8.5. Regién acotada por el grafico de una funcion negativa

Ejemplo 8.5.1. Sea f:[0,1] = R, f(x) = —x — 1. Luego f es continua y f(z) <0,
V z € [0, 1]. Consideremos la regién acotada R, encerrada por el gréfico de f, el eje x
y las rectas verticales x = 0, z = 1 tal como lo muestra la figura 8.10.

0 1

]

f(x)=—x-1

AN

Figura 8.10: La funcién f es negativa en el intervalo [0, 1].

Si, como en el ejemplo 8.4.1, partimos el intervalo [0,1] en n intervalos, donde n
es un numero natural cualquiera, consideramos @, @ y @ y tenemos en cuenta que
ésta funcién en cada intervalo de la particién toma su valor maximo en el extremo
izquierdo del intervalo y toma su valor minimo en el extremo derecho del intervalo,
resultard que para cada 1 <i<n
M;=—1- =L,

mi:—l—i
n

n?
Por lo tanto

s(n)=2%-mi++-mo++-mg+--++-

S(n):%.M1+%.M2+%.M3+...+%.Mn:_1_%.L—1_

n

La observacion 8.4.2, la observacién 8.4.3 y la observacién 8.4.4 del ejemplo anterior
siguen siendo validas y puede verse que ahora resulta

Observacién 8.5.2.
1. s(n) < -3, VneN.
2. S(n)>-3, VneN.

3. lim s(n)= lim S(n)=-3.

n—oo n— oo
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En este ejemplo es claro, como en el ejemplo anterior, que el drea de la regién R es
A(R) = 2 . Sin embargo es claro también que

lim s(n) = lim S(n) = -3 # 3 = A(R).

n—oo n—oo

8.6. Conclusiones

e El ejemplo anterior nos muestra que el método de aproximaciones sucesivas
(Sumas de Riemann) nos va a dar un nimero real (que denominaremos integral
definida) que no siempre serd el drea de la regién (mds atin, nos puede dar 0).

e El método nos dard el area de la region solo si la funcién continua considerada
es no negativa en todo el intervalo cerrado que consideremos.

e A continuacién generalizaremos el método para una funcién continua cualquiera
(no necesariamente positiva) en un intervalo cerrado y llegaremos a la nocién
de integral definida. Y finalmente, volveremos sobre el tema del célculo de areas
de regiones acotadas planas usando el concepto de integral definida.

8.7. Regién acotada por el grafico de una funcién continua

Sea f : [a,b] — R continua. Para cada n € N, dividimos el intervalo [a,b] en n
intervalos de la misma longitud.

Dado que la longitud del intervalo [a,b] es Long([a,b]) = b — a, la longitud de cada
b—a

Luego, los puntos extremos de los n intervalos, que notaremos tg, t1, -, ty, se

intervalo de la particion serd

obtienen sumando sucesivamente la longitud b_Ta a partir del extremo izquierdo a del
intervalo [a, b] . Es decir, dichos puntos son:

75'0:0,"‘0-b*T‘7‘:a7 t1:a+1.ﬂ7 t2=a+2-b*7“7~-.

n

ther=a+(n—1)-22 t,=a+n 2=

n
Los intervalos de la particién seran:
L = [to,t1], Io=[t1,ta], I3 =[to,ta], -+, In1 = [tn-2.tn-1], In=[tn—1,tn].
O sea, para cada 1 <1i < n,

(b=a)

n ’ n

Ii = [tifl,ti] = [a—i— (Z — 1) .

Luego, la longitud de cada uno de estos intervalos es

Long(L,) = (a+i- <b*“>)f(a+(z‘f1).M) —ati 0D g (1) =9 -

n n n

:a_’_i_(b;a)_a_i_(b;a)_’_(b;a) _

(b—a)

n
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Dado que f es continua en [a, b], en particular f es continua en cada intervalo I; de
la particiéon. Por lo tanto, f alcanza un méximo global y un minimo global en cada
intervalo I;. Es decir, para cada ¢ existen

m; =min {f(z):x€l;} , M, =mix {f(z):zel}.

Repitiendo lo hecho para los ejemplos, definimos la suma inferior s(n) para esta
particién como el niimero real

s(n) =% m; + 2% my 4+ 4 5% om, =20 (g mg -+ my,).

Andlogamente, definimos la suma superior S(n) para esta particién como el nimero
real

S(n) =t M + 2% My + -+ 22 M, =20 (M + My + -+ M,).

n

La figura 8.11 y la figura 8.12 muestran el procedimiento en el caso en que f(z) > 0,
para todo x € [a, b].

Figura 8.11: Suma inferior para n = 3.

Es posible, como en el ejemplo 8.4.1, demostrar las siguientes propiedades:
Proposicién 8.7.1. Sea f : [a,b] = R continua y n € N. Entonces:
1. s(n) es estrictamente creciente (es decir, s(k) < s(k+1), ¥k € N).
2. S(n) es estrictamente decreciente (es decir, S(k) > S(k+1), Vk € N).

3. s(n) < S(k), Vk, neN (toda suma inferior es menor que cualquier suma
superior).

4. Las sumas inferiores, s(n), se “acercan” cada vez mds (en forma creciente) a
un numero real I, a medida que crece el valor de n. O sea,

W o) =1
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M, Gr(f)
Mz 7%
7 )
M,
// ' AN
N
A \ §\ 3
t,=a t1 t t, = b

Figura 8.12: Suma superior para n = 3.

5. Las sumas superiores, S(n), se “acercan” cada vez mds (en forma decrecien-
te) a un nimero real 1, a medida que crece el valor de n. Podemos decir esto

escribiendo
lim s(n) =1L
n—-+oo

8.8. La integral definida
Teniendo en cuenta a los puntos 4 y 5 de la proposicion 8.7.1 damos las siguientes

definiciones:
Definiciones 8.8.1. Sea f : [a,b] = R continua.

1. Llamamos integral inferior de f en el intervalo [a,b], al nimero real

Es posible demostrar el siguiente resultado:

Proposicién 8.8.2. Si f : [a,b] = R es continua, entonces

b b
/f(x) do = /f(a:) da.
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Esto es,

b

fx)dr=1= lim s(n)= lim S(n fz
/ /

n—oo n—oo
a

La proposicién anterior nos permite dar la siguiente definicion:

Definicién 8.8.3. Si f : [a,b] — R es continua, llamamos integral definida de f
en el intervalo [a,b], al ndmero real

rora s fro

Nota 8.8.4. Es posible extender la nocion de integral definida para funciones aco-
tadas (no necesariamente continuas) utilizando el axioma de completitud. El lector
interesado puede recurrir a la bibliografia recomendada.

Observacién 8.8.5. Sea f : [a,b] — R continua.

1. El ntmero [ f(z) dz puede ser positivo, negativo o cero y, en general, no repre-

senta ninguin area.

b
2. Si f(z) > 0, para todo z € [a,b], entonces I = [ f(z) dz > 0. Ademads, el nimero
a
I representa el area de la regién acotada encerrada por el grafico de f, el eje x
y las rectas verticales x = a, x = b.

b
3. Sif(z) <0,V x € la,b], entonces I = [ f(x) dz < 0. En este caso, —I representa

a
el area de la regién acotada encerrada por el grafico de f, el eje x y las rectas

verticales x = a, x = b.

Mencionaremos a continuacion, sin demostracion, propiedades de la integral defini-
da.

Recomendamos interpretar las mismas pensando en funciones no negativas pues en
ese caso la integral definida representa el drea de una regién.

Proposicién 8.8.6. Sean f, g: [a,b] — R continuas. Entonces:

b
1. Si f(x) =c¢ €R, para todo x € [a,b], entonces /f(x) dr=c-(b—a).

b

2 /b (f(2) % 9(x)) do = /b f@) dot [ g(o)da
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b b
3. Para todo k € R, /kf(z) der=k- | f(z)dzx .

a a

b b
4. Si f(x) > g(z), para todo x € [a,b], entonces /f(ac) dx > /g(x) dx .

a a

5. 8 f(x) > g(z), para todo x € [a,b] y existe r € [a,b] tal que f(r) > g(r),

entonces , ,
/f(ac) dx > /g(x) dx.

b c
6. SiceR estal quea <c<b, entonces/f(x) dx:/f(m) dm—i—/f(x) dz .

a

b

7. /af(ac) dx = 0.

Definicién 8.8.7. Sean a <b y f : [a,b] = R continua. Definimos

/af(x) dx——/bf(x) dzx.
b a

Proposicién 8.8.8. Sean a,b,c € R (no necesariamente ordenados) y f continua en
el intervalo cerrado mds grande posible que se puede construir con a, b y c. Entonces

/bf(z) dm:/cf(as) daz+/bf(x) dz.

Teorema 8.8.9 (Teorema del Valor Medio del Célculo Integral).

b
Sea f : [a,b] = R continua. Entonces eziste c € (a,b) tal que [ f(x) dz = f(c)-(b—a).

a

Demostracion. Por ser f continua en [a, b], por el teorema de Weierstrass (ver pagina
108), f alcanza minimo y méximo absolutos en [a, b]. Esto es, existen x1, xo € [a, ]
tales que

fl@1) < f(2) < fla2), Vaelab. @
Por los puntos 1y 4 de la proposicion 8.8.6 resulta que

b b b

fa)- - = [ 1) do< [f@) o< [ o) do= o) 0-a). @

a a a
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Por lo tanto,

x) dx < f(x2).

Llamemos

T b—a

/bf(a:) dreR. ®

b b
Si f(x1) =d, por ®,/f(x1) da::/f(a: dz

a a
Por @ y el punto 5 de la proposicién 8.8.6 resulta que f(z) = f(z1) V x € [a,b], o
sea, f es constante en [a, b] y cualquier ¢ verifica la tesis.
Anélogamente si f(z2) = d.
Podemos suponer entonces que f(x1) < d < f(z2). Como f es continua en [a,b],
el Teorema del Valor Medio (para funciones continuas, ver pdgina 108) asegura que
existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =d, o sea (por ® )

b b
ia/f(:v) de =— /f(x) dx = f(c)- (b—a).

El siguiente ejemplo nos da una interpretacion geométrica del teorema 8.8.9.
Ejemplo 8.8.10. Sea f :[1,5] — R dada por f(z) =z + 1.

/f(x):x+1

Figura 8.13: Teorema del valor medio y su interpretacién geométrica.

Por el punto 2 de la observacién 8.8.5 y la figura 8.13 es claro que

5 5
/f(w)dw:/(xﬂ)dx:A(R):16. ©)
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El teorema 8.8.9 asegura que existe (ver la figura 8.14, por lo menos un ¢ € (1,5)
tal que

/f<x>dm=f<c>~<5—1>=4-f<c>. ®

Luego, de @ y @
4-fle)=16 & fle)=4 & c+1=4 & ¢=3.

6 f(x)=x+1

f3)=4 / /

/| .
/ 1 ¢=3 5

Es claro que  A(R) =

)—\%U‘

fx)de =16 =4-4=f(3)-(5—1) = AR).

8.9. Funcion integral

Definicién 8.9.1. Sea f : [a,b] — R continua. Llamamos funcién integral de f «a
la funcion F : [a,b] — R definida por

Flz) = / (1) dt.

Observacién 8.9.2. Si f : [a,b] — R es continua y no negativa, para cada zg € [a, b],
xo
F(z0) = [ f(t) dt (la funcién integral de f evaluada en x() nos da el drea de la regién

acotada R encerrada por el grafico de f, el eje x y las rectas verticales x = a, x = xg
tal como lo muestra la figura 8.15.

Teorema 8.9.3 (Teorema Fundamental del Célculo Integral).

Sean f : [a,b] = R continua y F(x) = / f(t) dt su funcidn integral. Entonces, F

es una primitiva de f, es decir, F es de;z'vable en (a,b) y F'(x) = f(x), para todo
x € (a,b).
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Gr(f)

a X, b

Figura 8.15: Funcién integral.

Demostracion. Sea x € (a,b). Para h “cerca” de 0,

z+h x
Fla+h) — F(x) /f(t) dt—/f(t) it =

x+h T x+h

/zf(t) dt+/f(t) dt—/f(t) dt:/f(t) dt

luego, como f es continua en [z, z + h| (0 en [x + h, z]) por el teorema del valor medio
(ver 8.8.9), existe ¢, € (z,z + h) (0 ¢z € (x + h,x)) tal que

x+h
F(z+h) - F(z) = /f(t) dt = f(ca) - (x+h—2) = f(ca) - h

de donde,
F(erh]z—F(x) ~ f(er),

Como ¢, — z, teniendo en cuenta que f es continua, resulta que
h—0

F h)—F
tim ,)L @ i fe,) = f@)

O sea, F es derivable en (a,b) y F'(z) = f(x), para todo = € (a,b). O

8.10. Regla de Barrow

Teorema 8.10.1. (Regla de Barrow).
Sea f : [a,b] — R continua. Sea G : [a,b] — R una primitiva de f ( es decir,
G'(z) = f(x), Yz € (a,b)). Entonces,
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Demostracion. Por el Teorema Fundamental, la funcién integral F' de f, también es
una primitiva de f. Entonces (ver 8.1.3), existe k € R tal que

F(z)=G(z)+k,Vze((ab). O

Luego, teniendo en cuenta @, el punto 7 de la proposicion 8.8.6 y la definicién 8.9.1,
0= /f(:z:) dx = F(a) = G(a) + k , de donde k = —-G(a). @

Por otra parte,

De®, @y ®

Observacion 8.10.2.

El Teorema Fundamental del Célculo Integral (teorema 8.9.3) nos asegura que toda
funcién continua en un intervalo cerrado posee una primitiva.

La Regla de Barrow, corolario del Teorema Fundamental, nos da un método para
calcular una integral definida de una funcién continua f en un intervalo cerrado [a, ]
que consiste en los siguientes pasos:

e Calcular una primitiva G de nuestra funcién.

e Evaluar dicha primitiva en los extremos del intervalo y restar, es decir calcular

G(b) - G(a).

Estos dos teoremas conectan la nocién de integral definida con la de primitiva de una
funcién (integral indefinida). Es claro entonces que el célculo de integrales definidas
consiste en esencia en el cdlculo de primitivas desarrollado en el capitulo anterior.

Observacion 8.10.3. Cuando se emplea la regla de Barrow, una notacién comin
para la evaluacion es la siguiente:

b

a

/a ' fa) de = ()

b

= G(b) — G(a).

a

Veamos a continuacién algunos ejemplos de aplicacién de la regla de Barrow.

Donde G es una primitiva de f y G(z)
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Ejemplo 8.10.4. Sea f(z) = x 4+ 1. Queremos calcular

0/f( O/x+1

Dado que f es continua, podemos aplicar la regla de Barrow, sélo necesitamos una
primitiva G de f. O sea, debemos calcular la integral indefinida de f y elegir una
primitiva. Es claro que

/ﬂ@dmz/@#JNM:%ﬁ+m+K;](€R

Elegimos G(x) = % 22 + z v aplicamos la regla de Barrow. Resulta que

/f(ac) A — /(x—i—l) dr = G(x) | = 6(1) - €(0) =
0

I
—°
N
—
[\v]
+
—_
N~
|
7 N\
N =
(@)
[\v)
+
(a]
"

1
Observemos, que como era previsible pues z +1 >0 Vz € [0, 1], /(m + 1) dz nos

dio el area de la regién acotada R, encerrada por el gréifico de f, el gje x y las rectas
verticales x = 0, = 1 (recordar el ejemplo 8.4.1 y la figura 8.5).
5
Ejemplo 8.10.5. Calculemos /(x +1) de.
1
Aplicamos nuevamente la regla de Barrow y, teniendo en cuenta que en el ejemplo
anterior ya hemos calculado una primitiva de esta funcion, resulta

1., 1, 25 1
= —(z12+1)=Z45-2-1=1
(25+5> (2 +> D n 6.

1
Ejemplo 8.10.6. Calculemos la /x dx.

-1

5

5
/ dx—(;x2+x) =

1 1

(Recordar el ejemplo 8.8.10).

1
Teniendo en cuenta que, salvo constante, / rdr = 51‘2, resulta que
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Figura 8.16:  A(R) # [ f(z) dx .

-1

Observemos que la integral definida da 0 y que, claramente, este nimero no es el
area de la region acotada R, encerrada por el gréafico de f(x) = z, el eje x y las rectas
verticales x = —1, z = 1 (ver la figura 8.16).

Es claro que el drea A(R) = 1.

Este ejemplo refuerza el concepto de que la integral definida da un nimero real que,
salvo que la funcién continua considerada sea no negativa en todo el intervalo, no
nos da un drea. La razén fundamental en este caso es que f(z) =z < 0en [-1,0) y
f(z) > 0en (0,1].

Teorema 8.10.7 (Teorema Fundamental del Célculo Integral, generalizado).

Sea f : [a,b] = R continua. Sean u, v:(c,d) — R dos funciones derivables tales que
Im(u) C Dom(f) e Im(v) C Dom(f). Sea H: (c,d) — R definida por

v(z

)
H(z) = / £(¢) dt.
(=)

Entonces, H es derivable en (c,d) y
H'(x) = (fov)(x) - v'(z) = (fou)(z) -u'(z), Va€&l(ab).

Demostracion. Sea F' la funcién integral de f. Por el Teorema Fundamental (8.9.3) y
la regla de Barrow,

H(z) = F(u(z)) — F(u(z)) = (Fov) (z) = (Fou) (z).

Luego, H es derivable en (¢, d) por ser composicién y resta de funciones derivables y,
por la Regla de la cadena,

H'(z) = (fov)(z) - v'(z) = (fou) (x) -u/(z), V& (cd).
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Ejemplos 8.10.8.

2
x

1. Sea G:R — R dada por G(z) = /t dt. Calcular, si existen, los maximos y

pa
minimos locales de G.

Primera forma

Como % t? es una primitiva de la funcién f(t) = t, por la regla de Barrow, para
cada = € R, resulta

2
z2 x

G(z) = /t dt = %tQ

x

x

Luego, G'(z) = $(42® —22) =1 2.2 (222 — 1) = 2 - (222 — 1) . Entonces,

1
G’(x):0<:)x~(2x2—1):0(:>x:0\/x2=5(:)95:0\/332— V=

Sl-
Sl-

Por lo tanto los puntos criticos de G son:

La derivada segunda de G es

G"(x) = %(123:2 —2)=62% -1

1 1
() =220 @'(gg)=2>0 v GO=-1<0

por lo tanto, por el criterio de la derivada segunda para clasificar puntos criticos,
x = 0 es un maximo local de f y z = :I:% son minimos locales. Ademads
de (%) podemos afirmar que x = 0 es médximo local pero no absoluto pues

; o ; 1.4 _ 2) _

Segunda forma

Si llamamos u(x) = z, v(z) = 2? y f(t) = t, como u y v son derivables y
f es continua, el Teorema Fundamental del Céalculo Integral generalizado, nos
asegura que

G'(z) = f((@) v'(z) = fu(@)) u'(z) = f(2?) 22— f(z) 1=
= 22 2% —zr=22%—x=
= z-(222 -1).

Habiendo conseguido la expresiéon de G’, el célculo de los méximos y minimos
se sigue como en la primera forma.
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Observemos que en este caso hemos calculado directamente la expresién de G’
sin haber calculado la expresion de G, que en realidad no nos interesa para
nuestro objetivo. v

fEZ—‘rl
Calcular los extremos de G: R — R dada por G(z) = / et dt.

0

Si quisiéramos repetir lo hecho en la primera forma del ejemplo anterior, para
intentar calcular la expresion de G, nos encontrariamos con el problema de tener
que calcular una primitiva de la funcién f(t) = et Que esta funcién posee una
primitiva lo asegura el Teorema Fundamental del Célculo, sin embargo se puede
probar que es imposible encontrar una expresién (férmula) de alguna primitiva
de f. Por lo tanto, sélo podemos intentar calcular la derivada de G (que es todo
lo que nos interesa).

Para ello observemos que, como f(t) = et es continua vy u(z) = 0, v(z) =
22 + 1 son derivables, podemos aplicar el Teorema Fundamental Generalizado
y obtenemos

G'(z) = (v(fc)) v’(m) fu(z)) -u'(z) =

Luego,

Como,
2 2
Q" (z) = 2¢ ()" 42z o~ ()" (L2 4 1) 20)
resulta que G”(0) = 2e~! > 0 y, por lo tanto # = 0 es un minimo local de G.

v

. Sea f:R — R, derivable, que satisface la ecuacién:

/ f@)dt =2 -In(2?) — 22> + z +1n(2), Vz € Ro.

1/2

Verificar que f(1) — f/(1) = 1.

En efecto: Si G(x / f(t) dt, el Teorema Fundamental nos asegura que

1/2
G'(z)=f(x). @

Por otra parte, G(z) = 2 - In(z?) — 222 + 2 4 In(2) . Por lo tanto,

2
G'(z) = 1n(x2)+x~—§72~2x+1:ln(x2)+274x+1:ln(x2)74x+3.
T
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O sea,
G'(z) =In(z?) -4z +3. @

De @ y @ resulta que, para todo x € R,
f(x)=In(z?) —4z2+3 = fllo)== —4==-—4.

Por lo tanto, f(1) = -1y f/(1) = =2 . De donde, f(1) — f'(1)=1. V

8.11. Calculo de areas

Veamos ahora cémo la nocién de integral definida nos permite calcular areas de re-
giones acotadas planas. Analicemos algunos ejemplos:

Ejemplo 8.11.1. Sea f(z) = —2% + 2z. Calculemos el drea de la regién acotada R,
A(R), encerrada por el grafico de f, el eje x y las rectas verticales x = 0, z = 2 (ver
figura 8.17).

2 ......................
f(x)=—x>+2x
)
0 1 2\

Figura 8.17: Queremos calcular el drea de la regién sombreada.

Como se ve en la figura anterior
flz)=—-2>+22>0, Vzel0,2. @
Para obtener este resultado analiticamente observemos que
fx)=—2*+22=a-(—2x+2), luego, f(z)=0 < x=0V z=2

Como f(z) # 0, Vz € (0,2) y es continua, podemos aplicar el corolario del Teorema
de Bolzano para conocer el signo de f en (0,2).

Como f(1) =1 > 0, concluimos que f(z) > 0, Vz € (0,2). De donde se deduce @ .
Por lo tanto resulta, por la observacién 8.8.5, que el area de la regiéon R es

2 2
—O/f( 0/x+2x
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Luego,
; 1
AR) = /(—x2 +2z) dx = (—3 x4 x2>
0

1 1 8 4
29392 (2.3 02) = _S a2
(-32+2) - (5040) =-Fri=g

O sea, A(R) = 3 .

Ejemplo 8.11.2. Sea f(z) = 22 — 2. Calculemos el drea de la regién acotada R,
A(R), encerrada por el grafico de f, el eje x y las rectas verticales x = 0, z = 2 (ver
figura 8.18)

1 /
0 / 2

\ f(x)=x>-2x

Figura 8.18: Queremos calcular el drea de la regién sombreada.

Como en el ejemplo anterior, tanto desde el punto de vista gréfico como analitico
flx)=—2*+22<0, Yzel0,2].

Por la observaciéon 8.8.5, el area de la region R es

A(R)z—jf(x) dxz—i(xQ—zx) do. @
0 0

O sea, por @, A(R) = % .

Ejemplo 8.11.3. Sea f(z) = x? — 2x. Calculemos el drea de la regién acotada R,
A(R), encerrada por el grafico de f, el eje x y las rectas verticales x = 0, z = 3 (ver
figura 8.19).
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Figura 8.19: Queremos calcular el drea de la regién sombreada.

Es claro que R = R; U Rs. Luego,
AR)=A[R;)+ AR2). @
Como ya hemos visto,
flx)=—2*+22>0, Vael02.

resulta, por la observacién 8.8.5, que el drea de la regién R; es

2 2
zo/f( 0/ —2? +27) d

Luego,
2 ) 2
ARy) = /(—x2+2z)d1::<—3x3+x2>
0 0
1 4
= (29392 _r3an?) = 4=
(3 ¥ ) <30 +0 va=3
O sea,
4

(En realidad, ya hicimos esta cuenta en el primer ejemplo).
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Por otra parte, puede verse en el grafico y probarse analiticamente (usar Bolzano)
que
flz)=—2*+22 <0, Vze[23].

Por lo tanto, por la observacién 8.8.5, resulta que el area de la regiéon Ry es

3 3
_/f(x) dg;:—/(—x2—|—23:) dz. ®

Entonces,

3
/(—x2 +2z)dx = <; z3 + x2>
2

Il
N
Ne)
+
©
=
\
T
I
+
e
S—
1
w| 0o
\
S
I
\

I

®

Luego, de @ y @,
De ®, @y ®,

Observemos que

/ 1 3 1 1
/ —2? +2x) dox = (— x3+x2) = (— 33+32>—<— 03+02> =-94+49=0
/ 3 0 3 3

que, claramente, no es el area de la regién R.

Observacion 8.11.4. Los ejemplos anteriores muestran que para calcular el drea de
una regién acotada R, encerrada por el gréfico de una funcién f continua en [a, b], el
eje x y las rectas verticales x = a, * = b, debemos realizar los siguientes pasos:

(i) Hallar las raices de f en [a,b]. Supongamos que son 11, ro, -+, T, y que
a<ri<rg<---<r,<b.

T1 T2 b
(ii) Calcular las integrales definidas: /f(x) dz | /f(x) de -+, /f(x) dx

(iii) Considerar los valores absolutos de los nimeros hallados en en el paso (ii) .

(iv) Sumar los ntiimeros hallados en (iii) .
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Observacion 8.11.5. Teniendo en cuenta el punto 8 de la observaciéon 8.8.5, resulta
d
que si f es continua en [¢,d] vy f < 0,V x € [c¢,d], entonces —1 = —/f(x) dx

(&
representa el drea de la regién acotada encerrada por el grafico de f, el eje x y las
rectas verticales x = ¢, x = d.

Por la proposicién 8.8.6

d d
—I:—/f(a:) da::/—f(x) da.

Luego, si f es continua en [¢,d] y f(z) <0,V z € [¢,d], entonces

d
/—f(CU) dx

representa el drea de la regién acotada encerrada por el grafico de f, el eje = y las
rectas verticales x = ¢, x = d.

Esto nos permite dar la siguiente definicion:

Definicién 8.11.6. Sea f : [a,b] = R continua.
El area de la region acotada encerrada por el grifico de f, el eje x y las rectas
b

verticales x = a, x = b es el numero real (no negativo) /|f(:1:)| dzx.

a

Observacién 8.11.7. Si encaramos el ejemplo 8.11.3 segun la definicién 8.11.6, el
area de la regién a calcular es

3 3
A(R):/\f(:c)| dx:/|—x2+2x| dz.
0 0

Para realizar dicho cédlculo debemos “sacar” las barras de mddulo. Teniendo en
cuenta (recordar el ejemplo) que

2 . 2

9 —x“4+2r si —x°+2x>0
— 2 =

| v x‘ { 2?2 —2x si —2?+22<0,

es decir,
2 .
9 —x? 42z si z€]0,2]
— 2 =
} @ + 2] { 2 —2x si oz €(2,3].

y recordando los célculos ya hechos resulta que

3 2

AR) = /‘—m2+2x| dﬂc:/(—x2+2x) dx+j(m2—2x) dr =

0 0
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Q|
+
ol
|
wl oo

2 3
= /(—x2+2x) dm—/(—x2+2x) dr =
0 2

8.12. Calculo de areas entre curvas

Veamos cémo la nocién de integral definida nos permite calcular dreas de regiones
acotadas encerradas por los graficos de dos o més funciones.

Sean f, g:[a,b] — R continuas. Supongamos que los gréficos de f y de g se cortan
paraxz =ay x =by que f(z) > g(z), para todo z € [a,b].

Queremos calcular el area de la regién acotada R encerrada por el grafico de f y el
grafico de g tal como lo muestra la figura 8.20.

Gr(f)

Gr(g)

Figura 8.20: ;Cuadl es el drea de la regiéon sombreada?

Por ser f y g continuas en [a, b], resulta que f y g son acotadas en [a, b]. Por lo tanto
debe existir k € R tal que

flx)+k>0, gx)+k>0, Vzelab. @

Definiendo

f@)=f(@)+k  gle)=g(x)+k @

resulta que f y § son continuas en [a,b] y
fl®)>0, g(x)>0, Vz€lad. @

Como lo muestra la figura 8.21, es claro que el area de la regién acotada R encerrada
por el grafico de f y el grafico de § coincide con el area de la regién original R. O sea
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Gr(f) Gr(g)
S0
2
Y / »
% >
/] N
/ /I \
\
§44/ *
a b

Gr(f)

=
-

Figura 8.22: A(Ry) = [ f(x) dx.

8 —o

La region Ry es la regién encerrada por el gréafico de f, el eje 2 y las rectas verticales
z = a, x = b. La regién Ro es la region encerrada por el grafico de g, el eje z y las
rectas verticales x = a, x = b. Luego, por @, @, ® y la observacion 8.8.5, resulta que

b b
AR) = A(R) = A(Ry) — A(Ry) = / f(x) do— / g dr = [ (@)~ 5(@)) dr. ®

a a a

Por tltimo observemos que f(z) — g(z) = (f(z) + k) — (g(z) + k) = f(z) — g(z). @
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Gr(f) Gr(g)
\//'\\\\
/ \\
/ \\
\ \

Luego, de ® y @,

Analicemos ahora el caso general. Sean f, g: [a,b] — R continuas. Queremos calcular
el drea de la regién acotada R encerrada por el gréifico de f y el grafico de g tal como
lo muestra la figura 8.24. Por ser f y g continuas en [a,b], resulta que f y g son

D, Gr(f) Gr(g) ’
y \m /
X N\ d,7 o e
: 2 ~. i/ b

{
&\&}.\\\ SR

Figura 8.24: Queremos calcular el area de la regién sombreada.
acotadas en [a, b]. Por lo tanto debe existir k € R tal que V = € [a, b]
fl)+ k=0, g(z)+k=>0. @

Definiendo
fx)=f(x)+k g(x)=g(x)+k @
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resulta que f y § son continuas en [a,b] y
f(x) >0, g(z)>0, Vzelab. @

Como antes, es claro que el area de la regién acotada R= Ri1URsUR3UR, encerrada
por el grafico de f, el gréifico de g y las rectas verticales x = a, = b coincide con el
area de la region original R tal como lo muestra la figura 8.25.

N Gr(f) Gr(g)

a c 0 d e b

Figura 8.25: Area encerrada por f y g.

Como lo muestra la figura 8.25, supongamos que los graficos de f y g se cortan para
r=c,x=dyx=e.
Luego,

AR) = AR) = AR1) + A(Rs) + A(R3) + A(Ry). @

Es claro que

f(z) 2 g(z) si z€la,(]
g(x) = f(x) si z€led] o
f(z) = g(z) si z€lde]
glx) > f(x) si x € [e,b

Observando la figura 8.25, tenemos

A(Ry) = / fl@) da — / jla) dx = / (f2) - (@) do. ®

Anélogamente,
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b

A(Ry) = / (32) ~ F(2)) do. ®

€

Luego, teniendo en cuenta @, @ & @ @ y @ resulta que

AR) = A(R1)+ A(Rz2) + A(Rs) + A(R4) =

- / (f@) = g(@)) do+ / (9(2) - f(@)) do+
e b
+ [ (Fo) - @) dot [ (30) - Fa)) do
d e

Como

resulta que

Por ® y @ resulta que

{f(m)—g(m)ZO si x € la,cJUId,e€], ®
glx)— f(x) >0 si € e, dU]leb].

Por tltimo, por la definiciéon de médulo y ©

b
A®) = [17() - gla)] da.

Esto nos permite dar la siguiente definicién:

Definicién 8.12.1. Sean f, ¢ : [a,b] = R continuas.
El area de la region acotada encerrada por el grafico de f, el grdfico de g y las rectas
b

verticales © = a, x = b es el nimero real (no negativo) [ |f(z) — g(z)| dx .
a
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Observacion 8.12.2. El ejemplo anterior muestra que para calcular el drea de la
regién acotada R encerrada por los gréaficos de las funciones continuas f y g, y las
rectas verticales x = a, x = b debimos realizar los siguientes pasos:

(i) Hallar los valores « para los cuales se cortan los graficos de f y de g. Estos son
r=c,r=dyx=e,cona<c<d<e<b.

(ii) Considerar los intervalos [a, ], [¢,d], [d, €] v [e, b].
(iii) En cada uno de los intervalos dados en (ii) , analizar cudl de las dos funciones
es la mas grande. En cada intervalo, es comin denominar funcién “techo” a la

més grande y funcién “piso” a la maés chica.

(iv) En cada uno de los intervalos dados en (ii) , calcular las integrales definidas de
la resta entre la funciéon “techo” y la funcién “piso”.

(v) Considerar la suma de los niimeros hallados en (iv) .

Ejemplos 8.12.3.

1. Sean f(x) = 3 — 2 y g(z) = 22 — 9. Queremos calcular el drea de la regién
acotada R encerrada por el gréfico de f y el gréifico de g (ver figura 8.26).

7

f(x)=3-x

Figura 8.26: Calcular el drea de la regiéon sombreada.

Calculemos, analiticamente, la interseccién de los graficos de f y g.
f@)=g(r)e3-—z=2>-9o2’+r-12=00=-4 V =23

Como f y g son continuas, f(x) # g(xz) Va € (—4,3),y f(0) =3 > -9 = g(0),
por el Corolario del Teorema de Bolzano, resulta que f(x) > g(z), YV € [—4,3].
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Luego, en el intervalo [—4, 3], la funcién “techo” es f y la funcién “piso” es g.

Luego
3 3
AR) = [ (@) = g@) o= [ (3-2)- (@ ~9)) do =
4 —4
[ remun (55 o)
= —z'—z+12)de=|—— — —+12z =
J, 3 2 4
3 2
= <?§322+12-3)<(;)(;)+12-(4))
343
6
Luego,
A(R):?. v

2. Sean f(z) = 2% y g(z) = 2 — 2. Queremos calcular el drea de la regién acotada
R encerrada por el grafico de f, el gréfico de g y las rectas verticales z = 0,
x = 2 (ver figura 8.27).

f)=x

g(x)=—x"+2

-2

Figura 8.27: Calcular el area de la regién sombreada.
Calculemos, analiticamente, la interseccién de los gréaficos de f y g.
f@)=gx) =2 +2e 0’ =2 =1ecr=-1 V =1

Como sélo nos interesa lo que ocurre en [0, 2], el dnico punto de interseccién que
debemos considerar es x = 1.

Teniendo en cuenta que:
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a) fy g son continuas,

b) f(x) #g(x), Ve (0,1),

c) f(z) #g(x), Vze(l,2),
d) f(3)=1<-1+2=9(3)
0 F(3)=§>-4+2=9().

por el Corolario del Teorema de Bolzano, resulta que

f(z) < g(m) Vx € [0>1] y f(x) > g(v) Vz € [1’2]'

Luego, en el intervalo [0,1], la funcién “techo” es g y la funcién “piso” es f y
en el intervalo [1,2], la funcién “techo” es f y la funcién “piso” es g. Entonces,

AR) =

5 2
<3~x3—2.x>

entonces,
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Capitulo 9

Sistemas de ecuaciones
lineales

9.1. Introduccion

En este capitulo vamos a analizar problemas donde tenemos que encontrar el valor de
distintas incégnitas a partir de una o mas ecuaciones. Hasta ahora, sabemos resolver
ecuaciones como ésta:

3x =24

y lo hacemos despejando x:

En la ecuacion, decimos que = es una incdgnita, ya que representa un valor que no
conocemos, y que debemos calcular.

En algunos problemas puede haber més de una incégnita, veamos un ejemplo que
tiene unos 4000 anos de antigiiedad:

Tengo cien animales entre cabras y gallinas. Si en total suman 240 patas,
jcuantos animales tengo de cada clase?

Para resolver este problema, introducimos dos incégnitas: x que representa la cantidad
de cabras, e y la cantidad de gallinas. Ahora, armamos dos ecuaciones con los datos
del problema:

z +y =100 tengo 100 animales entre cabras y gallinas.

Cada cabra tiene cuatro patas, entonces habré 4x patas de cabra, y como cada gallina
sélo tiene 2, habra 2y. Eso nos da la segunda ecuacién:

Az + 2y = 240.

257



Introduccion a la matematica universitaria

El sistema que queremos resolver tiene entonces dos incognitas, = e y, y dos ecuaciones:

z + y = 100
dr + 2y = 240

El objetivo de este capitulo es estudiar estos sistemas y plantear ecuaciones lineales
para resolver problemas similares.

9.2. ;Qué es un sistema lineal?

Veamos qué significa un sistema de ecuaciones lineales: con sistema de ecuaciones,
indicamos que pueden ser una o mas ecuaciones; lo mismo pasa con el nimero de
incégnitas: podria haber 3, 8, o mas. En general, llamaremos x,y, z a las incégnitas
y si necesitamos més, agregaremos u, v, w; 0 bien

L1y L2y L35 eyLpye--

Con la palabra lineales estamos restringiendo el tipo de ecuaciones: no vamos a aceptar
una cuadratica, ni una ecuacién polinomial, ni sistemas que involucren funciones. Por
ejemplo, no vamos a estudiar ecuaciones como:

vt +y? =1,
e’ 4+ 2y =10,
3z —In(y) —2* =24.

Aceptaremos unicamente que las incégnitas (z,y, z, . . .) aparezcan multiplicadas por
numeros, y luego sumadas entre si. No vamos a aceptar tampoco que las incognitas
se multipliquen entre si:

zy+xz—3y+z2=3

no es una ecuacion lineal, ya que aparecen los términos =y y zz.

Los sistemas de ecuaciones con dos incégnitas tienen una interpretacién geométrica
sencilla, ya que si despejamos una de las incdgnitas en funcién de la otra, obtenemos
la ecuacién de una recta.

Por ejemplo, en el sistema:

r + y = 100
4r + 2y = 240

la primer ecuacién nos indica los puntos del plano R? que cumplen

z +y = 100,
que son los puntos de la recta
y = —x + 100.
Por otro lado, la ecuacion
4x + 2y = 240,
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indica los puntos de la recta
y = —2x + 120.

Una solucion del sistema es un par de valores z e y que cumple ambas ecuaciones
0, lo que es lo mismo, que esta en ambas rectas a la vez. Entonces, resolver el sistema
es hallar el punto de interseccién de las rectas (ver la figura 9.1).

\ | .
y=-2x+120

y=-x+100 120
100

60\ 100

Figura 9.1: Podemos representar graficamente el sistema.

9.3. Soluciones

En esta seccién vamos a discutir qué es una solucién de un sistema de ecuaciones
lineales. Volviendo al ejemplo del principio,

3x = 24,
decimos que x = 8 es una solucién ya que se cumple la igualdad:
3-8=24

al reemplazar x por 8.
En cambio, si hacemos x = 4, queda

3.4=12+#24,

vemos que el cuatro no es solucion, ya que no es cierto lo que obtenemos al reempla-
zarlo, 12 no es igual a 24.

Para los sistemas de ecuaciones, el concepto de solucion es el mismo: son los valores
de las incégnitas que verifican todas las igualdades al ser reemplazados.

En el problema de las cabras y las gallinas,

r + y = 100
dr + 2y = 240
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si x = 20 e y = 80, al reemplazar tenemos

20 + 80 = 100
4-20 + 2-80 = 240

se cumplen ambas ecuaciones. Asi, x = 20 e y = 80 es una solucién del sistema.
Observemos que es una sola solucién, ya que cada solucién tiene que indicar un valor
para x y otro para y.

En el mismo ejemplo, x = 50 e y = 50 no es una solucién: aunque cumpla la primer
ecuacion,

50 + 50 = 100,

no cumple la segunda:
4-50+2-50 =200+ 100 = 300 # 240.

Para problemas con maés incognitas procedemos de la misma manera. Por ejemplo,
si el sistema es

r + y + z = 30
2r — y 4+ 3z = 50
-z + 2y — =z = -15

podemos comprobar que x = 20,y = 5,z = 5 es una solucién:

20 + o5 + 5 = 30
220 - 5 + 35 = 50
-20 + 25 - 5 = =15

Un sistema puede tener méas de una solucién. Por ejemplo, x = 1, y = 9 es una

solucién del sistema
z + y = 10
3r + 3y = 30

Pero también x = 10, y = 0 es una solucién, 6 x =5, y = 5.
Podemos ver que para cualquier nimero ¢ que elijamos, tenemos la solucién x = ¢,
y = 10 — t. Reemplazando:

10
30

t 4+ 10—t
3t + 3(10—t)

Vemos asi que este sistema tiene infinitas soluciones. El conjunto de soluciones de este
sistema es
{(z,y) eR? : (z,y) = (t,10 — 1), t € R},

para abreviar, podemos escribir las soluciones asi:
{(t,10—1¢t) : t e R}

o también:

{t(1,~1) + (0,10) : t € R}
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También es posible que un sistema no tenga soluciones, por ejemplo consideremos
el sistema:
z + y = -1
r + y = 8

Si hubiera una solucidn, los valores de x e y sumados tendrian que valer —1 segtn la
primer ecuacién, y 8 segtn la segunda, lo cual no tiene sentido. Sumar dos nimeros
no me puede dar dos resultados diferentes.

Observacién 9.3.1. Veamos un problema diferente que puede plantearse. Aqui co-
nocemos las soluciones, pero no uno de los coeficientes. El problema es calcular el
valor de a en el siguiente sistema

r + y = 11
ar + 2y = 25

sabiendo que x = 1,y = 10 es solucidn.

Para resolverlo, reemplazamos los valores de = e y:

1+ 10 = 11
a-1 4+ 2-10 = 25

La primer ecuacién no nos dice nada sobre el valor de a; en cambio, en la segunda
tenemos que
a+ 20 =25, de donde obtenemos que a =5.

9.4. Equivalencia de sistemas

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales es conveniente definir cudndo dos
sistemas son equivalentes.
Observemos estos dos sistemas:

zr + y = 10 z + y = 10
x4+ oy = 2 Y 3y = 18

El segundo sistema es muy sencillo de resolver: si 3y = 18, entonces y = 6. Ahora,
en la primer ecuacién, si x + y = 10, como y = 6, tenemos que

z+6=10

con lo cual obtenemos = = 4. Observemos que no puede haber otra solucién: y = 6 es
la inica opcién para la segunda ecuacién, y con ese valor, x estd obligado a valer 4.
Luego, la soluciéon del segundo sistema es x = 4, y = 6.

Veamos ahora el primer sistema. Si reemplazamos x = 4, y = 6, queda

4 + 6 = 10
-4 + 6 = 2
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asi que x = 4, y = 6 es también una solucién del primero. ;Tendra otras soluciones?
Para averiguarlo, vamos a despejar x en la primer ecuacion:

z=10—y.

Si reemplazamos este valor de z en la segunda ecuacién, conseguimos:

_(10_y)+y:2a
distribuyendo el signo es
-10+y+y=2
que se convierte en
2y = 12.

Esta ecuacion tiene a y = 6 como Unica solucién, y reemplazando en z = 10 — y, el
tnico valor posible para z es 4. Por lo tanto, ambos sistemas tienen la misma solucién,
aunque uno fue mucho maés simple de resolver que el otro.

Definicién 9.4.1. Decimos que dos sistemas son equivalentes cuando tienen las
mismas soluciones.

El concepto de equivalencia de dos sistemas nos permitird transformar un sistema
dificil de resolver en otro equivalente pero més simple.

A continuacién, definimos tres operaciones para transformar un sistema en otro
equivalente:

e Cambiar dos ecuaciones de lugar.
e Multiplicar (o dividir) una ecuacién por un nimero distinto de cero.
e Sumar (o restar) a una ecuacién, un multiplo de otra.

Afirmamos que estas operaciones no cambian las soluciones de un sistema.

Volvamos a los sistemas anteriores:

r + y = 10 r + y = 10
-z + y = 2 Jy = 18

Veamos con las operaciones permitidas que los sistemas son equivalentes, sin nece-
sidad de resolverlos. Para eso, vamos a transformar el primero en el segundo.

La primera operacion que podemos hacer es reemplazar la segunda ecuacién por la
suma de la primer ecuacién mas la segunda, esto lo indicamos como E5 + E; — Fs:

zr + y = 10 z + y = 10
{—x + oy 2 B2+ Ih = By { 2 = 12

Ahora, en el nuevo sistema que obtuvimos, vamos a multiplicar la segunda ecuacién
por 3, y lo indicaremos como 3Fs — Fo:

z + y = 10 z + y = 10
By > E
{ oy = 12 2 { 6y = 36

262



Capitulo 9. Sistemas de ecuaciones lineales

Por ultimo, dividimos la segunda ecuacién por 2 (o multiplicamos por % ):

x + y = 10 1 x + y = 10
{ 6y = 36 5 o B2 3y = 18

con lo cual pasamos de un sistema al otro utilizando las operaciones permitidas. Esto
nos dice que ambos sistemas son equivalentes y entonces tienen las mismas soluciones.
Para calcularlas nos conviene utilizar el segundo, donde tenemos y casi despejada. v

Ejemplo 9.4.2. Veamos que los sistemas

- + y = 2

-1
30 + 3y = 30 y {‘T+2y_1g
20 + 4y = 32 y =

son equivalentes.

Comenzamos intercambiando la primera y la segunda ecuacién, y lo indicamos con

FE| < Es.

-z + y = 2 3r 4+ 3y = 30
3z + 3y = 30 E, & Ey —-r + Yy = 2
2r + 4y = 32 2r + 4y = 32

Ahora, dividimos la primera ecuacién por 3 (o multiplicamos por % ):

3z + 3y = 30 1 z + y = 10
- + y = 2 3 By — B - + y = 2
2¢ + 4y = 32 2 4+ 4y = 32

Podemos ahora sumarle a la segunda ecuacién la primera:

z + y = 10 z + y = 10

—r + Yy = 2 Es + FE1 — Es 2y = 12

2¢ + 4y = 32 2z + 4y = 32
Restamos a la tercera ecuaciéon un miltiplo de la primera, por ejemplo, el doble de la

primera

r + y = 10 r + y = 10

2y = 12 Es —2E; — Es 2y = 12

2+ 4y = 32 2y = 12

Observemos que en el sistema que obtuvimos, las dos ultimas ecuaciones son iguales.
Como podemos restarle a la tercera ecuacién la segunda, va a desaparecer, y el sistema
queda:

zr + y = 10
= 1
2 = 12 v =
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De esta manera, hemos pasado de un sistema a otro con las operaciones permitidas
para mantener la equivalencia. Asi, podemos decir que los sistemas

—-r 4+ y = 2

- 1
32+ 3y = 30 y {w+2y_120
20 + 4y = 32 L

son equivalentes sin necesidad de calcular las soluciones. v

La utilidad de realizar operaciones permitidas entre las ecuaciones de un sistema, es
pasar de un sistema cuyas soluciones no se pueden hallar facilmente, a otro equivalente
del cual sea sencillo hallar dichas soluciones.

9.5. Eliminacién de Gauss

Hasta ahora, no hemos dado un método para encontrar las soluciones. En esta seccién
veremos uno, el método de eliminacién (o triangulacién) de Gauss.

La idea es sencilla: aplicar las operaciones bésicas a un sistema hasta que la dltima
ecuacién tenga una sola incognita, lo cual permite despejarla, y reduce el problema.
Pero como el método es mas dificil de describir que de aplicar, vamos a explicarlo
resolviendo algunos ejemplos.

Ejemplo 9.5.1. Empecemos con un sistema sencillo:

r + 2y = 2
3r. — y = -8

El primer paso serd quedarnos sélo con los coeficientes de las ecuaciones, y con los
resultados. No vamos a escribir las incégnitas x e y, y vamos a poner los niimeros en

1 2 2
3 -1 | =8

Observemos que la primer ecuacién es x + 2y = 2, el coeficiente de = es 1, y el de y
es 2. La ecuacion esta igualada a 2, con lo cual ponemos ese valor del otro lado de la
barra, para indicar que no es un coeficiente.

De la misma manera, la segunda ecuacién es 3x — y = —8, los coeficientes de x e y
son 3 y —1, y del otro lado de la barra colocamos el —8.

Siempre que tengamos un sistema lineal, vamos a llevarlo a esta forma para resolverlo
por Gauss. Mentalmente, recordemos que la primer columna representa los coeficientes
de z, la segunda representa los coeficientes de y, y después de la barra vienen los

una tabla:

valores a los que estan igualadas las ecuaciones.
Podemos realizar con las filas de la tabla las mismas operaciones que con las ecua-
ciones: por ejemplo si multiplicamos la primer ecuacién por 2

2-(z+2y=2) — 2z+4y=4
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los nuevos coeficientes son los mismos que si multiplicamos la primera fila por dos:
2-(1 21 2 ) = (2 4] 4)
Recordemos entonces las operaciones elementales en términos de las filas de esta tabla:
e Cambiar dos filas de lugar.
e Multiplicar (dividir) una fila por un nimero distinto de cero.
e Sumar (restar) a una fila, un multiplo de otra.

Una vez que tenemos la tabla sin las incégnitas, el segundo paso es eliminar el coefi-
ciente de la incognita = en la ultima fila.
Para esto, podemos hacer la segunda fila menos tres veces la primera, Fy—3F; — Fy:

1 2] 2 12 2
<31’8> F-3h o b <0 7‘14)

Logramos eliminar en la segunda fila el coeficiente de la incégnita x. Como hemos apli-
cado las operaciones elementales, la tabla nueva corresponde a un sistema equivalente
al primero:

r + 2y = 2
- Ty = —-14
La ventaja es que en éste podemos despejar el valor de y de la segunda ecuacion:
—-14
—Ty=-14 = y:—7:2.

Ahora, reemplazamos en la primera y tenemos:
r+2-2=2 = x+4=2 = x=2—-4 = xr=-2

La solucién del sistema es entonces © = -2, y=2. Vv

Ejemplo 9.5.2. Resolvamos ahora un sistema con tres incégnitas:

r + y - z = -1
20 — y + 2z = 6
—x + 2z = 3

La primera parte es exactamente igual, se ubican los coeficientes en la tabla:

Notemos que como la tltima ecuacion no tiene la incognita y, en ese lugar ubicamos
un cero. En la primera columna van los coeficientes de z; en la segunda, los de y; y
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en la tercera, los de z. Si alguna de las variables falta, se coloca un cero en el lugar
que corresponde.

Ahora, queremos que el coeficiente de x aparezca sélo en la primera fila, y vamos a
eliminarlo de la segunda y la tercera.
A la segunda fila podemos restarle dos veces la primera:

1 1 -1 | -1 1 1 -1 | -1
-1 2 6 Fy—2F) — F, 0 -3 4 8
-1 0 2 3 -1 0 2 3

Ahora, vamos a sumarle la primera fila a la tercera:

1 1 -1 ] -1 1 1 -1 | -1
0 -3 4 8 F34+Fy — F3 0 -3 4 8
-1 0 2 3 0 1 1 2

Logramos que en la segunda y tercera fila, el coeficiente de la = sea cero. Podemos
pensar que la segunda y la tercera fila son un sistema nuevo maés chico, y si lo re-
solvemos, reemplazando los valores de y y de z en la primera, calculamos el valor de
T.

Entonces, para resolverlo eliminamos el coeficiente de y de la tercera fila. La pregunta
es qué haremos, porque parece haber dos opciones:

a) F3 — F, restarle a la tercer fila, la primera.
b) 3F; + F5, multiplicar la tercer fila por 3 y sumarle la segunda.

Si pensamos un rato, vamos a ver que la primera opcién es mala, ya que vuelve
a colocar un 1 en el lugar de la z de la dltima fila, arruinando el paso anterior. En
cambio, como el lugar de z en la segunda fila es cero, no perdemos el cero de la tercera
fila si hacemos 3F3 + F5.

1 1 -1 | -1 1 1 -1 | -1
0 -3 4 8 3F3 4+ Fy» — F3 0 -3 4 8
0 1 1 2 0 0 7 14

Ah{ terminamos el proceso de eliminacién (o de triangulacién: los tnicos coeficientes
no nulos quedaron en un tridngulo). Vamos a resolver el sistema.
Armemos el nuevo sistema,

z + y - =z = -1
- 3Jy + 4z = 8
7z = 14
En la dltima ecuacién,
14
7z =14 despejando, 2:7:2.
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Ahora, en la segunda reemplazamos el valor de z
—3y+4-2=38,
y despejamos:
—3y+8=8 = y=—=0.
Para terminar, reemplazamos los valores de y y de z en la primera

r+0—-2=-1

y despejamos:
r—2=-1 = x=-14+2=1.

Entonces, la solucién del sistema es

X

Y
z

L
0,
2. v

Observacion 9.5.3. Al triangular un sistema, conviene siempre empezar por la pri-
mer columna de la tabla, y obtener ceros en la segunda fila, la tercera, cuarta, etc.:

*

o O O ¥
S S S
RS SR SR
* % X ¥

Cuando logramos esto, pasamos a la segunda columna. Operamos con la segunda fila
para lograr ceros en los elementos de la segunda columna que estan en la tercera fila,
en la cuarta, etc.:

*
*
0

* Kk X X
* Kk ¥ X

o O O *

0

Luego pasamos a la tercer columna, y queremos obtener ceros debajo de la tercera
fila. Las operaciones se hacen con la tercera fila:

O ¥ *x ¥
* ¥ ¥ ¥

O O O ¥
S O x ¥

Asi continuamos hasta la dltima columna.

Los nimeros que van quedando en la diagonal se llaman pivotes del sistema. Estos no
pueden valer cero, pues no los podriamos utilizar para triangular. Pero puede ocurrir
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que en algiin momento uno de ellos sea nulo, supongamos que después de conseguir
ceros en la primera columna tenemos esta situacién:

*

* ¥ O *
EE S R
* Kk K ¥

O O O *

En ese caso, cambiamos la segunda fila con la tercera (que es una de las operaciones
permitidas) y queda:

oI R R
EBE R R

O O O ¥
* O % %

y ahora podemos seguir operando. (Cuidado: puede suceder que los valores de la
segunda columna a partir de la segunda fila sean todos nulos, en este caso dejamos a
esta columna asi y pasamos a la tercera, esto lo veremos en un ejemplo.)

Por encima de la diagonal, no nos interesa qué ocurre. Necesitamos ceros debajo
de los p;, y arriba puede haber cualquier nimero (también en la fila del costado),
buscamos que la tabla quede de la forma:

pLox k.. % %
0 p2 = *
0 0 p3 *
0 0 O *
0 0 O Pn

Un consejo util: cuando se buscan ceros en la primera columna, conviene utilizar
s6lo la primera fila para triangular (hacemos Fila 2 mas é menos un multiplo de Fila
1, Fila 3 mas 6 menos un miltiplo de Fila 1, etc.). Una vez que se logré ésto, nos
olvidamos de la primera fila. Para los ceros en la segunda columna, pasamos a operar
con la segunda fila (hacemos Fila 3 mas 6 menos un miltiplo de Fila 2, Fila 4 mas
6 menos un multiplo de Fila 2, etc.), y as{ sucesivamente.

Ejemplo 9.5.4. En algunas ocasiones, al triangular no podemos elegir un pivote:

r — y + z = 1
2c — 2y — z = -1
-r + y + z = 1

La tabla que corresponde al sistema es

1 -1 1 1
2 -2 -1 -1
-1 1 1 1

268



Capitulo 9. Sistemas de ecuaciones lineales

Hacemos F» — 2F} — F» y F3 + F; — F3, obteniendo:

1 -1 1 1
0 0 -3 -3
0 0 2 2

Vemos que se hacen ceros todos los elementos de la segunda columna a partir de

la segunda fila, y no podemos obtener un pivote. Entonces, pasamos a la columna

siguiente (en este caso la tercera), y seguimos triangulando a partir de alli.
Haciendo 3F3 + 2F; — F5 obtenemos:

1 -1 1 1
0 0 -3 -3
0 0 0 0

y el sistema queda triangulado. Descartamos la ultima fila, ya que no da informacién,
y en la segunda obtenemos que —3z = —3, es decir, z = 1.
Reemplazando en la primera,

r—y+z=1=az—-—y+1=1

estoes,z—y=06x=uy.
Las soluciones son entonces

(z,z,1) : z € R,

que es lo mismo que
2(1,1,0) + (0,0,1) : z € R. v

Ejemplo 9.5.5. Puede ocurrir que un sistema tenga mas filas que columnas:

r + 2y = 3
z — y = 0
2z + y = 3
Vamos a proceder exactamente igual:
r + 2y = 3 1 2 13
z — y = 0 — 1 -1 0
2 + y = 3 2 1 1]3

Como queremos ceros en la primera columna, hacemos:

1 2 |3 1 2 3
1 -1 10 K- —F 0 -3 | -3
2 1 3 F3 —2F, — F3 0 -3 -3
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Las dos tdltimas filas son iguales, asi que descartamos una; el sistema equivalente al
original es

r + 2y = 3
- 3y = -3

De la ultima ecuacién obtenemos y = 1; reemplazamos en la primera y resulta
r+2-1=3 = r=3-2=1,
Por lo tanto la solucién del sistemaesz=1,y=1. VvV

Ejemplo 9.5.6. Habiamos dicho que hay sistemas que no tienen solucién, y mencio-

namos éste:
z + y = -1
z + y = 8

Veamos qué pasa cuando intentamos triangularlo:

z + y = -1 . 1 1| -1

r + y = 8 11 8
Si restamos la fila 1 a la fila 2,

1 1 -1 1 1 -1
Fy,— Fy —» F
(a]) memen (00 ]0)

vemos que en la ultima fila los coeficientes de las dos incégnitas son nulos, y si que-
remos armar el sistema nuevo, queda

11 ] -1 R r + oy = -1
00| 9 0 = o

La 1ultima ecuacién no tiene sentido, cero no puede ser igual a nueve. Ese absurdo
nos dice que el sistema no tiene ninguna solucién. v’

Ejemplo 9.5.7. Cuando un sistema tiene infinitas soluciones, también nos damos
cuenta al triangularlo. Por ejemplo:

r + y = -1
—2r - 2y = 2

Veamos qué pasa cuando intentamos triangularlo:

r + y = -1 . 1 1 -1
—2z — 2y = 2 -2 =2 2

Si sumamos el doble de la fila 1 a la fila 2,
1 1| -1 1 1 | -1
(22 ]) memen (50]5)
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vemos que en la ultima fila se anularon los coeficientes de las dos incégnitas, pero que
también se anuld el término del otro lado de la barra. Armando el nuevo sistema,

11 ] -1 . r + y = -1
0 0 0 0 = 0
La tultima ecuacién no nos dice nada nuevo, pero no es contradictoria. Podemos

borrarla, ya que no nos da informacioén sobre x o y. Ahora, el sistema tiene sélo una

ecuacién, con dos incégnitas:
{:1: +y=-1

Para resolverlo, despejamos una (la x, por ejemplo) y nos queda:
r=—-1—uy.

Entonces, tenemos infinitas soluciones, cualquier valor para y, y para ese valor, z =

—-1—y.
Podemos indicarlo con una letra, haciendo y = ¢, donde ¢ es cualquier ntimero, y

tenemos
z = —1-—t

y = .

Podemos escribir las soluciones como
{(-1—-1t,t) : teR},

o también
t(—=1,1)+(=1,0) : teR. v

Ejemplo 9.5.8. Resolvamos este sistema:

z
2r  + + z =
3z + 2y + =z

Y
Y

Niw O W

La primera parte es exactamente igual, se ubican los coeficientes en la tabla:

0 1 —-113
2 1 1|0
3.2 1|3

El primer problema para hacer las cuentas es que en la primera fila el coeficiente de
la x es nulo. Asi, no podemos anular los coeficientes de las filas 2 y 3.

Pero podemos aplicar otra de las operaciones elementales, e intercambiar filas de
lugar. Hagamos F; <> F5:

0 1 -1 |3 2 1 110
2 1 1|0 Fy & F, 0 1 -1 |3
32 13 3.2 13
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Ahora, queremos eliminar el coeficiente de = de la tercera fila. Para esto, podriamos
multiplicar la primera fila por % y luego restarlas, pero esto va a llenar el problema
de fracciones. Otra opcién es multiplicar la primera fila por 3 y la tercera fila por 2:

B 2F; — F3 B
3.2 1|3 6 4 2|3

6 3 310 6 310
0 1 -1 1|3 F; —Fy — Fy 0 -1 13
6 4 2 13 0 1 -1 ]3

6 310 6 310
0 -1 3 F3 — F2 — FQ 0 1 -1 3
0 -1 13 0 0 1|0

Al hacerlo, se fue también el coeficiente de z. El sistema ya estd triangulado, y pode-
mos resolverlo,

6 3 310 N 6z + 3y + 3z =
o 1 -1 13 y — 2z = 3

En la ultima ecuacién,

\
o

y—2z=23 despejando, y =3+ z.
Ahora, en la primera reemplazamos el valor de y
6x+3y+32=0 — 6x+3-3+2)+32=0
esto es,

—62—9

6x+9+62=0 despejando, x = 5

simplificando un poco,

B 3
T=-2-3.
Entonces, la solucién del sistema es
xr = —z- %,
y = 3+z
z = =z

(con z = z estamos diciendo que toma cualquier valor, y en funcién de ese, se calculan
los valores de z e y).
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Escribiremos las soluciones como
{(—z—%, 3+ z, z) : zER},

que es lo mismo que:

Ejemplo 9.5.9. Resolver el sistema:

r + y - z = 2
-z - y + 2z =0
3r + 3y — =z = 3

Ubicamos los coeficientes en la tabla,

r + y - z = 2 1 1 -1 |2
- - y + 2z = 0 — -1 -1 210
3r + 3y — 2z = 3 3 3 -1 |3

Para ganar tiempo, vamos a hacer dos pasos en uno:

1 1 -1 |2 B4 F —F 1 1 -1 2
1 -1 210 Aoap g 0 0 1 2
3 3 -1 13 3 ! 3 0 0 2| -3

Aqui se present6 un problema nuevo: desaparecieron los coeficientes de y de la segunda
y tercera fila. Si bien el sistema estd triangulado, observemos que las dos ultimas

ecuaciones son:
z = 2,
2z = =3
Segun esto, z deberia valer 2 para cumplir una, y valer —% para la otra. Eso nos dice

que el sistema no tiene soluciones, ya que z no puede tener dos valores diferentes.
Otra forma de darnos cuenta era restarle a la tercera fila, el doble de la segunda:

1 1 -1 2 1 1 -1 2
0 1 2 F3 —2F, — F3 0 0 1 2
0 0 2| -3 0o 0 0| -7
La tercera fila dice ahora que 0 = —7, lo cual es un absurdo y no puede haber

soluciones. Vv

Ejercicio 9.5.10. Resolver el sistema

r + y - z = 2
-r - Yy + 2z = 0
3 + 3y — =z = 10

273



Introduccion a la matematica universitaria

9.6. Clasificacién de sistemas

En la seccién anterior vimos que al resolver un sistema de ecuaciones hay tres resul-
tados posibles:

e no hay soluciones,
e hay infinitas soluciones,
e hay una tnica solucién.

Estos son los inicos casos posibles, y es cierto para sistemas lineales con cualquier
numero de incégnitas y de ecuaciones. Nos permitird clasificarlos segtin la cantidad
de soluciones que tienen.

Definiciones 9.6.1. Decimos que un sistema es incompatible cuando no tiene
soluciones, y que es compatible cuando las tiene. Un sistema es compatible de-
terminado si tiene una Unica solucion, y es compatible indeterminado s: tiene
infinitas soluciones.

determinado: hay una tnica solucién.
Compatible
indeterminado: hay infinitas soluciones.

Incompatible: no hay soluciones.

Para recordar estos tres casos, pensemos en un sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas. Segin la ubicacion de las rectas, éstas pueden ser paralelas, cortarse en
un punto, o coincidir (ver la figura 9.2).

Figura 9.2: Dos rectas

Definicién 9.6.2. Cuando todas las ecuaciones estin igualadas a cero, el sistema se
dice homogéneo, y en caso contrario, se dice no homogéneo.

Por ejemplo, los sistemas

2c + y — 2z =0

4— =
{_i_y_g 20 — 3y + 22 = 0
vy = r — y — =z =0
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son sistemas homogéneos. Observemos, de paso, que en los sistemas homogéneos siem-
pre hay por lo menos una solucion: todas las variables iguales a cero.
En cambio, los sistemas

A A 5 — 2y =
2 + y + z = -1 x4+ 2 = 1
r — 2y + 3z = -1 vy =

son sistemas no homogéneos.

9.7. Problemas

En esta seccién vamos a considerar distintos problemas, similares al de la introduccion.
Para resolverlos, no hay un método que se aplique a todos, pero hay cuatro pasos ttiles
a seguir:

e Identificar las incdgnitas: tenemos que descubrir en el problema qué es lo que
nos estan preguntando y cudles son las respuestas que se esperan. Asignamos
una letra distinta a cada uno de los valores que tenemos que hallar.

e Plantear las ecuaciones: el problema nos informa las relaciones que hay entre
las distintas incognitas, esta informacion la escribimos en forma de ecuaciones.

e Resolver el problema: se puede decir que es el méas simple, alcanza con triangular
el sistema como lo hemos hecho antes para encontrar el valor de cada incégnita.

o Verificar las soluciones: si bien este paso no siempre hace falta (sobre todo
cuando se estd més acostumbrado a resolver problemas), no estd de més verificar
que las soluciones encontradas cumplen el enunciado del problema. También es
conveniente revisar el enunciado, ya que es posible que las ecuaciones estén bien
resueltas pero hayan sido mal planteadas.

Vamos a resolver varios problemas como ejemplos de aplicaciéon de estos cuatro
pasos.

Ejemplo 9.7.1. El ntimero de libros que tengo es el triple de la cantidad de mis
cuadernos, y todos juntos suman veinte. ; Cuantos libros y cuantos cuadernos tengo?

Primero, fijemos las incégnitas: nos preguntan el nimero de libros y el numero de
cuadernos, asi que necesitamos dos variables:

x representa el ntimero de libros, y es el niimero de cuadernos.

Segundo, armemos el sistema de ecuaciones. La frase: ‘El nimero de libros que tengo
es el triple de la cantidad de mis cuadernos’, dice que = = 3y, lo cual nos da la primer
ecuacion,

rz— 3y =0.
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Ahora, la siguiente dice ‘todos juntos suman veinte’. Esto es,

4y =20.
El sistema es entonces
r — 3y = 0
z + y = 20
Tercero, resolvemos el sistema triangulando:
z — 3y = 0 _ 1 -3 0
r + y = 20 1 1 ] 20
1 -3 0 1 -3 0
<1 1 ’20) B-h-f (o 4‘20)
1 -3 0 . z — 3y = 0
0 4 |20 449 = 20

Ahora, en la dltima ecuacién despejamos y
4.y=20 = y=—=>5.

Reemplazando en la primera,
r—3-5=0 = ax=15.

Y tenemos la solucién x = 15; y = 5.
Cuarto y ultimo paso, verifiquemos: la cantidad de libros es 15, que es el triple de
5, la cantidad de cuadernos; y juntos suman 20. Vv

Ejemplo 9.7.2. Las familias Xérez, Yérez y Zérez salieron juntas de vacaciones. Los
Zérez eran la tercera parte del grupo. Los Yérez eran cuatro personas menos que los
Xérez. Sabiendo que en total eran quince, jcudntos eran de cada familia?

Primero busquemos las incégnitas: nos preguntan el nimero de personas en cada
familia, y como son tres, necesitamos tres variables:

z es el nimero de personas de la familia Xérez,

y es el nimero de personas de la familia Yérez, y

z es el nimero de personas de la familia Zérez.
Segundo, armemos el sistema de ecuaciones. La frase “Los Zérez eran la tercera parte
del grupo” dice que: z = % (x+y+2).

Despejamos, lo cual nos da la primer ecuacién: —x —y+ 2z = 0.

Ahora, la siguiente dice “Los Yérez eran cuatro personas menos que los Xérez”. Esto
es, y = x — 4, y tenemos la ecuacién: —x +y = —4.

Por 1ltimo, como “en total eran quince”, tenemos: x +y+ z = 15.
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El sistema es entonces

- - y + 2z 0
—-r + ¥y = —4
x + y + 2z = 15

Tercero, resolvamos el sistema triangulando:

-x — y + 2z = 0 -1 -1 2 0
- + y = -4 — -1 1 0| —4
r + y + 2z = 15 1 1 1 15
-1 -1 2 0 -1 -1 2 0
-1 1 0| -4 Fy—F, = F 0 2 -2 | -4
1 1 1 15 1 1 1 15
-1 -1 2 0 -1 -1 2 0
0o 2 -2 | -4 Fs+F — F3 0 2 -2 | -4
1 1 1 15 0o 0 3 15
-1 -1 2 0 - — Yy + 2z = 0
0o 2 -2 | -4 — 2y — 2z = -4
0 0 3 15 3z = 15

En la dltima, despejamos z,

Reemplazando en la segunda,

2. y—2-5=—-4 = 2.y=—-4+10=6 = y=3.
Por 1dltimo,

—r—-3+2-5=0 = —2=3-10=-7 = =T

Y la solucibnes x =7, y =3, 2 = 5.

Cuarto, verifiquemos: como el total es quince, el numero de personas de la familia
Zérez es un tercio, es decir, 5. Los Yérez (3 personas) eran cuatro menos que los Xérez
(7 personas). Finalmente, el total es 7+ 3 +5=15.

Ejemplo 9.7.3. Un matrimonio tiene un hijo. Las edades de los tres, sumadas, dan
115 anos. Diez anos atrés, la edad del padre era cuatro veces la del hijo. Sabiendo que
el padre es cinco anos mayor que la madre, hallar las edades de todos.
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En este problema tenemos tres incégnitas: la edad del padre (vamos a llamarla x),
la edad de la madre (y), y la edad del hijo (z).
La primera informacién que tenemos es que su suma es 115:

r+y+z=115.

Otro dato es que hace diez afios la edad del padre era cuatro veces la del hijo. Pero
hace diez anos, la edad del padre era = — 10, y la del hijo era z — 10, ya que tenian
diez anos menos. Armemos la ecuacién:

x—10=4 (2 —10) distribuyendo, = — 10 =4z —40

y podemos escribirla como

x—4-z=-30.
Por 1ltimo, como el padre es cinco anos mayor que la madre, x = y + 5 que nos da la
ecuacion:
T —y=0>5.

Ya tenemos el sistema,

x + vy + =z = 115

T - 4z = =30

r — y = 5

Queda como ejercicio resolverlo. v

Ejemplo 9.7.4. Dos clases de animales A; y As se alimentan con dos sustancias S
y Ss5. La siguiente tabla indica cuantas unidades de cada una consume cada animal
al dia:

S1 | S2
A1 3
As | 2 5

1. Supongamos que cada dia se consumen 500 unidades de S7, y 1400 unidades de
Sa, ¢se puede determinar cuantos animales de cada clase hay?

2. Supongamos que cada dia se consumen 500 unidades de S7, y 400 unidades de
Sa, {es posible este consumo de alimentos?

3. Si se consumen 600 unidades de S7, y 500 unidades de S, jpuede haber 200
animales de cada clase?

4. Si hay 100 animales Ay, y 120 animales A, jcudntas unidades de Sy y de Sy se
consumen?

Empecemos resolviendo la primera parte:
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1. Supongamos que cada dia se consumen 500 unidades de S7, y 1400 unidades de
So, ise puede determinar cudntos animales de cada clase hay?

La pregunta aqui es cuantos animales hay de cada clase. Llamemos x a la can-
tidad de animales A;, y llamemos y a la cantidad de animales A,.

Como cada animal de A; consume una unidad de S, si hay x animales se
consumiran x unidades. De la misma manera, como cada animal de As consume
dos unidades de 57, si hay y animales se consumirdn 2y unidades. Sabiendo que
se consumieron 500 unidades de S7, tenemos la ecuacién:

x + 2y = 500.

Para la otra sustancia es igual: cada animal de A; consume tres unidades de
So, si hay = animales se consumiran 3z unidades; cada animal de As consume
cinco unidades de S, si hay y animales se consumiréan 5y unidades. Como se
consumieron 1400 unidades de S, tenemos la ecuacién:

3z + by = 1400.

Ya tenemos las ecuaciones, asi que podemos resolver el sistema:

r 4+ 2 = 500 N 1 2 | 500
3r + 5y = 1400 3 5 | 1400
1 2 | 500 1 2| 500
(3 5 ’1400) B =30 = Iy (0 -1 ‘—100)
1 2| 500 . r 4+ 2 = 500
0 —1 | —100 ~ oy = 100

Ahora, en el Ultimo despejamos y
—y=-100 = y=100.
Reemplazando en la primera,
r+2-100=500 = =z =300.

Entonces, podemos decir que habia 300 animales de la clase A; y 100 de la clase
As.
Pasemos ahora a la segunda parte:

2. Supongamos que cada dia se consumen 500 unidades de S7, y 400 unidades de
Sa, {es posible este consumo de alimentos?

Suponiendo que el consumo de alimentos es el que nos dieron, tratemos de
averiguar cuantos animales hay de cada clase.
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El planteo de las ecuaciones es exactamente igual, sélo que igualadas a 500 y
400. Cuando resolvemos obtenemos:

r 4+ 2 = 500 . 12 | 500
3z + by = 400 3 5 | 400
12 | 500 12| 500
(3 5 ’400) B30 = 1y (0 -1 ‘-1100)
12| 500 . r o+ 2 = 500
0 —1 | —1100 — y = —1100

Ahora, en el ultimo despejamos y
—y=-1100 = y=1100.
Reemplazando en la primera,
r+2-1100 =500 = z=—1700.

Aqui se nos presenta un problema: tenemos la solucién del sistema x = —1700;
y = 100, pero no puede ser la solucién de un problema real, ya que no tiene
sentido que haya una cantidad negativa de animales.

La respuesta es entonces que no es posible este consumo de alimentos.

. Si se consumen 600 unidades de Sp, y 500 unidades de Ss, ;puede haber 200

animales de cada clase?

Observemos que este problema es distinto al anterior. Nos dicen cuanto se con-
sume, y no nos piden que lo resolvamos: nos preguntan si es solucién una deter-
minada cantidad de animales de cada clase.

Planteando las ecuaciones, es igual que al principio, el sistema queda

r + 2y = 600
3r + by = 500

Ahora queremos saber si x = 200, y = 200 puede ser una solucién. Para
averiguarlo, reemplazamos los valores y hacemos la cuenta

20042-200 = 200+ 400 = 600
3-200+5-200 = 600+ 1000 = 1600 # 500

No puede haber 200 animales de cada clase ya que la segunda ecuaciéon no se
cumple.

Por 1ltimo, resolvamos el cuarto punto:
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4. Si hay 100 animales Ay, y 120 animales A, jcudntas unidades de Sy y de Ss se
consumen?

Desde el primer punto sabemos que si hay x animales A1, y hay y animales A,
el consumo de la primer sustancia es

x4+ 2y vy eldelasegunda, 3z + by.

Aqui, no sabemos cudnto se consumié de cada sustancia. Podemos llamar a a
la cantidad de unidades de S, y b a la cantidad de unidades de S;. Nuestro

sistema, sera
r + 2y = a
3r + by = b

En el enunciado del problema, nos dicen que hay 100 animales A; y 120 animales
As, asi que podemos reemplazar x e y por estos valores:

100 + 2-120 = a
3-100 + 5-120 = b
Haciendo la cuenta,
340 = a,
900 = b.

con lo cual averiguamos la cantidad de unidades de cada sustancia que se con-
sumen: 340 unidades de S; y 900 unidades de S;. v/
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Capitulo 10

Matrices

10.1. Introduccién

En el capitulo anterior aprendimos a resolver sistemas de ecuaciones lineales, como
por ejemplo,

r + y — z = 1
2 + 3y + =
r - oy = -1

De esta manera, queda resumida toda la informacion del sistema en una tabla.

A esta tabla se la llama la matriz ampliada asociada al sistema.

Asi fue como aparecieron las matrices en la matemética al principio, como una tabla
compuesta de nimeros. Veremos mas adelante que, en ciertas condiciones, se pueden
realizar operaciones con matrices como por ejemplo sumarlas, multiplicarlas por un
nimero, multiplicarlas entre si, etc.

En la vida cotidiana, encontramos abundantes ejemplos de matrices. Por ejemplo, el
horario de trenes que vemos en las estaciones es una matriz (una tabla de nimeros de
doble entrada); la tabla de cotizaciones de la Bolsa en cada dia de la semana es otra;
cuando jugamos a la batalla naval usamos matrices de determinada cantidad de filas
y columnas (podemos pensar que un 1 indica que hay un barco, y un 0 que no). En
todos estos casos, no es lo mismo una fila que una columna: supongamos que llegamos
a las doce a la estaciéon y queremos saber cudl es el préximo tren: primero buscamos
el dia en la tabla, y luego seguimos con el dedo horizontalmente los distintos horarios
hasta encontrarlo (no tendrfa sentido que primero busquemos la columna de la hora
12:05 y después busquemos verticalmente en qué dfa hay un tren a esa hora).
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Las matrices son entonces, para nosotros, unas cajas rectangulares compuestas por
nimeros reales que forman una tabla de doble entrada. Las siguientes tablas son
ejemplos de matrices:

A = < ! _g 0 2 ) es una matriz de 2 filas y 4 columnas
1 2 -1 1
2 1
B = 0 \/; 0 es una matriz de 4 filas y 4 columnas
0 1 0 1
1 2
-1 2
C = 5 1 es una matriz de 5 filas y 2 columnas
0 2
12
D = ( 1 2 -1 ) es una matriz de 1 fila y 3 columnas
1
-2
E = -1 es una matriz de 5 filas y 1 columna
0
2

En general, si tenemos una matriz con n filas y m columnas, vamos a decir que es
una matriz de tamarno (o dimension) n x m. Asi, decimos que A es una matriz de
tamano 2 x 4.

Definicién 10.1.1. Si M es una matriz de n filas y m columnas, decimos que M
pertenece a R™ ™ y escribimos M € R"™ ™. Sin = m decimos que la matriz es
cuadrada.

Por ejemplo, la matriz B es cuadrada ya que pertenece a R**4,

Observemos todo lo que estamos diciendo con M € R™*™:
- M no es un nuimero, sino una matriz,
- los elementos de M son numeros reales,
- M tiene n filas, y

- M tiene m columnas.
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En los ejemplos anteriores, A € R?*4 B € R¥*4 C € R®*2 D € R1*3 y E € R®*L,

En general, una matriz con n filas y m columnas se puede escribir como

ai; a2 a2 ... Qim

Ga21 Q22 A23 ... d2m
A =

an1 Anp2 A3 e Qpm

Vemos que cada elemento de la matriz tiene dos subindices: el primero indica la fila,
y el segundo indica la columna. Por ejemplo, ass es el elemento de la tercer fila que
estd en la segunda columna.

Para simplificar, muchas veces escribimos
A= (a;; 1<i<n
( U) [SiEn

También, para simbolizar una matriz genérica de R3*?2 podemos escribir

a1  Qai2 a b
A= az1 ag2 6 A= c d
asy az2 e f

segun el problema, utilizaremos una u otra notacién.

Observacién 10.1.2. Las matrices

1 3 1 2
A = B =
(23) vo=(57)
no son iguales, pese a tener el mismo tamano (2 X 2) y los mismos nimeros. En la
matriz A, el 2 estd en la segunda fila, primera columna; en la matriz B, el 2 estd en
la primera fila, segunda columna.

Para que dos matrices sean iguales, tienen que tener los mismos nimeros en las
mismas ubicaciones.

10.2. Operaciones elementales con matrices

Hay algunas matrices especiales, que vamos a describir antes de comenzar con las
operaciones.

Llamamos matriz cero o matriz nula a la matriz cuyos elementos son todos nulos.
Observemos que no hay una unica matriz nula, sino que hay una en cada R™*™ :

0 0 0 0
(0 0>€R2X2 00 |eR™ (0 0 0)eRY
0 0
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Para las matrices cuadradas, hay una matriz especial que llamamos matriz identidad,
y la escribimos I 6 I,x, para aclarar su tamano. Esta matriz tiene unos en los
elementos de la diagonal, y los demés elementos son todos nulos. Por ejemplo,

Lo 1 00
(O 1)€R2X2 01 0 |eRrR33

0 0 1

En R™»*"™ .
100 ... 0
010 ... 0
Inxn— .
0 0 0 1

10.3. Suma de matrices

Para que dos matrices puedan sumarse es necesario que tengan el mismo tamano.
Asi, por ejemplo,

(210 ot 0 -1 5 oxs
A_<—113>€R y (2 11>€R

pueden sumarse. El resultado, A + B, es una nueva matriz, del mismo tamano 2 x 3,
y en cada lugar tiene la suma de los elementos que ocupan la misma posiciéon en A y

en B:
2 10 0 -1 5
AvEB _(—1 1 3 )+(2 1 1)

/240 14(-1) 0+5\ (2 0 5
S\ (-D+2 1+1 3+1 ) \1 2 4
En general, si A € R"*"™, A = (a;5), y B € R"*™, B = (b;;), entonces A + B tiene

en el lugar 4, j la suma a;; + b;;.
Otro ejemplo de suma de dos matrices cuadradas es,

(a3 ) (a3)-(23)

La suma de matrices cuenta con las mismas propiedades de la suma para los niimeros
reales, ya que esto es lo que hacemos en cada lugar.
Asi se cumplen en cada R™*™ las propiedades

Sp: Asociativa. (A+(B+C)=(A+ B)+ ().
Sy: Conmutativa. (A+ B =B+ A).

S3: Existencia de matriz nula.
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S4: Existencia de matriz opuesta.

Veamos dos ejemplos en R2*3:

Ss: La matriz nula de R?*3 es

0 0 O
0= ( 0 0 0 > '
La propiedad S3 afirma que (al igual que 0 en los niimeros reales) si A € R?*3,
entonces

A+ 0= A

2 1
-1 2 3

240 140 540 2 1 5
A+©‘(1+0 240 3+0>_( 2 3 )‘A'

Por ejemplo, si A = ( ) , entonces

S4: Toda matriz tiene una matriz opuesta. En los numeros reales, esta propiedad
significa que, para todo a € R, existe —a € R tal que a+ (—a) = 0. Por ejemplo,
si a = 3, el opuesto es —3 y cumple que 3 + (—3) = 0.

Lo mismo ocurre con las matrices. En R?*3, si

a b c . —a —b —c
A—(d . f> la matriz opuesta es _A_<—d e —f).

_ 3
ya que cumple que A 4+ (—A) = O. Por ejemplo, si A = < 2 L 57 ),
_ _3
entonces A( (2) 7; 5% >
10.4. Producto de una matriz por un nimero real

Si A € R"™™ vy « es un ndmero real (o € R), resulta que A es una nueva matriz

de n X m, donde en cada lugar aparece la multiplicacién del coeficiente de A por el
ndmero «.

Por ejemplo:

Asi se cumplen en cada R™*™ las propiedades

P1: Asociativa.
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Po: Distributiva respecto de la suma de ntimeros.
‘Ps: Distributiva respecto de la suma de matrices.

P4: Existencia de elemento neutro.

Veamos en R2*3 algunos ejemplos:

Pira-(b-A)=(a-b)-A=(b-a)-A=b-(a-A)

Esto dice que si podemos multiplicar dos nimeros por una matriz, podemos
primero multiplicarlos entre ellos y ese resultado multiplicarlo por la matriz A,
o podemos multiplicar alguno de los ntimeros por A y el resultado por el otro
ndmero.

Conviene leer bien P; y distinguir entre los productos los que representan una
multiplicaciéon entre nimeros reales y los que representan una multiplicaciéon de
un nimero por una matriz. Por ejemplo,

2~<(3)-<f _;»2'(_? j ><_12 712 )
(2-<—3))~<f _;,)—(—6)'(3 _;)—<_12 —12 >

Pa: (a+b)-A=a-A+b-A. Por ejemplo,

s (75 )=2 (7 5)=(e %)
(2 5)

y

(35 e (T )06 )T )
Ps: a-(A+B)=a-A+a-B. Por ejemplo,

[0 a) o o)l (5 ) (e )

s (53) (0 ) = o) 0)-(s0)

Py 1 €R, 1-A= A multiplicar cada lugar de la matriz por el nimero uno, no
la modifica.
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10.5. Matriz Transpuesta

Definicién 10.5.1. Dada una matriz A de n filas y m columnas, definimos la matriz
transpuesta de A (o traspuesta), y la llamamos A, a la matriz que se obtiene
escribiendo cada fila de A como columna, es decir, fila i de la matriz original es la
columna i de la matriz transpuesta.

Ejemplo 10.5.2.

2 1 3 275
Si A= ., poniendo las filas como columnas, Af= [ 1 0
-5 0 0 3 0

Notemos que A € R2*3 y At € R3%2,
En general, si A € R"*™, entonces A' € R™*™, Por ejemplo:

(21 . (2 3
o-(57) #=(137)
2

c=[ -1 Ct=(2 -1 0)
0

Ejemplo 10.5.3. Sean A y B las siguientes matrices:

1 -2 1 2 10
a=(o ) = (00 0)
Hallar X € R?*3 tal que
A+3-X=B.

Observemos que el problema tiene sentido, ya que todas las matrices estdn en R2*3,

Antes de operar tratando de resolver esta ecuacién, pensemos qué harfamos con un
problema similar con niimeros reales.

Haciendo una analogia con los niimeros reales, la ecuacién matricial

A+3X =B
con Ay B dados se traduce en R como algo del estilo
8+ 3z =6,

donde debemos hallar x € R.
En este caso, para resolver esta ecuacién, primero sumamos —8 a ambos miembros,

obteniendo
8+3r—8 =6-28
3r = —2.
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El ultimo paso para despejar x multiplicamos por %, con lo cual
13z =1-(-2)
T =—
Trabajar con matrices es parecido. En la ecuaciéon
A+3X =08
donde A y B son datos, podemos sumar a ambos miembros la matriz — A, obteniendo

A+3X +(-A) =B+ (-4)

Usando las propiedades,

[A+(-A)]+3X =B+ (-4
0+3X =B+ (-4
A

3X =B+ (-4).
Ahora, multiplicando por %,
13X =1.[B+(-4)
(1:3)X =1-B+1i-(-A)
1-X =1-B+(-1-4)
X =lp-1a

X:

Wl Wl

Lo\ 1/1 -2 1)_
1 1 3\0 -1 3/ \ =

10.6. Producto entre Matrices

=l

I —
[

[SSIINII T

SN—
<

Comencemos motivando la que serd nuestra definicién de producto de matrices con
un ejemplo. Pensemos la siguiente situacion:

Una familia estd refaccionando su casa. Para la obra, necesita 10 bolsas de cemento,
5 bolsas de cal, y 3 metros ciubicos de arena. Para esto, pide presupuestos en diferentes
corralones de materiales, obteniendo asi la siguiente informacion.

bolsa de cemento | bolsa de cal | m3 de arena
Corralén A 17 5 32
Corralén B 15 6 31
Corralén C 16 7 33

290



Capitulo 10. Matrices

Tenemos los precios de los materiales en cada corralén, y nos preguntamos en cudl
le conviene comprar suponiendo que compra todo en el mismo corralén. Es decir, cuél
corralén le ofrece el mejor presupuesto.

Tratemos de calcular cuanto pagaria en cada corralén.

Si vamos al corralén A, gastarfa: $17 - 10 en cemento; $5 - 5 en las bolsas de cal; y
$32 - 3 en arena. El costo de la compra serfa entonces:

170 + 25 4+ 96 = 291.
Andlogamente, en el corralén B gastaria:
15-104+6-5+31-3 = 273,
y en el corralén C gastaria:
16-10+7-5+33-3 =294

Comparando, vemos que la opcién del corralén B es la méas econémica.
Vamos a disponer la informacién de una manera especial, y obtendremos los resul-
tados simultaneamente.

Aqui ponemos la matriz con
las cantidades que necesita

Aqui ponemos
la matriz de
precios

Ahora, en los cruces de una fila de la matriz de precios con la matriz de las canti-
dades que necesita, escribimos la suma de los productos lugar a lugar que nos dan el
presupuesto.

Asi “multiplicamos” la primera fila de la matriz por la columna, lugar a lugar, y
sumando obtenemos el costo de los materiales en el corralén A.

De la misma manera, “multiplicando” la segunda fila de la matriz por la columna,
lugar a lugar y sumando, obtenemos el costo de los materiales en el corralén B; y
al multiplicar la tercera fila de la matriz por la columna, lugar a lugar y sumando,
obtenemos el costo de los materiales en el corralén C.

10

)

3
17 5 32 17-10+5-5+32-3
15 6 31 15-10+6-5+31-3
16 7 33 16-10+7-54+33-3
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En general, vamos a definir el producto entre una fila y una columna “del mismo
tamano”, multiplicando lugar a lugar y sumando luego los resultados. Por ejemplo, si

1

A:(Q 5 —1)yB: -2 , tenemos
-2

1

A-B =(2 5 —-1) -2

-2

=2.1+45-(=2)+(=1)- (-2) =2—10+2 = —6.

El producto de matrices generaliza este ejemplo, pero para poder multiplicar dos
matrices, necesitamos que el niimero de columnas de la primera coincida con el niimero
de filas de la segunda, ya que para multiplicar matrices, multiplicamos cada fila de la
primera por cada columna de la segunda.

Ejemplo 10.6.1. Calculemos A - B para las matrices

(1 3) e

Efectuamos el producto:

w O
N——

2 5 2:1+5-5 2.0+5-3
1 -1 1-1+(-1)-5 1-0+(-1)-3

Haciendo las cuentas,

2 5 27 15
1 -1 -4 -3
Y el resultado es la matriz
27 15
A B = ( o )

Observemos que multiplicamos una matriz de 2 x 2 por otra de 2 X 2 y obtuvimos
como resultado una matriz de 2 x 2. Vv
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. ., (1 2 —1 B
Ejemplo 10.6.2. Si A = ( 3 0 1 ) y B=

0 -1
A'B_(—z 5 )

Observemos que, en este ejemplo, multiplicamos una matriz de 2 x 3 por otra de 3 x 2
y obtuvimos como resultado una matriz de 2 x 2. Por otro lado,

, entonces

—_ =
ot N O

-1 -2 1
B-A= 7 2 1
16 2 4

Ahora hemos multiplicado una matriz de 3 X 2 por otra matriz de 2 x 3 y obtuvimos
como resultado una matriz de 3 x 3. v

Ejemplo 10.6.3. Si A € R?>*2? y B € R?*3, podemos calcular A - B pero en este caso
no podemos hacer B - A .

. 5 3 1 -1 2
En efecto, si A = ( 1 —9 ) y B = ( 0 - >,entonces

5 4 13
A'B_<1 —7 0)

Observemos que para poder realizar el producto A - B es necesario que la cantidad de
columnas de A sea igual a la cantidad de filas de B. v/

En resumen, el producto de una matriz de n x m con una matriz de k x r sélo se
puede realizar si m = k, es decir cuando la cantidad de columnas de A sea igual al
numero de filas de B. La matriz producto A - B tendra tantas filas como A, y tantas
columnas como B:

A . B = C.
nxm mxr nxr
Ejemplo 10.6.4. Sean
1 2 -1 1 11 1 0 0
A= 0 1 0|, B= -1 0 O y Isxs = 01 0
2 3 -1 0 0 1 0 0 1
Entonces
-1 1 0
A-B= -1 0 O ,
-1 2 1
1 -1 1 -1
ALys=10 1 0 |=4 Iy-A=[l0 1 0 |=4 v
2 -1 2 -1
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10.7. Propiedades elementales del producto entre matrices

Sean A y B dos matrices.

1. Si A y B son matrices cuadradas de n X n, siempre se pueden hacer A- By
B - A, y ambas son matrices cuadradas de n X n.

2. Si A € R™*" la matriz identidad I en R™*" es el elemento neutro del producto,
se comporta como el nimero 1 en los reales, y A- I =1-A=A.

3. SiAeR"™™ y B e R™*" ge puede realizar el producto A - B, y si r # n no se
puede realizar B - A

4. Si A€ R"™™ y B € R™*" se pueden efectuar A- By B - A.

Ejemplo 10.7.1. 1. Si
11
-1 1 0 0
A= 7 1 y B= ( )
0 4 23 00

entonces se puede realizar el producto A- B (A- B € R3*?), mientras que B - A
no se puede realizar. Vv

0 1
A= 71 yB—(;_(l) 8)
0 1
entonces ambos productos A - B y B - A se pueden efectuar. Sin embargo, ob-
servemos que el resultado de A - B € R®**3 mientras que el de B - A € R?*2,

2. Si

Ejercicio 10.7.2. Sean A y B las siguientes matrices.

0 1 -1 0 —1 0
A=1 2 1 1 B=1 2 0 -1
3 2 2 1 -1

;,Se puede calcular A - B? ;Y se puede calcular B - A7 jDan iguales?

10.8. Propiedad distributiva del producto entre matrices

Como hemos visto en los ejemplos, el producto de matrices no es conmutativo. Esto
tiene consecuencias en las operaciones algebraicas, que debemos efectuar con atencion.
Al no tener la propiedad conmutativa, estamos obligados a respetar el orden en el cual
se ha de efectuar el producto.

Este hecho tiene especial importancia en la propiedad distributiva. El producto es
distributivo con la suma, pero respetando el orden de la multiplicacién.

A-(B+C)=A-B+A-C (B+C)-A=B-A+C A
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es decir, si multiplicamos por A del lado izquierdo de una suma, al distribuir la matriz
A debe quedar a la izquierda; si multiplicamos a la derecha, al distribuir debe quedar
a la derecha.

Por ejemplo, para A, By C € R"*", pueden efectuarse

A-(B+C) y (B+0O)-A

pero estos productos son distintos en general. Conviene tenerlo en cuenta a la hora
de sacar factor comtun en expresiones del tipo

A-B+A-C
En casos como
A-B+C-A

no es posible sacar A de factor comun. En general,

A-B+A-C#+B-A+A-C#A-B+C-A#B-A+C-A.

10.9. Matrices inversibles y matriz inversa

En R, si tenemos la ecuacién
20 =5

resolverla es, como todos sabemos, “despejar” la incégnita x. Con este fin, *

‘pasamos
el 2 dividiendo” y como ya hemos visto, esto es equivalente a multiplicar ambos

miembros de la igualdad por el nimero 271, Asf

20 =
271.2z =
€T =

M\OTB:‘) ot
[
ot

En esta ecuacién en R pudimos despejar la incognita = ya que existe el inverso mul-
tiplicativo del nimero 2. Es decir, existe un ntimero b que cumple b -2 = 1 (sabemos
que b=2"1=1).

Al plantear una ecuacién similar pero con matrices, por ejemplo
2 1 z\ (1
0 1 y )\ 2

nos gustaria despejar la incégnita que en este caso es la matriz de 2 x 1 ~» < >

Y
Si quisiéramos hacer como en R deberiamos ver si existe un inverso multiplicativo
. 2 1 . .
para la matriz ( 0 1 ) A las matrices que tengan esta propiedad las llamaremos

inversibles.
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Definicién 10.9.1. Decimos que una matriz cuadrada A € R™ ™ es inversible si
existe otra matriz B del mismo tamarnio, B € R™"*™ tal que

A-B=1 y B-A=1.
La matriz B es la matriz inversa de A y notamos B = A™L.

Observacion 10.9.2.

e La matriz identidad que mencionamos en la definicién anterior (I) es la identidad
de las matrices de tamano n x n, es decir I = I,,«.,.

e Al trabajar con matrices no usamos la notacién ; para referirnos a la inversa

de A escribimos A~1.

A

e En la definicién anterior, ya que la propiedad conmutativa no es vélida para el
producto de matrices, necesitamos pedir las dos condiciones:

A-B=I y B-A=1

Veamos algunos ejemplos:
1 2

1 0 ) € R?*2 es inversible y

Ejemplo 10.9.3. Afirmamos que la matriz A = (

2 2
Para demostrar nuestra afirmacion debemos ver que se cumplen las condiciones

A-AL =Ty A71. A=1T. Veamos
(12N [0 -1\ _ (10
ra=(L0) ()=
Lo, (0“1 [ 12\ (10
a= (g ) (a0 0)-60Y)

. 0 -1
su inversa es A™! = ( o1

Como se cumplen ambas condiciones A~! = ( > es realmente la inversa de

AV

Ni= O
[

Veamos ahora que hay matrices que no tienen matriz inversa: por ejemplo una matriz
del mismo tamano (2 x 2).
0 0

Ejemplo 10.9.4. La matriz A = ( 10

> € R2%2 110 tiene inversa.

. ., . a b
Si suponemos que si, existird una matriz cuadrada, de 2 x 2, A=1 = ( e d ) que

por ser la matriz inversa debe cumplir

(U0 (2 )-(0 )

296



Capitulo 10. Matrices

pero al calcular el producto vemos que

0 0 a b\ (00
(Vo) (ta)=(ad)

esta matriz no es igual a I>«o para ningun valor de a y b ya que el primer coeficiente
a1y es igual a cero, y deberia ser 1.

Con esto concluimos entonces que no toda matriz cuadrada tiene matriz inversa.

En principio, no sabemos si dada A, existe su inversa A~!; por ahora nos abocaremos
a la tarea de tratar de encontrarla. Mas adelante podremos conocer de antemano la
existencia de A~! para cada A que se nos presente.

En el ejemplo que sigue, dada A tratamos de encontrar su inversa A~! y esto que
hacemos en el ejemplo terminard ddndonos un método para encontrar A~! en general.

1 2

Ejemplo 10.9.5. Sea A = ( 9 3

) . Hallar, si existe, A71.

Si existiera A~! deberfa ser una matriz de 2 x 2, es decir

-1 _ a b
c=(0a)

y deben verificarse las igualdades

(23)(ea)-(o1)o
(ca)(23)=-(i)e

Encontrar A~! es encontrar a, b, ¢ y d tales que verifiquen @ y @. Nos concentramos

en la condicién @
1 2 [ a b\ (10
-2 3 c d/)J \o0o1

Efectuando el producto:
a+2c b+2d\ (1 0
—2a+3¢c —2b+3d ) \ 0 1

Para que esta igualdad de matrices se cumpla debera pasar:

—= O

a + 2¢ = 1

g b + 2d = 0
—2a + 3¢ = 0

—-2b + 3d 1

Este es un sistema de 4 ecuaciones con 4 incdgnitas (a, b, ¢, d), pero si miramos
bien, vemos que sélo la primera y tercera ecuacion involucran a las incoégnitas a y c,
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mientras que la segunda y cuarta ecuacién vinculan a las incégnitas b y d. Asi, para
resolver el sistema S, bastara resolver estos dos sistemas més pequernios.

G _ a + 2 = 1 G _ b + 2d
7Y =24 4+ 3¢ =0 Y 2T -2 + 3d

0
0

Al resolver Sy, si Sy tiene solucién, encontraremos a y c. Al resolver Sy, si Sy tiene
solucién, encontraremos by d.

Como vemos, la matriz de los coeficientes de S7 es igual a la matriz de los coeficientes
de S>. Al resolver

1 2 |1 . Iy
2 3 |0 encontramos a y ¢ (si tiene solucién).

y al resolver

< 7; § 2 ) encontramos by d (si tiene solucién).

Luego, planteamos estas dos situaciones en forma simultanea:

1 2|10
-2 3 |0 1
Ahora, para facilitar la lectura de las soluciones, haremos operaciones permitidas

(Gauss ) en esta matriz doblemente ampliada, tratando de conseguir del lado izquier-
do, unos en la diagonal y ceros en los demas lugares. Veamos:

1 2|1 0 1 2|1 0
<—2 3’0 1> B+2h o 5 <0 7‘2 1)

Ahora seguimos triangulando hacia arriba, tratando de poner ceros fuera de la dia-
gonal. Multiplicamos la primer fila por 7, la segunda por 2, y restamos para obtener
un cero en el lugar a;s:

(0 7]a) moenon (0715 77)
Ahora para dejar unos en la diagonal del lado izquierdo hacemos
(7 0 ‘3 —2) 1R — Fy (1 0 ’
0712 1 L 0 1
Volviendo a los sistemas tenemos

10
=01

(recordar que a y c eran las incégnitas de S;.)
y

~o~3lw
|
=31
N~~~
X

) con lo cual obtenemos a = % yc=

~o~3lw
o
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1
= -

R
Il
7N
[
=]
|
SISV

) con lo cual obtenemos b= —2 y d =

()

que es exactamente la matriz que queda a la derecha en X después de triangular
(dejando en la matriz de la izquierda, unos en toda la diagonal y ceros en los otros
lugares).

Luego

EN{IEN (Y
=30

Podemos verificar si A~! estd bien hallada, viendo que efectivamente A~! cumple
las condiciones @ y @, es decir que A- A ' =Ty A1 - A=1T.

3 2 3 4 2 2
-2 3 707 —7t7  Tt3 01
3 2 1 2 3,4 6_6 1 0
77 -2 3 o7 7t% 0 1

3 2
Luego la matriz A = < 7; g ) es inversible y su inversa es A~! = ( Z _I ) .
7 7

Ahora, si repasamos lo que hicimos, vemos que obtuvimos A~! solamente pidiendo
que se verifique la condicién A- A~ = I . Esta sola condicién nos hizo encontrar A~"
y se verificé la segunda condicién A~!- A = I . Esto que pasé no es casualidad. Se
puede demostrar, pero no lo haremos aqui, que cada vez que planteemos hallar A1
tal que verifique A- A~! = I y encontramos A~', la matriz que encontramos cumple
también la condicién A~'- A = I y, por lo tanto, es la inversa buscada.

Este procedimiento que acabamos de hacer con un ejemplo en R?*? serd el método
que emplearemos para calcular A71.

10.10. Calculo de la matriz inversa

El problema que queremos resolver es: dada una matriz A, hallar (si existe), A71.
Desarrollamos el procedimiento en un ejemplo.

1 2 -1
Sea A = 0 1 1 | € R3*3 para hallar A™!, si existe, triangulamos
-1 2 3
12 -1 1]1 00
0 1 110 10
-1 2 3]0 0 1

haciendo operaciones permitidas (Gauss) hasta obtener a la izquierda la matriz iden-
tidad.

299



Introduccion a la matematica universitaria

Esto es:
1 2 -1 1 0 O 1 2 -1 1 0 0
0 1 1 01 0 Fi + F3 — F3 0 1 1 0 1 0
-1 2 310 0 1 0 4 2 1 0 1
1 2 -1 1 00 1 2 -1 1 00
0 1 1 01 0 F3 —4Fy — F3 0 1 1 0 1 0
0 4 2 1 0 1 0 0 -2 1 —4 1

Ahora seguimos triangulando hacia arriba:

12 -1 ]1 00\ 2R-F—-F (24 0|1 4 -1
01 1|0 10| 2R+F—F (02 0[1 -2 1
00 -2 |1 -4 1 00 -2 |1 -4 1
2 4 01 4 -1 2 0 0]-1 8 -3
02 0|1 -2 1 |R-2K-FK|02 0 1 -2
00 -2 |1 —4 1 00 -2 1 —4
2 0 0]-1 8 =3 sFi—F (1 0 0| -3 4 -3
02 0 1 -2 1 sFb—F, [ 010 5 -1 3
00 -2 1 -4 1) —iFs—F; \0 0 1 |- 2 -1
A1
Luego ) ,
JEN B
1o, i
2 2

Dejamos a cargo del lector la verificacién de que A~ est4 bien hallada, ya que cumple
A AT=TyvA V. A=T. v

Ejemplo 10.10.1. Hallar X € R3*3 tal que

1 2 -1 0 2 1

0 1 1 X=1 -1 1 0

-1 2 0 0 -1
1 2 -1 0o 2 1
Llamemos A = 0 1 1 y B=| -1 1 0
-1 2 0 -1

Buscamos X € R3*3 tal que A- X = B con las matrices A y B como datos. Si
observamos bien el enunciado, vemos que lo que tenemos que resolver es una ecuacion
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matricial, es decir una ecuaciéon donde los elementos que la componen son matrices.
Un ejemplo similar en R, es resolver la ecuacién

2-x=25.

Al trabajar con matrices no podemos pasar dividiendo una matriz, interpretamos el

hecho de “pasar dividiendo” como la multiplicacién por el inverso. Asi como existe en

R el nimero % y al multiplicar por % resolvemos la ecuacién anterior, si existe A~!

podemos resolver nuestra ecuacién matricial. La matriz A tiene inversa, la hemos
hallado en el ejemplo anterior, y tenemos

1 3
JETN O
iy i
2 2
Luego para resolver A-X B multiplicamos por A~!
y obtenemos Al A.X = A'.B @
asociando (A7t 4)-X = A'.B
como A1 A=1T I-X = A''B
como [ - X =X X A~1.B.

Observemos que en @ la matriz A~! queda de la izquierda en los dos miembros de la
igualdad. No podemos alterar el orden y poner B-A~! ya que el producto de matrices
no es conmutativo. Con lo cual, como conocemos A~! y B es dato, para encontrar X
basta efectuar el producto A~! - B . Luego

-3 4 -3 0 2 1 -4 3 1
X=A"B=| § -1 % -1 1 0 |= 100
1 1
-3 2 -3 0 0 -1 -2 10
Entonces,
-4 31
X = 100 v
-2 10

Ejemplo 10.10.2. Dadas

Hallar X € R%*? tal que
3. X+B=A-X+ At
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Observemos que lo que tenemos que resolver es una ecuaciéon matricial, donde la
incégnita es una matriz X € R?*2. Si pensamos en los niimeros reales, vemos que
primero vamos a necesitar que la incégnita X aparezca en un solo miembro de la
igualdad. Con este fin, por ejemplo, restamos A - X a ambos miembros:

partiendo de 3-X + B A- X+ AY restamos A - X,
-A-X+3-X+B -A-X+A X+ A" restando B,
-A-X+3-X = A'-B.

Asi logramos que la incégnita X aparezca unicamente en el miembro de la izquierda.
Ahora si pensamos en R, por ejemplo para resolver 3z — 5z = 7 operamos con las x
y queda —2x = 7. Observemos que —2x equivale a efectuar

3z — b5z =(3—5)z.
De la misma manera quisiéramos operar con las matrices para resolver
3-X-A-X.

Como el nimero 3 no es una matriz de 2 X 2, no podemos efectuar la operacién 3 — A
ya que esta operacion no tiene sentido.
Para resolver 3- X — A - X debemos mirar esta expresion asi:

como X =1-X 3-X-A-X es igual a
3-(I-X)-A-X que al asociar resulta
B3-IN-X-A-X ahora si 3- 1 y A son matrices de 2 x 2.
Luego sacando factor comin X de la derecha, queda
3-I-4)-X.
Con lo cual nuestra ecuacién

3-X—-A-X=A"-B esequivalentea (3-1—A)-X=A'—-B.

Observemos que en esta ecuacion 3 -1 — A es dato ya que A era dato

eas(s)-(12)- (4 )

y At — B también es dato ya que Ay B lo son

t
t__22_071_21_()71_22
AB_(12 1 1) \2 2 1 1) \11
Por lo tanto la ecuacion
(3-I—A)-X:At—B
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()= 1)

Resolver esta ecuacion es similar al ejercicio 10.10.1. Busquemos entonces, si existe,

1 -2\
-1 1
Para esto planteamos

1 -2 10 1 -2 10
(—1 1‘0 1) h+R-h (0—1‘1 1)
1 -2 10 10| -1 -2
<0—1‘1 1) -2k R (0—1‘ 1 1>

10| -1 -2 10| -1 -2
(0—1' 1 1) —F = By (01‘—1 —1)

Entonces .
1 -2 (-1 =2
-1 1 -1 -1

Volviendo a nuestra ecuacién,

(o 1) 1)

al multiplicar a izquierda por la matriz inversa resulta

() ()= ) ()

Recordemos que la matriz
1 -2 \
-1 1

debe aparecer del mismo lado en cada miembro (en este caso, a la izquierda). Al usar
las propiedades estudiadas obtenemos

rx=(02)(37)
(3053

Observemos que estas ecuaciones pueden verificarse reemplazando la X obtenida en
la ecuacién original. v/

€s
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10.11. Determinante de una matriz

En esta seccién, a cada matriz cuadrada vamos a asociarle un ntimero, que calcula-
remos a partir de los coeficientes de la matriz. Este nimero se llama determinante de
la matriz y nos va a permitir en particular, determinar si una matriz es inversible o
no.

Ahora, ;qué es el determinante? Es una funcién que a cada matriz cuadrada le
asocia un ndmero. Veamos de qué manera; comencemos con matrices cuadradas de
2 x 2.

10.12. Determinantes de matrices de tamano 2 x 2

a b

Definicién 10.12.1. Si A € R?%2 es decir A = ( . d > definimos el determi-

nante de A y lo notamos det(A) o |A] a
det(A) = |A| = ad — be

Ejemplos 10.12.2.

1. SeaA_(;) Z) ~ det(A)—|A]=1-4—2.3—4—6—=—2.
5 —1
2. Sea A = ( 5 _3 ) = det(A)=1]4] =5-(-3)—(-1)-2=—-15+2 = —13.
—1 2
3. SeaA:( 1 _5> = det(A) = |A|=(~1)-(=5)—2-1=5-2=3,
1 -3
4. SeaA—<_2 6> = det(A)=]4=1-6—-(-3)-(-2)=6—-6=0.

., Cémo hacemos para calcular el determinante de una matriz de 3 x 37

10.13. Determinantes de matrices de tamano 3 x 3

Vamos a mostrar cémo se calcula con un ejemplo.

1 2 -1
Sea A= 3 2 1
-1 0 1

La idea es reducir el cédlculo del determinante de una matriz de 3 x 3, al cédlculo de
tres determinantes de 2 x 2. Esto lo hacemos desarrollando el determinante por una
fila. Primero, damos la siguiente definicién que hace méas amigable la notacién.

Definicién 10.13.1. Dada A una matriz de tamano 3 x 3, llamaremos Aj; a la
submatriz de tamano 2 X 2 que se obtiene al suprimir la fila i y la columna j de dicha
matriz.

304



Capitulo 10. Matrices

Por ejemplo para

1 2 -1
-1 0 1

Del mismo modo, A3 es lo que queda de la matriz A al suprimir la fila 3 y la columna 2

1 2 -1
A= 3 2 1 ~ A32=<; 1)
-1 0 1

Definicién 10.13.2. Dada una matriz A de tamano 3 x 3 asociamos al lugar i,j un
numero y un signo.

El nimero del lugar i,j es a;; , el signo del lugar i,j es (—1)"7

Notemos que el signo del lugar i, j, (—1)"*7 es 1 6 —1 segtin i + j sea par o impar.
En la matriz

1 2 -1
A= 3 2 1
-1 0 1

un nimero que es aj; = 1

11 1,1 ti ignad
e el lugar 1,1 tiene asignado { un signo que es (1)1 = (=1)2=1>0

un ndmero que es aijp = 2

11 1,2 ti 51
* ol lugar 1,2 tiene asignado { un signo que es (—1)*2 =(-1)3=-1<0

un numero que es a3 = —1

11 1,3 ti i
e el lugar 1, 3 tiene asignado { un signo que es (—1)13 = (1) =1>0

Observemos que el signo correspondiente a cada lugar es

(=1 D =D + - +
(=1 D = ~ -+t -
(=1 =D (=) + -t

Ahora si estamos en condiciones de desarrollar el det(A). En esta ocasién haremos
el desarrollo por la fila 1.

1 2 -1
A= 3 2 1
-1 0 1

Calculamos el determinante mediante la férmula
det(A) = (=) ayg - det(Ar) + (=1)2 agg - det(Ar2) 4+ (1) a3 - det(Ass).
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Observemos que el término (—1)**! ay;-det(A11) es: el signo del lugar 1, 1 multiplicado
por el coeficiente a1; multiplicado por el determinante de la submatriz de A que resulta
de suprimir la fila y la columna a donde pertenece aj; . Andlogamente sucede con los
demas términos de la suma.

Al reemplazar segun los coeficientes de A resulta

det(A) = (—1)2 -1-det< (2) 1 )+

+(-1)3 .2.det( _‘;’ i >+(—1)4 -(—1)-det( _‘;’ (2) )

Calculamos cada determinante de tamafno 2 x 2

2 1 31
det(o 1>_2-1—1-0_2, det(_l 1>_3-1—1-(—1)_4,

3 2
det( ] O>_3-0—2-(—1)_2.

Luego

det(A)=1-1-24(-1)-2-4+1-(-1)-2=-8.

También podemos usar otra fila para calcular el determinante; a continuacién vol-
vemos a calcularlo desarrollando por la fila 2.

1 2 -1
A= 3 2 1
-1 0 1

Entonces
det(A) = (—1)2+1 as1 -det(Agl) + (—1)2+2 a9 - det(Agg) + (—1)2+3 a23 -det(Agg).

Al reemplazar segin los coeficientes de A resulta

det(A4) = (—1)3 ~3~det< 3 _1 >+

+(-1)* .2.det( _1 *1 >+(—1)5 -l-det( _1 (2))

Calculamos cada determinante de tamano 2 x 2
2 -1 1 -1
det(o 1>—2~1—(—1)~0—2, det(_l 1)-1-1—(—1)-(—1)—0,
1 2
det(_1 0)-1-0—(—1)~2_2.

Luego
det(A)=(-1)-3-24+1-2-0+(-1)-1-2=-8.
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Se verifica que el determinante de A da lo mismo sin importar la fila usada para el
desarrollo. Si calculamos ahora el determinante desarrollando por la fila 3 debe dar
igual que antes, es decir —8.

1 2 -1
A= 3 2 1
-1 0 1

Decimos entonces que
det(A) = (—1)3+1 asi 'det(Agl) + (—1)3+2 aso - det(Agg) + (—1)3+3 ass - det(A33).

Al reemplazar segun los coeficientes de A resulta
4 2 -1
det(A) = (=1)* - (=1) - det P

+(=1)° .().det<i1)) _1 )+(1)6 -1-det<;’ ;)

Calculamos cada determinante de tamano 2 x 2

2 -1 1 2
det(2 1)_2-1—2-(—1)_4, det(3 2>_1~2—3-2_—4,

1 -1
det ( 3 1 > no importa ya que estd multiplicado por el coeficiente 0.

Luego
det(A)=1-(~=1)-4+ 0 +1-1-(-4)=-8. V

Vemos que, del desarrollo por las tres filas, el proceso mas econémico en cuentas es
el desarrollo por la fila 3 ya que esta fila tiene un 0 entre sus coeficientes y de este
modo podemos evitarnos el cdlculo de uno de los determinantes (de las submatrices
de tamano 2 x 2).

Anélogamente, podemos repetir todo el procedimiento cambiando la palabra “fila”
por la palabra “columna”. De este modo obtendremos el det(A) desarrollado por co-
lumnas. El determinante debe ser el mismo siempre; no depende de las filas o columnas
escogidas para el desarrollo.

Como ejemplo, calculemos el det(A) desarrollando por la columna 2 (ya que ésta es
la columna que més ceros tiene). El resultado debe ser —8.

1 2 -1
A= 3 2 1
-1 0 1

Decimos entonces que

det(A) = (—1)1+2 ai2 -det(Alg) + (—1)2+2 a9 - det(AQQ) + (—1)3+2 asa - det(A32).
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Al reemplazar segtn los coeficientes de A resulta

det(4) = (1) .z-det( j 1 >+

+(=1)* .2.det( _1 _1 )+(—1)5 -0-det(;’ ﬁ)

Calculamos cada determinante de tamario 2 x 2 (menos el iltimo que estd multiplicado
por el coeficiente 0)

3 1 1 -1
det(_l 1>_3-1—1-(—1)_4, det(_l 1)_1-1—(—1)-(—1)_0.
Luego det(A)=(-1)-2-441-2-04+ 0 = —8 como habfamos anticipado. v

Ejemplo 10.13.3. Calcular det(A) desarrollando por la columna 3, para la matriz

1 - 3
A= 2 1 0
-1 1 1

Esto es,
det(A) = (—1)1+3 a3 'd€t<A13) + (—1)2+3 ass - det(Agg) + (—1)3+3 ass -det(A33).

Es decir,

det(4) = (~1)* ~3~det( 2 >+

I -1 1 -1
—_1)° .0. —_1)6 .1.
+(-1) Odet(_1 1)+( 1) 1det(2 1)
Calculando resulta

det(A) =1-3-[2-1—1-(=1)]+ 0 +1-1-[1-1—(=1)-2] =1-3-3+ 0 +1-1-3=12.

Dejamos para el lector la tarea de desarrollar este determinante por la fila 3 y
comprobar que se obtiene det(4) =12. v

Vemos asi que el cdlculo del det(A), para A € R3*3 se reduce al cilculo de tres
determinantes de submatrices de A de tamano 2 x 2 .

En general si A € R™*" la idea es la misma, reducir el calculo del determinante de
A a n determinantes de tamafion —1 xn —1.

10.14. Determinantes de matrices de tamano n X n

Ejemplo 10.14.1. Sea A € R*** dada por

1 2 -1 0
1 3 1 1
A= 1 =2 0 0
1 2 1 1
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Para calcular det(A) elegimos la fila o la columna que més ceros tenga, en este caso
desarrollamos por la fila 3.

1 2 -1 0
1 3 1 1
A= 1 -2 0 O
1 2 1 1

Luego decimos que

det(A) = (—1)3+1 asy -det(A31) + (—1)3+2 aso - det(A32)+

+(—1)3+3 ass - det(A33) + (—1)3+4 as4 - det(A34).

Que al reemplazar los coeficientes de A resulta (recordar que ags =0y agqy = 0)

2 -1 0 -1 0
det(A)=(-1)*-1-det | 3 1 1 |+ (=1)°-(=2)-det| 1 1 1 |,
2 1 1 11
y como
2 -1 0 1 -1 0
det[ 3 1 1 |=1 y det[ 1 1 1 |=o0.
2 1 1 11 1

resulta det(A)=1-1-14+(-1)-(-2)-04+04+0=1. V

Ejemplo 10.14.2. Calcular el determinante de

3 5 8
A= 0 2 -3 | eRrR33.
0 0 -5

Desarrollando por la columna 1, resulta det(A4) = (—1)**! . ay; - det(A11) ya que
tanto aiz como a3 son 0 . Luego

2 -3

det(A):1-3~det< 0 5

) =1-3-[2-(-5)—(=3)-00=1-3-(-10) = —30.

Observamos en el ejemplo anterior que en el caso donde A es una matriz triangular
(todos los coeficientes son cero por arriba o por debajo de la diagonal) el determinante
de dicha matriz es igual al producto de los elementos de su diagonal. De la misma
manera el lector puede verificar que si consideramos

2 0 0
A= -1 3 0 = det(4)=2-3-(-2)=-12.
9 -5 -2

Generalizando a tamano n x n resulta la siguiente proposicién.
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Proposicién 10.14.3. Si A € R"*" es una matriz triangular

ai; a2 a3 ... Qin
0 g9 Q23 ... ao2n

A= 0 0 asz ... a3n = det(A) = Q11022033 ... Qpp
0 0 0 ... apn-

10.15. Regla de Sarrus

La regla de Sarrus es una regla practica que nos permitira calcular el determinante
de una matriz de 3 x 3. La desarrollamos en un ejemplo.

Ejemplo 10.15.1. Para calcular el determinante de la matriz A € R3*3, donde

2 1 3
A= -1 0 1
-2 -1 0

Procedemos del siguiente modo: escribimos la matriz A y abajo agregamos las dos
primeras filas de A, es decir

2 1 3
-1 1
-2 -1 0

2 1 3
-1 1

En este arreglo de 5 x 3 realizamos los productos de izquierda a derecha, de los
elementos senalados sobre las diagonales, es decir

2 1 3
e
~1 0 1
N \ 2.0-0=0
—2 -1 0 ~ (—1)-(-1)-3=3
N N (-2)-1-1=-2
2 1 3
N\
~1 0 1

También realizamos los productos, ahora de derecha a izquierda, de los elementos
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senalados sobre las diagonales, es decir

2 1 3
v

-1 0 1

s 3-0-(=2)=0
-2 ~1 0 ~ 1-(-1)-2=-2

s 0-1-(-1)=0
2 1 3

v
-1 0 1

Luego, para calcular el determinante de A sumamos todos los productos de izquierda
a derecha “\, y les restamos los productos de derecha a izquierda /. Esto es

det(A) =0+3+(=2)—0—(-2)—0=3. Vv

Ejemplo 10.15.2. Calcular mediante la regla de Sarrus el determinante de

2 5
A= 0 1 -
1 2
Al tomar los productos \, resulta, al tomar los productos  resulta,
2 5 1 2 5 1
pY Ve
0 1 -1 0 1 -1
pY N\ e v
1 2 1 1 2 1
N hN vd e
2 5 1 2 5 1
N\ e
0 1 -1 0 1 -1

2.1:140:2:141-5-(—1) =2+0—5;  (1-1-1)+((—1)-2:2)+(1-5:0) = 1—4+0.

Por lo tanto det(4) =24+0—-5—-1—(-4)—-0=0. V
Es importante recordar que la regla de Sarrus sélo sirve para calcular determinantes

de matrices de 3 x 3.

10.16. Propiedades del determinante

A continuacién enunciaremos algunas propiedades del determinante sin realizar una
demostracion formal, simplemente mostraremos que se verifican en un ejemplo.
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Proposicién 10.16.1. Si A € R™ "™ tiene alguna de sus filas donde todos sus ele-
mentos son 0 entonces det(A) = 0.

Ejemplo: si
2 1 3
A= -1 1 5
0 0 0
entonces al desarrollar el determinante de A por la tercer fila resulta
det(A) = (—1)3+1 asy -det(A31) + (—1)3+2 asg - det(A32) + (—1)3+3 ass -det(Agg)
que al reemplazar los coeficiente de A resulta
det(A) = (—1)*- 0 - det(Az;) + (—1)° - 0 - det(Azz) + (—1)° - 0 - det(A3z3) = 0. v
Proposicién 10.16.2. Si A € R™™" entonces det(A) = det(A")

Recordemos que A? es la matriz traspuesta de la matriz A.

Ejemplo: observamos que si

(21 ¢ (2 3
A= < 35 ) - A= ( 1 5 )
Al calcular sus determinantes verificamos que son iguales:

2 1 2 3
det<3 5)2~51~37 y det(l 5)2~53'17. v

Proposicion 10.16.3. Si A y B son dos matrices que pertenecen a R™*™ entonces
det(A - B) = det(A) - det(B).

Ejemplo: consideremos

(21 ()

resulta det(A) = 1-1—2-(=3) = 7y det(B) = 2-1 = 2 (B es triangular). Si calculamos

el producto
1 2 2 5 2 7
A'B_(—:a 1)'(0 1>_(—6 —14)

Entonces det(A - B) =2-(—14) — 7 (—6) = 14 . Se verifica que

det(A-B)=14 y det(A)-det(B)=7-2 = det(A-B)=det(A)- -det(B). v
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Observacion 10.16.4. La proposicién 10.16.3 no se verifica al sumar matrices, es

decir, en general
det(A + B) # det(A) + det(B)

Por ejemplo, al considerar

() vee(a)
resulta det(4A) =1-0—2-(-1)=2 y det(B)=2-1-1-(-3) = 5. Si calculamos
fo suma 1 2 2 1 3 3
A+B:<—1 0)+(—3 1):<—4 1)
Entonces det(A+ B) =3-1—3-(—4) = 15 . Luego
det(A+B) =15 y det(A)+det(B) =245 = det(A+ B) # det(A)+det(B).

Proposicion 10.16.5.

A0 0 0
0A0 ... 0

det (M- Inxn)=det | .~ . | =A",  VIeR
00 0 A

Por ejemplo al considerar la identidad de tamano 2 x 2

o

— A _ 2
det()vIng)—det(O )\>_)\

Al considerar la identidad de tamano 3 x 3
A0 O
det(A\-Isxz)=det [ 0 X 0 | =A%
0 0 X

Proposicién 10.16.6. Si A € R™*™ y X\ € R entonces
det(A- A) = A" - det(A).

Podemos demostrar la proposicién 10.16.6 usando la proposicién 10.16.3 y la pro-
posicién 10.16.5

Demostracion. Sabemos que A+ A=A (Inxn - A) = (A Inxn) - A, luego

det(A-A) =det((A-Ixn)-A) = det(A-A) = det(\- L, xp)-det(A)
Proposicién 10.16.3

Entonces por 10.16.5 resulta det(A - A) = A" - det(A). O
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Ejemplo 10.16.7. Al considerar

A:(_i ;) resulta det(4)=1-3—-2-(-1) =5.

Si calculamos X - A resulta

A.A:<_i ;i) vast det(A-A) = A-3A—2X-(-A) =BA% v

Ejemplo 10.16.8. Sabiendo que A y B son matrices de tamano 3 x 3, que det(A) =5
y det(B) = 2, calcular det(2- A - B).

Sabemos que 2- A- B =2 (A - B), luego al aplicar la proposicién 10.16.6 resulta
det(2- A- B) = 23 -det(A- B) (ya que la matriz A - B € R3*3). Para terminar de
resolver aplicamos el resultado de la proposicién 10.16.3, es decir

det(2-A-B) =2%-det(A-B) =23 -det(A)-det(B) =8-5-2=280. v

Ejemplo 10.16.9. Sean A, B y X € R?*? tales que A-X = B! . Si ademés

A= < g _1 > y det(B) = 3, hallar det(X)

Como se verifica que A - X = B? al tomar determinante de ambos miembros (obte-
nemos una igualdad numérica) resulta det(A - X) = det(B?). Al usar las propiedades
estudiadas, concluimos que det(A) - det(X) = det(B). El det(B) es dato, ahora cal-
culemos det(A) =2-(—1) — 1-3 = —5. Reemplazando tenemos que

det(A) - det(X) = det(B) <« (=5)-det(X)=3 <« det(X)=-2. v

10.17. Matrices inversibles y determinantes

Las siguientes proposiciones muestran cudl es la relacion entre el determinante de
una matriz (cuadrada) y la posible existencia de la matriz inversa.

Proposicién 10.17.1. Si A € R™*™ es inversible, entonces det(A) # 0 y ademds
det (A71) = detl(A)'

Demostracion. Recordemos que si A es inversible debe existir A~! su inversa, que
verifica

A . A71 - I'n,><n = det (A ‘ Ail) - det (Inxn) = det(A) ! det (Ail) = ln

Es decir det(A)-det (A_l) = 1. Podemos observar que dado que se verifica la igualdad
anterior det(A) # 0 y podemos despejar en este caso

_ 1
~ det(A)

det (A_l)
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La reciproca de esta proposicién también se verifica, aunque la demostracién de este
hecho esta fuera del alcance de este libro. Sin embargo enunciaremos la propiedad y
la usaremos cuando sea conveniente.

Proposicién 10.17.2. Si A € R™*™ verifica det(A) #0 = A es inversible.
Podemos resumir las dos proposiciones anteriores en una.
Proposicién 10.17.3. A € R™*" es inversible < det(A) # 0.

A continuacién mostramos algunos ejemplos de cémo aplicamos este resultado.

2 1 3
Ejemplo 10.17.4. Dada A= | -1 0 1 , decidir si es inversible.
-2 -1 0

Para esto calculamos det(A) desarrollando por la fila 2.

det(A4) = (—=1)2Tt. (1) -det( _1 3 >+

2 3 2 1
_1)2+2 .. —1)2+3 . 1.
+(-1) 0 det(2 0>+( 1) 1 det(2 1)

Es decir det(A) =3+0+0 =3 # 0 = A es inversible (gracias a la proposicién
10.17.3) v

2 1 3
Ejemplo 10.17.5. Dada A=| —1 0 1 |, decidir si es inversible.
1 4

—_

Para esto calculamos det(A) desarrollando también por la fila 2.

det(A) = (~1)2+ - (~1) -det( 1 i )+

2 3 2 1
—1)2+2.0.- —1)2+3.1.
+(-1) Odet(1 4>+(1) 1det(1 1)
Es decir det(A) =1+ 0+ (—1) = 0, entonces A no es inversible. v/

Ejemplo 10.17.6. Hallar todos los § € R tales que A € R*** resulte inversible, con

-2 1 6§ 6+2

-5 1 0 0
4 i+2 2 0 2

0 1 0 1
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Para analizar si A es inversible o no, recordamos la proposicién 10.17.3 ya que A
resultard inversible si y sélo si det(A) # 0. Calculamos entonces el det(A). Observe-
mos que no podemos aplicar la regla de Sarrus ya que A € R**4. Desarrollamos el
determinante por la columna 3 (es la que tiene més 0), luego

-4 1 9
det(A) = (—=1)3.5-det | 64+2 2 2
0 11

Para calcular el determinante que nos qued6é podemos usar la regla de Sarrus o bien
desarrollar por alguna fila o columna, hacemos esto ultimo, desarrollando por la co-
lumna 1 resulta

det(A) = (=1)*%- 5 | (=1)'*1 - (=0) -det( ? ? )+

+(—1)2+1-(5+2)-det< . ‘15 )}

Es decir det(A) = §-[(=6)-0—(6+2)-(1—8)] = —-6-(6+2)-(1—90) . No vale
la pena distribuir esta ultima expresién ya que nos interesa ver cudndo det(A) = 0.
Planteamos

det(A) =0 & —6-(0+2)-(1-8)=0 < §=0 o 6=-2 o 6=1.

Luego, sid =0,6 = -2 6§ =1 (como det(A) = 0) la matriz A no es inversible. De
la misma manera, si ¢ es cualquier nimero real excepto 0, —2 y 1 (como det(A) # 0)
A resulta inversible.

En conclusion, la respuesta es

Aesinversible < deR-{-2,0,1}. V

10.18. Sistemas de ecuaciones en forma matricial

La definicién vista para producto de matrices es tal que nos permitira escribir un sis-
tema de ecuaciones lineales como un producto de matrices convenientes. Por ejemplo,
dado el sistema

2¢ + 3y — =z = 1
r + y =
S =
y + 3z = -1
-r — Yy + z = 0

sabemos que posee lo que llamamos matriz de los coeficientes del sistema, es decir la
matriz A asociada al sistema S es

2 3 -1

1 1 0

A= 0o 1 3
-1 -1 1
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x
Si definimos X € R3*! la matriz de las incégnitas | y | y calculamos A - X (el
z
producto de matrices), resulta
x
Y
z
2 3 -1 20+ 3y — 2
1 1 0 T+y
0 1 3 Y+ 3z
-1 -1 1 —T—y+=z
Es decir
2043y — 2
A-X = T+ Yy c R4X1
Y+ 3z
—r—y+z

Vemos que al efectuar el producto A - X obtenemos los miembros de la izquierda del
sistema. . .
Luego, si pretendemos resolver el sistema, vamos a querer que

e la primer fila de A - X (la primer ecuacién del sistema) sea igual a 1
e la segunda fila de A - X (la segunda ecuacién del sistema) sea igual a 2
o la tercer fila de A - X (la tercer ecuacién del sistema) sea igual a —1
e la cuarta fila de A - X (la cuarta ecuacién del sistema) sea igual a 0

O sea, el sistema puede expresarse asi:

2% + 3y — 2z = 1 2 3 -1 1
T + oy = 2 1 1 0 “ 2
a4 . y —
y + 3z = -1 0 1 3 p -1
-r -y + z = 0 -1 -1 1

Esto es lo que llamamos representacion matricial de S (escribir el sistema S como un
producto de matrices convenientes). Esta manera de expresar el sistema S tiene la
forma A - X = b donde las matrices A y b son conocidas (son dato) y la matriz X es
la matriz que queremos hallar (la matriz incégnita). En el ejemplo

9 3 -1 N 1
1 1 0 2

A= 0 1 3 X=1v b=
1 -1 1 z 0
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Observemos que en la representacién matricial del sistema
e A es la matriz de los coeficientes del sistema.
e A tiene tantas filas como ecuaciones tiene el sistema.
e A tiene tantas columnas como incognitas tiene el sistema.
e La matriz (de una sola columna) X estd formada por las incégnitas del sistema.

Ejemplo 10.18.1. Dado un sistema de ecuaciones, su escritura en forma matricial

()

x—&—y—z—i—Qw—lMll—lQ'
Y - w = =2 0 1 0 —1

Vamos ahora a usar la representacién matricial de un sistema, junto con el hecho
de que podemos calcular inversas, para resolver sistemas cuya matriz de coeficientes
sea inversible.

g e 8

Ejemplo 10.18.2. Resolver el sistema S dado por

r + 2y — z = 1
y — 2z = —4
- + y = 2

Recordemos que podemos resolver este sistema usando Gauss, mostraremos ahora
c6mo resolverlo de otra manera (aprovechando que la matriz de los coeficientes es
inversible). Primero pasamos a la forma matricial, es decir

1 2 -1 T 1
0 1 -1 1y | = -4 ~ A-X=0b (%)
-1 1 0 z 2
donde las matrices son
1 2 -1 T 1
A= 0 1 -1 X=|y b= | —4
-1 1 0 z 2

Resolver el sistema es resolver la ecuacién matricial (x). Pensando como en los
ejemplos anteriores, si A fuera una matriz inversible, es decir, si existiese la matriz
inversa A~!, al multiplicar ambos miembros de (*) resulta

A-X=b= A1 A X=A"1b= I3 X=4A"1b= X=A""1.b
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Por lo tanto, para encontrar las soluciones de la ecuacion (x), si A tiene matriz inversa,
bastara con efectuar el producto A~1-b. Verifiquemos si A es inversible o no, calculando
su determinante (desarrollamos por la fila 3)

@m@:ewﬂmqy@%f j)+G®H?L®%é j):yuzz

Como det(A) # 0 la matriz A debe tener inversa, la buscamos:

1 2 -11]100 1 2 -11]1 00

0 1 —-1101 0 Fi+F; — Fy 0 1 -1 /010
-1 1 01]00 1 0 3 -1 ]1 0 1
1 2 -11]1 0 0 1 2 -1 1 0 0
0 1 -1 |0 1 0 |3F—F;—F; 1 -1 0 1 0
0 3 -1 |10 1 0 0 -2 | -1 3 -1

Ahora seguimos triangulando hacia arriba:

12 -1 10 OF, - Fy - I 2 4 0 3 -3 1
01 -1 0 1 oF B 02 0 1 -1 1
0 -2 | -1 3 — 2T N0 0 -2 | -1 3 -1
2 4 0 3 -3 1 2 0 0 1 -1 -1
02 0 1 -1 1 |R”-2B—-F|02 0 1 -1 1
00 -2 ]-1 3 -1 00 -2 |-1 3 -1
2 0 0 1 -1 -1 iR — Ry 1004 -3 -1
0 2 0 1 -1 1 1P — Fy o1o |5 -+ 1
0 0 -2 |-1 3 -1/ -IFR—F 001|3 -2 1

Entonces tenemos la matriz inversa de A,

[SIESIE NI

AT =

SNSRI

N—

[N SIS

Luego para resolver A - X = b, multiplicamos a izquierda por A~! y obtenemos

X=A"10
Haciendo las cuentas,
1 1 _1 3
1 P T ; :
mlr o))
1 .3 1 2 15
2 2 2 3
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Con lo cual

X =

N [=ETRENIEN

La solucién del sistema matricial es la matriz hallada, para expresar la solucién del

3

. . . 3 7 15 . _ 3 _ 7 __ 15
sistema de ecuaciones S escribimos {(5, 5 7)} es decir x = HY=5, 2= 5

(queda como ejercicio verificarlo). v

Ejemplo 10.18.3. Resolver el sistema dado por

r + 2y — z = 1
y - = 2
—xr + Yy = -1

Escribiendo en forma matricial queda

1 2 -1 1
0o 1 -1 y | = 2 ~ A-X=0D
-1 0 z -1

1 2 -1 x 1
A= o 1 -1 X=1y b=
-1 1 0 2 ~1

15

Como antes, si existe A~' la solucién resulta X = b- A~!, pero la matriz A es la

misma que la vista en el ejemplo 10.18.2 luego

[SEMNSIER I

NN || —

|
|
[SISNSIER I
\
ISR I

A= = X=

-1

IS
[NE SIS

Luego el sistema es compatible determinado y su solucién es {(0,—1,—3)} es decir

r=0, y=—-1, yz=-3.

Observemos que si tenemos un sistema S que al llevarlo a la forma matricial A- X =
b resulta que la matriz A es inversible, entonces el sistema S resulta compatible

determinado y su tnica solucién se obtiene calculando X = A~1-b.

Ejemplo 10.18.4. Resolver el sistema S dado por

r + y - z = 1 1 1 -1 T
S = y + 3z = -1 ~> 0 1 311y |=
r + 2y + 2z = 0 1 2 2 z
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Si queremos resolver el sistema usando el mismo argumento que antes, debemos ha-
llar la inversa de la matriz A (si existe). Para decidir si existe la matriz A~ calculamos
det(A) (desarrollamos por la columna 1)

det(A) = (_1)1+1.1.det< . >+(—1)3+1~1-det( L, ) —(~4)+4=0.

Como det(A) = 0 sabemos que A no es inversible, es decir, no existe A~!. Entonces
no podemos resolver el sistema del mismo modo que en los ejemplos anteriores. Para
resolver S'lo hacemos con el método de Gauss. Dejamos al lector la tarea de comprobar
que este sistema es compatible indeterminado y que sus soluciones son

(Iayaz):a’(llvf?’a 1)+(23717 0)7O‘€R' ‘/

Observamos que si planteamos otro sistema S’ cuyos coeficientes sean los mismos
que los de S, por ejemplo,

r + Yy - z = 1 1 1 -1 T 1
S = y + 3z = -1 ~ 0 1 y | =1 -1
r + 2y + 2z = 2 1 2 2 z 2

La matriz A de la representaciéon matricial de S’ es la misma que en el ejemplo
anterior. Ya sabemos que A no es inversible. Al tratar de resolver este sistema por el
método de Gauss (ejercicio para el lector) comprobamos que resulta ser un sistema
incompatible.

Resumiendo lo visto hasta ahora, si tenemos que resolver un sistema planteado en la
forma matricial A - X = b donde A es una matriz cuadrada, comenzamos calculando
el det(A) y concluimos que:

e Sidet(A) # 0, el sistema S es compatible determinado y su tnica solucién se
obtiene calculando X = A= - b .

e Si det(A) = 0 , no sabemos que puede pasar. El sistema S puede ser tanto
compatible indeterminado o incompatible, dependiendo de la matriz A y la
matriz b .

Usaremos estos hechos para resolver sistemas con pardametros:

Ejemplo 10.18.5. Clasificar el sistema S segin el nimero de soluciones para cada
valor del pardmetro k € R

(k—2)x + y + 2z =
S = x + (k—=1Dy — =z =1
(k—1z + y + z =
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Observemos que segun los valores que tome k tenemos distintos sistemas. Se pretende
decidir para qué valores de k el sistema S resulta compatible determinado, para cudles
compatible indeterminado y para qué valores de k resulta incompatible. Escribiendo
el sistema en forma matricial obtenemos:

k-2 1 2 x 0
1 k=1 -1 |-y |=]1
k—1 1 1 z 1

Calculamos el determinante de A desarrollando por la columna 1
det(4) = (k-2)-[(k—-1)-1—-(-1)-1]-1-[1-1—-2-1]+

+k—=1)-1-(-1)—2-(k—1)]
(k=2)-k—(-1)+(k—-1)-[(-1) — 2k + 2)]

kK2 —2k+1+(k—1)-(1—2k)=—k?+k.

Luego,
k-2 1 2
det 1 k-1 -1 |=-k’+k=0 < k=0 6 k=1.
k-1 1 1

Con lo cual, si k 20y k # 1, det(A) # 0 y el sistema A- X = b es compatible

determinado; por ejemplo si kK = —8 el sistema
-10 1 2 x
1 -9 -1 “ly |=11 es compatible determinado.
-9 1 1 z 1

Sik=006k=1 entonces det(A) = 0, no sabemos qué puede ocurrir (puede ser com-
patible indeterminado o incompatible). Analizamos cada caso por separado aplicando
el método de Gauss:

La matriz ampliada del sistema S es

-2 1 2 0 —2 1 2 0
1 -1 -1 1 4+ 2F, — F, 0 -1 0 2
-1 1 1 1 —Fy 4+ 2F3 — I3 0 1 0 2
-2 1 2 0 -2 1 2 0
0 -1 0 2 Fs + F3 — Fj3 0 -1 0 2
0 1 0 2 0 0 0 4

Observamos que el sistema es incompatible.

La matriz ampliada del sistema S es
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-1 1 210 -1 1 2 |0
1 -1 1 Fi+ Fy— Fy 0 1 1 1
1)1 01 1|1
-1 1 -1 1 2 |0
01 1|1 | BR-F-FR 01 1|1
01 1|1 00 010

Observamos que el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

(x,y,2) =a-(1,-1,1) +(1,1,0) , « € R. V

Ejemplo 10.18.6. Clasificar el sistema S segun el nimero de soluciones para cada
valor del pardmetro k € R

kx + (k—1)y + z = k
S=4q 2kx + Y + (k+2)z = k+3
— ky + z = 1

Si escribimos el sistema en forma matricial obtenemos:

k k-1 1 T k
2k 1 k+2 |-y =1 k+3
0 —k 1 z 1

Calculamos el determinante de A, la matriz de los coeficientes del sistema. Desarro-
llamos por la fila 3

det(A) —(—k)-[k-(k+2)—1-2k]+1-[k-1—(k—1)-2Kk
k- [k* + 2k — 2k] + [k — 2k* + 2k)]

= K322 43k =k- (k% —2k+3).

Luego
det(A) =k-(k*-2k+3)=0 < k=0 6 k*—2k+3=0.
Pero la ecuacién cuadritica k2 — 2k + 3 = 0 no tiene soluciones reales, luego
det(A)=0 <& k=0.

Si k=0, entonces det(A) = 0, no sabemos qué puede ocurrir. Analizamos este caso
aplicando el método de Gauss:

La matriz ampliada del sistema S es
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0 -1 110 0 -1 110

0 1 23| A+B=R [0 0 3

0 0 1|1 0 0 1|1
0 -1 110 0 -1 110
0 0 3|3 0 0 3|3
0o o0 1 |1) BB o oo

Luego, el sistema es compatible indeterminado y sus soluciones son
(z,y,2) = a-(1,0,0)+ (0,1,1) , « € R.

Si k # 0, entonces det(4) # 0 y como ya sabfamos, el sistema A - X = b es
compatible determinado. Observemos, por ejemplo, qué sucede cuando k = 1. La
matriz ampliada del sistema es:

1 0 1 1 1 0 1 1
2 1 3 |4 2 — Fo — F, 0 -1 -1 -2
0 -1 1 1 0 -1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1
-1 -1 -2 -1 -1 —2
0 —F2 + F3 — F3 0

0 -1 1 1

Luego, el sistema es compatible determinado y su tnica solucion es

1 1 3
(x,y,z)<27 57 2)

Si cambiamos el pardmetro, por ejemplo si tomamos k = 2, tendremos otro sistema
que también tendrd solucién unica. v

10.19. Matriz de Insumo-Producto: Introduccién

En esta seccién vamos a suponer que en la economia de un pais hay sélo tres sectores:
industria (todas las fibricas juntas), agricultura (todo lo relacionado a agricultura y
ganaderfa), y servicios (energia eléctrica, agua, combustibles). Ademds, supondremos
que esta economia es cerrada, no hay importaciones.

Para funcionar, cada uno de estos sectores necesita comprarle insumos a los otros, y
también a si mismo, y hay una cierta cantidad de bienes que se venden a terceros. Para
que uno de los sectores aumente su produccién, se presenta un problema: los demas
también deberan producir més y asi poder abastecerlo de los insumos que necesita.

Supongamos que los consumidores comprardn mas productos textiles. La industria
debe producir més, y va a consumir mas materias primas del sector agricultura; mas
energia eléctrica y combustibles que le provee el sector servicios; y mas maquinarias
o herramientas producidas por el propio sector industria.
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Entonces, para poder aumentar la produccién de la industria, deben aumentar su
produccién los otros sectores también. Y ésto se traslada a los otros sectores: co-
mo agricultura y servicios van a aumentar su produccién, necesitaran también mas
materias primas (del sector agricultura), herramientas (de industria) y energfa (de
servicios).

Si pensamos un momento, vemos que la industria — que tiene una demanda mayor
de sus productos — no sdlo tiene que aumentar su produccién para cubrir esa propia
demanda, sino que también debe producir para que los otros sectores puedan aumentar
la suya y brindarle los insumos que necesita.

Se ve que el problema no es simple, y surgen muchas preguntas: ;cuanto debe pro-
ducir cada sector, entonces? ; Como prever estos aumentos de produccion, si el cambio
de uno obliga a cambios en la produccién de los otros?

La respuesta a este problema se debe a Wassily Leontief, matemético de origen ruso
que emigré a Estados Unidos. Leontief obtuvo el premio Nobel de economia en 1973:
“por el desarrollo del modelo de insumo-producto (también conocido como input-
output) y por sus aplicaciones a importantes problemas econémicos”, segin la propia
Fundacién Nobel.

Este método es hoy dia una herramienta importante para la planificaciéon de la
produccién econdémica de los paises.

Por ejemplo, la importancia que suele atribuirse a la evolucion del sector de la cons-
truccién deriva, precisamente, del hecho que el mismo demanda, de manera directa
e indirecta, insumos provenientes de un conjunto amplio de otras actividades. Por
lo tanto, el aumento de la actividad de la construccion acarrea el aumento de la
produccién de muchos otros sectores.

10.20. Matriz de Insumo Producto

Analicemos esta tabla con tres sectores: Agricultura, Industria y Servicios, que estdn
relacionados entre si.

Si fijamos un sector, leyendo verticalmente, cada columna nos dice cudntos insumos
le compra ese sector a los demés. Por ejemplo Industria debe utilizar insumos de otros
sectores y compra: a Agricultura 200, a Industria 350 y a Servicios 300 (segin se lee
en la columna de Industria).

Horizontalmente, cada fila nos dice cuanto vende cada sector a los demas. Por ejem-
plo, la produccién de Industria es vendida de la siguiente forma: Agricultura 70,
Industria 350 y Servicios 230 (siguiendo la fila de Industria).
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Agricultura | Industria | Servicios | Demanda | Valor Bruto
Final de la
produccién
Agricultura 50 200 15 235 500
Industria 70 350 230 350 1000
Servicios 100 300 110 445 955
Valor
Agregado 280 150 600
Valor Bruto
de la
produccién 500 1000 955 2455

Hay otra columna que no corresponde a un sector, la columna de Demanda Final.
Alli aparecen los consumos que no corresponden a los tres sectores acd incluidos:
representan las compras de los consumidores finales (que no se encuadran en ningin
sector productivo), a la inversién (es la parte de la produccién del periodo que se
“acumula” para los siguientes), incluye las exportaciones, etc. Por ejemplo, siguiendo
con Industria, vende otros 350 ademaés de lo que vende a los 3 sectores acé incluidos.

Finalmente, la 1ltima columna corresponde al Valor Bruto de la produccién de a
cada sector: es la suma de todas las ventas, por ejemplo en el caso de Industria:
70 4 350 + 230 4 350 = 1000.

Mirando por filas, falta comentar la fila de Valor Agregado, que surge como la dife-
rencia entre el Valor Bruto de la produccién y el valor de los insumos de cada sector.
En el caso de Industria es: 1000 - (200 + 350 + 300) = 150. El Valor Agregado corres-
ponde a las remuneraciones de los trabajadores que se requieren para la produccion,
y también al beneficio bruto. Este beneficio bruto surge como la diferencia entre el
valor agregado y las remuneraciones.

10.21. La tabla como sistema de ecuaciones

Ahora expresaremos esta tabla como sistema de ecuaciones lineales. Primero reem-
plazaremos los niimeros y sectores por letras genéricas. Por ejemplo x23 representa el
valor del insumo 2 (que era Industria) que utiliza el sector 3 (que era Servicios).

S1 52 S3 | DF | VBP

S1 11 T12 T13 Yl Xl
S2 T2l X292 I23 Y2 X2
S3 T31 | T2 | w33 | Y3 | X3

VA | VA, | VA, | VA,
VBP | Xi | X2 | X3

Si representamos la tabla como un sistema de ecuaciones, dado que las ventas de
cada sector sumadas a la demanda final coinciden con el valor bruto de la produccién,
tenemos:

T+ xi2 + 213+ Y1 =X,
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To1 + o2 + 23 + Yo = Xo
31 + 32 + 233 + Y3z = X3.

10.22. Coeficientes técnicos

Las columnas de la tabla de insumo producto representan la estructura de costos
de cada sector. Si se divide el valor de cada insumo por el valor bruto de producciéon
correspondiente (el total de la columna), se obtienen los coeficientes técnicos (que re-
gistran la necesidad de insumos de cada sector para producir una unidad del producto
que dicho sector produce):

Lij
Xj

O sea: se divide cada coeficiente de una columna por el total de la misma. En nuestro

ejemplo queda (redondeando al segundo decimal):

a;; = donde 7 indica al sector que vende y 5 al que produce.

Agricultura Industria Servicios

Agricultura | 50/500 = 0,10 | 200/1000 = 0,20 | 15/955 = 0,02
Industria 70/500 = 0,14 | 350/1000 = 0,35 | 230/955 = 0,24
Servicios 100/500 = 0,20 | 300/1000 = 0,30 | 110/955 = 0,12

Como a;; = %, entonces x;; = a;; - Xj. Usando esto, podemos reescribir el sistema

de ecuaciones asi:
a1 - X1+ai2- Xo+aiz3- Xs+Y1 =X,

agy - X1 +ag - Xo+az- X3+ Y= Xo
asy - X1 +asz - Xo+ass- X3+ Vs = X;.
En nuestro ejemplo quedaria:
0,10X; + 0,20X5 +0,02X5 + Y; = X;
0, 14X +0,35Xs +0,24X;5 + Vs = X;
0,20X; +0,30X5 + 0, 12X5 + Y3 = X,

Si llamamos A a la matriz de coeficientes técnicos, Y a la de demanda final y X a la
de valor bruto de produccién, tenemos:

a1l a2 013 Y, X1
A= a21 A2z (23 Y = Y, X = Xo
azr az2 033 Y3 X3

el sistema expresado en forma matricial nos queda:

X=4-X+Y.

De mas esta decir que todo lo que hicimos con 3 sectores, se puede hacer con cual-
quier cantidad de ellos. En la realidad, no es extrano que las matrices de insumo
producto de un pais tengan mas de 50 sectores.
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10.23. Coeficientes de requisitos directos e indirectos

Para medir las necesidades de produccién de cada sector ante un cambio de la
demanda final (la matriz Y) se opera algebraicamente con las matrices a partir de la
ecuacién anterior:

X=AX+Y = X-A-X=Y = (I-A) X=Y
Calculando la inversa de (I — A), y multiplicando a izquierda por (I — A)~! se tiene
X=I-A"1Y

A la matriz (I — A) se la llama matriz de Leontief, y a (I — A)~! se la llama matriz
de coeficientes directos e indirectos. Utilizando esta tltima, a partir de una variacién
de la demanda final Y* se obtiene una nueva matriz de producciéon X*, y se puede
construir la nueva tabla:

X*=(I—-A)"t.Y*

En este paso estd la hipdtesis principal del modelo de Leontief: dice que la matriz
de coeficientes técnicos A es siempre la misma, aunque cambie la demanda final Y.
También la matriz de coeficientes directos e indirectos (I — A)~! es la misma, ya que
sélo depende de A.

En la préctica, estas matrices varian por distintos motivos (adelantos tecnoldgicos,
aparicién de nuevos sectores o desaparicién de otros, etc.) y suelen ser re-calculadas
cada cierto tiempo.

En nuestro ejemplo:

X, 100 0,10 0,20 0,02 Y
X | =010 0,14 0,35 0,24 Y,
X 00 1 0,20 0,30 0,12 Ys

X, 0,90 —0,20 —0,02\ /Y,

X, | = 0,14 0,65 —0,24 Y,

X4 0,20 —0,30 0,88 Ys

De esta forma, si la demanda final, en vez de ser

235 700
Y =1 350 fuera Y* = 500
445 1000

se podria calcular el nuevo valor bruto de la produccién X* haciendo:

1

0,90 —0,20 —0,02\ /[ 700
xX*=| -0,14 0,65 —0,24 500 | =
~0,20 —0,30 0,88 1000
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1,21 0,44 0,14 700 1207
= 0,41 1,91 0,53 500 | = 1772
0,41 0,75 1,35 1000 2012

Conociendo los nuevos valores brutos de produccion, podemos armar la nueva tabla,
usando que

*
o = L
J

Como la matriz de Leontief A = (a;;) no varfa, aj; = a;;.
Podemos colocar los datos que ya tenemos, X* e Y*,

Agricultura | Industria | Servicios | DF | VBP

Agricultura x5 x5, Zi5 700 | 1207

Industria T 5o T5s 500 | 1772

Servicios x5 T39 T35 1000 | 2012
VA VAl VA2 VA3
VBP 1207 1772 2012

Luego calculamos cada lugar z7; y completamos.

Por ultimo, se obtiene el valor agregado sumando en cada columna y restando del
valor bruto de la produccién.

Aclaracion: Al hacer las cuentas con detalle, se ve que los valores no coinciden:

2%, = 0,10 - 1207 = 120, 7

2%, =0,20-1772 = 354,4
2ty = 0,02 - 2012 = 40, 24.

Sumando,
120,7 + 354,4 + 40,24 + 700 = 1215, 34

que no coincide con el valor 1207. El error se debe a las aproximaciones numéricas al
calcular la inversa, recordemos que trabajamos con sélo dos decimales exactos. Eso
nos devolvié en el resultado sélo dos digitos precisos, 1215,34 contra 1207 (en las
aplicaciones précticas, es bueno detectar las fuentes de errores numéricos, y aunque
luego no nos tomemos la molestia de corregirlas, deberiamos ser capaces de determinar
qué tan grave es el error).

Ejemplo 10.23.1.

a) Completar la siguiente tabla de insumo producto para un sistema econémico de
dos sectores:

S1 | S | DF | VBP
St 180 10 | 200
S 80| O 100
VA
VBP
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Hallar la matriz A de coeficientes técnicos y la matriz de coeficientes directos e
indirectos (I — A)~ 1.

Calcular la tabla de insumo producto para el afio siguiente, sabiendo que la

demanda final sera
12
Y* =
(%)

Observemos que en una primera mirada, podemos completar cuatro lugares de
la tabla:

- En la primera fila, la compra del sector Sy al sector S7, llamémosla x5,
tiene que cumplir que:

180 + z12 + 10 = 200

y despejando, tiene que ser x5 = 10.

- En la segunda fila, la compra del sector S; al sector Ss, llamémosla xo;
tiene que cumplir que:
21 + 8040 =100

y despejando, tiene que ser x9; = 20.

- En la cuarta fila, el valor bruto de la produccién es el mismo de la cuarta
columna, 200 para el sector S1, y 100 para el sector S;. Entonces:

S1 | S2 | DF | VBP
S1 180 | 10 | 10 | 200
So 20 | 80 0 100
VA

VBP | 200 | 100

Ahora calculamos los valores agregados.

- En la primera columna, como la suma tiene que dar 200, el valor agregado
de S; es cero.

- En la segunda columna, como la suma tiene que dar 100, el valor agregado
de S5 es 10.

Obtenemos:

S1 | S2 | DF | VBP
S1 180 | 10 | 10 | 200
So 20 | 80 0 100

VA 0 10

VBP | 200 | 100
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Para hallar la matriz A de coeficientes técnicos recordemos que

il'ij
aij = .
Xj
Entonces,
180 10 9 1
200 100 10 10
A= —
20 80 1l 8
200 100 0 10
Ahora, la matriz de Leontief es (I — A):
9 1 1 _ 1
10 10 10 10 10
(I-A)= - =
18 1 2
01 010 010

Nos piden ahora la inversa de esta matriz, la matriz de requerimientos directos
e indirectos:
20 10
— -1 —
(I - 4) ( 10 10 )

Calculemos los nuevos valores brutos de produccién. Se tiene

w_ (20 10 12\ _ [ 300
— 10 10 6 ) \ 180

Finalmente, armamos otra vez la tabla. Calculemos cada lugar x;;:

9 1
x11:a11-X1:1—0-300:270 $12:a12'X2:T0'180:18
= X, = = 300 = 30 = Xp= > 180 =144
T21 = A21 1= 10 = T22 = A22 2 = 10 =

Con lo cual, la tabla sera:

S1 | S2 | DF | VBP
St 270 | 18 | 12 | 300
So 30 | 144 | 6 180
VA 0 18

VBP | 300 | 180

10.24. Apéndice

Hoy dia, internet es una herramienta muy 1til para obtener informacién de diversos

temas. Aqui vamos a dar direcciones de organismos nacionales e internacionales con
ejemplos de matrices insumo producto de distintos paises e informacién que permita
ampliar el tema.

331



Introduccion a la matematica universitaria

En Argentina, el Instituto Nacional de Estadisticas y Censos (INDEC) es uno de
los responsables de la confeccién de la matriz de insumo producto. Otra explicacién
del tema puede verse en:

hitp : |/ Jwww.indec.mecon.gov.ar /mip/mip.htm

Las siguientes tablas estan en castellano:
Tabla de Argentina (1997):

http : / /Jwww.mecon.gov.ar [ peconomica/matriz/menu.html
Tablas de México, distintos anos:
hitp : /[ Jwww.inegi.gob.mz /est/de fault.asp?c = 1629
Tabla de Peru (1994):

hitp = / Jwww.inei.gob.pe/biblioineipub/bancopub/ E'st / Lib0092 / Indice.htm

En inglés, estan disponibles las tablas de Inglaterra, Italia, Francia, Alemania, Es-
tados Unidos, Australia, Canadd, Dinamarca y Holanda (en http : //www.oecd.org,
Organisation for Economic Co-operation and Development):

hitp : / Jwww.oecd.org/document/1/0,2340, en_2649_34263_2673345_1_1_1_1,00.html

Por 1ultimo, la autobiografia de Wassily Leontief, en el sitio web de la Fundacién
Nobel:

hitp = / Jwww.nobel.se/economics/laureates /1973 /leontie f — autobio.html
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Geometria analitica

11.1. Puntos en el plano

Como vimos en el capitulo 2 (ver 2.4); para ubicar un punto en el plano utilizaremos
los ejes cartesianos. Estos ejes, a los que llamaremos “eje 7 (al eje horizontal) y “eje
y” (al vertical), se cortan perpendicularmente en sus respectivos origenes:

Cualquier punto del plano queda determinado si le asignamos 2 coordenadas. En
la figura anterior, el punto P tiene primera coordenada o coordenada x igual a 3
y segunda coordenada o coordenada y igual a 2. Al conjunto de todos estos pares
ordenados de niimeros reales cualquiera (como el (3,2)) lo denotamos con R?, es decir
R? = {(z,y) : z,y € R}.

Siempre utilizaremos el orden (x,y) para referirnos primero a la coordenada x y
después a la coordenada y.

11.2. Vectores en el plano

Para algunas aplicaciones vamos a interpretar los puntos como wectores.

Esto es, como segmentos orientados que salen del origen de coordenadas (el punto
(0,0) del plano) hasta las coordenadas del punto. Cuando decimos “el vector (3,2)”
nos referimos al vector con la direccién de la recta que pasa por (0,0) y por (3,2)
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el vector (3,2)

~

=

=
v

y orientado de (0,0) a (3,2) (esto quiere decir que la “flechita” estd en el extremo
(3,2)).

Diremos que dos vectores tienen la misma direccion si estan situados sobre la misma
recta que pasa por el origen (0,0). Por ejemplo, los vectores (1,1) y (=2, —2) tienen
la misma direccién.

Cuando hablamos del sentido de un vector, nos referimos a la orientacién (dentro
de las dos posibles) del vector. Informalmente: “Para cudl de los dos lados posibles
(dentro de la recta que determina la direccién) apunta el vector”. En el dibujo anterior,
(1,1) tiene un sentido y (—2, —2) tiene otro (opuesto al de (1,1)).

11.3. Puntos en el espacio

Vayamos ahora a nuestro interés principal: los puntos y vectores en el espacio. Para
ubicarlos, en este caso, usaremos tres ejes orientados segun la figura y perpendiculares
entre si (ejes cartesianos): el “eje 2”7, el “eje y” y el “eje z” (como se ve en el grafico
siguiente, las lineas dibujadas llenas corresponden a los valores positivos de z, de y y
de z, y las punteadas a los negativos.)

La orientacién de los ejes dada en la figura no es la tdnica posible (por ejemplo
se podria poner “y” donde dice “x” y viceversa). La que hemos graficado se llama
“dextrogira” o “de la mano derecha”. Esto es debido a que si se extiende esta mano
con el pulgar hacia arriba y la palma abierta (imaginando que el origen (0,0, 0) estd en
la mufieca y la palma apunta hacia los elementos positivos del eje x), y luego se cierra
la palma 90°, entonces la palma pasa de apuntar a los positivos del eje z a apuntar a
los positivos del eje y, y el pulgar indica la posicién de los positivos del eje z. Esta es
la orientacién que tienen los ejes en la figura dada més arriba.
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Figura 11.1: Sistema de ejes cartesianos en el espacio.

Cualquier punto del espacio, se puede ubicar dando sus coordenadas en cada uno
de los ejes. Aca tenemos al punto (3,2, 5) representado graficamente:

A
z
(3.,2,5)
4
(3,2,9) Primera
3 coordenada Tercera
| « (o coord. en x) coordenada
2 - (o coord. en z)
- Segunda
1 2 3 coordenada
< | T 7 >
. y (o coord. en y)
2
3

Cualquier punto del espacio queda determinado por 3 numeros reales (sus coor-
denadas) y reciprocamente 3 nimeros reales definen 1 punto en el espacio. Deno-
minaremos al conjunto de “ternas ordenadas de ntimeros reales” con R3, es decir
R3 = {(z,y,2) : x,y,2 € R}.

En la figura anterior hemos graficado el punto (3,2,5) y hemos dibujado una caja
con vértices en (0,0,0) y (3,2,5) para dar una idea de tridimensionalidad.

En la péagina siguiente vemos una manera de graficar la caja y el punto. También
mostramos un ejemplo terminado de la representacion de un punto con algunas coor-
denadas negativas.

Cuando las coordenadas son negativas, conviene dibujar los bordes de la caja pun-
teados para mayor claridad. Ademés para dar mayor idea de perspectiva conviene que
las unidades del eje x sean mds cortas que las de los otros 2 ejes (el y y el z) que
deben tener igual longitud.
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v

v

1. Nos movemos 3 unidades en el eje x.

5|
4,
3 £ d
21 /4
.
B ‘ 12 3
y

3 ‘
X / v
4. Subimos 5 unidades paralelamente al

eje z (medidas desde el punto al que
habia llegado en el paso 2.).

A
—_
[}
W

3 T
X v

2. Desde ahi nos movemos 2 unidades
paralelamente al eje y.

A\

3. Completamos la base de la caja con
una linea paralela al eje x.

z z
0,0,5

b 5
4 4
ks T G.215)
2 / 21 /
i 1

« L2 3 « : L3 3 >
i Y VAR

x% v 3 '

5. Completamos la “tapa” de la caja con
bordes paralelos a los de la base (y apoyada
en el pto. (0,0,5) y el pto. al que llegamos en
el paso 4.).

X
6. Completar‘rrlos los lados que le faltan a la
caja y se obtenemos una imagen bastante
precisa (tridimensional) de la ubicacion del
punto (3,2,5).

Figura 11.2: Construccién del gréifico de un punto en R3.

Figura 11.3: Grafico de un punto con coordenadas negativas.
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11.4. Vectores en el espacio

De manera similar a la vista en el plano, muchas aplicaciones geométricas se inter-
pretan mejor si consideramos vectores en vez de puntos en el espacio:

A
z
41
3 el vector (3,2,5)
2 «
19/ -
< 1 ‘1 2 \3 >
1/ - y
2
3

El vector (3,2,5) es un segmento orientado con la “cola” en el (0,0,0) y la “cabeza”
(la flecha) en el punto (3,2,5). Para graficar un vector en R? se procede igual que para
un punto del espacio (seguir instrucciones dadas anteriormente), y al final se agrega
la flecha que une al (0,0, 0) con el punto representado (esta flecha es una diagonal de
la caja dibujada). Asi:

V' ;A
Z z
3 3
21 21
H - 11
4 1 \1 2 3 > 4 1 1 P 3 >
1/ y 1/ y
2 2
3

Figura 11.4: Gréfico del vector (3,2, 3).

11.5. Suma de vectores

Definicién 11.5.1. Sean v = (z1,y1) y w = (z2,y2) dos vectores de R?. Definimos
la suma de v y w como

v+ w= (1 + T2, Y1 + Y2).

Es decir, la suma de dos vectores da otro vector que se obtiene sumando las coor-
denadas correspondientes. Veamos un ejemplo.
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Siv=(3,2) y w=(1,4), entonces

vt w=(3,2)+ (1,4) = (3+ 1,24 4) = (4,6).

Graficamente:

v+w=(4,6)

v=(3,2)

el 4

La suma se puede calcular rapidamente usando el grafico de los vectores sin necesidad

de hacer cuentas. Se usa “la regla del paralelogramo”, asi:

y
v
w
< e d >
[ | I
1. Setienen los vectores 2. Se traza un paralelogramo 3. Se une el origen con el vértice mas
v que se quiere sumar. con los vectores como lados.  alejado y se obtiene el vector suma.

Hay otro método usando el gréafico que consiste en:

X

. X 2 Trasladar un vector 3.Y asi obtenemos el vector suma
1. Dibujar los vectores ) uniendo el origen con el extremo
paralelamente hasta el
del vector trasladado.

que se quieren sumar.
extremo del otro.

Este 1ltimo método es bueno si se quiere sumar mas de un vector a la vez:

338



Capitulo 11. Geometria analitica

M
v
u W
< / >
| [ [ [ M
1. Estos son los vectores 2. Asi obtenemos el
v que queremos sumar. vector suma.

Simplemente trasladamos paralelamente los vectores hasta poner la “cola” del vector
donde quedd la “flecha” del anterior. No hay que confundir el vector trasladado con
el “verdadero” vector que es el que tiene su “cola” en el origen.

En R? la suma de dos vectores se define como lo hicimos en el plano; sumando
coordenada a coordenada:

(1,91, 21) + (@2, 92, 22) = (x1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22).

Por ejemplo:
(37 43 5) + (33 727 71) = (67 27 4)

Graficamente también se procede de manera similar. De hecho, dados 2 vectores
en R? hay un tnico plano que los contiene. En ese plano se encuentra el vector que
resulta de sumar esos 2 vectores, como en la siguiente figura:

Plano formado

L por los vectores

vy Ww.

11.6. Producto de un ntimero por un vector

Definicién 11.6.1. Sean a € R yv € R?, v = (z1,1), definimos el producto de a
Yy v como

a-(z1, y1) = (a-z1, a-y1)
Es decir, el producto de un nimero por un vector da otro vector que se obtiene
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multiplicando cada coordenada del vector por el nimero . Por ejemplo si v = (3, 2):

3-(3,2) =(3-3,3-2)=(9,6)
(=2)-(3,2) =(-2-3,-2-2) = (—6,—4)

3.2 =(3-332)= (3.

N[—=

Graficamente

3v

Observacion 11.6.2. Se puede ver que el vector 3 - v tiene la misma direcciéon que
el vector original, el mismo sentido y tres veces la longitud de v. O sea que el vector
se “estird” (al triple) en la direccién de v. El vector —2v también tiene la misma
direccién que v pero el sentido es opuesto, y la longitud es de dos veces la de v. Al
multiplicar por %, el vector se “acorta” a la mitad. Esta situacién es general y no
depende del vector v. Podemos resumir todo de la siguiente manera:

Al multiplicar a un vector v por un numero positivo y mayor que 1 el vector se
“estira”, y se “acorta” si el niimero es positivo y menor que 1. Si el nimero por el
que multiplicamos es negativo, entonces el vector resultado, ademaés de su longitud,
cambia de sentido. La longitud nuevamente depende del valor absoluto del ntimero
por el cual se multiplica.

En el caso de vectores en R3, la definicién es similar:

Sia€Ry (z,y,2) € R3 se define el producto entre a y v como
a - (z,y, 2)=(a 2, a-y, a-2).
Por ejemplo:
2-(3,2,5) =(6,4,10); 1-(3,2,5)=(3,1,3) vy (-1-(3,1,3)=(-2,-1,-3).

También aca al multiplicar por un ntimero positivo o se “estira” o se “acorta” el
vector segin « sea mayor o menor que 1, y cambia de sentido si es negativo.

Los vectores verifican las siguientes propiedades, similares a la propiedad distributiva
de los ntimeros reales

Proposicién 11.6.3. Sean o, f € R, v y w dos vectores (v yw € R ov yw € R3).
FEntonces,

IL.a-vtw)=a-v+a-w.

2. (a+pB) - v=a-v+p-v.
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11.7. Resta de vectores

La resta de dos vectores no es en si misma una operacién que no se pueda conseguir
sin las que hemos estudiado hasta ahora, porque v—w es una abreviatura de v+(—1).w
(ver pagina 14 para comparar esta definicién con la definicién de resta de dos niimeros
reales), pero tiene una interpretacién geométrica que nos resultard muy tutil. Por
ejemplo, siv = (3,2) y w = (1, 3).

(3,2)-(1,3)=(3,2)+(-1)-(1,3)=(3-1,2-3)=(2,-1).
Gréficamente

y w=(1,3)

v=(3,2)

v-w=v+(-w)=(2,-1)
-w=(-1,-3

En el primer grafico aparecen v, w y —w; en el segundo tenemos v, —w y la suma
v + (—w) (usando la ley del paralelogramo). Veamos ahora una manera de calcular
v — w graficamente.

=R 4

“ I | |

Si queremos hacer v-w, dibujamos

(s 4

A

[l 4

¢ ! ! ! un vector desde la punta de wa la y lo trasladamos al
Dibujamos vy w. de v (en ese orden). origen paralelamente.

Asi llegamos al mismo vector que obtuvimos cuando hicimos la cuenta con sus
coordenadas; pero debemos tener cuidado: El vector v — w no es el vector que va
desde “la punta de v” a “la punta de w”; v — w es ese vector trasladado al origen. La
razén de esto es que, como w + (v — w) = v, entonces (v — w) es el vector que sumado
a w da v. O sea que si trasladamos (v — w) al extremo de w tenemos que obtener v.

Notemos que si hubiésemos hecho w — v en vez de v — w el resultado hubiese sido
distinto; el orden de la operacién determina el sentido del vector:

Este tema (interpretacién gréfica de vectores que no tienen su “cola” en el origen)
puede llevar a confusiones y es delicado; es conveniente que prestemos mucho atencién
para evitar errores.
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ol 4

11.8. Vector AB

Dados dos puntos, por ejemplo A = (3,2,3) y B = (0,2,1), usualmente denomi-
namos vector AB o “AB” al vector B — A. Segiin vimos en la seccién anterior, este
vector no va desde A hasta B. La situacion es la del grafico siguiente:

A

y

B-A

No debemos olvidarnos que todos los vectores que mencionamos con coordenadas
(como B—A = (3,0,2)) tienen la “cola” pegada al origen. Los vectores que dibujamos
“libres ” (como en de la figura anterior que une el punto A al B) nos sirven para hacer
interpretaciones geométricas. Por ejemplo, AB verifica que A + AB = B, porque
AB = B — A. Entonces AB es el vector que “lleva A hasta B” en este sentido.
(Recordemos que una manera de sumar graficamente vectores era ir trasladdndolos
paralelamente uno hasta el extremo del otro para después unir el origen con el extremo
del dltimo vector.)

11.9. Punto medio entre dos puntos

Dados dos puntos, por ejemplo el (2,3,3) y el (1,0,1), nos interesa encontrar otro
que esté en la mitad del segmento que los une.

A

‘-
o

~233)
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Este problema se puede resolver con las operaciones que acabamos de ver. Por
ejemplo, el dibujo anterior sugiere usar el vector resta (2,3,3) — (1,0,1) = (1, 3,2).
Porque

(2,3,3)=(1,0,1)+(1,3,2)

a0
¢ (1,3,2)=(2,3,3)-(1,0,1)

Y si recordamos que al multiplicar por 1/2 a (1,3,2) obtenemos un vector con la
misma direccién y sentido, pero con la mitad de su longitud, calculamos el punto
medio haciendo:

(L0.1)+1/2 (13,2).-N2.3.3)

(1,0,1)

Es decir, para encontrar el punto medio entre (1,0,1) y (2,3, 3), hacemos:
(1,0,1) + % [(2,3,3) — (1,0,1)] = 1 [(1,0,1) + (2,3,3)] .

Esta dltima féormula es mas compacta para calcular el punto medio. El caso general
se resuelve de igual manera.

Proposicién 11.9.1. Las coordenadas del punto medio entre los vectores (x1,y1, 21)
y (z2,y2,22) son:
3 [z, 1, 21) + (22,92, 22)] -
Una férmula andloga vale para vectores en R2.

Hay otra manera de obtener el punto medio. Si sumamos (1,0,1) + (2,3, 3), por la
regla del paralelogramo nos queda:

y '.‘(170’1)—"— (29333)

(2,3,3)

y si recordamos que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio
y utilizamos lo comentado antes sobre el efecto de multiplicar un vector por %, es
claro que el punto medio buscado es: 1 [(1,0,1) + (2,3, 3)]. O sea la mitad del vector
suma de los vectores a los que les buscamos su punto medio (igual que antes como
era de esperar).
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(1,0,1)

11.10. Norma de un vector

La norma (o el mddulo) de un vector es su longitud. También se puede pensar que
es la distancia de un punto (el extremo del vector) al origen. Por ejemplo, en el plano,
la norma del vector (3,2) es (usando el teorema de Pitdgoras) /32 4+ 22 = /13.

A

(3.2)

1 U3 13.2)]1=13

T T T
CO 5 3

Escribiremos ||(3,2)|| para referirnos a la norma del vector (3,2). En este caso
11(3,2)]] = v13. En R3 el célculo no es tan directo como lo es en el plano, pero
el razonamiento es similar. Calculemos la norma (la longitud) de v = (3,2, 4).

Para ello calculamos primero la longitud de la “sombra” del vector en el plano zy (el
“piso”). Lo podemos hacer porque es la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos
lados tienen longitud conocida. Son las coordenadas en = e y de v (es decir 3 y 2).
Por lo tanto esta hipotenusa mide /32 + 22. Ahora s{ podemos calcular ||v|| (longitud
de v), usando el teorema de Pitdgoras porque, de nuevo, ||v|| es la hipotenusa de un
tridngulo rectdngulo con lados de longitud conocida. Uno es v/32 4 22 (la longitud
de la “sombra”, que ya calculamos) y el otro es 4 (la coordenada en z). Obtenemos
entonces

ZJI
i v
[vl=v29 —= | A
3% +2° . »
3 y
X ................. € ‘‘‘‘‘ 3 2
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O sea que ||v]| = /(3,2,4)|| = V32 + 22 4+ 42.
Definicién 11.10.1. Sea v = (x,y, z). Llamamos norma de v a

(@, y, )|l = Va2 + y? + 22.
Observacion 11.10.2.

e Como vimos en la discusion que precede a la definicién, vale una férmula similar
para vectores en R2.

e Es importante recordar que geométricamente la norma de un vector mide la
longitud del mismo. También se puede interpretar como la distancia del punto
(x,y, z) al origen (0,0,0).

Si sabemos que ||w|| = 3 (es decir que w es un vector de longitud 3), jcudl es la
norma del vector % w? Segun lo que vimos al estudiar multiplicacién de un ntmero
por un vector (ver 11.6) debe medir % 3 =1,5. Este es un hecho general:

Proposicién 11.10.3. Sea v un vector en R? o en R3 y a € R. Entonces
loc-vl| = fe] - [[o]l-

En particular, si w es un vector no nulo y lo dividimos por su norma (su longitud)
se obtiene otro vector que tiene longitud 1. Es decir que vale siempre que HTlH w es un
vector de longitud 1. Esto es 1til cuando buscamos vectores de determinada longitud

en la misma direccién de uno dado.
Ejemplo 11.10.4. Encontrar un vector de longitud 4 que tenga la misma direcciéon
y sentido que el vector w = (1, —2,2).

Primero buscamos un vector en la misma direccién (y sentido) de w pero de longi-
tud 1 (como discutimos mds arriba). Para esto hacemos:

1 1 1 1 2 2
w = (1,-2,2) = — (1,-2,2) = <,—, ) .
[|wl] 1(1, —2,2)] V9 3733
Una vez conseguido esto “estiramos” este vector de longitud 1 hasta la longitud desea-
da, que es 4. Esto se logra multiplicando

1 2 2 4 8 8
4 = —=. ===, —=. = 1 )
(37 3 3> <3, 3’ 3), que es el vector buscado. Vv
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11.11. Distancia entre dos puntos

Supongamos que queremos calcular la distancia entre dos puntos, por ejemplo entre
los puntos (2,3,3) y (1,0,1).

Lo visto en las secciones anteriores, nos provee de todas las herramientas necesarias
para resolver este problema.

Identificando los puntos con vectores, como nos sugiere el grafico (recordando la
seccién sobre resta de vectores, ver 11.7), alcanza con calcular la norma del vector
resta (pensado en este caso con “cola” en (1,0,1) y “punta” en (2,3,3)). Asi que

(2,3,3) = (1,0,1) = (1,3,2) = [[(1,3,2)]] = V12 +32+22 = VI4.

(2,3,3)

(1,0,1) -~ (1,3,2)

Observemos que hacer la resta en el otro orden (1,0,1) — (2,3,3) = (-1,-3,-2) y
después calcular ||(—1,—3,—2)|| = V14 da lo mismo.

. (2,3,3)
1,0,

(-1,-3,-2

Entonces escribimos  d ((2,3,3),(1,0,1)) = V14.

Definicién 11.11.1. Sean v = (z1,y1,21) ¥y w = (T2,y2, 22) dos puntos cualesquiera
de R3, definimos la distancia entre v y w como

d((x1,91,21), (T2,92,22)) = V(21 — 32)% + (Y1 — ¥2)% + (21 — 22)2.

Es decir,
d(v, w) = [lv—wl.
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Observemos que la tltima férmula se aplica también a vectores en R2.

11.12. Producto escalar

Definimos ahora un producto entre dos vectores que da como resultado un escalar (es

decir un nimero).

Definicién 11.12.1. Dados v = (x1,y1,21) y w = (T2,%2,22) dos vectores en R3,
definimos el producto escalar de v y w, y lo escribimos < v,w >, como

<v,w > =< (r1,y1,21) , (T2,Y2,22) > = T1-To+y1-Y2+21-22.

Por ejemplo < (1, 2,-1), (0, 3,5) >=1-04+2-34+(-1)-5=0+6—-5=1.
Es posible definir el producto escalar para vectores de R?:
< (T1,51), (T2,92) >= 21 -T2+ Y1 - Y2 -

Veamos algunas propiedades de este producto.

Proposicién 11.12.2. Sean o € R y u, v y w tres vectores de R? o
de R3. Entonces:

i) <a-u,v>= a-<uv>=<u,a v> (propiedad asociativa respecto al
producto por un nimero)

i) <wu,v>=<wv,u> (propiedad simétrica)
i) <u,v+w>=<u,v >+ <u,w > (propiedad distributiva respecto de la suma)
) <wv,v>=|]|?
Observacion 11.12.3. Es muy importante notar que, para realizar cualquiera de las
operaciones definidas hasta ahora, los vectores deben tener todos el mismo tamano o

dimension, es decir no podemos por ejemplo sumar un vector de R? con uno de R? o
calcular el producto interno entre esos vectores.

11.13. Propiedades del producto escalar

Recordemos primero el enunciado del teorema del coseno (es un resultado cono-
cido de trigonometria mas general que el teorema de Pitdgoras, porque se aplica a
tridngulos que no son necesariamente rectdngulos).

b
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Dado un tridngulo cualquiera (como el de la figura de arriba) donde a, by ¢ son las

longitudes de los lados y « es el angulo opuesto al lado a, entonces

a® = b* 4 ¢* — 2bccos(a).

(También valen expresiones similares para b y ¢? en funcién de sus dngulos opuestos).
Usaremos este teorema para probar una propiedad que relaciona el producto escalar

de dos vectores con sus longitudes y el angulo entre ellos. Para ello, antes de seguir,

necesitamos la siguiente

Observacién 11.13.1 (Angulo entre dos vectores).

Dados dos vectores v y w € R?, hay dos “candidatos” a ser llamados dngulo entre los

vectores. Diremos que « es el &ngulo entre v y w si verifica que

0<a<lm.

. [ L m 5
Por ejemplo, el angulo entre v y w en el caso siguiente es 3 vy 1no gﬂ't

A\

/3
5/3n

La primera de las propiedades del producto escalar que estudiaremos es

Proposicién 11.13.2. Si « es el dngulo entre v y w entonces

<v,w >= [[o]| [lw]| cos(a).

Recordemos que la longitud de la linea punteada es la longitud del vector w — v.

Entonces, pensando en longitud de vectores y tridngulos, tenemos

[[w-v]

IVIlf o
[[wll
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Aplicando el Teorema del coseno (con a = ||w —vl|, b = ||v|| y ¢ = ||w]||) obtenemos
[lw = wl]* = [[o]]* + [Jw]|* = 2[[v]| [Jw]| cos(a).

Usando la definicién de norma de un vector, si v = (21,y1,21) y w = (22,y2, 22), la
igualdad anterior se traduce en:

(\/(1“2 —21)? + (y2 —y1)* + (22 — 21)2)2 =

2 2
:(\/x§+yf+zf> +(\/x§+y§+z§> —2y/2} 4+ yi + 22 \/x§+y§+z§ cos(a).

Simplificando esta expresion queda:

x5 — 2m122 + 23 + Y5 — 2p1Y2 + yF + 25 — 22120 + 27 =

w?+yf + 2 v a4 yd 2 - 2/aF +y + 2 /o +y3 + 22 cos(a).

Simplificando atin més (cancelando los términos al cuadrado) queda:

—231T9 — 2y1Ys — 22120 = —2¢/ 2 + yi + zf\/xg + y2 + 22 cos(a),

de donde, cancelando el —2, obtenemos:

mrws + gy + 2170 = \J03 + 4F + 22 [ad + 93 + 2B cos(a),
que es la igualdad que querfamos probar: < v,w >= ||v|| ||w]| cos(c). O

Esta propiedad nos da mas informacién sobre qué mide el famoso niimero < v, w >
y nos da una herramienta para todas la propiedades que siguen.

11.14. Interpretacion geométrica del producto escalar

Dados v = (1,2,3) y w = (2,3, —1), podemos calcular fdcilmente su producto esca-
lar: < v,w >=1-242-343-(—1) =5, pero ;qué mide 57 Trataremos de responder
esta pregunta. Para ello usaremos el teorema anterior que afirma que

< v,w >= [[o]| [[w]| cos(a).

Supongamos primero que tenemos dos vectores, v y w, donde uno de ellos cumple

[lv]] = 1 y llamemos s a la longitud de la proyeccién perpendicular de w sobre v (la
longitud de la “sombra” de w sobre v).
Como cos(a) = Tl (cateto adyacente sobre hipotenusa), entonces ||w||cos(a) = s.

O sea que (por 11.13.2)
<v,w>=1-|lw||-cos(a) = s.
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—s—

Entonces, en el caso en que ||v|| = 1, el nimero < v,w > es exactamente la longitud
de la “sombra” de w sobre v que nosotros llamamos s.

Es facil verificar que si cambia la longitud de v, el producto escalar cambia, sin
embargo la “sombra” de w no. Por lo tanto, si ||v|| # 1, el producto escalar no da
exactamente la longitud de la “sombra”. En este caso vale

< v,w >= [[o]] [|w]] cos(a) = [[v]| s,

o sea, la longitud de la “sombra” por la longitud de v (que es ||v]|). (Si el d4ngulo « es
mayor que 90° entonces el nimero < v, w > mide la longitud de la sombra cambiada
de signo: da negativo.)

Veamos otra propiedad del producto escalar. Primero recordemos que dos vectores
vy w son perpendiculares si forman un angulo recto.

Proposicién 11.14.1. Dados v, w € R3 no nulos (es decir # (0,0,0)), entonces vale
que:
<v,w>= 0 & v es perpendicular a w.

Se pide que v y w sean no nulos porque el producto escalar de (0,0, 0) por cualquier
otro vector siempre da igual a 0 y eso no quiere decir que sean perpendiculares.

Demostracion. Vamos a suponer que v y w son no nulos. Esto es equivalente a decir
que sus longitudes son no nulas, o sea que ||v]| # 0 y ||w|| # 0. Veamos entonces la
equivalencia:

<v,w>=0 <& || ||w]|cos(e) =0 & cos(a) =0 <&

T .
& a= 5 < vy w son perpendiculares.

donde la primer equivalencia es cierta por 11.13.2, la segunda porque ||v|| # 0 ¥y
[|lw]| # 0, la tercera porque 0 < o < 7 (y porque para esos «, cos(a) = 0 s6lo si
a = %)y la cuarta es por definicién de perpendicularidad. Con esto hemos demostrado
que los enunciados son equivalentes. O

Esta propiedad del producto escalar es clave, y la volveremos a usar mas adelante
cuando veamos rectas y planos.

Usando este tltimo teorema, podemos facilmente encontrar “a 0jo” un vector per-
pendicular a uno dado (hay infinitos). Busquemos por ejemplo un vector perpendicular
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al (2,5,3). Una forma rdpida de hacer esto es “cruzar” dos nidmeros (uno cambiado
de signo) y poner un 0 en el lugar restante:

(2 , 5 ,3)
N

( 5 ’ -2 ’ 0 )

Esto produce un vector perpendicular a (2,5, 3) pues
<(2,5,3),(5,-2,0) >=2-5-5-243-0=0
y por la propiedad anterior esto es equivalente a que (2,5,3) sea perpendicular a
(5,-2,0).
Veamos ahora cémo podemos usar el producto escalar para calcular el angulo entre

dos vectores.

Proposicién 11.14.2. Dados dos vectores v y w (no nulos), entonces, si o es el
dngulo entre ellos (como lo definimos en 11.13.1), vale que

( UU)>>
a = arccos
[[o]] []w]]

Demostracion. La demostracion es inmediata a partir del teorema 11.13.2, que dice
que < v,w >= ||v|| ||w|| cos(cr), donde « es exactamente el dngulo que nos interesa
calcular. Entonces, vale que

<v,w > v, w >
<v,w >= ||v|] ||w]| cos(a) = cos(a):m = a—arccos(H T ||>
|| ||w w

en la ultima implicacién usamos la funcién arco coseno donde
arc cos: [—1, 1] — [0, 7],

es la inversa de la funcién coseno . La tltima expresién es la que queriamos probar. [

Esta propiedad resulta 1til porque en general tenemos como dato de los vectores sus
coordenadas, digamos v = (1,2,3) y w = (5, —1, 1) y eso permite calcular ficilmente el
angulo entre ellos: < v,w >=6, ||v|| = V14 y ||w|| = v27. Usando el dltimo teorema

_ 6 . . .
obtenemos « = arccos <7\/ﬁ \/ﬁ) De otra manera hubiera sido bastante complicado

calcular el angulo a entre v y w.

11.15. Producto vectorial

El producto vectorial es un producto entre dos vectores (como el producto escalar)
pero con la diferencia que el resultado es un vector en vez de un nimero. Adem4s,
sélo podemos calcular el producto vectorial de dos vectores de R3. Para definirlo,
introduciremos antes una notacién para los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1). Los
llamaremos i, j y k respectivamente.

Esta notacién y el determinante de matrices nos permite definir de manera compacta
(y, esperamos, facil de recordar) el producto vectorial.
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Definicién 11.15.1. Sean v = (x1,y1,21) ¥ w = (x2,y2, 22). Llamamos producto

)

Una manera de recordar la formula del producto vectorial v x w consiste en calcular

vectorial de v y w al vector

1 <1
VX W= y
Ya 22

r1 21 1 Y1

T2 Y2

b

T2 Z2

el determinante formal

) J k
1 Y1 21
T2 Y2 22

donde, 7, j, k son los vectores mencionados anteriormente.

Veamos un ejemplo con v = (1,2,3) y w = (3,—1,5) para aclarar un poco:

i
vxw = (1,2,3)x (3,-1,5)=| 1 2
3 -1

S ICE
I

= 13-i—(=4)-j+(-7) k=
= 13-(1,0,0)+4-(0,1,0) — 7-(0,0,1) = (13,4,~7). v

11.16. Propiedades del producto vectorial

Proposicién 11.16.1. Dados dos vectores v, w € R3, los vectores son mailtiplos si y
solo si v x w = 0.

Proposicién 11.16.2. Dados dos vectores no nulos v y w € R3, entonces, el vector
obtenido haciendo v X w es perpendicular a ambos.

La demostracién queda como ejercicio. La sugerencia que damos es considerar dos
vectores genéricos v = (z1,y1,21) y w = (x2,y2, 22), calcular v X w en funcién de sus
coordenadas y después usar el teorema 11.14.1 (que dice que para a, b € R3 no nulos
es equivalente que a y b sean perpendiculares a que < a,b >= 0). Probar entonces
que en nuestro caso vale que < v, v X w>=0y < w,v X w >=0.
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Orientacion de v x w.

Ahora que sabemos que el vector v X w es perpendicular a v y a w, podemos pregun-
tarnos para que lado apunta, es decir qué orientacion tiene. El vector v X w respeta la
“regla de la mano derecha” (ya discutida en 11.3). Esto quiere decir que si ponemos la
palma de la mano derecha apuntando en la direccién y sentido de v (el primer vector)
y la cierra hacia donde se encuentra w, el pulgar queda apuntando en la direccion
y sentido que tiene v X w. Con esto sabemos “para donde apunta’ el vector v x w
(conociendo a v y w, obviamente). Veamos ahora que longitud tiene.

Proposicién 11.16.3. Dados v y w € R?, ||v x w|| = ||v|| ||w|| - sen(a) (donde a es
el dngulo entre v y w) *.

Si miramos el paralelogramo formado por v y w, usando el teorema anterior le
podemos dar una interpretacién a ||v x w||. {Cudl es?

W .
w
w /|
a L
VI
Sabemos que |[v X w|| = ||v]| - ||w]|| - sen(«), y que h = ||w|| sen(«) es la altura del
paralelogramo (porque por definicién sen(«a) = HThH) Por lo tanto ||v x w|| = ||v||.h,

que es el area del paralelogramo determinado por v y w. Hemos encontrado una
interpretacién geométrica de la norma (la longitud) de v x w.

Ejemplo 11.16.4. Calcular el area del paralelogramo determinado por los vectores
(1,4,0) y (—1,0,2) utilizando la propiedad de producto vectorial recién vista.

Calculamos

0

4
(17470) X (_17072) -1 2 0

I

= o~
S .
N O

|

. 1
AR

= 8i—2j+ 4k=(8,-24).

Por lo tanto, el area del paralelogramo es

1(8,—2,4)|| = /8 + (=22 +42 =64+ 4+ 16 = V34, V

*La demostracién de esta propiedad es tediosa y larga, pero no dificil, de manera que el interesado
puede leerla en el libro de de Guzmén y Colera, pag.139, citado en la bibliografia.
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11.17. Rectas en el espacio

Estudiemos ahora conjuntos infinitos de puntos en R?. Empecemos con las rectas.
Comencemos con una recta que contiene al origen (0,0, 0). Segtin vimos cuando estu-
diamos el producto de un nimero por un vector en 11.6, si tomamos un vector fijo,
por ejemplo v = (1,2, 1), y lo multiplicamos por distintos nimeros reales, se obtienen
vectores en la misma direccién que v, pero de distintas longitudes.

Si tomamos todos los vectores que obtenemos al hacer la multiplicacién de un nimero
real por el vector v tenemos todos los puntos que estan en la direccién de v. Esto se
debe a que al multiplicar v por un ntmero “estiramos”, “acortamos” o cambiamos
el sentido de v segin el nimero por el cual multiplicamos (ver 11.6). Una manera de
describir genéricamente todos estos puntos es escribiendo A - (1,2,1), con A € R (A
es la letra griega lambda). Entendemos con esto que A - (1,2,1) es un “miiltiplo” de
(1,2,1) y que A puede ser cualquier nimero. De esta manera, tenemos nuestra primer
ecuacion de la recta:

A-v, con A€ER,

aunque aun es un poco limitada porque, como dijimos al principio, s6lo describimos
rectas que pasan por el (0,0,0). Veamos como podemos describir todas las rectas.
Tratemos de encontrar una expresién genérica para la recta paralela a A - (1,2,1),
pero que “pase” por el punto P = (0, 1,2). “Que pase por” es una manera informal de
decir que determinado punto pertenece a la recta. Podemos conseguir esto sumando
a todos los vectores de la forma A.v el punto P, como muestran las figuras siguientes:

Es decir, si calculamos la suma (0,1,2) + A.(1,2,1) para los infinitos valores de
A, obtenemos una recta paralela a la que tenfamos y que pasa por P = (0, 1,2).
Podemos asegurar que P = (0,1,2) es un punto de la recta (0,1,2) + A - (1,2,1)
porque si tomamos A = 0, se obtiene (0, 1, 2).
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11.18. Ecuacion vectorial de la recta

Definicién 11.18.1. Llamamos ecuacién vectorial de una recta a toda expresion
de la forma
P+Av, XeR

donde P y v son vectores fijos, v # 0. El vector v se denomina vector direccién de
la recta y P el vector posicion.

A
v

Observemos que en general v no es un punto que pertenece a la recta. En cambio
P siempre pertenece a la recta.

Definiciones 11.18.2. Decimos que dos rectas son paralelas si sus vectores direc-
cion son maltiplos.
Decimos que dos rectas son perpendiculares si sus vectores direccion lo son.

Por ejemplo, las rectas r1 : (0,1,2) + X-(2,3,—1) y r2:(5,2,6) + \-(—4,—6,2)
son paralelas porque (—4, —6,2) = (—2).(2,3, —1).

Por otra parte, las rectas 1 y r3: (1,1,1) + X - (3,—2,0) son perpendiculares pues
<(2,3,-1),(3,-2,0 >= 0.

11.19. Ecuaciones paramétricas de la recta

Otra manera de describir todos los puntos de una recta es a través de sus coordena-
das. Tomemos la ecuacién vectorial de la recta (0,1,2) + A.(1,2,1). Esto quiere decir
que todos los puntos (z,y, z) que pertenecen a la recta verifican:

(2,y,2) = (0,1,2) + A\.(1,2,1) = (0+ A\, 1+ 2X,2+ \)

Pero esto es equivalente a que

= A
y = 142\
z = 24 A

A este conjunto de ecuaciones lo llamamos las ecuaciones paramétricas de la recta; el
nimero A es el pardmetro y sus valores determinan todos los puntos de la recta.
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Por otra parte, dadas las ecuaciones paramétricas de una recta, por ejemplo

r = b5—2\
= 3\
z = =24+

es muy simple hallar la ecuacién vectorial:
(z,y,2) = (5 =203\, =2+ X) = (5,0, =2) + (—=2X, 3\, A) = (5,0, —-2) + A\(—=2,3,1).

Primero separamos los términos que tienen A de los que no lo tienen y después sacamos
afuera el A. Finalmente quedé la ecuacién vectorial con vector posiciéon P = (5,0, —2)
y vector direccién v = (—2,3,1).

11.20. Ecuacién continua de la recta

Veamos otra ecuacion de la recta. Si tenemos una recta en ecuaciones paramétricas,
por ejemplo

= 2-A
y = =345
z = 142X
podemos despejar A\ en cada igualdad y obtenemos
T —2 y+3 z—1
-1 ’ 5 ’ 2 ’

0 sea que,
x—2 y+3 z-1

-1 5 2

Esta es la ecuacion continua de la recta. La bondad de esta ecuacién es que los

denominadores son las coordenadas del vector direccién v = (—1,5,2) y los nimeros
que restan a las variables son las coordenadas del vector posicién P = (2, —3,1). Debe
quedar claro que para que estas bondades sean ciertas, la ecuacion tiene que estar
escrita como la presentamos. Por ejemplo, si tuviéramos

2e—1 3-y z-1
3 1 2

la afirmacion anterior respecto a v y P ya no es cierta.
Hay casos donde no podemos completar el despeje porque A no aparece en alguna

de las ecuaciones. Por ejemplo

3
y = A+1
z = 242X\

En este caso, A no aparece en la primera ecuacién. Esto se debe a que el vector
direccién tiene esa coordenada igual a 0. Entonces escribimos

y—1 2-2

1 5 y x=3.
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En general, si v, v, v3 # 0, la ecuacion continua de la recta tiene la forma

rT—pPr_Y—P2_Z—D3

U1 V2 U3

donde P = (p1,p2, p3) es un punto de la recta y v = (v1,v2,v3) es su vector direccién.

11.21. Recta que pasa por dos puntos

Tratemos de determinar una ecuacién de la recta que pasa por dos puntos dados.

Ejemplo 11.21.1. Hallar una ecuacién de una recta que pasa por A = (1,0,3) y
B =(2,3,3).

Si observamos atentamente el dibujo, vemos que el vector direcciéon tiene que ser
AB=B- A= (1,3,0) (A — B también sirve) porque segin vimos en 11.8 AB es el
vector que “lleva” A hasta B (en el sentido que A+ AB=A+ (B — A) = B).

Y como, para completar la ecuacién vectorial, sélo falta un punto que pertenezca
a la recta, basta tomar a A (que queremos que esté en la recta). De manera que la
ecuacién de la recta que pasa por A= (1,0,3) y B=(2,3,3) es

(1,0,3)+ A~ (1,3,0), AeR.

Observemos que si tomamos los valores A = 0 y A = 1 verificamos inmediatamente
que la recta hallada pasa por Ay B.
Generalizamos este ejemplo en la siguiente proposicién.

Proposicion 11.21.2. Dados dos puntos distintos A y B una ecuacion vectorial de
la recta que pasa por A y B es

A+X-(B—A), MeR
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11.22. Interseccién de rectas

Estudiaremos los casos que aparecen cuando intersecamos rectas. A este estudio se
le suele llamar la posicién relativa de las rectas. Intuitivamente dadas 2 rectas r1 y ro
puede pasar que 1) no se corten y sean paralelas, 2) no se corten y no sean paralelas (se
las llama alabeadas), 3) se corten en un punto, o 4) se corten en infinitos puntos (es la
misma recta representada por dos ecuaciones distintas, se dice que son coincidentes).

A
z z

_—

—

v

»
<
>
<
v*\
<
A
>
«

1) No se cortan y son 2) Son alabeadas 3) Se cortan en un punto. 4) Son la misma recta.
paralelas.

A los casos 1) y 4) los estudiaremos juntos porque es el caso en que el vector direccién
de una de las rectas es multiplo del vector direccién de la otra. Esto podemos resolverlo
a “0jo”, o viendo que las coordenadas de los vectores direccién son proporcionales.

Por ejemplo si 1 : (1,0,2) + A(6,2,—1) y r2 : (7,1,0) + A(3,1,—1/2), los vectores
direccién (6,2,—1) y (3,1,—1/2) son miltiplos pues

(6,2,—1) =2-(3,1,—1/2).

Esto también se puede ver porque verifican que sus coordenadas son proporcionales

6 2 -1

7_7:7:2
31 —1/2

Por lo tanto, en este ejemplo sélo resta verificar si son la misma recta o si son rectas
paralelas. Para ello alcanza con verificar si algiin punto de r; (cualquiera) pertenece
a ry . Tomemos (1,0,2) € ry y veamos si estd o0 no en rs:

(1,0,2) = (7,1,0) + A(3,1,—1/2) = (7+3A, 1+ A, —1/2))

Obtenemos (igualando las coordenadas correspondientes)

1 = 743X
0 = 1+4+A
2 = —1Ix
De la segunda ecuaciéon queda A = —1 y de la tercera A = —4. Es un absurdo. Por lo

tanto (1,0,2) ¢ 7o, de donde concluimos que las rectas son paralelas y no se cortan
(no son la misma recta). v’

Veamos otro ejemplo donde resultan ser las rectas resultan coincidentes.
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Consideremos el caso de 71 : (1,0,2) + A(6,2,—1) y 72 : (7,2,1) + A(3,1,—1/2). Los
vectores direccién (como en el ejemplo recién visto) es uno miltiplo del otro, entonces
las rectas son paralelas (pueden no cortarse como en el ejemplo anterior o pueden ser
iguales). Tgual que antes tomamos un punto de r; y verificamos si pertenece o no a
ro. El (1,0,2) € r1 es un buen candidato ;Pertenece a ro?:

(1,0,2) = (7,2,1) + A(3,1,—1/2) = (T+ 3\, 2+ A, 1 — 1/2))

1 = 7432 =>45T=x=x1=-2
=4¢ 0 = 24X
_ 1
2 = 1-3A
y A = —2 verifica las otras 2 ecuaciones, entonces (1,0,2) € ry. Por lo tanto 71 y 7o

son la misma recta. Vv

Veamos ahora los otros casos, en que los vectores direccién no son proporcionales.

Estudiemos la posicion relativa de
r1:(1,0,2) + A(3,2,—-1) vy ro:(1,1,1)+ A(1,2,3).

Ahora, (3,2,—1) no es multiplo de (1,2,3) y por lo tanto estamos en los casos 2) o
3) del principio. Primero cambiamos el nombre del pardmetro de la segunda recta
(lo notaremos con p) porque no tiene por qué ser el mismo valor del pardmetro en
las distintas rectas el que dé el punto de interseccién ( veremos esto més claro en los
ejemplos). Entonces

rat(z,y,2) = (LL 1) +p(1,2,3) = (14 p, 1+ 24,14 3p)

r1:(z,y,2) = (14 3\ 2X, 2= )).

Planteamos que valgan lo mismo para algin punto (igualando las coordenadas de
cada recta) y resolvemos:

1+3X = l+4p =p=3A
— _ 2)2—1 _ 221 _ 1 _ 3
2-X = 1+3u

Evaluamos en la tercera ecuacién

y resulta
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Por lo tanto las ecuaciones no tienen solucién y entonces las rectas no se cortan, es

decir son alabeadas (no se cortan y no son paralelas). v

Veamos el dltimo caso con las rectas
r1:(1,0,2) +A(3,2,—-1) vy r2:(8,6,3)+ A(1,2,3).

Igual que en el caso anterior, como los vectores direccién no son proporcionales, in-
tentamos ver si tienen un punto en comin. Entonces procedemos igual que en el caso
anterior y queda:

1432 = 84+p =p=3x-7
20 = 6420 =22=642BA-7)=>8=4A=>A=2=>pu=-1
2—X = 343u

Reemplazamos en la tercer ecuacién y verificamos:
?
2-2=3+43(-1) = 0=0.
Por lo tanto las rectas se intersecan en el punto
($7ya2) = (1+327 227 2_2) = (7a4»0)

(ahi tomamos A = 2 en ry, pero podriamos haber tomado pt = —1 en rp). Vv

11.23. Planos en el espacio

Tomemos dos vectores no alineados v = (0,1,2) y w = (1, 1,1). Imaginemos el plano
que se “apoya” en esos vectores (el inico que contiene a los puntos (0,0,0), (0,1,2)
y (1,1,1)).

(Dibujamos el plano con “bordes” para poder verlo bien, pero los planos no tienen
esos limites). Si tomamos miltiplos de v y w, por ejemplo 2v y 3w, estos multiplos
siguen estando en el plano.
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Y lo mismo sucede para cualquier multiplo Av con A € IR y pw con p € R. Més atin,
si sumamos dos miltiplos cualquiera, el vector suma sigue perteneciendo al plano en
cuestion.

Lo importante es que eligiendo ntimeros A y p adecuados se “alcanza” cualquier
punto del plano “apoyado” en v y w.

De manera que todos los puntos de ese plano se pueden escribir como Av + pw para
algin A y algin p € R. La limitacién que tenemos es que estos planos pasan siempre
por el origen.
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Ahora veamos la ecuacién de un plano que pase por el punto P = (1,2, 3) y que sea
paralelo a los vectores v = (0,1,2) y w = (1,1,1). Lo que hay que hacer entonces es
usar el vector P para que nos sitie en el plano y desde alli usar los multiplos \v y
pw para acceder a cualquier punto X del plano (recordar como se sumaban vectores,
ver 11.5.1).

X=P+pvtpw

Observar que como en el caso de las rectas, el plano contiene siempre al vector
posicién P, pero en general no a los vectores paralelos v y w.

11.24. Ecuacion vectorial del plano

Definicién 11.24.1. Sean P un punto en R? y v, w dos vectores en R? no alineados*.
Llamamos ecuacion vectorial del plano que contiene a P y es paralelo a los vectores
vYyw a

X=P+X +pw, paraX, pe€R.

Si tenemos la ecuacién vectorial del plano
(z,y,2) = (1,2,3) + A(0,1,2) + p(1,1,1)

y queremos expresarlo en funcién de sus coordenadas hacemos:

z = 14+up
(,y,2) =(14+p-1,24+X-14+p-1,3+X-24+pu- )= vy = 24+A+pu
z = 34+2\+p

Esas son las ecuaciones paramétricas del plano.

11.25. Ecuaciones paramétricas del plano

Definicién 11.25.1. Las ecuaciones paramétricas del plano que contiene al punto
P = (p1,p2,p3) y es paralelo a los vectores v = (v1,vg,v3) Yy w = (w1, ws, w3) SON:

T = pr+A-vi+p-w
Y P2+ A-vg+ - wy A p € R
z p3t+A-vs+p-ws

*Es decir, tal que uno de los vectores no es un multiplo del otro.
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Si queremos pasar de las ecuaciones paramétricas a la vectorial se “deshace” el
camino. Asi:

r = 34+5A—pu
y = 2+up
z = —54+2\+3u

entonces (z,y,2) = (345X — pu, 2 + p, =5 + 2A + 3u).
Separamos los términos que tienen A de los que tienen p y de los que no tienen nada
y queda:

(2,y,2) = (3,2,=5) + (5A,0,2)) + (—p, 1, 3p) = (3,2, =5) + A(5,0,2) + pu(—1,1,3)

que es la ecuacién vectorial buscada.

11.26. Ecuacién implicita del plano

Hay otra manera de definir un plano usando la nocién de perpendicularidad. Prime-
ro, supongamos que el plano contiene al origen; en este caso, podemos determinarlo
diciendo “ el plano estd formado por todos los vectores perpendiculares al vector fijo
n (n # 0)”. Para fijar ideas, supongamos que n = (—1, 1, 2).

' N

Z
n=(-112)

(x.y,2)

v

X

Recordando la propiedad 11.14.1 del producto escalar, los puntos (x,y, z) del plano
perpendicular a n = (—1, 1, 2) son exactamente los que verifican que

< (m,y7z), (_L 1a2) >=0 )

que es lo mismo que decir
—z+y+22=0

Esta es la ecuacion implicita del plano.

De nuevo, tenemos que generalizar la ecuacién a planos que no necesariamente
pasan por el origen (0, 0,0). Ahora buscaremos la ecuacién de un plano perpendicular
an = (—1,1,2) pero que pase por el punto P = (2,5, 3).

. Qué deben cumplir los vectores genéricos X = (x,y, ) de ese plano? Deben cumplir
que X — P = (z,y,2) — (2,5,3) sea perpendicular a n = (—1,1,2) (mirar el dltimo
dibujo). O sea que se cumpla que:

< (x,y,z) - (275,3), (_17 172) >=0,
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ZAL X g
= X’y’Z
- Ll
n .-Y
P=(2,5,3)

X-P N

y
X

es decir que
—x4+y+2z—[(-2)+5+6]=0.

De ahi se obtiene la ecuacién —z + y + 22 — 9 = 0 que es la ecuacién buscada.
Directamente de la ecuacién, mirando los coeficientes que acompanan a cada variable,
podemos decir cual es el vector perpendicular al plano. En este caso es

-x+y+2z-9=0
El vector normal es (-1,1, 2).
1102

A este vector se lo llama vector normal al plano.

Definicién 11.26.1. Liamamos ecuacién implicita del plano que contiene al punto
P = (p1,p2,p3) y es perpendicular al vector n = (ny,na2,n3) a

<n, X—P>=0 esdecir mni(x—p1)+na(y—p2)+ns(z—ps3)=0.

Una forma més mecdnica de calcular la ecuacién implicita del plano perpendicular
al vector n = (—1,1,2) que contiene a P = (2,5, 3) consiste en escribir primero

—r+y+ 2z

usando n y luego evaluar esa expresion en (2,5,3) o sea hacer —2+5+2-3=9.Y
usamos el 9 para completar la ecuacién implicita del plano:

—r+y+22=09.
Lo que en realidad hemos usado son propiedades del producto escalar:
<N, X—-—P>=0 = <n,X>-<nP>=0 = <nX>=<n,P>.

De esta forma “obligamos” que P = (2,5, 3) pertenezca al plano (o verifique la ecua-
cién que es lo mismo).

A partir de la nocién de vector normal a un plano, podemos dar las siguientes
definiciones.
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Definicién 11.26.2. Sean w1 y mo dos planos con vectores normales ny y no respec-
tivamente y sea L una recta con vector direccion v.

1. Decimos que w1 y mo son paralelos si ny y ny son proporcionales™.

2. Decimos que dos w1 y mo son perpendiculares si sus n; y ne son perpenicu-
lares, esto es si < ni,ng >=0.

3. Decimos que L es perpendicular a 7, v es proporcional a n;.

4. Decimos que L es paralela a w1 si v es perpendicular a ny, es decir, si
< wv,n; >=0.

| . A{I> §I7
a Q A

1

(En estos gréficos los vectores dibujados con trazo ancho son los vectores normales
al plano o los vectores direccién de la recta, segin corresponda.)

A partir de estas definiciones, es claro que conocer una ecuacion implicita de un
plano es de gran utilidad para resolver problemas de paralelismo o perpendicularidad.

Para pasar de la ecuacién implicita —x + y + 22 — 9 = 0 a la ecuacién vectorial ne-
cesitamos encontrar 2 vectores paralelos al plano y un punto que pertenezca al plano.
Decir que un vector es paralelo al plano es lo mismo que decir que es perpendicular
al vector normal n = (—1,1,2). Usemos lo aprendido en 11.14 para encontrar “a 0jo”
vectores perpendiculares a n = (—1,1,2). Uno puede ser (1,1,0) y el otro (0,2, —1).
Recordemos que estos vectores no deben estar alineados (estos no lo son, §, por qué?).

Ya tenemos los vectores paralelos al plano que necesitibamos para armar la ecuacién
vectorial; nos falta encontrar un punto cualquiera que pertenezca al plano.

Para esto, usamos la ecuacién implicita que tenemos poniendo varios ceros y después
despejamos de manera que se cumpla la igualdad. Por ejemplo ponemos z =0ey =0
y queda

—04+0+22=9 = z=

| ©

Entonces un punto que pertenece al plano es (z,y,z) = (0,0, %) Ya tenemos todos
los ingredientes de la ecuacién vectorial que es:

(0,0, %) +A(1,1,0) + u(0,2,-1), A, peR.

*Es decir, si uno de los vectores es un miltiplo del otro: na = Ani, A € R.
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Para pasar de la ecuacién vectorial a la implicita utilizamos el producto vectorial.
Recordemos que v X w da un vector perpendicular a v y a w (ver 11.16.2) Entonces,
si tenemos la ecuacion vectorial del plano

(0,0,2) + A(1,1,0) + p(0,2, -1).

y buscamos la ecuacion implicita, lo primero que hacemos es buscar el vector normal
que tiene que ser perpendicular a los vectores (1,1,0) y (0,2, —1). Para ello hacemos:

n—(0,2,—1)x(1,1,0)_‘ 2 B

0
1 0 1

— N

z—‘(l) O‘j+‘ 'k_(l,—l,—Q).
Observemos que dio un vector opuesto al que tenfamos antes (cuando vimos como
pasar de la ecuacién implicita a la ecuacién vectorial). Esto puede suceder, porque
no hay un tdnico vector normal a un plano. Ahora sélo nos falta un punto del plano
para completar la ecuacién implicita, para esto podemos usar el punto (0,0, %) de la
ecuacién vectorial que siempre es un punto del plano. Como vimos en el principio de
la seccién con estos elementos se puede calcular la ecuacion:

<(z,9,2) = (0,0,2),(1,-1,-2) >=0 = z-y—22+9=0.

Este ejemplo permite ver que un mismo plano tiene varias ecuaciones implicitas que
lo describen (todas se obtienen multiplicando una por algin nimero). También tiene
infinitas ecuaciones vectoriales distintas que lo describen (;Cuédntos pares de vectores
v y w paralelos a un plano y cudntos puntos P que pertenezcan al mismo podemos
elegir?)

11.27. Plano que pasa por tres puntos

Sabemos que dados tres puntos del espacio no alineados*, existe un tinico plano que
lo contiene. Entonces, ;como encontramos alguna ecuaciéon del plano que contiene a
los puntos A = (1,0,1), B=(2,-1,3) y C =(0,0,1)7

*Es decir, que no pertenecen a una misma recta. Un modo de decir si tres puntos estan alineados o
no, es encontrar alguna ecuacién de la recta que pasa por dos de ellos y verificar si el punto
restante satisface la ecuacién o no.
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Recordemos lo hecho para el caso de una recta que pasa por dos puntos y tratemos
hacer algo similar ahora.
Si tomamos

B_A:(27_1’3)_(17071):(1’_172) y C_A:(07071)_(170a1):(_1a070)7
obtenemos dos vectores paralelos al plano buscado

z

B-A C-A y .

o

Con esto tenemos la mitad del trabajo hecho, porque para conseguir la ecuacién
vectorial del plano sélo falta un punto del plano; pero esto no es problema, como
dato tenemos tres. Elijamos uno cualquiera, por ejemplo A = (1,0, 1). La ecuacién
vectorial queda:

(1,0,1) + (1, —1,2) + u(—1,0,0).

De esta ecuacién podemos obtener cualquiera de las otras ecuaciones estudiadas (lo
vimos en las secciones anteriores).

Proposicién 11.27.1. Dados tres puntos A, B y C no alineados, una ecuacion
vectorial del plano que los contiene es:

A+ANB-A) +u(C—A), X\ peRr

11.28. Interseccion entre planos y entre planos y rectas

Primero estudiaremos las “posiciones relativas” entre 2 planos. Intuitivamente dos
planos 7 y mo pueden estar en las siguientes situaciones:

z
z
z

X X X

1) Son paralelos y no se cortan. 2) Son el mismo plano. 3) Se cortan en una recta.

Como los planos pueden determinarse con una sola ecuacién lineal, usaremos siste-
mas de ecuaciones para resolver todas las intersecciones.
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Por ejemplo veamos que ocurre con los planos
mir—3y+2z=1 y my : —2x + 6y — 4z = 3.

. Son paralelos y no se cortan? ;Son iguales? ;jSe cortan en una recta?
Para encontrar un punto (z,y, z) que pertenezca a ambos, ese punto debe cumplir
con las dos ecuaciones del sistema al mismo tiempo, es decir debe satisfacer:

r—3y+2z =1
—2rx+6y—4z =

Al triangular (cémo resolver sistemas de ecuaciones lineales estd explicado en la pagina
264 y siguientes) nos da un absurdo. Por lo tanto no existe solucién; esto significa que
no existe ningiin punto que satisfaga las dos ecuaciones al mismo tiempo. Entonces,
los planos no se cortan (son paralelos y no se cortan). Es el caso 1). v

Veamos otro ejemplo. Determinar, si existe, la interseccién de los planos
mir—3y+2z=1 y Ty 1 —2x + 6y — 4z = —2.
Para resolver el problema, debemos hallar las soluciones del sistema

r—3y+2z = 1
—2x+6y—4z = -2

Al triangular, vemos que las dos ecuaciones son equivalentes (queda toda una fila de
ceros). Esto significa que todos los (z,y, z) que cumplen la primera ecuacién (es decir
estdn en el plano ;) también cumplen la segunda (estdn en el plano ms) y viceversa.
En este caso las dos ecuaciones describen el mismo plano o sea que estamos en el caso
de la figura 2). v

Veamos un ejemplo mas, hallar la interseccién de

mir—3y+2z=1 vy mo 1 2x+y+2z2=3.
Como en los ejemplos anteriores, debemos hallar las soluciones de

r — 3y + 2z =1
2t + y + z =

Triangulando obtenemos el sistema equivalente

r—3y+2z = 1
Ty—3z = 1

Entonces podemos despejar x e y en funcién de z. Queda:

71+3271
y=

=~ w

1 1
z y x1+3y221+3<7+§z)2z7057) .
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Una manera de escribir todas las soluciones es:

(x,y,2) = E—§z 1—&—;2 z
7y7 - 7 777 7’ )

que es una recta. Es la recta en la que se cortan 7 y me. Para que la ecuacién tenga
un aspecto mds familiar, reemplazamos z (que es la variable independiente) por A y
obtenemos la ecuacién (paramétrica) de la una recta

10 5, 1 3
=|l=—-—zA s+ A A AeR.
(x7y72) <7 7 ’ 7+7 ) )7 € \/

Si tuviésemos 3 planos, se agrega una posibilidad maés: que los planos se corten en
un punto:

S

También se pueden cortar en

Se cortan en un punto una recta.

La manera de resolverlo es igual que las anteriores, con una ecuacién més (queda
un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas).

Para estudiar la posicion relativa entre un plano y una recta tenemos una forma
rapida de hacerlo si el plano estd descripto por una ecuacién implicita y la recta
por sus ecuaciones paramétricas. Busquemos, por ejemplo, la interseccion de la recta
ri(x,y,2) =1+ X302+ 2)), A€ Rcon el plano 7 : 2 — 3y + 2z = 1.

Como queremos encontrar los puntos de la recta que estdn en el plano, reemplazamos
las coordenadas de la recta en la ecuacion del plano y vemos cual es el A que hace
que se verifique:

(IT+X)-=-3BN+2242\)=1=5-4r=1 = X=1
Entonces el punto de interseccién se calcula evaluando A = 1 en la ecuacién de la

recta: (14+1,3-1,2+2-1) = (2,3,4) (porque con ese A = 1 vimos que se verificaba
la ecuacién del plano). El punto (2,3,4) es la interseccién de r con 7. v/
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Si la recta r no estd escrita en su ecuaciéon paramétrica la pasamos a esa forma, lo
mismo si el plano no estd en su ecuaciéon implicita.

11.29. Ecuaciones implicitas de la recta

Hay otra forma de presentar una recta ademds de las que ya vimos y consiste en
escribirla como intersecciéon de dos planos, por ejemplo asi:

r — 3Jy + 2z =1
2t + y + z =

A estas ecuaciones se las llama ecuaciones implicitas de la recta. Veamos en un ejemplo
una manera de conseguir las ecuaciones de dos planos distintos que contengan a una
misma recta.

Consideremos con la recta (1,1,1)+A(3,0, 1). Buscamos las ecuaciones de dos planos
paralelos a r (o sea tales que los vectores normales de cada plano son perpendiculares
al vector direccién de la recta, el vector (3,0,1)) y que contengan al punto (1,1,1).
Esto obliga a que la recta esté contenida en ambos planos, y por lo tanto que esté en
la intersecciéon de ambos. Nosotros aprendimos en 11.14 a buscar vectores perpen-
diculares “a ojo” de (3,0,1), por ejemplo (0,1,0) y (1,0,—3) sirven (para que los
planos sean distintos hay que elegir dos vectores no alineados). Con estos dos vectores
normales a cada plano y el punto (1,1,1) (que debe pertenecer a los dos planos) nos
armamos las dos ecuaciones implicitas de los dos planos:

Y = 1
x — 3z =1

y quedan las ecuaciones implicitas de la recta r. Vv

11.30. Distancia de un punto a una recta

En 11.11 vimos como calcular la distancia de un punto a otro. Ahora nos interesa
calcular la menor distancia de un punto a una recta (que no lo contiene)

pe
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Para que la distancia sea la menor posible tenemos que lograr que la linea punteada
en la figura siguiente sea perpendicular a la recta. Luego buscamos el punto @) inter-
seccion de la recta punteada con la recta dada y calculamos la distancia de P a @,
que es algo que sabemos hacer.

Ejemplo 11.30.1. Calcular la distancia entre la recta r : (1,0,2) + A(1,3,1) y el
punto P = (—5,0,—3).

Procedemos de la siguiente manera. Primero buscamos un plano 7 perpendicular a
la recta r que pase por el punto P.

Después, calculamos la interseccién de 7 con 7 para obtener el punto ). Por tltimo,
calculamos la distancia de P a (). Esa es la distancia de P a r.

Para buscar un plano 7 perpendicular a la recta r, usamos que el vector direccion
de la recta tiene que ser multiplo del vector normal del plano. Como lo podemos
elegir, tomaremos el mismo vector direccién de la recta: (1,3,1). Entonces tenemos
que armar la ecuacién del plano con vector normal (1,3,1) que pase por el punto
(—5,0,—3) (ver 11.26). Haciendo los cdlculos da la ecuacién x 4 3y + z = —8. Como
dijimos maés arriba ahora calculamos r N 7:

1+4A+3BN+2+A=-8 = 11A4+3=-8 = A=-1L

Entonces el punto interseccién es @ = (0,—3,1). Por lo tanto la distancia buscada es

d(P,Q)=+/(=5)2+ 32+ (—4)2 =V50. v

11.31. Distancia de un punto a un plano

Ahora buscamos la menor distancia de un punto a un plano. Aca la situacién es similar
a la anterior (punto-recta).

op *P

o T

Buscamos que la linea punteada sea perpendicular al plano. Si encontramos el punto
Q del gréfico hemos resuelto el problema.

Ejemplo 11.31.1. Calcular distancia del punto P = (1,2,0) al plano z +y — z = 1.
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Primero, buscamos la recta r perpendicular al plano m que pasa por P y calculamos
r N m. Eso nos da el punto @, calculamos d(P, Q) y ya esta.

La recta r tiene que tener la misma direcciéon que el vector normal del plano n =
(1,1, —1) (porque tiene que ser perpendicular a 7, igual que el vector n). Por lo tanto,
como ademds r tiene que pasar por (1,2,0), su ecuacién vectorial es:

(1,2,0) + A(1,1,-1).

Después, calculamos la interseccion entre la recta y el plano. Un punto de la recta
tiene la forma (1 4+ A, 2 + A, —\) para algiin \, reemplazamos en la ecuacién de
7y queda r N7 (14 A) + (2+ A) — (=A) = 1, de donde sale A = —2. Entonces

Q=(1,2,0)— (3)(1,1,-1) = (3,3, 2). Y la distancia buscada es

wr@ = (3 o) (0-2) = L
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Apéndice 1
Practicas de Matematica 1

Practica 1 - Ecuaciones e inecuaciones

1. a) Escriba en lenguaje algebraico las siguientes informaciones relativas a la
base x, y a la altura y, de un rectdngulo (conviene intentar pensar primero
con dibujos de rectdngulos concretos)

1) La base es el doble de la altura.

)
2) La base excede en 5 unidades a la altura.
3) la altura es 2 de la base.
4) La base es a la altura como 7 es a 3.
5) Es 4rea del rectangulo es 50 cm?.

)

6) La base y la altura difieren en 10 unidades.

por ejemplo: “La base excede en 5 unidades a la altura” se escribe

T=y+5

b) Asocie cada enunciado con la expresién simbdlica que le corresponde utili-
zando una linea de lapiz.

(I)  El doble de un niimero menos 7. (A)  (a+b)?
(IT)  La diferencia de dos nimeros dividida por 3.  (B) a? + b2
(III)  La tercera parte de un nimero menos otro. (C) 2a—-7
(IV) El cuadrado de una suma. (D) %’b
(V) La suma de los cuadrados de dos nimeros. (E) §-0
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2. Halle el dominio de cada una de las siguientes ecuaciones.

@1072:5 b) Tz —8=—2z+6
2
c) x+3=x-2 d)=-=4
x
2z —4 2—z 1+z
R ) 5 T3
2 — 2
) e+ 3z —1=2a2 4o +2 py = _ 2t
5 4
) 62% — 4 + 2z
) 2ar1=—4 ) P e
i x+ ) 3z +1 v
1 ) 5T + 3 ) 4
k = 1 — =3
) ”3;2+2(ac—2) 4r — 8 ) ac+3+x

Resuelva las siguientes ecuaciones indicando en cada paso qué propiedades de
los nimeros reales emplea.

2 1 2
a) 3z+1=2 b) 5(36—1—2)_—1 c) E_3_
A S I R
D) = 2z e 9 =X

Aplique las propiedades de los niimeros reales para verificar o deducir las si-
guientes igualdades numéricas

(a) (a+0b)*=a%+2ab+b* Va,beR;

(b) a*—b*=(a+b)(a—b) Va,beR

e

© (2)7'=2 VabeRy (d)

ad
=— Vb,c,deR
be , Gy € #0

alo

5. Resuelva todas las ecuaciones del ejercicio (2), cuidando recordar los dominios
respectivos.

6. Resuelva las siguientes desigualdades de la siguiente manera:

a) halle primero los puntos de corte (interseccién) entre las gréificas de las
funciones de cada inecuacién

b) grafique ambas funciones y determine graficamente la solucién
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i) z—10>2—2x i) Tr—1<2zx+1
i) 2+32—-—2)>4—=x iv) —b<zr—4<2-z
v) 3x+4+2<3x47 vi) (x+3)2—z>4—=x

7. Resuelva analiticamente las inecuaciones (desigualdades) del ejercicio anterior,
indicando en cada paso qué propiedades de los nimeros reales ha utilizado.
Represente el conjunto solucién como intervalo o unién de intervalos y grafiquelo
en la recta real.

8. Aplique las propiedades que ya conoce de los niimeros reales para verificar las
siguientes propiedades:

a) YVaeR, a®>>0

b) Va,b,ceR talesque a<b y ¢<0, setiene ac > be
c) a>0=>a1>0

d) Va,beR tales que a <b, se tiene a<a7+b<b

9. Algunas de las siguientes relaciones no valen en general.

a) Analice primero para que valores de a,b,c¢ € R tienen sentido todos los
términos de la relacién

b) Encuentre el mayor subconjunto de los ntimeros reales donde la relacién
es valida (jtenga en cuenta que tiene que ser un subconjunto del hallado
en el item previol)

a) (a+b)?=a?>+b* b) VaZ+b2=a+b ¢) Vat+tb=a+Vb

ac+b7

a+b f) a>b=a%>0b°

1 1
g) =+ - h) a®><a i) (a+0b)®=a+3ab+ b3

j) Va?=-a k) “C:b:cm ) (Va)l=a

10. Halle el dominio de las siguientes inecuaciones, y resuélvalas graficamente, bus-
cando primero las intersecciones. Escriba el conjunto solucién como unién de
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intervalos y represéntelo en la recta numérica.

5+ 3+ 2¢ —1
<
a) 5_9672 b) 4_I>3 c) 0<x_1<1
z+5 _ x—7 3

d -1 2 > f
) (@—=1)(z+2)>0 e) 122271 ) x+1<0

2 —1 : 2
g) z*—36>0 h) —-1<0 i) 22—6x+8>0

T+ 2
j) 2 <—x+2

11. Resuelva analiticamente las inecuaciones del ejercicio anterior.

12. Decida si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. En caso de ser
falsas de un contraejemplo.

a) VzeR, |z[>0 b) VayeR, [zy|=[z|ly|
c) Vao,yeR, [z+y|=lz[+]y] d) VzeR, [-3z|=3]|z]
e) Ve eR, |-z|=—]x] f) V<0, |z|=—2

por ejemplo: (¢) es FALSA porque tomando x = —7, y = 2, se tiene | x +y |=
| =7+2|=| =5|=5; en cambio | =7 |+ |2 |=7+2 =9, que es distinto de 5

13. Resuelva las siguientes inecuaciones analiticamente. Escriba el conjunto solu-
cién como unién de intervalos y represéntelo en la recta.

a) |[z—31|<5 b) |2—z|<2 ¢) [2z+11]>2
d) |3z—-2|<3x—4 e) lr—1|<|x+3]

14. Encuentre el dominio de las siguientes ecuaciones, y luego resuélvalas. Expli-
que que operaciones realiza en cada paso de la resolucién, mencionando que
propiedades de los niimeros reales utiliza.

43
- =0 b) —fa”_m
V3 + 52 x+3

—9)(—22+6 ,
d) v/ 2?4 605 D246 ¢) —bzi + 6275 +28 =0
2V —x? + 62— 5

_3

a) —5x(3+5x%)72 + =0

50 ) 1 )
—14=0 f = =0
1122 " >(gc—3)2+(x73)d

e)
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Practica 2 - Funciones

1. Decida, en cada caso, si la curva dibujada puede ser el grafico de una funcién

definida en el intervalo [a, b]

'\

Q-

C
\

N

2. De las curvas que resultaron ser funciones, determine graficamente su imagen.

3. Dadas las siguientes funciones reales, calcule su dominio e imagen y trace un
grafico aproximado.

a) f(z)=2(x—1)+3

4. Considere las funciones del ejercicio anterior

20+ 1

b) f(z) = 2

e) fl)=|z—1|+5

) f(z) =2(z—5)?2 -1

a) Halle, para cada una de ellas, los siguientes conjuntos (resuelva analitica-

mente)

Co(f) = {x € Dom(f) / f(x) =0},

Cy(f) = {x € Dom(f) / f(z) > 0}
y  C-(f)=A{x € Dom(f) / f(z) <0}

b) i qué se obtiene al calcular la unién de los tres, o sea Co UCL UC_ ?
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5. Calcule los dominios de las siguientes funciones reales:

f(x):\/gjLﬁ g(z) = ——— h(z) = {/ = — =
. Sean f,g,h: R — R dadas por: f(z) =2+ 8, g(x)::cz, hiz) =2 —8

[=p}

a) Calcule fog, gof, foh, hog . ;Cudles son los dominios de las
composiciones?

b) Calcule analiticamente las imdgenes de las composiciones.

1 2 —1
ﬁ’ g(x)—T

7. Considere f(x) =
a) Calcule la composicién f o g jqué férmula obtiene?
b) ;Cudl es el dominio de f o g? iy el de go f7 (jcuidado!)
8. Sean f(x) =x+1, g(z) =2 —4, h(zx) = —2z.
a) A partir del grafico de c¢(z) = 22, haga los graficos de: co f, cog, co
h, foc, goc, hoc

b) Ahora haga lo mismo con la funcién ¢ dada por el grafico siguiente:

9. Grafique, sin utilizar una tabla de valores y usando desplazamientos, las siguien-
tes funciones

a) f@) =2 —1  b)g)=(z—1)° <) h(x)=—(=*+2)
10. Escriba qué operaciones se realizaron con f, g y h para obtener r, siendo
fle)=lz], g@)=x-2 y h(z)=3z
a)r(x)=lz—2| Db)r(z)=|z|-2 c)r(z)=3|z—-2| d)r(z)=|3z—-2]

por ejemplo, r(x) = 3 |  — 2 |, puede escribirse como r(x) = (ho fog)(x)
j Verifiquelo!
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Sea f(x) =

r—1

- ‘

a) Haga el gréfico de f
b) (Es f sobreyectiva? ;Cuél es su imagen? Justifique graficamente
c¢) Halle el intervalo [a, b] més grande que contenga a xg = 1/2 donde f resulte

inyectiva

Sea
247 st o z<1
fz) =

a) Haga el gréfico de f

b) A partir del grafico de f haga el grifico de g(x) = —f(x + 2)

3r+5 si z>1

¢) Calcule graficamente Im(g) ;Es g sobreyectiva?
2z — 1
“Eiam s Y IV

a) Halle Co(f), C+(f) y C-(f)

b) Determine el dominio de g o f y calcule su expresién.

Sean f(z)

Decida, en cada caso, si el nimero yo pertenece a la imagen de la f: (justifique
analiticamente)
a) f(x)=a22—-2x—-3, y=0

b) f(z) =+v2x+3, yo=3
_2z-3

c) f(l")—?Jrf yo =1

Sea f(x) =| 2% — 8z +12 | -7

a) Haga el grafico de f
b) Determine graficamente la imagen de f jEs f inyectiva?
c) Halle el intervalo [a,b] mds grande que contenga a x, = 5, de manera que

f sea inyectiva en [a, b]

Para cada una de las siguientes funciones, calcule su imagen analiticamente

a) f(z)= gi jg b) g(z)=+vdzr -1 ¢) h(z)=(z—2)*+3

Determine analiticamente el dominio natural, la imagen, inyectividad y so-
breyectividad para cada una de las siguientes funciones:

a) f(x) =222 +3x+1 b) f(z) =vVa +2 c) fl) =+va2 -9
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3x+6
x+1

18. Sea g(z) =

B

a) Haga un gréfico aproximado de g

b) Si considera g : (—1,+00) — R, jcual es la imagen de g? Justifique grafi-
camente

c¢) Calcule g~ : Im(g) — (=1, +00)
19. Para cada una de las siguientes funciones, elija dos intervalos A, B C R (los

més grandes que encuentre) de forma tal que f : A — B sea biyectiva. Para
estos A, B hallados calcule f~! y grafique f y f~! en un mismo sistema de ejes

coordenados:
4x +3
W) f@)=30-7 D) fla)= ¢) f() = —2y7+3
d)f(x):iig e) f(x) = 2@+ 1)2+3 f) f(z)=2>—-22+2

Por ejemplo, la funcion del item (b) tiene como dominio a Rx_2, y su imagen es R4.

Como su grdfico es una hipérbola (graficarla), se puede elegir como dominio el intervalo
(—00, —2) para que alli resulte una funcidn inyectiva. La imagen de este intervalo por
f resulta ser el intervalo (4, +00).

Entonces tomando A = (—o0,—2), B = (4,4+0) , f: A — B resulta biyectiva.

2z—3
4—x °

Su inversa se obtiene despejando x, y tiene formula f~(x) =
Los grdficos correspondientes son:

|l|"I

y=rx)
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Practica 3 - Trigonométricas y Exponenciales

1. Usando la calculadora, halle el 4ngulo x (primero en grados, y luego en radianes)

determinado por las siguientes condiciones:

a) cos(z) = —1

o
2
0
¢}
=
8
SN~—
I
N[ =
Q
@}
2
8
~—
|
|

c) sen(z) = %; cos(z) =

e) sen(z) = —1 y x estd en el 3° cuadrante

f) tg(z) = —1 y x estd en el 2° cuadrante

2. Sean f(x) = sen(2z) y g(x) = 2sen(x). Complete la siguiente tabla de valores

(los valores de z estdn dados siempre en radianes):

x| flx) glx)
1

—
]

[ RS T

[
+1 4

a) (Es cierto que f(z) = g(x)?
b) Haga los graficos de f y g en el mismo sistema de ejes

(Hay algin valor de € R que verifique la relacién f(z) = g(z) ?

)

d) (Es cierto que sen(3z) = 3sen(z)? jy que cos(2z) = 2cos(x)?

3. Grafique las siguientes funciones usando desplazamientos:
a) f(x) =sen(z + )

c) h(z)=e*3) 44
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. Halle el dominio natural de las siguientes funciones reales:

a) f(z)=In(2x —3) b) f(z)=1In[-2? + 5z — 6]
22 1
c) [flz)=e= V@)= am

Sabiendo que sen?(x) + cos?(z) = 1 para cualquier x € R, muestre la validez de
las siguientes propiedades (la letra k& denota un nimero entero cualquiera)

—sen?
a) cos(x)—lzm Vao#(2k+ )
b) 1+tg’(x) = o Vo #(k+ )

Sean f(z) = 22, g(x) = 2%, h(x) = sen(x). Encuentre el dominio y la expresién
algebraica de:

a) (fog)(z) b) (foh)(x) c) (hof)(x)

Exprese cada una de las siguientes funciones en términos de f, g y h (del ejercicio
anterior) con las operaciones composicién y suma:

a) o2sen(z) b) sen(2%) ) 2%sen(z?) d)  [sen(z))?
e) sen(2” + 2?) p) osen(a?)
por ejemplo,
2%sen(z?) = 2%sen (f(x)) = 2°.h (f(x)) = 2°.[(h o f)(x)] = g(2). [(h o f)(z)]
Decida en cada caso, si yo pertenece a la imagen de la f:
a) flz)=cos(z®—¢?), y=v2 b) f(z)=In@@?+1), yo= %

c) flx)= ey =1
Para cada una de las siguientes funciones, calcule su imagen:
a) f(x)=In(x—1)+2 b) glx)=eV*!
¢) h(z)=sen (z° — 4z +7)

Sean f(x)=1In(z) , glx)=|z+1] y hzx)=2-2
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a) Calcule explicitamente F(z) = ho f o g(x)

b) Halle el dominio de F'y haga un gréfico aproximado de F’

. Para cada una de las siguientes funciones, elija A, B C R lo méas grandes posibles
de forma tal que la funcién f : A — B sea biyectiva. Para estos A, B hallados
calcule f~! y grafique f y f~! en un mismo sistema de ejes coordenados:

a) f(r) =logy(z =3)  b) f(x)=log(r—3) ¢

f(z) =—2¢"+3

d) f(z)=In(z—3) e) f(x)=sen(2z+1) f) f(z)=2v"45

Sea f(x)=1In (3;:23)
a) Halle el dominio de f, Co(f), C+(f) y C-(f)
b) iEs cierto que In(3) € Im(f)? iy que 0 € Im(f)?

¢) (Es f sobreyectiva? jpor qué?

Sea f(z)=In(3z —3) —In(z —2)

a) Halle el dominio de f, Co(f), C+(f) y C_(f) (compare con la funcién del

ejercicio anterior)
b) Calcule Im(f)

20 — 1
=321 _¢ Y I@W=vz

a) Halle Co(f), C4(f) y C-(f)

b) Calcule el dominio de go f y su expresién

. Sean f(x)

1 .
W si O0<x
. Sea f(z) =
sen(z) si <0
1—=z

a) Halle el dominio de f
b) (Es cierto que 2 € Im(f)? jy que —3 € Im(f) ?

¢) Muestre que Im(f) =R, o sea, que f es sobreyectiva
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Practica 4 - Limites de funciones

1. Dados los siguientes graficos, calcule los limites que se indican en cada caso.

. 1 _ 1 _ 1 _ 1 _
i lim f () lm f (z) Jim  f(x) A f(z)
Y _ i _ 1 _
i Jm fe = M fE) = i @)
K _ i _ 1 _
. lim f(z) Jlim f(z) Iim f(z)
iv. I = Ii = Ii =
iv.  lim f(2) lim f(z) i f(x)
R it = If = If =
v. lim f(z) Jim f(z) i f(z)
i = If = If =
vi.  lim f(z) Jlim f(z) lim f(x)
1
2. a) Represente graficamente la situaciéon ~ lim — = 400, lim — = -0
z—0t T z—=0— T
1
b) Calcule i. lim , ii. lim , ii. lim
x—5+ T — D z—2- —T + 2 e— ()t 3r—1
3. a) Represente gréaficamente la situacién Iim — =0, Iim — =0
r—+00 I T——00 I
b) Caleule i i 1 S 1
alcule i. lim —Ff— ii. lim —
z——o0 z% + 13 + 1’ z—+00 \/T
4. a) Grafique f(z) =€* y calcule 1i. lim, ;o €7, il limg o €
b) Calcule i lim e'/?, ii. lim e!/®
z—0t z—0~
5. a) Grafique f(z) = In(z) y calcule i. lim, 4 In(z), ii. lim, o+ In(z)
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1
b) Calcule 1. zli%l+ In(1/x), ii. gﬂlgghm

6. Calcule lim f(x) haciendo tablas de valores y graficando con varios valores de
T—rT0o

2 proximos a o (usando la calculadora de ser necesario) en los siguientes casos:

a) lim xe” b) lim =ze” ¢) lim z In(x)

T—>—+00 T——00 rz—0+
1 xT 1 T .

d) lim (1+) e) lim <1+> £ im @

xr—r—+00 €T T—r—00 e xr— 400 €T
1 €T

¢) lm 2@ h) lim (1+) ) 1im 5@
T——00 x z—0+ xT —0 €T

N lim o

g

7. Con los datos obtenidos en el ejercicio anterior, haga un grafico aproximado de
xr
fl@)=(1+3)

8. Calcule los siguientes limites “en infinito”:

) Szt — a3 4+ 2 b) i 8x3 + 222
fm — = T2 im ————
Y e 3t — 322 1 1 @—+oo 322 — 2 + 2
, " — /3 , 6 5
°) zggloo 210 4 927 d) IBToo(ix +a7+a)

3x+1+2
e) EIE Ve+l—var—1 f) lim

r—+oco0 3T — 5

22—z +1
, /, 2 _ 2
g) xgrfoo o h) mEToo Va2 45z — /22 + 4z
241
i) lim vem+ 1
T—r+00 X

9. Calcule los siguientes limites indeterminados:

) x? — 37 + 2 b I zt — 16
a xl—>rnll‘2—4l‘+3 $1—>I%.132—3.’13—|—2

o a3 —322—2+3 ; 2 +2x+1
¢) lim d) lim

a—>-1 2242x+1 a—-123 — 322 —x+3

9xr — 18 £) 1im vVe+3—+v3r+1

r—1 :L’f]_

e) 1

m ———
=2 2 + 4 — 12
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) i r—\r+2 h) I 2?2 —3x+2
m — m —————
& s Az y1-3 a1 r—1
2 2
i) 1 x4 +x—2 oI z°+5x+6
i) lfm ———— m ———m——
Vo9 T4y —6

x—1 x—1

V1422 =122 . VvV +3—-+V3r+1
k) lim 1) lim
x—0 €T r—1+ ,/x_l

10. Determine los nimeros reales a y b para que se verifiquen simultaneamente las

siguientes condiciones:

VarZ fbz +1—1 Var2 +br+1—1
ax? + br + _3, i) lim axr? + br + _9

x T—>—+00 x

i) lim
11. Calcule los siguientes limites:

; 1 ‘ 1
a) ilg}) z sen (1) b) ili% sen(x) cos [In (1 + 2)]
¢) lim z sen [h(z)],
r—0
h(z) una funcién cualquiera

. sen(z) , s e
D o) Jim, (o2~ dysen (5

22—z —2
)+ oz

T —2

+\/1—x— 1+

X

f) lim [1 — cos(z)]sen(1/x)

x—0

12. Se define la funciéon

si

a) Caleule Dom(f), Co(f), C1(f) y C-(f)
b) Calcule ?IE% f(z), lim f(z), lUm f(x)

Tr— 400 Tr— —00

¢) Abajo tiene el grafico de f jcudl es la imagen de esta funcién?
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1
y=fix}
4.5 0
=20 I x
0,217
_1]
13. Sabiendo que lim M =1 calcule:
y—0 Yy
2
t
a) lim T b) lim sen(z”) c¢) lim M
z—0 sen(x) =0 T =0 T
d) lim 1 — cos(x) ¢) lim sen(3z) sen(3z)
x—0 xT z—0 2x x—0 sen(51:)
_9p 19 .
) Tim sen(—2x + 2) b lim sen () D lim sen(y/7)
=1 x2 41— 2 a0t /T 0+ x
2
-1
i) 1im sen(x )
r—1 r—1
14. Calcule los siguientes limites:
tg(z)
1 2
a) lim(3z — 5)7% b) lim (Sen( x)> 3z
r—3 z—0 T

xr——+00 €

r+1
, (\/21‘2 +1+ 1)
hm —_—

lim (1 + z)1/2®

z—1
1

lim (2% —1)ve—1
rz—1t

2 Inzx
D lim <sen(x ))
r—0t X

sen(x)

1
lim ”
x—0+ \ sen(2x)

£) lim (z —2)3*

z—2+1

22
lim (22 — 3z)=+1
Tr—r+o0

h)
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y
15. Sabiendo que th’r%(l + )1/t = lim (1 + %) = e, calcule:
—

y—00
) 3 x , xr—2 *
a) xgr-&r-loo (1 N 13) b) xlg{l‘x’ (x + 3>
2
/ . i z+5\"
¢) lim (14 sen(x))* 4 lm (m = 3)
) 22 +1\" fm (22 EEs
e) zgrfoo (:EQ — 3> £ ig(x — 3=
o (204 2) b 1im (14 Cosm)MH
8) 250 \ 3z 1 2 vrtoo v

16. Calcule los siguientes limites:

l ) sen(z)
1+x 2 T
a) IETOO [Jx} sen? () b) %12% \/ﬁll} sen(3z)
cos(x)) 1
¢) I [cos(x) cen(z) 4) lim :1+xsen (;)}M

2
o) lim YTl £) lm Va?+6z+1l—z—3

T—>—00 2x T—+00

g) lim Va?42r -z h) lfm [Men(@ros(l/x)

x5 Yoo z—0+ | 2 sen(x)

V- [senmren(w ) M [”Sez(x)]ﬁﬂ
k) lim ——r 1) lim @)

z——00 /1622 + bz + 4 z—0~ /a3 + 22
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Practica 5 - Continuidad

1. Estudie la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados.

En caso de discontinuidad, descubra qué tipo de discontinuidad es.

1
a)f(x):x—Q eIlQZO:Q
1
b) f(x)zi(x_z)Q en ro = 2
T —2 .
s six > 2
)f@) =9 14 siz=2  MT0=-2
:v?’f% six <2
—1/2*
e six#0
d) f(z) = enxg =0
0 sizx=0
1
e /@ siz <0
e) f(r) = enxg =0
0 siz>0
1
f) f(x):71/a; en o =0
1+e¢

2. El gjercicio que sigue contiene nueve ejemplos (funciones) para trabajar.

Se sugiere hacerlo completo para una funcién y después seguir con las otras;
por ejemplo tome la primer f del item (a) y calcule los limites pedidos en el
item (b)i. Luego estudie la continuidad en estos puntos tal como lo pide el item

().

a) Halle el dominio de cada una de las siguientes funciones reales

24 n
i flr) =220 - f;g i fla) = 2 (z)
iii. f(z) = |Ii| iv. f(z) =2Y/*
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¥+3r—-2 siz>1

v.flz)=4¢ 2?2 -22+1 siz<l vi. f(x) =€*
z—1
vii. f(z) = (1+ ) viii. f(z) = <1+i>z
3z —95
ix. f(z) =In (2i+9>

b) Calcule los limites (laterales de ser necesario) de las funciones del ejercicio
anterior en los puntos x( indicados en la siguiente lista

Lzg=0,20 =120 =3 .29 =—1,20 = 0,20 = 7,20 = V3
iil. g = —m, 29 = 0,20 = 10 iv. 2o = —%,20 = 0,39 = 3
v.xg=—1,20=0,20 =1 Vi. xg = —7/2,20 = 0,29 = In(2)
vii. Tog = 71,%0 = 0,.T0 =3 viii. Tog = *1,$0 = 0,1‘0 =10

ix. kg = —9/2,20 =5/3,29 = 14

c¢) Estudie la continuidad de las funciones del item (a) en los puntos zo indi-
cados en el item (b). En caso de discontinuidad, decida qué tipo de discon-
tinuidad es.

. Qué pasa si alguno de los puntos zy no esta en el dominio de f?
- 1
3. Dada la funcién f(z) = 3739;, halle dominio de f. ;Es posible definir f(8)
T —

para que resulte f continua en x, = 87

4. Determine el conjunto de puntos de discontinuidad de las siguientes funciones.

Redefinalas (modificando solamente esos puntos), si fuera posible, para que re-
sulten continuas:

rz—1 z?
W) [0 = o b)f@) = =5

—1)2 -1
) fa) = T D fa) =

. 22+ 3z +2 .

r siz<O0 Tari siz>—1

e) flw)=1¢ 22 si0<z<2 f) f(z)= 1 siz—=_1
1
2 siz22 ex+1+2x+3 siz<—1
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. Analice la continuidad en zy = 5 de la siguiente funcién

3 et b six<5bH
f(x) = 45 sen(z — 5) ln(%x73)+15 .
20z —5) six
Sea
\/2_7_
T 4x—2|—5 1 Szt
f(z) = “
a sixz =2

a) Decida si existe a € R, de forma tal que f resulte continua en todo R.

, . . |
b) Calcule xgrzloof(x) y rgrfoof(x) (jcuidado!)

. Tenemos una funcién f de la cual s6lo sabemos cinco cosas: Dom(f) = (0, +o0),
f(2) =17, f tiene una discontinuidad evitable en x, = 2, f tiene una disconti-
nuidad esencial en z, = 6, y por ltimo h’IE flx)=1.

Tr—r+00

a) Haga un gréfico de una funcién g que verifique todas las condiciones men-
cionadas.

(Puede hacer otro gréfico distinto (o sea de otra funcién distinta h), pe-
ro de manera que el grafico de h también cumpla todas las condiciones
mencionadas?
. Cuantas funciones distintas puede graficar que verifiquen todas estas con-
diciones?

b) Fabrique la expresién explicita de alguna funcién que verifique todas las
condiciones mencionadas.
Compruebe que la funcién que fabricé cumple con todo lo pedido.
;Cuantas formulas distintas puede hallar, que sigan verificando todas las
condiciones?

JHay alguna manera de saber cuél de todas estas expresiones es la f de la
que habla el enunciado?

_ V2z+1-3

x2 — 6z + 8
En los puntos donde la discontinuidad sea evitable, redefina la funcién de forma

tal que resulte continua. Calcule lim g(z).
T—+00

. Calcule Dom(g) y estudie su continuidad en todo R.

72

. Sea f(z) = ——

/(@) Va?4+4-2
En los puntos donde la discontinuidad sea evitable, redefina la funcién de forma
tal que resulte continua.

. Calcule Dom(f) y estudie su continuidad en todo R.
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Muestre que el polinomio P(x) = 23 + x — 1 tiene al menos una raiz real en el
intervalo (0, 1).
Pruebe que la siguiente ecuacién tienen alguna solucién en R:

x cos(z/2) + 15sen(x) = 15.

Considere f(z) = 223 — 4% — 3% 4+ 1. Aproxime con error menor que 0,01 (en
el eje ) un cero de f en el intervalo [0, 2].

Muestre que los gréficos de las funciones f(xz) = e* y g(x) = = + 2 se cortan
para algin = > 0.

Verifique que existe 29 € (1,e) tal que 31n(zg) = xo.

Este es un ejercicio para encontrar los conjuntos de positividad y negatividad
de funciones sin necesidad de resolver desigualdades.

a) Halle Dom(f) y Co(f) para las siguientes funciones:

i f(z) =2%(2x+1) ii. f(z) =38z —2)4dz+1)(z —5)
iii. f(z) = (22 —5)(z? + 22 +1) iv. f(x) = —1
43 1
v. f(z) = 1_?_Om2+m2—14 Vi. f(x):%
vii. f(z) = et (z +4) vill. f(2) = g7 + ooy
1

ix. f(z) = —5z(3 4 522) % + x. f(z) =In(2x + 5)

V3 + b2

xi. f(z) = —5as + 6275 + a3
xii. f(z) = v—22 4 6x — 5 — %

b) Usando el Teorema de Bolzano y el item anterior, calcule C.(f) y C_(f)
para cada una de las funciones dadas en (a).
Decidir si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera o falsa.
En caso de ser falsa, muestre un contraejemplo concreto.

En caso de ser verdadera, justifique por qué es asi usando la teoria que conoce
y razonamientos rigurosos.

Se recomienda leer la teorfa (especialmente el Teorema de Bolzano) ya sea de
sus apuntes o de la bibliografia de que dispone, antes de contestar.
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Si f es una funcién continua en el intervalo [a,b], entonces f se anula en

[a, b].
Si f se anula en [a, b] entonces f es una funcién continua en [a, b]

Si f:[3,+00) = R es continua y h’rf f(z) =7, entonces
Tr—r+00

[f(3),7) < Im(f).

Si f:R — R escontinua, lim f(z)=+occy lim f(x)= —o0 entonces
T——00 T—+00
Im(f)=R.

Si f(=5).f(=1) <0, entonces f tiene un cero en el intervalo [—5, —1].
Si f no se anula en el intervalo [—2, 6], entonces f no es continua en [—2, 6].

Si f se anula en el intervalo [a,b] y ademéas f(a).f(b) < 0 entonces f es
continua en [a, b].

Si f:(3,8) — R es continua, lim f(z) =+4occy lim f(z) = —oo, enton-
x—3+ z—8~
ces Im(f) =R.

Si f:[-2,3] = R es una funcién continua, y f(—2).f(3) > 0, entonces f
se anula en [—2, 3].

Si f:(0,1) = R es continuay lim f(xz) = 400, entonces Im(f) = Rxg.

r—1—
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Practica 6 - Derivadas y regla de L'Hospital

1. Dados los grificos de las siguientes funciones, decida en cada caso (si correspon-
de) si son derivables o no en x = x:

/ ./ \
% \ » SN
7
/ % / %o \-/'Xo

2. Para las funciones dadas:

iLy=2r—Ten P = (2,-3) ; ii. y = 22 en P = (2,4); iii.
y=(x+2)"?en P =(2,2).

a) Halle las pendientes de las rectas tangentes a las graficas de las curvas en
los puntos que se indican (utilizando la definicién de derivada).

b) Halle la ecuacién de la recta tangente.
¢) Grafique las curvas y las rectas tangentes.
d) Estime el valor de las funciones en 2 + 1/10 utilizando la recta tangente

(jv no la calculadoral).

3. Dada f(x) = 2% + 1, calcule (usando la definicién) f /(1) y f'(-2).

N

. Justifique por medio de cocientes incrementales las siguientes igualdades

a)y=cte. =y =0 bly=ar+b=9y =a c)y=22=y =22

5. a) Dada la funcién f(z) =| « | +«, grafique y calcule f (1) y f'(—2) usando
la definicién.

b) Existe f’(0)? ;Qué ocurre con el limite del cociente incremental? Expli-
que.
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¢) Dada la funcién g(z) = = | |, grafique y calcule g '(1) y ¢ '(—2).
d) ;Existe g '(0)?

e) Determine la funcién g '(z) para todos los valores = € R.

6. Dadas las siguientes funciones f,g,h: R — R

0 six<O 2 stz <0
f@ el a0 ={ 0 5750 hw={

a) Pruebe que las tres funciones son continuas en z, = 0.
b) Grafique cada una por separado.

¢) Pruebe que f y g no son derivables en z, = 0.

d) Estudie la derivabilidad de h en z, = 0.

322 -3z siz>1

9 six<l (Es f derivable en z, = 17

7. Dada la funcién f(z) = {

Justifique jy en x, = 07

8. Calcule f '(x) para cada una de las siguientes funciones, utilizando las reglas
generales de derivacion:

a) f(z) =2® — 423 + 20 — 3 b) f(z) = 2(3 +2?) +1n2
c) f(x) = Tcosx + bsenz + ze” d) f(x):m;1
1 2+
e) f(x):m—senm f) f(x):w_%
3
g) f(z) =’ Ine — = 47 h)f(x):%7%+%

senx + cosx

i) f(z) = j) f(z) =e*cosz +1n3

zlnzx

k) f(z) = % +2Inz

9. Calcule f '(x) para cada una de las siguientes funciones, aplicando la Regla de
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la cadena:

a) f(x) =(1+2)?° b) f(x) = cos(3x) c) f(z) = In(senx)
d) f(z) = 3sen*x e) f(z) = (42%+ 5)sen(3z3) f) f(x) = /sen(v/z)

g f(x) = VIt h)sen(§ +1) i) /() = In(a*)

i) f(z) = In'(x) k) f(z) = 3sen(z?) ) f(z) = /senz
m) f(z) = e+! n) f(z) =e® 0) f(z) = et

p) /() = In(sen(a?)) ) f(@) = In(e” +sen(52)) 1) f(x) = In (1)

5) fla) = 3sen®(a?) 1) fla) = W f@)=aevi—a

La ley de movimiento de un punto a lo largo de una recta es s(t) = 3t — t2
(en el instante ¢ = 0 el punto se encuentra en el origen). Halle la velocidad del
movimiento del punto para los instantes t =0,t =1y t = 2.

La temperatura 7' de un cuerpo, que inicialmente estaba a 90°C, se enfria de
acuerdo a la ley T'(t) = 20 + 70e=%!t (se estd suponiendo que la temperatura
ambiente es de 20°C') donde t es el tiempo en minutos.

a) Calcule con qué velocidad se estd enfriando el cuerpo a los 5 minutos.

b) Muestre que la velocidad de enfriamiento es proporcional a la diferencia
entre la temperatura T y la temperatura ambiente. Mds precisamente:

T'(t) = —0,1(T(t) — 20).

¢) Muestre que la velocidad de enfriamiento va tendiendo a 0 conforme avanza
el tiempo.

d) Qué sucede con la temperatura del cuerpo a medida que avanza el tiempo?

Calcule las siguientes derivadas:
a) f(z) =3 b) f(z) = (sendz)"* &) £(z) = (cos )"
d) f(z) = ¢z e) f(z) =250 4 fsen(3z) f) f(x) = (senz)® + we®

Sea f(x) = 223 y sea g : R — R otra funcién de la que sélo sabemos que
g'(2) = 4. Con estos datos calcule la derivada de (g o f) en el punto zg = 1.

Dada f(z) = 2! + 2% + 223 + 22 + 5, calcule (f~1)/(5).
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Calcule la derivada de cada una de las siguientes funciones:
(a) f(z) =arcsenz  (b) f(z) =arccosz (c) f(z) = arctgr

(d) f(z) = arccotgz

Determine las ecuaciones de las rectas tangentes al grafico de cada una de las
siguientes funciones, en los puntos cuyas abcisas se indican:

a) f(x) =322 -1, enzg=1 b) f(z) = senx, en xy = w/2
c) f(x):%, en xy =2 d) f(z) =lnz, en xg =1
e) f(a) =e*(x+1Inz), en g =1 f) f(z) = e, en g =0

Determine en qué punto de la curva y = Inx la recta tangente es paralela a la
recta L que une los puntos (1,0) y (e, 1).

1
Dada f(x) = i, jen qué puntos la recta tangente a f es paralela a y =
—2x 4 17 Para esos puntos halle la recta tangente.
Sean f,g: R — R definidas por

f@) =@ -y, )=

Halle todos los g € R para los cuales las rectas tangentes a los graficos de f y
g en r = xg son paralelas.

Utilice la ecuacién de la recta tangente a f(z) = 22/3 en zy = 1 para obtener

un valor aproximado de (1,1)%/%. Compare con el valor dado por la calculadora.

Utilice la ecuacién de la recta tangente a f(x) = In(z) en xy = 1 para obtener
un valor aproximado de In(0,9). Compare con el valor dado por la calculadora.

Sea f(zx) = x!/3.

a) Halle el dominio de f y realice un gréfico.
b) Analice la continuidad y derivabilidad en z, = 0.

¢) Halle la funcién f’(z) y calcule su dominio. ;Cudnto vale f’(—8) ?
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23. Estudie la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones:

iw={ LT S waw={n,, 505

2—xz4+1 siz>0 20 +3 siz>3

2 .
37; sixz <1

c) f(z) = d) f(z)

1 .
— siz>1
T

?sen(1/z) siz#0
0 siz=0

o fo)={ gD 7

24. Sea f: R — R definida por
22— 13z +14 sixz>2

flx)y=< z=+6
z—3

six <2

@) Analice la derivabilidad de f en 2 = 0. Si existe calcule f ’(0).
b) Analice la derivabilidad de f en z = 2. Si existe calcule f'(2).

25. Sea f: R — R definida por

1 | 5

5x2cos [ n(;p/ )} six >0
f(z) =

z2 4 5z siz <0

a) Analice la derivabilidad de f en z, = 0.
b) Halle la ecuacién de la recta tangente al gréifico de f en z, = 5.

Vv —1 siz>1
26. Sea f(x) =

a
b
c

d) Determine f’(x) para todo x. ;Qué pasa en z = 07
e) Halle si existe f"(1).

Halle el dominio de f.
LEn qué puntos resulta f continua?

(Es f derivable en z, = 17

~— — —

27. Halle a y b de manera que f resulte derivable,

@@ ={ ot s (b)f(x)={w—3 e

3x24+x—1 siz>1 ar+b six>2
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28. Calcule las derivadas segunda y tercera de cada una de las siguientes funciones:

a) f(z)=32%+5r—1 b) f(z)= (22 +1)°
¢) f(z)=In(7x) d) f(x)=sen(4x)

29. Dos méviles se desplazan con trayectoria rectilinea con las siguientes leyes de
movimiento (donde ¢ representa el tiempo):

1. 1
fngﬁf&+m, g@:5ﬁ7M+2

a) Determine el instante ¢y en el cual ambos méviles tienen la misma veloci-
dad.

b) Calcule la aceleracién de cada uno de los méviles en funcién del tiempo.
30. @) Pruebe que la funcién f(x) = 23 — 922 + 202 — 12 satisface las hipétesis
del teorema de Rolle en [0, 4] y halle algin ¢ de la tesis.

b) Pruebe que la funcién f(x) = In(x) satisface las hipétesis del teorema de
Lagrange en [1,e] y halle algtin ¢ de la tesis.

31. a) Dada f(x) = z?/3 — 1. Muestre que f(1) = f(—1) = 0, pero que f ' no se
anula en (-1,1). ;Qué hipédtesis del Teorema de Rolle no se verifica?
b) Sea f(x) = z%5. Muestre que f(0) =0, f(2) = 2, y que no existe ¢ € (0,2)

enel cual f'(¢) = 1. ;Qué hipétesis del Teorema de Lagrange no se verifica?

32. Decida si son verdaderos o falsos los siguientes enunciados justificando adecua-
damente cada respuesta. (En caso de falsedad exhiba un contraejemplo).

a) Sea f :[0,4] — R continua en [0,4], derivable en (0,4) con f(0) = f(4)
entonces existe un unico ¢ € (0,4) tal que f'(c) = 0.

b) Dadas f,g : [a,b] — R tales que f '(z) = ¢'(z) para todo = € (a,b),
entonces f(x) = g(z) para todo = € (a,b).

¢) f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f’(c) = 0.

d) f derivable en ¢ € (a,b) y f'(¢) = 0, entonces ¢ es un extremo local de f.

e) Si f'(x) > 0 para todo x € R, entonces dados dos nimeros distintos a y b
se verifica que f(a) < f(b).

33. Dada la funcién f(z) = x(z + 1)(x + 2)(z + 3), demuestre que la ecuacién
f /() = 0 tiene exactamente tres raices reales.

34. La temperatura (medida en grados centigrados) de un pequeio animal sometido
a un proceso infeccioso varia en un lapso de 4 horas de acuerdo a la siguiente
ley T(t) = 30 + 4t — 2, donde T es la temperatura y ¢ es el tiempo medido en
horas.
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a) Sin derivar T'(t), demuestre que en algin instante del lapso [0, 4] la veloci-
dad de variacién de T fue nula.

b) Determine t, € (0,4) tal que T"(ty) = 0.

En un modelo econémico supongamos que el costo de produccién de x articulos
estd dado por C(x) = 200z — 22, si el niimero de articulos a producir varfa entre
0 y 100. Pruebe (utilizando el Teorema de Lagrange) que debe haber algiin valor
de z € (0,100) tal que el costo marginal (es decir C’(z)) sea equivalente al costo
promedio (el costo de cada articulo) al producir 100 articulos y halle dicho valor.

Calcule los siguientes limites:

1— tgr — @ ~1
a) lim —— 5% b) 1fm 8L % ¢) 1fm S5 — 1
z—0 22 10 T — Senx a—0 In(1+ z)

1 1 In(z4 + 1
d) lm 2 o) lim — — = £ Im 2E+D
z—+oo T z—1lnx Inz z—+o0 3
lfim 7 —1 h) 1im (1 — 2)te (= Yl &
9l Va0 () 0 i g
5 1 el/w
j) lim 22e'/® k) lim 1) lim 2®
rz—0t z—0~- T z—0t

(Es aplicable la Regla de L’Hospital para calcular el siguiente limite?

2
1
tim & sen( /x)
z—0  senw
Si la respuesta fuera afirmativa, aplique la regla y calcule el limite. Si la respuesta
fuera negativa, explique por qué no se puede aplicar la regla y calcule el limite
por otros medios.
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Practica 7 - Aplicaciones de la derivada

. Calcule las asintotas horizontales, verticales y oblicuas de las siguientes funcio-
nes:

Tx+2 2 —2x+1
a) f(z) = —

=y  DI@=WhGr-3 o fl@)=""T7

O f@)=VZFT o) f(a) = ) J(2) = v - In(x)

9 f@) =80t ) f) = ey T

. Pruebe que las siguientes funciones son mondétonas en el conjunto indicado.
Indicar en cada caso, si son crecientes o decrecientes.

a) f(z) =2+ 323 —2271/3 en Ry b) f(z) =e /% en Rg
c) f(z) = %2%75 , en Dom(f)

. Encuentre los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de las siguientes
funciones.

a) f(z) = ele= V) b) f(z) = a%e~* ¢) f(z) = zn(z)

O f@)= 5 o) I@)= 5
sen(z?) — 22 o 5. 1 sen(z?)
.Seanf(x)zT—i—i%e y g(x)=5e _E—’— 5

a) Determine todas las asintotas de f y todas las de g.

b) Muestre que 4 € Im(f) y que 6 € Im(g).

. Halle todos los puntos criticos de las siguientes funciones y determine cuéales de
ellos son extremos relativos.

a) f(x) =a%—6x+2 b) flz)=zlnz ) f(a:):lixa32
O f@ =t O f@)= e D) f) = Va2

g) f(z) = a%e® h) f(z) = 2?/3(1 — x)

. Se sabe que f : R — R es derivable en todo su dominio y que su derivada se
anula en -1, -1/2, 0 y 3/2. Adems4s se tiene que

(8) Co(f ) = {w € R f/(z) > 0} = (—00,~1) U (0,3/2),

() C_(f/) ={z €R: f(z) <0} = (—1,~1/2) U (~1/2,0) U (3/2, +ox).

Encuentre los méximos y los minimos locales de f.
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7. a) Haga el grifico de una funcién f que satisfaga
1) Dom(f) =R —{0}.
2) f'(z) > 0en (—2,0) U (2, +0c0).
3) f(x) <0en (—o0,—2)U(0,2).
4) f'(x)=0enx=2yenz=—-2.
5) f tiene una asintota vertical en z = 0 y no tiene asintotas horizontales.

b) Decida en qué puntos f alcanza extremos relativos, y decida si son maximos
0 minimos.

8. a) Haga el grifico de una funcién f que satisfaga
1) f'(x) > 0 en el intervalo (3, 8).
2) f'(z) <0en (—o00,1)U(1,3)U(8,+00).
3) ['3)=r"(8)=0.
4) f tiene una asintota vertical en x = 1.
5

o — — —

La recta y = —4 es asintota horizontal en +o00; la recta y = 2 es
asintota horizontal en —oo.

b) Decida en qué puntos f alcanza extremos relativos, y decida si son méximos
o0 minimos.

9. Determine los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion de las siguientes

funciones.
a) f(z) = o* + 323 + 2% — 12 b) f(x):ﬁ
o) fla) = /a® — 227 Q) @) = {2
e) f(z) =—4 o Sa%+6a+2 £) f(z) = e 2=
2
g) f(x):SCngx*% h) f(x):g:Jrln(x )

10. Para cada una de las siguientes funciones, haga un estudio completo, es decir,
estudie:
i. Dominio, continuidad y discontinuidades.
ii. Posibles asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).
iii. Derivabilidad, intervalos de crecimiento y decrecimiento.
iv. Maximos y minimos locales.

v. Sentido de la curvatura, puntos de inflexién.
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Sobre la base de todos estos datos, haga un grafico aproximado de f.

a) f@)=e" @ totl)  b) fl)= g
2 4+3
six < —1
¢) f(x) =5 e 2 43 d) flo)=4 1
rze ¥ siz>-1
LE2 X
¢) flz)= £) f(z)=

Vve+1

11. El siguiente es el grafico de la derivada de una funcién f (no es el grafico de

)

Analizdndolo, conteste las siguientes preguntas:

a) {Cudles son los puntos criticos de la funcién f? Clasificarlos.
b) jCuéles son los intervalos de crecimiento?

¢) ;Cuéles son los puntos de inflexién? ;Y los intervalos de convexidad y
concavidad?

d) jExisten f'(1) y f/(11)? ;Existen f”(1) y f"”(11)?
e) Si f(7) =4, {Cudnto vale f(9)?

Haga una grafica aproximada de la funcién f con los datos obtenidos en los
items anteriores.

12. Si f(z) = (z — 1) In[(z — 1)*] + § 23 + 222 — 162

a) Determine la curvatura de f y sus puntos de inflexién.

b) Muestre que f alcanza un minimo relativo en x = 2.
13. Sea g(z) = g(mg +7)%3 -5

a) Muestre que g es mondtona en R.
b) Verifique que ¢g='(—3) =1 y halle (¢7)"(—3)
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re ®

T 4r+9

Sea h(z)

a) Halle las asintotas verticales y horizontales de h

b) Encuentre los méximos y minimos relativos de h. jTiene h algin extremo
absoluto?

1

Sea h(z) =z~ 3 In(z)

a) Halle Dom(h) y sus asintotas verticales y horizontales
b) Estudie el crecimiento y decrecimiento de h

¢) {Tiene h algin extremo absoluto? jcuél es la imagen de h?
Sea f(x) = 3z — 2 + cos(x)

a) Muestre que f tiene al menos una raiz.

b) Muestre que f es creciente. ; Cudntas raices tiene f?
Sea h(z) = —2z2 + 2z — In(x)

a) Calcule lim,_,o+ h(z) y lmg oo h(z). {Cudl es la imagen de h?

b) Muestre que h es estrictamente decreciente en su dominio. Tiene inversa
h?

1 !/
c¢) Calcule, si es posible, (h_ ) (0). (observe que h(1) = 0).

Considere la funcién f(x) = @2 In(@)

a) {Cuél es el dominio de f? Calcule lim, g+ f(z) y limzi0 f(2).
b) Halle los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
¢) ;Cuél es la imagen de f?
Sea h(z) = arctg(z) +2® + =
a) Muestre que h es estrictamente creciente. ;Tiene inversa h?
b) Verifique que h(0) = 0. ;Cudntos ceros tiene h?

1 /
c¢) Calcule, si es posible, (h7 ) (0).

Sea f(x) = e‘lOZZ(Sx +2)

a) Calcule las asintotas de f.
b) Encuentre los méximos y minimos de f.

¢) ;Cual es la imagen de f?
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Determine los extremos absolutos de las siguientes funciones en los intervalos
que se indican:

a) f(x) =3z +1en [-1,3] b) f(z) = sen(2x) en [0, 7]
¢) f(z) =22 en [-1,1] d) f(x) = 2%/3(5 — 2x) en [~1,2]
e) f(z) = |z|(x+ 1) en [-2,1] f) f(z) = 2® — 3z en [0, 3]

Problemas de extremos absolutos:

Dado un rectangulo de base x y altura y,

a) Halle la férmula del perimetro del mismo.

=

)

) Halle la férmula del drea del mismo.

¢) Halle la férmula de la diagonal del mismo en funcién de los lados z e y.
)

d) Si se sabe que el drea vale 100m?, escriba la ecuacién del perimetro en

términos de x.

e) Sabiendo que el drea vale 100m?, determine el rectdngulo de perfmetro
minimo.

f) Si se sabe que el drea vale 100m?, escriba la ecuacién de la diagonal en
términos de .

g) Sabiendo que el drea vale 100m?, determine el rectdngulo de diagonal més

corta.

Se quiere encerrar un terreno rectangular subdividido en tres partes iguales con
paralelas a uno de sus lados. Si se disponen de 100 metros de alambre, halle
las dimensiones del rectangulo de forma tal que el area encerrada sea méaxima.
(Cuanto vale el area?

Determine dos niimeros cuya suma sea 12 y cuyo producto sea maximo.
Entre todos los rectdngulos de drea 100m?, determine:

a) El de perimetro minimo.

b) El que posee diagonal més corta.

Un canén situado sobre el borde de un acantilado dispara un proyectil hacia un
barco. La altura del proyectil (en metros sobre el nivel del mar) después de t
segundos estd dada por la ecuacién —5t2 + 50t + 55.
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a) {Cudl es la altura méxima del proyectil y en cudnto tiempo se alcanza?

b) jCudnto tiempo tiene el barco para desviar su trayectoria si logra ver el
fogonazo del canén?

Se quiere ahorrar el maximo de material al hacer un tanque recto de base cuadra-
da y sin tapa, de manera tal que el volumen sea de 32m?>. Halle las dimensiones
del tanque. Haga lo mismo pero ahora con tapa.

;Cual de los puntos de la recta de ecuacién 2x+y = 1 estd més cerca del origen?

La lata de una gaseosa tiene una capacidad de 354cm?. Si el costo del material
de la tapa es el doble que el del resto de la lata, jcémo deben ser las dimensiones
de la lata para que el costo sea minimo? (Suponga que la lata es un cilindro).

La empresa TV CABLE Co. tiene en estos momentos 3500 suscriptores que
pagan una cuota mensual de $8. Una encuesta revela que habra 50 suscriptores
maés por cada $0,10 que se disminuyan en la cuota.

LA qué tarifa se lograran ingresos maximos y cudntos suscriptores habra en ese
nivel?
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Practica 8 - Primitivas y métodos de integracion

1. a) Halle el dominio de las siguientes funciones:
i g(x) =-2 ii. g(x) == iii. g(x) = sen(x)

v. g(z) =tz +3 vi. g(x) = cos(x)

viii. g(x) = z + 22 ix. g(z) =1/

b) Encuentre una funcién f tal que f’(x) = g(z) para cada una de las fun-
ciones de arriba. Especifique el dominio de f, y el dominio de g ahora
teniendo en cuenta que se trata de la derivada de f.

¢) ;Es unica la f hallada cada caso?

2. a

)

) Halle g sabiendo que ¢'(z) =3z y ¢(0) = 7.
b) Halle g sabiendo que ¢'(x) = 23 y g(1) = —5.

)

c¢) Halle g sabiendo que ¢’'(z) = —cos(x) y g(7/2) = 3.

d) (Es tnica la respuesta en cada caso?

3. Calcule las siguientes integrales inmediatas:
(a) /x200 dx (b) /\/de
2
(c) /\/55(2304-\/5) dx (d) /<x2+\/1§) dx

(e) /(596 + cos(z) + 3sen(x)) dx (f) / <i + 3z — ez> dx

4. La velocidad de un cuerpo lanzado verticalmente hacia arriba con una velocidad
inicial vg = 12, se expresa por la formula

v(t) =12 — 10t

donde t es el tiempo transcurrido.
Si fue lanzado desde el suelo, ja qué distancia de la posicién inicial se encon-

trard este cuerpo a los ¢ segundos de haber sido lanzado?

5. Un mévil se desplaza por un camino. Se sabe que la velocidad en el instante ¢
viene dada por
v(t) = t(t — 100)km/h.

Si en el instante inicial ¢ = 0 el modvil se encuentra a 30 km del punto de
medicién, jcudl es la posicién s(t) para 0 < ¢ < 1007
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6. Un cohete esta en reposo en el instante ¢ = 0. Mediante mediciones en el interior
del cohete se comprueba que experimenta una aceleracién a(t) = v/t + 1 para
todo t > 0, donde el tiempo se mide en segundos y la aceleracién en m/seg?.
1, Qué velocidad tiene en el instante t = 647 ;A qué distancia estd del punto de
partida en ese instante?

7. Aplicando el método de sustitucion, calcule:

(a) / 5 cos(5z) di (b) / sen(52) d

© [ e @ [ grgie

(e) / rsen(522) da (1) / sen(z) cos () da
@ [z 'in)ds (1) [ o sen(ino)) do
O [ s Pa 0 [Vaevi v
() [ da W) [ do

) [ i w [,
© [ (0) (1507 e

@ [ gt O —

8. Aplicando el método de integracién por partes, calcule:

(a) / 2 cos(x) dx (b) / wsen(z)dz (c) / 22(x +9)" 2 da
(d) / (2°+3z)(z+2) P dx  (e) / (z+3)%2%*dx (f) / e“sen(z) da
(&) / €27 cos(3x) dx (h) / sz Ydz () / In(z) dz

() /arctg(x)dx (k) /xew dx Q) /xzew dx
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9. Calcule las siguientes integrales utilizando las primitivas que conoce y los méto-
dos de sustitucién y partes:

(a) / w dx (b) /ln(cos(x))tg(:v) dx
(©) / cos(v/Zz +3) da (d) / In(vVz +1) do
(e) /xln(\/:v +5)dx () /e‘/m dz
(2) /sen(ln(:r)) dx (h) /w dx

e” + 3¢ 3
0 [ da 0) [y

NZ3 (sen(zx) + 2) cos(z)

(m) / 1+ vz de () / sen?(x) + sen(x) — 2 de
(o) /ln(a:2 +1)dx (p) /(a:3 + ) cos(z® + 1) dx
(q) /\/e“/’ + ldx (r) /tg3(w) dx

In(3x)

dzx
22

(s) /ln[sen(:c)].senz(x)cos(:zz) dx (t)/

(u) / (32% — 1) In(z? — 1) dx
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Practica 9 - El Teorema Fundamental y sus aplicaciones

1. Calcule las siguientes integrales, aplicando la Regla de Barrow y las propiedades
de la integral:

2) /O “3z_2dr b / C@rodr o /ﬂ 7 sen(z) — cos(x)) de

-2

2. Aplicando la Regla de Barrow, calcule (en términos de x) las siguientes funciones:

xT T T 2 t—3
a) / cos(t) dt b) / t" dt c) / sen(t) dt d) / —— dt
0 1 /2 « t+ 2

3. Considere las siguientes funciones:

fp= [ 1 sioses? {1 sosts2
13 si2<t<4 W= 2 sio<t<4

€T

a) La funcién f no es continua. ;Lo es F(z) = / ft)de?
0

b) La funcién g no es derivable. ;Lo es G(z) = / g(t)dt?
0

4. Aplique los métodos de sustitucion y partes para calcular las siguientes integrales
definidas:

2) /ﬁx(xQ 1) da b) /1433_1 cos(In(z)) dz

—1

/4 9
c cos(2z)) " %sen(2z) dx WAV X
)/O (1 + cos(2x)) (22)d d)/3 Vo +1d

5

5. a) Sabiendo que/
-3

5
[f(z) — 2] dx = 9, calcule /_3 f(z)dz

4 4
b) Sabiendo que / f(z)dx =7, calcule / [f(z)+ 3]dx
1 1

4 1

sa)de =Ty [ fla)do =

4
3 -3

¢) Sabiendo que/_ [Bf(z)—4g(z)] dz = 23, /_3

4
12, calcule/ f(z)dx
1

2 2 2
d) Sabiendo que /1 2f(x)dx = 5y /1 g(x)dr = 7, calcule /1 [f(z) +
2g(x)] d
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6. Calcule las derivadas de las siguientes funciones en los dominios indicados:

x

a) A(w)z/e—f2dt, zEeR b) B(:v):7
0

1

du, x>-1/2

en(«
/ 51y s——=dy, z€R d) /\/1+t2dt x>0

vz
/ z>0 f)F(x):/cos(tQ)dt, >0
In(x) p
tg(x)
g) G(z) = / arctg(z) dz, ze(-I,1)
2

2

7. Sabiendo que, para todo z > 0, la funcién continua g satisface / g(t)dt =
0
z?(1+2), calcule g(2)

8. Sea f: [—m,m] — R dada por f(x) = cos(x)+ | sen(z) |

a) Halle la expresién explicita de F'(x / f@)
b) (Es cierto que F': (=%, %) — R es una funcién creciente?
sen(z) 1
9. Considere la funcién f: (0,Z) — R dada por f(x) = / ———dt
£:0.3) por (@)= [ e

Muestre que f es una funcién creciente en su dominio.

10. Halle dominio, intervalos de crecimiento y extremos de las siguientes funciones:

x—3

a) F(x)_/oz VRE-1)(t—4)dt D) G(a:)_/le n2(¢) — 21n(t)] dt

¢) H(z) = /1 v [ I = /2 o Seni@ dt

“ In(t) —4
11. Considere la funcién g(z) = / &
1

i

a) Muestre que z, = 4 es un minimo absoluto de g

b) Es cierto que x = —1 estd en la imagen de g? jpor qué?
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12. Sea F(z / dt
0 Sen

a) Halle f'(x), estudie el crecimiento de F' y muestre que alcanza un minimo
absoluto en x =0

b) (Es cierto que x = —1 estd en la imagen de F'?

et

In(z)
13. Considere h : (0,4+0c0) — R dada por h(z) = / 211 dt

a) Calcule h'(z), y verifique que h es una funcién estrictamente creciente

b) Muestre que h tiene exactamente un cero

. Ny VI -4 45
14. Considere h : (0,4+00) — R la funcién h(z) = TET1 dt
1

a) Calcule h'(z), y verifique que h es una funcién estrictamente creciente
4
b) Si h(4) = 0,32 jcudnto vale / h'(z) dz 7 ;Representa este iltimo
1
numero algun area?

15. Calcule el drea encerrada por la curvay = f(z) y el eje x en el intervalo indicado
en cada caso:

a) f(x)=e*—1, en|0,¢€] b) f(x) = cos(z), en [—7/2,0]
c) f(x)=sen(z), en [0,n] d) f(z)=2%-1, en [-1,1]
e) f(z)=2a%—-2, en[-1,3] f) flz)= %, en [—2,1]

16. En cada caso, calcule el drea de la regién encerrada por las curvas (sugerencia:
haga los graficos).

a)y=zx; y=a2-1 b)y=2a% y==x
)y=23 =0 y=1 d)y:x—12m,y:x2
e)y=z2% y=x—-2 =0 fly=a'? y=2—-2; y=0
gy=ehy=er=1r=-1

h) y = 2% — z; y la recta tangente a esta curva en el punto x = —1

17. Decida sobre la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
a) El drea de la regién del plano limitada por el gréfico de f(z) = — 2, la

4
recta x = 4, el eje x y el eje y es la siguiente integral: / (x —2)dx
0
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b) El drea de la regién del plano limitada por el grafico de f(z) =22 — 1y el
eje x para —1 < x < 3 es la siguiente suma de integrales:

—/1(x2—1)dx+/13(x2—1)dx

-1

c¢) El 4rea encerrada por las curvas y = —2? + 4 e y = —x + 2 es la integral

2
siguiente: / (22 — 2 —2)dx

-1

18. Considere el gréfico de siguiente: (el tramo de f entre x = 0y = 1 es rectilineo)
A

-1

4
a) Sabiendo que el drea de la regién sombreada vale 7, calcule / flx)dzx
-2

0
flz)dz = Z

-1
graficode fentrex = -2y x =4

b) Se sabe que . Halle el area encerrada por el eje = y el

¢) Silos dos célculos anteriores le dieron el mismo resultado, estd pensando
mal el problema ;por qué?

19. Calcule el drea encerrada entre las curvas y = f(z), y = g(x), en el intervalo
[a, b] senalado en cada caso:

DI = Ty o) =at -2 e (30
b f@)= T2 ) =2 e en 1,1
) f@ =25 ) =22 e,
—4x 1
d) f(z) Vioa2 g(x) = ez [1/2,0]
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22.

23.

24.

25.
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Halle el area de la regiéon comprendida entre la curva y = x+v/2x + 3 y el semieje
negativo de las x.

Sean f(x) = (x +2)? y g(x) = \/8(z + 2). Halle el drea de la regién acotada
por los graficos de f y g.

Calcule el drea de la regién encerrada por los grificos de las funciones f(x) =

.132 €3r+1 y g(x) —4 63r+1

Calcule el area encerrada entre el eje x y la grafica de

f(x) = sen(z) cos(x) 1)

,entrexr=0yx=m
Calcule el area de la regién comprendida entre el eje y, las rectas de ecuaciones
y=1,y=—1y el gréifico de la funcién f(z) = In(z + 4).

Calcule el drea encerrada por los grificos de f(z) = x In(x) + x2%sen?(z) y
g(z) =z + 2% — 22 cos? (.Z‘) en el intervalo [1, 62]. (se sugiere calcular f —¢g y g— f

antes de integrar)



Apéndice 11
Practicas de Elementos
de Matematica I

Practica 0 — Repaso
1. Calcular:

icaln-(G-9)-1) vy

o[e-2) "+ (9]

2. Simplificar las siguientes expresiones usando propiedades de potenciacion

a) 2522 b) ¢) 5725 d) (5°)° e 572(2)
HV3Y3 g 5 h) V6672 ) (10%)° j) LF
k) 24272492 1) o af m) 5 om) Vaa? (R) T
0) (m1/2x2)3 p) 2% — 2% q) 2112;2

3. Resolver las siguientes ecuaciones:

a)3rz—1=-7 b) —4z+3=—-6 c)5—1=9
d)10-%=5 e)7r —8=—-2x+6 flz+3=a-2
g)z?+3z—1=22—4x+2 h)*23_3 i)2=4
D2 41= 4 ) 2t 4 p Box = 2
m) 228 4 e = n) #Hr_ 2 — g6 f)z=4
0)x2-9=0 p)x2 43(;—0 q) 2% —4r = -3
r) 32 =1 s) 6‘3;4&'2’”—2x t) Va2 —16—-3=0
W) Va? =9 +4=0 V) 2Tty = dee W) mem = e

4. Resolver las siguientes ecuaciones:
a) 5 — 423 =0 b) 2% 4223 - 322 =0
c) 2z.(2% — 4)? — (223 +12).(2% —4) =0 d) 623.(23 + 8) = 3.(2 + 8)?
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5. Una tienda en liquidacién anuncia que todos sus precios fueron rebajados 20 %.
Si el precio de un articulo es $28, ;cudl era su precio antes de la liquidacion?

6. Carlos va de compras y adquiere un pantalén en $30. El precio del pantalén

7.

416

viene ¢

on el IVA incluido (21 %). ;Cudnto pagé Carlos de TVA?

a) Escribir en lenguaje algebraico las siguientes informaciones relativas a la

base x y a la altura y de un rectangulo.

1) La base es el doble de la altura.

2
3

La base excede en 5 unidades a la altura.

la altura es % de la base.

5) Es érea del rectdngulo es 50 cm?.

6

La base y la altura difieren en 10 unidades.

)
)
4) La base es a la altura como 7 es a 3.
)
)

b) Asociar cada enunciado con la expresién simbdlica que le corresponde.

(
(
(
(
(

I) El doble de un ntimero menos 7. (A) (a+ b)?
II) La diferencia de dos nimeros dividida por 3.

IIT) La tercera parte de un nimero menos otro.
IV) El cuadrado de una suma.

V) La suma de los cuadrados de dos nimeros.
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Practica 1 — Ndmeros Reales - Funciones

1. Representar en la recta numérica.

A e e 1 5
a) _77 45 Uy 2a7a €; 8 6"

=

Todos los niimeros reales que verifican z2 — 36 = 0.

Todos los niimeros reales que verifican (z — 6)(z + 6) = 0.

[SURENY

Todos los niimeros reales que verifican z(z + 5) = 0.

(99

~

Todos los nimeros reales mayores que -1.

Todos los nimeros reales menores o iguales que 3.

=)

)
)
)
) Todos los niimeros reales que verifican z2 — 2z — 3 = 0.
)
)
)

>

Todos los nimeros reales mayores que -9 y menores o iguales que 7.

2. Determinar cuéles de los siguientes dibujos representa el grafico de alguna fun-
cién. En ese caso, determinar dominio e imagen.

F Y .. 'y F' Y
. 1. 1.
1.

2
2
5 - - — L 2
. 'y
W1,
. F Y V. Fy
1V,
_,——"_'_'_——
1 -3 .-
. >
> §

3. Hallar el dominio natural de las siguientes funciones con valores reales:
a) f(z)=2x+1 b) f(z) =v3—-2z ¢ f(x):ﬁ
d) f(x) = 23 + 222 — 32 e) f(z) =v4a?2 -1 f) f(z) =z —2

g) f(z) = vVa? —dx h) fo) = A ) f2) = i
) I@) = eraaiseTs
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4. Hallar el dominio natural de las siguientes funciones:

_ 3z+2 z>1 _ z? z>0
) f(=) {x—|—2 T >4 d) f() {\/m x>0
c xr) = 1 x) = 1
ey <4 ey £ <0

5. A partir de los gréficos de las funciones f(z) = 22, g(z) = 1 y h(z) = |2/, hacer
los gréficos de las funciones:

a) fi(z) = f(z) +1 b) fo(w) = f(z — 1) c) fa(z) = flz+1) -2
d) fa(z) = —f(x) e) gi(z) = g(z —2) f) g2(z) = g(a) — 1
8) gs(z) =g(z+2) =1 h) ga(z) = —g() i) hi(z) = h(z) =3
i) ha(x) =h(x—1)+3 k) hs(z) = h(z+3) =2 1) ha(z) = —h(z)
6. Para las funciones dadas por los graficos, calcular (si es posible):

fog(4), gOf(Q), go f(0), fog(2)

5 E(j’f///
7. Se definen las siguientes funciones con valores reales:
z+1
22 +1’

Calcular: f(0); f(1/2); f(2); 9(0); 9(1/2); f(a) con a € R; g(a) con a € R;
fl@a—1)cona€eR; gla+1) conackR; f( ;

fz) = glz) =2% - 1.

o >
8
el
[\
fag
—
8
=
-
N
=
=
8
— O
~
Q
—
8
N
=

8. Sean f,g,h: R — R dadas por:
flz)=2+8, g(r) = 22, h(z) =z — 8.
Caleular fog, gof, foh goh, hof, hog.
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9. Sean hy(z) =+ 3, ha(z) =z — 2.
a) A partir del gréfico de f(x) = 22, hacer los gréficos de:

f0h1> foh27 h2ofa hlof7 h10f0h2

b) Idem para f(x) = i

¢) Idem para las funciones dadas por los graficos:

r

v

10. Dadas las siguientes funciones
a) gi(z) = [z] +2 b) ga2(x) = |z + 2| ¢) g3(x) = =z — 1] +2

i. Escribir a cada una de ellas como un corrimiento de f(z) = ||
(por ejemplo: si gg(x) = |z —3]+1 = ga(z) = f(x —3) +1).

ii. Sin tabla y utilizando lo hecho en i, graficar en un mismo sistema de coor-
denadas g1, 92, g3 ¥ g4

1
11. Escribir como un corrimiento de la funcién f(z) = — a las funciones:
x

1 1 1
i Mm@ =L gle) =

a) g1(x) =

12. A partir de los graficos de las funciones f(z) = 23, g(z) = 2°, h(z) = %, graficar
sin utilizar una tabla de valores:

(a) fz) =2 =1, (b)g@)=(z-1)% () h(z) = —(z" +2).

13. Determinar el dominio natural, imagen, inyectividad, sobreyectividad y graficar
cada una de las siguientes funciones:

a)f(z) =22% + 3z + 1 b)f(x) = o) f(x)y=var+2

22+1 siz>0
—x+1 siz<O0

22+1 siz>0
z+1 siz<O0

016 = { o)1) = {
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(x—1)? siz>2
HNf®y=4¢ 1 si —1<z<0
T+ 2 six < —1

14. Analizar inyectividad, sobreyectividad y biyectividad de las funciones dadas por
los gréficos:

F 3

;

15. Para cada una de las siguientes funciones, elegir conjuntos A, B C R tal que
f: A — B sea biyectiva. Para estos A, B calcular f~! y graficar f y f~! en un
mismo sistema de ejes coordenados:

a) fla) =32 -7 ) @)= +2 o) fa) =20
d) f(2) = (3)° ¢) f(z) = In(a) ) f() = In(z) - 3
g fl@)=In(x—2)+5  h) f(&)=c"—3

16. Hacer los graficos de las siguientes funciones:
a) sen(z + 7); b) sen(—zx); c) cos(x —m/2); d) cos(x + 2m).

17. Dado el grifico de la siguiente funcién f: R — R

604 -

30
20 4

10
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19.

20.

21.

Apéndice II :Elementos de Matemética I — Préctica 1

a) Hallar conjuntos A, B C R tal que f : A — B sea biyectiva (y por lo tanto
tenga inversa f~1: B — A).

b) Indicar los valores f~1(60), f~1(30), fo f~1(20) y f=to f(3).

En la Republica de Simplifilandia los ciudadanos pagan impuestos a las riquezas
de acuerdo con la siguiente tabla:

Riquezas en su unidad monetaria | Impuesto a pagar
Hasta 100 0

Mids de 100 y hasta 200 15

Mids de 200 y hasta 300 25

Mis de 300 y hasta 400 35

etc.

a) Graficar la funcién que relaciona las riquezas con el impuesto a pagar.

b) Si un ciudadano tributa $55, ja cudnto asciende su riqueza?

Cada pan de césped colocado cuesta $2,25; el vivero me recarga $25 de flete por
traer los panes a casa.

a) Escribir la férmula del gasto en funcién de los panes de césped colocados.
Graficarla.
b) ;Cuél es el gasto si coloco 350 panes? ;Cudntos panes coloqué si gasté

$668,507

Una empresa calcula que el costo de produccién de x unidades de un articulo
de consumo es igual, medido en pesos, a:

C(z) = 300 + 50y/z.

Calcular después de cuantas unidades producidas, el costo de produccién supera
$100.000.

Para cada una de las funciones de los siguientes graficos, determinar el dominio
natural e imagen. Describir ademas los conjuntos de raices, de positividad y
negatividad de cada funcién.

A A
\_2 5\12 » z g
AT -
Fix
» g{x)
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B (%)

22. Considerando las funciones del ejercicio 20:

a) a) Analizar inyectividad, sobreyectividad y biyectividad, justificando en
cada caso las conclusiones de su analisis.

b) b) Para aquellas que no sean biyectivas en su dominio natural, hallar (si
es posible) subconjuntos A, B de los nimeros reales, de forma que 2 € A y
ademads, f : A — B sea biyectiva. Escribir claramente los argumentos que
justifican la eleccién tomada.

¢) c) A partir de los gréficos, indicar el valor de: mo f(0), h~to f(—2), ho f(—2),
y mo h~1(0).
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Practica 2 — Limites y continuidad

1. Dados los siguientes graficos, calcular los limites que se indican en cada caso.

2.

F 3
i : kﬁ ﬁ A
ii i
. >
=2
&
. ; v
w F Y A 3
; vi
3
L3 3 N
H N L
_al .
F'y

vii

¥

i- lim f(z); lim f(z); lm f(z); lm f(z).

M T2t z—r+00 T——00
ii- lMm f(e);  lim f(z);  lim f(z).

il lfm, f(x): lim f (x);  lim f(z).

e tm fl@) Mm f) Mm f@; o Mo f(@).

v- lim f(z); lim f(z); lim f(x).
z—5t z—5~ T——00

vi- lim f(x); Hrgl, fx); EIEI ).

r—3+
- 1f N ¥ N 1 S .
vii- lim f(z); lm f(z); lim f(z); Jim f(z)

a) Representar graficamente la situacién

. .1 C
lim — = 400, lim — = —o0. (Existe lim;_,q %?
z—0t T z—0— X
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b) Calcular:

1
lim ,
z—2— —X + 2

i. ii. iii.

, It .
a:igl‘*' r—5 xﬂl(II%l)Jr 3r—1

3. a) Representar graficamente la situacién

1

lim — =0, lim —=0.
T—4oc0 T——00 I
b) Calcular:
L 1 Gk 1
i lim —, ii. lim —.
zo—c0 x° + 13 + 1 T—>+00 ﬁ

4. a) Graficar f(z) = e” y calcular:

i. lim e", ii. lim e”.
T—+00 T—r—00
b) Calcular
i. lim eY/*, ii. lim e'/®.
z—0t z—0—

5. a) Graficar f(z) = In(z) y calcular:

w1 5 Ym 1 )
! z—}r}rlloo H(ZE’), " mi{ng n(x)
b) Calcular

. , . Ve 1

i lm In(1/z), i mlggam'

6. Usando las propiedades bésicas de los limites funcionales, calcular los siguientes
limites. En cada caso indicar qué propiedades se han empleado:

2
a) lim (2 + 3z +2)v3z — 1 b) lim ( i a +x)
r—

z——2 ;z:+3_ 245

2x+5

¢ lim S0 d) lim &
z—w/2 X z——1 1 + 2
2y

e) lim (2% —7)% + 2z + 21 f) lim T

x—3 =2 1 — 2

7. Calcular lim f(z) haciendo tablas de valores y graficando con varios valores de
T—rTo

2 préximos a x¢ (usando la calculadora) en los siguientes casos:

a1 . b4z ) ) 1\ Y®
a) %_l>11_nlJr — b) a:grfoo — c) mlg& zln(z) d) }}g}) <1+ W)
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8. Calcular los siguientes limites “en infinito”:

a) liIJIrl (=28 4 25 + 2)
Sat —x® 4+ 2

im ——M———
z—+oo 3z — 322 4+ 1

)

e) lim vz+1—-+Va—-1

r——+00

r+1 2

z——o00 3% —5H

i) lim
Tr—r—00

22 +5
9. Hallar el valor de a para que

lim
z—+oco ar — 1

10. Calcular los siguientes limites indeterminados:

) i 22 =3z +2

& xl—>mlz,'2—4x—|—3

23 —3x2 —x+3
22+ 22 +1

m
r——1

9r — 18
m-——
z—=2 22 + 4o — 12
22 =3z +2

Vo —1

224z —2
rz—1

g) lim

v

11. Calcular los siguientes limites:
e (1)

a) lim xsen | —

z—0 xT

¢) lim sen(z) cos (ln(l—i—;)) d)

x—0

z—0 r—2

¢ lm 2@
r—r+00 xX

z—0

-3z +5

) lim (1 — cos(x))sen (

, 83 + 22
lim —————
z—+oo 312 — 22 + 2

27 —/3

m ——-
z—+o0 10 + 977

b)

d)

x+1 2
D tim S
T—+00 T —

h) lim ——
r—+o00 1’2+5
2
3
zt — 16
b) lim —————
)acl—>rn21‘2—3217+2
; 2 4+x—2
d) xl—l>n—l2x3+x2—8x—12
. Vr+3—+V3r+1
f) lim
r—1 {E—]_
o 3—V1I0—=x
r—1 2 —1

b) lim xsen(h(x)), h(z) cualquier funcién

1 22—z -2
lim (2% — 4
im (z )sen (12> R

9
— )+
X X
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12. Sabiendo que lim M =1 calcular:
y—0 Yy
2 t 1-
a) m —" b) 1im ) g B d) Tim L=5®)
z—0 Sen(aj) x—0 €T z—0 X z—0 x
; sen(—2z + 2
¢) lim sen(3z) . sen(3x) ¢) lim sen(—2x + 2) W lim sen(x)
x>0 21 z—0 sen(5z) z—1 2+ -2 =0t /T
13. Calcular los siguientes limites:
9 tgg(w)
a) lim (3z — 5)1%m b) lim (ben( $)>
r—3 x—0 x€x
z+1 1
) 1++v222+1 , sen(x) \*
¢) lim | ——— d) lim
z—+o0 x —0+ \ sen(2x)
. 1/2x . _ 9\3z?
o) lim(1+2) ) lim (r—2)
3242 3—a3
) lim 204+ 1Y\ #—2 h) lim 23 — 3x 4+ 2 | 21
e z——o0 \ b3 4+ 22 — 10

|z — 17|
1m
r——00 3 + 2x

i

1 Yy
14. Sabiendo que }ir%(l + t)% = lim (1 + ) = e, calcular:
—

Y—>0o0 y

a) lim <1+3)m b) lim (x_2>x ¢) lim (1 + sen(z))*

z—0

x2 2 T .
d) lim <$+5> ¢) lim (m “) £) lim (a2 — 3)72

z+oo \ 22 — 3 z—2

15. Estudiar los limites laterales (es decir, por derecha y por izquierda) y el limite
(si existe) de las siguientes funciones en los puntos z( indicados:

a) flo) = T2tetd - py=3 b) f(z) = e, ap=0
9 s = a0 Q) f@y =2, 2 =0

16. Estudiar la continuidad de las funciones dadas en el ejercicio anterior en los
puntos zy correspondientes.
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17. Estudiar los limites laterales y ordinarios, y continuidad de las siguientes fun-
ciones en los puntos indicados. En caso de discontinuidad, discutir el tipo:

W) f) =B =0 b) fla) = 5 w=2
c)f(ac)zse% x=0 d)f(ﬂc)—e_l/gc2 x=0
1 1

18. Determinar el conjunto de puntos de discontinuidad de las siguientes funciones.
Redefinirlas, si fuera posible, para que resulten continuas:

0 50 = S W i@ = e =
@) fa)= Sl pay = 222

19. Calcular el dominio, y analizar la continuidad en punto zy indicado en cada
caso. En caso de no ser continua en z, indicar el tipo de discontinuidad, y de
ser .Vitable”, redefinir adecuadamente como para que resulte continua.

22+1 siz>0
= - =0
2) f(@) {x—l—l siz <0 e o

224+1 six>0

b) f(x){—x—}—l siz <0 en zo =0
—r—2 sir<-1

c) flz)=49 -1 si—1l<a<2 enzy=—1yzy=2
20+3 six>2

2
20. Sea f(x) = ﬁ Calcular su dominio y estudiar su continuidad en todo

R. En los puntos donde la discontinuidad sea evitable, redefinir la funcién de
forma tal que resulte continua.

3—Vr+1
21. Dada la funcién f(z) = Tx;_:

a) Hallar el dominio de f.

b) (Es posible definir f(8) para que f resulte continua en z = 8?7
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22. Hallar los ceros de la funcién f y determinar los intervalos de positividad (C..)
y negatividad (C_).

&) f(#) = (B2 — (e + (e —5) b) f(x) = 222 +1)
¢) f(z)=(z?=5)(z?+22+1) d) f(z) =In(2z +5)

e) f(z) =e""(z +4) f) flz)=e> -1
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Practica 3 - Derivadas, Reglas de derivacion y Regla de L'Hopital

1. Para las funciones dadas:

i y=2r—"Ten (2;-3) ii. y=aen (2;4) iii. y=(z+2)"/?en (2;2)

a) Hallar las pendientes a las rectas tangentes a las graficas de las curvas en
los puntos que se indican (utilizando la definicién de derivada)
b) Hallar la ecuacién de la recta tangente

¢) Graficar las curvas y las rectas tangentes
d) Estimar el valor de las funciones en 2 + % utilizando la recta tangente (jy
no la calculadoral)

2. En cada uno de los siguientes graficos:

a) Determinar los puntos donde la funcién no es derivable. Explicar por qué.
b) Determinar los puntos donde f/(z) >0

A
' A

v

3
L J

[§%]
k

3. Calcular f/(z) para cada una de las siguientes funciones, utilizando las reglas
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generales de derivacién:

a. f(z) =25 423 +22 -3 b. f(z) =z (3+2%) +In(2)
c. flw)=1% d fla)=4ux

e. f(z)=23t f. f(2) = 7 —sen(z)

g f(x) =7 cos(x) + sen(x) + - e” h. f(z)=28

i. f(z)=2%In(z) — & +e” o f@) =1t

k. f(x) = *HEE L f(2) = Feents

m. f(z)=e”cos(z) + In(3) n. f(z) =2 +2In(z)

4. a) Hallar el punto P = (z,y) tal que la pendiente de la recta tangente al
gréafico de f(x) = 23 — 322 + 5 en el punto P es igual a —3.

b) Hallar el punto P = (z,y) tal que la ecuacién de la recta tangente al grafico

de f(x) =2 — 22 + 1 enel punto Pesy =8x — 11.

5. El desplazamiento (en metros) experimentado por un mévil al cabo de ¢ segun-
dos es

s(t) = 5t2

Hallar la velocidad instantanea en t = 2.

6. La ley de movimiento de un punto a lo largo de una recta es s(t) = 3t — t>
(en el instante ¢ = 0 el punto se encuentra en el origen). Halle la velocidad del
movimiento del punto para los instantes t =0,t =1yt =2.

7. Calcular f/(z) para cada una de las siguientes funciones aplicando la Regla de

430



Apéndice 1T : Elementos de Matemédtica I — Practica 3

la cadena:
a. f(z)=(1+2)12 b. f(z) = cos(3z)
c. f(z) = In(sen(x)) d. f(z) = 3sen’()
e. f(z)=+/sen(v/z) f. f(z)=4(22+5) - sen(32% — 1)

o

f(z) =In(a?)
k. f(z) = 3sen(z?)

[

flz)=V223 42 h f(x) =sen (£ +1)
J
1

m. f(z) :eéx*l n. f
0. f(z) =e’te p. f
q. f(z) =1n(e” + sen(5x)) r

s. f(x) = 3sen®(x3) t. f(z)= e e’
u flx)=xz-vV1—2x

8. La temperatura T' de un cuerpo, que inicialmente estaba a 90° C, se enfria de
acuerdo a la ley
T(t) =20+ 70 e 011

(se estd suponiendo que la temperatura ambiente es de 20° C) donde ¢ es el
tiempo en minutos.
a) Calcule con qué velocidad se estd enfriando el cuerpo a los 5 minutos.

b) Muestre que la velocidad de enfriamiento es proporcional a la diferencia
entre la temperatura ¢ y la temperatura ambiente. Mds precisamente:

T'(t) = —0,1 (T(t) — 20).

¢) Muestre que la velocidad de enfriamiento tiende a 0 conforme avanza el
tiempo.
d) ;Qué sucede con la temperatura del cuerpo conforme avanza el tiempo?
9. La temperatura (medida en grados centigrados) de un pequeno animal sometido
a un proceso infeccioso varia en un lapso de 4 horas de acuerdo a la siguiente

ley: T(t) = 30 + 4t — t? , donde T es la temperatura y t es el tiempo medido en
horas.

a) Demuestre que en algun instante del lapso [0;4] la velocidad de variacién
de T fue nula.

b) Interprete geometricamente.
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Funcion de costo total y funcién de costo marginal

La funcién CT(z) es la funcién que calcula el costo total (el costo fijo mas el
costo variable) de producir x unidades de cierto articulo (siempre supondremos
x > 0 puesto que la produccién negativa de articulos no tiene sentido).

La funcién CT'(z) de la funcién costo, se llama funcidn de costo marginal.

Si interpretamos la derivada como una razén de cambio, entonces CT'(z) es la
razén de cambio del costo total con respecto al nimero de unidades producidas.

El nimero CT’(xo) se denomina costo marginal asociado a la produccién de zg
unidades.

En macroeconomia, x es un nimero muy grande, de tal modo que 1 es pequeno
comparado con z, entonces CT"(z) es aproximadamente igual a CT'(xg + 1) —
Por lo tanto, los economistas definen el costo marginal como el costo ocasionado

por la produccién de “una unidad mdas” (es el costo “en el margen” o “en el
borde”).

Una empresa calcula que el costo de produccién de x unidades de cierto articulo
de consumo estd dado por

CT(x) =200+ 0,052 + 0,001 2*
a) Hallar el costo y el costo marginal de producir:

i. 500 unidades ii. 1000 unidades iii. 5000 unidades

b) En cada uno de los casos anteriores comparar el costo marginal de ca-
da produccién con el costo que le ocasiona a la empresa aumentar cada
produccién en un articulo mas.

Una empresa encuentra que el costo por producir z litros de un cierto producto

quimico estd dado por
10

CT(z)=3+z+—.
x
Comparar el costo marginal al producir 10 litros con el costo de producir el
undécimo litro.

Funcién de demanda y funcién de ingreso total.

Supongamos que una empresa sabe, por experiencia, que puede vender x uni-
dades cuando el precio de una unidad es p(z), siendo p cierta funcién. Decimos
entonces que p(x) es el precio por unidad cuando hay una demanda de = uni-
dades. A veces se considera que la cantidad demandada x depende del precio p

(z = z(p)).

Llamaremos a z (o a veces D) la funcion de demanda del articulo en cuestién.
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El ingreso total es el producto del nimero de unidades vendidas por el precio
por unidad, es decir = - p(x) (o bien D(p) - p, si se tiene a la demanda D en
funcién del precio p). Por esta razén la funcién IT definida por

IT(z) =z - p(x)

se llama funcion de ingreso total.

La derivada IT’(z) se llama funcidn de ingreso marginal. Se utiliza para encon-
trar la razén de cambio del ingreso total con respecto al niimero de unidades
vendidas.

Si se venden z unidades de un cierto articulo a un precio p(z) por unidad,
entonces el beneficio B(z) estd dado por:

B(x) =IT(z) — CT(z),

donde IT y CT son las funciones de ingreso total y de costo total respecti-
vamente. Llamamos a B la funcién beneficio y a B’ la funcién de beneficio
marginal.

El precio unitario cuando se demandan z unidades de un cierto articulo de
consumo viene dado por

p(z) = v1200 — 2z

Hallar las funciones de ingreso total e ingreso marginal.

Una empresa calcula que para vender x unidades de una cierta mercancia, el
precio por unidad debe ser p(z) = 1800 — 2z, donde 1 < x < 100. Suponiendo
que el costo total de fabricacién de x unidades es CT'(z) = 1000 + z + 0,001 22,
hallar:

a) La funcién de ingreso total y de ingreso marginal.

b) La funcién de beneficio y de beneficio marginal.

Un productor se enfrenta a un mercado cuya funcién de demanda es de la forma

T = 1—30 — % p. En este momento se encuentra produciendo 1,7 toneladas. ;Le
conviene a este empresario aumentar su produccién?
Elasticidad

Siy = f(x) es derivable, la elasticidad en un punto de la variable dependiente
y respecto de la variable independiente x se calcula haciendo
A
lim v 2 lim Ay Ty v
i = — — = _ -
Az—0 % Y Az—0 Az Y y f(l‘)

f'(z)

Puede interpretarse como (una aproximacién a) la variacién porcentual de la
funcién producida por una variacién del 1% en la variable independiente. Se
denota con:
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By Ef(z)
- o también .
Ex Ex
Interpretacién de los valores de las elasticidades:
oo | Ef(@)] ] L . .
i. Si “Er | T 1 en el punto x entonces, una variacién relativa de x a partir
T

de ese punto dard lugar a la misma variacién relativa (en valor absoluto)
en f(x).
E
ii. Si ‘f (@)
Ex
de ese punto dard lugar a una variacién relativa mayor (en valor absoluto)

en f(x).
Ef(z)

iii. Si ‘

> 1 en el punto x entonces, una variacién relativa de x a partir

i < 1 en el punto x entonces, una variacion relativa de x a partir
T

de ese punto dard lugar a una variacién relativa menor (en valor absoluto)
en f(z).

Si la funcién considerada es la demanda = = f(p) (6 D = f(p)), se dice que es
unitaria, elastica o inelastica respectivamente.

Si la funcién de demanda de un consumidor es D = 30—5p, calcular la elasticidad
de la demanda respecto del precio para p = 2. Clasificar la demanda.

Dada la ley de demanda p -z = v/1 + 22, hallar la elasticidad de la demanda
para p = 2.
Si P(z) = —22%—3622+270 2+ 5 es una funcién de produccién de una fabrica
que utiliza una cantidad = de horas-hombre,

a) Hallar la funcién de produccién marginal.

b) Hallar la funcién elasticidad de la produccién respecto de las horas-hombre
x.

¢) Interpretar la elasticidad calculada en el punto anterior para cuando x =
300 horas-hombre.

Calcule las derivadas segunda y tercera de cada una de las siguientes funciones:

a. f(z)=32+5z—1 b. flz)= (2 + 1)5 c. f(x)=1In(7x)
d. f(z)=sen(4x)

Calcule los siguientes limites:

o lfm Lmcos@) o tg@) -z e tsen(r) —1
z—0 2 z—0 T — sen(x) z—0 In(1+ x)
, In(z) , .,
d. lim e. lim z-In(z) f lim x-cotg(2x)
xr——+00 x€x x—0t x—0

(&)
|~

g. lim z°-e:
z—0—

8
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Practica 4 - Anélisis de funciones y aplicaciones de la derivada

1. Calcular las asintotas horizontales y verticales de las siguientes funciones:

a. f(z) = 25j22 b. f(z) =In(x —4) c. flz)=vaz2+1
d. f(zx)=e2

2. Dados los siguientes graficos de funciones, determinar:

a) En qué puntos no existe la derivada de f.
b) El conjunto {x : f'(z) > 0}

¢) El conjunto {z : f'(z) < 0}

d) El conjunto {z : f'(z) = 0}

)

e) Maximos y minimos relativos de f.

L A .. iii. A

|

A

— Tl
e IRUGYA

3. Sea f : R — R dada por f(x) = 23 + 322%.

Vi. A

a) Calcular f'(x).

b) Determinar {x : f'(x) = 0}

¢) Determinar {z : f'(z) > 0}

d) Determinar {z : f'(x) < 0}

4. Estudiar intervalos de crecimiento y de decrecimiento de las siguientes funciones.
Determinar los méaximos y los minimos relativos de cada una y hacer un grafico
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aproximado.
a) f(x)=3x+1 b) fx)=322+22+5 c) f(z)=a*+8x3+182% -8

X

Q) f(a) =@ In(@) ©) (@) = " ) f@) = Ve + 1

g) flz)=a%-e™® h) flz)=2* - (1-2) i) f(z) =225~ 27a*

5. a) Trazar el grafico de una funcién f que satisfaga:
1) Dom(f) = R — {0}
2) f'(z) >0en (—2;0) U(2;+00)
3) f'(z) <0en (—o0;—2)U(0;2)
4) fl(x)=0enxz=—-2yenz =2
5) f tiene una asintota vertical en = 0 y no tiene asintotas horizontales.

b) Decidir en qué puntos alcanza extremos relativos y decidir si son méaximos
0 minimos.

6. a) Trazar el grafico de una funcién f que satisfaga:
1) f'(z) > 0en (3;8)
"() <0 en (—o0;1) U (1;3) U (8;+00)

2) f

3) f'3)=1'(8) =0

4) f tiene una asintota vertical en x = 1

5) La recta y = —4 es asintota horizontal en +oo

6) La recta y = 2 es asintota horizontal en —oo
b) Decidir en qué puntos alcanza extremos relativos y decidir si son méximos

o minimos.

7. Determinar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién de las siguien-
tes funciones:

X 2

a. f(JC) =24 1323+ 2219 b. f(a?) = m c. f(l‘) —e T

8. En cada una de las siguientes funciones, estudie:
i. Dominio.
ii. Posibles asintotas.
ili. Méximos y minimos locales.
iv. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
v. Sentido de la curvatura.

vi. Puntos de inflexién.
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Sobre la base de todos estos datos, realice un gréfico aproximado de f(z).

a. f(x) =e" (2% +2)

d. f(z)=e" (222 +2+1)

e f(z) = x;:— 1
f. f(x) = e’
223

9. Sea f :[2;8] — R una funcién derivable tal que la funcién derivada f’ tiene el

siguiente grafico:

v

a) Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

b) Hallar los maximos y minimos locales de f.

10. Determinar los extremos absolutos de las siguientes funciones en los intervalos

que se indican:

a. f(z)=3x+1 en [—1;3]
c. f(x)=2% en [-1;1]

e. f@)=la|(+1) en [-21]

b. f(x) =sen(2z) en [0;7]
d. f(x)=2%3(5-22) en [-1;2]

f. f(z) =2 -3z en [0;3]

11. Las reacciones de dos drogas en funcién del tiempo (medido en horas) estdn

dadas por las funciones:

ri(t)y=t-et

ro(t) =t*- et

a) {Cudl de las dos drogas tiene mayor reaccién méxima?

b) ;Cudl alcanza la reaccién méxima en el menor tiempo?
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Un canon situado sobre el borde de un acantilado dispara un proyectil hacia un
barco. La altura del proyectil (en metros sobre el nivel del mar) después de ¢
segundos estd dada por la expresién —5t2 + 50t + 55.

a) ;Cuél es la altura méxima del proyectil y en cuanto tiempo se alcanza?
b) jCudnto tiempo tiene el barco para desviar su trayectoria si logra ver el
fogonazo del canén?
Determine dos niimeros cuya suma sea 12 y cuyo producto sea maximo.

Entre todos los rectdngulos de drea 100 m?, determine:

a) El de perimetro minimo.

b) El que posee diagonal més corta.
;,Cudl de los puntos de la recta de ecuacién 2x+y = 1 estd mas cerca del origen?

La lata de una gaseosa tiene una capacidad de 354 cm?. Si el costo del material
de la tapa es el doble que el del resto de la lata, jcémo deben ser las dimensiones
de la lata para que el costo sea minimo? (Suponga que la lata es un cilindro).

Una tarjeta de cartulina debe tener 150 cm? para su impresién. Se requiere un
margen de 3cm en la parte superior y en la inferior, y un margen de 2cm en
cada uno de los lados. Calcular las dimensiones que debe tener la tarjeta para
minimizar la cantidad de material a emplear.

Si se producen z articulos, el precio de cada uno estd dado por la ecuacién
p(x) = 400 — 2z, y la funcién de costo total es CT(z) = 0,222 + 4x + 400.

a) ;Qué cantidad de articulos deben producirse para maximizar el beneficio?
(recordar que beneficio = ingreso - costo).

b) Determinar el precio en el cual se obtiene el maximo beneficio.

¢) Determinar cudl es el beneficio méximo obtenido.

La funcién de demanda de un articulo es x = 140 — p. Si la funcién de costo
total es CT(x) = 2% + 20z + 300, obtener precio y demanda que maximicen el
beneficio. ; Cudnto vale este beneficio?

Una compania puede producir a lo sumo 50 unidades por dia de cierto articulo,
que se vende a $200 la unidad. Si se sabe que el costo total por dia es CT'(x) =
222 + 402 + 1400, ;cuantas unidades deben producirse para que la empresa
obtenga el maximo beneficio diario?

Una compania recibe para la venta a lo sumo 80 escritorios por semana, y
el precio de venta es de $400 cada uno. La funcién de costo total semanal
es CT(z) = 222 + 80z + 6000. Determinar cudntos escritorios deben venderse
semanalmente para obtener el maximo beneficio. ;Cudl es el méaximo beneficio?.
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Dada la funcién de costo total CT'(z) = 42? — 142+ 10, y la funcién de demanda
x = /120 — 4p, hallar la cantidad para la cual el beneficio es maximo. ;Cudnto
vale este beneficio?

Un estanciero tiene novillos que pesan 300 kg cada uno. Mantenerlos en su campo
le cuesta U$S5 0,5 diarios por animal. Los novillos aumentan de peso a un ritmo
de 5 kg diarios. El precio de mercado es actualmente U$S 1 por kg y desciende
U$S0,01 por dia. ;Cuénto tiempo le conviene engordar los novillos si quiere
sacar el maximo beneficio? ;Cudnto ganara por cada novillo?
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Practica 5 - Sistemas de ecuaciones lineales

. Indicar cuéles de las siguientes ecuaciones son lineales:

a. 224+ —-5y+2=0 b. 22+9y>+22y=34 c. V3x—y=5

d x4+2y—2=3 e. x+4zy=>5

. Escribir dos ecuaciones equivalentes a cada una de las siguientes:

a. 2r+3y+5=0 b.2x4+y=-32+38

. Se dan varios pares de sistemas de ecuaciones. Todos ellos son equivalentes.

Algunos por razones muy faciles de ver: senalarlos y decir cudl es la razon.
Otros hay que resolverlos para ver que son equivalentes.

a T + y = 9 20 4+ 2y = 10
22 — y = 7 6r — 3y = 21
b r + y = b r + vy )
2z -y = 7 3z = 12
c 4+ y — 2z =5 v+ y — 2z =5
c. T + y = 7 T + y = 7
2¢ + 2y — z = 12

. Indicar y explicar, con razonamientos logicos y ejemplos, cudles de las siguientes

transformaciones son validas y cuales no (es decir, cudles transforman un sistema
en otro equivalente y cudles no):

a

b

Sustituir el sistema de ecuaciones por la suma de todas ellas.

Sustituir dos de las ecuaciones del sistema por su suma.

d

(&

)
)
¢) Sustituir una de las ecuaciones por el resultado de sumarla con otra.
) Sustituir una de las ecuaciones por el resultado de restarle otra.

)

Sumarle 3z + 1 al primer miembro de cada ecuacién.

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones indicando si son compatibles de-
terminados, indeterminados o incompatibles:

% + y = 1 bx+y+z:(15
{3x+2y:4 ' v$oo o2
z =
T + y + z = 6
c.s x + y + =z =0
x -z =0
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r + 2y = 3

6. Resolver {
r —y =4

a) Anadir una tercera ecuacién de modo que el sistema siga siendo compatible.
Interpretar geométricamente.

b) Anadir una tercera ecuacién de modo que el sistema sea incompatible.
Interpretar geométricamente.

+ ¥y - =z
-y — z =T
ciones (es indeterminado).

7. Resolver { i y comprobar que tiene infinitas solu-

a) Afadir una tercera ecuacién para que el sistema sea compatible determi-
nado.

b) Anadir una tercera ecuacién de modo que el sistema siga siendo indeter-
minado.

¢) Afadir una tercera ecuacién de modo que el sistema sea incompatible.

8. Resolver por el método de Gauss los siguientes sistemas de ecuaciones:

r + y + = 2
a. 3r — 2y — z = 4
—2r + y + 2z = 2
-z + 2y - 3z = =2
b —r 4+ 8y — 27z =
r — Yy — z = 1
r + y + =z 6
c xr — y — z = —4
3 + y + =z 8
r + vy - z + 4w -3
2c — y + 4z — bdw = 13
d.
-r + y - 4z - w = -6
3r + 4y + z 4+ w = 12
r + y 3
e. y £z = o
z — w = -1
-z + w 3

9. Determinar si los siguientes sistemas lineales son compatibles determinados,
compatibles indeterminados o incompatibles. En los casos compatibles, hallar
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la(s) solucién(es):

a x + 2y — z
22 + y — 22
r + 2y + 3z
b. r + y + 4z =
r + 3y + 2z
2331 — I3
C. 4y + 3x9 — 2x3
2.’E1 - 3%2 — I3
51)1 — X2
d. T +  3z3
31’1 — To 61’3
T + y — 2z =
e. r + 2y — =z =
x — y + 4z
z — 3y + 4z —
f. 2y + 5z +
y - 3z
r + y — 2z
g. r + 3Jy — 2z =
2v 4+ 4y — 3z =
r + 2y — 3z
h. y 4+ 2z =
r + 3y — =z
2 + 3y 3
i. r — 2y = 5
3z + 2y 7
r + 2y — z 4+
j- 2 + 4y + 4z +
3. + 6y — =z +
k. { X1 =+ X9 =+ &3 =

o

2w

o

(G2 0 V]

3w
3w
8w

= DN Ot

10



Apéndice 1T : Elementos de Matemédtica I — Practica 5

1 T + X2 + x3 = 0
' 1 + 220 + 3 = 0
- 2y + =z 3
m 20 + vy = 1
' -3z — y + 3z = =2
+ v + =z 0
r + 2y + 2z 2
. 3 — 2y — z = )
’ 2v — by + 3z = —4
xr + 4y + 6z = 0
r + 2y — 3z + 2w 2
0. 2c + by — 8 + 6w = 5
3r + 4y — 5z + 2w 4
2r — 3y — 22 4+ u + w 2
p- 3r + vy + 2u = 10
Jy — 42 + 3u + 2v = 3

10. Considere tres productos distintos que se indican respectivamente con los niime-

11.

ros 1, 2, y 3. Si p; ; d; v 0; denotan respectivamente el precio, la cantidad de-
mandada y la cantidad ofrecida del producto i, para ¢ = 1, 2, 3, encontrar los
precios y cantidades de equilibrio para un mercado puramente competitivo dado
por las funciones de demanda y oferta:

d1:100—2p1—2p2 + p3 01=3p1—65
d2 =135 — 4p1 — 3p2 + 2p3 02 = 5p2 —-95
ds =140+ p1 + p2 — 2ps3 03 = 6ps — 10

Un matrimonio tuvo en total tres hijos, que nacieron a intervalos regulares de
tiempo (en anos). La suma de las edades de los hijos al 31/12/92 superaba por
un ano la edad del padre, quien tenia la misma edad que la madre. Tres anos
antes, la suma de las edades de todos los miembros de la familia era 100 anos,
y la edad del hijo menor era dos tercios de la edad del hijo mayor. ;Cuédles eran
a la fecha mencionada las edades del padre y de cada uno de los hijos?

12. Se tienen tres aleaciones de plata, cobre y oro con la siguiente composicion:

Plata | Cobre | Oro
1re 5 15 80
2da g 25 | 65
3ra 15 30 99

443



13.

14.

15.

16.

444

Introduccion a la Matematica universitaria

;Cuantos gramos se han de tomar de cada una para obtener 20 gr de una nueva
aleacién que contenga 12 % de plata, 26 % de cobre y 62 % de oro?

Tres especies de bacterias By, By y Bs coexisten en un tubo de ensayo y se
alimentan con tres alimentos A, Az y As. Una bacteria de la especie B; consume
una cantidad determinada de alimento A; por dia segin la tabla:

Ay | Ay | A3
B1 1 1 1
By 1 2 3
B 1 3 5

Se proveen diariamente 15000 unidades de Aj, 30000 de Ay y 45000 de Az y

todo el alimento provisto se consume.

a) ;Puede determinarse con estos datos la cantidad de bacterias de cada es-
pecie?

b) (Puede determinarse la cantidad total de bacterias?

¢) ;Es posible una poblacién de 10000 bacterias de la especie B3 ? En caso
afirmativo hallar las cantidades de bacterias de las especies restantes.

En el estanque de un establecimiento de cria icticola hay tres tipos de peces que
son nutridos con los alimentos A, B, C. El consumo semanal promedio de cada
pez es:

e Pecestipo1l: 1 unidad de A, 1de By 2deC.
e Peces tipo 2: 3 unidades de A, 4 de By 6 de C.
e Peces tipo 3: 2 unidades de A, 1 de By 5de C.

Semanalmente se vierten al estanque 14000 unidades del alimento A, 12000
unidades del B y 31000 unidades del C'. Sabemos que toda la comida es ingerida
y que los peces estan bien alimentados. ;Cudntos peces de cada tipo hay en el
estanque?

Una fébrica de cerdmica elabora tazas y platillos. Para cada pieza de cerdmica
un operario mide cierta cantidad de material y lo vierte en una méquina. Como
promedio, esa operaciéon insume 3 minutos para una taza y 2 minutos para un
platillo. El material de una taza cuesta $0,25 y el de un platillo $0,20. Si
disponemos de $44 de material y una jornada de 8 horas de trabajo continuo,
jcuantas tazas y platillos se podran elaborar con esos insumos?

La siguiente tabla indica las cantidades de nutrientes existentes en ciertos ali-
mentos (en cada caso, por 100 g del alimento correspondiente):
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Protefnas (g) | Vitamina C (mg) | Calorfas | Calcio (mg)
Carne 20 0 325 10
Lechuga 1 15 80 40
Leche 3 2 70 120
Espinaca 2 50 22 70

Se quiere elaborar una dieta basada en estos cuatro alimentos que satisfaga
los requerimientos diarios de cada una de las personas A, B y C. Esto implica

determinar cuantos gramos de cada alimento debera consumir cada una de ellas

por dia:
Proteinas (¢g) | Vitamina C (mg) | Calorfas | Calcio (mg)
Persona A 70 60 1400 1000
Persona B 60 50 300 800
Persona C' 70 100 1200 900

Se tiene una pieza metdlica que pesa 29,85¢gr , tiene 3cm? de volumen y
estd construida con una aleacién de cobre y plata. Sabemos que el peso es-
pecifico del cobre es de 8,95 g/cm? (peso especifico = peso/volumen) y el peso
especifico de la plata es de 10,45 g/em3. Determinar qué proporcién de plata y
cobre contiene la aleacion.
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Practica 6 - Matrices y determinantes

1. Calcular las matrices traspuestas de
2 5 7
B= < 1 1 1 ) ¢=

2. Para las matrices A y B del ejercicio anterior, calcular:

3 4
A=1 2 1
5 0

B.

2
6
5

5 7
-1 1
4

a. 2A—3B; b. A-

3. Paula ha contabilizado las horas semanales dedicadas a distintas tareas:

446

Clase | Estudio | T.V. | Amigos
L 6 2 1 2
M 5 3 2 1
Mi 8 1 0 2
J 6 1 2 1
A% 5 4 0 4
S 1 2 3 6
D 0 2 4 6

Ella valora cada hora dedicada a las distintas tareas del siguiente modo:

‘ Clase ‘ Estudio ‘ T.V. ‘ Amigos ‘ Total

Puntos ‘

2|

3|

L

Su tia Filomena hace una valoracién distinta:

4

10

‘ Clase ‘ Estudio ‘ T.V. ‘ Amigos ‘ Total

Puntos ‘

4|

4]

0 |

2

La matriz correspondiente a las dos valoraciones es:

Clase
Estudio

T.V.

Amigos

I
N O e

10

Calcular el producto de las dos matrices y decir el significado de algunas de sus

casillas. ;Cudl es el dia cuyas actividades, en conjunto, valora mas Paula? ;Y

0 2 1
2| vy B=[3 o0
1 4 -1

su tia?

1
Dadas las matrices A = ( 2 —
2

que A-B# B - A.

0
1
2

-1 ) , comprobar
5
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5. Efectuar, si es posible, los siguientes productos de matrices:

) :Qué

conclusion

obtiene?

1 0 0
6. Sabiendoque A= 0 1 0 | ,calcular: A2=A-A; A3; A*; A"
2 01

7. Calcular z, y, z, t para que se cumpla:

8. Sean A = (

(5

3 0
-1

5

)
-

cumpla3- X —2-A=5-B.

xr y
z t

0 6
1 -3

):

(

> . Encontrar una matriz X que

5 1

)

0 2

9. Calcular, si es posible, la matriz inversa de las siguientes matrices:

1
0

— o

1
1

N =N

)

i<
7N
o W

1
e. | O
1
h. |

N =N

C.

(

1 2
-1 3

1 2 -1
-1 0 2
2 1

10. Resolver, calculando la inversa de la matriz de coeficientes, los sistemas de ecua-

ciones:

8w
+ o+

ISEERS .

1
2
4
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11. Para los siguientes sistemas de ecuaciones, escribirlos en forma matricial y re-
solverlos hallando la inversa de la matriz de coeficientes del sistema.

a. z oy =1 b. Tty
r — y = 2 r — y =1
r — y + 2z = 1 z — y + 2z = 0
¢ T — =z -2 d. x z =0
y — 2z = 1 y — 2z 0
12. Hallar X € R3*3 tal que
a) AX =B+ CX, donde
1 3 2 1 11 0 40
A= -1 5 1 B = 2 -1 3 C= -2 5 2
0 0 2 0o 1 2 1 -1 3
b) AX —2X = B, donde
2 0 1 2
A= 2 3 B= 0 1
1 1 1 1 2
c) A*X —3(X + B) = 0 donde
4 0 0 10
A= 2 40 B=| -1 3 1
-1 0 2 0 0

z 0
compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible? ;y con otra
matriz B cualquiera?

T 1
13. Sea A € R3**? una matriz inversible. El sistema A - ( Yy ) = ( 2 ) ies
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14. Calcular el valor de los siguientes determinantes:

a.‘Sl‘ b_‘ln‘ ’373141’ d.‘_; o
4 7 3 33 0 0 .
10 497 1533 1 2 -1 2 1 1
e. | 0 10 8931‘ £ 0o 1 2 g |1 1 2
0 0 10 111 100
1 2 -1 0 1 6
0 2 -1 3 1 5 2 1 -1 0
L0017 3 2 3 0 21
00 0 3 1 -2 1 0 3 1
00 0 0 -2 5 1 2 o0 1
00 0 0 0 7
1 0 3 8 -1 -3 2 5
0 0 4 10 4 -2 6 1
3 0 5 11 -12 1 0 3
. 8 0 9 -1 -2 2 1 0
6 0 2 21 o o0 8 7
4 0 -1 3 0 0 4 -3
6 0 3 2 -4 9 —23 1
2 0 1 1 0 -1 9 2

15. @) Verificar que det(A - B) = det(A) - det(B) para A = ( _1 5 ) y B =
0 5
1 3 )
b) Verificar que det(3A) = 3% det(A), para A = ( ; 1 )

1 —
¢) Verificar que det (A_l) = m para 4 = ( (2) ;) )

d) Verificar que det (A") = det(A) para A = ( _; 12 )

16. ;Es cierto que det(A + B) = det(A) + det(B)? Probar con ejemplos.

17. Determinar para que valores del pardmetro “a” son inversibles las siguientes
matrices y para cuales no (usando determinantes):

310 1
(53>b.<4 a>c.01a d [« 4 o0
a 2 a -2

00 2 1 -1 0
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Escribir los siguientes sistemas en forma matricial, discutir como seran sus solu-
ciones en funcién del pardmetro m y resolver los sistemas homogéneos planteados
en los siguientes ejercicios:

x + y + mz = 0 r — my + =z 0
a. 3r + 2y + 4mz = 0 b T + y + z =0
2 + y + 3z =0 mr + vy + z =0

Escribir los siguientes sistemas de forma matricial, y determinar para qué valor
o valores del parametro a cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones es:
compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible.

20 — y + 3z = 2 r + y =1
a. 5 — y + az = 6 b. ax + 3y — 2z =
r + y + 2z = 2 - — 4z = 3

Determinar los valores de k tales que la siguiente matriz resulte inversible:

kE+2 1 3

En los siguientes sistemas determinar los valores de A de manera que cada uno
resulte compatible determinado:

A=1Dz + y — z = 2

a. dr + (A—-1)y = -3
(A+3)z + Ay = 0
A+2)z + y + 22 = 6

b. -z + A-1y — =z = 0
2 x  + y + Az = -1
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Practica 7 - Matriz Insumo-Producto

El economista W. Leontief es el autor del modelo o la tabla de insumo produc-
to. Esta tabla refleja la interrelacién entre distintos sectores de la economia y
los montos de bienes intermedios utilizados durante un periodo. Actualmente
todos los paises desarrollados calculan esta matriz para planificar su economia.
Conocer la matriz insumo producto ayuda a decidir cuales son los sectores que
conviene (econémicamente hablando) promover o subsidiar. Un ejemplo en Ar-
gentina: la apertura de la economia durante la convertibilidad traté al sector
automotriz de forma excepcional. Fue porque segin la matriz de insumo pro-
ducto se trata de un sector muy dindmico (estd relacionado con muchos otros),
si aumenta la demanda final de autos, esto afecta la produccion de los sectores
de combustible, metalirgico, neumaticos, etc.

En este texto presentaremos un ejemplo de una matriz insumo producto. Los
interesados pueden ampliar este tema en Algebra, de A. E. Garcia Venturini y

A. Kicillof.

Presentamos acéd una tabla con tres sectores: Agricultura, Industria y Servicios.
Los sectores estan relacionados entre si. Por ejemplo Industria debe utilizar
como insumo productos de otros sectores y por eso compra: a Agricultura
200, a Industria 350 y a Servicios 300 (esto se lee en la columna de industria).
Ademas la produccién de Industria es consumida, en parte, por los mismos
sectores: Agricultura 70, Industria 350 y Servicios 230 (y aparece en la fila de
Industria).

Agricultura | Industria | Servicios | Demanda final | Valor bruto de
la produccién

Agricultura 50 200 15 235 500
Industria 70 350 230 350 1000
Servicios 100 300 110 445 955
Valor agregado 280 150 600
Valor bruto de
la produccién 500 1000 955 2455

En la columna de Demanda final aparecen los consumos que no corresponden
a los sectores acd incluidos, a los consumidores finales (que no se encuandran
en ningin sector productivo) y a la inversién (es la parte de la produccién del
periodo que se “acumula” para los siguientes). Por ejemplo, siguiendo con In-
dustria, vende 350 ademas de lo que vende a los 3 sectores acd incluidos. La
ultima columna corresponde al Valor Bruto de la produccién correspon-
diente a cada sector: es la suma de todas las ventas, por ejemplo en el caso de
Industria: 70 + 350 + 230 4 350 = 1000.

La fila de Valor Agregado corresponde a la diferencia entre el Valor Bruto de la
produccién y la suma de todos los insumos. En el caso de Industria es: 1000 —
(200 + 350 + 300) = 150.
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La tabla como sistema de ecuaciones

Ahora expresaremos esta tabla como sistema de ecuaciones lineales. Primero
reemplazaremos los numeros y sectores por letras genéricas. Por ejemplo zo3
representa el valor de insumo 2 (que era industria) que utiliza el sector 3 (que

era Servicios).

Sl 52 53 DF VBP

S Tl | 12 | w13 | Vi X1
Sa To1 | ®a2 | oz | Yo Xo
S3 31 | %32 | T3z | Y3 X3

VA | VA | VA, | VA,
VBP | X, | Xo | X3

Si representamos esta tabla como sistema de ecuaciones tenemos:

T +zi2+ri3+ Y1 =Xy
o1 + o2 + xaz + Yo = X
231 +T32 + w33 + Y3z = X3

Coeficientes técnicos

Las columnas representan la estructura de costos de cada sector. Si se divide
cada insumo por el valor bruto de produccién correspondiente (el total de la
columna), se obtienen los coeficientes técnicos (que registran la necesidad de
insumos de cada sector para producir una unidad del producto que dicho sector

produce):

xij

X

J

a;; = (7 indica al sector que vende y j al que produce).

O sea: se divide cada coeficiente de una columna por el total de la misma. En
nuestro ejemplo queda (redondeando al segundo decimal)

Agricultura | Industria Servicios

Agricultura | 2% =0,10 | 22 =10,20 | 5= = 0,02

: 70 __ 350 __ 230 _
Industria 200 = 0,14 | 505 = 0,35 | 555 = 0,24
Servicios 280=0,20 | 20 =10,30 | 52 =0,12
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Como a;; = —2-, entonces x;; = a;; - X,;. Usando esto, podemos reescribir el
J X. ’ J J J ’
j
sistema de ecuaciones asi:

a1 - X1 +az-Xo+az3- X3 +Y =X,
a1 - X1 +ag - Xo+ass - X3 +Yy = Xo
as1 - X1+ asz - Xo+ass- X3+ Y = X3

En nuestro ejemplo quedaria:

0,10X; +0,20 Xo +0,02 X5 +Y; = X,
0,14 X, +0,35 X + 0,24 X5 + Y5 = Xo
0,20 X, +0,30 Xo + 0,12 X5 + Y3 = X3

Si llamamos A a la matriz de coeficientes técnicos, Y a la de demandas finales
y X a la de valor bruto de produccién, y las notamos:

a1l a2 ais X1 Y
A= a1 a2z as X=X Y=| Y
azy Gz 033 X3 Y3

el sistema expresado en forma matricial nos queda: X =A- X +Y .

(De més estd decir, que todo lo que hicimos con 3 sectores, se puede hacer con
cualquier cantidad n de ellos).

Coeficientes de requisitos directos e indirectos

Para medir las necesidades de produccién de cada sector ante un cambio de la
demanda final (la matriz Y) se opera algebraicamente con las matrices a partir
de la ecuacién de mas arriba:

X=4-X+4Y = X-A-X=Y =(I-A)-X=Y =
= X=(-A)"1Y (multiplicando a izquierda por (I — A)~1!)

A la matriz (I — A) se la llama matriz de Leontief, y a (I — A)~! se la
llama matriz de coeficientes directos e indirectos. Utilizando esta tltima,
a partir de una variacion de la demanda final Y* se obtiene una nueva matriz
de produccién X*, y se puede construir la nueva tabla:

X*=1-A)"1v (%)

Y en nuestro ejemplo:

100 0,10 0,20 0,02 7\ Yi*
X=(]l010|=-]014 0,35 0,24 | =
00 1 0,20 0,30 0,12 Ya*
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1

0,90 —0,20 —0,02 1 Y
=| -0,14 0,65 —0,24 - Yo
-0,20 —0,30 0,88 Y3*
De esta forma, si la demanda final, en vez de ser Y = fuera Y* = , se podria

calcular el nuevo valor bruto de la produccién X* haciendo:

1

0,90 —0,20 —0,02 7 700

X* = | -0,14 0,65 —0,24 | 500 | =
| 0,20 —0,30 0,88 1000

(1,21 0,44 0,14 700 1207

= | 0,41 1,91 0,53 |-| 500 | =| 1772

| 0,41 0,75 1,35 1000 2012

El modelo de Leontief afirma que, bajo ciertas hipétesis econémicas, la matriz
de coeficientes técnicos A es siempre la misma, aunque cambie la demanda final,
y por lo tanto, la matriz de coeficientes directos e indirectos (I — A)~! también,
lo que justifica el razonamiento hecho en la ecuacién ().

Ejercicios

1. Dada la matriz de insumo producto correspondiente a un ano para la economia
de un pais dividida en 2 sectores S7 y So,

S1 | S2 | DF | VBP
Si ) 3 | 12 20
S 101 9 5 24
VA 5 | 12

VBP | 20 | 24 44

construir la tabla del ano para el cual la demanda final es Y* = [ ;S } .

2. Dada la matriz de insumo producto correspondiente a un ano para la economia
de un pais dividida en 2 sectores S; y So,

S1 | S2 | DF | VBP
S1 40 | 44 | 16 100
So 40 | 0 | 15 95
VA 20 | 11

VBP | 100 | 55 155

21
construir la del ano para el cual la demanda final es Y* = [ 14 } .

454



Apéndice 11 : Elementos de Matemética I — Practica 7

3. Dada la matriz de insumo producto correspondiente a un ano para la economia
de un pais dividida en 2 sectores S7 y Sa:

S1 | S2 | DF | VBP
Sh 18 | 21
Sa 12
VA | 13
VBP

a) Completar la tabla si se cumplen todas las condiciones siguientes:
1) El sector S; utiliza insumos del sector Se por un valor de 26.
2)
3) El sector S utiliza para si 13 unidades de su propia produccién.
4)

El sector S5 tiene una demanda final de 10.
El producto bruto total de la economia es 100.

b) Construir la tabla del afio para la cual la demanda final es Y* = [ i; } .

4. Dada la matriz de insumo producto correspondiente a un ano para la economia
de un pais dividida en 2 sectores S7 y Sa:

S1 | S2 | DF | VBP
Sh 28 | 36
So 7
VA | 48
VBP

a) Completar la tabla si se cumplen todas las condiciones siguientes:
1) El sector S; utiliza insumos del sector Se por un valor de 16.
2)
3) El sector S utiliza para si 32 unidades de su propia produccién.
4)

El sector Sy tiene una demanda final de 19.

El producto bruto total de la economia es 138.

b) Construir la tabla del afio para la cual la demanda final es Y* = [ ;lg } .

5. La matriz de coeficientes técnicos correspondientes a un ano para la economia

] . Completar la

SN
ENEE SR

de un pais dividida en dos sectores S7 y S es: A = {

tabla si la demanda final es Y? = ( 210 160 )

S1 | S2 | DF | VBP

S
S
VA
VBP
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6. La matriz de coeficientes técnicos correspondientes a un afio para la economia

de un pais dividida en dos sectores S7 y Sy es: A = {

tabla si la produccién final es Xt = ( 200 110 )
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S1 | S

DF

VBP

Sy

Sy

VA

VBP

4
5
0

] . Completar la



10.

11.
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Practica 8 - Vectores y rectas

. Dados los vectores: u = (1;2); v = (—=1;3 ) y w = (—1; 2 ), realizar las operacio-

nes siguientes, analitica y graficamente:

a. u+wv b. u—w c. ut+v+w

d. 3u e. —3v f. 4v—w

. Dados los vectores: u = (0;1;2); v = (1;1;0) y w = (—1; 1; 1), realizar las

operaciones siguientes, analitica y graficamente:

a. u—+v b. u—wv c. ut+v+w

d. 2u e. —3u f. —v—i—%w

. Dados los puntos A = (1;3;7), B=(-1; 3; 0) y C = (3; —4;11):

a) Hallar los vectores AB=B— A,y BC=C—B.
b) Hallar el punto medio entre los puntos A y B.

Sean v = (1; —2; 2) y w = (2;0; 3). Realizar las siguientes operaciones:

a. w-wv b. v-v c. (w+v) w d. (3v)- (v —w)

. Calcular el médulo de los siguientes vectores: (1;2), (—1;3 ) de R? y (0;1;2);

(=1;1;1) de R3.

. Obtener 2 vectores perpendiculares a (3;2;7) que no sean multiplos entre si.

Dados u = (3; 2;—1) y v = (0;1;2), encontrar:

a. El angulo entre u y v. b. El médulo de v — v. c. Un vector
ortogonal a u y también a v.

. Determinar la distancia de (2;—3) a (5;3) y de (1;2;3) a (4; 1;—2).

. Sean a y b vectores de R3. Se sabe que |a| = 1y |b| = 3. ;Puede ser el producto

escalar a - b =57 ;jPor qué?
Calcular los siguientes productos vectoriales:

a. (3; 5;—1) x (7;4;3) b. (2;0;0) x (0;0;3)

Calcular (2; 1;—3) x (1;—2; 1) y verificar que el resultado es un vector perpen-
dicular a (2; 1;-3) y a (1;—2; 1).
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12.  a) Obtener la ecuacién de la recta que pasa por el punto (3;—1;4) y es pa-
ralela al vector de coordenadas (—1;5;4). (Escribirla de las tres formas

estudiadas).

b) Localizar y graficar 3 puntos de la recta del {tem anterior.

13. Decidir cudles de los puntos (1;2;0), (1;2;3), (3; —1;3) y (1;10;8) pertenecen a

las rectas
T=2\+1
-3 1 -3
(L2425 0) bR Bt AR ; y=—3\+2
2 -3 3
z =23\

14. Dados los puntos A = (2;—1;3) y B = (0;4;1)

a) Determinar alguna ecuacién de la recta que pasa por Ay B.

b) Hallar alguna ecuacién de la recta que pasa por A y tiene la direccién del

vector B.
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