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n. Resumen en español (hasta 1000 caracteres): 

En esta tesis, estudiamos las propiedades geométricas de las esferas y el espacio proyectivo 

definidos en espacios donde el producto interno toma valores en una C∗-álgebra. Aborda- 

mos el problema de encontrar curvas cortas α tales que α(0) = x y α̇(0) = v, donde x y v 

son valores fijos dados y curvas cortas entre todas la curvas que unan los mismos puntos. 

Presentamos dos casos de estudio. 

Por un lado, estudiamos la esfera unitaria S (H) = {x ∈ H : ⟨x, x⟩ = 1} de un espacio de 

Hilbert  H  bajo  la  acción  de  Up(H),  el  grupo  de  operadores  unitarios  u tales  que  u − 1 
pertenece al ideal p−Schatten. 

Por otro lado, dada A una C∗-álgebra unital con un estado fiel ϕ, analizamos la geometrı́a 

de la esfera unitaria Sϕ = {x ∈ A : ϕ(x∗x) = 1} y el espacio proyectivo Pϕ = Sϕ/T. Mos- 

tramos que estos espacios son espacios homogéneos del grupo de Lie-Banach Uϕ(A) de 

isomorfismos que preservan el producto interno inducido por ϕ. 

o. Resumen en portugués (hasta 1000 caracteres): 

Nesta tese nós estudaremos as propriedades geométricas das esferas e o espaço projetivo 

definido em espaços onde o produto interno tem valores numa C∗-álgebra. Consideramos 

o  problema  de  encontrar  curvas  curtas  α  tales  que  α(0) = x e  α̇(0) = v,  onde  x e  v são 

valores fixos dados, e curvas curtas que unem dois pontos extremos dados. Se apresentam 

dois casos de estudo. 

Pelo  um  lado,  S (H) = {x ∈ H : ⟨x, x⟩ = 1}  a  esfera  unitária  de  Hilbert  H,  baixo  a  ação 

de  Up(H),  o  grupo  dos  operadores  unitários  u em  H  tales  que  u − 1  pertence  ao  ideal 
p−Schatten. 

Pelo outro lado, seja A  una C∗-álgebra unital com um estado fiel ϕ. Nós analisaremos a 

geometria da esfera unitária Sϕ = {x ∈ A : ϕ(x∗x) = 1} e o espaço projetivo Pϕ = Sϕ/T. 

Nós mostraremos que estes espaços são variedades suaves e espaços homogêneos do grupo 

Uϕ(A) de isomorfismos que preservam o produto interno induzido por ϕ. 
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p. Resumen en inglés (hasta 1000 caracteres): 

In this thesis, we study geometric properties of spheres and projective spaces in spaces 

with an inner product which taking values in a C∗-algebra. We treat the problem of finding 

short curves α such that α(0) = x and α̇(0) = v which are given, and short curves which 

join two given endpoints. We present two cases of study. 

On one hand, S (H) = {x ∈ H : ⟨x, x⟩ = 1} is the unit sphere of a Hilbert space H with 

the action of Up(H), the group of unitary operators in H such that u − 1 belongs to the 
p−Schatten ideal. 

On the other hand, let A be a unital C∗-algebra with a faithful state ϕ. We study the geo- 

metry of the unit sphere Sϕ = {x ∈ A : ϕ(x∗x) = 1} and the projective space Pϕ = Sϕ/T. 

These spaces are shown to be smooth manifolds and homogeneous spaces of the group 

Uϕ(A) of isomorphisms acting in A which preserve the inner product induced by ϕ. 
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APORTES ORIGINALES: 

 
Los principales resultados de este trabajo de tesis se presentan de la siguiente manera. En el 

segundo cap´ıtulo se encuentran los resultados vinculados con el grupo de operadores adjunta- 

bles sobre una C∗-álgebra con un estado fiel, invariantes respecto a ϕ, dado por Uϕ(A) y otras 

propiedades de los operadores encontradas en este contexto. La caracterización de la descom- 

posición matricial de los operadores presentada en esta sección será  utilizada en las secciones 

posteriores. En el capı́tulo 3 se realiza la caracterización geométrica y métrica de la esfera de un 

espacio de Hilbert como espacio homogéneo de la acción de los grupos Up(H), con  p ≥ 2 par. 

En particular, se presenta una caracterización de los elementos geométricos involucrados en la 

estructura reductiva en el caso p = 2 y las curvas minimales con esta métrica. En el capı́tulo 4, se 

aborda el estudio en la esfera de una C∗-álgebra con un estado fiel, utilizando algunos resultados 

del cap´ıtulo 2 y siguiendo ideas similares al estudio realizado en el cap´ıtulo 3. Finalmente, en el 

último capı́tulo se incluyen resultados de minimalidad de curvas en el espacio proyectivo de una 

C∗-álgebra con un estado fiel. 
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A mi hermana Gladys, mi cómplice, mi amiga, mi apoyo incondicional. Y a mis padres, mi 

hermana Adriana y a mis suegros, que siempre han están presentes dispuestos a compartir estos 

momentos en familia. 
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1.7. Grupos de Lie y espacios homogéneos  ....................................................................... 25 

2. Propiedades geométricas en álgebras de operadores  29 
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3.2. Estructura homogénea de S (H) y p-métricas cocientes  .............................................. 42 

3.3. Caracterización de levantamientos minimales. ............................................................ 44 

3.4. Minimalidad de curvas en S (H) ............................................................................... 51 

3.5. Estructura reductiva en el caso p = 2 ..................................................................................... 54 

3.5.1. La 1-forma K , el trasporte paralelo y la ecuación de transporte.  ................... 57 

3.5.2. Conexiones y geodésicas.  ............................................................................... 60 
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Introducción 

 
En  este  trabajo  estamos  interesados  en  estudiar  las  propiedades  geométricas  de  esferas  y 

rectas proyectivas definidas en un espacio vectorial provisto de un producto interno con valores 

en una C∗-álgebra. 

El método que utilizamos, que es clásico en geometrı́a, consiste en caracterizar un grupo de 

operadores que actúa como un grupo de movimientos de dichos espacios. La acción de este grupo 

permitirá  dotar  de  una  estructura  de  espacio  homogéneo  a  estos  conjuntos.  En  estos  espacios 

homogéneos,  que  son  variedades  de  dimensión  infinita,  es  posible  introducir  una  métrica  de 

Finsler  natural.  Nos  enfocamos  en  aspectos  relacionados  con  esta  métrica,  como  la  existencia 

y unicidad de curvas que tengan longitud m´ınima entre todas las curvas que unan los mismos 

puntos o que cumplan condiciones iniciales dadas. 

En particular, estudiamos dos casos de espacios homogéneos infinito-dimensionales. Prime- 

ro, analizamos la esfera de un espacio de Hilbert H  separable. Definimos  p-métricas cocientes 

con  p ≥ 2 par, inducidas por la acción del grupo de operadores unitarios U ∈ Up(H) tales que 

U −1 ∈ Bp(H) (donde Bp(H) es el ideal de Schatten). Luego, trabajamos con una C∗-álgebra con 

un estado fiel. El estado define un producto interno no necesariamente completo. En este contex- 

to, serán descriptas tanto la esfera como el espacio proyectivo y se desarrollarán resultados que 

describen las curvas cortas entre todas las curvas que unen los mismos puntos extremos. 

 

 
0.1. Antecedentes en geometrı́a en álgebras de operadores. 

Existen varios trabajos que se focalizan en estudiar aspectos relacionados con la estructura  

diferencial y métrica de variedades en dimensión infinita. En particular, consideramos aquellos 

donde las variedades se presentan como órbitas de la acción de un grupo de Lie-Banach, es decir, 

como espacios homogéneos. 

Los trabajos [32, 17] de G. Corach, H. Porta y L. Recht se encuentran entre los primeros 

en abordar espacios con este enfoque durante los años 90. Estos autores estudian la geometrı́a 
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diferencial de idempotentes en álgebras de Banach y C∗-álgebras. Posteriormente aparecen una 

serie de art´ıculos que siguen las mismas ideas y estudian la existencia de una estructura reductiva 

adicional (por ejemplo, [31, 19, 20]). En particular, estos autores analizan espacios homogéneos 

reductivos infinito-dimensionales modelados sobre C∗-álgebras. 

Un marco general que aportan trabajos como [31, 19, 20] es el siguiente: Si A es una C∗- 

álgebra  y  B ⊂ A  es  una  sub-C∗-álgebra,  bajo  ciertas  condiciones  la  órbita  O  de  la  acción  del 

grupo unitario de A puede estudiarse como el cociente UA/UB y su espacio tangente resulta 

(TO)x ' Aah/Bah (donde Aah y Bah corresponde a los elementos anti-hermitianos de A y B res- 

pectivamente). Resulta entonces natural introducir la métrica (cociente) ǁvǁx = ́ınf{ǁz − yǁ : y ∈ 

Bah} para x ∈ O. El objetivo en este contexto se centra en establecer soluciones a los problemas: 

Dado x ∈ O y v ∈ (T O)x, hallar una curva γ contenida en la órbita de longitud mı́nima tal 

que γ(0) = x y γ̇(0) = v. 

Dados x, y ∈ O, hallar una curva de longitud m´ınima que los una. 

Aunque en [19, 20] los autores llegan a solucionar estos problemas en determinados casos, 

en variedades modeladas con espacios de Banach más generales puede ocurrir que dos puntos no 

puedan ser unidos por una geodésica minimal ([22, 30]) o, más aún, no puedan ser unidos por 

una geodésica asociada a la conexión de la métrica ([16]). 

En este trabajo abordamos ambos problemas en dos casos distintos. 

Para el primer caso, los trabajos [9, 8] de L. Recht, G. Larotonda y E. Andruchow fueron 

fundamentales. Estos artı́culos tratan sobre la estructura diferenciable de la órbita de la acción de 

los grupos  p-Schatten Up(H), la distancia rectificable inducida y la métrica de Finsler asociada 

a la acción de este grupo. Tales antecedentes fueron considerados en esta tesis en el caso de las 

p-métricas cocientes en la esfera de un espacio de Hilbert. 

Si generalizamos la situación anterior, podemos plantear el estudio de la esfera en un módulo 

de Hilbert M provisto de un producto interno con valores en una C∗-álgebra unital. Este conjunto 

fue estudiado inicialmente en [5] donde se determinó su estructura de variedad diferencial y, pos- 

teriormente en [14], donde los autores definen una métrica cociente y algunas curvas minimales 

para la métrica definida. En particular, consideran la esfera como espacio homogéneo del grupo 

de Uc(M) de operadores unitarios acotados definidos en M tales que U − I es un operador de 

rango finito. 

Los artı́culos anteriores motivaron el segundo caso de estudio: el análisis de la esfera Sϕ de 

una C∗-álgebra con un estado fiel. Es decir, la esfera sobre el pre-módulo de Hilbert inducido por 

ϕ. La caracterización del grupo de operadores que actúa sobre esta esfera implicó  considerar la 
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teor´ıa de operadores lineales propios y simetrizables en espacios con dos normas, iniciada inde- 

pendientemente por M.G. Krein y P. Lax [28, 24] y posteriormente desarrollada por I. Gohberg 

y M. Zambickii [21]. 

Por último, cabe mencionar que los problemas de minimización de curvas en órbitas fueron 

bastante  estudiados  cuando  se  considera  la  órbita  de  una  proyección  en  B(H) bajo  la  acción 

de operadores unitarios U2(H). Esta órbita coincide con la componente conexa de la variedad 

Grassmanniana.  En  [17,  32]  se  definió  una  estructura  reductiva  en  esta  variedad  y  en  [2]  se 

analizó  la  geometrı́a  de  la  Grassmanniana  restringida  o  de  Sato.  Posteriormente  en  [1,  12]  se 

muestra que todo par de proyecciones en la misma órbita puede unirse por una curva minimal y 

se establecen condiciones para su unicidad. Aplicaremos estos resultados al analizar la métrica 

en el espacio proyectivo. 

 

 
0.2. Principales resultados obtenidos 

Los aportes originales de esta tesis se encuentran publicados en los art´ıculos [3] y [15]. En 

el  primer  trabajo,  nos  enfocamos  al  estudio  de  las  métricas  cocientes  inducidas  por  la  acción 

de los grupos Up(H) sobre la esfera de un espacio de Hilbert H separable. El segundo trabajo 

corresponde al estudio de la esfera y el espacio proyectivo en el contexto de C∗-álgebras con un 

estado fiel. 

Los principales resultados de este trabajo de tesis se presentan de la siguiente manera. En el 

segundo cap´ıtulo se encuentran los resultados vinculados con el grupo de operadores adjunta- 

bles sobre una C∗-álgebra con un estado fiel, invariantes respecto a ϕ, dado por Uϕ(A) y otras 

propiedades de los operadores encontradas en este contexto. La caracterización de la descom- 

posición matricial de los operadores presentada en esta sección será  utilizada en las secciones 

posteriores. En el capı́tulo 3 se realiza la caracterización geométrica y métrica de la esfera de un 

espacio de Hilbert como espacio homogéneo de la acción de los grupos Up(H), con  p ≥ 2 par. 

En particular, se presenta una caracterización de los elementos geométricos involucrados en la 

estructura reductiva en el caso p = 2 y las curvas minimales con esta métrica. En el capı́tulo 4, se 

aborda el estudio en la esfera de una C∗-álgebra con un estado fiel, utilizando algunos resultados 

del cap´ıtulo 2 y siguiendo ideas similares al estudio realizado en el cap´ıtulo 3. Finalmente, en el 

último capı́tulo se incluyen resultados de minimalidad de curvas en el espacio proyectivo de una 

C∗-álgebra con un estado fiel. 

A continuación brindamos una breve enumeración de los principales resultados que desarro- 

llaremos. 
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Métricas cocientes en la esfera de un espacio de Hilbert 

Dado un espacio de Hilbert H separable con su producto interno ⟨ , ⟩, consideramos la esfera 

sobre H definida por 

S (H) = x ∈ H : ⟨x, x⟩ = 1 . 

Las  caracterı́sticas  geométricas  de  este  conjunto  con  la  métrica  usual  inducida  por  la  norma 

de H son bien conocidas. Se trata de una subvariedad de H, cuya estructura diferencial fue 

estudiada tanto en dimensión finita como infinita. Estudiamos esta esfera bajo la acción de los 

grupos Up(H) que son perturbaciones de la unidad por ideales de Schatten. Con el estudio de la 

estructura métrica inducida vamos a caracterizar no sólo las curvas minimales bajo condiciones 

iniciales sino también la estructura reductiva generada. 

Sobre S (H), sea π : Up(H) × S (H) → S (H) la acción del grupo Up(H) dada por u · x := ux, 

para x ∈ S (H) y u ∈ Up(H). Es claro que la órbita de esta acción para cualquier x ∈ S (H) coin- 

cide  con  S (H),  es  decir,  la  acción  es  transitiva.  Como  además  es  suave,  podemos  considerar 

a  la esfera  S (H) como  espacio homogéneo  de la  acción  de Up(H).  Brevemente  esto significa 

que  podemos  considerar  S (H) ' Up(H)/Gx,  donde  Gx  es  el  subgrupo  de  isotropı́a  de  algún 

x ∈ S (H) fijo.  Dado  x ∈ S (H),  definimos  una  métrica  de  Finsler  sobre  el  espacio  tangente 

(T S (H))x cuando lo identificamos con el cociente Bp(H)ah/gx, donde gx es el álgebra de Lie 

del grupo de isotrop´ıa de x. Si v ∈ (TS (H))x, definimos 

ǁvǁx,p = m´ın
,
ǁz − yǁp : y ∈ gx

,
 

donde el mı́nimo se considera sobre algún representante z ∈ Bp(H)ah tal que (dπx)1(z) = z · x = v. 

Cuando no haya confusión con el valor de p, abreviaremos la notación de la norma en el cociente 

por ǁvǁx. Estos operadores z se denominan levantamientos de v. Diremos que un levantamiento 

z0 es minimal si verifica ǁvǁx,p = ǁz0ǁp. 

Nuestros primeros resultados se focalizan en establecer la existencia y unicidad de estos 

levantamientos minimales y, además, en caracterizarlos matricialmente para cada v ∈ T S (H). 

Teorema (3.1). Sean p positivo y par , x ∈ S (H) y v ∈ (TS (H))x. Un elemento z0 ∈ Bp(H)ah tal 

que (dπx)1(z0) = v es un levantamiento minimal de v si y sólo si tr(zp−1y) = 0 para todo y ∈ gx. 

El levantamiento minimal z0  verifica esta condición si y sólo si su representación matricial 

respecto la descomposición H = ⟨x⟩ ⊕ ⟨x⟩⊥  es 

z
p−1 

= 

  
λi  −b∗ 

!
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donde b : ⟨x⟩ → ⟨x⟩⊥ operador acotado y λ ∈ R. 

Teniendo en cuenta esta caracterización, se deduce la forma matricial en varios casos parti- 

culares (Corol. 3.1, 3.2 y 3.3). 

La  identificación  (T S (H))x ' Bp(H)ah/gx  induce  una  forma  de  medir  curvas  en  S (H) y 

una distancia rectificable dp(x, y), definida como el ´ınfimo de las longitudes de todas las curvas 

contenidas en S (H) que unen a x con y. Por el análisis anterior, es posible establecer la norma de 

los levantamientos minimales en función de v ∈ (T S (H))x y obtener luego resultados como los 
siguientes: 

Teorema (3.2). Sea p entero positivo par. Sean x ∈ S (H), v ∈ (TS (H))x, dado por 

v = αix + v ∈ H = ⟨x⟩ ⊕ ⟨x⟩⊥  (α ∈ R), y z0 ∈ Bp(H)ah  el único levantamiento minimal de v. 

Si 

 
 

entonces la curva 

π 
ǁz0ǁp ≤ 

4
 

 
µ(t) = etz0 x 

que  verifica  µ(0) = x  y  µ̇(0) = v,  tiene  longitud  minimal  entre  todas  la  curvas  que  unen  los 

mismos puntos extremos. 

Teorema (3.3). Sea p entero positivo par, x ∈ S (H), v ∈ ⟨x⟩⊥  ⊂ (TS (H))x y z0 ∈ Bp(H)ah el 

único levantamiento minimal de v. Si 

 

 
entonces la curva 

   π  
ǁvǁ ≤ 

4
√p 

2
 

µ(t) = etz0 x 

que  verifica  µ(0) = x  y  µ̇(0) = v,  tiene  longitud  minimal  en  el  intervalo  [0, 1].  Más  aún, 

si ǁvǁ ≤ 
4
√π 

2 
, esta curva es corta para todas estas p-métricas cocientes. 

Para el caso  p = 2, la esfera S (H) es un espacio homogéneo reductivo infinito-dimensional. 

La  geometrı́a  de  estos  espacios  fue  estudiada  en  [31]  en  el  contexto  de  C∗-álgebras.  Vamos 

a  seguir  esta  referencia  para  las  definiciones  y  los  cálculos  de  los  elementos  que  caracterizan 

esta estructura. Fue posible encontrar expresiones para las conexiones reductiva y clasificante e  

identificar caracterı́sticas de sus curvas geodésicas (Prop. 3.6 y 3.7). En particular se obtuvo que 

la conexión de Levi-Civita para la métrica cociente está dada por 

 
∇w(V ) = V˙ w − 

2

 
⟨v, x⟩w + ⟨w, x⟩v
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ǁ ǁ 

 
 

 

para x ∈ S (H), V campo tangente y v, w ∈ (T S (H))x. La curva geodésica que comienza en x con 

velocidad v esta´ dada por 

γ(t) = exp(κx(v)t)x 

donde  la  aplicación  exp  es  la  aplicación  exponencial  de  la  estructura  homogénea  de  S (H) y 

κx : (T S (H))x → gx
⊥  es la aplicación: 

 

κ  (v) := 
λi −v∗

0
 

v0 0 
 

para v = iλx + v0 con v0 ∈ ⟨x⟩⊥ y λ ∈ R. 

Para el caso p = 2, en el Teorema 3.4 se explicitaron las curvas geodésicas a partir de condi- 

ciones iniciales dadas: 

 

La curva geodésica que inicia en x ∈ S (H) con velocidad v ∈ (T S (H))x donde v ∈ ⟨x⟩⊥
 

resulta ser γ : [0, 1] → S (H) dada por 

γ(t) := cos( v t)x + 
sen(ǁvǁt)

v. 
ǁvǁ 

La curva geodésica que une dos puntos x, y ∈ S (H), y /= −x tal que ⟨x, y⟩ ∈ R resulta 

γ(t) := cos(kt)x + 
sen(kt)

v 
ǁvǁ 

 

donde v = y −⟨y, x⟩x y k = arccos(⟨y, x⟩). 

En  particular,  en  el  caso  de  H  espacio  de  Hilbert  real,  todas  las  geodésicas  de  la  estructura 

reductiva vienen dadas por estas curvas. 

Este análisis permitió  mostrar que sólo en el caso de H un espacio de Hilbert real, la acción 

del  grupo  unitario  de  Hilbert-Schmidt  induce  en  la  esfera  la  métrica  Riemmanianna  usual  (la 

métrica ambiente de la inclusión S (H) ⊂ H). 

La esfera de una C∗-álgebra con un estado fiel y el espacio proyectivo aso- 

ciado. 

Sea A una C∗álgebra unital con un estado fiel ϕ : A → C. El estado induce una estructura de 

pre-módulo de Hilbert en A  dada por el producto inducido ⟨x, y⟩ = ϕ(x∗y). Notemos que en A 

! 
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quedan definidas dos normas: la norma usual ǁ · ǁ y la norma ǁ · ǁϕ inducida por ϕ, donde esta 

última no resulta completa. 

Definimos la esfera en A asociada a ϕ como el conjunto: 

Sϕ := 
,

x ∈ A : ϕ(x∗x) = 1
,
 

Vamos a definir una estructura C∞ homogénea, inducida por la acción del grupo Uϕ de ope- 

radores inversibles invariantes respecto al producto asociado al estado ϕ. 

En primer lugar, nos enfocamos en encontrar propiedades de los operadores definidos sobre 

A. Para ello trabajamos con el álgebra de los operadores acotados adjuntables Ba(A): operadores 

acotados T : A → A para los cuales existe T ] que verifica ϕ(T x, y) = ϕ(x, T ]y). En esta álgebra 
definimos la norma 

ǁT ǁa = máx
,

ǁT ǁ, ǁT ]ǁ
,

. 

Con esta norma, Ba(A) resulta una ∗-álgebra. Señalemos algunos resultados útiles. En primer 

lugar, todo operador G adjuntable e inversible, suficientemente cerca de la identidad, que verifi- 

que ǁG]G − 1ǁa < 1 admite una descomposición de la forma G = UH con H ∈ Gla(A), H] = H, 

H2 = G]G y U ∈ Uϕ(A) [Prop. 2.1]. En segundo lugar, si U ∈ Uϕ(A) con ǁU − 1ǁa < r, con r 

suficientemente chico, entonces existe Z ∈ Ba(A) con Z] = −Z, Z una función C∞ diferenciable 

de U , tal que U = eZ [Prop. 2.2]. 

Con estos resultados se prueba que el grupo Uϕ(A) es un grupo de Lie-Banach C∞ dife- 

renciable  y  una  subvariedad  complementada  de  Ba(A).  Más  aún,  su  álgebra  Lie-Banach  es  el 

conjunto Bas(A) de operadores T adjuntables tales que T] = −T . [Corol. 2.2] 

Estos hechos permitieron probar que el conjunto de proyectores simétricos Pa es una subva- 

riedad complementada de Ba(A) [Teor. 2.4]. 

Como consecuencia de esta caracterización de operadores y sus propiedades fue posible mos- 

trar que la acción del grupo Uϕ(A) sobre Sϕ es transitiva [Teor.4.1]. Además, se demostró  que 

los operadores inversibles en Uϕ(A) que conectan 1 con cualquier otro elemento de la esfera son 

exponenciales del grupo. La exponencial se aplica a elementos de la forma F +λI donde F es un 

operador en F (A) y λ ∈ (−π, π). De esta manera fue posible concluir que la esfera Sϕ es conexa. 

El siguiente paso fue describir la estructura diferencial de la esfera Sϕ. En particular, se 

demostró  el teorema: 

 
Teorema (4.2). La esfera Sϕ es una C∞ subvariedad complementada de A, y un espacio ho- 

mogéneo  de  Uϕ(A).  Para  todo  x0  ∈  Sϕ  fijo,  la  aplicación  πx0    :  Uϕ(A) →  Sϕ,  dada  por 

πx0 (U ) = U (x0), es una sumersión C∞-diferenciable. 
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Teniendo la estructura de variedad diferenciable homogénea, abordamos algunos resultados 

más especı́ficos de este contexto. Un primer paso fue notar que el espacio tangente de Sϕ en 1 se 

descompone naturalmente como la suma directa (R-lineal) 

(TSϕ)1 = Aah ⊕ N(ϕ)s. 

Aqu´ı Aah denota el espacio de elementos antihermitianos de A y N(ϕ)s = N(ϕ) ∩ As son los 

elementos autoadjuntos en el núcleo de ϕ. [Lema 4.3] 

Esta descomposición del (T Sϕ)1 permite probar que la aplicación 

µ : (T Sϕ)1 = Aah ⊕ N(ϕ)s → Sϕ,  µ(a, b) = ea(eb⊗1−1⊗b(1)). 

resulta ser un difeomorfismo local cerca del origen. Luego todo elemento x ∈ Sϕ suficientemente 

cerca de 1 se factoriza x = uxs con u unitario y con xs un elemento autoadjunto en Sϕ. 

Por otro lado, se prueba que la parte autoadjunta Sϕ,s de Sϕ, dada por 

Sϕ,s = 
,

x ∈ As : ϕ(x2) = 1
, 

= Sϕ ∩ As. 

es una subvariedad de A, y, por lo tanto, lo es de Sϕ. Lo interesante de los resultados anteriores 

surge al considerar la restricción ms de la aplicación µ: 
 

µ : N ϕ S a⊗1−1⊗a  2 1/2 sin(ϕ(a2)1/2) 
 

s ( )s → ϕ,s , µs(a) = e (1) = cos(ϕ(a ) ) · 1 + 

ϕ(a2)1/2 
· a

 

La  aplicación  µs  es  sobreyectiva  y  tiene  inversa  a  derecha  suave  definida  sobre  Sϕ,s \ {1, −1}. 

Mas áun, esta aplicación define un espacio recubridor. (Prop. 4.6) 

A partir del análisis de Sϕ se abordó  el estudio del espacio proyectivo dado por 

 

Pϕ = Sϕ/T = Sϕ/ ∼ 

donde x ∼ x′ si x′ = zx para z ∈ C con |z| = 1. Si x ∈ Sϕ, y G ∈ Uϕ(A), entonces 

Gx ∈ Sϕ y por lo tanto [Gx] ∈ Pϕ. 

Esto  implica  que  existe  una  acción  transitiva  del  grupo  Uϕ(A) sobre  Pϕ.  Usando  resultados 

demostrados para Sϕ obtenemos que el espacio proyectivo Pϕ es una variedad diferenciable y un 

espacio homogéneo del grupo Uϕ(A), con la topologı́a cociente. Más aún, Pϕ = exp(F (A)) y 
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por lo tanto, es conexo. [Teor. 5.1] 

La estrategia para introducir una métrica e interpretar los elementos en el fibrado tangente 

del espacio proyectivo se basó  en interpretar (vı́a homeomorfismo) cada clase [x] ∈ Pϕ como el 

proyector x ⊗ x de rango uno, con x ∈ Sϕ algún representante de la clase. El conjunto de estos 

proyectores lo denotamos por P1(A, ϕ). 

Si [x0] ∈ Pϕ  y [a] es un vector tangente a [x0], la métrica en este espacio tangente se define 

por 

|[a]|[x0] = ́ ınf{ǁa − ir · x0ǁϕ : r ∈ R}, 

i.e. la norma cociente en el espacio inducida por la 2-norma en A (asociada al estado ϕ). Esta 

métrica resulta ser un múltiplo de la norma de Hilbert-Schmidt: 

1 2 1/2 1 
|[a]|[x] = √

2 
Tr((a ⊗ x + x ⊗ a) ) = √

2 
ǁa ⊗ x + x ⊗ aǁHS, 

 

donde Tr denota la traza usual en B(L) y ǁ· ǁHS denota la norma de Hilbert-Schmidt. [Teor. 5.2] 

Los últimos resultados se concentran en determinar curvas minimales en función de condi- 

ciones iniciales o con puntos extremos fijos dados. Nuevamente el homeomorfismo de Pϕ con 

P1(A, ϕ) y resultados conocidos de proyectores sobre un espacio de Hilbert permitió  encontrar 

soluciones a estos problemas: 

Teorema (5.3).  Sea [x] ∈ Pϕ y [v] ∈ (T Pϕ)[x]. La única geodésica δ : [0, 1] → Pϕ que satisface 
 

δ(0) = [x] y δ̇(0) = [v] 
 

está dada por  
δ(t) = [etv˜(x0)]. 

La geodésica es minimal para |[v]|[x] ≤   √π    . 

Teorema (5.4). Sean [x], [y] ∈ Pϕ. 

1. Si ϕ(y∗x) /= 0, entonces existe una única geodésica en Pϕ 

δ(t) = [eit(z⊗1+1⊗z)(1)] 

que une δ(0) = [x] y δ(1) = [y], la cual es minimal para todo t ∈ [0, 1]. El elemento z 

está dado por 

z ie−iθ    cos−1(|ϕ(x∗y)|) y ϕ x∗y x 

= − 
(2 − 2|ϕ(x∗y)|2)1/2 

( −   (
 

) ). 
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La distancia geodésica entre [x] e [y] está dada por 
 

  1 −1 ∗ 
 d([x], [y]) = √

2 
cos (|ϕ(x y)|). 

 

2. Si ϕ(x∗y) = 0, entonces existen infinitas curvas geodésicas minimales en Pϕ que unen [x] 

con [y]. Estas son de la forma 
 

δ(t) = [eit π (x⊗y+y⊗x)(x)] 

 

y tienen longitud d([x], [y]) = 
2
√π 

2 
. 
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Cap´ıtulo 1 

Preliminares 

En este cap´ıtulo presentamos algunas de las nociones preliminares y notaciones utilizadas 

durante el desarrollo del trabajo. Por un lado, se establecen aquellos contenidos vinculados con 

álgebras de operadores, las C∗-álgebras y los módulos de Hilbert. Por otro lado, se determinan 

las nociones geométricas sobre variedades diferenciales y homogéneas en dimensión infinita que 

utilizaremos para describir las esferas dentro del contexto de las álgebras de operadores. 

 
 

1.1. Á lgebras de operadores 
 

A lo largo de esta tesis consideremos H un espacio de Hilbert separable, B(H) el conjunto de 

los operadores acotados sobre H, ambos con la norma usual, y 1 ∈ B(H) el operador identidad. 

En este contexto, definimos la esfera en H por S(H) := {x ∈ H : ⟨x, x⟩ = 1}. 

Al trabajar con operadores en B(H), estaremos utilizando las siguientes notaciones: 

 

B(H)h = {a ∈ B(H) : a = a∗} 

U(H) = {u ∈ B(H) : u es unitario } 

U(H)c = {u ∈ U(H) : u − 1 ∈ K (H)} 

B(H)ah = {a ∈ B(H) : −a = a∗} 

K (H) = {a ∈ B(H) : a es compacto} 

F (H) = {a ∈ B(H) : dim(ran(a)) < ∞} 

 

Notar que F (H) esta generado por los operadores de rango uno: si x, y ∈ H, el operador de rango 

uno x ⊗ y : H → H esta´ definido por 
 

x ⊗ y(z) := ⟨z, y⟩x 

donde ⟨ , ⟩ define el producto interno de H. 
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Denotaremos Gl(H) al grupo de elementos inversibles en B(H), el cual es un conjunto abier- 

to en B(H). Denotamos además Q (H) = {q ∈ B(H) : q2 = q} al conjunto de elementos idem- 

potentes y P (H) = {p ∈ B(H) : p2 = p∗ = p} al conjunto de las proyecciones ortogonales de 

B(H). Como todo subespacio cerrado en H define un único proyector ortogonal con S = ran(p) 

entonces este conjunto esta´ asociado a la variedad Grassmanniana del espacio de Hilbert dada 

por 

Gr(H) := {S ⊂ H : S es un subespacio cerrado de H}. 

Por ejemplo, si x ∈ H tiene norma 1, entonces el operador x ⊗ x es un proyector ortogonal sobre 

el subespacio S =< x >. Denotaremos P1(H) al subconjunto de estos operadores de rango 1 en 

P (H). 

Recordemos que el espacio K (H) con la norma usual de operadores es un espacio de Banach, 

y que un operador a ∈ B(H) es compacto si y sólo si la clausura de la imagen (por a) de la bola 

unitaria en H es un conjunto compacto en H. 

Los autovalores de un operador autoadjunto y compacto a ∈ B(H) se pueden ordenar en una 

sucesión {λn(a)}n∈N, de manera que |λn(a)| ≥ |λn+1(a)| para todo n ∈ N, donde cada autovalor 
se repite tantas veces como indica su multiplicidad y completando con ceros la sucesión en el 

caso de que el operador tenga finitos autovalores. En particular se tiene el siguiente teorema: 
 

Teorema 1.1. Sea a un operador compacto autoadjunto sobre H. Existe un sistema ortonormal 

x1, x2, ... de autovectores de a con autovalores correspondientes λ1, λ2, ... tal que, para cada 

x ∈ H, es 

ax = ∑ λn⟨x; xn⟩xn. 
n∈N 

Si la sucesión {λn}n∈N es infinita, entonces converge a cero. 

Un operador a ∈ B(H) se dice positivo si es autoadjunto y ⟨ax; x⟩ ≥ 0 para todo x ∈ H. Sea 

{ej} j∈N una b.o.n. para el espacio de Hilbert H. Para cada operador positivo a ∈ B(H) definimos 

la traza de a por 

tr(a) = ∑⟨Te j, e j⟩ 
j∈N 

siendo tr(a) ∈ [0, ∞). Esta definición no depende de la base elegida. 

Para 1 ≤ p < ∞, la p-clase de Schatten se define por 

Bp(H) = {a ∈ B(H) : tr(|a|p) < ∞}. 
 

La p-norma de un operador en B p(H) se define por ǁaǁp 
= tr(|a|p), donde |a| = (aa∗)1/2. Estos 
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conjuntos  son  ideales  biláteros  en  B(H).  La  notación  para  los  subconjuntos  de  operadores  se 

generaliza análogamente: Bp(H)h, Bp(H)ah y Up(H), representan los operadores autoadjuntos, 

los operadores antihermitianos de Bp(H) y los operadores unitarios con u − 1 ∈ Bp(H) respecti- 
vamente. 

Cuando p = 1, los elementos de B1(H) se conocen como operadores traza. Si p = 2, los ele- 

mentos de B2(H) se denominan operadores de Hilbert-Schmidt, y forman un espacio de Hilbert 
con la 2-norma inducida. En este caso, el producto interno esta´ dado por 

 

⟨x, y⟩ = tr(xy∗); x , y ∈ B2(H). 
 

1.2. C∗-álgebras 

Un álgebra de Banach A es un C-espacio vectorial (A, +) dotado de un producto algebraico 

equipado con una norma ǁ . ǁ tal que A es un espacio normado completo con respecto a dicha 

norma y tal que se verifica 

ǁabǁ ≤ ǁaǁǁbǁ 

para todo a, b ∈ A. 

En particular, si existe un elemento unidad 1 ∈ A tal que 1a = a1 = a para todo a ∈ A, 

diremos que A es unital y, en tal caso, la norma verifica ǁ1ǁ = 1. Una involución en A es una 

aplicación ∗ : A → A tal que cumple: 

(a∗)∗ = a 

(ab)∗ = b∗a∗ 

(αa + b)∗ = αa∗ + b∗ 

para todo a, b ∈ A y α ∈ C. 

Una C∗-álgebra es una álgebra de Banach A con una involución ∗ tal que cumple la condi- 

ción: 

ǁa∗aǁ = ǁaǁ2. (1.1) 

Esta condición asegura que la involución preserva la norma y, por lo tanto, es continua. Es decir, 

para todo a ∈ A 

ǁaǁ = ǁa∗ǁ. 

Un subconjunto B de un álgebra A se dice una subálgebra de A si es un subespacio vectorial de 

A  cerrado respecto al producto algebraico. Una C∗-subálgebra es una subálgebra cerrada bajo 
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la involución ∗ que verifica la condición (1.1). En particular, para cualquier elemento a ∈ A  se 

define C∗(a) la C∗-subálgebra de A  generada por a. Esta subálgebra es la menor subálgebra 

que contiene a a y a∗. 

Consideremos a continuación A una C∗-álgebra unital, 1 unidad de A. Un elemento a ∈ A se 

dice: 
 

normal si a∗a = aa∗; 

hermitiano o autoadjunto si a = a∗; 

antihermitiano si a = −a∗; 

inversible si existe a−1 ∈ A tal que aa−1 = a−1a = 1; 

unitario si a es inversible y a∗ = a−1; 

idempotente si a2 = a; 

proyección si a2 = a = a∗. 

isometrı́a parcial si a∗a es una proyección. En particular, se denomina proyección inicial 

a a∗a y proyección final a aa∗. En el caso en que a∗a = 1, diremos que a es una isometrı́a. 

Al igual que antes, Ah denotara´ el conjunto de los elementos de A que son autoadjuntos y Aah el 

conjunto de elementos antihermitianos. 

Notar que si a es normal, el álgebra C∗(a) resulta conmutativa y por lo tanto (gracias al teo- 

rema de Gelfand-Naimark-Segal) puede representarse como C(X ) para cierto espacio topológico 
compacto X . 

Cualquier elemento a ∈ A se puede escribir como a = x + iy con x e y autoadjuntos, donde 
 

 
 
 

de donde resulta 

x = 
a + a∗ 

2 
y = 

a + a∗ 
2i 

a∗a = x2 + y2 + i(xy + yx) 

a∗a + aa∗ = 2(x2 + y2). 

Notar que un elemento a es normal si y sólo si el conmutador [x, y] := xy − yx es nulo. 

Denotaremos GlA al grupo de elementos inversibles en A. Este conjunto es abierto en A. 

Denotamos además QA  el conjunto de elementos idempotentes y PA  el conjunto de las pro- 

yecciones de una C∗−álgebra dada. 
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Definimos el espectro de a ∈ A por 

σ(a) = {λ ∈ C : a − λ1 ∈/ GlA } 

Dado a ∈ A las siguientes propiedades son equivalentes: 

a es autoadjunto y σ(a) ⊂ R+, 

a = b2 para algún b autoadjunto, 

a = a∗ y ǁt − aǁ ≤ t para cualquier t ≥ ǁaǁ 

a = a∗ y ǁt − aǁ ≤ t para algún t < ǁaǁ. 

Un elemento a ∈ A que satisface las condiciones anteriores se dice positivo (se simboliza a ≥ 0) 

y A+ denota el conjunto de elementos positivos de A. Por medio de los elementos positivos se 

puede ordenar parcialmente a A definiendo la relación a ≥ b siempre que a − b ≥ 0. 

Una funcional ϕ : A → C sobre A es positiva si ϕ(a) ≥ 0, ∀a ≥ 0 y, en tal caso, denotaremos 

ϕ ≥ 0. Un estado sobre A es una funcional positiva de norma 1. Por ejemplo, si ξ ∈ H, para H 

espacio de Hilbert, y A es una C∗-álgebra de operadores en B(H) entonces 

ϕξ(a) := ⟨aξ, ξ⟩ a ∈ A 

es una funcional positiva sobre A con norma ǁφξǁ = ǁξǁ2. Luego si ξ tiene norma 1, ϕξ es un 

estado para A. En particular, si A = B(H) hay estados de la forma ϕz(T ) := ⟨T (z), z⟩ (donde 

z ∈ H y |z| = 1). 

Diremos que un estado ϕ es fiel si ϕ(x∗x) = 0 implica que x = 0. 

Sea A una C∗-álgebra unital y B ⊂ A una C∗-subálgebra de A con 1 ∈ B. Sea φ : A → B un 

morfismo tal que verifica: 

φ es lineal y su imagen es B, 

φ2 = φ (ie, es un proyector sobre B), 

ǁφ(a)ǁ ≤ ǁaǁ. 

Este morfismo se denomina esperanza condicional. Diremos que la esperanza condicional 

es fiel si ∀a ≥ 0, φ(a) = 0 implica que a = 0. 

Por ejemplo, los estados de una C∗−álgebra unital A son esperanzas condicionales de A en 

B = C1. 

Algunos ejemplos clásicos de C∗-álgebras son: 
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B(H) o K (H) con la norma usual de operadores y la involución dada por la adjunción. 
 

El conjunto de funciones continuas C(X ) sobre un conjunto compacto X con la norma 

ǁ f ǁ := supx∈X | f (x)| y la involución es  f ∗(x) := f (x). 

El conjunto de funciones continuas C0(X ) sobre X localmente compacto, que se anulan en 

infinito, con la misma norma e involución del ejemplo anterior. 
 

La subálgebra C∗(s) ⊂ B(H) donde s es el operador unilateral shift (también denominada 

álgebra de Toeplitz). 
 

Si consideramos una C∗-álgebra A con un estado fiel ϕ, y consideramos el conjunto 

 

Nϕ = {x ∈ A : ϕ(x∗x) = 0} 

entonces  existe  un  espacio  de  Hilbert  asociado  Hϕ  que  es  la  completación  del  cociente  A/Nϕ 

con la norma ǁxǁϕ = ϕ(x∗x). Luego es posible representar a A en el espacio L = L2(A, ϕ) (la 

completación de (A/Nϕ, ǁ ǁϕ)) con la representación debida a Gelfand, Naimark y Segal (GNS) 

inducida por ϕ. Un elemento a ∈ A se incorpora en L como el operador La(ξ) = aξ. La norma 

de estos operadores resulta ǁLaǁ = ǁaǁϕ = ϕ(a∗a)1/2. 

 
1.3. Módulos de Hilbert 

Se  dice  que  M es  un  A-módulo a  izquierda  si  M es  un  C-espacio  vectorial,  A  es  una  C∗- 

álgebra y existe · : A × M → M un mapa con las siguientes propiedades: 

a · (x + y) = a · x + a · y y a · (λx) = λ(a · x) 

(a + b)· x = a · x + b · x , (λa)· x = λ(a · x) y (ab)· x = a · (b · x) 

para todo x, y ∈ M, a; b ∈ A, λ ∈ C. 

Un semiproducto interno en M a valores en A es un mapa ⟨·; ·⟩ : M × M → A tal que: 

⟨·; ·⟩ es lineal en la primera variable y ⟨a · x; y⟩ = a · ⟨x; y⟩, 

⟨x; y⟩∗ = ⟨y; x⟩ y 

⟨x; x⟩ ≥ 0, 
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para todo x, y ∈ M, a ∈ A. Escribimos ⟨·; ·⟩A  cuando sea necesario distinguir la C∗−álgebra donde 

toma valores el semiproducto interno. 

Si además se cumple que ⟨x; x⟩ = 0 implica x = 0, decimos que ⟨·; ·⟩ es un producto interno 

en M a valores en A. 

Si M es un A módulo con semiproducto interno y x, y ∈ M entonces se cumple 

⟨y, x⟩⟨x, y⟩ ≤ ǁ⟨x, x⟩ǁ⟨y, y⟩. 

Para cada x ∈ M notaremos ǁxǁM := ǁ⟨x, x⟩ǁ2 , definido a partir de la norma ǁ . ǁ en A. Notaremos 

por |x| al elemento autoadjunto de A dado por ⟨x, x⟩ 2 . Luego, se sigue de la propiedad anterior 

que 

|⟨x, y⟩| ≤ ǁxǁ|y|. 

Diremos que M es un A−módulo de Hilbert (a izquierda) si M es un módulo con producto in- 

terno tal que es completo respecto a la norma inducida por dicho producto. Si además la clausura 

{⟨x, y⟩ : x, y ∈ M} ⊂ A coincide con A, diremos que M es pleno. Veamos algunos ejemplos de 

módulos: 

Toda C∗−álgebra A es, en sı́ misma, un A−módulo de Hilbert con el producto ⟨a, b⟩ = a∗b. 

Con este mismo producto, todo ideal a derecha cerrado de A también es un A−módulo de 

Hilbert. 

Sea A  una C∗−álgebra unital, B ⊂ A  una subálgebra de A  tal que 1 ∈ B . Si existe una 

esperanza  condicional  E  en  A  respecto  a  B ⊂ A,  dado  N  un  A-módulo  de  Hilbert  con 

⟨  , ⟩A  producto  interno  entonces  N  es  un  preB-módulo  de  Hilbert  con  el  semiproducto 

⟨x, y⟩B = E(⟨x, y⟩A ). 

Sea {Mi}i∈I una familia de A−módulos de Hilbert. Consideramos M el conjunto de las 

familias x = (xi)i∈I, tales que para todo i ∈ I, xi ∈ Mi. Si I es un conjunto finito, entonces M 

resulta un A−módulo de Hilbert con el producto ⟨x, y⟩ = ∑⟨xi, yi⟩. Denotamos en particular 
L 

Mi a dicho módulo. 

1.4. Operadores en módulos de Hilbert sobre una C∗-álgebra 

Dados M, N dos A−módulos de Hilbert, definimos el conjunto de operadores adjuntables 
como: 

L(M, N) := 
,
t : M → N : ∃t], ⟨tx, y⟩ = ⟨x, t]y⟩, ∀x ∈ M, ∀y ∈ N

,
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y denotaremos L(M) = L(M, M). En particular, L(M) es una C∗−álgebra con la norma 

ǁtǁ := sup{ǁ⟨tx, x⟩ǁ : x ∈ M}. 

Sea x ∈ M e y ∈ N, con M, N dos A−módulos de Hilbert, entonces definimos: 

x ⊗ y : N → M , x ⊗ y(z) = (x ⊗ y)z := x⟨y, z⟩ 

y estos operadores se denominan operadores de rango 1. Estos operadores tienen las siguientes 

propiedades: 

(x ⊗ y)] = y ⊗ x 

(x ⊗ y) · (u ⊗ v) = (x⟨y, u⟩) ⊗ v = x ⊗ (v⟨u, y⟩) 

t(x ⊗ y) = (tx) ⊗ y 

(x ⊗ y)s = x ⊗ (s]y) 

para todo x ∈ M, y, u ∈ N, v ∈ G; s ∈ L(G, N), t ∈ L(M, G) con M, N, G A−módulos de Hilbert. 

Denotaremos por F (N, M) a la clausura del subespacio generado por {x ⊗ y; x ∈ M, y ∈ N}. 

En particular, denotaremos F (M) := F (M, M). Este subespacio es además un ideal en L(M). Si 

M es un A-módulo de Hilbert entonces es posible probar que M es un F (M)-módulo de Hilbert 
a derecha pleno con las siguientes operaciones: 

 

· : M × F (M) → M, z.x ⊗ y = x ⊗ y(z) 

⟨·; ·⟩ : M × M → F (M); ⟨x; y⟩ = x ⊗ y 

con x; y; z ∈ M. Además las normas inducidas por F (M) y A en M coinciden. 

Un operador adjuntable u : M → N se dice unitario si uu] = 1M y u]u = 1N. Denotaremos por 

U(L(M, N)) a la clase de operadores unitarios en L(M, N). Los operadores t ∈ L(M) se dicen 

proyectores si t2 = t = t] y diremos que t  es isometrı́a parcial si t]t  es una proyección. En tal 
caso, denotaremos: 

 

U(M) = {u ∈ L(M) : u es unitario u]u = uu] = 1} 

U(M)c = {u ∈ L(M) : u unitario y verifica u − 1 ∈ F (M)} 
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Podemos definir dos aplicaciones lineales naturales entre elementos de M y operadores en 

F (M): 

Ψ : M → F (M);         Ψ(x) := x ⊗ x 

Φx : M → F (M);         Φx(y) := x ⊗ y 

Si restringimos estas aplicaciones a los elementos de x ∈ M tales que ⟨x, x⟩ = 1, la imagen de Ψ 

estara´ contenida en el conjunto de proyecciones de L(M), ya que ǁx ⊗ xǁL(M) = ǁxǁM = 1. Por 

otro lado, la imagen de Φx será el conjunto de isometrı́as parciales con y ⊗ y proyección inicial y 

x ⊗ x proyección final. En ambos casos, la imagen de estas aplicaciones está contenida en F (M). 

 
1.5. Operadores adjuntables en C∗-álgebras con un estado fiel 

Si A es una C∗-álgebra unital con un estado fiel ϕ : A → C y ϕ(1) = 1 entonces el producto 

⟨a, b⟩ = ϕ(a∗b) define en A  una estructura de pre-C-módulo de Hilbert. Luego las definiciones 

anteriores pueden redefinirse de manera similar en este contexto pero teniendo en cuenta que en 

esta situación, la norma inducida por el producto interno ⟨x, y⟩ := ϕ(x∗y) no es completa. 

Con la misma notación que en B(H), se definen los operadores de rango 1 dados por: 

x ⊗ y(ξ) = ⟨y, ξ⟩x 

donde  x, y ∈ A,  definidos  sobre  ξ ∈ Hϕ  (el  espacio  de  Hilbert  asociado  a  la  representación  de 

la C∗-álgebra). En particular, si a ∈ A, x ⊗ y(a) = ϕ(y∗a)x. Usaremos nuevamente la notación 

F (A) para el conjunto generado por operadores de rango uno con s´ımbolos en A. 

Denotaremos B(A) al conjunto de operadores acotados definidos en A. Diremos que 

T ∈ B(A) es adjuntable si existe S ∈ B(A) tal que 

ϕ(y∗T (x)) = ϕ(S(y)∗x). 
 

Denotaremos en este caso S = T ]. Por ejemplo, si La denota la multiplicación a izquierda (a ∈ A) 

entonces La = La∗ . Denotamos Ba(A) al conjunto de operadores adjuntables. Notar que en este 

caso, A no es un módulo de Hilbert con el producto inducido por ϕ (por falta de completitud de 

la norma asociada) y por lo tanto Ba(A) es una subálgebra (no cerrada) de B(A). 

Sea 

Bs(A) = {T ∈ Ba(A) : T] = T } 

en conjunto de los operadores adjuntables que son simétricos respecto a ϕ. Estos operadores se 
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denominaban simetrizables. M.G. Krein [24] y P. Lax [28] estudiaron esta clase de operadores, en 

el contexto de un álgebra de Banach con un producto interno definido positivo. En particular, ellos 

mostraron que estos operadores se extienden a operadores autoadjuntos en L. Si T es adjuntable, 

T1 = 1 (T + T ]) y T2 = −i (T − T ]) son simétricos, y además se extienden a L , ası́ T = T1 + iT2 

se extiende a L , al igual que T ], y la extensión de T ] es el operador adjunto de la extensión de 

T en L . Este resultado también fue posteriormente obtenido por I. Gohberg and M.K. Zambickii 

[21] como una adaptación del caso de espacios de Banach con dos normas (ninguna de las cuales 

necesariamente es obtenida por un producto interno). 

Notar que los operadores en F (A) son adjuntables ya que (a ⊗ b)] = b ⊗ a. Denotaremos 

F (A)s = {T ∈ F (A) : ϕ(x∗Ty) = ϕ((Tx)∗y)}, 

al subconjunto de operadores en F (A) que son simétricos para el producto interno inducido por 

ϕ. Es decir, F (A)s = F (A) ∩ Bs(A). 

Definimos en Ba(A) la norma dada por 

ǁT ǁa = máx{ǁT ǁ, ǁT ]ǁ}. 

Con esta norma, Ba(A) resulta un espacio completo. 

Además 

ǁTSǁa ≤ ǁT ǁaǁSǁa, 

i.e. Ba(A) es un álgebra de Banach, con involución ]. Además es claro que ǁT ]ǁa = ǁT ǁa. Sin 

embargo, Ba(A) no es una C∗-álgebra. Por ejemplo, tomemos a ∈ A con ǁaǁ = 1 y a∗a =/ 

cálculos elementales, es posible mostrar que 

 

ǁ(1 ⊗ a)](1 ⊗ a)ǁa = ϕ(a∗a) y ǁ1 ⊗ aǁa ≥ ǁaǁ = 1, 

donde ϕ(a∗a) < 1. De hecho, como a∗a ≤ 1 y ϕ es fiel, ϕ(a∗a) = 1 implica que a∗a = 1. 

1. Por 

Denotemos Gla(A) el grupo de operadores inversibles en Ba(A). Notar que G ∈ Gla(A) si 

y sólo si G y G] son inversibles en Ba(A). Además tenemos que σBa(A)(T ) = σA (T ]) ∪ σA (T ) 

para todo T ∈ Ba(A). 

Consideremos el subgrupo cerrado 

 

Uϕ(A) = {G ∈ Gla(A) : ϕ((Gx)∗Gy) = ϕ(x∗y)}. 

Es decir, Uϕ(A) consiste de los operadores inversibles que actúan en A que preserva el producto 
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donde a = P0AP0 denota un operador en B(R(P0)), b = P0A(1−!P0) un operador en B(N(P0), R(P0)), 
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dado por el estado ϕ. Además, si G ∈ Uϕ(A) entonces G−1 = G]. Es claro que Uϕ(A) contiene 

a  UA ,  el  grupo  unitario  de  A,  actuando  por  multiplicación  a  izquierda  sobre  A:  Lu(x) = ux 

(u ∈ UA , a ∈ A). Además Uϕ(A) contiene al grupo de los ϕ-invariante ∗-automorfismos de A: 

θ ∈ Aut(A) tales que ϕ(θ(x)) = ϕ(x), x ∈ A. Para algunos cálculos (por ejemplo, para mostrar 

la  transitividad  de  acciones  de  este  grupo)  sólo  será  suficiente  considerar  estos  elementos  en 

Uϕ(A). 

Por último, notemos que los elementos G en Uϕ(A) no necesariamente son isométricos, y 

ǁGǁa ≥ 1. Es claro que, para a ∈ A, ǁLaǁa = ǁaǁ∞. 

Sea Qa el conjunto de idempotentes en Ba(A), 

Qa = {Q ∈ Ba(A) : Q2 = Q}. 

En particular, Qa es una subvariedad anal´ıtica de Ba(A) (ver [33]). Denotemos 

Pa = {P ∈ Qa : P] = P}, 

el subconjunto de Qa de operadores idempotentes que son ortogonales con respecto a ϕ (y que 

extienden a las proyecciones autoadjuntas en L). Denotaremos por P (L) al espacio de proyec- 

ciones autoadjuntas de L, y por P1(L) al subconjunto de proyecciones de rango 1. En particular, 

denotaremos P1(A, ϕ) el conjunto de proyecciones de rango uno generadas por elementos en 

A ⊂ L, es decir, elementos de la forma x ⊗ x con x ∈ A, ϕ(x∗x) = 1. 

Dada una proyección fija P0 ∈ P (L), los operadores sobre L pueden escribirse como matrices 

de 2 × 2. Si escribimos 

A = P0AP0 + P0A(I − P0) + (I − P0)AP0 + (I − P0)A(I − P0) = a + b + c + d 
 

entonces  

A = 
a b 

c d 
 
 

y as´ı respectivamente. En esta forma matricial, P0 = 
1   0

 
0   0 

es igual al producto de matrices. Además, 

 
y la composición de operadores 

 

 

A] = 

t 

a] b] 
. 

c] d] 

  

! 

! 
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Con  esta  notación,  decimos  que  A es  P0-diagonal  si  verifica  b = c = 0  y  A es  P0-codiagonal 

si a = d = 0. Denotaremos por DP0 y CP0 los subespacios de operadores P0-diagonales y P0- 

codiagonales respectivamente. Basados en la representación respecto a P0, B(L) puede descom- 
ponerse como DP0 ⊕ CP0 . 

 
1.6. Variedades de Banach 

1.6.1. Estructura diferencial en dimensión infinita 

Decimos que M es variedad topológica modelada por un espacio de Banach E  si existe 

una colección de abiertos Ui ⊂ M y homeomorfismos ϕi : Ui → ϕ(Ui) con ϕ(Ui) abiertos en E y 

tales que se cumple la siguiente compatibilidad: 

Dados dos pares (Ui, ϕi) y (U j, ϕ j) la función de transición τi j := ϕi ◦ ϕ−
j 

1  resulta continua 

entre los correspondientes abiertos donde esta´ definida. Llamaremos carta alrededor de 

x ∈ M al par (U, ϕ) donde x ∈ U . 

Diremos que M es una variedad diferenciable de clase Ck  si es una variedad topológica con 

funciones de transición diferenciables Fréchet de dicha clase. La colección de cartas {(Ui, ϕi)} 

se denomina atlas de M. 

Decimos que un conjunto S ⊂ M, con M una variedad modelada por E espacio de Banach, es 

una subvariedad regular de M si: 

E se descompone como suma de dos espacios de Banach E = E1 ⊕ E2. 

Dado x ∈ S, existen (U, ϕ) carta de M alrededor de x y abiertos A1 ∈ E1, A2 ∈ E2 tales que 

ϕ : U → A1 ⊕ A2 es un isomorfismo con ϕ(U ∩ S) = A1 ×{a2} para cierto a2 ∈ A2 fijo. 

Bajo estas condiciones, para todo punto x ∈ S existe una carta (U, ϕ) sobre M que induce una 

carta sobre S dada por el abierto U ∩ S y el difeomorfismo ϕ |S = pr1 ◦ ϕ. Es claro que estas 

cartas forman un atlas diferenciable sobre S y la topolog´ıa inducida por este atlas coincide con la 

topolog´ıa de subespacio de M. 

El espacio tangente de una variedad en un punto puede ser vista de diferentes formas equiva- 

lentes. A continuación, presentaremos dos definiciones para este espacio. 

Sean M variedad modelada por un espacio de Banach E y x ∈ M, definimos el espacio tan- 

gente de M en x como: 

(T M)x = 
,
(U, ϕ, v) :  (U, ϕ) carta alrededor de x, v ∈ E

,
.~ 

1 
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donde la relación de equivalencia ~1 está dada por 

 

(U, ϕ, v) ~1 (V, ψ, w) si y solo si w = D(ψ ◦ ϕ−1)ϕ(x)v 
 

o, equivalentemente 

(T M)x = 
,

[α]x  :  α : I → M curva diferenciable sobre M con α(0) = x
, 

~
 

donde la relación de equivalencia ~2 está dada por 
 

[α] ~2 [β]  si y sólo si    
 d

 
. 

  
(ϕ ◦ α(t)) = . (ϕ ◦ β(t)) 

 

para alguna (U, ϕ) carta alrededor de x. Denotaremos TM := Hx∈M(T M)x a la unión disjunta de 

todos los espacios tangentes de M. 

Se puede probar que las relaciones de equivalencias están bien definidas y son maneras equi- 

valentes de presentar el espacio tangente a un punto en una variedad. Más aún, vı́a estas defi- 

niciones es posible mostrar que (TM)x ' E y que este espacio es, en s´ı mismo, una variedad 

diferenciable (ver [26]). 

Sean E, F espacios de Banach y M, N variedades de Banach modeladas por estos espacios 

respectivamente. 

Una función g : M → N se dice diferenciable (Fréchet) de clase Cr  si, para cada (U, ϕ) 

carta alrededor de x ∈ M y (V, ψ) carta alrededor de g(x), tal que g(U ) ⊂ V , la función 

ψ ◦ g ◦ ϕ−1 : ϕ(U ) → ψ(V ) 

es una función diferenciable (Fréchet) de clase Cr. 

En el caso en que g sea diferenciable, definimos la diferencial de la función como la aplicación 

g∗ = Dg : TM → TN dada localmente por: 

g∗(x, v) := (ψ ◦ g ◦ ϕ−1(x), D(ψ ◦ g ◦ ϕ−1)xv) 

donde (U, ϕ) y (V, ψ) son cartas de M y N respectivamente, x ∈ ϕ(U ) y v ∈ E ' (TM)x. 

Una herramienta útil para definir una estructura de subvariedad sobre un conjunto está  dada 

por la siguiente proposición: 

dt 0 0 

2 
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. 
dt 0 

Sea T M := Hx∈M(T M)x y π : T M → M la proyección canónica π(x, v) = π([α]x) := x entonces 

1.6. VARIEDADES DE BANACH 

 
Proposición 1.1.  Sea  f : M → Z diferenciable Fréchet de clase Ck (con k ≥ 1) entre variedades, 

tal que para todo x ∈ M se tiene que f∗x = D fx : (TM)x → (TZ) f (x) es un epimorfismo cuyo 

núcleo ker f∗x se parte en (T M)x, es decir, existe Qx subespacio cerrado de (T M)x tal que 

(TM)x = Qx ⊕ ker f∗x. 

Sea z0 ∈ Z fijo. Entonces el conjunto N = f −1(z0) ∈ M admite una estructura de subvariedad 

regular cerrada de clase Ck con (TN)x ' ker f∗x para todo x ∈ N. 

Esta proposición es un resultado obtenido a partir del teorema de la función implı́cita para 

espacios de Banach cuya demostración puede verse en [25] o [26]. 

Notar que para poder aplicar la proposición anterior es necesario asegurar que el núcleo de 

una función diferenciable se parte, lo cual no siempre es posible. 

El espacio doble-tangente de una variedad sera´ pensado como el espacio tangente de la va- 

riedad TM.  Denotaremos los elementos de TTM con la forma (x, v, u, w) donde x ∈ U ⊂ M y 

v, u ∈ (TU )x o, equivalentemente, por la clase de una curva [β]x,v con β(0) = (x, v) y 
d (β(t)) = (u, w). 

 

(TM, M, π) es un fibrado vectorial denominado fibrado tangente. Las secciones de este fibrado 

X : M → TM (que son funciones diferenciales) se denominan campos y notaremos χ(M) al 

conjunto  de  estos  campos.  Todo  campo  se  puede  trabajar  como  una  derivación  usando  que  si 

f ∈ Ck(M) entonces localmente X ( f )(x) := pr2 ◦ f∗x(X (x)). 

Análogamente,  tenemos  la  estructura  de  fibrado  vectorial  en  (T T M, T M, πT T M)  donde 

hemos    definido    πTT M(x, v, u, w)  :=  (x, v).    Sin    embargo,    tomando    como    función    a 

π∗ : TTM → TM la diferencial de π : TM → M, dada por π(x, v) = v, tenemos otra estructura 

de fibrado (TTM, TM, π∗). Notar que localmente no es dif´ıcil ver que π∗(x, v, u, w) = (x, u), con 
lo cual las estructuras sobre el doble-tangente son distintas. Dentro del fibrado doble-tangente 

tenemos al subfibrado vertical TVM dado por los elementos de la forma (x, v, 0, w) es decir 

VTM = kerπ∗. 

 
1.6.2. Métricas de Finsler 

Si M una variedad modelada sobre un espacio de Banach, una métrica de Finsler sobre M 

consiste  en  una  distribución  continua  de  normas  ǁ . ǁx  en  cada  espacio  tangente  (TM)x.  Esta 

definición  de  métrica  de  Finsler  no  incluye  necesariamente  la  diferenciabilidad  y  convexidad 

estricta de la norma, pues esto ser´ıa demasiado restrictivo para nuestro posterior trabajo donde 



25  

( ) = ( ) 

CAP´ITULO 1. PRELIMINARES 

 

generalmente  consideraremos  normas  sin  estas  propiedades.  Dada  una  métrica  de  Finsler,  la 

longitud de una curva γ definida para a ≤ t ≤ b esta´ dada por: 
 

 
long γ 

∫ b 

ǁγ  ̇ t ǁ 
 

Sea R[x0, x1] el conjunto de las curvas suaves a trozos γ : [0, 1] → X uniendo γ(0) = x0 con 

γ(1) = x1. Luego, se define la distancia geodésica en cada componente conexa de M como: 

d(x0, x1) = ́ ınf {long(γ) : γ ∈ R[x0, x1]} . 

Una  curva  se  dice  minimal  en  M  si  su  longitud  coincide  con  la  distancia  geodésica  entre  sus 

puntos inicial y final. 

 

1.7. Grupos de Lie y espacios homogéneos 

Un grupo de Lie-Banach (real) es un grupo topológico G tal que es una variedad de Banach 

donde las funciones G × G −→ G;(u; v) ›→ uv; G −→ G; u ›→ u−1 son suaves. 

El  espacio  tangente  (T G)e  en  la  identidad  e ∈ G se  denomina  álgebra de Lie de  G y  lo 

denotaremos por g. Una vez conocida el álgebra de Lie de un grupo de Lie-Banach es posible 

calcular el espacio tangente en cualquier g0 ∈ G trasladando a izquierda o derecha, es decir 

(TG)g0 = g0g = gg0. 

Sea γ : R −→ G una curva que satisface γ(0) = e y γ(s + t) = γ(s)γ(t), para todo s;t ∈ R. Un 

subgrupo uniparamétrico de G consiste de los elementos {γ(t)} para una curva con la propiedad 

anterior. Para cada v ∈ g, existe un único subgrupo uniparamétrico suave γv de G tal que γ̇v(0) = v. 

Esto permite la definición de la aplicación exponencial expG : g −→ G dada por expG(v) = γv(1). 

Puede mostrarse que la exponencial es una función suave. 

Como ejemplos de grupos de Lie-Banach clásicos que utilizaremos en este texto podemos 

mencionar: 

El grupo de operadores unitarios en U (H) cuya álgebra de Lie es B(H)ah. 

El grupo de operadores unitarios de una C∗−álgebra unital UA cuya álgebra de Lie es Aah. 

El grupo Up(H), el cual es grupo de Lie-Banach con la topolog´ıa relativa inducida por la 

p-norma de Bp(H). En particular, el álgebra de Lie de Up(H) se identifica con el conjunto 

de operadores Bp(H)ah. 

a 
γ(t). 
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Sean G un grupo de Lie-Banach y X una variedad suave. Una acción a izquierda de G sobre X 

es una función suave π : G −→ X ; (g; x) ›→ πgx; que satisface 

πh(πg(x)) = πgh(x) 

πe(x) = x donde e es el elemento neutro de G. 

para g, h ∈ G y x ∈ X . Notaremos πg(x) = g · x 

Dada un acción, la órbita de x ∈ X , es el subconjunto de X 

Ox = {g · x : g ∈ G}. 

Diremos  que  la  acción  es  transitiva si  se  verifica  que  Ox coincide  con  X  para  todo  x ∈ X ,  es 

decir, si para todos x0; x1 ∈ X , existe g ∈ G tal que g · x0 = x1. En este caso, diremos que X es un 

espacio homogéneo. 

Si  la  acción  es  localmente  transitiva,  la  órbita  de  la  acción  de  un  grupo  de  Banach-Lie  no 

necesariamente tiene estructura de variedad con la topologı́a heredada. Para lograr esto, será útil 

el siguiente resultado [34]: 

Lema 1.1. Sea G un grupo Banach-Lie actuando suavemente sobre un espacio de Banach X. 

Para x0 ∈ X  fijo, denotemos por πx0   : G → X  la aplicación suave πx0 (g) = g · x0. Supongamos 

que 

1. πx0  es una aplicación abierta, como aplicación desde G sobre la órbita {g · x0 : g ∈ G} de 

x0 (con la topolog´ıa relativa de X); 

2. la diferencial d(πx0 )1 : (T G)1 → X  se parte: su núcleo y su rango son subespacios com- 

plementados cerrados. 

Entonces, la órbita {g · x0 : g ∈ G} es una subvariedad suave de X y la aplicación 

πx0 : G → {g · x0 : g ∈ G} 
 

es una sumersión suave. 

El subgrupo de un grupo de Lie-Banach G dado por 

 

Gx = {g ∈ G : g · x = x} 

se denomina grupo de isotropı́a de la acción en x ∈ X . Si la acción es continua y transitiva en X 

entonces este grupo es una subvariedad cerrada de G. 
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Diremos que Gx es locamente exponencial en G si existen εO, δO > 0 tales que si 

ǁu − 1ǁ < εO y u ∈ Gx entonces existe z ∈ g cumpliendo ǁzǁ < δO y exp(z) = u. Si para ca- 

da u ∈ G existe z ∈ g tal que exp(z) = u, se dice que Gx es un subgrupo exponencial de G. Notar 

que esto es equivalente a que gx resulte subvariedad con la topologı́a heredada del álgebra g. 

A continuación nos restringiremos a espacios homogéneos de grupos unitarios porque son los 

que estudiaremos más adelante, aunque es posible dar definiciones para espacios homogéneos 

cualesquiera. 

Sea  B  un  álgebra  de  Banach  provista  de  una  involución.  El  grupo  unitario  UB  se  define 

igual que cuando B es una C∗-álgebra. Supongamos que UB  es un grupo de Lie-Banach con la 

topologı́a de la norma de B . Es decir, estamos pensando en los dos ejemplos dados más arriba: 

el grupo unitario UA de una C∗-álgebra A y los grupos unitarios Up(H). Denotemos por Bah al 

álgebra de Lie de UB , o sea los elementos b ∈ B tales que b∗ = b. 

Sea O un espacio homogéneo de UB . Diremos que O es un espacio homogéneo reductivo 

si: 

Para todo u ∈ UB existe un subespacio cerrado Hu de Bah que satisface: Existe Vu subes- 

pacio cerrado de Bah cumpliendo Hu × Vu = Bah y vHuv∗ = Hu, para todo v ∈ Gu, donde 

Gu es el grupo de isotrop´ıa en u ∈ UB. 

La distribución u → Hu es suave. Esto significa que: Si  pu : Bah → Hu es la proyección 

sobre Hu, la función definida de UB en los operadores acotados sobre B, dada por u ›→ Hu 

resulta suave. 

La correspondencia u ›→ Hu define una conexión en O. En consecuencia, es posible introducir 

las nociones de levantamiento y desplazamiento horizontal, torsión, curvatura, geodésicas, etc. 

Los espacios Hu consisten de los vectores horizontales de Bah y los espacios Vu son los 

vectores verticales en Bah. Por lo tanto, Vu es el álgebra de Lie del grupo Gx0   si πx(u) = x0. De 

esta manera, la idea de una conexión es levantar en x : UB → O los espacios tangentes a x0 ∈ O 

mediante un isomorfismo a espacios horizontales que varı́an suavemente. Un análisis detallado 

acerca de espacios homogéneos reductivos de dimensión infinita puede encontrarse en [31]. En 

particular, en dicho artı́culo se muestra como también se puede definir una conexión a partir de 

una 1-forma equivariante sx : (TO)x → Bah donde sx es el inverso a derecha de (πx)e. De esta 

manera, los espacios horizontales se obtienen como Hu = sux((TO)x), u ∈ UB. 
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álgebras de 

 

 

En este cap´ıtulo, analizamos algunas caracter´ısticas particulares de los operadores lineales 

acotados sobre un espacio de Hilbert, sobre un módulo de Hilbert y sobre una C∗-álgebra con un 

estado fiel. Identificaremos resultados (algunos ya conocidos) que permitirán abordar el análisis 

de la estructura diferencial y métrica de la esferas en estos espacios. En particular, presentamos 

propiedades sobre los operadores adjuntables de una C∗-álgebra unital con un estado fiel ϕ, varias 

de las cuales son necesarias para el estudio de curvas minimales. 

 

2.1. Geometr´ıa en operadores sobre un espacios de Hilbert 

En esta sección consideramos H un espacio de Hilbert separable y B(H) el álgebra de ope- 

radores lineales acotados con la norma usual de operadores. 

 

2.1.1. La variedad Grassmanniana de un espacio de Hilbert 

La variedad Grassmanniana del espacio de Hilbert H dada por 

 

Gr(H) = {S ∈ H : S subespacio de H} 

puede  estudiarse  identificando  cada  subespacio  cerrado  S de  H  con  el  único  proyector  pS  que 

verifica Im(pS) = S, p2 = pS y p∗ = pS. Es decir, para estudiar su estructura basta considerar el S S 

conjunto de proyectores 

P (H) = {p ∈ B(H) : p2 = p∗ = p}. 
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Desde  este  punto  de  vista,  varios  autores  estudiaron  su  geometrı́a  como  variedad  homogénea. 

Mencionaremos a continuación algunos resultados sin demostración. 

El grupo de Lie Banach U(H) actúa sobre este conjunto a través de la conjugación 

π(u, p) := u∗ pu. 

 

Esta acción es localmente transitiva ya que si p, q ∈ P (H) verifican ǁq − pǁ < 1 entonces existe 

u ∈ U(H) tal que upu∗ = q (ver, por ejemplo, [17] o [23]). Por lo tanto, este conjunto admite 
estructura de variedad homogénea y las órbitas de la acción 

 

Op(P (H)) = {u∗ pu ∈ B(H) : u ∈ U(H)} 

son subvariedades suaves de B(H) que coinciden con las componentes conexas de la variedad. 

En particular, las proyecciones de rango uno forman la componente conexa P1(H). 

Fijando p ∈ Gr(H), el espacio tangente puede describirse matricialmente como las matrices 

codiagonales respecto a p, es decir, si v ∈ (TP (H))p entonces 

v = 
0 b 

b∗ 0 
 

donde b = (1 − p)vp. 

La estructura de P (H) fue ampliamente estudiada e incluso se ha demostrado la existencia de 

una conexión lineal natural en P (H). Si dim(H) < ∞, esta resulta ser la conexión de Levi-Civita 

de la métrica Riemanniana al considerar el producto interno de Frobenius en cada espacio tan- 

gente. Más especı́ficamente, la conexión lineal en P (H) esta inducida por la estructura reductiva, 

donde los elementos horizontales a  p0 (en el álgebra de Lie de U(H): B(H)ah) son operadores 

codiagonales antihermitianos. Si dim(H) = ∞, considerando la norma usual de B(H) en cada 

tangente de P (H), se obtiene una métrica de Finsler no regular. 

El siguiente teorema recopila algunos resultados relacionados con la existencia de curvas  

minimales en este contexto. Las demostraciones pueden encontrarse en [9, 32, 2, 7]. 

Teorema 2.1. Sea H espacio de Hilbert. 

Sea p0 ∈ P (H) y z ∈ B(H)ah codiagonal con respecto a p0. Entonces la curva 

δ(t) = etz p0e−tz (2.1) 

es una curva geodésica que verifica que δ(0) = p0 y δ̇(0) = [z, p0]. 
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Si dim(H) = ∞ las curvas geodésicas (2.1) resultan minimales a lo largo de sus puntos 

extremos para todo t tal que 
   π  

|t| ≤ 
2ǁzǁ

. 

cuando se considera sobre la variedad la métrica inducida por la norma usual de B(H). 

Si  p0, p1 ∈ P (H) satisfacen ǁp0 − p1ǁ < 1, entonces existe una única geodésica (salvo 

reparametrización) que une p0 con p1. Esta condición no es necesaria para la existencia 

de una única geodésica. 

 

Existe una única geodésica que une dos proyecciones p y q si y sólo si 

 

ran(p) ∩ ker(q) = ker(p) ∩ ran(q) = {0}. 

Si dim(H) < ∞, la métrica de Frobenius puede ser utilizada para medir la longitud de 

las curvas. En esta situación, las curvas geodésicas resultan minimales en la norma de 

Frobenius cuando |t| ≤ 2 π 
ǁ , lo cual es una condición sobre la norma usual de operadores. 

Como las proyecciones se pueden parametrizar usando simetrı́as s (s∗ = s, s2 = 1), a través 

de la aplicación: 

p ←→ sp = 2p − 1 

algunos cálculos algebraicos resultan más fáciles con el uso de simetrı́as. Por ejemplo, la condi- 

ción de que el exponente z (de la geodésica) es  p0-codiagonal significa que z anti-commuta con 

sp0 . Luego la geodésica (2.1), en términos de simetrı́as, puede ser simplificada por 

sδ(t) = eitzsp0 e
−itz = e2itzsp0 = sp0 e

−2itz. 

 

2.1.2. El grupo de Lie-Banach Up(H) 

Estamos interesados en analizar la acción del grupo de Lie-Banach Up(H) con la topologı́a 

relativa inducida por la norma de Bp(H). Previamente es necesario mencionar algunas cuestiones 
conocidas. 

Lema 2.1.  El álgebra de Lie de Up(H) se identifica con Bp(H)ah para todo p par. 

El espacio tangente a Up(H) para cada u ∈ Up(H) puede caracterizarse por 

(TUp(H))u = u · Bp(H)ah = Bp(H)ah · u. 
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Análogamente al lema anterior, se obtiene: 

Lema 2.2.  Sea A una C∗−álgebra unital. Entonces el grupo UA de elementos unitarios en A es 

un grupo de Lie Banach con álgebra dada por los elementos antihermitianos Aah. 

A  continuación,  consideremos  en  Up(H) la  métrica  usual  dada  por  la  funcional  longp  de 

longitud  de  curvas  y  la  métrica  de  Finsler  dada  por  la  p-norma.  Además  tomemos  la  distan- 

cia rectificable dp(u1, u2) como el ´ınfimo de las longitudes de las curvas que unen los puntos 

u1, u2 ∈ Up(H) dados. 

El siguiente teorema recopila algunos resultados relacionados con la existencia de curvas  

minimales en Up(H). En ([9]) puede encontrarse en detalle la demostración de los mismos. 

Teorema 2.2. Sea p ∈ Z par y positivo. Entonces 

1. Sea u ∈ Up(H) y v ∈ Bp(H)ah con ǁvǁ ≤ π. Entonces la curva µ(t) = u etv, t ∈ [0, 1] es 

la más corta sobre todas las curvas suaves a trozos en Up(H) que une los mismos puntos 

extremos. 

Más aún, si ǁvǁ < π, es única con ésta propiedad entre todas las curvas suaves contenidas 

en Up(H). 

2. Sea u0, u1 ∈ Up(H). Entonces existe una curva geodésica minimal que une dichos puntos. 

Si ǁu0 − u1ǁ < 2, entonces la curva geodésica es única. 

3. Existen en Up(H) geodésicas minimales de longitud arbitraria. Es decir, el diámetro de 

Up(H) es infinito. 

4. Si u, v ∈ Up(H) entonces 

s

1 
π2 

d u  v u v 

 

d u v 
 
 

Más aún, el espacio métrico (Up(H), dp) es completo. 

En  particular,  se  tiene  el  siguiente  resultado  de  convexidad  de  la  función  distancia  entre 

u ∈ Up(H) fijo y los puntos de una curva geodésica: 

Teorema 2.3.  Sea p entero, par y positivo, u ∈ Up(H) y β : [0, 1] → Up(H) una geodésica no 

constante contenida en el entorno geodésico de radio  π , es decir, β ⊂ Bp(u, π ). Supongamos 
2 2 

además que u no se encuentra en una prolongación de β. Entonces la función 

 

fp(s) = dp(u, β(s))p 

ǁp ≤ ). 
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es una función estrictamente convexa. 
 

Corolario 2.1. Sean u1, u2, u3 ∈ Up(H) con u2, u3 ∈ Bp(u1, π ) no alineados (es decir, no todos 

contenidos en una misma curva geodésica). Sea γ la curva corta que une u2  con u3. Entonces 

dp(u1, γ(s)) < π para s ∈ [0, 1] y el radio de convexidad de bolas en Up(H) resulta ser π . 

2.2. Operadores unitarios en L(M) y en B(A) 

2.2.1. Operadores unitarios en L(M) 

Dado M un módulo de Hilbert, notar que L(M) es una C∗-álgebra con la adjunción ] y la 

norma de operadores asociada a la norma inducida por el producto interno. 

Lema 2.3.  U(M) es un grupo de Lie Banach, donde su álgebra de Lie resulta: 

u = {v ∈ L(M) : etv ⊂ U(M), t ∈ R} = L(M)as 

En decir, el álgebra de Lie de este grupo se corresponde con los operadores adjuntables anti- 

simétricos T ] = −T . 

El  grupo  Uc(M) también  resulta  un  subgrupo  de  Lie-Banach  de  U(M).  Sin  embargo,  su 

subálgebra de Lie uc ⊂ u puede no ser subvariedad con la topologı́a de la norma heredada. Es 

decir, sera´ necesario probar si existe un entorno U ⊂ u alrededor de 0 tal que 

exp(U ∩ uc) = exp(U ) ∩ Uc(M). 

Este hecho implica que la esfera S(M) no pueda ser interpretada con normas cocientes como en 

el caso de la esfera S(H). 

 
2.2.2. Operadores unitarios en Ba(A) 

Si A es una C∗-álgebra unital entonces UA  es un grupo de Lie-Banach con la topologı́a usual 

del álgebra. Si A tiene un estado fiel ϕ, podremos considerar el grupo Uϕ(A) de operadores inver- 

sibles T : A → A que se extienden a operadores unitarios T˜ : L → L y son invariantes respecto al 

producto inducido por el estado ϕ en B(A). Este grupo contiene al grupo de operadores unitarios 

UA , incluidos como operadores de B(A) a través de la multiplicación a derecha: Lu(x) = ux (con 

u ∈ UA ). Más aún, este grupo contiene a los ∗-automorfismos de A  ϕ-invariantes: θ ∈ Aut(A) 
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tales  que  ϕ(θ(x)) = ϕ(x),  x ∈ A.  Para  algunos  cálculos,  será 

elementos en Uϕ(A). 

suficiente  considerar  sólo  estos 

Comencemos notando que el grupo de operadores unitarios Uϕ(A) no es un grupo de Lie- 

Banach con la topologı́a que hereda del grupo de unitarios de L: La condición de levantamiento 

de A ⊂ L definida no es cerrada (A es densa en L). Para obtener una estructura regular pa- 

ra Uϕ(A) usaremos la teor´ıa desarrollada en espacios de Banach con dos normas. En nuestro 

contexto, las normas que estamos considerando es la norma usual ǁ · ǁ de A y la norma ǁ · ǁϕ 

asociada al producto interno definido por el estado ϕ. 

Comencemos  por  considerar  un  tipo  de  descomposición  polar  en  Gla(A),  considerando  la 

norma en Ba(A). Denotemos la serie logar´ıtmica 

 
log(A) := ∑ 

1 
(1 A)n 

n≥1 n 
 

definida en A ∈ Ba(A) con ǁA − 1ǁa < 1. 

Proposición 2.1.  Sea G ∈ Gla(A) cerca de 1 tal que ǁG]G − 1ǁa < 1. Entonces existen H ∈ Gla, 

H] = H, H2 = G]G, y U ∈ Uϕ(A), tales que son funciones C∞ diferenciables en términos de G, 

tal que 

G = UH. 
 

Demostración.  Como ǁG]G − 1ǁa < 1, la serie log 

∑ 
1 

(1 G]G)n = L 

n≥1 n 
 

converge en Ba(A). Sea H = e 2  . Entonces resulta H] = H ∈ Gla(A) y H2 = G]G. Además H 

es una función C∞ de G, y conmuta con G]G. 

Sea U = GH−1. Entonces 

U]U = (GH−1)]GH−1 = H−1G]GH−1 = 1, 
 

i.e. U ∈ Uϕ(A). 

Proposición 2.2.  Existe 0 < r < 1  tal que si U  ∈ Uϕ(A) con ǁU − 1ǁa < r, entonces existe 

Z ∈ Ba(A) con Z] = −Z, Z una C∞ función de U, tal que 

U = eZ. 
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Demostración.  Sea 

Z = log(U ) = ∑ 
1 

(1 U )n, 
n≥1 n 

la cual converge en Ba(A). De hecho, eZ = U . Además, como ǁU ] − 1ǁa = ǁU − 1ǁa < 1, 

Z] = ∑ 
1 

(1 − U])n = ∑ 
1 

(1 − U −1)n = log(U −1). 

n≥1 n n≥1 n 
 

Entonces eZ] = U −1 = e−Z, i.e., como Z y Z] conmutan, eZ]+Z = 1. 
De esto se sigue que 

m 

Z] + Z = ∑ 2kπiQk, (2.2) 
k=1 

para un conjunto finito de k enteros, donde Qk ∈ Qa, con QkQk′ = 0 si k /= k′. Note que 
 

1 n 1 n 
 

ǁZǁa ≤ ∑ 
n 

ǁ1 − U ǁa < ∑ 
n

r = −log(1 − r). 
n≥1 n≥1 

 

Tomando 0 < r < 1 tal que −log(1 − r) < π, i.e 0 < r < 1 − e−π. Entonces 

ǁZ] + Zǁa ≤ ǁZ]ǁa + ǁZǁa = 2ǁZǁa < 2π. 
 

Si existe un entero k0 /= 0 en la suma (2.2) tal que Qk0 0, entonces 
 

ǁZ] + Zǁa ≥ 2k0π. 

Sea x0 ∈ R(Qk0 ) ⊂ A con ǁx0ǁ = 1. Entonces 

ǁ ∑ 2kπiQkx0ǁ = ǁ2k0πiQk0 x0ǁ = 2k0π. 
k≥1 

 

En efecto, Z] = −Z. 

En particular, el resultado anterior permite obtener una carta local alrededor de 1 en Uϕ(A), 

definiendo un entorno en el origen de 

 

Bas(A) = {Z ∈ Ba(A) : Z] = −Z}, 

vı́a  la  aplicación  exponencial,  en  su  forma  estándar,  como  con  el  grupo  unitario  usual  de  una 

C∗-álgebra. 
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Corolario 2.2. El grupo Uϕ(A) es un grupo de Lie-Banach C∞-diferenciable, y una subvariedad 

complementada de Ba(A). Su álgebra de Lie-Banach es Bas(A). 

Usaremos estos hechos para probar que la parte simétrica Pa de Qa es una subvariedad com- 

plementada de Ba(A): 

Teorema 2.4.  Pa es una C∞-subvariedad de Ba(A). La acción de Uϕ(A) sobre Pa es localmente 

transitiva y existen secciones locales C∞. En particular, para todo P0 ∈ Pa fijo, la aplicación 

πP0 : Uϕ(A) → Uϕ(A)· P0 , πP0 (U ) = U P0U] 

es una sumersión C∞ diferenciable y Uϕ(A) · P0 es una unión de componentes conexas de P0 en 

Pa. Abreviaremos estos hechos diciendo que Pa es un espacio C∞-homogéneo de Uϕ(A). 

Demostración.  En el contexto de álgebras de Banach, Porta y Recht en [33] probaron que Qa 

es un espacio homogéneo de Gla(A). Siguiendo ideas similares, utilizaremos el Lema 1.1 para 

dotar a Pa de estructura de subvariedad. 

Tomemos G = Uϕ(A), X = Ba(A), x0 = P0  y la acción de G está  dada por la conjugación 

πP0 (U ) = U P0U −1. Denotemos la órbita en P0 como 

OP0 = {UPU] : U ∈ Uϕ(A)}. 

Para probar que la acción es localmente transitiva y que πP0  es una aplicación abierta, cons- 

truiremos secciones locales continuas para πP0 definidas desde un entorno de P0 en Pa. Conside- 

ramos 
 

VP0 = {P ∈ Pa : G = PP0 + (1 − P)(1 − P0) ∈ Gla(A) y ǁG]G − 1ǁa < 1}. 

Resulta que VP0 es abierto en Pa: si P = P0 entonces G = 1. Luego G es inversible si P esta´ sufi- 

cientemente cerca de P0. Tomemos 

 
sP0 : VP0 → Uϕ(A), sP0 (P) = U, 

donde U ∈ Uϕ(A) está dada por la descomposición G = UH obtenida en el Lema 2.1. Note que 

sP0   es continua (como aplicación G ›→ U es C∞). Además 

GP0 = PP0 = PG. 

 

As´ı P] = G]P y G]GP0 = P0G]G. El operador H resulta una serie de potencias de G]G, y por lo 
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tanto, HP0 = P0H. Entonces 
 

πP0 ◦ sP0 (P) = U P0U] = GH−1P0U] = GP0H−1U] = PGH−1U] = PUU] = P, 

i.e. sP0   es una sección continua para la acción y πP0   es abierta. 

Falta aún verificar la condición 2. del Lema 1.1. Estos cálculos son muy similares al caso de 

una variedad Grassmanniana de B(H), que incluiremos aquı́. Diferenciando la aplicación πP0 en 

1 ∈ Uϕ(A), considerándola como aplicación en Bs(A), resulta 

d(πP0 )1 : Bas(A) → Bs(A), d(πP0 )1(Z) = ZP0 − P0Z. 

Ası́ el núcleo de d(πP0 )1  consiste de los elementos Z en Bas(A) que conmutan con P0. Usando 

matrices 2 × 2 en términos de P0, estos operadores son matrices antisimétricas P0-diagonales: 

DP  as = 

(

A ∈ Bas(A) : A = 

  
a 0  

! 

, donde a = −a] , d = −d]

) 

. 

 

Un suplemento natural para estos núcleos es el espacio de matrices antisimétricas P0-codiagonales, 

es decir, Y ∈ Bas(A) tales que P0Y P0 = 0 = (1 − P0)Y (1 − P0): 

CP as = 

(

Y ∈ Bas(A) : Y = 

    
0 −y 

!) 

. 

 

El rango de d(πP0 )1 es el conjunto {ZP0 − P0Z : Z ∈ Bas(A)}. Este subespacio de Bs(A) coincide 

con 

CP s = 

(

Y ∈ Bs(A) : Y = 

    
0 y 

!) 

, 

el subespacio de matrices simétricas P0-codiagonales. De hecho, es claro que el rango de d(πP0)1 

esta´ contenido en este subespacio. 

Inversamente, fijando Y ∈ Bs(A) antisimétrico, notemos que 

Y P0 + P0Y =

  
0 y

 

!

· 

  
1    0  

! 

+ 

  
1    0  

!

· 

   
0 y

 ! 

= 

   
0 0 

! 

+ 

   
0 y

 ! 

= Y. 
 

Tomando Z = Y P0 −P0Y = 

   
0 −y  

! 

resulta que Z] = −Z. Además notar que d(πP )1(Z) = Y . 
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De hecho, sea γ(t) = etZP0e−tZ. Entonces 

d(πP )1(Z) = γ̇(0) = 
 d 

etZP0e−tZ |t   0= ZP0 − P0Z = Y P0 − P0Y P0 − P0Y P0 + P0Y 
0 dt 

= Y P0 + P0Y = Y. 

Luego el rango de d(πP0 )1 es complementado en Bs(A): un suplemento natural es el espacio 

de  matrices  P0-diagonales  y  simétricas.  Por  lo  tanto,  usando  el  Lema  1.1,  la  órbita  de  OP0   es 

una subvariedad suave de Ba(A), la aplicación πP0   es una sumersión suave y Pa es una unión 

(discreta) de las órbitas OP, P ∈ Pa. 

= 
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Cap´ıtulo 3 

Las p-métricas cocientes en la esfera de un 

espacio de Hilbert 

 
3.1. Estructura diferencial de S (H) 

Sea H un espacio de Hilbert con el producto interno ⟨ , ⟩ : H → K (con K = R o K = C) y la 

esfera S (H) dada por el conjunto 

S (H) = 
,

x : ⟨x, x⟩ = 1
,

. 

Este conjunto tiene estructura de subvariedad diferencial y puede obtenerse una descripción de 

la métrica usual inducida por la métrica de H, incluso en el contexto infinito dimensional. Segui- 

remos la notaciones del texto [26], en el cual varios de los resultados que mencionaremos en esta 

primera sección se encuentran ampliamente desarrollados. 

Si consideramos el espacio de Hilbert complejo H no es dif´ıcil verificar que para x ∈ S (H) 

los elementos del espacio tangente (TS (H))x se caracterizan localmente por: 

v ∈ (T S (H))x si y sólo si Re(⟨x, v⟩) = 0. (3.1) 

En particular si H es un espacio de Hilbert real, este resultado muestra que (TS (H))x = ⟨x⟩⊥
 

con la definición de ortogonalidad usual en espacios de Hilbert. 

Esta condición sobre los elementos del espacio tangente de la esfera generan una condición 

sobre los elementos del espacio doble-tangente TTS (H). 

T T S (H) = 
,
(x, v, u, w) : x ∈ S (H) ; v, u ∈ (T S (H))x ; w ∈ H ; Re

 
⟨w, x⟩ +⟨v, u⟩

  
= 0

, 
(3.2) 



40  

   2 

  3.1. ESTRUCTURA DIFERENCIAL DE S (H) 

 

Sea x ∈ S (H). Denotemos Qx al complemento del (T S (H))x y Ex a la aplicación R−lineal 

con ran(Ex) = (TS (H))x y ker(Ex) = ran(Id − Ex) = Qx dada por 
 
 

Ex(w) := w − Re(⟨x, w⟩)x = w 1 x, w⟩x 1 w, x⟩x. (3.3) 
 
 

Si H es real, podemos considerar la aplicación 

— 
2 

⟨ — 
2 

⟨ 

 

E : S (H) −→ B(H) 

x −→ Ex 

con rango en los operadores idempotentes de B(H). Si E∗ : TS (H) → TB(H) = B(H) es la 

diferencial  de  esta  aplicación,  E∗V  será  un  operador  lineal  de  H  en  H  que  dependerá  de  cada 

V = (x, v) ∈ (TS (H))x: 
 

E∗x,v(w) = −⟨w, v⟩x − ⟨w, x⟩v. (3.4) 

Esta aplicación sugiere definir la forma bilineal: 

F(x, v) :=
 

x, v; v, E∗x,v(v)
 

=
 

x, v; v, −Re⟨v, v⟩x
 

=
 

x, v; v, −ǁvǁ2x
 
 

Esta  aplicación  es  un  spray  cuadrático  bien  definido  y,  en  particular,  es  una  sección  del  fi- 

brado (T T S, T S, π∗) y del fibrado (T T S, T S, πTT S), donde πTT S : T TS → TS es la proyección 

πT TS(x, v, u, w) = (x, v) y π : TTS → TS es la diferencial de la proyección π : TS (H) → S (H). 

De hecho, x, v; v, −ǁvǁ x ∈ (TTS (H))(x,v). 

Las  geodésicas  dadas  por  F  serán  las  curvas  α : I −→ S (H) que  verifican  F(α′) = α′′. 

Especı́ficamente, deben cumplir Fα(α̇) = (α, α̇, α̇, α̈ ). 

En particular, sean x, y˜ ∈ S (H) con Re⟨y˜, x⟩ = 0 y k ∈ R fijos. Definamos 

γ(t) = cos(kt)x + sen(kt)y˜. (3.5) 
 

Notar que γ es una curva suave con γ(0) = x contenida en S (H). Derivando respecto de t 

γ̇(t) = k
 

− sen(kt)x + cos(kt)ỹ
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por lo cual ǁγ̇(t)ǁ = |k| y como 

γ̈(t) = −k2
 
cos(kt)x + sen(kt)ỹ

  
= −k2γ(t) = −ǁγ̇(t)ǁ2γ(t) 

entonces  γ̈(t) coincide  con  la  cuarta  coordenada  del  spray  en  el  punto  γt  aplicado  a  γ̇t .  Por  lo 

tanto, esta curva verifica la condición dada por el spray F(γ′) = γ′′. 

Luego, estas curvas definen las curvas geodésicas de la variedad dependiendo de los datos 

iniciales dados. 

Consideremos primero x ∈ S (H) y v ∈ (TS (H))x (i.e, Re(⟨v, x⟩) = 0). Es claro que fijado x, 

cualquier k ∈ R e y ∈ S (H) con Re(⟨y, x⟩) = 0, la curva (3.5) verifica γ(0) = x. Si además la curva 

tiene que verificar γ̇(0) = v, entonces 
 

γ̇(0) = kỹ = v. 
 

Ası́ resulta que si k = ǁvǁ e ỹ =   v  , la curva geodésica pasa en t = 0 por x con velocidad v: 
 

γxv(t) := cos
 

ǁvǁt
 

x + 
sen(ǁvǁt)

v.
 

ǁvǁ 
 

Veamos ahora cuál es la curva que une dos puntos x, y ∈ S (H) (distintos y no antipodales) 

usando el mismo procedimiento anterior. Tomemos nuevamente γ(t) = cos(kt)x + sen(kt)y˜ y 

busquemos determinar k ∈ R e y˜ tales que x = γ(0) e y = γ(1). 

La primera condición se cumple trivialmente. Consideremos v = Ex(y − x) ∈ (TS (H))x. Es 

claro que Re(⟨v, x⟩) = 0. Además se cumple que 

Ex(y − x) = y − x − Re⟨y − x, x⟩x = y − x − Re (⟨y, x⟩ − ⟨x, x⟩) x 

= y − Re⟨y, x⟩x = Ex(y). 

Al calcular su norma obtenemos: 
 

ǁEx(y)ǁ2
 = ⟨y − Re⟨y, x⟩x, y − Re⟨y, x⟩x⟩ = ǁyǁ2 − Re⟨y, x⟩⟨y, x⟩ − Re⟨y, x⟩⟨x, y⟩ + (Re⟨y, x⟩) ǁxǁ2

 

= 1 − Re⟨y, x⟩[⟨y, x⟩ + ⟨x, y⟩] + (Re⟨y, x⟩)2 = 1 − (Re⟨y, x⟩)2. 
 

Por lo cual, definimos y˜ = ǁ
v
 y k ∈ [0, π) al valor real que verifica: 

cos(k) = Re⟨y, x⟩. 
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Este valor está bien definido pues |⟨y, x⟩| ≤ ǁxǁǁyǁ = 1. Más aún, se verifica: 

sen2(k) = 1 − cos2(k) = 1 − (Re⟨y, x⟩)2 = ǁEx(y − x)ǁ2. 

Luego ası́ definidos ỹ y k en función de x, y ∈ S (H) dados, la curva 
sen(kt) 

 

 
es una geodésica que verifica: 

γxy(t) := cos
 

kt
 

x + v 
ǁvǁ 

 

γ(0) = x    
sen(k) . 

γ(1) = cos(k)x + v = y 
ǁvǁ 

 

Con la métrica usual, esta curva tendrá longitud 
 

 

long(γxy ) = 

∫  1 

ǁγ̇ǁ = | arc cos(Re⟨y, x⟩)|. 
 

 

3.2. Estructura homogénea de S (H) y p-métricas cocientes 

Sea π : Up(H) × S (H) → S (H) la acción del grupo Up(H) sobre Up(H) dada por 

u · x := ux, 

para x ∈ S (H) y u ∈ Up(H). Es claro que, para todo x ∈ S (H), la órbita de esta acción es S (H). 

Es decir, la acción es transitiva y podemos considerar a la esfera S (H) como espacio homogéneo 

de  la  acción  de  Up(H).  Algunas  propiedades  de  tales  órbitas  fueron  estudiadas  en  [9],  en  un 

contexto general. Consideremos la descomposición del espacio de Hilbert H = ⟨x⟩ ⊕ ⟨x⟩⊥  para 

describir operadores en B(H). 

Para cada x ∈ H, denotaremos πx : Up(H) → S (H) a la aplicación dada por 

πx(u) := ux; 

y si u ∈ Up(H), denotaremos lu : S (H) → S (H) a la aplicación 

lu(x) := ux. 
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Bajo esta acción, el grupo de isotropı́a viene dado por 

 

Gx = {u : u ∈ Up(H), u · x = x}. 

Este grupo Gx coincide con la preimagen π−1(x), el cual es cerrado gracias a la continuidad de 

la acción. Si u ∈ Gx entonces matricialmente con respecto al proyector x ⊗ x: 
 

1 0 

0   u0 
 

donde u0 : ⟨x⟩⊥ → ⟨x⟩⊥ es un operador en Up(⟨x⟩⊥). 

Diferenciando la aplicación πx y especializando en 1 = Id ∈ Up(H), la diferencial 

(dπx)1 : (TUp(H))1 = Bp(H)ah → (TS (H))x 
 

es la evaluación  
(dπx)1(v) := vx 

y su núcleo coincide con el espacio tangente de Gx en 1 = Id ∈ Up(H), es decir, el álgebra de 

Lie gx es ker(dπx)1. 

Esta  condición  permite  caracterizar,  para  cada  x ∈ S (H),  los  elementos  de  gx  en  la  forma 
matricial: 

0 0 
(3.6) 

0 C 
 

donde C : ⟨x⟩⊥ → ⟨x⟩⊥ es un operador antihermitiano en Bp(⟨x⟩⊥). 

Gracias al epimorfismo dπx, podemos identificar el espacio tangente de la esfera en un punto 

con el cociente Bp(H)ah/ ker(dπx), es decir, 

(TS (H))x0 ' Bp(H)ah/gx. 

Tengamos en cuenta que diferenciando la aplicación lu y especializando en x ∈ S (H), obte- 

nemos que la aplicación (dlu)x : ⟨x⟩⊥  → ⟨x⟩⊥  viene dada por 

(dlu)x(v) := uv. 

 

Como la acción es suave, dado x ∈ S (H), podemos definir una métrica de Finsler sobre el 

espacio tangente (TS (H))x cuando lo identificamos con el cociente Bp(H)/gx. Si v ∈ (TS (H))x, 

  

  

! 
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definimos 

ǁvǁx,p = m´ın
,
ǁz − yǁp : y ∈ gx

,
 

donde el mı́nimo se considera sobre algún representante z ∈ Bp(H)ah tal que (dπx)1(z) = z · x = v. 

Cuando no haya confusión con el valor de p, abreviaremos la notación de la norma en el cociente 

por ǁvǁx. 

Estos operadores z se denominan levantamientos de v. En particular, diremos que z0 es un 

levantamiento minimal si (dπx)1(z0) = v y ǁvǁx,p = ǁz0ǁp. 

Denotaremos por Lp la funcional longitud para curvas suaves a trozos en S (H), medidas con 
la norma cociente, y dada por 

L  (γ) := 

∫  1 

ǁγ̇ǁ γ,p. 

Luego, como es usual, la distancia rectificable asociada a la misma se define por 

dp(x, ux) = ́ ınf
 

Lp(γ) : γ ⊂ S (H), γ(0) = x, γ(1) = ux
}
. 

 

Observación  3.1.  La  p-métrica  cociente  dada  por  d p  es  invariante  bajo  la  acción  del  grupo 

Up(H). Es decir, dado u ∈ Up(H) para todo x ∈ S (H) se verifica 

ǁ(dlu)x(v)ǁux = ǁvǁx. 

Observación 3.2.  En [9] se demostró  que si Up(H) actúa transitivamente y suavemente sobre 

una variedad O y dotamos al fibrado tangente de O con la métrica cociente de arriba, entonces 

(O, dp) es completa. 

 
3.3. Caracterización de levantamientos minimales. 

Estaremos interesados en caracterizar los operadores z0 que son levantamientos minimales 

de v ∈ (TS (H))x dado. Note que estos levantamientos verifican: 

ǁz0ǁp ≤ ǁz0 − yǁp para todo y ∈ gx 

donde  gx  es  el  subálgebra  de  Lie  de  isotropı́a  en  x.  Si  consideramos  el  conjunto  convexo  gx 
p 

(clausura respecto a la  p-norma) podemos definir Q la proyección del mejor aproximante sobre 

este conjunto cerrado y convexo. Tal proyección está dada en z por Q(z) ∈ Bah(H) que verifica: 

ǁz − Q(z)ǁp ≤ ǁz − yǁp 
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para  todo  y ∈ gx 
p.  Gracias  a  las  desigualdades  de  Clarkson  en  Bp(H),  esta  aplicación  es  con- 

tinua y univaluada (ver [29]) y en el caso p = 2 posee propiedades similares a la proyectores 
ortogonales en H. 

En particular, todo z0 levantamiento minimal de algún v ∈ (T S (H))x pertenece al conjunto: 

g⊥
x   := Q−1(0) = {z ∈ Bp(H)ah : ǁzǁp ≤ ǁz − yǁp para todo y ∈ gx}. 

En el siguiente teorema establecemos la existencia y unicidad de levantamientos minimales 

en S (H) como órbita de la acción de Up(H). Una demostración más general se puede encontrar 

en [9]. 

Teorema 3.1. Sean p positivo y par , x ∈ S (H) y v ∈ (TS (H))x. Un elemento z0 ∈ Bp(H)ah tal 

que (dπx)1(z0) = v es un levantamiento minimal de v si y sólo si tr(zp−1y) = 0 para todo y ∈ gx. 

Este levantamiento minimal z0  verifica esta condición si y sólo si su representación matricial 

respecto a x ⊗ x es  
z

p−1 = λi   −b∗ 

b 0 
 

donde b : ⟨x⟩ → ⟨x⟩⊥ operador acotado y λ ∈ R. 

Demostración.  Supongamos  que  z0 ∈ Bp(H)ah  es  un  levantamiento  minimal  y  fijemos  y ∈ gx 
p 

arbitrario.  Entonces  la  función  f (t) = ǁz0 − tyǁ    es  una  función  suave  con  mı́nimo  en  t = 0, 

es  decir,  f ′(0) = 0.  Como  la  derivada  de  esta  función  es  f ′(t) = −ptr((z0 − ty)p−1y),  resulta 

entonces que tr(zp−1y) = 0. Luego esta condición se verifica para todo y ∈ gx. 

Rec´ıprocamente, sea z0 ∈ Bp(H)ah levantamiento tal que tr(zp−1y) para todo y ∈ gx. Supon- 

gamos que tal z0 no es minimal, esto es, existe y0 tal que ǁz0 − y0ǁp < ǁz0ǁp. Esto implica que 
p la  función  convexa  f (t) = ǁz  − ty  ǁ    con  f ′(0) = 0  no  tiene  un  mı́nimo  en t = 0,  lo  cual  es 

 

absurdo. 

0 0   p 

Ahora, analicemos la existencia y unicidad de estos levantamientos minimales. Para x ∈ 

S (H),  sea  Q la  proyección  sobre  gx 
p.  Entonces  todo  elemento  de  z ∈ Bp(H)ah  se  descompo- 

ne como 

z = z − Q(z) + Q(z) 

donde z − Q(z) ∈ gx
⊥  y Q(z) ∈ gx 

p. Como πx es sumersión, su diferencial (dπx)1  es sobreyec- 

tiva y por lo tanto, dado v ∈ (TS (H))x, existe z ∈ Bp(H)ah tal que (dπx)1(z) = v. Luego un 

levantamiento minimal para v ∈ (TS (H))x se obtiene como 

z0 = z − Q(z) ∈ g⊥
x  . 

! 
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Si (dπx)1(z1) = (dπx)1(z) = v entonces z1 − z2 ∈ gx = ker(dπx)1; si además son minimales resulta 

que ǁz1ǁp ≤ ǁz2 − (z1 − z2)ǁp = ǁz2ǁp y lo mismo inversamente. Luego ǁz1ǁp = ǁz2ǁp = ǁvǁx. 

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ǁz ǁ = 1. Sea h(y) := ǁz  − yǁ   definida sobre 

todo y ∈ gx. Tenemos por hipótesis que h(0) = ǁz1ǁ es mı́nimo de h. Además h(z2 − z1) = ǁz2ǁp 

también es otro mı́nimo de esta función convexa. Luego h debe ser constantemente 1 sobre todo 

el segmento lineal s(z2 − z1) ∈ gx con s ∈ [0, 1]. Tomando s = 1/2, obtenemos que 

¨ z2 − z1 ̈  = ǁz2ǁp = ǁz1ǁp = 1. 
¨ 2 ¨p 

 

Por la uniforme convexidad de Bp(H), resulta finalmente que z1 = z2. Finalmente, considerando 

la forma matricial de los operadores en gx dada en (3.6), tenemos que 

tr 

      
λi   −b∗ 

!  
0   0 

!! 

= tr 

      
0 0

 !! 

= tr(ac) 

 

para todo c ∈ Bp(⟨x⟩⊥). Entonces a debe ser el operador nulo en Bp(⟨x⟩⊥). 

Corolario 3.1.  Sean p = 2, x ∈ S (H) y v ∈ (T S (H))x. Entonces el único levantamiento minimal 

de v está dado en forma matricial respecto x ⊗ x por 
 

λi −v∗
0 

v0 0 

 

donde v0 = v − ⟨v, x⟩x ∈ ⟨x⟩⊥ y λi = ⟨v, x⟩ con λ ∈ R. 
 

En el caso especial en que el vector velocidad v es ortogonal a la posición x, el levantamiento 

minimal z0 es fácil de calcular. 

 

Corolario 3.2.  Sea  p ≥ 2. Si x ∈ S (H) y v ∈ ⟨x⟩⊥   entonces el único levantamiento minimal 

z0 ∈ Bp(H)ah de v en x viene dado matricialmente respecto a x ⊗ x por 
 

z = 
0 −v∗ 

v 0 
 

Demostración.  Como v ∈ ⟨x⟩⊥  entonces si z0 ∈ Bp(H)ah verifica z0x = v resulta que 

⟨z0x, x⟩ = ⟨v, x⟩ = 0 

  ! 

! 

.
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0

 

0 

0 −a1 −a2 −a3 . . .  

j 
− 

. . 
. . . 

0 
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Entonces (x ⊗ x)z0(x ⊗ x) = 0. Luego el levantamiento minimal de v tiene la forma 
 

z = 
0 −a∗ 

a 0 
 

En este caso, tomemos una base ortonormal e0 = x, e1, e2, ... de H para representar matricialmen- 

te estos operadores. 

 

a1 0 0 0 . . . 
  

z0 = a2 
 

 

 

0 0 0 . . . . 
 

 

 a3 0 0 0 . . .  

Sea  p ≥ 2 entero y par. La función  f (s) = sp−1 genera una aplicación biyectiva de Bp(H)ah 

en s´ı mismo. Por lo cual, los operadores que resultan levantamientos minimales deben verificar 

  
0 −b1 −b2 −b3 . . .  

 
 

b1 0 0 0 . . . 

  
z

p−1 = b2
 

 

0 0 0 . . . 

 

 b3 0 0 0 . . .  

con bi ∈ C. 

. . . 

. . . 

. 

! 

.
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No es difı́cil hallar la relación entre los coeficientes de z0 y zp−1 particulares: 

a j =
 bj  
 

∑ |b  |2
  p−

2 
2  

p 
1 

1 
de donde las igualdades son válidas si 0 

 
∑ j |b j|2

  
< ∞. Notar que además es necesario que ∑i |ai|2 < ∞ si queremos aplicar la potenciación del operador, y esta condición se verifica cuando 

trabajamos con operadores en Bp(H)ah. 
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0

 

  

2 

2 

2 

    

 

. . 

3.3. LEVANTAMIENTOS MINIMALES 

 

Más aún la condición z0x = v implica: 

0 −a1 −a2 a3 . . . 
 

1  
 

 

 
0  

 

 

 a1 0 0 0 . . .    

  z0x = a2 0 0 0 . . .  
 

    

   2 
 
 

a3 0 0 0 . . . 
 0   v3  

por lo cual ai = ⟨v, ei⟩ = vi para todo i ∈ N, como quer´ıamos demostrar. 

Hasta aqu´ı hemos considerado un espacio de Hilbert complejo H. 

Corolario 3.3.  Supongamos que H  es un espacio de Hilbert real y  p ≥ 2. Entonces el único 

levantamiento de v ∈ (TS (H))x tiene la forma matricial (respecto a x ⊗ x): 
 

z = 
0 −v∗ 

v 0 
 

Veamos ahora algunas propiedades del levantamiento minimal de v en el caso en que ⟨v, x⟩ =/ 

0.   Tengamos   en   cuenta   que   dado   un   operador   A  ∈  B(H)  por   el   cálculo   funcional 

(σ(A))p−1 = σ(Ap−1), y como p es par, hay una biyección entre el espectro de σ(A) y σ(Ap−1). 

Lema 3.1. Sea x ∈ S (H) fijo y H = ⟨x⟩ ⊕ ⟨x⟩⊥. Si M ∈ Bp(H)ah es de la forma matricial 
 

M = 
λi −b∗ 

b 0 
 

con λ ∈ R no nulo, entonces su espectro está compuesto por el autovalor µ0 = 0 y los autovalores 

no nulos 

µ1 = 
sg(λ)i

 q
|λ|2 + 4ǁbǁ2 + |λ|

   

, 

µ2 = 
sg(λ)i

 q
|λ|2 + 4ǁbǁ2 − |λ|

   

. 

Más aún, los autovectores {e1, e2} de norma 1 de µ1, µ2 son 
 

sg(λ)i 
[
√

|λ|2 + 4ǁbǁ2 + |λ|2] 
1 

 
 

 

e1 = 
√

2 2 
1   

 
 

 

 
 [|λ|2 + 4ǁbǁ2] 4  

v √ 
2 2 

2   1 

 

[ |λ| + 4ǁbǁ + |λ| ] 2 

. . . . . . 

= w 0 = v 

v1 0 

   

! 

.

 

! 
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2 

!   

0 

b 

  
−µ 

1 

2 

  

µ1 = |λ| + |λ| 

2 
− ǁbǁ − 

2 
|λ| + 4ǁbǁ 

! 

Probemos ahora que µi, i = 1, 2 son autovalores. Sea v1 := . Entonces 

CAPÍTULO 3.  P-MÉTRICAS EN S (H) 

 
 

 
 

 
sg(λ)i 

[
√

|λ|2 + 4ǁbǁ2 − |λ|2] 
1  

 

e2 = 
√

2 
2 

1   
 

 

 
 

 [|λ|2 + 4ǁbǁ2] 4  
  b  [
√

|λ|2 + 4ǁbǁ2 − |λ|2] 
1

 y el núcleo del autovalor µ = 0 coincide con ⟨x⟩⊥ ⊕ ⟨b⟩⊥
 

Demostración.  Como M es un operador de rango 2, es claro que 0 ∈ σ(M). Sea w = w0 + w1 ∈ 

⟨x⟩ ⊗ ⟨x⟩⊥ tal que 

λi −b∗ 

b 0 

 
w0 

= 
λiw0 − b∗w1 

w1   w0b 

! 

= 

   
0 
! 

 

Esta igualdad se verifica si y sólo si w0 = 0 y b∗w1 = 0. Es dec ir, ker(!M) = ⟨x⟩⊥ ⊗ ⟨b⟩⊥. 

 

 
Mv1 = 

λi   −b∗ 

b 0 

! 
µ1 

! 

=

 
λiµ1 − ǁbǁ2

 

µ1b 

 

µ1v1 = 

2 
1 

µ1b 

Luego, solo basta verificar que µ2 = λiµ1 − ǁbǁ2. 

2 −1 
  q 

2 2 

2 

 
 

−|λ|2 
2 |λ|

q 
2 2 

 

= 
−|λ| 

  

|λ| + 
q

|λ|2 + 4ǁbǁ2

   

− ǁbǁ2 = λiµ1 − v1 

Usando este hecho resulta que Mv1 = µ1v1. Al normalizar este vector, obtenemos el auto- 

vector e1  buscado. Análogamente se obtiene el autovector e2  a partir del autovector de µ2  dado 

por 

v2 := 
µ2 

b 

2 

   

  !   

    

µ1 

v 

4 
+ 4ǁbǁ 

= 

 

! 

. 

! 
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0 

2 

2 

0 
b 0 

Entonces ǁz0ǁp = | 
− 

+ 
− 

. . 

3.3. LEVANTAMIENTOS MINIMALES 
 
 

 

Proposición 3.1.  Sea p ≥ 2 par entero y x ∈ S (H). Dado v = αi + a ∈ T S (H)x (con a ∈ ⟨x⟩⊥) 

entonces el único levantamiento minimal z0 ∈ Bp(H)ah de v en x viene dado por 

 

 
z0 = 

 

U  

p−
√

1  µ1 0     0 . . . 

0 p−
√

1  µ2 0 . . . 

0 0 0 . . . 

    

 

U −1 

 

donde µi  está 

z0x = v. 

en términos de b y λ  tales que zp−1  es la matriz asociada a tales parámetros y 

Demostración.  La demostración es trivial usando el Teorema 3.1 y el Lema 3.1. 

Notar que el lema anterior para el caso p = 2 permite caracterizar el levantamiento minimal 

z0 para cada v = λi + b ∈ TS (H)x (con b ∈ ⟨x⟩⊥ y λ /= 0). Matricialmente, resulta: 

 
µ1 0 0 . . .  

z0 = U  0 µ2 
 
 

0 . . . 

 

  

U −1, 

  0 0 0 . . .  
 

donde U es el operador unitario asociado a los autovectores de 0, µ1, µ2 dados por 

µ1 = 
sg(λ)i

 q
|λ|2 + 4ǁbǁ2 + |λ|

   

, 

µ2 = 
sg(λ)i

 q
|λ|2 + 4ǁbǁ2 − |λ|

   

. 

Con los resultados anteriores es posible determinar la norma de los levantamientos minimales en 

función de su descomposición matricial. 

Proposición 3.2.  Dado x ∈ S (H) y z0 ∈ Bp(H)ah es matricialmente tal que 

z
p−1 

=

  
−λi  −b∗ 

!
 

 

p 1 h √
 

 

i pp 
1 

h√ i 
p

p 
1 

 
 

   p  

2 p−1 

. . . . 

. . .
 

. . . 

|λ|2 + 4ǁbǁ2 + |λ| |λ|2 + 4ǁbǁ2 − |λ| . 
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0 

   ∫
2  2 2

 2 

= 
0   

ǁvǁx = ǁz0ǁ2 = |λ| + 2ǁbǁ 

CAPÍTULO 3.  P-MÉTRICAS EN S (H) 
 

 

Demostración.  La demostración se obtiene usando proposición anterior y calculando la norma p 

a partir de la suma de los autovalores de z0, los cuales se obtienen de los autovalores de zp−1. 

Observación 3.3.  El resultado anterior en el caso p = 2 muestra la diferencia entre las métricas 

cocientes  y  la  métrica  usual  en  S (H).  Si  γ  es  una  curva  reparametrizada  en  [0, 1] a  velocidad 

constante, entonces 
 2 

∫ 1 2 
2 2 2 

 

para la métrica de espacio homogéneo. Mientras que en la norma usual de (T S (H))x 

1 2 

[L2(γ)] = 
0   

ǁvǁ = ǁvǁ = |λ| + ǁbǁ 

Esto evidencia que las métricas de la esfera S (H) como espacio homogéneo son diferentes (aun- 

que eqivalentes) a la métrica Riemanniana usual si H  es un espacio de Hilbert complejo y son 

coincidentes si H es real. 

 

3.4. Minimalidad de curvas en S (H) 

Teniendo en cuenta el Teorema 2.2 donde se reúnen propiedades conocidas del grupo Up(H), 

vamos a considerar la minimalidad de la curvas geodésicas respecto a todas las curvas que unen 

los mismos puntos. 

Sea ada : Bp(H) → Bp(H) el operador ada(x) := xa − ax. 

Proposición 3.3.  Sea x ∈ S (H) y la proyección Q := Qgx   al operador mejor aproximante en 

gx. Sea γ(t) := Γ(t)x ⊂ S (H), donde Γ : [0, 1] → Up(H) es una curva C1 suave. Denotemos 
F z : 

ez − 1 
. Entonces existe una curva C1 suave a trozos z : 0 1 

 
 

con z 0 0 tal que 
( ) = 

z
 

 
F(adz)ż = −Q(Γ∗Γ̇). 

[ , ] → gx ( ) = 

 

Si uΓ = ez ∈ Gx entonces uΓ(t) ∈ Bp(H) es una solución de la ecuación diferencial 

u̇Γu∗
Γ  = −Q(Γ∗Γ̇) 

 

y verifica Lp(uΓ) ≤ 2Lp(Γ). 

Demostración.  Ver [9]. 

L(γ) 
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0

 

3.4. MINIMALIDAD DE CURVAS 

 

Observación 3.4.  Sea  x ∈ S (H) y  γ := Γx ⊂ S (H) parametrizada  en  el  intervalo  [0, 1].  Sea  β 

la curva de la proposición anterior. Como uΓ = eβ(t) ∈ Gx entonces ΓuΓx = γ. Mas aún, por la 

misma proposición Lp[β] = L[γ] ≤ Lp(Γ). La curva β es denominada levantamiento isométrico 
de γ. 

 

Teorema 3.2. Sea p entero positivo par. Sean x ∈ S (H), v ∈ (TS (H))x, dado por 

v = αix + v ∈ H = ⟨x⟩ ⊕ ⟨x⟩⊥  (α ∈ R), y z0 ∈ Bp(H)ah  el único levantamiento minimal de v. 

Si 

 
 

entonces la curva 

π 
ǁz0ǁp ≤ 

4
 

 
µ(t) = etz0 x 

que  verifica  µ(0) = x  y  µ̇(0) = v,  tiene  longitud  minimal  entre  todas  la  curvas  que  unen  los 

mismos puntos extremos. 

 
Demostración.  La  demostración  de  este  teorema  se  basa  en  la  existencia  de  levantamientos 

isométricos  (observación  3.4))  y  la  convexidad  de  la  las  aplicaciones  fp(t) = dp(1, ez0 etz) pa- 

ra todo y ∈ gx (por Teorema 2.3). Este teorema fue probado en [9] para variedades homogéneas 

donde el grupo Up(H) actúa transitiva y suavemente y, además, el grupo Gx ⊂ Up(H) es local- 

mente exponenciable, lo cual ocurre en nuestro caso particular. 
 

El teorema previo establece condiciones que garantizan que un arco de la curva γ(t) = etzx 

minimice la longitud entre todas las curvas que une los mismos puntos extremales. Si v ∈ ⟨x⟩⊥, 

por el Corolario 3.2, el levantamiento minimal de v tiene la forma matricial 
 

z = 
0 −v∗ 

v 0 
 

Notar que este levantamiento es independiente de p ≥ 2. De hecho, para todo p par obtenemos 

una cota uniforme en términos de ǁvǁ, tal que la curva γ(t) = etz0 x sea corta. 

Teorema 3.3. Sean p entero positivo par, x ∈ S (H), v ∈ ⟨x⟩⊥ ⊂ (TS (H))x y z0 ∈ Bp(H)ah el 

único levantamiento minimal de v. Si 
   π  

ǁvǁ ≤ 
4
√p 

2
 

entonces la curva µ(t) = etz0 x, que verifica µ(0) = x y µ̇(0) = v, tiene longitud minimal en el in- 
π 

tervalo [0, 1]. Más aún, si ǁvǁ ≤ 
4
√

2 
, esta curva es corta para todas estas p-métricas cocientes. 

! 

.
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0

 

 

p 

4 

. 

p 

CAPÍTULO 3.  P-MÉTRICAS EN S (H) 
 

 

Demostración.  Veamos como se relaciona la cota de minimalidad para z0 levantamiento de v en 

x (teorema anterior) con la norma de v cuando ⟨v, x⟩ = 0. 

Trabajemos matricialmente con 
 

z = 
0 −v∗ 

v 0 
 

Entonces 

 
 

Luego, 

 
|z0|p = 

 
0 v∗ 

−v 0 

 
0 −v∗ 

v 0 

!!p/2 
 

 
ǁvǁp 0 0 0 . . .  

(v∗v)p/2 0 

! 

=  
0 |v1|p 0 0 . . . 
0 0 |v2|p 0 . . .  . 

 

0 (vv∗)p/2 
 0 0 0 v   

. . 
. 

| 3| . . . 
 

Con esto, resulta entonces que 

. . . 
. . . 

 p
 1 

p p 1 π 
 

ǁz0ǁp = tr(|z0| ) p  = (ǁvǁ + ∑|vi| ) p  ≤ 
4 

. 
 

Por otro lado, si p ≥ 2, para todo v ∈ S (H) 

ǁvǁ∞ ≤ ǁvǁp ≤ ǁvǁ2, 

donde ǁvǁp 
= [∑|vi|p], ǁvǁ∞ = sup|vi| y donde ǁ . ǁ2 = ǁ . ǁ es la norma usual en H. En particular, 

si v ∈ H, para p ≥ 2 

ǁvǁ∞ ≤ ∞ y ǁvǁp ≤ ∞. 

En particular, para el caso p = 2, la cota de minimalidad del teorema resulta ser 

ǁz0ǁ2 =
 

2 ∑|vi|2 1/2 
= 

√
2ǁvǁ ≤ 

  π  
, 

 

con lo cual, si  
   π  

ǁvǁ ≤ 
4

√
2

 

las geodésicas obtenidas vı́a z0 tendrán longitud minimal. 

   !   

! 

.
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x

 

3.5. ESTRUCTURA REDUCTIVA EN EL CASO P = 2 
 

 

Más en general, para cualquier p par y entero mayor a 2, como 

 
ǁvǁp + ∑ |vi|p

 1/p 
≤ [ǁvǁp + ǁvǁp]1/p = 

√
p  

2ǁvǁ 

 
entonces 

   π  
2ǁvǁ ≤ π/4  si  ǁvǁ ≤  

4
√p 

2 
.  En  particular,  la  cota  uniforme 

   π  

4
√

2 
asegura longitud 

minimal para cualquiera de las p-métricas cocientes con p par entero positivo. 
 

 

Corolario 3.4. Sean H espacio de Hilbert real y p ≥ 2 entero par. Dado x ∈ S (H), el levanta- 

miento minimal de v ∈ (T S (H))x en x define una curva geodésica minimal en el intervalo [0, 1] 

si 
π 

 

ǁvǁ ≤ 
4
√p 

2 
. 

 

 

3.5. Estructura reductiva en el caso p = 2 

En  esta  sección,  vamos  a  describir  la  2-métrica  cociente  de  la  esfera  S (H).  En  este  caso, 

S (H) es un espacio homogéneo reductivo infinito-dimensional. La geometrı́a de estos espacios 

fue  estudiada  en  [31]  en  el  contexto  de  C∗-álgebras.  Vamos  a  seguir  esta  referencia  para  las 

definiciones y los cálculos de los elementos que caracterizan esta estructura. 

Comencemos considerando la 2-métrica sobre los espacios tangentes de S (H) usando la des- 

composición 

B2(H)ah = gx ⊕ g⊥
x 

donde gx es el álgebra de Lie de G en x ∈ S (H). 

Consideremos nuevamente la aplicación πx y su derivada (dπx)1. Sabemos que restringiendo 

a g⊥
x  , la aplicación 

δx := (dπx)1 |g
x
⊥ : g⊥

x  → (T S (H))x 

es un isomorfismo definido por δx(z) := zx. Por lo tanto, es posible definir su inversa, que nota- 

remos por 

κx(v) := z tal que (dπx)1(z) = zx = v. 

El Corolario 3.1 nos da una expresión explı́cita para esta aplicación: 
 

κ  (v) := 
λi −v∗

0
 

v0 0 

√
p
 

! 
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si v = iλx + v0 donde v0 ∈ ⟨x⟩⊥ y λ ∈ R. 

Dados z, w ∈ H, denotemos z ⊗ w ∈ B(H) al tensor elemental dado por 

z ⊗ w(h) := w∗z(h) = ⟨h, w⟩z. 

Notemos que estos tensores permiten expresar el operador κx como 

 

κx(v) := v ⊗ x − x ⊗ v − ⟨v, x⟩x ⊗ x. (3.7) 

Esta aplicación verifica δx ◦ κx = IdT xS (H) y κx ◦ δx = Pg⊥   (el proyector sobre g⊥). De hecho, 

δx ◦ κx(v) = δx(v ⊗ x − x ⊗ v − ⟨v, x⟩x ⊗ x) 

= ǁxǁ2v − ⟨x, v⟩x − ⟨v, x⟩x = v. 

Aqu´ı hemos usado que ⟨v, x⟩ = −⟨x, v⟩ pues v ∈ (TS (H))x (es decir, Re⟨v, x⟩ = 0). 

Para la otra verificación, observemos que el proyector sobre g⊥
x   viene dado por 

Pg⊥(z) := pxzpx + (I − px)zpx + pxz(I − px) 

donde px es el proyector sobre el subespacio ⟨x⟩ dado por el tensor x ⊗ x. Por lo cual resulta 

Pg⊥(z) = (x ⊗ x)z(x ⊗ x) + (1 − x ⊗ x)z(x ⊗ x) + (x ⊗ x)z(1 − x ⊗ x) 

= z − (1 − x ⊗ x)z(1 − x ⊗ x). 
 

Luego 

 

κx ◦ δx(z) = κx(zx) = z(x ⊗ x) − (x ⊗ x)z∗ − ⟨zx, x⟩(x ⊗ x) 

= (x ⊗ x)z(x ⊗ x) + (I − (x ⊗ x))z(x ⊗ x) + (x ⊗ x)z − (x ⊗ x)(zx ⊗ x) 

= pxzpx + (I − px)zpx + pxz(I − px) = Pg⊥ z, 

donde, como z ∈ gx
⊥, hemos utilizado que z = −z∗ y propiedades del cálculo de tensores. 

Notemos además que se cumple la propiedad de invariancia de g⊥
x   ⊂ Bp(H)ah bajo la adjun- 

ción con operadores en Gx ⊂ U2(H), para todo x ∈ S (H). Es decir, 

uvu−1 ∈ g⊥
x v ∈ g⊥

x ; u ∈ Gx. 
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3.5. CASO P = 2 
 

 

De hecho, caracterizando matricialmente estos operadores, sean u0 ∈ Up(< x >⊥) y v0 ∈ H tales 

que 

 
 

Luego 

u = 
1 0 

0   u0 
; v = 

λi −v∗
0 

v0 0 

 

uvu−1 = 
1 0

 
0 u0 

λi −v∗
0 

v0 0 

1 0 

0    u−
0 

1 

= 
λi −v∗

0 

u0v0 0 

1 0 

0    u−
0 

1 

λi −v∗
0u−

0 
1

 

u0v0 0 
 

donde claramente resulta que este operador pertenece a g⊥
x  . 

En definitiva hemos obtenido una aplicación κx : (T S (H))x → g⊥
x   tal que 

(dπx)1 ◦ κx : (T S (H))x → (T S (H))x es la aplicación identidad. 

Para todo u ∈ Gx, el espacio gx
⊥  = κx((T S (H))x) es ad ju-invariante. 

Luego el producto interno en cada (TS (H))x estara´ dado por 

⟨v, w⟩x = Retr(κx(w)∗κx(v)) = −tr(κx(w)κx(v)) 

donde  Retr  denota  la  parte  real  de  la  traza  de  operadores  en  B(H).  En  términos  de  tensores 

elementales, este producto interno resulta: 

 

κx(w).κx(v) = −w ⊗ v − ⟨v, w⟩x ⊗ x − ⟨w, x⟩⟨v, x⟩x ⊗ x (3.8) 
 

con lo cual 

 

⟨v, w⟩x = −tr(κx(w).κx(v)) 

= ⟨w, x⟩⟨v, x⟩tr(x ⊗ x) + Re⟨v, w⟩tr(x ⊗ x) + tr(w ⊗ v) 

= ⟨w, x⟩⟨v, x⟩ + 2Re⟨v, w⟩. 
 

Para cada x ∈ S (H), gracias a la aplicación κx, obtenemos una distribución H  de suplementos 

!   

  

! 

= 
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cerrados H x := g⊥
x   definida por: 

H x := uH x = {g ∈ U2(H) : g = uz, z ∈ H x}. 

Los  elementos  de  H x  se  denominan  vectores  horizontales  a  u  vı́a  la  acción  dada  por  πx.  La 

distribución queda definida entonces por los espacios Hu = H x  y Vu = ugx tales que verifican: 
 

H  es una distribución suave. 

 
uU2(H) = (TU2(H))1 = B(H)ah = Vu ⊗ Hu, ∀u ∈ U2(H). 

Hug = Hug, ∀g ∈ gx, u ∈ U2(H). 

Con lo cual, la variedad homogénea admite una estructura reductiva, con respecto a la des- 

composición dada. 

Más  aún,  los  productos  internos  en  el  espacio  tangente  definen  una  métrica  de  Riemann- 

Hilbert en S (H), ya que están asociadas al producto interno dado por la traza. 

Observar que en el caso en que z sea un levantamiento de v ∈ (TS (H))x entonces 
 

2 2 2 2 2 

⟨v, v⟩x = tr(κx(v) ) = ǁκx(v)ǁ2 = ǁκx(δx(z))ǁ2 = ǁzǁ2 = ǁvǁx 

con  lo  cual  la  métrica  deducida  por  el  producto  interno  coincide  con  la  métrica  cociente  que 

estuvimos analizando en secciones anteriores. 

 

3.5.1. La 1-forma K , el trasporte paralelo y la ecuación de transporte. 

Estamos en condiciones de definir la 1-forma de estructura asociada a la aplicación κ. Dado 

x ∈ S (H), definimos la aplicación: 

K (y) := adu ◦ κx ◦ (dlu)−1 si lux = ux = y 

donde K  : (T S (H))y → B2(H)ah. Con la ayuda de esta aplicación, podemos levantar curvas de 

S (H) en U2(H) en el siguiente sentido: dada γ(t) ⊂ S (H) (con t ∈ I entorno del 0; γ(0) = x), 

existe Γ ⊂ U2(H) tal que verifica: 

lΓ(t)x = Γ(t)x = γ(t) , t ∈ I, 
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y en particular cumple πx(Γ(t)) = γ(t). Concretamente, la 1-forma viene dada por 

K (y)(v) := uw ⊗ y − y ⊗ uw − ⟨w, x⟩y ⊗ y = κy(v) si dluw = uw = v. 

Con respecto a la aplicación πx, es claro que la curva Γ levanta a γ: πx(Γ(t)) = γ(t). En particular, 

estamos buscando curvas Γ(t) con dato γ(t) y condición inicial Γ(0) = 1 que verifiquen 

Γ̇  = κγ(t)(γ(̇t))Γ(t). (3.9) 

Esta ecuación se denomina ecuación de transporte paralelo del espacio homogéneo y sus solu- 

ciones permiten implementar el transporte paralelo de vectores en S(H) sobre puntos de γ(t). 

El levantamiento horizontal de una curva γ sobre S (H) resulta entonces ser la única curva Γ en 

U2(H) tal que verifica la ecuación diferencial en B2(H): 
 

Γ̇(t) = κγ(γ̇)Γ 

Γ(0) = 1 
.
 

En particular, si γ es suave entonces Γ verifica 
 

Γ(t) ∈ U2(H), t ∈ [0, 1], 

πγ(Γ) = γ ( es levantamiento), 

Γ∗Γ ∈ gγ (es horizontal). 

Consideremos para cada v ∈ (TS (H))x, la curva suave γ : [0, 1] → S (H) dada por: 

γ(t) := cos(kt)x + 
sen(kt)

v. 
k 

Observar que si k = ǁvǁ, γ es la curva geodésica Riemanniana que verifica γ(0) = x y γ̇(0) = v 

con longitud Riemanniana dada por k. Mientras que si optamos por tomar v = Ex(y − x) para al- 

gun y ∈ S (H), y /= −x y k = arccos⟨y, x⟩ ∈ [−π, π], entonces γ es el arco de un c´ırculo maximal 

que une x con y y tiene longitud |k|. Notar que estas curvas son precisamente los c´ırculos maxi- 

males (intersecciones de S (H) con 2-planos que atraviesan el origen) parametrizadas a velocidad 

constante. 

Para encontrar el trasporte paralelo a lo largo de γ tengamos en cuenta los siguientes cálculos. 

( 
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k 

k 

k 

cos (kt)(x ⊗ x) + k2 (v ⊗ v) + 
2k 

[x ⊗ v + v ⊗ x] 
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Por linealidad del producto tensorial resulta: 

γ̇(t) ⊗ γ(t) = k cos(kt) sen(kt)(x ⊗ x) − 
cos(kt) sen(kt)

(v ⊗ v) 

+ sen2(kt)(x ⊗ v) − cos2(kt)(v ⊗ x) 

γ(t) ⊗ γ̇(t) = k cos(kt) sen(kt)(x ⊗ x) − 
cos(kt) sen(kt)

(v ⊗ v) 
2 2 

— cos (kt)x ⊗ v + sen (kt)(v ⊗ x) 

⟨γ̇(t), γ(t)⟩ = ǁvǁcos(kt) sen(kt)⟨x, x⟩ − 
cos(kt) sen(kt)

⟨v, v⟩ 

+ sen2(kt)⟨x, v⟩ − cos2(kt)⟨v, x⟩ 

= ⟨x, v⟩ 

γ 2 sen2(kt) 
 

 

cos(kt) sen(kt) 

(t) ⊗ γ(t) = cos (kt)(x ⊗ x) + 

= cos2(kt)(x ⊗ x) + 

k2 (v ⊗ v) + 

sen2(kt) 

k2 (v ⊗ v) + 

k 
[x ⊗ v + v ⊗ x] 

sen(2kt) 

2k 
[x ⊗ v + v ⊗ x]. 

 

Usando estos resultados y la definición del operador κx dada en (3.7), obtenemos que: 

 

κγ(t)(γ̇(t)) = γ̇(t) ⊗ γ(t) − γ(t) ⊗ γ̇(t) − ⟨γ̇(t), γ(t)⟩γ(t) ⊗ γ(t) 

= x ⊗ v − v ⊗ x 

, 
2 sen2(kt) sen(2kt) , 

 

Esta expresión nos permite deducir el siguiente resultado: 

 
Proposición 3.4.  Sean x ∈ S (H), v ∈ ⟨x⟩⊥ ⊂ (T S (H))x y k = ǁvǁ. Sea γ : [0, 1] → S (H) la curva 

que verifica γ(0) = x, γ̇(0) = v y está dada por 

γ(t) := cos(kt)x + 
sen(kt)

v. 
k 

Entonces el transporte paralelo sobre la curva γ resulta estar dado por la ecuación 

 

Γ̇(t) = κx(v)Γ 

Γ(0) = 1 
 

cuya única solución es  
Γ(t) := exp(κx(v)t). 

( 

+ ⟨x, v⟩ (3.10) 
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Demostración.  La demostración se reduce de lo anterior, considerando (3.9) y las condiciones 

en (3.10), las cuales implican que 

 
para todo t ∈ [0, 1]. 

κγ(t)(γ̇(t)) = κx(v) 
 

 

Proposición 3.5.  Sean x, y ∈ S (H) tales que ⟨y, x⟩ ∈ R. Sean v = Ex(y − x) y k = ⟨y, x⟩. Sea 

γ : [0, 1] → S (H) la curva que verifica γ(0) = x, γ(1) = y dada por 

γ(t) := cos(kt)x + 
sen(kt)

v. 
k 

Entonces el transporte paralelo sobre la curva γ resulta estar dado por la ecuación 

 

Γ̇(t) = κx(v)Γ 

Γ(0) = 1 
 

cuya única solución es  
Γ(t) := exp(κx(v)t). 

 

Demostración.  Análogamente  a  la  proposición  anterior,  basta  ver  que  si  ⟨y, x⟩ ∈ R  entonces 

v = Ex(y − x) ∈ ⟨x⟩⊥: 
 

⟨Ex(y − x), x⟩ = ⟨Ex(y), x⟩ = ⟨y − ⟨y, x⟩x, x⟩ = 0. 

 

 
 

3.5.2. Conexiones de la estructura reductiva y geodésicas. 

A continuación vamos a definir dos conexiones naturales para este espacio homogéneo reduc- 

tivo, siguiendo la descripción dada en [31]. Para ello, usaremos las siguientes fórmulas locales, 

sobre una curva β(t) := (xt, vt) contenida en TS (H): 

κxt (vt) := vt ⊗ xt − xt ⊗ vt − ⟨vt, xt⟩xt ⊗ xt (3.11) 
 d 

κx (vt) = v̇t ⊗ xt + vt ⊗ ẋt − ẋt ⊗ vt − xt ⊗ v̇t − [⟨v ṫ, xt⟩ + ⟨vt, x ṫ⟩]xt ⊗ xt 

dt t 

+ ⟨vt, xt⟩(x˙t ⊗ xt + xt ⊗ x˙t) . (3.12) 
 

La primera conexión ∇r  que calcularemos es la conexión reductiva. Si V  es campo en S (H) 

( 
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w 

w 

    

dt t . 

= V̂
˙ 

t ) ⊗ xt + V (xt) ⊗ ẋt − ẋt ⊗ V (xt) − xt ⊗ V̂
˙ 

t ). 

(xt t t t t t t t t t 

0 (xt t=0 0 0 
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y w ∈ (TS (H))x entonces 

κx(∇r V (x)) := κx(w)(κxV (x)) + [κx(V (x)), κx(w)]; 

donde Y (X ) denota la derivada de X en la dirección de Y  y [X ,Y ] es el conmutador en B(H). 

 
 
 

Proposición 3.6. La conexión reductiva ∇r es compatible con la métrica cociente en S (H). Dado 

x ∈ S (H), V  campo tangente y w ∈ (T S (H))x, esta conexión esta dada por 

∇r (V ) = V˙ w − ⟨V, x⟩w +
 

⟨v, x⟩⟨w, x⟩ − ⟨w, v⟩
 
x. 

Demostración.  Para x ∈ S (H) y w ∈ (T S (H))x, consideremos β : I → T S (H) la curva β(t) = 

(xt, wt) tal que x0 = x y x˙0 = w. Usando (3.8),(3.11) y (3.12) resulta que 

κx(w)(κx(V (x))) = 
 d 

κx (V (xt)) 
 

(x 

— 

 

⟨V̂
˙
 ), x ⟩ + ⟨V (x ), x˙ ⟩

 

x ⊗ x 

(x 

 

— ⟨V (x ), x ⟩(x 

 
t=0 

⊗ x  ̇+ x  ̇⊗ x ). 

= V̇ w ⊗ x + V ⊗ w − w ⊗ V − x ⊗ V̇ w 

— [⟨V˙ w, x⟩ + ⟨V, w⟩]x ⊗ x − ⟨V, x⟩(x ⊗ w + w ⊗ x) (3.13) 
 

donde además abreviamos la notación V (x  ) = V (x) =: V  y V̂
˙  

)| = DV (x  )ẋ   =: V̇ w. 

Más aún, la curva β(t) ∈ T S (H) verifica que β̇(t) = (xt ,V (xt); ẋt ,V̇ (xt)) ∈ T T S (H) y por lo tanto 

Re ⟨V˙ w, x⟩ + ⟨v, w⟩  = 0. (3.14) 

Por otro lado, el conmutador entre κx(V ) y κx(w) resulta 

 

[κx(V ), κx(w)] = κx(V )κx(w) − κx(w)κx(V ) 

= w ⊗ V − V ⊗ w + [⟨V, w⟩ − ⟨w,V ⟩] x ⊗ x. (3.15) 

Reagrupando nuevamente los tensores de (3.13) y (3.15) obtenemos localmente la expresión: 

t=0 

t t 

t=0 
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κx(∇r (V ))) = V̇ w ⊗ x − x ⊗ V̇ w − ⟨V, x⟩[w ⊗ x + w ⊗ x] −
 
⟨w,V ⟩ + ⟨V̇ w, x⟩

 
x ⊗ x. 

No es dif´ıcil verificar que z = kx(∇r (Vx)) verifica que z ∈ g⊥, o sea que z = −z∗ y 

(1 − x ⊗ x)z(1 − x ⊗ x) = 0 usando cálculo de tensores y la condición (3.14). Luego la conexión 

reductiva definida en TS (H) viene dada por: 
 

∇r (V ) = δx(κx(∇r (V ))) 
w w 

= V̇ w − ⟨x,V̇ w⟩x − ⟨V, x⟩  w + ⟨x, w⟩x  −   ⟨w, v⟩ + ⟨V̇ w, x⟩  x 

= V˙ w − ⟨V, x⟩w +
 

⟨v, x⟩⟨w, x⟩ − ⟨w, v⟩
 
x. (3.16) 

 

Como las aplicaciones κx son isométricas, la conexión reductiva es compatible con la métrica. 
 

 
 
 
 
 

La  segunda  conexión  se  denomina  conexión clasificante ∇c.  Siguiendo  la  misma  notación 

anterior, esta conexión viene dada localmente por: 
 

κx(∇c (V )) = Px (κx(w)(κx(V (x)))) 
w g⊥ 

= κx(w)(κx(Vx)) − (1 − x ⊗ x)κx(w)(κx(Vx))(1 − x ⊗ x) (3.17) 
 

para V campo en S (H) y w ∈ (TS (H))x. 

 
Proposición 3.7.  La conexión clasificante ∇c  es compatible con la métrica cociente en S (H). 

Para cada x ∈ S (H), V  un campo tangente y ∈ (T S (H))x, esta conexión viene dada por 

∇c (V ) = V˙ w +
 

⟨V, w⟩ − ⟨w, x⟩⟨V, x⟩
  
x − ⟨w, x⟩V 

 

Demostración.  Con cálculos similares a la proposición anterior aplicados a 3.17, obtenemos 

 

κx(∇c (V )) = V̇ w ⊗ x − x ⊗ V̇ w − ⟨w, x⟩[V ⊗ x + x ⊗ V ] − [⟨V̇ w, x⟩ + ⟨V, w⟩]x ⊗ x. 

Luego 
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∇c (V ) = δx(κx(∇c (V ))) 
w w 

= V̇ w − ⟨x,V̇ w⟩x 

— ⟨w, x⟩[V + ⟨x,V ⟩x] − [⟨V˙ w, x⟩ + ⟨V, w⟩]x 

= V˙ w +
 

⟨V, w⟩ − ⟨w, x⟩⟨V, x⟩
 
x − ⟨w, x⟩V. 

 

La compatibilidad de esta conexión con la métrica cociente fue probada en [31]. 
 

La  conexión  clasificante  tiene  las  mismas  geodésicas  que  la  conexión  reductiva.  Además 

tienen torsiones opuestas (ver [31]). Definiendo entonces ∇ = 1 (∇r + ∇c), esta nueva conexión 

es simétrica, de torsión nula y mantiene las mismas geodésicas que ∇r  y ∇c. 

La siguiente proposición resume estos resultados: 
 

Proposición 3.8.  Con las mismas notaciones e hipótesis de las proposiciones anteriores, la co- 

nexión de Levi-Civita para la métrica cociente está dada por 

 

∇w(V ) = V˙ w − 
2

 
⟨v, x⟩w + ⟨w, x⟩v

 
, (3.18) 

para x ∈ S (H) y v ∈ (T S (H))x. La curva geodésica que comienza en x con velocidad v está dada 

por 

γ(t) = exp(κx(v)t)x 

donde la aplicación exp es la aplicación exponencial de la estructura homogénea de S (H). 

Demostración.  La compatibilidad de la conexión ∇ = 1 (∇r + ∇c) con la métrica se debe a la 

compatibilidad de cada conexión. La expresión de las geodésicas ya fue probado en [31]. 

Notar que si Γ es una curva en Up(H) tal que γ(t) = Γ(t)x (levantamiento de γ geodésica) 

entonces Γ verifica el transporte paralelo: 
 

Γ̇(t) = κx(v)Γ 

Γ(0) = 1 
.
 

Esta  condición  junto  con  las  Proposiciones  3.4  y  3.5  permiten  demostrar  fácilmente  el  si- 

guiente teorema: 

( 
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ǁ ǁ 

 
Teorema 3.4. Sea x ∈ S (H). 

3.5. CASO P = 2 

 

Dado v ∈ (TS (H))x tal que v ∈ ⟨x⟩⊥. Entonces la curva γ : [0, 1] → S (H) dada por 

γ(t) := cos( v t)x + 
sen(ǁvǁt)

v 
ǁvǁ 

es la curva geodésica de la estructura homogénea de S (H) 

γ(t) = exp(κx(v))x 

que verifica γ(0) = x y γ̇(0) = v. 

Dado y ∈ S (H), y /= −x tal que ⟨x, y⟩ ∈ R. Sea v = Ex(y − x) y k = arccos(⟨y, x⟩). Entonces 

la curva γ : [0, 1] → S (H) dada por 

γ(t) := cos(kt)x + 
sen(kt)

v 
ǁvǁ 

es la curva geodésica de la estructura homogénea de S (H) 

γ(t) = exp(κx(v))x 

que verifica γ(0) = x y γ(1) = y. 

En particular, en el caso de H  espacio de Hilbert real, todas las geodésicas de la estructura 

reductiva vienen dadas por estas curvas. 
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Cap´ıtulo 4 

Esferas en módulos de Hilbert y 

C∗-álgebras. 

 
En  este  capı́tulo,  presentamos  algunas  ideas  acerca  de  módulos  de  Hilbert,  distinguiendo 

similitudes y diferencias de este estudio con el caso en que la esfera esta´ definida sobre un espacio 

de Hilbert. Estos resultados pueden encontrarse con más detalle en [5]. Luego abordamos el caso 

particular donde el producto interno definido resulta asociado a un estado fiel de una C∗-álgebra. 

En este contexto, además se obtienen propiedades geométricas de la parte autoadjunta de esta 

esfera. 

 
 
 

4.1. La esfera S (M) con M módulo de Hilbert 

Sean  A  una C∗álgebra  unital  y  M  un  A-  módulo  de  Hilbert.  Denotemos  ⟨  , ⟩  el  producto 

interno sobre el módulo M y sea 

S (M) := 
,

x ∈ M : ⟨x, x⟩ = 1
,

. 

Supongamos que existe al menos un elemento e ∈ M tal que ⟨e, e⟩ = 1. Esto último es posible si 

consideramos, por ejemplo, que el módulo es pleno. 

Veamos algunos ejemplos de estas esferas. Sea A una C∗-álgebra unital, B ⊂ A una subálge- 

bra  de  A.  Supongamos  además  que  1 ∈ B .  Sea  E : A  → B  una  esperanza  condicional.  Si  E 

es  fiel  y  tiene  ́ındice  finito,  entonces  A  es  un  B-módulo  de  Hilbert  con  el  producto  interno 

⟨x, y⟩B  = E(x∗y) (ver [5]). Además, A es en sı́ misma un A-módulo de Hilbert con el producto 
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⟨x, y⟩A  = x∗y. Análogamente ocurre con B. En este contexto, tenemos las siguientes esferas: 

S(A) = {x ∈ A : x∗x = 1} 

S(B) = {x ∈ B : x∗x = 1} = SA (B) 

SB (A) = {x ∈ A : E(x∗x) = 1} 

 
Es claro entonces que SB (B) ⊂ SA (A) ⊂ SB (A), pero estas inclusiones en general son inclu- 

siones estrictas. 

Por ejemplo, si consideramos en A = M2(C) y la esperanza condicional de estas matrices de 

2 × 2 en las matrices diagonales B = D2(C), dada por: 
 

E 
a b 

c d 
:= 

a 0 

0   d 
 

En este caso, tenemos 

SB (A) = 
,
   

a b
 

! 

: |a|2 + |b|2  = 1, |c|2 + |d|2  = 1
,
 

 

y S(A) es el grupo de las matrices 2 × 2 ortogonales. Entonces 

m = 

    
1 0 

 

  

! 

∈ SB (A) pero m ∈/ S(A). 

1 1 2 2 

4.1.1. Estructura de S (M) como variedad diferenciable 

Veamos las caracterı́sticas de la estructura diferenciable de S (M) para M un A-módulo de 

Hilbert pleno. Estos resultados fueron extra´ıdos de [5]. 

Proposición 4.1. La esfera S (M) de cualquier M módulo de Hilbert sobre una C∗-álgebra unital 

A es una variedad C∞ diferenciable. 

Demostración.  Sea  G+ = G(A)+ el  conjunto  de  elementos  inversibles  y  positivos  de  A.  Es 

claro que este conjunto es abierto y por lo tanto, es una variedad diferenciable. En particular,  

dado a ∈ G+, el espacio tangente de G+ en a resulta 

(TG+)a = {v ∈ G+ : a = a∗} = A+ 

√ √ 

! 

.
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Sea N = {x ∈ M : ⟨x, x⟩ ∈ G+}. Este conjunto también es abierto en M ya que la aplicación 

x → ⟨x, x⟩ es continua entre M y A+. Por lo cual, es una subvariedad de M con la estructura 

inducida como subespacio de M. 

Sea  f  : N → G+ dada por  f (x) := ⟨x, x⟩. Esta aplicación es una sumersión entre estas varie- 

dades. Fijado x0 ∈ N, entonces la aplicación s : G+ → N dada por 

s(a) := x0⟨x0, x0⟩−1/2a1/2 

es una sección suave de  f  (ie,  f ◦ s = id). Por lo cual, ker( f∗x) parte a (T N)x y  f −1(1) = S (M) 

resulta una subvariedad sumergida cerrada de M. 
 
 
 
 

Dado x ∈ N, la diferencial de  f en x: 

f∗x : (TN)x → T⟨x,x⟩G+ ' Aah f∗x(v) = ⟨x, v⟩ + ⟨v, x⟩ 

es un epimorfismo con sección r : Aah → T N dada por: 

r(a) := 
1 

x⟨x, x⟩−1a 

Esto permite caracterizar el espacio tangente a S (M) en x ∈ M como: 

(TS (M))x = 
,
v ∈ M : ⟨x, v⟩ = −⟨v, x⟩

,
 

Denotemos (TS (M))0 al conjunto de elementos v ∈ TS (M) tales que ⟨v, x⟩ = 0. 

Sea λx(•) := ⟨•, x⟩ la aplicación A-lineal de M en A. Notar que el núcleo de λx es (T S (M))x y 

la  preimagen  de  los  elementos  antihermitianos  coincide  con  (TS (M))x  (pues 

λx(v) = a = −a∗ = −⟨x, v⟩ entonces v ∈ (TS (M))x). 

Sea x ∈ S (M). Definimos Ex : M → M por: 
 

Ex(w) := w 1 x, w⟩x 1 w, x⟩x 
— 

2 
⟨ − 

2 
⟨ 

 

La aplicación es Aah-lineal con ran(Ex) = (T S (M))x y ker(Ex) = ran(Id − Ex) que coincide 

con el complemento de (TS (M))x. 

Por último, otra similitud con el caso de una esfera sobre un espacio de Hilbert a mencionar 

es que la condición sobre los elementos de (T S (M))x generan una condición sobre los elementos 
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de TTS (M) dada por: 

TTS (M) = (x, v, u, w) : x ∈ S (M); v, u ∈ (TS (M))x ; w ∈ M ; ⟨w, x⟩+⟨v, u⟩+⟨x, w⟩+⟨u, v⟩ = 0 

(4.1) 

 
 

4.1.2. Estructura de S (M) como variedad homogénea 

Consideremos sobre S (M) la acción del grupo de operadores unitarios ULA (M) = U(M) dada 

por: 

π : U(M) × S (M) → S (M); π(u, x) := ux. 

Notar que esta acción deja invariante a S (M). Vamos a reducir la acción al subgrupo U(M)c. 

U(M)c = {u ∈ L(M) : u unitario y verifica u − 1 ∈ F (M)} 

Tenemos una manera de pensar los elementos de la esfera como operadores en F (M). Si 

x, y ∈ M entonces el operador x ⊗ y : M → M dado por 

x ⊗ y(z) := x⟨y, z⟩ 

esta´ bien definido, es lineal y su imagen esta´ contenida en x · A. 

Proposición 4.2.  Si x, x0 ∈ S (M) satisfacen ǁx − x0ǁ < 1/2 entonces existe u ∈ U(M)c tal que 

u(x0) = x. 

 
Demostración.  Consideremos los proyectores x ⊗ x y x0 ⊗ x0. Notemos que si ǁx − x0ǁ < 1/2 

entonces 
 

ǁx ⊗ x − x0 ⊗ x0ǁ ≤ ǁx ⊗ x − x ⊗ x0ǁ+ ǁx ⊗ x0 − x0 ⊗ x0ǁ 

≤ ǁx ⊗ (x − x0)ǁ+ ǁ(x − x0) ⊗ x0ǁ 

≤ 2ǁx − x0ǁ ≤ 1 

Sea t = (x ⊗ x)(x0 ⊗ x0) + (1 − x ⊗ x)(1 − x0 ⊗ x0) en U(M)c. Notar que t verifica 

1 − t∗t = 1 − tt∗ = (x ⊗ x − x0 ⊗ x0)2. 

Luego, por la desigualdad anterior, obtenemos que ǁ1 − t∗tǁ ≤ 1 y, por lo tanto, t es un operador 
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inversible en U(M)c. Además,  
t(x0 ⊗ x0) = (x ⊗ x)t (4.2) 

x0 ⊗ x0t∗ = t∗x ⊗ x. (4.3) 
 

Al ser inversible, t admite descomposición polar dada por t = v|t| donde v = t(t∗t)−1/2 es unitario 

y |t| = t∗t. Además, v ∈ U(M)c (que es cerrado por adjunciones, composiciones e inversiones). 

Por las ecuaciones (4.2) y (4.3), obtenemos que |t| conmuta con x0 ⊗ x0 y además que 

x ⊗ x = t(x0 ⊗ x0)t−1. 
 

Luego 

v(x0 ⊗ x0)v−1 = t(t∗t)−1/2x0 ⊗ x0(t∗t)1/2t−1 = t(x0 ⊗ x0)t−1 = x ⊗ x. 

En definitiva, x ⊗ x es unitariamente equivalente a x0 ⊗ x0 en L(M). Definamos: 

w = vx0 ⊗ x + 1 − x ⊗ x. 

No es dif´ıcil mostrar que este operador resulta unitario (ie, ww∗ = w∗w = 1). Como, para cual- 

quier z ∈ M, se verifica: 

w(x ⊗ z) = v(x0 ⊗ z) 

resulta que x ⊗ z = (w∗v(x0)) ⊗ z para todo z. Esto implica que 

w∗v(x0) = x 

con w∗v unitario perteneciente a U(M)c, como quer´ıamos demostrar. 

 
Usando la proposición anterior, podemos definir µx0 : 

,
x ∈ S (M) : ǁx − x0ǁ ≤ 

1 , 
→ U(M)c 

dada por 

 
 

donde 

µx0 := (v(x0 ⊗ x) + 1 − x ⊗ x)∗v = x ⊗ x0 + v(1 − x0 ⊗ x0) 

 
v = t(t∗t)−1/2 

=
 

(x ⊗ x)(x0 ⊗ x0) + (1 − x ⊗ x)(1 − x0 ⊗ x0)
 

1 − (x ⊗ x − x0 ⊗ x0)2
 1/2

 

 

Además tenemos que si una curva suave y continua α : [0, 1] → M inicia en α(0) = x0 y está con- 



71  

2 

n=1 n=1 

n=1 

0 

0 

2 

ϕ 
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tenida en un entorno alrededor de x0 (a menos de 1 ), entonces Γ(t) := µx0 (α(t)) es una curva 

continua y suave en U(M)c tal que Γ(t)(x0) = α(t) para todo t ∈ [0, 1]. 

Proposición 4.3.  S (M) es un espacio homogéneo bajo la acción del grupo U(M)c y los grupos 

de isotropı́a de la acción son los subgrupos Ix = {v ∈ U(M)c : vx = x}. 

La estructura reductiva de este espacio homogéneo está descripta en (sección 3, [5]). Aunque 

quedan definidas conexiones asociadas a las mismas y curvas geodésicas que respeten el trans- 

porte  paralelo  inducido  por  estas  conexiones,  se  desconoce  aún  si  tales  curvas  son  minimales 

respecto a la métrica de Finsler inducida por la estructura. 

 

4.2. La esfera Sϕ de una C∗-álgebra con un estado ϕ fiel. 

En  esta  sección,  sea  A  una  C∗-álgebra  unital  con  un  estado  ϕ : A  → C  fiel  que  verifica 

ϕ(1) = 1. El producto interno ⟨ , ⟩ asociado a ϕ dado por ⟨x, y⟩ := ϕ(x∗y) genera sobre la C∗- 

álgebra  A  una  estructura  de  pre-módulo  de  Hilbert,  donde  la  norma  asociada  a  este  producto 

interno no es completa. Consideramos Hϕ al espacio de Hilbert inducido al completar A para la 

norma inducida por ϕ .Denotamos la esfera de A asociada al estado ϕ por: 

 

Sϕ = {x ∈ A : ϕ(x∗x) = 1}. 

Notar que si S (A) = {x ∈ A : x∗x = 1}, entonces S (A) ⊂ Sϕ. Consideremos algunos ejemplos 

de estas esferas: 
 

Sea A = l∞(C) y ϕ(x1, x2, . . . ) = ∑∞ anxn, donde an ∈ R, an > 0 y ∑∞
 

∞ 

an = 1. Entonces 

Sϕ = {x = (x1, x2, . . . ) ∈ l∞(C) : ∑ an|xn|2 = 1}, 

 

es el elipsoide con radio 1/an sobre los ejes xn-axis. 

 
Sea A = C([0, 1]) el álgebra de las funciones continuas con la norma del supremo en [0, 1] 

y el estado definido por ϕ( f ) = 
¸ 1 

f (x)dx, f : [0, 1] → C continua. Entonces 

S =

 

f ∈ C[0, 1] : 

∫ 1 

| f (x)|2 = 1

 

, 

 

Aqu´ı f (x) = 
√

2sen(πt) pertenece a la esfera Sϕ pero no es un elemento en la esfera S(A). 
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Sea A = Mn(C) y p ∈ A matriz positiva tal que tr(p) = 1 con tr la traza usual de matrices. 

Definimos el estado asociado a p como ϕ(a) = tr(pa) y entonces 
 

Sϕ = {a ∈ Mn(C) : tr(pāta) = 1}. 

 
4.2.1. Acción del grupo Uϕ(A) sobre Sϕ 

En esta sección, vamos a definir una estructura C∞ homogénea, inducida sobre la esfera Sϕ por 

la acción del grupo Uϕ(A). Si x ∈ Sϕ y G ∈ Uϕ(A) entonces la acción está dada por πG(x) = Gx. 

Notar que esta acción está bien definida y Gx ∈ Sϕ para todo G ∈ Uϕ(A). 

Los operadores en Uϕ(A) pueden extenderse a operadores unitarios en B(L). Más aún, po- 

demos considerar estos operadores como un subgrupo de operadores U  unitarios que actúan en 

L y verifican U (A) = A. 
 

Observación 4.1.  Si T ∈ F (A)s, resulta 

eiT ∈ Uϕ(A). 
 

Análogamente si T ∈ F (A)as (es decir, tal que ϕ(x∗Ty) = −ϕ((T x)∗y)) resulta que iT ∈ F (A)s 

y entonces 

e−T ∈ Uϕ(A). 

 
Veamos a continuación dos lemas importantes que permitirán analizar la transitividad de la 

acción del grupo Uϕ(A). 

 
Lema 4.1. Sea z ∈ A con ϕ(z) = 0 y sea X = z ⊗ 1 + 1 ⊗ z. Entonces 

 

eiX ei(z⊗1+1⊗z) 1 cos ϕ z∗z 1/2 1 
i 
sin(ϕ(z∗z)1/2) 

z
 

 
 

= ( ) = ( ( ) ) · + 

ϕ(z∗z)1/2 
· .

 

Demostración.  Usando que z ⊗ 1(z) = 0 = 1 ⊗ z(1) y algunos cálculos elementales, es fácil mos- 

trar que 
 

(z ⊗ 1 + 1 ⊗ z)2n(1) = ϕ(z∗z)n · 1 

(z ⊗ 1 + 1 ⊗ z)2n+1(1) = ϕ(z∗z)n · z. 
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Luego, considerando la definición de la exponencial: 

eiT (1) = ∑ 
(−1)2n 

T 2n(1) + i ∑ 
(−1)2n+1 

T 2n+1(1) 
  

n≥1 (2n)! n≥1 (2n + 1)! 
 

y aplicando en T = z ⊗ 1 + 1 ⊗ z, con lo obtenido anteriormente, se concluye el lema enunciado. 

 

Observación 4.2. En el lema anterior, en términos matriciales (respecto a P0 = 1 ⊗ 1) se obtiene: 

X =  
0 1 ⊗ z 

z ⊗ 1  0 
 

y por lo tanto 

 
eiX 

  
cos(ϕ(z∗z)1/2) i(1 ⊗ z)sinc(ϕ(z∗z)1/2) 

! 

U A
 

i(z ⊗ 1)sinc(ϕ(z∗z)1/2) cos(ϕ(z∗z)1/2) 
∈ ϕ(  ). 

 

donde sinc(t) = sin(t) es el seno cardinal, definido para t ≥ 0. 

Lema 4.2.  Sea y ∈ Sϕ, y ∈/ C y ϕ(y) =/ 0. Entonces |ϕ(y)| < 1 y 
 

z ie−iθ cos−1(|ϕ(y)|)  y ϕ y 
 

 
satisface 

= − 
(1 − |ϕ(y)|2)1/2 

· ( −
 

ei(z⊗1+1⊗z)(1) = e−iθy, 

( )) 

donde (−π, π) s θ = arg(ϕ(y)). 

Demostración.  Como ϕ(y∗y) = 1, si |ϕ(y)| = 1 entonces, en la desigualdad de Cauchy-Schwarz 

1 = |ϕ(y)| ≤ ϕ(y∗y)1/2ϕ(1)1/2 = 1 

deber´ıamos tener una igualdad, lo cual implica y = λ· 1. Luego |ϕ(y)| < 1. 

Es claro que as´ı definido ϕ(z) = 0. Luego, por el lema anterior, 
 

ei(z⊗1+1⊗z) 1 cos ϕ z∗z 1/2 1 
i 
sin(ϕ(z∗z)1/2) 

z
 

 
 

( ) = ( ( ) ) · + 

ϕ(z∗z)1/2 
· .

 

= 
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Observe que  
z∗z (cos−1(|ϕ(y)|)2 

ϕ y∗ ϕ y
 

 
 

 
y ϕ y 

 
y además 

1 − |ϕ(y)|2 
( − ( ))( − ( )), 

ϕ((y∗ − ϕ(y))(y − ϕ(y))) = 1 − |ϕ(y)|2. 

Luego ϕ(z∗z) = (cos−1(|ϕ(y)|))2. Por lo tanto 
 

ei(z⊗1+1⊗z) 1 
ϕ y e−i arg(ϕ(y)) sin(cos−1(|ϕ(y)|) 

y ϕ y
 

 
 

( ) = | ( )| + 

(1 − |ϕ(y)|2)1/2 
( −

 

( )) 

= |ϕ(y)| · 1 + e−iarg(ϕ(y))(y − ϕ(y)) = e−iarg(ϕ(y)) · y. 
 

 

Teorema 4.1.  La acción del grupo Uϕ(A) sobre Sϕ es transitiva. 

 
Demostración.  Para esta demostración será suficiente considerar los lemas anteriores. 

Sea y ∈ Sϕ. Si ϕ(y) 0 e y ∈/ C · 1, por el Lema 4.2 anterior, existe z ∈ A tal que 

ei(z⊗1+1⊗z)(1) = e−iθ · y, 

 

i.e. y = eiθei(z⊗1+1⊗z)(1) = ei(z⊗1+1⊗z+arg(ϕ(y))I)(1), con 

ei(z⊗1+1⊗z+arg(ϕ(y))I) ∈ Uϕ(A). 

Si ϕ(y) = 0 (o sea, y es ϕ-ortogonal a 1) por el Lema 4.1, 
 

π π sin(π ϕ(y∗y)1/2)   π 
 

ei 2 (1⊗y+y⊗1)(1) = cos
 

2 
ϕ(y∗y)1/2

  
· 1 + i π 

2 
1 2 

· 
2 

y = iy, 
   

2 ϕ(y∗y) / 

y la prueba se sigue como antes. Finalmente, el caso ϕ(y) /= 0 e y = λ· 1 es trivial. 
 
 

En el resultado anterior, se muestra que los operadores inversibles en Uϕ(A) que conectan 

1 con cualquier y ∈ Sϕ son exponenciales del grupo. La exponencial se aplica a elementos de la 

forma F + λI donde F es un operador en F (A) y λ ∈ (−π, π). 

Corolario 4.1. La esfera Sϕ es conexa. 

= 
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4.2.2. Estructura diferenciable de Sϕ 

4.2. ESFERA Sϕ DE UNA C∗-Á LGEBRA. 

 

Para dotar a Sϕ de estructura de subvariedad volveremos a usar el Lema 1.1. 

Teorema 4.2. La esfera Sϕ es una C∞ subvariedad complementada de A, y un espacio ho- 

mogéneo de Uϕ(A). Para todo x0 ∈ Sϕ fijo, la aplicación 

πx0 : Uϕ(A) → Sϕ, πx0 (U ) = U (x0) 

es una sumersión C∞ diferenciable. 

Demostración.  Primero, recordemos que por el Corolario 4.1 la aplicación πx0  es un epimorfis- 

mo. 

En el marco del Lema 1.1, consideremos Sϕ ⊂ A con la topolog´ıa relativa, y fijemos un 

elemento x0 ∈ Sϕ. Para probar que πx0   es abierta, vamos a exhibir una sección continua cerca de 

x0 (secciones locales en cualquier otro punto de Sϕ se obtienen por traslaciones de las mismas 

por la acción del grupo). Por la Proposición 2.4, existe rx0  tal que si P ∈ Pa satisface 

ǁP − x0 ⊗ x0ǁa < rx0 , 

entonces existe VP ∈ Uϕ(A), que está en función (suave) de P y tal que 

VP(x0 ⊗ x0)V] = VP(x0) ⊗ VP(x0) = P 
 

y Vx0⊗x0 = 1. 

Notar que si a, b ∈ A, entonces (por la desigualdad de Cauchy-Schwarz) 
 

a b = sup 
ǁxǁ∞≤1 

ǁϕ(b∗x)aǁ∞ = ǁaǁ∞   sup 
ǁ ǁ ≤ 

|ϕ(b∗x)| ≤ ǁaǁ∞ϕ(b∗b)1/2  sup 
ǁ ǁ ≤ 

ϕ(x∗x)1/2 

 

 
 

As´ı en particular 

= ǁaǁ∞ǁbǁϕǁϕǁ = ǁaǁ∞ǁbǁϕ ≤ ǁaǁ∞ǁbǁ∞. 

 

ǁa ⊗ bǁa = máx{ǁa ⊗ bǁ, ǁ(a ⊗ b)]ǁ} = máx{ǁa ⊗ bǁ, ǁb ⊗ aǁ} ≤ ǁaǁ∞ǁbǁ∞. 

Más precisamente: ǁa ⊗ bǁa ≤ máx{ǁaǁ∞ǁbǁϕ, ǁaǁϕǁbǁ∞}. 

Si y ∈ Sϕ satisface que ǁy − x0ǁ < 
rx0 , entonces 

 

ǁy ⊗ y − x0 ⊗ x0ǁa ≤ ǁy ⊗ y − y ⊗ x0ǁa + ǁy ⊗ x0 − x0 ⊗ x0ǁa = ǁy ⊗ (y − x0)ǁa + ǁ(y − x0) ⊗ x0ǁa 
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≤ ǁyǁ∞ǁy − x0ǁ∞ + ǁy − x0ǁ∞ǁx0ǁ∞. 

Notar que como rx0
 

2ǁx0ǁ∞+1 
≤ 1, resulta que para cada y 

ǁyǁ∞ < ǁy − x0ǁ∞ + ǁx0ǁ∞ ≤ 1 + ǁx0ǁ∞. 
 

Entonces  
ǁy ⊗ y − x0 ⊗ x0ǁa < ǁy − x0ǁ∞(1 + 2ǁx0ǁ∞) < rx0 . 

Luego por la Proposición 2.4, existe Vy ∈ Uϕ(A), continuamente dependiente de y ⊗ y (y por lo 

tanto de y) tal que 

V](y) ⊗ V](y) = V](y ⊗ y)Vy = x0 ⊗ x0, 

i.e. y′ = V](y) satisface y′ ⊗ y′ = x ⊗ x . Denotemos U = x ⊗ y′ + 1 − x ⊗ x . Notar que 

Uy ∈ Uϕ(A). De hecho, como y′ ⊗ x0(1 − x0 ⊗ x0) = (1 − x0 ⊗ x0)y′ ⊗ x0 = 0, 

U]Uy = (y′ ⊗ x0 + 1 − x0 ⊗ x0)(x0 ⊗ y′ + 1 − x0 ⊗ x0) = (y′ ⊗ x0)(x0 ⊗ y′) + 1 − x0 ⊗ x0 
 

= x0 ⊗ x0 + 1 − x0 ⊗ x0 = 1. 

y similarmente U U ] = 1. Además obtenemos que U  depende continuamente de y. Mas aún 
y   y y 

 

U](x0) = y′ ⊗ x0(x0) = y′. 
 

Entonces µx0 definido sobre y tal que ǁy − x0ǁ∞ < 
rx0

 por 
 

µx (y) = VyU] ∈ Uϕ(A) 
 

satisface [µ (y)](x  ) = V U ](x  ) = V (y′) = y, i.e. es una sección local continua de π definida 
x0 0 y   y 0 y x0 

cerca de x0. Luego πx0 es abierta. 

La diferencial de πx0  en 1 ∈ Uϕ(A) (definida como una aplicación con valores en A) es 

δx0 = d(πx0 )1 : Bas(A) → A, δx0 (A) = A(x0). 

Notar que A ∈ Bas(A) satisface A(x0) = 0 si y solo si A(x0) ⊗ x0 = −x0 ⊗ A(x0) = 0, i.e. 

la  matriz  de  A en  términos  de  la  proyección  x0 ⊗ x0  tiene  sólo  la  entrada  2, 2  no  nula.  Luego 

el suplemento para N(δx0 ) en Bas(A) es el espacio de las matrices en términos de x0 ⊗ x0 que tie- 

nen   la   entrada   2, 2   trivial,   es   decir,   los   elementos   B   de   Bas(A) que   verifican 

(1 − x0 ⊗ x0)B(1 − x0 ⊗ x0) = 0. 
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El rango de esta aplicación lineal es 

 
ran(δx0 ) = {y ∈ A : Re(ϕ(x0

∗y)) = 0}. 

De hecho, si y = A(x0) (donde A] = −A), entonces 

ϕ(x0
∗y) = ϕ(x0

∗A(x0)) = −ϕ(A(x0)∗x0) = −ϕ(y∗x0) = −ϕ(x0
∗y). 

Recı́procamente, si Re(ϕ(x0
∗y)) = 0, consideremos A = y ⊗ x0 − x0 ⊗ y − ϕ(x0

∗y)x0 ⊗ x0. Es claro 

que A ∈ Bas(A), y 

A(x0) = y − ϕ(x0
∗y)x0 − ϕ(y∗x0)x0 = y. 

En particular, ran(δx0) es el núcleo de la funcional lineal real en A. Por lo tanto, es un subespacio 

(real) complementado de A. Ası́, por el Lema 1.1, se sigue la demostración del teorema. 

Observación 4.3.  En la demostración anterior se obtiene que el espacio tangente en un elemento 

x0 ∈ Sϕ dado esta´ caracterizado por 

(T Sϕ)x0  = {y ∈ A : Re ϕ(x0
∗y) = 0}. 

De hecho, supongamos que x(t), t ∈ (−r, r) es una curva suave en Sϕ tal que x(0) = x0 y x˙(0) = y. 

Como ϕ(x∗(t)x(t)) = 1, entonces 
 

0 = ϕ(x˙∗(t)x(t)) + ϕ(x∗(t)x˙(t)), 
 

y en t = 0,  
0 = ϕ(y∗x0) + ϕ(x0

∗y) = 2Re ϕ(x0
∗y). 

Recı́procamente, si y ∈ A satisface Re ϕ(x0
∗y) = 0, entonces existe A ∈ Bas(A) tal que A(x0) = y. 

En forma matricial (respecto a x0 ⊗ x0): 

A = 
λix0 −(x0 ⊗ z) 

,
 

z ⊗ x0 0 

donde z = y − ϕ(x0
∗y)x0 y λi = ϕ(x0

∗y) con λ ∈ R. Ası́ 

x(t) = etA(x0) ∈ Sϕ 

satisface x(0) = x0 y x˙(0) = A(x0) = y, i.e. y ∈ (TSϕ)x0 . 
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4.2.3. La parte autoadjunta de Sϕ 

Por la observación 4.3, el espacio tangente de Sϕ en 1 es {x ∈ A : Reϕ(x) = 0}. 

Lema 4.3. El espacio tangente de Sϕ en 1 se descompone naturalmente como la suma directa 

(R-lineal) 

(TSϕ)1 = Aah ⊕ N(ϕ)s, 

donde Aah denota el espacio de elementos antihermitaneos de A y N(ϕ)s = N(ϕ) ∩ As son los 

elementos autoadjuntos en el núcleo de ϕ. 

Demostración.  Es claro que si x   ∈    (T Sϕ)1, entonces x∗    ∈    (T Sϕ)1. Luego 

(TSϕ)1 = ((TSϕ)1 ∩ Aah) ⊕ ((TSϕ)1 ∩ As). 

Si y ∈ Aah, entonces 0 = ϕ(y∗) + ϕ(y) = 2Re(ϕ(y)) y as´ı (TSϕ)1 ∩ Aah = Aah. 

Por el otro lado, si y ∈ (TSϕ)1 ∩ As, entonces ϕ(y) = ϕ(y∗) = ϕ(y) y as´ı ϕ(y) = 0. De hecho, 

(TSϕ)1 ∩ As = N(ϕ)s. 

Consideremos la aplicación 

 

µ : (TSϕ)1 = Aah ⊕ N(ϕ)s → Sϕ, µ(a, b) = ea(eb⊗1−1⊗b(1)). 

Notar que b ⊗ 1 − 1 ⊗ b ∈ Fas(A) y, por lo tanto, eb⊗1−1⊗b ∈ Uϕ(A) y xb = eb⊗1−1⊗b(1) ∈ Sϕ. 

Luego 

ϕ(µ∗(a, b)µ(a, b)) = ϕ(xb
∗xb) = 1. 

De hecho, µ es C∞-diferenciable. Por cálculos elementales similares a los realizados en el Lema 

4.1, si b /= 0 resulta que 

xb = cos(ϕ(b2)1/2)1 +
 1 

sin(ϕ(b2)1/2)b = cos(ϕ(b2)1/2)1 + sinc(ϕ(b2)1/2)b , 

ϕ(b2)1/2 

que esta´ bien definido incluso si b = 0. Notar que ea ∈ UA y que xb es un elemento autoadjunto 

(en Sϕ). 

Sean  a(t),  b(t) curvas  suaves  en  Aah y  N(ϕ)s  con  a(0) = b(0) = 0,  ȧ(0) = z y  ḃ(0) = y, 

donde x = z + y es un elemento arbitrario de (TSϕ)1. Entonces (usando que la diferencial de la 
exponencial en el origen es la aplicación identidad) 

 

dµ0(x) = 
 d 

µ(a(t), b(t))|t=0 = ȧ(0) + (ḃ(0) ⊗ 1 − 1 ⊗ ḃ(0))(1) = z + y = x 

pues (ḃ(0) ⊗ 1)(1) = ϕ(y)1 = 0. 
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Por lo tanto, usando el teorema de la función inversa, tenemos el siguiente resultado: 

Proposición 4.4.  Existen bolas Bras  y Brs  de radios ras y rs alrededor del origen en Aah y N(ϕ)s 

respectivamente, y un conjunto abierto V en Sϕ que contiene al 1, tal que 

 
µ : Bras ⊕ Brs → V 

es un C∞ difeomorfismo. En particular, todo elemento x en V se factoriza 

 

x = uxb 

 

con u unitario y con xb un elemento autoadjunto en Sϕ. La factorización es única si se verifica 

que u y xb pertenecen a la exponencial de Bras y Brs . 

Observación 4.4.  Sea x ∈ Sϕ. Entonces |x| ∈ Sϕ. De hecho, 

ϕ(|x|∗|x|) = ϕ(|x|2) = ϕ(x∗x) = 1. 

Sin  embargo,  si  x = v|x|  es  la  descomposición  polar  de  x (suponiendo  que  la  descomposición 

existe en B(L) se encuentra en A, i.e. v ∈ A), entonces v ∈ Sϕ si y sólo si v es una isometrı́a: 

como ǁvǁ = 1 (y ϕ es fiel), ϕ(v∗v) = 1 es equivalente a v∗v = 1. Esto significa que N(x) es trivial 

en L . Por ejemplo, si ϕ es invertible, entonces v ∈ A y además v ∈ Sϕ. La descomposición polar 

difiere de la factorización local anterior: xb no necesariamente debe ser un elemento positivo. 

Es claro que el grupo unitario UA es una subvariedad de Sϕ. Lo mismo ocurre con la parte 

autoadjunta Sϕ,s de Sϕ, 

Sϕ,s = {x ∈ As : ϕ(x2) = 1} = Sϕ ∩ As. 

Proposición 4.5.  Sϕ,s es una subvariedad de A y, por lo tanto, es subvariedad de Sϕ. 

Demostración.  Consideremos la aplicación C∞ diferenciable 

 

q : As → R>0, q(a) = ϕ(a2). 

Es  claro  que  es  una  retracción:  s : R>0 → As,  s(t) = t1/2 · 1  es  una  sección  suave  para  q.  En 

particular, q es una sumersión. Luego 
 

 
 

es una subvariedad de As. 

Sϕ,s = q−1({1}) 
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Examinemos las propiedades de la restricción µs de la aplicación µ anterior, 
 

µ : N ϕ S a⊗1−1⊗a  2 1/2 sin(ϕ(a2)1/2) 
 

s ( )s → ϕ,s , µs(a) = e (1) = cos(ϕ(a ) ) · 1 + 

ϕ(a2)1/2 
· a .

 

Sea x ∈ Sϕ,s y a ∈ N(ϕ) tales que µ(a) = x. Como ϕ(µ(a)) = cos(ϕ(a2)1/2) = ϕ(x) ∈ [−1, 1], en- 

tonces ϕ(a2)1/2 = cos−1(ϕ(x)) + 2nπ o − cos−1(ϕ(x)) + 2nπ. Por algunos cálculos elementales, 
 

µs(a) = ϕ(x)· 1 + 
sin(ϕ(a2)1/2) 

ϕ(a2)1/2 
· a = x 

 

sin(ϕ(a2)1/2) 

ϕ(a2)1/2 
· a = x − ϕ(x). 

Esto implica que si |ϕ(x)| /= 1, entonces 

 
µ−

s  
1(x) = 

(

a ∈ 

 
N(ϕ) : a 

 
= (x 

 
— ϕ(x)) 

cos−1(ϕ(x)) + 2nπ 

(1 − ϕ(x)2)1/2 
, n

 

∈ Z

) 

. 

Como |ϕ(x)| = 1 implica x = 1 o x = −1, se tiene que 

µs
−1(1) = 

,
a ∈ N(ϕ) : ϕ(a2)1/2 = 2nπ

,
 

µs
−1(−1) = 

,
a ∈ N(ϕ) : ϕ(a2)1/2 = (2n + 1)π

, 
. 

Estas son las fibras de la aplicación µs en cada x ∈ Sϕ,s. 

Proposición 4.6.  La aplicación µs es sobreyectiva y tiene inversa a derecha suave definida sobre 

Sϕ,s \ {1, −1}. Mas áun, esta aplicación define un espacio recubridor. 

Demostración.  La inversa a derecha está definida por 

cos−1(ϕ(x)) 

θ(x) = 
(1 − ϕ(x)2)1/2 

.(x − ϕ(x)). 
 

Notar que como ϕ(x2) = 1, |ϕ(x)| ≤ 1. Además ϕ(x)2 = 1 sólo si x = 1, −1: en la desigualdad 

de Cauchy-Schwarz 

1 = |ϕ(x)| ≤ ϕ(x2)1/2ϕ(1)1/2 = 1 

se  obtiene  una  igualdad,  y  ası́  x = λ1,  con  λ2  = 1.  Además  θ  esá  bien  definida  y  es  suave  en 

Sϕ,s \ {1, −1}. El hecho de que µ(θ(x)) = x es otro cálculo elemental. 
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Para probar que µs es sobreyectiva, sera´ suficiente encontrar elementos autoadjuntos a1, a2 

con ϕ(ai) = 0 tales que µ(a1) = 1 y µ(a2) = −1. Sea a1 = 0. Tomemos b∗ = b tal que b λ1 

y ϕ(b) 0. Sea b′ = b − ϕ(b) · 1 y por ende ϕ(b′) = 0. Supongamos que ϕ(b′2) 0. Entonces 

a2 = 
ϕ b 

π 
1/2 b

′ verifica µ(a2) = −1. 

Probemos finalmente que µs : N(ϕ)s → Sϕ,s es un espacio recubridor. Tenemos que mostrar 

que para todo punto en Sϕ,s hay un entorno abierto V tal que µ−1(V ) = Uα donde Uα son 

subconjuntos abiertos disjuntos de N(ϕ)s y µ|Uα es un homeomorfismo de Uα sobre V . Es claro 

que esto se verifica en x /= 1 o x −1. Supongamos entonces que a(t), t ∈ (−r, r) es una curva 

suave en N(ϕ)s con a(0) = 0 y a˙(0) = v, donde v ∈ N(ϕ)s. Entonces 

Dµs(v) = µ˙s(a(t))|t=0 = (a˙(0) ⊗ 1 − 1 ⊗ a˙(0))(1) = v. 

Usando el teorema de la función inversa, existen una bola Br de radio r alrededor del origen en 

N(ϕ) y un conjunto abierto V en Sϕ,s, que contiene al 1, tal µs : Br → V es un C∞-difeomorfismo. 

Notar que este resultado es un caso particular de la Proposición 4.4. 

Análogamente, si a(t), t ∈ (−r, r) es una curva suave en N(ϕ)s con a(0) = a2 y ȧ(0) = v, don- 

de v ∈ T (N(ϕ)s)a2   y a2 verifica µ(a2) = −1. Por cálculos elementales similares a los realizados 

en el Lema 4.1, tenemos (en términos de 1 ⊗ 1) 

 
ea ⊗1−1⊗a 

  
cos(ϕ(a2)1/2) −(1 ⊗ a2)sinc(ϕ(a2)1/2) 

! 

Id
 

   

 
y entonces 

−(a2 ⊗ 1)sinc(ϕ(a2) 
/ ) cos(ϕ(a2) 

/ ) 2 

Dµs(v) = µ˙s(a(t))|t=0 = −(a˙(0) ⊗ 1 − 1 ⊗ a˙(0))(1) = −v. 

Luego, usando el teorema de la función inversa, existe una bola Br  de radio r alrededor de a2 

en N(ϕ)s y un conjunto abierto V ′ en Sϕ,s que contiene al −1 tales que µs : Br′ → V ′ es un C∞-

difeomorfismo. En ambos casos, existe una bola V en Sϕ,s tal que 

Br = µs
−1(V ) = a ∈ N(ϕ) : ϕ(a2)1/2 = cos−1(ϕ(x)) + 2nπ, x ∈ V . 

n∈Z 

 

2 1 2 2 
2 = T (N(ϕ)s)a 
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Cap´ıtulo 5 

El espacio proyectivo de una C∗álgebra con 

un estado fiel. 

 
Sean A una C∗-álgebra unital con un estado ϕ : A → C fiel que verifica ϕ(1) = 1. Si la esfera 

de A asociada al estado ϕ es: 

Sϕ = 
,

x ∈ A : ϕ(x∗x) = 1
,

, 

se define el espacio proyectivo de A como: 

Pϕ = Sϕ/T = Sϕ/ ∼, 

donde x ∼ x′ si x′ = zx para z ∈ C con |z| = 1. A continuación analizamos la estructura Pϕ como 

espacio homogéneo de este grupo Uϕ(A), definiendo una métrica compatible con la estructura y 
determinando algunas curvas minimales para dicha métrica. 

 

5.1. Estructura homogénea y diferenciable de Pϕ 

Tengamos en cuenta la aplicación sobre A dada por 

 

Ψ : A → F (A); Ψ(x) := x ⊗ x. 

Esta  aplicación  restringida  a  la  esfera  Sϕ  genera  una  biyección  entre  Pϕ  y  P1(A, ϕ).  Vamos  a 

considerar P1(A, ϕ) con la ǁ· ǁa-topolog´ıa y a Pϕ con la topolog´ıa inducida por el cociente de su 
definición. 
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Lema 5.1.  La biyección 

 

 

 
es un homeomorfismo. 

 
Pϕ ←→ P1(A, ϕ) , [x] → x ⊗ x , (x ∈ Sϕ) 

 

Demostración.  Primero notemos que un elemento x ∈ A define una proyección x ⊗ x en A si y 

solo si ϕ(x∗x) = 1. Por lo tanto, es claro que la aplicación es una biyección. Además es continua: 

si [xn] → [x] en Pϕ, entonces existe zn ∈ T tal que znxn → x en A. Luego xn ⊗ xn = znxn ⊗ znxn → 

x ⊗ x en Ba(A). Suponiendo ahora que xn, x ∈ Pϕ satisface xn ⊗ xn → x ⊗ x en Ba(A). Entonces 

xn ⊗ xn(x) = ϕ(xn
∗x)xn → x ⊗ x(x) = x, 

 

y 

⟨xn ⊗ xn(x), x⟩ϕ = |ϕ(xn
∗x)|2  → ⟨x ⊗ x(x), x⟩ϕ = |ϕ(x∗x)|2  = 1, 

i.e. |ϕ(xn
∗x)| → 1. Entonces poniendo zn =  ϕ(xn

∗x)
 ∈ T, se obtiene que znxn → x en A. 

 

Varias de las cuestiones sobre la estructura homogénea y diferenciable del espacio proyectivo 

son consecuencias de las propiedades ya demostradas para Sϕ en el cap´ıtulo anterior. 

En particular, si x ∈ Sϕ, y G ∈ Uϕ(A), entonces 

Gx ∈ Sϕ y por lo tanto [Gx] ∈ Pϕ. 

Esto implica que existe una acción del grupo Uϕ(A) sobre Pϕ. 

Teorema 5.1.  El espacio proyectivo Pϕ es una variedad diferenciable y un espacio homogéneo 

del grupo Uϕ(A), con la topologı́a cociente. Más aún, Pϕ = exp(F (A)) y es conexo. 

Demostración.  Por  el  Teorema  4.1,  la  acción  del  grupo  Uϕ  es  transitiva  sobre  Pϕ.  Más  aún, 

siguiendo el desarrollo de la demostración de este teorema, obtuvimos que: 
 

Si y ∈ Sϕ, ϕ(y) = 0 

y = −iei π (1⊗y+y⊗1)(1). 

 

Si y ∈ Sϕ, ϕ(y) 0 e y ∈/ C · 1, existe z ∈ A tal que 

y = eiθei(z⊗1+1⊗z)(1) 
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Por lo tanto, considerando clases en Pϕ, obtenemos un representante en este cociente pertene- 

ciente al conjunto exp(F (A)). 

El hecho que Pϕ sea una variedad diferenciable con la topologı́a cociente, y que la aplicación 

π[x0]  sea  una  sumersión  para  [x0] ∈ Pϕ  son  consecuencias  del  Teorema  4.2.  Notar  que  aquı́  no 

afirmamos que Pϕ sea subvariedad (ya que no esta´ contenida en un espacio de Banach). De hecho, 

en la topolog´ıa cociente, ya vimos que Pϕ se identifica (por homeomorfismo) con P1(A, ϕ) (Lema 

5.1) la cual coincide con la Uϕ(A)-órbita de x0 ⊗ x0 para algún elemento x0 ∈ Sϕ. 

Por el Lema 5.1 anterior, podemos identificar Pϕ ' P1(A, ϕ). Luego el espacio tangente de 

Pϕ en [x] resulta 

(T Pϕ)[x] ' 
,

a ⊗ x + x ⊗ a : Reϕ(x∗a) = 0
, 

= (T P1(A, ϕ))x⊗x. 

Vamos a caracterizar el espacio tangente de Pϕ como un espacio cociente. 

 

Lema 5.2. Sea [x0] ∈ Pϕ. Entonces (T Pϕ)[x0] es naturalmente isomorfo a 

{a ∈ A : ϕ(x0
∗a) ∈ iR}/iR · x0, (5.1) 

i.e. dos elementos a, b definen el mismo vector tangente a [x0] si ϕ(a∗x0), ϕ(b∗x0) ∈ iR y 

a − b = irx0  para algún r ∈ R. Decimos que es naturalmente isomorfo cuando: dado x0′  algún 

otro representante para [x0], i.e. x0
′   = wx0 con w ∈ T, la aplicación 

a′ ›→ w̄a′ 
 

envı́a el conjunto a′ ∈ A : ϕ(x0
′∗a′) ∈ iR en a ∈ A : ϕ(x0

∗a) ∈ iR y iR · x0
′ 

tanto define un isomorfismo entre los cocientes. 

en iR· x0, y por lo 

 

Demostración.  Supongamos   que   x(t),  t  ∈  (−r, r)  es   una   curva   suave   en   Sϕ  que   verifica 

x(0) = x0  y ẋ(0) = a. Por la observación 4.3, sabemos que Re ϕ(x0∗a) = 0. Sea y(t) = w(t)x(t) 

otra curva suave en Sϕ equivalente a x(t), i.e w(t) ∈ T (podemos suponer w(0) = 1 sin pérdida 

de generalidad). Denotemos b = y˙(0). Entonces diferenciando en t = 0 se obtiene 
 

b = ẇ(0)x0 + a. 

 

Notemos que ẇ(0) ∈ iR, por lo cual b − a ∈ iR · x0. Por ende, el espacio tangente está contenido 

en el cociente (5.1). 
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Veamos ahora que cualquier elemento en este cociente define un vector velocidad de alguna 

curva.  Tomemos  a ∈ A  con  ϕ(x0
∗a) ∈ iR.  Note  que  a − ϕ(x0a∗) ∈ (TSϕ)x0   y  [a − ϕ(x0a∗)] es la  

misma  clase  de  a en  el  cociente  (5.2).  Además,  usando  nuevamente  la  observación  4.3,  si A 

= a ⊗ x0 − x0 ⊗ a en Bas(A) entonces A(x0) = a − ϕ(x0a∗) y 

et(a⊗x0−x0⊗a) ∈ Uϕ(A) 

es una curva suave. Luego γ(t) = [et(a⊗x0−x0⊗a)(x0)] es una curva suave en Pϕ con 

γ̇(0) = [A(x0)] = [a]. 

 

 
 

5.2. Métrica pre-Hilbert-Riemann en Pϕ 

Como P1(A, ϕ) ⊂ P1(L), este conjunto tiene una estructura métrica de Hilbert-Riemann in- 

ducida por la norma de Frobenius (que analizaremos en la próxima sección). Hemos señalado 

anteriormente que P1(A, ϕ) no es una subvariedad de P1(L), ya que la estructura diferenciable 

de ambos espacios es diferente (sólo la inclusión es densa en la topologı́a de B(L)). Sin embargo 

esta inclusión tiene la propiedad de ser localmente geodesicamente completa: si dos elementos 

en P1(A , ϕ) están suficientemente cerca, la geodésica minimal de P1(L) que los une se encuentra 

contenida en P1(A, ϕ). Esta propiedad podrı́a sugerir considerar en P1(A, ϕ) la métrica inducida 

por esta inclusión. Vamos a presentar una métrica intrı́nseca en Pϕ, y luego mostraremos que es 

(un múltiplo) de la métrica inducida por P1(L). 

Def 1.  La métrica en el espacio tangente de Pϕ se define de la siguiente manera: sea [x0] ∈ Pϕ y 

[a] un vector tangente a [x0], entonces 

|[a]|[x0] = ́ınf
,

ǁa − ir · x0ǁϕ : r ∈ R
,

, 

i.e. la norma cociente en el espacio (5.2) inducida por la norma ǁ· ǁϕ en A. 

Es claro que esta métrica está bien definida (no depende del representante de la clase [x0]). 

Notemos que, como A no es completa con la norma ǁ· ǁϕ, la norma cociente no es completa 

en (T Pϕ)[x0]. Además existe una proyección ortogonal 

P : 
,

a ∈ A : ϕ(x0
∗a) ∈ iR

, 
→ iR · x0 
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dada por el estado ϕ: P(a) = ϕ(x0∗a)x0. Por lo tanto, el ı́nfimo en la norma cociente es de hecho 

un m´ınimo, dado por 

|[a]|[x ] = ǁa − ϕ(x0
∗a)x0ǁϕ = 

,
ϕ(a∗a) − |ϕ(x0

∗a)|2}1/2. 

Esta  cantidad  es  positiva  pues:  ϕ(a∗a) = |ϕ(x0
∗a)|2  genera  una  igualdad  en  la  desigualdad  de 

Cauchy-Schwarz 

|ϕ(x0
∗a)| ≤ ϕ(a∗a)1/2ϕ(x0

∗x0) = ϕ(a∗a)1/2, 

y por lo tanto a = λx0. Luego ϕ(x0
∗a) = λ ∈ iR y entonces [a] = 0. 

De estas observaciones, resulta que esta métrica coincide con (un múltiplo de) la norma de 

Hilbert-Schmidt en P1(A, ϕ): 

 
Teorema 5.2. Sea [x] ∈ Pϕ y [a] ∈ (T Pϕ)[x]. Entonces 

 

1 2 1/2 1 
|[a]|[x] = √

2 
Tr((a ⊗ x + x ⊗ a) ) = √

2 
ǁa ⊗ x + x ⊗ aǁHS, 

 

donde Tr denota la traza usual en B(L) y ǁ· ǁHS denota la norma de Hilbert-Schmidt. 

 
Demostración.  Con cálculos elementales, es fácil demostrar 

 

(a ⊗ x + x ⊗ a)2 = (ϕ(a∗x)x) ⊗ a + (ϕ(a∗a)x) ⊗ x + (ϕ(x∗x)a) ⊗ a + (ϕ(x∗a)a) ⊗ x. 

Luego (usando que Tr(b ⊗ c) = ϕ(c∗b)) 

Tr((a ⊗ x + x ⊗ a)2) = 2ϕ(a∗a) + ϕ(a∗x)2 + ϕ(x∗a)2. 

Note que ϕ(a∗x) = ϕ(x∗a) ∈ iR, y as´ı 

ϕ(a∗x)2 = ϕ(x∗a)2 = −|ϕ(x∗a)|2. 
 

Por lo tanto 

Tr((a ⊗ x + x ⊗ a)2)1/2 = 
√

2{ϕ(a∗a) − |ϕ(x∗a)|2}1/2 = 
√

2|[a]|[x]. 
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5.3. MINIMALIDAD DE CURVAS GEODÉSICAS EN Pϕ 

5.3. Minimalidad de curvas geodésicas en Pϕ 

En esta sección vamos a analizar la minimalidad de la longitud de las curvas δ(t) = [α(t)], 

α(t) ∈ Sϕ, que une dos puntos fijos. 

Notemos que si P0 ∈ Pa y Z ∈ Bas(A), entonces la geodésica δ(t) = etZP0e−tZ está contenida 

en Pa. Decimos que estas curvas son geodésicas en Pa, aunque no hemos definido explı́citamente 

una conexión lineal en Pa. 

Def 2.  Una curva δ(t) = etZ(x ⊗ x)e−tZ , con x ∈ Sϕ y Z ∈ Bas(A) se denomina geodésica de Pϕ. 

Notemos  además  que  si  δ(t) = etZP0e−tZ  es  una  geodésica  de  Pa y U ∈ Uϕ(A),  entonces 

U δ(t)U ] es también una geodésica, con exponente UZU ]. Si n = 1, esto significa que [UetZ(x)] 

es una geodésica de Pϕ. 

 

Def 3. La longitud de una curva δ(t), 0 ≤ t ≤ 1, esta´ dada por: 

long(δ) = 

∫  1 

|[δ̇(t)]| 

donde|[v]|[δ(t)] denota la norma cociente definida en 1. 

 
δ(t)dt 

Diremos que una curva es minimal si su longitud es m´ınima entre todas las curvas que unen 

los mismos puntos. 

La distancia geodésica entre dos elementos [x] e [y] está dada por 

d([x], [y]) = mı́n
,

long(δ) : δ(t) es geodésica de Pϕ y verifica δ(0) = [x], δ(1) = [y]
, 

Observemos primero que los elementos P en Pa pueden extenderse a proyecciones ortogo- 

nales P̄ en L . Recı́procamente, toda proyección ortogonal E en L que deja invariante a A ⊂ L , 

i.e. E(A) ⊂ A, induce un elemento E|A  en Pa. Además, P1(L) ⊂ Gr(L) la variedad Grassman- 

niana del espacio de Hilbert L, la cual coincide con el conjunto de proyecciones ortogonales de 

L . Aplicaremos en esta situación varios de los resultados recopilados en el Teorema 2.1 de la 

sección 2.1.1. 

En primer lugar, notemos que la métrica Riemanniana introducida en Pϕ  coincide con ( √1  - 

veces) la métrica de P1(L). 
 

Teorema 5.3.  Sea [x] ∈ Pϕ y [v] ∈ T P[x]. La única geodésica δ : [0, 1] → Pϕ que satisface 
 

δ(0) = [x] y δ̇(0) = [v] 
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está dada por  
δ(t) = [etv˜(x0)]. 

La curva geodésica es minimal para |[v]|[x] ≤   √π    . 

Demostración.  Sea P0 = x ⊗ x ∈ P1(L). Como [v] ∈ T P[x], si tomamos v ∈ T Sϕ (representante 

para [v]) entonces V = v ⊗ x + x ⊗ v ∈ TP1(L). En forma matricial (respecto a P0) 
 

V = 
0 b∗ 

b 0 
 

donde b = v ⊗ x − ϕ(x∗v)x ⊗ x. Consideremos entonces 
 

Z = 
0 −b∗ 

b 0 
 

Es claro que Z∗ = −Z y Z(x) = v − ϕ(x∗y)x. Entonces, por 2.1, la curva 

δ(t) = etZx ⊗ xe−tZ = (etZx) ⊗ (etZx), (5.2) 

es una geodésica de P1(L) y satisface δ(0) = x ⊗ x yδ̇(0) = V . Más aún, si ǁZǁ ≤ π , la curva es 

minimal entre todas las curvas contenidas en Gr(L). 

Notemos que Z ∈ F(A) y Z] = Z∗ = −Z. Luego (por 4.1) etZ ∈ Uϕ(A) y, por lo tanto, 

(etZx) ⊗ (etZx) ⊂ P1(A). 

Entonces δ(t) es una geodésica de Pϕ. Como 
√

2|[v]|[x] = ǁV ǁ ≤  π , esta geodésica es una curva 

minimal para todo t ∈ [−0, 1]. 

Finalmente veamos como se caracterizan las curvas minimales en Pϕ que unen dos puntos 

extremos dados. 

Teorema 5.4. Sea [x], [y] ∈ Pϕ. 

1. Si ϕ(y∗x) /= 0, entonces existe una única geodésica δ(t) = [eit(z⊗1+1⊗z)(1)] en Pϕ que une 

δ(0) = [x] y δ(1) = [y], la cual es minimal para todo t ∈ [0, 1]. El elemento z está dado por 
 

z ie−iθ  cos−1(|ϕ(x∗y)|)  y ϕ x∗y x 

= − 
(2 − 2|ϕ(x∗y)|2)1/2 

( − (
 

) ). 

! 

! 

.
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La distancia geodésica entre [x] e [y] está dada por 
 

  1 −1 ∗ 
 d([x], [y]) = √

2 
cos (|ϕ(x y)|). 

 

 

2. Si ϕ(x∗y) = 0, entonces existen infinitas curvas geodésicas minimales en Pϕ que unen [x] 

con [y]. Estas son de la forma 
 

δ(t) = [eit 
π (x⊗y+y⊗x)(x)], 

 

y tienen longitud d([x], [y]) =  √π    . 

 
Demostración.  En primer lugar, la condición ϕ(y∗x) /= 0 no depende de los representantes x e y 

considerados. Luego, como ǁxǁϕ = ǁyǁϕ = 1, esta condición implica que |ϕ(y∗x)| < 1. Supon- 

gamos que x = 1 (y entonces 0 < |ϕ(y)| < 1). Gracias al Lema 4.2, el elemento z satisface 

[ei(z⊗1+1⊗z)(1)] = [y], 
 

o equivalentemente 

ei(z⊗1+1⊗z)(1) ⊗ e−i(z⊗1+1⊗z)(1) = y ⊗ y. 

Tenemos entonces que la curva 

 

δ(t) = eit(z⊗1+1⊗z)(1) ⊗ e−it(z⊗1+1⊗z)(1) 

es una geodésica de Pa, i.e. el exponente z ⊗ 1 + 1 ⊗ z es co-diagonal con respecto a la proyección 

1 ⊗ 1. Si x = 1, el elemento z anterior estara´ dado por 
 

z ie−iθ cos−1(|ϕ(y)|)  y ϕ y  λ y ϕ y 

= − 
(1 − |ϕ(y)|2)1/2 

· ( −
 

( )) = ( −   ( )) 

donde θ = arg(ϕ(y)). Notemos que ϕ(z) = 0. Entonces 
 

(z ⊗ 1 + 1 ⊗ z)1 ⊗ 1 = z ⊗ 1  y 1 ⊗ 1(z ⊗ 1 + 1 ⊗ z) = 1 ⊗ z, 
 

y aś ı  
z ⊗ 1 + 1 ⊗ z = (z ⊗ 1 + 1 ⊗ z)1 ⊗ 1 + 1 ⊗ 1(z ⊗ 1 + 1 ⊗ z), 
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lo cual implica que 

 

1 ⊗ 1(z ⊗ 1 + 1 ⊗ z)1 ⊗ 1 = 0 = (1 − 1 ⊗ 1)(z ⊗ 1 + 1 ⊗ z)(1 − 1 ⊗ 1). 

En el caso general, para elementos arbitrarios [x], [y] ∈ Pϕ, como la acción del grupo Uϕ(A) es 

transitiva en Pϕ, existe U ∈ Uϕ(A) tal que x = U (1) e y = U (y′). Entonces 

ϕ(y′) = ϕ(y′1∗)ϕ(U (y)U (x)∗) = ϕ(yx∗) =/ 0. 

El elemento z′ dado en el exponente de la geodésica que une [1] y[y′] es 
 

z′ ie−iθ′  cos−1(|ϕ(y′)|)  y′ ϕ y′ 

= − 
(1 − |ϕ(y′)|2)1/2 

· (
 

—   ( )) 

con θ′ = arg(ϕ(y′)) = arg(ϕ(x∗y)). Notemos que U (y′ − ϕ(y′)1) = y − ϕ(x∗y)x. Luego 
 

 U z′ 
ie−iθ  cos−1(|ϕ(x∗y)|)  y ϕ x∗y x z 

 

 
Por lo tanto 

( ) = − 
(2 − 2|ϕ(x∗y)|2)1/2 

( − (
 

) ) = . 

 

[U (eit(z′⊗1+1⊗z′)(1)] = [U (eit(z′⊗1+1⊗z′)U]U (1)] = [eitU (z′⊗1+1⊗z′)U] 
x] 

= [eit(U (z′)⊗U (1)+U (1)⊗U (z′))(x)] = [eit(z⊗x+x⊗z)(x)] 

es una geodésica que une a x con y. 

Mostremos que δ es minimal. Sera´ suficiente considerar el caso x = 1. Para probar que δ 

es minimal en el intervalo [0, 1], de acuerdo al Teorema 2.1, es necesario probar que la norma 

ǁz ⊗ 1 + 1 ⊗ zǁ del exponente es menor o igual que π/2. Como z ⊗ 1 + 1 ⊗ z es 1 ⊗ 1 co-diagonal, 
entonces 

ǁz ⊗ 1 + 1 ⊗ zǁ = ǁz ⊗ 1ǁ = ǁzǁϕ = cos−1(|ϕ(y)|)
 ǁy − ϕ(y)ǁϕ   

= cos−1(|ϕ(y)|) < π/2. 

Ahora  calculemos  la  distancia  geodésica  d([x], [y]),  i.e.  la  longitud  de  la  geodésica  δ.  Esta 

longitud viene dada por la norma 

√
2|[z]|[x] = ǁz − ϕ(z)ǁϕ = ǁzǁϕ = cos−1(|ϕ(x∗y)|) < π/2. 
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Para ver que esta curva es única, consideremos las proyecciones x ⊗ x e y ⊗ y. Denotemos por 

Lx y Ly el subespacio unidimensional que resulta imagen de las extensiones de estas proyecciones 

ortogonales en L. Luego, 

Lx ∩ Ly
⊥ = {0} y Lx

⊥ ∩ Ly = {0} 

porque < x, y >= ϕ(y∗x) =/     0. Se sigue entonces que existe una única geodésica en P (L) que 

une x ⊗ x con y ⊗ y. La geodésica δ de Pa puede extenderse a una geodésica de P (L) (al igual 

que cualquier geodésica de Pa). Luego, esta curva es única. 

Supongamos ahora que ϕ(x∗y) = 0. Otra vez podremos suponer que x = 1. Por el Teorema 
i π (y⊗y+y⊗1) 

4.1, tenemos que e 2 (1) = iy y entonces 

[ei 
π (y⊗1+1⊗y)(1)] = [y]. 

 

Como antes, el hecho de que ϕ(y) = 0 implica que y ⊗ 1 + 1 ⊗ y es 1 ⊗ 1 co-diagonal. Luego δ es 

una geodésica. Su longitud es 
π

 

2 
ǁyǁϕ = π/2. 

Sean Lx y Ly las rectas generadas por x y por y en L. Como Lx ⊥ Ly, 

Lx ∩ Ly
⊥ = Lx y Lx

⊥ ∩ Ly = Ly. 

Por lo tanto, existen infinitas curvas geodésicas que unen [x] con [y]. 
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[18] Dieudonné, J.: Grundzüge der modernen Analysis. 2. (German) [Fundamentals of modern 

analysis. 2] Translated from the third French edition by Ludwig Boll and Horst Antelmann. 

Second edition. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin (1987), 420 pp. 

[19] Durán, C. E.; Mata-Lorenzo, L. E.; Recht, L.: Metric geometry in homogeneous spaces of 

the unitary group of a C∗-algebra. I. Minimal curves. Adv. Math. 184 (2004), no. 2, 342–366. 

[20] Durán, C. E.; Mata-Lorenzo, L. E.; Recht, L. Metric geometry in homogeneous spaces of 

the unitary group of a C∗-algebra. II. Geodesics joining fixed endpoints. Integral Equations 

Operator Theory 53 (2005), no. 1, 33–50. 

[21] Gohberg, I. C.; Zambickii, M. K.: On the theory of linear operators in spaces with two 

norms. (Russian) Ukrain. Mat. Ž. 18 (1966), no. 1, 11–23. 
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