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n. Resumen en espafiol (hasta 1000 caracteres):

En esta tesis, estudiamos las propiedades geométricas de las esferas y el espacio proyectivo
definidos en espacios donde el producto interno toma valores en una C*-algebra. Aborda-
mos el problema de encontrar curvas cortas « tales que a(0) = xy &(0) =v, donde xy v
son valores fijos dados y curvas cortas entre todas la curvas que unan los mismos puntos.

Presentamos dos casos de estudio.

Por un lado, estudiamos la esfera unitaria S (H) = {x€ H: (x, X) = 1} de un espacio de
Hilbert H bajo la accién de Up(H), el grupo de operadores unitarios u tales que u—1
pertenece al ideal p—Schatten.

Por otro lado, dada A una C*-algebra unital con un estado fiel ¢, analizamos la geometria
de la esfera unitaria Sy = {X € A : d(x*x) = 1} y el espacio proyectivo Py = S¢/T. Mos-

tramos que estos espacios son espacios homogéneos del grupo de Lie-Banach Uy(4) de
isomorfismos que preservan el producto interno inducido por ¢.

0. Resumen en portugués (hasta 1000 caracteres):

Nesta tese nos estudaremos as propriedades geométricas das esferas e o espago projetivo
definido em espacos onde o produto interno tem valores numa C*-algebra. Consideramos
o problema de encontrar curvas curtas a tales que a(0) = x e &(0) =v, onde X e Vv sdo
valores fixos dados, e curvas curtas que unem dois pontos extremos dados. Se apresentam
dois casos de estudo.

Pelo um lado, S(H) = {x € H : (x,x) = 1} a esfera unitaria de Hilbert H, baixo a a¢o

de Up(H), o grupo dos operadores unitarios u em H tales que u— 1 pertence ao ideal
p-Schatten.

Pelo outro lado, seja A una C*-algebra unital com um estado fiel ¢. Nos analisaremos a

geometria da esfera unitiria Sp = {X € A : $(x*x) = 1} e o espago projetivo Py = Sp/T.
Noés mostraremos que estes espagos sdo variedades suaves e espagos homogéneos do grupo

Ugp(A) de isomorfismos que preservam o produto interno induzido por ¢.
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p. Resumen en inglés (hasta 1000 caracteres):

In this thesis, we study geometric properties of spheres and projective spaces in spaces
with an inner product which taking values in a C*-algebra. We treat the problem of finding
short curves a such that a(0) = x and &(0) = v which are given, and short curves which
join two given endpoints. We present two cases of study.

On one hand, S (H) = {x € H: (x,x) = 1} is the unit sphere of a Hilbert space H with

the action of Up(H), the group of unitary operators in H such that u- 1 belongs to the
p—-Schatten ideal.

On the other hand, let A be a unital C*-algebra with a faithful state ¢. We study the geo-

metry of the unit sphere S¢ = {X € A : $(x*x) = 1} and the projective space Py = S¢/T.
These spaces are shown to be smooth manifolds and homogeneous spaces of the group

Ugp(A) of isomorphisms acting in A which preserve the inner product induced by ¢.
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APORTES ORIGINALES:

Los principales resultados de este trabajo de tesis se presentan de la siguiente manera. En el
segundo cap’itulo se encuentran los resultados vinculados con el grupo de operadores adjunta-
bles sobre una C*-algebra con un estado fiel, invariantes respecto a ¢, dado por Uy(A) y otras
propiedades de los operadores encontradas en este contexto. La caracterizacion de la descom-
posicion matricial de los operadores presentada en esta seccion serd utilizada en las secciones
posteriores. En el capitulo 3 se realiza la caracterizacion geométrica y métrica de la esfera de un
espacio de Hilbert como espacio homogéneo de la accién de los grupos Up(H), con p = 2 par.
En particular, se presenta una caracterizaciéon de los elementos geométricos involucrados en la
estructura reductiva en el caso p = 2 y las curvas minimales con esta métrica. En el capitulo 4, se
aborda el estudio en la esfera de una C*-algebra con un estado fiel, utilizando algunos resultados
del capitulo 2 y siguiendo ideas similares al estudio realizado en el cap’itulo 3. Finalmente, en el
tltimo capitulo se incluyen resultados de minimalidad de curvas en el espacio proyectivo de una
C*-algebra con un estado fiel.
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Introduccion

En este trabajo estamos interesados en estudiar las propiedades geométricas de esferas y
rectas proyectivas definidas en un espacio vectorial provisto de un producto interno con valores
en una C*-algebra.

El método que utilizamos, que es clasico en geometria, consiste en caracterizar un grupo de
operadores que actlia como un grupo de movimientos de dichos espacios. La accion de este grupo
permitird dotar de una estructura de espacio homogéneo a estos conjuntos. En estos espacios
homogéneos, que son variedades de dimension infinita, es posible introducir una métrica de
Finsler natural. Nos enfocamos en aspectos relacionados con esta métrica, como la existencia
y unicidad de curvas que tengan longitud m'inima entre todas las curvas que unan los mismos
puntos o que cumplan condiciones iniciales dadas.

En particular, estudiamos dos casos de espacios homogéneos infinito-dimensionales. Prime-
ro, analizamos la esfera de un espacio de Hilbert H separable. Definimos p-métricas cocientes

con p = 2 par, inducidas por la accién del grupo de operadores unitarios U € Up(H) tales que

U —1 € Bp(H) (donde Bp(H) es el ideal de Schatten). Luego, trabajamos con una C*-algebra con
un estado fiel. El estado define un producto interno no necesariamente completo. En este contex-

to, seran descriptas tanto la esfera como el espacio proyectivo y se desarrollaran resultados que
describen las curvas cortas entre todas las curvas que unen los mismos puntos extremos.

0.1. Antecedentes en geometria en algebras de operadores.

Existen varios trabajos que se focalizan en estudiar aspectos relacionados con la estructura
diferencial y métrica de variedades en dimension infinita. En particular, consideramos aquellos
donde las variedades se presentan como Orbitas de la accién de un grupo de Lie-Banach, es decir,
como espacios homogéneos.

Los trabajos [32, 17] de G. Corach, H. Porta y L. Recht se encuentran entre los primeros
en abordar espacios con este enfoque durante los afios 90. Estos autores estudian la geometria



diferencial de idempotentes en algebras de Banach y C*-algebras. Posteriormente aparecen una
serie de art’iculos que siguen las mismas ideas y estudian la existencia de una estructura reductiva
adicional (por ejemplo, [31, 19, 20]). En particular, estos autores analizan espacios homogéneos
reductivos infinito-dimensionales modelados sobre C*-4lgebras.

Un marco general que aportan trabajos como [31, 19, 20] es el siguiente: Si A es una C*-
dlgebra y B < A es una sub-C*-algebra, bajo ciertas condiciones la 6rbita O de la accién del
grupo unitario de A puede estudiarse como el cociente Us/Up y su espacio tangente resulta
(TO)x ' Aan/Ban (donde Aanh y Ban corresponde a los elementos anti-hermitianos de A y B res-

pectivamente). Resulta entonces natural introducir la métrica (cociente) llvllx = inf{llz—yll : y €
Ban} para x € 0. El objetivo en este contexto se centra en establecer soluciones a los problemas:

® Dado x € O y v € (T O)y, hallar una curva y contenida en la 6rbita de longitud minima tal
que y(0) = xy y(0) = v.

= Dados X, y € 0, hallar una curva de longitud m'nima que los una.

Aunque en [19, 20] los autores llegan a solucionar estos problemas en determinados casos,
en variedades modeladas con espacios de Banach mas generales puede ocurrir que dos puntos no
puedan ser unidos por una geodésica minimal ([22, 30]) o, mas aln, no puedan ser unidos por
una geodésica asociada a la conexion de la métrica ([16]).

En este trabajo abordamos ambos problemas en dos casos distintos.

Para el primer caso, los trabajos [9, 8] de L. Recht, G. Larotonda y E. Andruchow fueron
fundamentales. Estos articulos tratan sobre la estructura diferenciable de la orbita de la accion de
los grupos p-Schatten Up(H), la distancia rectificable inducida y la métrica de Finsler asociada
a la accion de este grupo. Tales antecedentes fueron considerados en esta tesis en el caso de las
p-métricas cocientes en la esfera de un espacio de Hilbert.

Si generalizamos la situacion anterior, podemos plantear el estudio de la esfera en un médulo
de Hilbert M provisto de un producto interno con valores en una C*-algebra unital. Este conjunto
fue estudiado inicialmente en [5] donde se determind su estructura de variedad diferencial y, pos-
teriormente en [14], donde los autores definen una métrica cociente y algunas curvas minimales
para la métrica definida. En particular, consideran la esfera como espacio homogéneo del grupo
de Uc(M) de operadores unitarios acotados definidos en M tales que U - les un operador de
rango finito.

Los articulos anteriores motivaron el segundo caso de estudio: el anélisis de la esfera Sy de
una C*-algebra con un estado fiel. Es decir, la esfera sobre el pre-mé6dulo de Hilbert inducido por
¢. La caracterizacion del grupo de operadores que actlia sobre esta esfera implic6 considerar la




teor'1a de operadores lineales propios y simetrizables en espacios con dos normas, iniciada inde-
pendientemente por M.G. Krein y P. Lax [28, 24] y posteriormente desarrollada por I. Gohberg
y M. Zambickii [21].

Por ultimo, cabe mencionar que los problemas de minimizacioén de curvas en orbitas fueron
bastante estudiados cuando se considera la 6rbita de una proyeccién en B(H) bajo la accién

de operadores unitarios U2(H). Esta 6rbita coincide con la componente conexa de la variedad
Grassmanniana. En [17, 32] se definié una estructura reductiva en esta variedad y en [2] se

analizd la geometria de la Grassmanniana restringida o de Sato. Posteriormente en [1, 12] se
muestra que todo par de proyecciones en la misma 6rbita puede unirse por una curva minimal y
se establecen condiciones para su unicidad. Aplicaremos estos resultados al analizar la métrica
en el espacio proyectivo.

0.2. Principales resultados obtenidos

Los aportes originales de esta tesis se encuentran publicados en los art’iculos [3] y [15]. En
el primer trabajo, nos enfocamos al estudio de las métricas cocientes inducidas por la accion
de los grupos Up(H) sobre la esfera de un espacio de Hilbert H separable. El segundo trabajo
corresponde al estudio de la esfera y el espacio proyectivo en el contexto de C*-algebras con un
estado fiel.

Los principales resultados de este trabajo de tesis se presentan de la siguiente manera. En el
segundo cap’itulo se encuentran los resultados vinculados con el grupo de operadores adjunta-
bles sobre una C*-algebra con un estado fiel, invariantes respecto a ¢, dado por Uy(A) y otras
propiedades de los operadores encontradas en este contexto. La caracterizacion de la descom-
posicion matricial de los operadores presentada en esta seccion serd utilizada en las secciones
posteriores. En el capitulo 3 se realiza la caracterizacion geométrica y métrica de la esfera de un
espacio de Hilbert como espacio homogéneo de la accién de los grupos Up(H), con p = 2 par.
En particular, se presenta una caracterizacion de los elementos geométricos involucrados en la
estructura reductiva en el caso p = 2 y las curvas minimales con esta métrica. En el capitulo 4, se
aborda el estudio en la esfera de una C*-algebra con un estado fiel, utilizando algunos resultados
del capitulo 2 y siguiendo ideas similares al estudio realizado en el cap’itulo 3. Finalmente, en el
tltimo capitulo se incluyen resultados de minimalidad de curvas en el espacio proyectivo de una
C*-algebra con un estado fiel.

A continuacion brindamos una breve enumeracion de los principales resultados que desarro-
llaremos.




Meétricas cocientes en la esfera de un espacio de Hilbert

Dado un espacio de Hilbert H separable con su producto interno (, ), consideramos la esfera
sobre H definida por

SH) = ,xe H:(x x)= 1,.
Las caracteristicas geométricas de este conjunto con la métrica usual inducida por la norma
de H son bien conocidas. Se trata de una subvariedad de H, cuya estructura diferencial fue
estudiada tanto en dimension finita como infinita. Estudiamos esta esfera bajo la accion de los
grupos Up(H) que son perturbaciones de la unidad por ideales de Schatten. Con el estudio de la
estructura métrica inducida vamos a caracterizar no sélo las curvas minimales bajo condiciones
iniciales sino también la estructura reductiva generada.

Sobre S (H), sea: Up(H) x S (H) — S (H) la accién del grupo Up(H) dada por u- x := ux,
para X € S (H) y u € Up(H). Es claro que la 6rbita de esta accién para cualquier x € S (H) coin-
cide con S(H), es decir, la accién es transitiva. Como ademas es suave, podemos considerar
a la esfera S(H) como espacio homogéneo de la accion de Up(H). Brevemente esto significa
que podemos considerar S(H) * Up(H)/Gx, donde Gx es el subgrupo de isotropia de algiin
x € S(H) fijo. Dado x € S(H), definimos una métrica de Finsler sobre el espacio tangente
(TS (H))x cuando lo identificamos con el cociente Bp(H)an/gx, donde gx es el algebra de Lie
del grupo de isotrop”a de x. Si v € (TS (H)), definimos

4 4

"V”x,p =m’n lz —y”p . y (S gx

donde el minimo se considera sobre alglin representante z € Bp(H)an tal que (dmx)1(z) =z-x=V.
Cuando no haya confusion con el valor de p, abreviaremos la notacién de la norma en el cociente
por llvllx. Estos operadores z se denominan levantamientos de v. Diremos que un levantamiento
Zo es minimal si verifica lIVllx,p = llzollp.

Nuestros primeros resultados se focalizan en establecer la existencia y unicidad de estos

levantamientos minimales y, ademas, en caracterizarlos matricialmente para cada v € TS (H).

Teorema (3.1). Sean p positivoy par , x € S (H) y v € (TS (H))x. Un elemento zo € Bp(H)an tal

que (dmx)1(zo) = v es un levantamiento minimal de v si y solo si tr(z’—1y) = 0 para todo y € gx.
El levantamiento minimal zo verifica esta condicion si y s6lo si su representacion matricial

respecto la descomposicion H = (x) @ (x)* es




donde b : (x) — (x)* operador acotadoy A € R.

Teniendo en cuenta esta caracterizacion, se deduce la forma matricial en varios casos parti-
culares (Corol. 3.1, 3.2 y 3.3).

La identificacion (TS(H))x  Bp(H)an/gx induce una forma de medir curvas en S(H) y
una distancia rectificable ap(x, y), definida como el “infimo de las longitudes de todas las curvas
contenidas en S (H) que unen a x con y. Por el anilisis anterior, es posible establecer la norma de

los levantamientos minimales en funcién de v € (TS (H))x y obtener luego resultados como los
siguientes:

Teorema (3.2). Sea p entero positivo par. Sean x € S (H), v € (TS (H))x, dado por

v=aix+VveEH = (X)® () (a« €R), y 20 € Bp(H)an el Gnico levantamiento minimal de v.
Si

s
lzollp < 4
entonces la curva
u(t) = ex

que verifica u(0) = x y 1(0) = v, tiene longitud minimal entre todas la curvas que unen los
mismos puntos extremos.

Teorema (3.3). Sea p entero positivo par, x € S(H), v € (x)* < (TS(H))x ¥ 2o € Bp(H)an el
Unico levantamiento minimal de v. Si

—l}
Ivil < _
4 2
entonces la curva

u(t) = e®x

que verifica u(0) = x y [(0) = v, tiene longitud minimal en el intervalo [0,1]. Mas ain,
sillvil = % esta curva es corta para todas estas p-meétricas cocientes.

Para el caso p = 2, la esfera S (H) es un espacio homogéneo reductivo infinito-dimensional.
La geometria de estos espacios fue estudiada en [31] en el contexto de C*-algebras. Vamos
a seguir esta referencia para las definiciones y los calculos de los elementos que caracterizan
esta estructura. Fue posible encontrar expresiones para las conexiones reductiva y clasificante e
identificar caracteristicas de sus curvas geodésicas (Prop. 3.6 y 3.7). En particular se obtuvo que

la conexion de Levi-Civita para la métrica cociente esta dada por

Vu(V) =V w —12 (V, X)W + (W, X)V




para X € S(H), V campo tangente y v,w € (T S(H))x. La curva geodésica que comienza en X con
velocidad v esta” dada por

y() = exp(kx(V)Dx

donde la aplicacion exp es la aplicacién exponencial de la estructura homogénea de S(H) y

kx : (TS(H))x — gi es la aplicacién:

1
A=V
K (V) := 0

vo O

paraV = iAX + Vo con Vo € (X)- y A €R.

Para el caso p = 2, en el Teorema 3.4 se explicitaron las curvas geodésicas a partir de condi-
ciones iniciales dadas:

* La curva geodésica que inicia en X € S(H) con velocidad v € (TS(H))x donde v € (x)*
resulta ser y : [0, 1] - S(H) dada por

Sen!llvlltlv

vl

y(t) := COS(||V||'[)X +

= La curva geodésica que une dos puntos x,y € S(H), y /= —x tal que (X, y) € R resulta

(kt)
x + SERE,

vl

y(t) := cos(kt)

donde v = y-(y, X)x y k = arccos({y, x}).

En particular, en el caso de H espacio de Hilbert real, todas las geodésicas de la estructura
reductiva vienen dadas por estas curvas.

Este analisis permitié6 mostrar que s6lo en el caso de H un espacio de Hilbert real, la accion
del grupo unitario de Hilbert-Schmidt induce en la esfera la métrica Riemmanianna usual (la

métrica ambiente de la inclusion S(H) < H).

La esfera de una C*-algebra con un estado fiel y el espacio proyectivo aso-
ciado.

Sea A una C*algebra unital con un estado fiel ¢ : A — C. El estado induce una estructura de

pre-modulo de Hilbert en A dada por el producto inducido {x,y) = ¢(x*y). Notemos que en A




quedan definidas dos normas: lanorma usual Il - Il ylanorma Il - lly inducida por ¢, donde esta
ltima no resulta completa.

Definimos la esfera en A asociada a ¢ como el conjunto:

Spi= XEA:pr) =1

Vamos a definir una estructura C* homogénea, inducida por la accién del grupo Uy de ope-
radores inversibles invariantes respecto al producto asociado al estado ¢.
En primer lugar, nos enfocamos en encontrar propiedades de los operadores definidos sobre

A. Para ello trabajamos con el dlgebra de los operadores acotados adjuntables Ba(A): operadores

acotados T : A — A para los cuales existe T/ que verifica $(Tx,y) = ¢(x, T/y). En esta algebra
definimos lanorma

’ ’
ITla =méax 0T NTII .

Con esta norma, Ba(A) resulta una =-algebra. Sefialemos algunos resultados utiles. En primer
lugar, todo operador G adjuntable e inversible, suficientemente cerca de la identidad, que verifi-
que IIG/G— 1lla < 1 admite una descomposicién de la forma G = UH con H € Gla(4), H/ = H,
H2 = G/Gy U € Uy(A) [Prop. 2.1]. En segundo lugar, si U € Up(A) con IU - 1lla <1, con r
suficientemente chico, entonces existe Z € Ba(A) con Z/ = —Z, Z una funciéon C* diferenciable
de U, tal que U = & [Prop. 2.2].

Con estos resultados se prueba que el grupo Up(A) es un grupo de Lie-Banach C* dife-
renciable y una subvariedad complementada de Ba(A). Méas ain, su algebra Lie-Banach es el
conjunto Bas(A) de operadores T adjuntables tales que T/ = -T. [Corol. 2.2]

Estos hechos permitieron probar que el conjunto de proyectores simétricos Pa es una subva-

riedad complementada de Ba(4) [Teor. 2.4].

Como consecuencia de esta caracterizacion de operadores y sus propiedades fue posible mos-
trar que la accion del grupo Uy(A) sobre Sy es transitiva [Teor.4.1]. Ademas, se demostré que
los operadores inversibles en Ugp(A) que conectan 1 con cualquier otro elemento de la esfera son
exponenciales del grupo. La exponencial se aplica a elementos de la forma F +Al donde F es un

operador en F (4) y A € (-m, ). De esta manera fue posible concluir que la esfera S¢ es conexa.
El siguiente paso fue describir la estructura diferencial de la esfera S¢. En particular, se

demostro el teorema:

Teorema (4.2). La esfera S¢ es una C* subvariedad complementada de A, y un espacio ho-
mogéneo de Uy(A). Para todo xo € S¢ fijo, la aplicacion my, : Up(A) — Sp, dada por
Tix, (U) = U (X0), es una sumersion C=-diferenciable.




Teniendo la estructura de variedad diferenciable homogénea, abordamos algunos resultados
més especificos de este contexto. Un primer paso fue notar que el espacio tangente de S¢ en 1 se
descompone naturalmente como la suma directa (R-lineal)

(TSp)1 = Aan @ N(d)s.

Aqu’1 Aan denota el espacio de elementos antihermitianos de A y N(¢p)s = N(¢) N As son los
elementos autoadjuntos en el niicleo de ¢. [Lema 4.3]

Esta descomposicion del (T S¢)1 permite probar que la aplicacion

W: (TSe)1 = Aan O N(d)s — Sy, u(a, b) = e3(eP®1-180(1)),

resulta ser un difeomorfismo local cerca del origen. Luego todo elemento x € S¢ suficientemente

cerca de 1 se factoriza X = UXs con U unitario y con Xs un elemento autoadjunto en Sg.
Por otro lado, se prueba que la parte autoadjunta S¢,s de S¢, dada por

Sos= XEAs:d0@) =1 =SpnAs.

es una subvariedad de 4, y, por lo tanto, lo es de S¢. Lo interesante de los resultados anteriores
surge al considerar la restriccion ms de la aplicacion p:

H:No S a®1-1®a 21/2 sin(¢d(a2)/2)
s ()= o5 , Ww(@=e (1) =cos(p@) )1+ ———
$(a?)/?

La aplicacién s es sobreyectiva y tiene inversa a derecha suave definida sobre Sg,s\ {1, —1}.
Mas aun, esta aplicacion define un espacio recubridor. (Prop. 4.6)

A partir del analisis de Sy se abordd el estudio del espacio proyectivo dado por
Po = So/T = So/ ~
donde X ~ X' si X' = zx paraz € C con |z| = 1. Si X € S¢, y G € Uy(A), entonces
Gx € S¢ y por lo tanto [Gx] € Py.

Esto implica que existe una accién transitiva del grupo Uyp(A) sobre Py. Usando resultados
demostrados para S¢ obtenemos que el espacio proyectivo Py es una variedad diferenciable y un

espacio homogéneo del grupo Uyp(A), con la topologia cociente. Mas atin, Py = exp(F (4)) y




por lo tanto, es conexo. [Teor. 5.1]
La estrategia para introducir una métrica e interpretar los elementos en el fibrado tangente

del espacio proyectivo se baso en interpretar (via homeomorfismo) cada clase [x] € Py como el
proyector X @ x de rango uno, con X € Sy algln representante de la clase. El conjunto de estos

proyectores lo denotamos por P1(4, ¢).

Si [xo] € Py y [a] es un vector tangente a [Xo], la métrica en este espacio tangente se define
por

[[a]|xor = ‘mnf{lla-ir-xolly : r €R},
i.e. la norma cociente en el espacio inducida por la 2-norma en A (asociada al estado ¢). Esta
métrica resulta ser un maltiplo de la norma de Hilbert-Schmidt:

1 212 1
|[allr =%%Tr((a®x+x®a) ) = %Lzlla®x+x®aIIH5,

donde Tr denota la traza usual en B(L) y Il lus denota la norma de Hilbert-Schmidt. [Teor. 5.2]

Los ltimos resultados se concentran en determinar curvas minimales en funcién de condi-
ciones iniciales o con puntos extremos fijos dados. Nuevamente el homeomorfismo de P¢ con
P1(A, ¢) y resultados conocidos de proyectores sobre un espacio de Hilbert permiti6 encontrar

soluciones a estos problemas:

Teorema (5.3). Sea [x] € Py y [v] € (TP¢)[y. La Unica geodésica & : [0, 1] — Py que satisface

6(0) = [x] y 80 =1

esta dada por
8(t) = [e"(xo)].
La geodésica es minimal para |[V]|q < 5%5.

Teorema (5.4). Sean [x], [y] € P.

1. Si ¢(y*x) /= 0, entonces existe una dnica geodésica en Py
5(t) = [eit(z®1+1®z)(1)]

que une 8(0) = [x] y &(1) = [y], la cual es minimal para todo t € [0, 1]. El elemento z
esta dado por
;e cosT(|dxy)) y b xy x

- <z—2|¢<x*y>|2>1/2( -




La distancia geodésica entre [x] e [y] esta dada por
1

-1 *
d([x], [yD) = \/Zcos (1px y))).

2. Si ¢p(x*y) = 0, entonces existen infinitas curvas geodésicas minimales en P4 que unen [x]
con [y]. Estas son de la forma

5(t) = [eitf(X®y+Y®x)(X)]

y tienen longitud d([x], [y]) = %
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Cap itulo 1

Preliminares

En este cap’itulo presentamos algunas de las nociones preliminares y notaciones utilizadas
durante el desarrollo del trabajo. Por un lado, se establecen aquellos contenidos vinculados con
algebras de operadores, las C*-algebras y los médulos de Hilbert. Por otro lado, se determinan
las nociones geométricas sobre variedades diferenciales y homogéneas en dimension infinita que
utilizaremos para describir las esferas dentro del contexto de las algebras de operadores.

1.1. Algebras de operadores

A lo largo de esta tesis consideremos H un espacio de Hilbert separable, B(H) el conjunto de
los operadores acotados sobre H, ambos con la norma usual, y 1 € B(H) el operador identidad.
En este contexto, definimos la esfera en H por S(H) := {x € H : (x, x) = 1}.

Al trabajar con operadores en B(H), estaremos utilizando las siguientes notaciones:

B(H), ={a€ B(H):a = a*} B(H)an = {a € B(H) : —a = a*}
U(H) = {u € B(H) : u es unitario } K (H) = {a € B(H) : a es compacto}
UH).={ue UH):u-1€ K(H)} F (H) = {a € B(H) : dim(ran(a)) < oo}

Notar que F (H) esta generado por los operadores de rango uno: si X,y € H, el operador de rango
uno Xx@Yy:H — H esta” definido por

XQ y(Z) = (Z/ y)X

donde (, ) define el producto interno de H.

11



1.1. ALGEBRAS DE OPERADORES

Denotaremos GI(H) al grupo de elementos inversibles en B(H), el cual es un conjunto abier-
to en B(H). Denotamos ademas Q (H) = {q € B(H) : g2 = g} al conjunto de elementos idem-
potentes y P (H) = {p € B(H) : p?2 = p* = p} al conjunto de las proyecciones ortogonales de
B(H). Como todo subespacio cerrado en H define un Gnico proyector ortogonal con S = ran(p)
entonces este conjunto esta” asociado a la variedad Grassmanniana del espacio de Hilbert dada
por

Gr(H) := {Sc H : S es un subespacio cerrado de H}.

Por ejemplo, si x € H tiene norma 1, entonces el operador X ® X es un proyector ortogonal sobre
el subespacio S =< x >. Denotaremos P1(H) al subconjunto de estos operadores de rango 1 en
P(H).

Recordemos que el espacio K (H) con la norma usual de operadores es un espacio de Banach,

y que un operador a € B(H) es compacto si y sdlo si la clausura de la imagen (por a) de la bola
unitaria en H es un conjunto compacto en H.

Los autovalores de un operador autoadjunto y compacto a € B(H) se pueden ordenar en una

sucesion {An(a)}nen, de manera que |An(a)| = |An+1(a)| para todo n € N, donde cada autovalor
se repite tantas veces como indica su multiplicidad y completando con ceros la sucesion en el

caso de que el operador tenga finitos autovalores. En particular se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.1. Sea a un operador compacto autoadjunto sobre H. Existe un sistema ortonormal
X1, X2, ... de autovectores de a con autovalores correspondientes A1, A2, ... tal que, para cada
X € H,es

ax = An{X; Xn)Xn.
ne

Si la sucesion {An}nen es infinita, entonces converge a cero.

Un operador a € B(H) se dice positivo si es autoadjunto y (ax;x) = 0 para todo x € H. Sea

{ej} jen una b.o.n. para el espacio de Hilbert H. Para cada operador positivo a € B(H) definimos
la traza de a por

tr(a) = ) (Tej, ej)

JEN

siendo tr(a) € [0, ©). Esta definicién no depende de la base elegida.
Para 1 < p < oo, la p-clase de Schatten se define por

Bp(H) = {a € B(H) : tr(]a|’) < oo}.

La p-norma de un operador en Bp(H) se define por llallf = tr(ja|’), donde |a| = (aa*)/2 Estos

12



CAP’ITULO 1. PRELIMINARES

conjuntos son ideales bilateros en B(H). La notacién para los subconjuntos de operadores se
generaliza anilogamente: Bp(H)n, Bp(H)an y Up(H), representan los operadores autoadjuntos,

los operadores antihermitianos de Bp(H) y los operadores unitarios con u- 1 € Bp(H) respecti-
vamente.

Cuando p = 1, los elementos de Bi(H) se conocen como operadores traza. Si p = 2, los ele-

mentos de B2(H) se denominan operadores de Hilbert-Schmidt, y forman un espacio de Hilbert
con la 2-norma inducida. En este caso, el producto interno esta” dado por

(X, y) = tr(xy*); x, y€ Bz(H).

1.2. Cr-algebras

Un algebra de Banach A es un C-espacio vectorial (4, +) dotado de un producto algebraico
equipado con una norma Il . Il tal que A es un espacio normado completo con respecto a dicha

norma y tal que se verifica
llabll < llalllibll

para todo a, b € A.

En particular, si existe un elemento unidad 1 € A tal que 1a= al = apara todo a€ A4,

diremos que A es unital y, en tal caso, la norma verifica I11l = 1. Una involucion en A es una
aplicacion * : A — A tal que cumple:

" (qa+b)* = aa* + b*
paratodoa,b€A ya€C.
Una C*-algebra es una algebra de Banach A con una involucién * tal que cumple la condi-
cion:
laall = llall?. (1.1)
Esta condicion asegura que la involucion preserva la norma y, por lo tanto, es continua. Es decir,
paratodoa €A

llall = lla*ll.

Un subconjunto B de un 4lgebra A se dice una subalgebra de A si es un subespacio vectorial de

A cerrado respecto al producto algebraico. Una C*-subalgebra es una subalgebra cerrada bajo

13



1.2. C*-ALGEBRAS

la involucién * que verifica la condicién (1.1). En particular, para cualquier elemento a € A se

define C*(a) la C*-subalgebra de A generada por a. Esta subalgebra es la menor subalgebra
que contiene aay a*

Consideremos a continuacion A una C*-algebra unital, 1 unidad de A. Un elemento a € A se

dice:
® normal si a*a = aa’;
® hermitiano o autoadjunto si a = a*;
= antihermitiano si a = -a*;
® inversible si existe a! €A tal que aa!l = ala=1;
® unitario si a es inversible y a* = a;
® jdempotente si az = g;
" proyeccion siaz = a = a*.

= isometria parcial si a*a es una proyeccion. En particular, se denomina proyeccion inicial

aa*ay proyeccion final a aa*. En el caso en que a*a = 1, diremos que a es una isometria.

Aligual que antes, An denotara” el conjunto de los elementos de A que son autoadjuntos y Aan el
conjunto de elementos antihermitianos.

Notar que si a es normal, el dlgebra C*(a) resulta conmutativa y por lo tanto (gracias al teo-

rema de Gelfand-Naimark-Segal) puede representarse como C(X) para cierto espacio topolégico
compacto X.

Cualquier elemento a € A se puede escribir como a = x + iy con X e y autoadjuntos, donde

a+ar a+ar _
X=" y=" a*a = X2+ y2 +i(xy + yx)

de donde resulta
a*a+aa* = 2(x2 +y2).
Notar que un elemento a es normal si y sélo si el conmutador [X, y] := Xy — yX es nulo.

Denotaremos Gly al grupo de elementos inversibles en A. Este conjunto es abierto en A.

Denotamos ademés Q4 el conjunto de elementos idempotentes y P4 el conjunto de las pro-
yecciones de una C*—algebra dada.

14



CAP’ITULO 1. PRELIMINARES

Definimos el espectro de a € A por

o(@={AeC:a—A1£Gly}

Dado a € A las siguientes propiedades son equivalentes:
" a es autoadjunto y o(a) c R™,
® a = b2 para alglin b autoadjunto,
" a=a*ylt-all <t para cualquiert = lall

" a=a*yllt—all <tparaalgint <llall.

Un elemento a € A que satisface las condiciones anteriores se dice positivo (se simboliza a > 0)

y A" denota el conjunto de elementos positivos de A. Por medio de los elementos positivos se
puede ordenar parcialmente a A definiendo la relacion a = b siempre que a—b = 0.

Una funcional ¢ : A - C sobre A es positiva si ¢(a) = 0, Va > 0 y, en tal caso, denotaremos
¢ = 0. Un estado sobre A es una funcional positiva de norma 1. Por ejemplo, si £ € H, para H

espacio de Hilbert, y A es una C*-dlgebra de operadores en B(H) entonces

dg(a) := (ag, &) acA

es una funcional positiva sobre A con norma ligzl = IIElI2. Luego si £ tiene norma 1, ¢z es un
estado para A. En particular, si A = B(H) hay estados de la forma ¢:(T) := (T(2),z) (donde
ZzeEHy|z] =1).

Diremos que un estado ¢ es fiel si ¢p(x*x) = 0 implica que x = 0.
Sea A una C*-algebra unital y B ¢ A una C*-subélgebrade A con1 € B.Sea¢:A — B un
morfismo tal que verifica:

= (@ eslineal y suimagen es B,

" ¢ = ¢ (ie, es un proyector sobre B),

= llp@)ll < llall.

Este morfismo se denomina esperanza condicional. Diremos que la esperanza condicional
es fiel siva= 0, @(a) = 0 implica que a = 0.

Por ejemplo, los estados de una C*—3algebra unital A son esperanzas condicionales de A en
B =C1.

Algunos ejemplos clasicos de C*-algebras son:
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1.3. MODULOS DE HILBERT

®= B(H) o K(H) con la norma usual de operadores y la involucién dada por la adjuncion.

= El conjunto de funciones continuas C(X) sobre un conjunto compacto X con la norma
Il := supxex | f(x)| y la involucién es f*(x) := f(x).

= El conjunto de funciones continuas Co(X) sobre X localmente compacto, que se anulan en
infinito, con la misma norma e involucion del ejemplo anterior.

" La subalgebra C*(s) c B(H) donde s es el operador unilateral shift (también denominada
algebra de Toeplitz).

Si consideramos una C*-algebra A con un estado fiel ¢, y consideramos el conjunto

No = {X € 4 : dp(x*x) = 0}

entonces existe un espacio de Hilbert asociado He que es la completacién del cociente A/Ng
con la norma lIxlly = ¢p(x*x). Luego es posible representar a A en el espacio L = L%(4, ¢) (la
completacion de (A/Ng, Il llp)) con la representacién debida a Gelfand, Naimark y Segal (GNS)
inducida por ¢. Un elemento a € A se incorpora en L como el operador La(§) = af. La norma
de estos operadores resulta lILall = llally = dp(aa)V/2.

1.3. Modulos de Hilbert

Se dice que M es un A-modulo a izquierda si M es un C-espacio vectorial, A es una C*-

algebra y existe - : A x M — M un mapa con las siguientes propiedades:
"a-(x+y)=a-x+a-yya-(Ax) =A@-x)

" (a+b)-x=a-x+b-x,Aa)x=2A@-x)y (@) x=a-(b-x

para todo x,y € M, a;b € A, A € C.
Un semiproducto interno en M a valores en A es un mapa (+;-) : MxM - A tal que:

® (-;+) es lineal en la primera variable y (a-X;y) = a-(X;y),

"Xy =Xy

= (X;X) 20,
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CAP’ITULO 1. PRELIMINARES

para todo x,y € M, a € A. Escribimos (-; )4 cuando sea necesario distinguir la C*—algebra donde
toma valores el semiproducto interno.

Si ademas se cumple que (X;X) = 0 implica X = 0, decimos que (-;-) es un producto interno
en M avaloresen A.

Si M es un A mddulo con semiproducto interno y X,y € M entonces se cumple

(¥, X)X, y) < ll(x, )1y, y).

Para cada X € M notaremos lIxly := I{x, X)IIZ,ldefinido a partir de la norma Il . Il en A. Notaremos
por |x| al elemento autoadjunto de A dado por (X, X)lZ. Luego, se sigue de la propiedad anterior
que

[(x, ) < lIxli]y].

Diremos que M es un A—maodulo de Hilbert (a izquierda) si M es un médulo con producto in-
terno tal que es completo respecto a la norma inducida por dicho producto. Si ademas la clausura

{(x, y) : X, y € M} c A coincide con A, diremos que M es pleno. Veamos algunos ejemplos de

modulos:

= Toda C*—algebra A es, en si misma, un A —madulo de Hilbert con el producto (a, b) = a*b.
Con este mismo producto, todo ideal a derecha cerrado de A también es un A —mddulo de
Hilbert.

= Sea A una C*—algebra unital, B ¢ A una subalgebra de A tal que 1 € B. Si existe una
esperanza condicional E en A respecto a B ¢ A, dado N un A-médulo de Hilbert con
(, )4 producto interno entonces N es un preB-modulo de Hilbert con el semiproducto

X y)p = E((X/ Y)A ).

= Sea {Mi}iel una familia de A—mobdulos de Hilbert. Consideramos M el conjunto de las
familias x = (X;)iel, tales que para todo i € I, xi € Mi. Si | es un conjunto finito, entonces M
resulta un A —modulo de Hilbert con el producto (X, y) = Y (Xi, yi). Denotamos en particular

Mi a dicho médulo.

1.4. Operadores en modulos de Hilbert sobre una C*-algebra

Dados M, N dos A—moddulos de Hilbert, definimos el conjunto de operadores adjuntables
como:

LM,N) := t:M— N:3t,(x,y) = (x, tly), vXx €M, Vy €N
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1.4. OPERADORES EN MODULOS DE HILBERT SOBRE UNA C*-ALGEBRA

y denotaremos L (M) = L (M, M). En particular, L (M) es una C*—algebra con la norma
lIth := sup{ll{tx, )1l : x € M}.

SeaxeMey€eN, con M,N dos A—moddulos de Hilbert, entonces definimos:

XQYy:N-M ,  xQy@=x®Y)z:=x(y,2z)

y estos operadores se denominan operadores de rango 1. Estos operadores tienen las siguientes
propiedades:

" XQY) =y®x
" XQY)-U®V) = (X(y,u) ®Vv=xQ (Vu,y))
"tx®Y) = )Ry

" (XQY)s =xQ(sly)

para todox € M,y,u€e N,ve G;s€ L(G,N),t € L(M,G) con M,N, G A—modulos de Hilbert.
Denotaremos por F (N, M) a la clausura del subespacio generado por {x @ y;x € M,y € N}.
En particular, denotaremos F (M) := F (M, M). Este subespacio es ademas un ideal en L(M). Si

M es un A-médulo de Hilbert entonces es posible probar que M es un F (M)-moédulo de Hilbert
a derecha pleno con las siguientes operaciones:

= .. MxF(M)->M, ZXQ®y =xQy@
" (5):MxM - F(M); xy)=xQ®y

con X;y;Z € M. Ademaés las normas inducidas por F' (M) y A en M coinciden.
Un operador adjuntable u: M — N se dice unitariosi uW = 1m y Wu = 1n. Denotaremos por
U(L(M, N)) a la clase de operadores unitarios en L(M, N). Los operadores t € L(M) se dicen

proyectores si t2 =t =t/ y diremos que t es isometria parcial si t/t es una proyeccién. En tal
caso, denotaremos:

UM) = {u € L(M) : u es unitario ulu = uw/ = 1}

U(M)¢ = {u € L(M) : u unitario y verificau-1 € F (M)}
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Podemos definir dos aplicaciones lineales naturales entre elementos de M y operadores en

F(M):
Y: M- F(M); Yx) = xQX

Oy : M = F(M); Ou(y) ;=X QY

Si restringimos estas aplicaciones a los elementos de x € M tales que (x, X) = 1, la imagen de ¥
estara” contenida en el conjunto de proyecciones de L(M), ya que IIx @ Xl gn = lIXlm = 1. Por
otro lado, la imagen de @ serd el conjunto de isometrias parciales con y® y proyeccion inicial y
X @ X proyeccion final. En ambos casos, la imagen de estas aplicaciones estd contenida en F' (M).

1.5. Operadores adjuntables en C*-algebras con un estado fiel

Si A es una C*-algebra unital con un estado fiel $ : A — C y $(1) = 1 entonces el producto

(a,b) = p(a*b) define en A una estructura de pre-C-mddulo de Hilbert. Luego las definiciones
anteriores pueden redefinirse de manera similar en este contexto pero teniendo en cuenta que en

esta situacion, la norma inducida por el producto interno (X, y) := ¢(x*y) no es completa.
Con la misma notacién que en B(H), se definen los operadores de rango 1 dados por:

X® Y(E) = (Y, &)X

donde x,y € A, definidos sobre € € Hy (el espacio de Hilbert asociado a la representacion de
la C*-algebra). En particular, si a € 4, x® y(a) = ¢p(y*a)x. Usaremos nuevamente la notacién
F (A) para el conjunto generado por operadores de rango uno con s1mbolos en A.

Denotaremos B(A) al conjunto de operadores acotados definidos en A. Diremos que
T € B(A) es adjuntable si existe S € B(A) tal que

Gy T (X)) = d(Sy)x).

Denotaremos en este caso S = T/. Por ejemplo, si La denota la multiplicacién a izquierda (a € A)

entonces Lg = La+. Denotamos Ba(A) al conjunto de operadores adjuntables. Notar que en este
caso, A no es un médulo de Hilbert con el producto inducido por ¢ (por falta de completitud de

la norma asociada) y por lo tanto Ba(A) es una subalgebra (no cerrada) de B(A).
Sea

Bs(A) = {T € Ba(A): T/ =T}

en conjunto de los operadores adjuntables que son simétricos respecto a ¢. Estos operadores se
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denominaban simetrizables. M.G. Krein [24] y P. Lax [28] estudiaron esta clase de operadores, en
el contexto de un 4lgebra de Banach con un producto interno definido positivo. En particular, ellos
mostraron que estos operadores se extienden a operadores autoadjuntos en L. Si T es adjuntable,
Ti=3(T+ THyT: = :Zi (T —TJ) son simétricos, y ademés se extienden a L, asi T = T1 +iT2

se extiende a L, al igual que T/, y la extensién de T/ es el operador adjunto de la extensién de
T en L. Este resultado también fue posteriormente obtenido por I. Gohberg and M.K. Zambickii
[21] como una adaptacién del caso de espacios de Banach con dos normas (ninguna de las cuales

necesariamente es obtenida por un producto interno).

Notar que los operadores en F (4) son adjuntables ya que (a ® b)) = b ® a. Denotaremos

F(A)s ={T € F(A) : $(xTy) = ¢((Tx)"y)},

al subconjunto de operadores en F (A) que son simétricos para el producto interno inducido por
¢. Es decir, F (A)s = F (A) n Bs(A).
Definimos en Ba(A) la norma dada por

ITlla = max{IIT I, T/},

Con esta norma, Ba(A) resulta un espacio completo.
Ademas

ITSlla < IT llallSlla,

i.e. Ba(A) es un algebra de Banach, con involucién ]. Ademas es claro que IT/lla = IT lla. Sin
embargo, Ba(A) no es una C*-algebra. Por ejemplo, tomemos a € A con llall = 1y a*a # 1. Por
calculos elementales, es posible mostrar que

I(1®a)(1®a)lla=d(aa) ylll@alla=lal =1,

donde ¢(a*a) < 1. De hecho, como a*a < 1y ¢ es fiel, p(a*a) = 1 implica que a*a = 1.
Denotemos Gla(A) el grupo de operadores inversibles en Ba(A). Notar que G € Gla(4) si
y sé6lo si Gy G/ son inversibles en Ba(A). Ademas tenemos que 0B,)(T) =04 (THu oa(T)

para todo T € Ba(A).
Consideremos el subgrupo cerrado

Up(A) = {G € Gla(4) : d((GX)*Cy) = d(xy)}.

Es decir, Up(A) consiste de los operadores inversibles que actian en A que preserva el producto
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dado por el estado ¢. Ademas, si G € Uy(A) entonces G—1 = G. Es claro que Uy(A) contiene
a Ua, el grupo unitario de A, actuando por multiplicacién a izquierda sobre A: Lu(x) = ux
(u€ Ua, a€ A). Ademas Uyp(A) contiene al grupo de los ¢-invariante *-automorfismos de A:

0 € Aut(4) tales que $p(8(x)) = d(x), x € A. Para algunos calculos (por ejemplo, para mostrar
la transitividad de acciones de este grupo) sé6lo sera suficiente considerar estos elementos en

Ugp(A).
Por tltimo, notemos que los elementos G en Uy(A) no necesariamente son isométricos, y
IGlla = 1. Es claro que, para a € A, liLalla = llalle.

Sea (Ja el conjunto de idempotentes en Ba(A),
Qa = {Q € Ba(4) : Q2 = Q}.
En particular, Qa es una subvariedad analitica de Ba(A) (ver [33]). Denotemos
Pa={Pe€Qa:P/ =P},

el subconjunto de Qa de operadores idempotentes que son ortogonales con respecto a ¢ (y que
extienden a las proyecciones autoadjuntas en L). Denotaremos por P (L) al espacio de proyec-
ciones autoadjuntas de L, y por Pi(L) al subconjunto de proyecciones de rango 1. En particular,
denotaremos P1(4, ¢) el conjunto de proyecciones de rango uno generadas por elementos en
A c L, es decir, elementos de la forma x @ X con x € 4, ¢p(x*x) = 1.

Dada una proyeccion fija Po € P(L), los operadores sobre L pueden escribirse como matrices
de 2 x 2. Si escribimos

A = PoAPo + PoA(l = Po) + (I = Po)APo + (I =Po)A(l -Po) =a+b+c+d

entonces 1
a b
A=
cd
donde a = PoAPo denota un operador en B(R(Po)), b = PoA(1 —Po) un operador en B(N(Po), R(Po)),
10
y as’1 respectivamente. En esta forma matricial, Po = y la composicién de operadores
00

es igual al producto de matrices. Ademas,
I
al b
Al = o o
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Con esta notacién, decimos que A es Po-diagonal si verifica b =c¢c =0y A es Po-codiagonal
si a = d = 0. Denotaremos por Dp,y Cp,los subespacios de operadores Po-diagonales y Po-

codiagonales respectivamente. Basados en la representacion respecto a Po, B(L) puede descom-
ponerse como Dp, D Cp,.

1.6. Variedades de Banach

1.6.1. Estructura diferencial en dimension infinita

Decimos que M es variedad topologica modelada por un espacio de Banach E si existe

una coleccion de abiertos Ui € M y homeomorfismos ¢i : Ui = ¢(Ui) con ¢p(U;i) abiertos en E y
tales que se cumple la siguiente compatibilidad:

= Dados dos pares (Ui, ¢i) y (Uj, ¢ j) la funcion de transicion tij := ¢i ° cl)j—1 resulta continua
entre los correspondientes abiertos donde esta” definida. Llamaremos carta alrededor de
X € M al par (U, ¢) donde x € U.

Diremos que M es una variedad diferenciable de clase C¥ si es una variedad topoldgica con
funciones de transicion diferenciables Fréchet de dicha clase. La coleccion de cartas {(Ui, ¢i)}
se denomina atlas de M.

Decimos que un conjunto S € M, con M una variedad modelada por E espacio de Banach, es
una subvariedad regular de M si:

® E se descompone como suma de dos espacios de Banach E = E1 @ Ea.

= Dado x € S, existen (U, ¢) carta de M alrededor de x y abiertos A1 € E1, A2 € E2 tales que
¢ :U > A1 @ Az es un isomorfismo con ¢p(U NS) = A1 x{az} para cierto az € Az fijo.

Bajo estas condiciones, para todo punto x € S existe una carta (U, ¢) sobre M que induce una
carta sobre Sdada por el abierto U N Sy el difeomorfismo ¢ |s=pri1 = ¢. Es claro que estas
cartas forman un atlas diferenciable sobre Sy la topolog™a inducida por este atlas coincide con la
topolog’ia de subespacio de M.

El espacio tangente de una variedad en un punto puede ser vista de diferentes formas equiva-
lentes. A continuacion, presentaremos dos definiciones para este espacio.

Sean M variedad modelada por un espacio de Banach E y x € M, definimos el espacio tan-
gente de M en X como:

(TM)x= (U, ¢,v) : (U, ) carta alrededor de x, vEE .~

1

22



CAP’ITULO 1. PRELIMINARES

donde la relacién de equivalencia ~1 estd dada por

(U, d,v) ~1 (V, Y, W) siy solosiw =D = 1)V

0, equivalentemente

(TM)x = [ax : a: 1 = M curva diferenciable sobre M con a(0) = x

2

donde la relacién de equivalencia ~2 esta dada por

[a] ~2 [B] siysdlosi —

d d
dt-o(d) > aft)) = d‘t_0(¢ > B(1))

para alguna (U, ¢) carta alrededor de x. Denotaremos TM := Hxem(T M)y a la union disjunta de
todos los espacios tangentes de M.

Se puede probar que las relaciones de equivalencias estan bien definidas y son maneras equi-
valentes de presentar el espacio tangente a un punto en una variedad. Mds ain, via estas defi-

niciones es posible mostrar que (TM)x ' E y que este espacio es, en s'1 mismo, una variedad
diferenciable (ver [26]).
Sean E, F espacios de Banach y M, N variedades de Banach modeladas por estos espacios

respectivamente.

» Una funcién g : M — N se dice diferenciable (Fréchet) de clase C" si, para cada (U, ¢)
carta alrededor de x € M y (V, {) carta alrededor de g(x), tal que g(U) c V, la funcién

YegedtidpU) - (V)
es una funcion diferenciable (Fréchet) de clase C'.

En el caso en que g sea diferenciable, definimos la diferencial de la funcién como la aplicacion

g« =Dg:TM - TN dada localmente por:
gx(x, V) 1= (W * g ¢=1(x), DY+ g §=1)xv)

donde (U, ¢) y (V, ) son cartas de M y N respectivamente, X € $(U) yv e E ' (TM)x
Una herramienta 0til para definir una estructura de subvariedad sobre un conjunto estd dada

por la siguiente proposicion:
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Proposicion 1.1. Sea f : M — Z diferenciable Fréchet de clase C* (con k = 1) entre variedades,
tal que para todo x € M se tiene que fix = Dfx : (TM)x = (TZ) ¢ €s un epimorfismo cuyo
nicleo ker f« se parte en (T M)y, es decir, existe Qx subespacio cerrado de (T M)y tal que

(TM))( = Qx 69 ker f*x.

Sea zo0 € Z fijo. Entonces el conjunto N = f-1(zo) € M admite una estructura de subvariedad
regular cerrada de clase C con (TN)x ' ker f.x para todo x € N.

Esta proposicién es un resultado obtenido a partir del teorema de la funciéon implicita para
espacios de Banach cuya demostracion puede verse en [25] o [26].

Notar que para poder aplicar la proposicién anterior es necesario asegurar que el nicleo de
una funcio6n diferenciable se parte, lo cual no siempre es posible.

El espacio doble-tangente de una variedad sera” pensado como el espacio tangente de la va-
riedad TM. Denotaremos los elementos de TTM con la forma (x, v, u, w) donde xe U c M y
V,u € (TU)x o, equivalentemente, por la clase de una curva [B]xv con B(0) = (x,V) y
&0 (B = (u, w).

SeaTM := Hyxem(TM)xy m: TM — M la proyeccién canénica m(x, v) = m([a]x) := x entonces
(TM, M, 1) es un fibrado vectorial denominado fibrado tangente. Las secciones de este fibrado

X: M —> TM (que son funciones diferenciales) se denominan campos y notaremos x(M) al
conjunto de estos campos. Todo campo se puede trabajar como una derivacion usando que si

f € CK(M) entonces localmente X (f)(x) := prz o fax(X(X)).

Analogamente, tenemos la estructura de fibrado vectorial en (TTM,TM,rTm) donde
hemos definido mrTm(X,v,u,w) := (x,v). Sin embargo, tomando como funcion a
1« : TTM - TM la diferencial de m: TM - M, dada por m(x,Vv) = v, tenemos otra estructura

de fibrado (TTM, TM, 1t.). Notar que localmente no es dif'icil ver que (X, v, u, w) = (x, u), con
lo cual las estructuras sobre el doble-tangente son distintas. Dentro del fibrado doble-tangente

tenemos al subfibrado vertical TVM dado por los elementos de la forma (x,v,0,w) es decir
VTM = kerm..

1.6.2. Meétricas de Finsler

Si M una variedad modelada sobre un espacio de Banach, una métrica de Finsler sobre M
consiste en una distribucion continua de normas Il . llx en cada espacio tangente (TM)x. Esta
definicion de métrica de Finsler no incluye necesariamente la diferenciabilidad y convexidad

estricta de la norma, pues esto ser’1a demasiado restrictivo para nuestro posterior trabajo donde
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generalmente consideraremos normas sin estas propiedades. Dada una métrica de Finsler, la
longitud de una curva y definida paraa <t <b esta’” dada por:

b
long(y) = . Iy (D -

Sea R[xo, x1] el conjunto de las curvas suaves a trozos y : [0,1] - X uniendo y(0) = Xo con

y(1) = x1. Luego, se define la distancia geodésica en cada componente conexa de M como:

d(xo, x1) = “mf{long(y) : y € R[xo, x1]}.

Una curva se dice minimal en M si su longitud coincide con la distancia geodésica entre sus

puntos inicial y final.

1.7.  Grupos de Lie y espacios homogéneos

Un grupo de Lie-Banach (real) es un grupo topolégico G tal que es una variedad de Banach

donde las funciones G x G -— G;(u;Vv) »= uv; G —— G; U »— u-1 son suaves.
El espacio tangente (T G)e en la identidad e € G se denomina algebra de Lie de G y lo
denotaremos por g. Una vez conocida el algebra de Lie de un grupo de Lie-Banach es posible

calcular el espacio tangente en cualquier go € G trasladando a izquierda o derecha, es decir
(TG)g, = gog = ggo.

Sea y : R -— G una curva que satisface y(0) = e y y(s +1t) = y(s)y(t), para todo s;t € R. Un
subgrupo uniparamétrico de G consiste de los elementos {y(t)} para una curva con la propiedad

anterior. Para cada v € g, existe un Gnico subgrupo uniparamétrico suave yy de G tal que W(0) = v.
Esto permite la definicién de la aplicacion exponencial expg : g —> G dada por expg (V) = yv(1).
Puede mostrarse que la exponencial es una funcién suave.

Como ejemplos de grupos de Lie-Banach clasicos que utilizaremos en este texto podemos

mencionar:

= El grupo de operadores unitarios en U(H) cuya algebra de Lie es B(H)an.

= El grupo de operadores unitarios de una C*—algebra unital U4 cuya 4lgebra de Lie es Aah.

= El grupo Up(H), el cual es grupo de Lie-Banach con la topolog“ia relativa inducida por la
p-norma de Bp(H). En particular, el dlgebra de Lie de Up(H) se identifica con el conjunto

de operadores Bp(H)an.
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Sean G un grupo de Lie-Banach y X una variedad suave. Una accibn a izquierda de G sobre X

es una funcién suave m: G — X; (g; X) > TgX; que satisface
" Tn(Trg(X)) = mgn(X)
" 1e(Xx) = X donde e es el elemento neutro de G.

para g, h € G y x € X. Notaremos mg(X) = g-X
Dada un accion, la orbita de x € X, es el subconjunto de X

Ox ={g-x:g €G}.

Diremos que la accién es transitiva si se verifica que Ox coincide con X para todo X € X, es

decir, si para todos Xo; X1 € X, existe g € G tal que g+ Xo = X1. En este caso, diremos que X es un
espacio homogéneo.

Si la accién es localmente transitiva, la drbita de la accién de un grupo de Banach-Lie no
necesariamente tiene estructura de variedad con la topologia heredada. Para lograr esto, sera til
el siguiente resultado [34]:

Lema 1.1. Sea G un grupo Banach-Lie actuando suavemente sobre un espacio de Banach X.
Para xo € X fijo, denotemos por mx, : G — X la aplicacion suave my,(g) = g Xo. Supongamos
que

1. mw esuna aplicacion abierta, como aplicacion desde G sobre la orbita {g- xo : g € G} de
Xo (con la topolog 1a relativa de X);

2. la diferencial d(my, )1 : (TG)1 — X se parte: su nlcleo y su rango son subespacios com-
plementados cerrados.

Entonces, la orbita {g-xo : g € G} es una subvariedad suave de X y la aplicacion
mx0 : G- {g-X0:0 € G}

es una sumersion suave.

El subgrupo de un grupo de Lie-Banach G dado por

Gx={g€eG:g-x=x}

se denomina grupo de isotropia de la accion en x € X. Si la accion es continua y transitiva en X

entonces este grupo es una subvariedad cerrada de G.
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Diremos que Gyx es locamente exponencial en G si existen €, 6o > 0 tales que si
lu- 1l < g0y u€ Gx entonces existe z € g cumpliendo lzll < 6o y exp(z) = u. Si para ca-
da u € G existe z € g tal que exp(z) = u, se dice que Gx es un subgrupo exponencial de G. Notar
que esto es equivalente a que gx resulte subvariedad con la topologia heredada del algebra g.

A continuacidn nos restringiremos a espacios homogéneos de grupos unitarios porque son los
que estudiaremos mas adelante, aunque es posible dar definiciones para espacios homogéneos
cualesquiera.

Sea B un algebra de Banach provista de una involucién. El grupo unitario Up se define
igual que cuando B es una C*-algebra. Supongamos que Up es un grupo de Lie-Banach con la
topologia de la norma de B. Es decir, estamos pensando en los dos ejemplos dados mas arriba:
el grupo unitario Ua de una C*-4lgebra A y los grupos unitarios Up(H). Denotemos por Ban al
algebra de Lie de Up, o sea los elementos b € B tales que b* = b.

Sea O un espacio homogéneo de Up. Diremos que O es un espacio homogéneo reductivo
si:

= Para todo u € U existe un subespacio cerrado Hy de Banh que satisface: Existe Iy subes-

pacio cerrado de Bah cumpliendo Hy x Vy = Bany vHw* = Hy, para todo v € G, donde
Gu es el grupo de isotrop”a en u € Us.

= La distribuciéon u — Hy es suave. Esto significa que: Si pu: Banh — Hu es la proyeccion
sobre Hy, la funcion definida de Ug en los operadores acotados sobre B, dada por u»>- Hy
resulta suave.

La correspondencia u>— Hy define una conexion en 0. En consecuencia, es posible introducir
las nociones de levantamiento y desplazamiento horizontal, torsion, curvatura, geodésicas, etc.

Los espacios Hy consisten de los vectores horizontales de Bahy los espacios Vy son los
vectores verticales en Ban. Por lo tanto, Vy es el dlgebra de Lie del grupo Gy, si mx(u) = Xo. De
esta manera, la idea de una conexi6n es levantar en x : Up — O los espacios tangentes a xo € O
mediante un isomorfismo a espacios horizontales que varian suavemente. Un analisis detallado
acerca de espacios homogéneos reductivos de dimension infinita puede encontrarse en [31]. En
particular, en dicho articulo se muestra como también se puede definir una conexion a partir de
una 1-forma equivariante Sy : (TO)x = Ban donde sy es el inverso a derecha de (mx)e. De esta

manera, los espacios horizontales se obtienen como Hy = su((TO)y), u € Up.
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Cap1tulo 2

Propiedades geométricas en algebras de
operadores

En este cap’itulo, analizamos algunas caracter’isticas particulares de los operadores lineales
acotados sobre un espacio de Hilbert, sobre un médulo de Hilbert y sobre una C*-4lgebra con un
estado fiel. Identificaremos resultados (algunos ya conocidos) que permitiran abordar el analisis
de la estructura diferencial y métrica de la esferas en estos espacios. En particular, presentamos
propiedades sobre los operadores adjuntables de una C*-algebra unital con un estado fiel ¢, varias

de las cuales son necesarias para el estudio de curvas minimales.

2.1. Geometr1a en operadores sobre un espacios de Hilbert

En esta seccion consideramos H un espacio de Hilbert separable y B(H) el 4lgebra de ope-
radores lineales acotados con la norma usual de operadores.

2.1.1. La variedad Grassmanniana de un espacio de Hilbert

La variedad Grassmanniana del espacio de Hilbert H dada por

Gr(H) = {S € H : S subespacio de H}

puede estudiarse identificando cada subespacio cerrado S de H con el Gnico proyector ps que

verifica Im(ps) = S, p2&= ps y p* & Ps. Es decir, para estudiar su estructura basta considerar el
conjunto de proyectores

P(H) = {p € B(H) : p? = p* = p}.
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Desde este punto de vista, varios autores estudiaron su geometria como variedad homogénea.
Mencionaremos a continuacién algunos resultados sin demostracion.

El grupo de Lie Banach U(H) actGa sobre este conjunto a través de la conjugacion
(U, p) := u*pu.

Esta accion es localmente transitiva ya que si p,q € P (H) verifican llg— pll < 1 entonces existe

u € U(H) tal que upu* = q (ver, por ejemplo, [17] o [23]). Por lo tanto, este conjunto admite
estructura de variedad homogénea y las 6rbitas de la accion

Op(P(H)) = {u*pu € B(H) : u € U(H)}

son subvariedades suaves de B(H) que coinciden con las componentes conexas de la variedad.
En particular, las proyecciones de rango uno forman la componente conexa P1(H).

Fijando p € Gr(H), el espacio tangente puede describirse matricialmente como las matrices
codiagonales respecto a p, es decir, si v € (TP (H)), entonces

0 b

V=
b* 0

donde b = (1 - p)vp.
La estructura de P (H) fue ampliamente estudiada e incluso se ha demostrado la existencia de

una conexion lineal natural en P (H). Si dim(H) < o, esta resulta ser la conexioén de Levi-Civita
de la métrica Riemanniana al considerar el producto interno de Frobenius en cada espacio tan-

gente. Mas especificamente, la conexion lineal en P(H) esta inducida por la estructura reductiva,
donde los elementos horizontales a po (en el algebra de Lie de U(H): B(H)an) son operadores
codiagonales antihermitianos. Si dim(H) = oo, considerando la norma usual de B(H) en cada

tangente de P (H), se obtiene una métrica de Finsler no regular.
El siguiente teorema recopila algunos resultados relacionados con la existencia de curvas

minimales en este contexto. Las demostraciones pueden encontrarse en [9, 32, 2, 7].

Teorema 2.1. Sea H espacio de Hilbert.

= Sea po € P(H) y z € B(H)an codiagonal con respecto a po. Entonces la curva
5(t) = e%poet (2.1)

es una curva geodésica que verifica que 8(0) = po y §(0) = [z, po].
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Si dim(H) = « las curvas geodésicas (2.1) resultan minimales a lo largo de sus puntos

extremos paratodo t tal que o

=5

cuando se considera sobre la variedad la métrica inducida por la norma usual de B(H).

= Si po, p1 € P (H) satisfacen llpo — p1ll < 1, entonces existe una (nica geodésica (salvo
reparametrizacion) que une po con pi1. Esta condicion no es necesaria para la existencia
de una Unica geodeésica.

= Existe una Gnica geodésica que une dos proyecciones py g si y s6lo si

ran(p) N ker(q) = ker(p) Nnran(g) = {0}.

= Si dim(H) < o, la métrica de Frobenius puede ser utilizada para medir la longitud de
las curvas. En esta situacion, las curvas geodésicas resultan minimales en la norma de

Frobenius cuando [t| < 2y, lo cual es una condicion sobre la norma usual de operadores.

Como las proyecciones se pueden parametrizar usando simetrias S (S* =S, $2 = 1), a través
de la aplicacion:
pe—sp=2p-1
algunos calculos algebraicos resultan mas faciles con el uso de simetrias. Por ejemplo, la condi-
cion de que el exponente z (de la geodésica) es po-codiagonal significa que z anti-commuta con

Spo. Luego la geodésica (2.1), en términos de simetrias, puede ser simplificada por

— itz -itz _ Q2itze -2itz
ss(t) = e'sp e = e“sp, = sp,e7“',

2.1.2. El grupo de Lie-Banach Up(H)

Estamos interesados en analizar la accién del grupo de Lie-Banach Up(H) con la topologia

relativa inducida por la norma de Bp(H). Previamente es necesario mencionar algunas cuestiones
conocidas.

Lema 2.1. El algebra de Lie de Up(H) se identifica con Bp(H)an para todo p par.

El espacio tangente a Up(H) para cada u € Up(H) puede caracterizarse por

(TUp(H))u = u - Bp(H)an = Bp(H)an - u.
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Analogamente al lema anterior, se obtiene:

Lema 2.2. Sea A una C+—algebra unital. Entonces el grupo Ua de elementos unitarios en A es
un grupo de Lie Banach con algebra dada por los elementos antihermitianos Aan.

A continuacion, consideremos en Up(H) la métrica usual dada por la funcional long, de
longitud de curvas y la métrica de Finsler dada por la p-norma. Ademas tomemos la distan-

cia rectificable dp(u1, uz) como el Infimo de las longitudes de las curvas que unen los puntos

u1, Uz € Up(H) dados.
El siguiente teorema recopila algunos resultados relacionados con la existencia de curvas

minimales en Up(H). En ([9]) puede encontrarse en detalle la demostracion de los mismos.

Teorema 2.2. Sea p € Z par y positivo. Entonces

1. Sea u € Up(H) y v € Bp(H)an con livil < . Entonces la curva p(t) = u e%, t € [0, 1] es

la méas corta sobre todas las curvas suaves a trozos en Up(H) que une los mismos puntos
extremos.

Mas adn, si llvll < m, es Unica con ésta propiedad entre todas las curvas suaves contenidas

en Up(H).

2. Seauo, u1 € Up(H). Entonces existe una curva geodésica minimal que une dichos puntos.
Si lluo — u1ll < 2, entonces la curva geodésica es Unica.

3. Existen en Up(H) geodésicas minimales de longitud arbitraria. Es decir, el didmetro de
Up(H) es infinito.

4. Si u,v € Up(H) entonces
=

2
T
1—ﬁdp(u,V) < |U- Vilp = dp(y,V).

Maés aln, el espacio métrico (Up(H), dp) es completo.
En particular, se tiene el siguiente resultado de convexidad de la funcion distancia entre
u € Up(H) fijo y los puntos de una curva geodésica:
Teorema 2.3. Sea p entero, par y positivo, u € Up(H) y B: [0, 1] = Up(H) una geodésica no
constante contenida en el entorno geodésico de radio T, €s decir, B < Bp(u, 12_ Supongamos
ademas que u no se encuentra en una prolongacion de . Entonces la funcion

fp(s) = dp(u, B(s))P
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es una funcion estrictamente convexa.

Corolario 2.1. Sean u1, uz, us € Up(H) con uz, us € Bp(u1, 3 ) no alineados (es decir, no todos
contenidos en una misma curva geodésica). Sea y la curva corta que une uz con us. Entonces

do(u1, y(s)) < mpara s € [0, 1] y el radio de convexidad de bolas en Up(H) resulta ser =.,4

2.2. Operadores unitarios en L(M) y en B(A4)

2.2.1. Operadores unitarios en L(M)

Dado M un moédulo de Hilbert, notar que L(M) es una C*-algebra con la adjuncién |y la
norma de operadores asociada a la norma inducida por el producto interno.

Lema 2.3. U(M) es un grupo de Lie Banach, donde su algebra de Lie resulta:
u={veLM):e¥cUM),teR}=L(M)as

En decir, el algebra de Lie de este grupo se corresponde con los operadores adjuntables anti-

simétricos T/ = -T.

El grupo Uc(M) también resulta un subgrupo de Lie-Banach de U(M). Sin embargo, su
subalgebra de Lie uc € u puede no ser subvariedad con la topologia de la norma heredada. Es
decir, sera” necesario probar si existe un entorno U c v alrededor de 0 tal que

exp(U Nue) = exp(U) N Uc(M).

Este hecho implica que la esfera S(M) no pueda ser interpretada con normas cocientes como en

el caso de la esfera S(H).

2.2.2. Operadores unitarios en Ba(A)

Si A es una C*-algebra unital entonces U4 es un grupo de Lie-Banach con la topologia usual
del algebra. Si A tiene un estado fiel ¢, podremos considerar el grupo Uy(A) de operadores inver-
sibles T: A - A que se extienden a operadores unitarios T : L = L y son invariantes respecto al
producto inducido por el estado ¢ en B(A). Este grupo contiene al grupo de operadores unitarios
Ua, incluidos como operadores de B(A) a través de la multiplicacién a derecha: Ly(x) = ux (con
u € Ua). Més atlin, este grupo contiene a los *-automorfismos de A ¢-invariantes: 6 € Aut(4)
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tales que d(8(x)) = d(x), X € A. Para algunos célculos, sera suficiente considerar solo estos
elementos en Ugp(A).

Comencemos notando que el grupo de operadores unitarios Uy(A) no es un grupo de Lie-
Banach con la topologia que hereda del grupo de unitarios de L: La condicién de levantamiento
de A c L definida no es cerrada (A es densa en L). Para obtener una estructura regular pa-

ra Up(A) usaremos la teor'1a desarrollada en espacios de Banach con dos normas. En nuestro
contexto, las normas que estamos considerando es la norma usual Il - | de A y la norma Il - llg
asociada al producto interno definido por el estado ¢.

Comencemos por considerar un tipo de descomposicién polar en Gla(A), considerando la
norma en Ba(4). Denotemos la serie logaritmica

log(A) == " (1~ A"

nz1

definida en A € Ba(4) con IIA-1lla < 1.

Proposicion 2.1. Sea G € Gla(A) cercade 1 tal que IIG/G - 1lla < 1. Entonces existen H € Gla,

H/ = H,H2 = G/G,yU € Ugy(A), tales que son funciones C= diferenciables en términos de G,
tal que

G = UH.
Demostracion. Como IG/G-1lla < 1, la serie log

Z l(1_ G/G)" =L

n=1 N

converge en Ba(A). Sea H = ez Entonces resulta H/ = H € Gla(4) y H? = G/G. Ademas H
es una funcion C* de G, y conmuta con G/G.

Sea U = GH-1. Entonces
UU = (GH-1)IGH-! = H1GIGH! =1,
i.e. U € Uyp(A4). O

Proposicion 2.2. Existe 0 <r <1 tal que si U € Uyp(A) con lIU - 1lla < r, entonces existe
Z € Ba(A) con Z/ = -Z, Z una C= funcion de U, tal que

U =¢e%.
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Demostracion. Sea 1
Z =log(U) = (1. uU),
g D ]

n=1

la cual converge en Ba(A). De hecho, & = U. Ademas, como IlU/-1lla = IU -1lla < 1,

2=y 2a-uly = ¥ Ha-uy = logu-.

n=1 N n=1 N
Entonces €%/ = U-1 = ¢, i.e, como Z y Z/ conmutan, e?/+% = 1,
De esto se sigue que

m
Z1+7 =Y 2kmiQy
k=1

para un conjunto finito de k enteros, donde Qx € Qa, con QQx = 0 si k /= k'. Note que

1 o 1,
1Zlla < Zmﬂ ~Ulla < Z;ln'r = -log(1 - ).

Tomando 0 <r < 1 tal que -log(1-r) <m, ie 0 <r < 1-e™ Entonces
1Z7 + Zlla < 1Z11la + 11Zlla = 211Zlla < 2.
Si existe un entero ko /= 0 en la suma (2.2) tal que Qx, 0, entonces
1Z1 + Zlla > 2kort.

Sea Xo € R(Qk,) € A con lixoll = 1. Entonces

Il ZIZkT[iQkXO” = [12komtiQk,Xoll = 2ko.
k=

En efecto, Z/ = -Z

(2.2)

O

En particular, el resultado anterior permite obtener una carta local alrededor de 1 en Ug(4),

definiendo un entorno en el origen de

Bas(4) = {Z € Ba(4) : ZI = -7},

via la aplicacion exponencial, en su forma estandar, como con el grupo unitario usual de una

C*-algebra.
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Corolario 2.2. El grupo Ug(A) es un grupo de Lie-Banach C=-diferenciable, y una subvariedad
complementada de Ba(A). Su algebra de Lie-Banach es Bas(A).

Usaremos estos hechos para probar que la parte simétrica Pa de (Ja es una subvariedad com-

plementada de Ba(A):

Teorema 2.4. Pa es una C»-subvariedad de Ba(A). La accion de Uy (A) sobre Pa es localmente
transitiva y existen secciones locales C=. En particular, para todo Po € Pa fijo, la aplicacion

ey : Up(A) > Up(A)-Po, e, (U) = UPoU!

es una sumersion C= diferenciable y Uy(A) - Po es una unién de componentes conexas de Po en
Pa. Abreviaremos estos hechos diciendo que Pa es un espacio C*-homogéneo de Uyp(A).
Demostracion. En el contexto de algebras de Banach, Porta y Recht en [33] probaron que Qa

es un espacio homogéneo de Gla(A). Siguiendo ideas similares, utilizaremos el Lema 1.1 para
dotar a Pa de estructura de subvariedad.

Tomemos G = Uyp(A), X = Ba(A), xo = Po y la accién de G estd dada por la conjugacion

mp,(U) = UPoU-1. Denotemos la érbita en Po como
Op, = {UPU/ : U € Uyp(A)}.

Para probar que la accion es localmente transitiva y que mpo es una aplicacion abierta, cons-
truiremos secciones locales continuas para mpo definidas desde un entorno de Po en Pa. Conside-

ramos
Vp,={P € Pa: G =PPo + (1-P)(1-Po) € Gla(4) y IG/G - 1lla < 1}.

Resulta que Vp,es abierto en Pa: si P = Po entonces G = 1. Luego G es inversible si P esta” sufi-
cientemente cerca de Po. Tomemos

syt VP, = Up(4), sp,(P) =U,

donde U € Uyp(A) esta dada por la descomposicion G = UH obtenida en el Lema 2.1. Note que
Sp, es continua (como aplicacién G>— U es C*). Ademas

GPo = PPo = PG.

As1 R = GIP y GIGPy = PoG/G. El operador H resulta una serie de potencias de G/G, y por lo
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tanto, HPo = PoH. Entonces
Ttp, ° Sp, (P) = UPoU/ = GH-1PoU/ = GPoH-1U/ = PGH-1U/ = PUU/ = P,

i.e. Sp, es una seccion continua para la accién y mp, es abierta.
Falta ain verificar la condicion 2. del Lema 1.1. Estos calculos son muy similares al caso de

una variedad Grassmanniana de B(H), que incluiremos aqui. Diferenciando la aplicacién mp en

1 € Uy(A), considerandola como aplicacién en Bs(A), resulta
d(p, )1 : Bas(A) = Bs(4), d(mp,)1(Z) = ZPo - PoZ.

Asi el nicleo de d(mp,)1 consiste de los elementos Z en Bas(A) que conmutan con Po. Usando
matrices 2 x 2 en términos de Po, estos operadores son matrices antisimétricas Po-diagonales:

( ! )
a
Dp as= AEBas(A):A= 0 d ,dondeaz—a],dz—d]

Un suplemento natural para estos nicleos es el espacio de matrices antisimétricas Po-codiagonales,
es decir, Y € Bas(A) tales que PoYPo = 0 = (1-Po)Y (1 - Po):
( . )
Cgas= Y €Bald):Y = y
yl 0
El rango de d(mp,)1 es el conjunto {ZPo-PoZ : Z € Bas(A)}. Este subespacio de Bs(A) coincide
con
(
Cr,s= Y EBs(4):Y =

D)
0 vy
y o’

el subespacio de matrices simétricas Po-codiagonales. De hecho, es claro que el rango de d(mm)1
esta” contenido en este subespacio.

Inversamente, fijando Y € Bs(A) antisimétrico, notemos que
] ' ] ! ! !
YPo+Py = O Lo 1o
0T Tyl o 00 00 y/ 0

0
TomandoZ =YPo-PoY = y/ resulta que Z/ = -Z. Ademés notar que d(mtp )3(Z) =Y.

y
0
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De hecho, sea y(t) = e%Poe-*. Entonces

. d
d(mp )1(Z) = y(0) = ~ e?Poet? |¢ 0= ZPo-PoZ =Y Po-PoYPo-PoY Po + PoY
0 dt N

=YPo+PoY =Y.

Luego el rango de d(mp,)1 es complementado en Bs(A): un suplemento natural es el espacio
de matrices Po-diagonales y simétricas. Por lo tanto, usando el Lema 1.1, la orbita de Op, es

una subvariedad suave de Ba(A), la aplicacién mp, es una sumersién suave y Pa es una union
(discreta) de las orbitas Op, P € Pa. O
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Cap1tulo 3

Las p-métricas cocientes en la esfera de un
espacio de Hilbert

3.1. Estructura diferencial de S(H)

Sea H un espacio de Hilbert con el producto interno (, ):H - K (con K =RoK =C)yla
esfera S(H) dada por el conjunto

S(H) = ’x:(x,x) = 1,.

Este conjunto tiene estructura de subvariedad diferencial y puede obtenerse una descripcion de
la métrica usual inducida por la métrica de H, incluso en el contexto infinito dimensional. Segui-
remos la notaciones del texto [26], en el cual varios de los resultados que mencionaremos en esta

primera seccion se encuentran ampliamente desarrollados.

Si consideramos el espacio de Hilbert complejo H no es dif’icil verificar que para x € S(H)

los elementos del espacio tangente (TS (H))x se caracterizan localmente por:
veE (TS(H))« siy solo si Re((x,v)) = 0. (3.1)

En particular si H es un espacio de Hilbert real, este resultado muestra que (TS (H))x = (x)*
con la definicién de ortogonalidad usual en espacios de Hilbert.

Esta condicion sobre los elementos del espacio tangente de la esfera generan una condicion

sobre los elementos del espacio doble-tangente TTS (H).

TTS(H)=’(x,v,u,w):xeS(H);v,ue(TS(H))x;weH; Re (w, x)+ (v, u) =0, (3.2)
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Sea x € S(H). Denotemos Qx al complemento del (TS(H))x y Ex a la aplicacién R-lineal
con ran(Ey) = (TS (H))x y ker(Ex) = ran(ld - Ex) = Qx dada por

Ex(w) :=w-Re((x,w)x=w 1 xwx 1 w,xx (3.3)

2 2(

Si H es real, podemos considerar la aplicacion

E:S(H) -—— B(H)
X—— Ex

con rango en los operadores idempotentes de B(H). Si E« : TS (H) » TB(H) = B(H) es la
diferencial de esta aplicacion, E.«v serd un operador lineal de H en H que dependerad de cada

V = (x,v) € (TS(H))x:
Eax v(W) = —(W, V)X = (W, X)V. (3.4)

Esta aplicacion sugiere definir la forma bilineal:

F(x,V):i= X, V;V,Exu(V) = X, ViV, -Re(v, V)X = X, Vv;V, -IIVI>x

Esta aplicacion es un spray cuadratico bien definido y, en particular, es una seccion del fi-
brado (TTS, TS, mn+) y del fibrado (TTS, TS, nr7s), donde mrrs: TTS — TS es la proyeccion
mrrs(X, v, U, W) = (X,v) y w: TTS — TS es la diferencial de la proyeccion m: TS (H) — S (H).
De hecho, %, v;v, IVl X € (TTS (H)) .

Las geodésicas dadas por F seran las curvas a : | — S(H) que verifican Flo) = a .
Especificamente, deben cumplir Fa(¢&) = (a, &, &, &).

En particular, sean x, y" € S(H) con Re(y”, x) = 0 y k € R fijos. Definamos

y(t) = cos(kt)x + sen(kt)y. (3.5)
Notar que y es una curva suave con y(0) = x contenida en S(H). Derivando respecto de t

y(t) =k -sen(kt)x + cos(kt)y
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por lo cual ly(t)Il = |k| y como
y(t) = -k2 cos(kt)x + sen(kt)y = -k2y(t) = Iy N2y (t)

entonces y(t) coincide con la cuarta coordenada del spray en el punto y: aplicado a yt. Por lo

tanto, esta curva verifica la condicion dada por el spray F(y') = y".
Luego, estas curvas definen las curvas geodésicas de la variedad dependiendo de los datos

iniciales dados.

Consideremos primero x € S(H) y v € (TS (H))x (i.e, Re({v, x)) = 0). Es claro que fijado X,
cualquier k e Rey € S(H) con Re({y, x)) = 0, la curva (3.5) verifica y(0) = X. Si ademas la curva
tiene que verificar y(0) = v, entonces

7(0) = ky = v.
Asi resulta que sik = llvll e § = 1y, la curva geodésica pasa ent = 0 por X con velocidad v:

sen(llvilt

Veamos ahora cudl es la curva que une dos puntos x,y € S (H) (distintos y no antipodales)
usando el mismo procedimiento anterior. Tomemos nuevamente y(t) = cos(kt)x + sen(kt)y” y
busquemos determinar k € R e y™ tales que x = y(0) e y = y(1).

La primera condicién se cumple trivialmente. Consideremos v = Ex(y- x) € (TS (H))x. Es

claro que Re({v,x)) = 0. Ademas se cumple que

Ex(y-x) = y-x-Re{y-x, x)x = y-x-Re({y, X) - (X, X)) x
=y - Re(y, \)x = Ex(y).

Al calcular su norma obtenemos:

IEXYIZ = (y - Re(y, X)X, y - Re(y, X)x) = lIyl” = Re(y, X)(y, X) - Re(y, X}{x, y) + (Rey, x)) lIxf*
= 1-Re(y, x)[{y, X) + (x, Y)] + (Rey, x))2 = 1 - (Re(y, x))2.

Por lo cual, definimos y" = 115 y k € [0, 1) al valor real que verifica:

cos(k) = Re(y, x).
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Este valor esta bien definido pues |(y, X)| < lIxllllyll = 1. Mds atn, se verifica:
sen2(k) = 1-cos(k) = 1 - (Re(y, x))2 = IEx(y - X)II.

Luego asi definidos ¥ y k en funcién de x,y € S(H) dados, la curva

sen(kt)
YD) 1= cos Kt X+ v
es una geodésica que verifica:
(0) =x
Y sen(k)
y(1) = cos(k)x + i v=y

Con la métrica usual, esta curva tendra longitud

I
long(yxy) = . Iyll = |arccos(Re(y, x))|.

3.2. Estructura homogénea de S(H) y p-métricas cocientes
Seam: Up(H) xS(H) — S(H) la accion del grupo Up(H) sobre Up(H) dada por
U-X:=UX,

para X € S(H) y u € Up(H). Es claro que, para todo x € S (H), la orbita de esta accion es S (H).
Es decir, la accidn es transitiva y podemos considerar a la esfera S (H) como espacio homogéneo
de la acciéon de Up(H). Algunas propiedades de tales orbitas fueron estudiadas en [9], en un
contexto general. Consideremos la descomposicién del espacio de Hilbert H = (x) @ (x)* para
describir operadores en B(H).

Para cada x € H, denotaremos mx : Up(H) — S(H) a la aplicacion dada por

mix(U) := ux;
y siu € Up(H), denotaremos /y : S(H) — S(H) a la aplicacién

[u(X) := ux.

42



CAPITULO 3. P-METRICAS EN S(H)

Bajo esta accion, el grupo de isotropia viene dado por
Gx ={u:u€ Up(H),u-x=x}.

Este grupo Gy coincide con la preimagen m1(x), el cual es cerrado gracias a la continuidad de
la accidn. Si u € Gx entonces matricialmente con respecto al proyector X ® X:
!
10
0 uo

donde o : (x)* — (x)* es un operador en Up({(x)?}).
Diferenciando la aplicacion mx y especializando en 1 = Id € Up(H), la diferencial

(dmd1 : (TUp(H)1 = Bp(H)an — (TS (H))x

es la evaluacion

(dmy)1(v) := vx

y su nicleo coincide con el espacio tangente de Gx en 1 = Id € Up(H), es decir, el dlgebra de
Lie gx es ker(dmm)1.

Esta fondici()n permite caracterizar, para cada x € S(H), los elementos de gx en la forma
matricial: .

0 0 °
0C

(3.6)

donde C : (x)* > (x)! es un operador antihermitiano en Bp({x)*).
Gracias al epimorfismo dmy, podemos identificar el espacio tangente de la esfera en un punto

con el cociente Bp(H)an/ker(dmy), es decir,
(TS (H))x, ' Bp(H)an/gx-

Tengamos en cuenta que diferenciando la aplicacién /y y especializando en x € S(H), obte-

nemos que la aplicacién (d/u)x : (x)* — (x)* viene dada por
(dlw)x(v) := uv.

Como la accién es suave, dado x € S(H), podemos definir una métrica de Finsler sobre el
espacio tangente (TS (H))x cuando lo identificamos con el cociente Bp(H)/gx. Si v € (TS (H))y,
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definimos
/4 4

"V”x,p = m,ln "Z—y”p . y € gx

donde el minimo se considera sobre algtin representante z € Bp(H)an tal que (dmx)1(z) =z x=V.
Cuando no haya confusion con el valor de p, abreviaremos la notacion de la norma en el cociente
por IIvlx.

Estos operadores z se denominan levantamientos de V. En particular, diremos que zo es un

levantamiento minimal si (drx)1(zo) = vy Vil p = llzollp.

Denotaremos por L, la funcional longitud para curvas suaves a trozos en S (H), medidas con
la norma cociente, y dada por f
1

Luego, como es usual, la distancia rectificable asociada a la misma se define por

dp(x, ux) = "Iinf Ep(y) :y € S(H), y(0) = x,y(1) = ux}.

Observacion 3.1. La p-métrica cociente dada por d, p es invariante bajo la accién del grupo
Up(H). Es decir, dado u € Up(H) para todo x € S(H) se verifica

” (d/u)x(V)”ux == ”V”x.

Observacion 3.2. En [9] se demostré que si Up(H) actla transitivamente y suavemente sobre
una variedad O y dotamos al fibrado tangente de O con la métrica cociente de arriba, entonces

O, Ep) es completa.

3.3. Caracterizacion de levantamientos minimales.

Estaremos interesados en caracterizar los operadores zo que son levantamientos minimales

de v € (TS (H))x dado. Note que estos levantamientos verifican:
izollp < lizo - yllp para todo y € gx

donde gx es el subalgebra de Lie de isotropia en X. Si consideramos el conjunto convexo gxP”
(clausura respecto a la p-norma) podemos definir Q la proyeccion del mejor aproximante sobre

este conjunto cerrado y convexo. Tal proyeccion esta dada en z por Q(z) € Ban(H) que verifica:

Iz-Q@Ilp < llz-yllp
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para todo Yy € gxP. Gracias a las desigualdades de Clarkson en Bp(H), esta aplicacion es con-

tinua y univaluada (ver [29]) y en el caso p = 2 posee propiedades similares a la proyectores
ortogonales en H.

En particular, todo zo levantamiento minimal de algin v € (T S(H))x pertenece al conjunto:
g 1= Q1(0) = {z€ Bp(H)an : llzllp < liz-yll, para todo y € gx}.

En el siguiente teorema establecemos la existencia y unicidad de levantamientos minimales

en S (H) como orbita de la accion de Up(H). Una demostracion més general se puede encontrar
en [9].

Teorema 3.1. Sean p positivoy par,x € S (H) yv e (TS (H)) Unelemento zo € Bp(H)an tal

que (dmx)1(zo) = v es un levantamiento minimal de v si y solo si tr(z81y) = 0 paratodoy € gx.
Este levantamiento minimal zo verifica esta condicion si y solo si su representacion matricial

respecto a X @ x es |

-1 _
=y

donde b : (x) — (x)* operador acotadoy A € R.

Demostracion. Supongamos que zo € Bp(H)an es un levantamiento minimal y fijemos y € gx
arbitrario. Entonces la funcién f(t) = lizo - tyll Ees una funcién suave con minimo ent = 0,
es decir, f'(0) = 0. Como la derivada de esta funcién es f'(t) = -ptr((zo -ty)P-1y), resulta
entonces que tr(z§-1y) = 0. Luego esta condicion se verifica para todo y € gx.

Rec'iprocamente, sea zo € Bp(H)an levantamiento tal que tr(z§-ly) para todo y € gx. Supon-

?amos que tal zo no_es minimal, esto es, existe yo tal que llzo - Yolly < llzollp. Esto implica que
a funcion convexa f(t) = llz -ty Il Pcon f'(0) = 0 no tiene un minimo ent = 0, lo cual es
0 0p

absurdo.
Ahora, analicemos la existencia y unicidad de estos levantamientos minimales. Para x €

S(H), sea Q la proyeccién sobre gx”. Entonces todo elemento de z € Bp(H)an se descompo-
ne como

z=12-Q()+ Q@

donde z- Q(z) € g y Q(z) € gxP. Como mx es sumersion, su diferencial (dmx)1 es sobreyec-
tiva y por lo tanto, dado v € (TS (H))x existe z € Bp(H)an tal que (dmy)1(z) = v. Luego un

levantamiento minimal para v € (TS (H))x se obtiene como

20 = 2-Q(z) € g¢t.

45



3.3. LEVANTAMIENTOS MINIMALES

Si (dmx)1(z1) = (dmx)1(z) = v entonces z1-72 € gx = ker(dmx)1; si ademdas son minimales resulta
que lizilly < llzz - (z1 - z2)ll, = liz2llp y lo mismo inversamente. Luego llzill, = lizzll, = llvlly.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que lizill = 1. Sea h(y) := liz 1-yll Eiefinida sobre
todo y € gx. Tenemos por hipotesis que h(0) = liz1ll es minimo de h. Ademés h(zz - z1) = llz2llp
también es otro minimo de esta funcion convexa. Luego h debe ser constantemente 1 sobre todo

el segmento lineal s(z2 - z1) € gx con s € [0, 1]. Tomando s = 1/2, obtenemos que

cn=n- =zl = lzly = 1.
2 p
Por la uniforme convexidad de Bp(H), resulta finalmente que z1 = z2. Finalmente, considerando

la forma matricial de los operadores en gx dada en (3.6), tenemos que
! L Ll

A -br 0 0 0 0
tr = =
b a 0 c r 0 ac tr(ac)
para todo ¢ € Bp((x)1). Entonces a debe ser el operador nulo en Bp({x)"). U

Corolario 3.1. Sean p =2,x€ S(H) yv € (TS(H))x. Entonces el Gnico levantamiento minimal
de v esta dado en forma matricial respecto x @ x por

AV
vo O

donde vo = v— (v, X)X € (x)* y Ai = (v,x) con A ER.

En el caso especial en que el vector velocidad v es ortogonal a la posicion X, el levantamiento

minimal zo es facil de calcular.

Corolario 3.2. Sea p = 2. Si x € S(H) y v € (x)1 entonces el (nico levantamiento minimal
20 € Bp(H)an de v en x viene dado matricialmente respecto a x @ x por

1
0 —-v*

v 0
Demostracion. Como Vv € (X)* entonces si zo € Bp(H)an verifica zox = V resulta que

(zox, X) = (v, x) = 0
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Entonces (x ® x)zo(x @ x) = 0. Luego el levantamiento minimal de v tiene la forma

!
0 -a

En este caso, tomemos una base ortonormal €0 = X, €1, €2, ... de H para representar matricialmen-
te estos operadores.

0 -a1 -az -as... 4
0 a1 8 8 0... 0
Zo=|:| az 0

Sea p = 2 entero y par. La funcién f(s) = sP-1 genera una aplicacion biyectiva de Bp(H)an
en s'1 mismo. Por lo cual, los operadores que resultan levantamientos minimales deben verificar

O
0
b 0 0 0
O O
2Pl = M b2
0 0 0
O

con bj € C. j
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No es dificil hallar la relacién entre los coeficientes de zo y zP-1 particulares:
y p

bj

aj = p-2 1
g6 [Agide lasigualdadss spncusligasirbiacii bl Bperh dorNPEEQsH ARIONS €5 d1oRes RS

trabajamos con operadores en Bp(H)an.
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Mas atin la condicién zox = v implica:

oo o o o
0 -ar -az @&... 1 0

dJa o o 0. 000 OO
wx=ga 0 o0 0. O000O=0v0U=w

oo o o o

OO0o00 Oy 0
as 0 0 O0...
por lo cual ai = (v, &) = vi para todo i € N, como quer1amos demostrar. O

Hasta aqu’1 hemos considerado un espacio de Hilbert complejo H.

Corolario 3.3. Supongamos que H es un espacio de Hilbert real y p = 2. Entonces el (nico
levantamiento de v € (TS (H))x tiene la forma matricial (respecto a x ® x):

1
0 -v*

v 0

Veamos ahora algunas propiedades del levantamiento minimal de v en el caso en que (V, X) #
0. Tengamos en cuenta que dado un operador A € B(H) por el célculo funcional
(0(A))P-1 = 6(AP-1), y como p es par, hay una biyeccion entre el espectro de o(A) y o(AP-1).

Lema 3.1. Seax € S(H) fijoy H = (x) @ (x)*. Si M € Bp(H)an es de la forma matricial
!

M = Al -b

con A € R no nulo, entonces su espectro esta compuesto por el autovalor po = 0y los autovalores
no nulos

 d
= SE T bz
ho = ngﬁn IAJ2 + 41IbII2 - [A]
Maés aln, los autovectores {e1, e2} delﬂorma 1 de p1, p2 son
sg(?\)i \/ 1 =
; [ 242 4112 + A7)
z
e1 = z .0 2 O
|
2 2 —_— N
[|A]2 + 4lbli2] + | v y

[ IAf + 401+ 2,3
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./ 1 O

2 S e i )" |
g2 = \/2_ }D 2 [l
O

2

(A2 + 4lb12]+ | v
y el niicleo del autovalor p = 0 coincide con (x%@}%b%@ﬂz——{%ll]%

Demostracion. Como M es un operador de rango 2, es claro que 0 € 6(M). Sea w = wo +Ww1 €

(x) ® (x)* tal que
Al -b~ - Wo Aiwo - brwi 0
b 0 W1 Wob 0

Esta igualdad se verifica si y s6lo si wo = 0 y b*w1 = 0. Es decir, ker(M) = (x)* ® (b)~.
H . Entonces

Probemos ahora que i, i = 1,2 son autovalores. Sea V! := y
. ! ! . , !
Myl — Al -b* Wi _ Aipa = libll
b 0 b pib
!

2
vl = i
H1 pib

Luego, solo basta verificar que 2 = Aip1 - lIbll2,

| d 5 5
W= IAIZ + 4lbll“ + ||

2

- =L2243—||b|| 2- %lq IAl2 + 4libll2

q
2L A2 + 40012~ IDIZ = Ajj -1

Usando este hecho resulta que Mvl = pivl. Al normalizar este vector, obtenemos el auto-

vector e1 buscado. Analogamente se obtiene el autovector €2 a partir del autovector de g2 dado

por
H2

2 .=

V2 b
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3.3. LEVANTAMIENTOS MINIMALES

]

Proposicion 3.1. Sea p = 2 par enteroy x € S(H). Dado v = ai+a € TS(H)x (con a € (x)1)
entonces el (nico levantamiento minimal zo € Bp(H)an de v en x viene dado por

p}/p—r 0 0o ... .

0 iz 0

N S
=9 o o 0 ..H

donde i esta en términos de b y A tales que z{-! es la matriz asociada a tales parametros y
ZoX = V.

Demostracion. La demostracion es trivial usando el Teorema 3.1 y el Lema 3.1. O

Notar que el lema anterior para el caso p = 2 permite caracterizar el levantamiento minimal
20 para cada Vv = Ai + b € TS (H)x (con b € (x)!y A /= 0). Matricialmente, resulta:

pt 0 0 O
ZOZUE O HZ O - DU_l

4

0o 00 ... g

donde U es el operador unitario asociado a los autovectores de 0, i1, M2 dados por

W = S*C’ZQM A2 + 4lbI2 + 2]
ho = ngﬁn A2+ 41bI2 = [A] .

Con los resultados anteriores es posible determinar la norma de los levantamientos minimales en

funcién de su descomposicién matricial.

Proposicion 3.2. Dado x € S(H) y zo € Bp(H)an es matricialmente tal que
I

-1 _ -Ai b
* b 0
LA M VAR
Entonces ”ZO"pp= — | A2+ 4lbliZ + 7] + A2 +4lbIZ - |7

2p-1
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Demostracion. La demostracion se obtiene usando proposicién anterior y calculando la norma p
a partir de la suma de los autovalores de 2o, los cuales se obtienen de los autovalores de z5-1. [

Observacion 3.3. El resultado anterior en el caso p = 2 muestra la diferencia entre las métricas
cocientes y la métrica usual en S(H). Si y es una curva reparametrizada en [0, 1] a velocidad

constante, entonces

2 I ’ 2 2 2
Lly) = . IVl = lizollz = [A]” + 2libll

para la métrica de espacio homogéneo. Mientras que en la norma usual de (TS(H))x

1f 2
[L2(y)] = .2 Zivie = Ivi A +Abl

Esto evidencia que las métricas de la esfera S (H) como espacio homogéneo son diferentes (aun-
que eqivalentes) a la métrica Riemanniana usual si H es un espacio de Hilbert complejo y son

coincidentes si H es real.

3.4. Minimalidad de curvas en S(H)

Teniendo en cuenta el Teorema 2.2 donde se retinen propiedades conocidas del grupo Up(H),
vamos a considerar la minimalidad de la curvas geodésicas respecto a todas las curvas que unen

los mismos puntos.

Sea ada : Bp(H) = Bp(H) el operador ada(x) := xa - ax.

Proposicion 3.3. Sea x € S(H) y la proyeccion Q := Qg, al operador mejor aproximante en
gx. Sea ¥ 1= T'()x = S(H), donde T : [0, 1] — Up(H) es una curva C! suave. Denotemos
Fz . Entonces existe una curva C! suave a trozosz: 0 1 conz 0 Otalque

()= [, ]1-a ()=

F(ad,)z = -Q(I'*I").
Si ur = e* € Gx entonces ur(t) € Bp(H) es una solucion de la ecuacion diferencial
uruy = -Q(I'*I)

y verifica Lp(ur) < 2Lp(D).

Demostracion. Ver [9]. O

52



3.4. MINIMALIDAD DE CURVAS

Observacion 3.4. Sea x€ S(H) y y := I'x € S (H) parametrizada en el intervalo [0,1]. Sea B
la curva de la proposicion anterior. Como ur = eP(t) € Gx entonces I'urx = y. Mas aln, por la

misma proposicion Lp[B] = [[y] < Lp(T). La curva B es denominada levantamiento isométrico
de .

Teorema 3.2. Sea p entero positivo par. Sean x € S (H), v € (TS (H))x, dado por

Vv=aix+VEH = X)®(X)* (a €R), y 20 € Bp(H)an el Gnico levantamiento minimal de v.
Si

I
lzollp < 4
entonces la curva
u(t) = e®0x

que verifica p(0) = x y [(0) = v, tiene longitud minimal entre todas la curvas que unen los
mismos puntos extremos.

Demostracion. La demostraciéon de este teorema se basa en la existencia de levantamientos

isométricos (observacién 3.4)) y la convexidad de la las aplicaciones fp(t) = dp(1,e%e') pa-
ra todo Yy € gx (por Teorema 2.3). Este teorema fue probado en [9] para variedades homogéneas

donde el grupo Up(H) actlia transitiva y suavemente y, ademas, el grupo Gx € Up(H) es local-
mente exponenciable, lo cual ocurre en nuestro caso particular. O]

El teorema previo establece condiciones que garantizan que un arco de la curva y(t) = e
minimice la longitud entre todas las curvas que une los mismos puntos extremales. Si v € (x)*,

por el Corolario 3.2, el levantamiento minimal de v tiene la forma matricial

1
0 -vx

v 0

Notar que este levantamiento es independiente de p > 2. De hecho, para todo p par obtenemos

una cota uniforme en términos de llvll, tal que la curva y(t) = e'%x sea corta.

Teorema 3.3. Sean p entero positivo par, x € S(H), v € (x)* c (TS(H))x y 2o € Bp(H)an el
anico levantamiento minimal de v. Si

_T
lvil < _
4“2
entonces la curva p(t) = e'?0x, que verifica u(0) = x y [1(0) = v, tiene longitud minimal en el in-
T

tervalo [0, 1]. Mas adn, si llvll < 4—\% esta curva es corta para todas estas p-métricas cocientes.
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Demostracion. Veamos como se relaciona la cota de minimalidad para zo levantamiento de v en

X (teorema anterior) con la norma de v cuando (v, x) = 0.
Trabajemos matricialmente con

p — 0 -v*
v 0
Entonces 1 11
: * % p/2
5 0 wv* 0 -vr i
20" = -v 0 v 0
L )
uego g 0
: lviIP 0 0 0...
' 0 |vifP 0 o0...
(P2 0 =0 o 0 |wP o.. 0.
0 (W*)p/Z D 0
0 0 0 1y H

Con esto, resulta entonces que
1

p - p p 1 T
lzoll, = tr(|zo] )P = (vl + ¥'|vi < —
p Ylvil )e < 1
Por otro lado, si p = 2, para todo v € S(H)
IVilo < llVIlp < lIVII2,
donde IVI = [3'|vi|], IVllo = sup|vi| y donde Il . Il = II. Il es la norma usual en H. En particular,
siveEH, parap=2
IVlleo < 00 y IVl < oo.

En particular, para el caso p = 2, la cota de minimalidad del teorema resulta ser
1/2 a i
lzollz = 2y |wil* 7% = 2lvll < .

conlo cual, si
_TC
vl V_
4 2

las geodésicas obtenidas via zo tendran longitud minimal.
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Mas en general, para cualquier p par y entero mayor a 2, como
1 p—
livilP +Z |vi|P P < [vIP + viP]vPe = \/ZIIVII

g
entonces ¥ 2)\y|l < /4 si IVl = v/~ En particular, la cota uniforme ﬁz— asegura longitud
minimal para cualquiera de las p-métricas cocientes con p par entero positivo.

O

Corolario 3.4. Sean H espacio de Hilbert real y p = 2 entero par. Dado x € S(H), el levanta-

miento minimal de v € (T.S(H))x en x define una curva geodésica minimal en el intervalo [0, 1]
Si

i
lvll < .
vil < 1/2

S

3.5. Estructura reductivaen el caso p = 2

En esta seccidn, vamos a describir la 2-métrica cociente de la esfera S(H). En este caso,
S (H) es un espacio homogéneo reductivo infinito-dimensional. La geometria de estos espacios
fue estudiada en [31] en el contexto de C*-algebras. Vamos a seguir esta referencia para las
definiciones y los calculos de los elementos que caracterizan esta estructura.
Comencemos considerando la 2-métrica sobre los espacios tangentes de S (H) usando la des-
composicion
B2(H)an = gx D gy

donde gx es el dlgebra de Lie de G en x € S(H).
Consideremos nuevamente la aplicacion Tx y su derivada (dmx)1. Sabemos que restringiendo
a g¢, la aplicacion
&x 1= (dmy)1 |gXL: gt — (TS(H))x

es un isomorfismo definido por 8x(z) := zx. Por lo tanto, es posible definir su inversa, que nota-
remos por

kx(V) := 2 tal que (dm)1(z) = zx = .

El Corolario 3.1 nos da una expresion explicita para esta aplicacion:

1
K (V) 1= Al -V

vo O
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si v = iAX+ Vo donde Vo € (x)* y A ER.
Dados z, w € H, denotemos z @ w € B(H) al tensor elemental dado por

z @ w(h) := wez(h) = (h, w)z.

Notemos que estos tensores permiten expresar el operador kx como

Kx(V) := V@ X-X @ V- (v, X)X Q X. (3.7)
Esta aplicacion verifica 8x * kx = 1dTxs(H) ¥ Kx * 8x = Py1 (el proyector sobre g1). De hecho,

8 ° kV) = (V@ X=X @ V- (V, X)X ® X)

= IxlI2v = (X, V)X = (V, X)X = V.

Aqu’1 hemos usado que (v, X) = —=(x, v) pues v € (TS (H))x (es decir, Re(v, x) = 0).
Para la otra verificacion, observemos que el proyector sobre g4 viene dado por

Pgu(2) := pxzpx + (1 = pzpx + pxz(l = px)
donde px es el proyector sobre el subespacio (x) dado por el tensor x ® . Por lo cual resulta
Poi(2) = Xx@xX)z(Xx®x) + (1 -xQ®x)z(x Q@ x) + X Q@ x)z(1 -Xx R X)
=7-(1-x®X)z2(1 -x R X).
Luego
Kx © 8x(2) = kx(zx) = Z(X @ X) - (X ® X)7* = (2X, X) (X ® X)

= (x®@xzx@x) + (I -(x®@x)z(x @ x) + X @ x)z - (x @ X)X Q@ X)
= pxzpx + (I = p)zpx + pxz(l = px) = Py12,

donde, como z € g, hemos utilizado que z = -z* y propiedades del calculo de tensores.
Notemos ademas que se cumple la propiedad de invariancia de g¢ < Bp(H)an bajo la adjun-

cién con operadores en Gx € Uz(H), para todo x € S(H). Es decir,

uvul € gt VEgy ; UEGx
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De hecho, caracterizando matricialmente estos operadores, sean Uo € Up(< X >1) y vo € H tales

que I !
10 . . Al -V
0 uo ’ vo O
Luego
! ! !
10 i -y
UVU-1 = Al -vg 1 0
0 Uo \‘0 0 '0 u(')1
B Aio-v 1 0
~ Uovo O 0 up!
!
A vpup!
~ UoVo 0

donde claramente resulta que este operador pertenece a gg-.
En definitiva hemos obtenido una aplicacion kx : (TS (H))x — g¢ tal que

" (dm)1 e kx: (TS(H))x = (TS(H))x es la aplicacion identidad.
= Para todo U € Gy, el espacio gx = kx((TS(H))x) es ad ju-invariante.

Luego el producto interno en cada (TS (H))x estara” dado por
(v, W)x = Retr(kx(w)*kx(v)) = —tr(kx(w)kx(v))

donde Retr denota la parte real de la traza de operadores en B(H). En términos de tensores
elementales, este producto interno resulta:

Ke(W). Kx(V) = =W @ V= (v, W)X ® X = (W, X}{V, X)X & X (3.8)

con lo cual

(v, Wyx = —tr(x(w). kx(v))
= (W, X){(v, X)tr(x @ Xx) + Re(v, w)tr(x ® x) + tr(w Q v)

= (W, X){V, X) + 2Re(v, w).

Para cada x € S(H), gracias a la aplicacion kx, obtenemos una distribucion H de suplementos
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cerrados H* := g¢+ definida por:

H¥:=uH*={geUxH):g=uz,ze H*}.

Los elementos de H* se denominan vectores horizontales a u via la accion dada por mx. La

distribucién queda definida entonces por los espacios Hy = H{i y Vi = ugx tales que verifican:

= H esuna distribucion suave.
" ulUz(H) = (TU2(H))1 = B(H)an = Vu ® Hy, Yu € Uz(H).

- Hug = Hug, VgEgx UE Uz(H).

Con lo cual, la variedad homogénea admite una estructura reductiva, con respecto a la des-
composicion dada.
Mas aln, los productos internos en el espacio tangente definen una métrica de Riemann-

Hilbert en S (H), ya que estan asociadas al producto interno dado por la traza.
Observar que en el caso en que z sea un levantamiento de v € (TS (H))x entonces

2 2 2 2 2
(v, V)x = tr(kx(v) ) = llex(Wllz = llx(8x@)ll2 = lizllz = livily

con lo cual la métrica deducida por el producto interno coincide con la métrica cociente que
estuvimos analizando en secciones anteriores.

3.5.1. Lal-forma K, el trasporte paralelo y la ecuacion de transporte.

Estamos en condiciones de definir la 1-forma de estructura asociada a la aplicacién k. Dado

x € S(H), definimos la aplicacion:
K(y):=ady ° xx ° (dly)? silx=ux=y

donde K : (TS (H))y = B2(H)an. Con la ayuda de esta aplicacion, podemos levantar curvas de
S (H) en Uz(H) en el siguiente sentido: dada y(t) € S (H) (con t € | entorno del 0; y(0) = x),

existe I' © Uz(H) tal que verifica:

Irx = T(Hx = y(1) p tel,
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y en particular cumple mx(I'(t)) = y(t). Concretamente, la 1-forma viene dada por
Ky)Wv) :=uw®y-y®uw-(w, X)y ®Y = ky(v) sidhw =uw =v.

Con respecto a la aplicacion Ty, es claro que la curva I' levanta a y: mx(['(t)) = y(t). En particular,
estamos buscando curvas I'(t) con dato y(t) y condici6n inicial I'(0) = 1 que verifiquen

I = k0 (YD) ). (3.9)

Esta ecuacion se denomina ecuacion de transporte paralelo del espacio homogéneo y sus solu-
ciones permiten implementar el transporte paralelo de vectores en S(H) sobre puntos de y(t).
El levantamiento horizontal de una curva y sobre S (H) resulta entonces ser la Gnica curva I' en
U>(H) tal que verifica la ecuacion diferencial en B2(H):

¢ L@ =@
ro)=1

En particular, si y es suave entonces I verifica

I'(t) € U2(H), teo,1],
my(I') = y (es levantamiento),

I'*I" € gy (es horizontal).

Consideremos para cada v € (TS (H))x, la curva suave y : [0, 1] » S(H) dada por:

(k)
x + SR
k
Observar que si k = llvll, y es la curva geodésica Riemanniana que verifica y(0) = xy y(0) = v

Y() := cos(kt)

con longitud Riemanniana dada por k. Mientras que si optamos por tomar v = Ex(y - X) para al-
gun y € S (H), y /= -x y k = arccos(y, X) € [-m, 1], entonces y es el arco de un c'irculo maximal
que une X con Yy y tiene longitud |k|. Notar que estas curvas son precisamente los c'irculos maxi-
males (intersecciones de S (H) con 2-planos que atraviesan el origen) parametrizadas a velocidad
constante.

Para encontrar el trasporte paralelo a lo largo de y tengamos en cuenta los siguientes calculos.
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Por linealidad del producto tensorial resulta:

JO B () = keos(k) sen(kn) (k@) - “SHSE g )

+ sen2(kt)(x ® v) - cos2(kt)(v & X)

1O = keostDsen()x@0- Mgy

—cos (kt)x @ v + sen (kt)(v® x)
cos(kt) sen(kt)

(y@), y(®)) = livll cos(kt) sen(kt)(x, x) - K (v, V)
+ sen2(kt)(x, v) - cos2(kt){v, x)
= (X/ V)
y 2 sen2(kt) cos(kt) sen(kt)
(1) @ y(t) = cos (kt)(x Q@ x) + ;. (VQ®V)+ XQV+vRx]
sen2(kt) sen(2klt3

= cos2(kt)(x ® x) + T("@V) + T[X®V+V®X].

Usando estos resultados y la definicion del operador kx dada en (3.7), obtenemos que:

1y (V1) = 70 @ (1) -y(t) @ V(1) - (v(t), y(D))y(t) @ y(t)

=X®V-v®X
V4 2 V4
+ (%, V) cos (k)X ® x) + Ser;—z(kt)(v@)VH &(r;kz—“%@vw@x] (3.10)

Esta expresion nos permite deducir el siguiente resultado:

Proposicion 3.4. Seanx € S(H),ve (x)t c (TS(H))xyk = llvll. Seay: [0,1] = S(H) la curva
que verifica y(0) = x,y(0) = v y esta dada por
senikt)v

k

Y(®) := cos(kt)x +
Entonces el transporte paralelo sobre la curva y resulta estar dado por la ecuacion

') = kx(V)[
ro)=1

cuya Unica solucion es
T(t) := exp(kx(V)1).
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Demostracion. La demostracion se reduce de lo anterior, considerando (3.9) y las condiciones

en (3.10), las cuales implican que

1 (1)) = 1x(V)
para todo t € [0, 1]. O
Proposicion 3.5. Sean x,y € S(H) tales que (y,x) € R. Sean v = Ex(y-x) y k = (y, x). Sea
v : [0, 1] = S(H) la curva que verifica y(0) = x, y(1) = y dada por

‘it sen(kt!vl
k

Y() := cos(kt)

Entonces el transporte paralelo sobre la curva y resulta estar dado por la ecuacion

C.
@M = (W)L

ro)=1

cuya Unica solucion es
['(t) := exp(kx(V)1).
Demostracion. Analogamente a la proposicion anterior, basta ver que si (y,X) € R entonces

v = Ex(y-x) € (x)*4:

(Exy =X), X) = (Ex(y), X) = {y = (¥, X)x, X} = 0.

3.5.2. Conexiones de la estructura reductiva y geodésicas.

A continuacién vamos a definir dos conexiones naturales para este espacio homogéneo reduc-
tivo, siguiendo la descripcion dada en [31]. Para ello, usaremos las siguientes formulas locales,

sobre una curva B(t) := (xy, vi) contenida en TS (H):

d 1 (VE) 1= Vit @ Xt =Xt @ Vi = (Ve, X)Xt @ Xt (3.11)
Ky (V) = Vi@ Xt + Vi @ Xi— Xt @ Vi — Xt @ Vi- [(V't, Xt) + (V, X't)]Xt X Xt
dt !

+ (i, X)Xt @ Xt + Xt @ X1). (3.12)

La primera conexion V' que calcularemos es la conexion reductiva. Si V es campo en S(H)
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y W € (TS (H))x entonces
K (VW (X)) 1= kx(W) (kxV (X)) + [kx(V (X)), kx(W)];

donde Y (X) denota la derivada de X en la direccion de Y y [X, Y] es el conmutador en B(H).

Proposicion 3.6. La conexion reductiva V' es compatible con la métrica cociente en S(H). Dado
x € S(H),V campo tangente y w € (TS (H))x, esta conexion esta dada por

W (V) =V w=(V, )W+ (v, X}(W, X) = (W, V) X.

Demostracion. Para x € S(H) y w € (TS(H))x, consideremos B: | —» TS(H) la curva B(t) =
(xt, W) tal que Xo = X y X'o = w. Usando (3.8),(3.11) y (3.12) resulta que

W)V 00) = G (V ()
t=0

- \f(;)(gxt +V(Xt)®Xt—Xt®V(Xt)_Xt®\f.\1()(

t=0
— (m, Xt + (VXD X xt®@xt— (V (xt), xt)(xt ®X +Xi&X9,
t=0
=VWRXx+V Qw-w®V -xQVw
— [V W, X) 4+ (V, WX ® X - (V, X)X D W + W R X) (3.13)

donde ademés abreviamos la notacién V(xp) =V (x) =:V y \f&t)| =0 = DV (X)X, =: V.
Més ain, la curva B(t) € TS (H) verifica que B(t) = (x,V (x); %,V (X)) € TTS(H) y por lo tanto

Re (V' W, X)+(v,w) = 0. (3.14)

Por otro lado, el conmutador entre kx(V) y kx(w) resulta

[kx(V), kx(W)] = 1x(V ) rx(W) — kx(W)kex(V)
=WV -VRW+[(V,w)-(w,V)]XxQx. (3.15)

Reagrupando nuevamente los tensores de (3.13) y (3.15) obtenemos localmente la expresion:
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(V' UV))) = VW @ X=X @ VW= (V, X)W R X + W R x] = (W, V) + V' w, X) X x.

No es dif"icil verificar que z = k«(Viv(Vx)) verifica que z € g%, o sea que z = -z* y
(1-x®x)z(1-xQ®x) = 0 usando calculo de tensores y la condicion (3.14). Luego la conexion
reductiva definida en TS (H) viene dada por:

V' (V) = 8x(kx(V" (V)))

= VW= (X VWXV, X) W+ (XWX - (W,V)+ (VW X) X
=V wW=(V, X)W+ (v, X)W, X) = (W, V) X. (3.16)

Como las aplicaciones kx son isométricas, la conexién reductiva es compatible con la métrica.
O

La segunda conexion se denomina conexion clasificante V. Siguiendo la misma notacién

anterior, esta conexion viene dada localmente por:

1x(VE (V) = P* (kW) (kx(V (X))
' gl

= 1x(W) (1x(Vx)) = (1 = X & X)1ex(W) (kx (V) (1 = X @ X) (3.17)

paraV campo en S(H) y w € (TS (H))x.

Proposicion 3.7. La conexion clasificante V¢ es compatible con la métrica cociente en S(H).
Para cada x € S(H), V un campo tangente y € (T S(H))x, esta conexion viene dada por

W (V) =V w+ (V,w)=(w,x)}V,X) X=(W,x)V
Demostracion. Con calculos similares a la proposicion anterior aplicados a 3.17, obtenemos
1(VSUV)) = VW@ X =X @ VW — (W, X)[IV @ X + X @ V1= [(V w, X) + (V, W)]X @ x.

Luego
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Ve (V) = 8x(1x(V° (V)

=Vw-(X,VW)x
— (W, )V + (%, VIX] = [(V W, x) + (V, W)X
=V W+ (V, W)= (W, X}V, X) X= (W, X)V.

La compatibilidad de esta conexién con la métrica cociente fue probada en [31]. ]

La conexion clasificante tiene las mismas geodésicas que la conexién reductiva. Ademas

tienen torsiones opuestas (ver [31]). Definiendo entonces V = (V" + V°), esta nueva conexion
es simétrica, de torsion nula y mantiene las mismas geodésicas que V" y V°.
La siguiente proposicion resume estos resultados:

Proposicion 3.8. Con las mismas notaciones e hip6tesis de las proposiciones anteriores, la co-
nexion de Levi-Civita para la métrica cociente esta dada por

(V) =V w- 21<V’ X)W + (W, X)V , (3.18)
parax € S(H) yve (TS(H))x. La curva geodésica que comienza en x con velocidad v esta dada
por

() = exp(kx(V)t)x

donde la aplicacion exp es la aplicacion exponencial de la estructura homogénea de S(H).

Demostracion. La compatibilidad de la conexion V = L(V" + V°) con la métrica se debe a la
compatibilidad de cada conexidon. La expresion de las geodésicas ya fue probado en [31]. ]

Notar que si I' es una curva en Up(H) tal que y(t) = ['(t)x (levantamiento de y geodésica)
entonces I verifica el transporte paralelo:

( ') = kx(V)T

ro)=1

Esta condicién junto con las Proposiciones 3.4 y 3.5 permiten demostrar facilmente el si-
guiente teorema:
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Teorema 3.4. Sea x € S(H).

» Dado v € (TS (H))x tal que v € (x)*. Entonces la curva y : [0, 1] - S(H) dada por
sen!llvllt!v

vl

y(t) := cos{] y X +

es la curva geodésica de la estructura homogénea de S(H)

y(t) = exp(ix(V))x
que verifica y(0) = xy y(0) = v.

= Dadoy €S (H),y /= -xtalque (x, y) €R. Seav = Ex(y - x) y k = arccos({y, x)). Entonces
lacurvay:[0, 1] » S(H) dada por

y(t) := cos(kt)x + MV

vl

es la curva geodésica de la estructura homogénea de S(H)

y(t) = exp(kx(V))X

que verifica y(0) = xy y(1) = .

En particular, en el caso de H espacio de Hilbert real, todas las geodésicas de la estructura
reductiva vienen dadas por estas curvas.
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Cap1tulo 4

Esferas en modulos de Hilberty
C*-algebras.

En este capitulo, presentamos algunas ideas acerca de modulos de Hilbert, distinguiendo
similitudes y diferencias de este estudio con el caso en que la esfera esta” definida sobre un espacio
de Hilbert. Estos resultados pueden encontrarse con mas detalle en [5]. Luego abordamos el caso
particular donde el producto interno definido resulta asociado a un estado fiel de una C*-algebra.
En este contexto, ademas se obtienen propiedades geométricas de la parte autoadjunta de esta

esfera.

4.1. LaesferaS(M) con M modulo de Hilbert

Sean A una C*algebra unital y M un A- modulo de Hilbert. Denotemos ( , ) el producto

interno sobre el médulo M y sea
I 4 7
S(M):= xeM:{(x,x)=1 .

Supongamos que existe al menos un elemento e € M tal que (g,e) = 1. Esto ltimo es posible si
consideramos, por ejemplo, que el médulo es pleno.

Veamos algunos ejemplos de estas esferas. Sea A una C*-algebra unital, B c A una subélge-
bra de A. Supongamos ademis que 1 € B. Sea E : A — B una esperanza condicional. Si E
es fiel y tiene indice finito, entonces A es un B-mddulo de Hilbert con el producto interno

(X, ¥)g = E(x*y) (ver [5]). Ademés, A es en si misma un A-mddulo de Hilbert con el producto
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(X, ¥)4 = x*y. Andlogamente ocurre con B. En este contexto, tenemos las siguientes esferas:

S(A) ={xe€eA :xx=1}
S(B) = {xe€ B :xx =1} = S4(B)
Sp(A) = {xe€e A : E(x*x) = 1}

Es claro entonces que Sg(B) c S4(A) c Sg(4), pero estas inclusiones en general son inclu-
siones estrictas.

Por ejemplo, si consideramos en A = M2(C) y la esperanza condicional de estas matrices de

2 x 2 en las matrices diagonales B = D2(C), dada por:

! I
Eab::ao'
c d 0 d

En este caso, tenemos
!
r ab ’
Sp(A) = c d al?+ b2 =1,[c/+|d|* =1

y S(4) es el grupo de las matrices 2 x 2 prtogonales. Entonces

1 0 € Sg(A) pero m & S(A).

>
2

4.1.1. Estructura de S(M) como variedad diferenciable

Veamos las caracteristicas de la estructura diferenciable de S(M) para M un A-moédulo de
Hilbert pleno. Estos resultados fueron extra’idos de [5].

Proposicion 4.1. La esfera S (M) de cualquier M modulo de Hilbert sobre una C*-algebra unital
A es una variedad C= diferenciable.

Demostracion. Sea G* = G(A)* el conjunto de elementos inversibles y positivos de A. Es
claro que este conjunto es abierto y por lo tanto, es una variedad diferenciable. En particular,

dado a € G*, el espacio tangente de G* en a resulta

(TGT)a={veGr :a=a} =Af
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Sea N = {Xx€ M: (x,x) € G"}. Este conjunto también es abierto en M ya que la aplicacién
X - (X, X) es continua entre My A*. Por lo cual, es una subvariedad de M con la estructura

inducida como subespacio de M.

Sea f:N — G dada por f(x):= (X,X). Esta aplicacién es una sumersion entre estas varie-
dades. Fijado xo € N, entonces la aplicacién s: G — N dada por

s(a) := Xo(Xo, Xo)_l/zal/2

es una seccion suave de f (ie, f « s = id). Por lo cual, ker(f«) parte a (TN)x y f-1(1) = S(M)
resulta una subvariedad sumergida cerrada de M. O

Dado x € N, la diferencial de f en x:

fux 1 (TN)x = TGt " Aan fax(V) = (X, V) + (v, X)

es un epimorfismo con seccién r : Aah — TN dada por:

N =

r@@) := 5x(x, x)"la

Esto permite caracterizar el espacio tangente a S(M) en x € M como:

l4

(TS(M))x = ’v EM: (X, V) = —(V, X)

Denotemos (TS (M))%al conjunto de elementos v € TS (M) tales que (v, x) = 0.

Sea Ax(e) := (e, x) la aplicacion A-lineal de M en A. Notar que el niicleo de Axes (TS (M))xy
la preimagen de los elementos antihermitianos coincide con (TS (M))x (pues
A&x(v) = a = -a* = =(X, V) entonces v € (TS (M))y).

Sea x € §(M). Definimos Ex : M - M por:

Exw):=w 1 xwx 1 w,xx

La aplicacion es Aan-lineal con ran(Ex) = (TS(M))x y ker(Ex) = ran(ld - Ex) que coincide

con el complemento de (TS (M))x.
Por tltimo, otra similitud con el caso de una esfera sobre un espacio de Hilbert a mencionar

es que la condicion sobre los elementos de (T S (M))x generan una condicion sobre los elementos
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de TTS (M) dada por:

TTS(M) = ,(x,v, u,w) : X€S(M); v, u€e (TS(M))x; w e M; (W, X)+(v, uy+{x, w)+{u,v) = 0 ’
(4.1)

4.1.2. Estructura de S(M) como variedad homogénea

Consideremos sobre S (M) la accién del grupo de operadores unitarios UL, vy = U(M) dada
por:

: UM) xS(M) - S(M); (U, X) := UX.

Notar que esta accién deja invariante a S(M). Vamos a reducir la accion al subgrupo U(M)c.
U(M)¢ = {u € L(M) : u unitario y verificau-1 € F (M)}

Tenemos una manera de pensar los elementos de la esfera como operadores en F (M). Si
X,y € M entonces el operador x®y: M - M dado por

X ®y(2) := x{y, )

esta’ bien definido, es lineal y su imagen esta” contenida en x- 4.

Proposicion 4.2. Si x,xo € S(M) satisfacen lix - xoll < 1/2 entonces existe u € U(M). tal que
u(xo) = x.

Demostracion. Consideremos los proyectores X @ X y Xo ® Xo. Notemos que si lIx-xoll < 1/2

entonces

IX&® x—Xo & Xoll < IX® x=x& xoll+ X & X0 - Xo & Xoll

< IX® (x = xo) I+ (X = X0) @ Xoll
<2lx-xoll =1

Seat = (X Xx)(xo ® xo0) + (1 -x® X)(1 - %o ® Xo) en U(M).. Notar que t verifica

1-tt = 1-tt* = (X® X-Xo ® Xo)2.

Luego, por la desigualdad anterior, obtenemos que lI1 -ttl < 1 y, por lo tanto, t es un operador
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inversible en U(M)c. Ademas,

t(xo @x0) = (xQxt (4.2)
Xo @ Xot* =tXQX. (4.3)

Al ser inversible, t admite descomposicién polar dada port = v|t| donde v = t(t*t)-1/2 es unitario

y |t| = t*t. Ademas, v € U(M). (que es cerrado por adjunciones, composiciones e inversiones).
Por las ecuaciones (4.2) y (4.3), obtenemos que |t| conmuta con Xo @ Xo y ademas que

X® X = t(xo ® xo)t-1.

Luego
v(xo ® Xo)v-1 = t(tt)-2x0 ® xo(t*t)/2t-1 = t(xo ® Xo)t-! = X R X.

En definitiva, x @ X es unitariamente equivalente a Xo @ Xo en L(M). Definamos:
W=wo®X+1-xQX.

No es dif'icil mostrar que este operador resulta unitario (ie, ww* = w*w = 1). Como, para cual-
quier z € M, se verifica:

WX ®z) = v(xo ®2)

resulta que X ® z = (W*v(Xo)) ® z para todo z. Esto implica que

w*V(Xo) = X
con W*V unitario perteneciente a U(M)c, como quer’iamos demostrar. [
Usando la proposicion anterior, podemos definir pixo - ’x e S(M) : lIx-xoll < %’ - U(M).
dada por
Uy := (V(Xo ® X) + 1-x ® X)*v = X ® Xo + V(1 - X0 & Xo)
donde

v = t(t)-1/2
= KON X)+1-Xx®NA-% ®X) 1-XQX-X ®x0)2 V2

Ademas tenemos que si una curva suave y continua o : [0, 1] = M inicia en a(0) = Xo y est4 con-
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tenida en un entorno alrededor de Xo (a menos de 1), gntonces I'(t) := pix,(a(t)) es una curva

continua y suave en U(M). tal que I'(t)(xo) = a(t) para todo t € [0, 1].

Proposicion 4.3. S(M) es un espacio homogéneo bajo la accion del grupo U(M)c y los grupos
de isotropia de la accion son los subgrupos Ix = {v € U(M)c : vx = x}.

La estructura reductiva de este espacio homogéneo esta descripta en (seccion 3, [5]). Aunque
quedan definidas conexiones asociadas a las mismas y curvas geodésicas que respeten el trans-
porte paralelo inducido por estas conexiones, se desconoce ain si tales curvas son minimales
respecto a la métrica de Finsler inducida por la estructura.

4.2. Laesfera Sy de una C+-algebra con un estado ¢ fiel.

En esta seccion, sea A una C*-dlgebra unital con un estado ¢ : A — C fiel que verifica
¢(1) = 1. El producto interno ( , ) asociado a ¢ dado por (X, y) := ¢(x*y) genera sobre la C*-
algebra A una estructura de pre-moddulo de Hilbert, donde la norma asociada a este producto
interno no es completa. Consideramos H¢ al espacio de Hilbert inducido al completar A parala

norma inducida por ¢ .Denotamos la esfera de A asociada al estado ¢ por:
Sp ={x€A : dxx) = 1}.

Notar que si S(4) = {x € A : x*x = 1}, entonces S(A) c S¢. Consideremos algunos ejemplos
de estas esferas:

" Sead =/°(C) y dp(x1,X2,...) = Y A=1aXn, donde a ER, an > 0y ¥ 7=1a, = 1. Entonces

So = {x = (x1,%z,...) €1°(C): ¥ anlxal* = 1},
n=1

es el elipsoide con radio 1/as sobre los ejes xs-axis.

= Sea A = C([0,1]) el dlgebra de las funciones continuas con la norma del supremo en [0, 1]

y el estado definido por ¢(f) = ol f(x)dx, f : [0, 1] - C continua. Entonces

1
$= feclo1]: [fW*=1,

Aqu’ f(x) = 2_36n(ﬂt;) pertenece a la esfera S¢ pero no es un elemento en la esfera S(A4).

71



CAPITULO 4. ESFERAS EN MODULOS DE HILBERT Y C*-ALGEBRAS.

= Sea A = Mn(C) y p € A matriz positiva tal que tr(p) = 1 con tr la traza usual de matrices.
Definimos el estado asociado a p como ¢(a) = tr(pa) y entonces

Se = {a € Mn(C) : tr(pa‘a) = 1}.

4.2.1. Accion del grupo Uyp(A) sobre S¢

En esta seccion, vamos a definir una estructura C* homogénea, inducida sobre la esfera S¢ por
la accion del grupo Up(A). Six€ Sy y G € Up(A) entonces la accion estd dada por mg(x) = Gx.

Notar que esta accion esta bien definida y Gx € Sy para todo G € Uy(A).

Los operadores en Uyp(A) pueden extenderse a operadores unitarios en B(L). Més ain, po-
demos considerar estos operadores como un subgrupo de operadores U unitarios que actfian en

L y verifican U(4) = A.

Observacion 4.1. Si T € F (A)s, resulta
e € Up(A).

Analogamente si T € F (A)as (es decir, tal que ¢(x*Ty) = -d((Tx)*y)) resulta que iT € F (4)s
y entonces

T € Uyp(A).

Veamos a continuacion dos lemas importantes que permitiran analizar la transitividad de la

accion del grupo Uy(A).

Lema4.l. SeazeAconp(z) =0yseaX =zQ@ 1+ 1Q z. Entonces

X (i®1+1®2) 1 cos ¢ 7 V2 1 iSin(CIJ(Z*Z)l/Z)
= = ) ) +—

Z
d)(Z*Z)l/Z

Demostracion. Usando que z® 1(z) = 0 = 1®z(1) y algunos calculos elementales, es facil mos-
trar que

ZQ1+1Q®2)2(1) = p(z2)"-1
Z®1+1Q2)M™11) = ¢(z2)" - 2.
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Luego, considerando la definicion de la exponencial:

_1)2n
e‘T(l) _ Z ( 1) Tzn(l) +i Z T2n+1(1)
n=1 (2n)! n=1 (2n + 1)!

(_1)2n+1

y aplicandoen T =z® 1+ 1 @z con lo obtenido anteriormente, se concluye el lema enunciado.
O

Observacion 4.2. En el lema anterior, en términos matriciales (respecto a Po = 1® 1) se obtiene:
1

0 1Q®:z
X 1®1 0
y por lo tanto
!
X cos(d(z:2)/2) i(1 ® 2)sinc(p(z2)/2) ) U (A)
= ol ).

i(z® 1)sinc(¢p(z:2)V2) cos(p(z2)2)

donde sinc(t) = sinf es el seno cardinal, definido parat > 0.

Lema4.2. Seay € S,y £ Cy ¢(y) # 0. Entonces |p(y)| <1y

, o160 cos~1(|d(y)]) y (I)(y))
a-togpve

satisface
ei(z®1+1®z)(1) _ e—iey/

donde (-m, m) s 6 = arg(d(y)).
Demostracion. Como ¢(y*y) = 1, si |¢p(y)| = 1 entonces, en la desigualdad de Cauchy-Schwarz

1= |yl < dlyy)V2dp(1)V2 = 1

deber’1amos tener una igualdad, lo cual implica y = A- 1. Luego |$(y)| < 1.

Es claro que as’1 definido ¢(z) = 0. Luego, por el lema anterior,

el@®1+1®2) 1 cos ¢ 77z V2 1 iSin(d)(Z*Z)l/Z) ,
= ) )»+
d2)V/?
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Observe que

zrz  (cos- (|c|)(y)|

y by
=T - - O,

y ademas
Gy - dYY - b)) = 1- by
Luego ¢(z*z) = (cos~1(|d(y)]))2. Por lo tanto

clZ®1+1®2) | o-iarg(@(y) Sin(cos (|

Oy =12+ ¢

Y9

(1-|p(y)|HV2
= Iq)(y)l 1+ e—iarg(d)(Y))(y_ ¢(y)) — e—iarg(q)(y)) Y.

[

Teorema 4.1. La accion del grupo Uy(A) sobre Sy es transitiva.
Demostracion. Para esta demostracion sera suficiente considerar los lemas anteriores.

Seay € S¢. Sip(y) 0eygZC-1, porel Lema 4.2 anterior, existe z € 4 tal que

ei(z®1+1®z)(1) _ e—ie Wy,
ey = eieei(z®1+1®z)(1) —e iZ®1+1Qz+arg(dp(y))I (1) con
|(z®1+1®z+arg oI E U¢(A)
Si d(y) = 0 (o sea, y es ¢p-ortogonal a 1) por el Lema 4.1,
. T sin(@dp(yy)2)
VA i . 1/4
2$(yy)

y la prueba se sigue como antes. Finalmente, el caso ¢p(y) /=0 ey = A- 1 es trivial. O

En el resultado anterior, se muestra que los operadores inversibles en Ugp(A) que conectan
1 con cualquier y € S¢ son exponenciales del grupo. La exponencial se aplica a elementos de la

forma F + Al donde F es un operador en F (4) y A € (-, m).

Corolario 4.1. Laesfera S¢ es conexa.
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4.2.2. Estructura diferenciable de S¢
Para dotar a S¢ de estructura de subvariedad volveremos a usar el Lema 1.1.

Teorema 4.2. La esfera S¢ es una C* subvariedad complementada de A, y un espacio ho-

mogéneo de Uy (A). Para todo xo € Sy fijo, la aplicacion
Tk, : Up(A) = S¢, 11x,(U) = U (x0)

es una sumersion C= diferenciable.

Demostracion. Primero, recordemos que por el Corolario 4.1 la aplicacion myo es un epimorfis-
mo.

En el marco del Lema 1.1, consideremos S¢ < A con la topologa relativa, y fijemos un
elemento Xo € S¢. Para probar que Ty, es abierta, vamos a exhibir una seccién continua cerca de

Xo (secciones locales en cualquier otro punto de S¢ se obtienen por traslaciones de las mismas
por la accion del grupo). Por la Proposicion 2.4, existe rxo tal que si P € P satisface

IP = Xo & Xolla < ry,,

entonces existe Vp € Uy (A), que esta en funcion (suave) de P y tal que
Ve(xo ® xo)W = Vp(x0) ® Vp(xo) = P

Y Vxo@x = 1.
Notar que si a, b € A, entonces (por la desigualdad de Cauchy-Schwarz)

la®bll= sup lidp(bx)alle = llalle sup |Pp(bx)| < llallod(b*b)/2 sup ¢(x*x)V2
IIXllo<1 kIl <3 kIl <3

= llalllibligpllpll = llalleliblle < Nlallollbllc.

As’1 en particular

lla®@blla = max{lla®@bll, lI(@a@b) I} = max{lla@bll, b ®all} < llallelIbllw.

Mis precisamente: lla ® blla < max{llallolbllg, lallpllblie}.

I
Siy € S¢ satisface que lly - xoll < *0__ entonces
yEoo que fy =Xo 20 I +4

ly@y-xo@Xolla<ly®@y-y& Xolla + lly @ Xo - xo @ Xolla = lly @ (y = xo)lla + lI(y = X0) ® Xolla
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< lylleolly = Xolleo + Iy = XolleolIXollco.

xo
Notar que como T 1, resulta que para caday
0llco

lylleo < Iy =Xolloo + lIXolleo < 1 + lXollco.

Entonces
ly @ y-Xo @ Xolla < lly = Xollo(1 + 2lIX0lle0) < ry,.

Luego por la Proposicion 2.4, existe Vy € Uy(A), continuamente dependiente de y®y (y por lo
tanto de y) tal que

W(y) @ VIY) = VIfy @ y)Vy = Xo @ Xo,

ie. y = VNy) satisface Y ® Y = x ® x .0Denotemos U ¥ X ®Yy +1-x ® x .0Notar que
Uy € Ugp(A). De hecho, como Y’ @ xo(1 -Xo ® x0) = (1 -Xo ® Xo)y’ ® X0 = 0,

Uy = (Y @X0 +1-X0 @ X))o @Y +1-X0 @X0) = (Y @ Xo)(Xo ®Y) + 1 - X0 & Xo

=Xo®Xo+1-X0 ®xo = 1.

y similarmente U U/ = 1. Ademés obtenemos que U depende continuamente de y. Mas atin
yy y

Uj(x0) =y ® Xo(xo) =Y.

Entonces pxo definido sobre y tal que lly = Xollo < 2||Xr|x|0 T POT

o (¥) = WY € Uyp(A4)

satisface [ (Y)](x ) =V UJ(x ) =V (Y') =, i.e. es una seccién local continua de m  definida
X0 0 yy O y X0

cerca de Xo. Luego Ty, es abierta.

La diferencial de mxo en 1 € Uy(A) (definida como una aplicacién con valores en A) es
8x, = d(Tixy)1 : Bas(4) = A, 8x,(A) = A(Xo).

Notar que A € Bas(A) satisface A(xo) = 0 si y solo si A(xo) @ Xo = -Xo @ A(xo) = 0, i.e.
la matriz de A en términos de la proyeccion Xo ® Xo tiene solo la entrada 2,2 no nula. Luego
el suplemento para N(8x,) en Bas(A) es el espacio de las matrices en términos de Xo @ Xo que tie-

nen la entrada 2, 2 trivial, es decir, los elementos B de Bas(A) que verifican
(1 -xo0 ® Xx0)B(1 -0 ® xo0) = 0.
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El rango de esta aplicacion lineal es
ran(8x,) = {y € A : Re(dp(xpy)) = 0}.
De hecho, siy = A(xo) (donde A/ = -A), entonces
OGY) = d(GAX0)) = -d(AX0)*X0) = -d(y*X0) = -d(Gy).

Reciprocamente, si Re(¢p(Xgy)) = 0, consideremos A =y @ Xo -Xo ® Y - (Xgy)Xo & Xo. Es claro
que A € Bas(4), y
A(x0) =y - d(xgy)xo - d(y*Xo)xo = y.

En particular, ran(8x0) es el nacleo de la funcional lineal real en A. Por lo tanto, es un subespacio
(real) complementado de A. Asi, por el Lema 1.1, se sigue la demostracién del teorema. O

Observacion 4.3. En la demostracion anterior se obtiene que el espacio tangente en un elemento

Xo € S¢ dado esta” caracterizado por
(TSe)x, = {y € A : Re d(xpy) = 0}.

De hecho, supongamos que x(t), t € (-r, r) es una curva suave en Sy tal que x(0) = xo y x'(0) = y.
Como ¢(x*(t)x(t)) = 1, entonces

0 = G *Ox(D) + dx*(Dx (1)),

yent =0,
0 = ¢y x0) + d(xpy) = 2Re d(xpy).

Reciprocamente, si y € A satisface Re ¢(xgy) = 0, entonces existe A € Bas(A) tal que A(xo) =Y.
En forma matricial (respecto a xo @ Xo):

Ao Aixo  -(xo ®12)
I ® X0 0 d

donde z = y-d(xgy)xo y Ai = dp(Xgy) con A € R. Asi
x(t) = e(xo0) € Sg

satisface X(0) = o y X'(0) = A(x0) =, i.e. y € (TS¢)x,-
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4.2.3. La parte autoadjunta de S¢

Por la observacion 4.3, el espacio tangente de Sy en 1 es {X € A : Redp(x) = 0}.
Lema 4.3. El espacio tangente de S¢ en 1 se descompone naturalmente como la suma directa
(R-lineal)
(TS¢)1 = Aan @ N(d)s,

donde Aan denota el espacio de elementos antihermitaneos de A y N(¢)s = N(¢b) N As son los
elementos autoadjuntos en el nicleo de ¢.

Demostracion. Es claro que si x € (TS¢)1, entonces x* € (TSp)1. Luego
(TSe)1 = ((TSe)1 N Aan) B ((TSp)1 N As).
Siy € Aan, entonces 0 = d(y*) + d(y) = 2Re(d(y)) y as’1 (TSy)1 N Aah = Aan.

Por el otro lado, siy € (TS¢)1 N As, entonces d(y) = dp(y*) = d(y) y as’1 d(y) = 0. De hecho,
(TSp)1 N As = N(d)s. O

Consideremos la aplicacion
W: (TSe)1 = Aan D N(d)s — S, H(a, b) = 3(e?®1-180(1)),

Notar que b ® 1 -1 ® b € Fas(4) y, por lo tanto, e?®1-18° € Uy(A) y xp = e*®1-18%(1) € S,
Luego

d(ur(a, b)u(a, b)) = dOxxp) = 1.
De hecho, | es C*-diferenciable. Por calculos elementales similares a los realizados en el Lema
4.1,sib /= 0 resulta que

xp = cos(p(b?)12)1 +—151n(c|)(b2)1/2)b = cos(p(b?)2)1 + sinc(p(b2)V2)b,
b(b2)1/2

que esta” bien definido incluso si b = 0. Notar que € € Us y que Xp es un elemento autoadjunto
(en So).
Sean a(t), b(t) curvas suaves en Aan y N(¢)s con a(0) = b(0) =0, a(0) =zy b(0) =y,

donde x =z + y es un elemento arbitrario de (TS¢)1. Entonces (usando que la diferencial de la
exponencial en el origen es la aplicacion identidad)

o) =& 1(a®), b0 = 4(0) + (BO) @ 1-1®HON() =7 +y = x

pues (b(0) ® 1)(1) = d(y)1 = 0.
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Por lo tanto, usando el teorema de la funcién inversa, tenemos el siguiente resultado:
Proposicion 4.4. Existen bolas By, y Br, de radios ras y rs alrededor del origen en Aan y N(¢)s
respectivamente, y un conjunto abierto V' en S¢ que contiene al 1, tal que

U : B"as ®Br5_> V

es un C= difeomorfismo. En particular, todo elemento x en V' se factoriza

X = UXp
con u unitario y con X, un elemento autoadjunto en Sy. La factorizacion es Unica si se verifica
que uy xp pertenecen a la exponencial de B,y Br,.

Observacion 4.4. Sea x € S¢. Entonces |x| € S¢. De hecho,

(XX = (X3 = dxx) = 1.

Sin embargo, si X = V|X| es la descomposicion polar de X (suponiendo que la descomposicion
existe en B(L) se encuentra en A, i.e. v € A), entonces V € Sy si y sblo si v es una isometria:
como IVl = 1 (y ¢ es fiel), p(v*v) = 1 es equivalente a v*v = 1. Esto significa que N(x) es trivial
en L. Por ejemplo, si ¢ es invertible, entonces v € A y ademas v € Sy. La descomposicion polar
difiere de la factorizacion local anterior: X no necesariamente debe ser un elemento positivo.

Es claro que el grupo unitario U es una subvariedad de S¢. Lo mismo ocurre con la parte

autoadjunta S¢,s de So,
Sq),s = {X € As . (I)(XZ) = 1} = Sq) nAs.
Proposicion 4.5. Sg,s es una subvariedad de A y, por lo tanto, es subvariedad de Sp.

Demostracion. Consideremos la aplicacion C* diferenciable

q :As d R>O, q(a) = (I)(az).

Es claro que es una retraccion: s : R>o — As, s(t) = t1/2.1 es una seccion suave para g. En
particular, g es una sumersion. Luego

Se,s = q71({1})

es una subvariedad de As. ]
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Examinemos las propiedades de la restriccién ps de la aplicacién [ anterior,

H:N¢p S a®1-1@a 21/2 sin(¢p(a?)V/2)
s ()s— os , Ws@=e (1) =cos(p@) )1+ ——m
$(a2)1/2
Sea X € S¢,s y @ € N(¢) tales que p(a) = x. Como ¢p(u(a)) = cos(p(@?)2) = dp(x) € [-1, 1], en-
tonces $p(a2)2 = cos~1($p(x)) + 2nm o0 - cos-1(p(X)) + 2nm. Por algunos calculos elementales,

sin(¢p(a2)2)

US(a) :¢(X)'1+ W-azx

sin(¢p(a2)/2)
b(a2)1/2

Esto implica que si |$¢(x)| /= 1, entonces

. ( cos Y p(x)) + 2nm
ks (0 = a€EN(p):a=x—¢(X) €Z .

1-owRvz

-a=X-o(x).

Como |$p(x)] = 1 implica x = 1 0 x = -1, se tiene que
K1) = a e N@): ar)v2 = 2nm
1D = a e N@) : pat)V2 = 2n+ D .
Estas son las fibras de la aplicacion ps en cada x € S¢,s.

Proposicion 4.6. La aplicacion s es sobreyectiva y tiene inversa a derecha suave definida sobre
So,5\ {1,-1}. Mas aun, esta aplicacion define un espacio recubridor.

Demostracion. La inversa a derecha esta definida por
cos~H(p(x))
(1-(x)2)12°

Notar que como ¢p(x2) =1, |¢p(X)| < 1. Ademas dp(x)2 = 1 sélo si X = 1,-1: en la desigualdad
de Cauchy-Schwarz

0(x) = (X = (x)).

1= |pM)] < dOAV2p(1)V2 = 1

se obtiene una igualdad, y asi x = A1, con A*> = 1. Ademés 0 es4 bien definida y es suave en

S¢,5\ {1,-1}. El hecho de que p(8(x)) = x es otro calculo elemental.
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Para probar que ls es sobreyectiva, sera” suficiente encontrar elementos autoadjuntos ai, az

con ¢p(ai) = 0 tales que pw(ar) = 1y p(az) = -1. Sea a1 = 0. Tomemos b* = b tal que b Al
y d(b) 0.Seab =b-d(b):1y por ende p(b) = 0. Supongamos que ¢(b?) 0. Entonces
a = Wb' verifica p(az) = -1.

Probemos finalmente que ps : N(db)s = S¢,s es un espacio recubridor. Tenemos que mostrar
que para todo punto en Sg,s hay un entorno abierto V' tal que ui(V) = U« donde Ua son
subconjuntos abiertos disjuntos de N(¢)s ¥ p|ua es un homeomorfismo de U« sobre V. Es claro
que esto se verifica en x /=1 0 x -1. Supongamos entonces que a(t),t € (-r, r) es una curva

suave en N(¢)s con a(0) = 0 y a’'(0) = v, donde v € N(¢)s. Entonces

Dps(v) = ps@®)fi=o = @(0) ® 1-1Q®a'(0))(1) = v.

Usando el teorema de la funcién inversa, existen una bola Br de radio r alrededor del origen en

N(¢) y un conjunto abierto V en Sg,s, que contiene al 1, tal ps : Br = V es un C*-difeomorfismo.
Notar que este resultado es un caso particular de la Proposicion 4.4.

Analogamente, si a(t),t € (-r,r) es una curva suave en N(¢)s con a(0) = az y a(0) = v, don-
de v€ T(N(d)s)a, y az verifica p(az) = -1. Por célculos elementales similares a los realizados
en el Lema 4.1, tenemos (en términos de 1 ® 1)

I
caf®1-1®a cos(p(a)/2) -(1 ® az)sinc($p(a3)v2) i
T —(@® 1)sinc(dp(a,j 23 cos(p(&,) ) = = TMT(N(d)s)ay

y entonces
Dps(v) = Ws(@®))l=0 = -(@(0) ® 1-1®@a'(0))(1) = -v.

Luego, usando el teorema de la funcion inversa, existe una bola Br de radio r alrededor de a2

en N(¢)sy un conjunto abierto V ' en Sg,s que contiene al -1 tales que ps: Br— V" es un C*-
difeomorfismo. En ambos casos, existe una bolaV en Sg,s tal que

4 L~ ’
Br=y; (V)= a € N(d) : d(a2)2 = cos1($p(X)) + 2nm,x € V

nezZ
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Cap'1tulo 5

El espacio proyectivo de una C*algebra con
un estado fiel.

Sean A una C*-algebra unital con un estado ¢ : A — C fiel que verifica $(1) = 1. Si la esfera
de A asociada al estado ¢ es:

V 4 4
So= XEA:p(x*x) =1,
se define el espacio proyectivo de A como:
Py = So/T =S¢/ ~,
donde x ~ X' si X' = zx para z € C con |z| = 1. A continuaci6én analizamos la estructura P4 como

espacio homogéneo de este grupo Us(A), definiendo una métrica compatible con la estructura y
determinando algunas curvas minimales para dicha métrica.

5.1. Estructura homogénea y diferenciable de Py

Tengamos en cuenta la aplicacion sobre A dada por
v:.A-F(A); YX) = XQ X.
Esta aplicacion restringida a la esfera S¢ genera una biyeccion entre Py y P1(A, ). Vamos a

considerar P1(4, ¢) con la lI- ll-topologia y a Py con la topologia inducida por el cociente de su
definicion.
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Lema 5.1. La biyeccibn

Pp <= P1(4,9), [XI=>xQx, (XESe)
es un homeomorfismo.

Demostracion. Primero notemos que un elemento X € A define una proyeccién X@ x en A si y
solo si ¢p(x*x) = 1. Por lo tanto, es claro que la aplicacion es una biyecciéon. Ademas es continua:
si [xn] = [X] en Py, entonces existe z, € T tal que znxn = X en A. Luego X @ Xn = Zn¥Xn @ ZnXn —
X ® x en Ba(A). Suponiendo ahora que xn, X € Py satisface xn ® Xn = X ® x en Ba(A). Entonces

Xn @ Xn(X) = d(X)Xn = XQ X(X) = X,

y
(n @Xn(X), X = [ORXI* = (X@X(), X)o = [p(xX)|* =1,
i.e. |p(x;x)| = 1. Entonces poniendo z, = 408 € T, se obtiene que zaXn — X en A. O

o x

Varias de las cuestiones sobre la estructura homogénea y diferenciable del espacio proyectivo

son consecuencias de las propiedades ya demostradas para S¢ en el cap”itulo anterior.

En particular, si x € S¢, y G € Up(A), entonces
Gx € Sp y por lo tanto [Gx] € Pg.

Esto implica que existe una acci6én del grupo Up(A) sobre Py.

Teorema 5.1. El espacio proyectivo P4 es una variedad diferenciable y un espacio homogéneo

del grupo Uy (A), con la topologia cociente. Mas aln, Py = exp(F (A)) y es conexo.

Demostracion. Por el Teorema 4.1, la accion del grupo Uy es transitiva sobre Py. Mas atn,

siguiendo el desarrollo de la demostracion de este teorema, obtuvimos que:

" Siy €S¢ oy) =0
y = _ieifﬁ(1®y+y®1)(1).

= SiyeSy dly) 0eygZC-1 existez €A tal que

y = eieei(z®1+1®z)(1)
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Por lo tanto, considerando clases en Py, obtenemos un representante en este cociente pertene-

ciente al conjunto exp(F (4)).

El hecho que P¢ sea una variedad diferenciable con la topologia cociente, y que la aplicacion
T[x,] Sea una sumersion para [Xo] € Py son consecuencias del Teorema 4.2. Notar que aqui no
afirmamos que P¢ sea subvariedad (ya que no esta’ contenida en un espacio de Banach). De hecho,
en la topologia cociente, ya vimos que P¢ se identifica (por homeomorfismo) con P1(4, ¢) (Lema
5.1) la cual coincide con la Up(A)-6rbita de xo @ Xo para algtin elemento Xo € S. O

Por el Lema 5.1 anterior, podemos identificar Py ' P1(4, ¢). Luego el espacio tangente de
Ps en [X] resulta

(TP *  a®x+x@a:Rep(x:a)=0 = (TPi(A, d))ox.

Vamos a caracterizar el espacio tangente de Py como un espacio cociente.
Lema 5.2. Sea [xo] € P. Entonces (T Po)[x,) €S naturalmente isomorfo a
{a€ A : d(xpa) € iR}/iR - xo, (5.1)

i.e. dos elementos a, b definen el mismo vector tangente a [xo] si ¢(a*xo), d(b*x0) € IR y
a-b = irxo para algin r € R. Decimos que es naturalmente isomorfo cuando: dado xo algin
otro representante para [xo], i.e. X, = wxo con w € T, la aplicacion

a - wa’

V4 o, L V4 o’ . , .
envia el conjunto a' €A :dp(xya) €EIR en a€A:¢dp(xpa) €iR yiR-x, eniR-Xo, y por lo
tanto define un isomorfismo entre los cocientes.

Demostracion. Supongamos que X(t), t € (-r,r) es una curva suave en Sy que verifica
x(0) = xo y X(0) = a. Por la observacion 4.3, sabemos que Re ¢p(xsa) = 0. Sea y(t) = w(t)x(t)
otra curva suave en Sy equivalente a x(t), i.e w(t) € T (podemos suponer w(0) = 1 sin pérdida
de generalidad). Denotemos b = y'(0). Entonces diferenciando ent = 0 se obtiene

b = w(0)xo + a.

Notemos que W(0) € iR, por lo cual b- a € iR xo. Por ende, el espacio tangente esti contenido
en el cociente (5.1).
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Veamos ahora que cualquier elemento en este cociente define un vector velocidad de alguna
curva. Tomemos a € A con ¢(xza) € iR. Note que a- ¢p(x0a*) € (TSp)x, ¥ [a- d(x0a*)] esla
misma clase de a en el cociente (5.2). Ademas, usando nuevamente la observacion 4.3, siA

=a® Xo-Xo ® a en Bas(A) entonces A(xo) = a- p(xoa*) y

pl@®xo-x®a) ¢ 7. »(A)
es una curva suave. Luego y(t) = [¢!@®0%0®3)(x)] es una curva suave en Py con

7(0) = [A(x0)] = [a].

5.2. Meétrica pre-Hilbert-Riemann en Py

Como P1(4, ¢) c P1(L), este conjunto tiene una estructura métrica de Hilbert-Riemann in-
ducida por la norma de Frobenius (que analizaremos en la préxima seccién). Hemos sefialado
anteriormente que P1(4, ¢) no es una subvariedad de Pi(L), ya que la estructura diferenciable
de ambos espacios es diferente (solo la inclusion es densa en la topologia de B(L)). Sin embargo
esta inclusion tiene la propiedad de ser localmente geodesicamente completa: si dos elementos
en P1(4, ¢) estan suficientemente cerca, la geodésica minimal de P1(L) que los une se encuentra
contenida en P1(4, ¢). Esta propiedad podria sugerir considerar en P1(4, ) la métrica inducida
por esta inclusién. Vamos a presentar una métrica intrinseca en Py, y luego mostraremos que es
(un multiplo) de la métrica inducida por P1(L).

Def 1. La métrica en el espacio tangente de Py se define de la siguiente manera: sea [Xo] € Py y

[a] un vector tangente a [Xo], entonces

I 4

7
[[a]|ixo; = inf lla-ir-xollp:r€R ,
i.e. la norma cociente en el espacio (5.2) inducida por la norma Il lly en A.

Es claro que esta métrica esta bien definida (no depende del representante de la clase [Xo]).
Notemos que, como A no es completa con la norma Il lly, la norma cociente no es completa

en (TPg)[x,]- Ademds existe una proyeccién ortogonal

1 4 ’
P: aeA:¢p(xga) iR —iRxo
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dada por el estado ¢: P(a) = ¢p(xsa)xo. Por lo tanto, el infimo en la norma cociente es de hecho
un m’inimo, dado por

|[al]ix 1 = lla-d(xga)xolly = '¢(a*a)- lb(xga) |32,

Esta cantidad es positiva pues: ¢p(a*a) = |p(xja)|? genera una igualdad en la desigualdad de
Cauchy-Schwarz

ld(xpa)| = dp(ara)2dp(xpxo) = p(a*a)/2,

y por lo tanto a = Axo. Luego ¢p(xza) = A € iR y entonces [a] = 0.
De estas observaciones, resulta que esta métrica coincide con (un miultiplo de) la norma de

Hilbert-Schmidt en P1(4, ¢):

Teorema 5.2. Sea [x] € Py y [a] € (T Py)[x. Entonces

1 212 1
|[alta =4«%Tr((a®X+X®a) ) = s«%lla@x+x®aan,

donde Tr denota la traza usual en B(L) y ll- llus denota la norma de Hilbert-Schmidt.

Demostracion. Con calculos elementales, es facil demostrar
@@ x+x®a)? = (dax)x) ®a+ (dp(aa)x) @ x + (p(x*x)a) Q a + (d(x*a)a) Q x.
Luego (usando que Tr(b ® c) = ¢(c*b))

Tr(@® x + x® a)?2) = 2¢(a*a) + p(ax)? + d(x*a)2.

Note que ¢p(ax) = dp(x*a) € iR, y as1
d(ax)? = p(xa)z = -|dp(x-a)

Porlo tanto

Na vV -
Tr(@®@x +x®a))V2 =  2{d(aa) - |d(xa)3}? = " 2|[a]|.
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5.3.  Minimalidad de curvas geodésicas en Py

En esta seccion vamos a analizar la minimalidad de la longitud de las curvas 8(t) = [a(t)],
a(t) € S¢, que une dos puntos fijos.

Notemos que si Po € Pay Z € Bas(A), entonces la geodésica §(t) = e'“Poe'4 esta contenida
en Pa. Decimos que estas curvas son geodésicas en Pa, aunque no hemos definido explicitamente
una conexion lineal en Pa.

Def 2. Una curva §(t) = e“(x@ x)e%, con x € Sy y Z € Bas(A) se denomina geodésica de Py.

Notemos ademds que si 8(t) = e“Poe-'# es una geodésica de Pa y U € Uy(A), entonces
US(t)U/ es también una geodésica, con exponente UZU/. Si n = 1, esto significa que [Ue'?(x)]
es una geodésica de Py.

Def 3. La longitud de una curva 6(t), 0 <t < 1, esta” dada por:

I
long(8) = [1B®)] s

donde|[v]|(s@) denota la norma cociente definida en 1.
Diremos que una curva es minimal si su longitud es m'mima entre todas las curvas que unen

los mismos puntos.

La distancia geodésica entre dos elementos [X] e [y] estd dada por
d([x], [y]) = min long(8) : 8(t) es geodésica de Py y verifica §(0) = [x], 8(1) = [y]

Observemos primero que los elementos P en Pa pueden extenderse a proyecciones ortogo-
nales P en L. Reciprocamente, toda proyeccion ortogonal E en L que deja invariantea A c L,
i.e. E(A) c A, induce un elemento E|4 en Pa. Ademas, P1(L) c Gr(L) la variedad Grassman-
niana del espacio de Hilbert L, la cual coincide con el conjunto de proyecciones ortogonales de
L. Aplicaremos en esta situacion varios de los resultados recopilados en el Teorema 2.1 de la
seccion 2.1.1.

En primer lugar, notemos que la métrica Riemanniana introducida en P¢ coincide con (\%—

veces) la métrica de P1(L).
Teorema 5.3. Sea [x] € Py y [v] € TP[y. La (nica geodésica & : [0, 1] — P4 que satisface

6(0) = [x] y 80 =1
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esta dada por
8(t) = [e™(xo)].

La curva geodésica es minimal para |[V]|x = F5.

Demostracion. Sea Po = x®@ x € P1(L). Como [v] € TP, si tomamos v € TSy (representante
para [v]) entonces V = v @ x + x ® Vv € TP1(L). En forma matricial (respecto a Po)

Es claro que Z* = -Z y Z(x) = v- ¢p(x*y)x. Entonces, por 2.1, la curva
5(t) = e“x @ xe? = (e%x) ® (e%x), (5.2)

es una geodésica de P1(L) y satisface 6(0) = x @ x yS(O) =V. Més aln, si IZIl = T, la curva es
minimal entre todas las curvas contenidas en Gr(L).
Notemos que Z € F(A) y Z/ = Z* = -Z. Luego (por 4.1) % € Ug(A) y, por lo tanto,

(e%x) ® (e"x) c P1(A).

Entonces 8(t) es una geodésica de Py. Como E|[V]|[x] = lIVIl = %, esta geodésica es una curva
minimal para todo t € [0, 1]. [

Finalmente veamos como se caracterizan las curvas minimales en Py que unen dos puntos

extremos dados.

Teorema 5.4. Sea [x], [y] € Ps.

1. Si d(y*x) /= 0, entonces existe una dnica geodésica §(t) = [e'¢®1+182(1)] en Py que une
8(0) = [x] y (1) = [y], la cual es minimal para todo t € [0, 1]. El elemento z esta dado por

;e OSHOYD y gy

_ _ ) ).
(2—2|<|>(X*y)|2)1/2( (
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La distancia geodésica entre [x] e [y] esta dada por
_1 -1 *
dix], y) = v 705 (b y)p),

2. Si dp(x*y) = 0, entonces existen infinitas curvas geodésicas minimales en Py que unen [x]
con [y]. Estas son de la forma

() = [e" 6Oy,

y tienen longitud d([x], [y]) = 5%5.

Demostracion. En primer lugar, la condicién ¢(y*x) /= 0 no depende de los representantes X e y
considerados. Luego, como lIxlly = llylly = 1, esta condicién implica que |¢(y*x)| < 1. Supon-
gamos que X = 1 (y entonces 0 < |¢p(y)| < 1). Gracias al Lema 4.2, el elemento z satisface

[eic®@1+185(1)] = [y],

0 equivalentemente
ei(z®1+1®z)(1) ® e—i(z®1+1®z)(1) =y ® Y.

Tenemos entonces que la curva

5('[) — eit(z®1+1®z)(1) ® e—it(z®1+1®z)(1)

es una geodésica de Pj, i.e. el exponente z® 1+ 1®z es co-diagonal con respecto a la proyeccion

1® 1.Six =1, el elemento z anterior estara” dado por

, o160 cos 1(|b(y)|) y q>(y))_7\(y CIZ))’
=T ey o

donde 6 = arg(¢$(y)). Notemos que ¢(z) = 0. Entonces

)

ZR1+1®201QR1=1Q1y1Q1QR®1+1®2)=1Q7z

y asl

I®1+1Q:=0Q1+1R201Q®1+1R1zR1+1Q72),
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lo cual implica que

101®1+1Q291®1=0=(1-10 1NZ®1+1R®)(1-1Q 1).

En el caso general, para elementos arbitrarios [x], [y] € Py, como la accién del grupo Uy(A) es
transitiva en Py, existe U € Up(A) tal que x = U(1) e y = U(y). Entonces

() = d(Y'1)PU (VU (¥)*) = dyx*) £ 0.
El elemento z' dado en el exponente de la geodésica que une [1] y[y'] es

z e :
B (1-b(y)HV2

con 6 = arg(d(y)) = arg(dp(xy)). Notemos que U(y' - $(y)1) = y - d(xy)x. Luego

’ . _ig' COS_1(|¢(y’)I) y, d) y,
— ()

Uz oo CosT(dUND y dxyx 2
()=- (- ( D))=
(2-2|dp(xy)|2)V2

Porlo tanto
[U (eit(z'®1+1®zr)(1)] _ [U(eit(z'®1+1®z')U]U (1)] _ [eitU(z'®1+1®z')U]X]

_ [eit(U(z')®U(1)+U(1)®U(z'))(X)] = [eltz®x+x®2)(y)]

es una geodésica que une a X con y.

Mostremos que 6 es minimal. Sera” suficiente considerar el caso x = 1. Para probar que &
es minimal en el intervalo [0, 1], de acuerdo al Teorema 2.1, es necesario probar que la norma

Iz® 1+ 1 zIl del exponente es menor o igual que /2. Comoz@ 1 +1®zes 1 Q 1 co-diagonal,
entonces

IZQ1+1Qzl =lz@ 11l = llzlly = cos—1(|c|)(y)|)(_1"y___|q;£(§%z = cos™1(|p(y)|) < m/2.

Ahora calculemos la distancia geodésica d([x], [y]), i.e. la longitud de la geodésica 6. Esta
longitud viene dada por la norma

2|[2lwg = lz- d@lp = lzlly = cosL(b(x+y)]) < /2.
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Para ver que esta curva es Unica, consideremos las proyecciones X® X e y& y. Denotemos por
Lxy Ly el subespacio unidimensional que resulta imagen de las extensiones de estas proyecciones

ortogonales en L. Luego,
Lyn Lyt = {0}y Lyt nLy = {0}

porque < X,y >= ¢(y*x) # 0. Se sigue entonces que existe una Gnica geodésica en P (L) qe

une X® X con Yy® y. La geodésica & de Pa puede extenderse a una geodésica de P (L) (al igual
que cualquier geodésica de Pa). Luego, esta curva es {inica.

Supongamos a}}%?@gu ng y) = 0. Otra vez podremos suponer que X = 1. Por el Teorema
4.1, tenemos que € 2 (1) = iy y entonces

[ei%(y®1+1®y)(1)] = [yl.

Como antes, el hecho de que ¢(y) = 0 implica que y® 1+1®Yy es 1 ® 1 co-diagonal. Luego § es
una geodésica. Su longitud es

Livlle = /2
2y¢_T[/'

Sean Lx y Ly las rectas generadas por xy pory en L. Como Lx L Ly,
anLyJ_ = ny Lxl nLy = Ly.

Por lo tanto, existen infinitas curvas geodésicas que unen [X] con [y]. O
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