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Introduccion

Estas notas (devenidas en libro para mi suerte) fueron creadas con el objetivo de complemen-
tar las clases de Matematica Ill y/o Calculo en varias variables, materias obligatorias para los
Profesorados en Matematica y Fisica y para las carreras de ingenieria de la Universidad Na-
cional de General Sarmiento. La idea es que los alumnos puedan utilizarlas para repensar las
clases tedricas, asi como también servirse de ejemplos para poder encarar la practica.

Lo que estudiaremos aqui se articula y se apoya fuertemente en temas como: integracion
en unasolavariable, propiedades de los nimeros reales, andlisis de funciones escalares y vec-
toriales, rectas, planos, diferenciacion, entre otros temas. Gran parte de los contenidos se pue-
den profundizar con otros libros que cito en la bibliografia (aunque claro, no constituyen la
Unica fuente de estudio). Recomiendo para esto Adams (2009), Apostol (2002) y Mardsen y
Tromba (1991).

La motivacion principal de lo que aparece aqui esta fundada en las dudas que me fueron
transmitiendo los alumnos durante estos afios que estuve como docente, asi como también
mis propias dificultades y mis recuerdos de cuando debf atravesar estos contenidos, alla por el
afno 2005.

En este libro puse el acento en la construccion de diferentes tipos de graficos, dado que
gran parte de las dudasy dificultades que he observado en estos afios ha sido en esta direccion.
Por eso, he incluido muchos graficos y hacia el final del libro se encuentran los comandos que
se requieren para poder visualizarlos con el programa Mathematica.
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Capitulo1

Regiones del planoy del espacio

En este capitulo centraremos la atencion en visualizar regiones del plano y del espacio. Inten-
taremos dar caracterizaciones en cuanto a su formay mostraremos cémo se puede extraer in-
formacién de un grafico aproximado a partir del analisis de las ecuaciones o inecuaciones que
la describen. El objetivo es visualizar y describir analiticamente regiones sobre las que luego
integraremos.

Alo largo de este libro consideraremos siempre || - || como la norma euclidea en R™, es
decir

el = Iz, 22, o)l = \/2? + 23 + .. + 22,
En primer lugar, introduciremos la definicion de regién acotada:

Definicion1.0.1. Unaregion A C R™, n € Nsediceacotadasiparatodox € Aexiste M > Otal
que||x|| < M.Equivalentemente, A esuna region acotadasiysolosipuede encerrarse completamente
por una bola de R™ con centro en el origen y de radio finitor.

En particular, paran = 2y n = 3 tenemos:

Definicién1.0.2. Unaregion D C R?, se dice acotadasi D puede encerrarse completamente por un
disco de radio finito r.

Definicién 1.0.3. Una region W C R3, se dice acotada si W puede encerrarse completamente por
una esfera de R> de radio finitor.

Una cuestion muy importante en el momento de determinar regiones del planoy del es-
pacio es tener en cuenta lo siguiente:

1) ParaR?:

a) Unarectay = mx + bdivide al plano en dos semiplanos, a saber

{ y<smatb (1.0.1)

y > mx+b.
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CAPITULO1. REGIONES DEL PLANO Y DEL ESPACIO

b) Una curva del plano puede dividir a este en dos 0 mas regiones, cada una posee
una porcién de esta misma curva como frontera. Un ejemplo de esto,ademéasdelarecta,
es la circunferencia 22 + y? = 1, la cual divide al plano zy en dos regiones:

2 2<
{ vty <1 (1.0.2)

224y >1

¢) Dada una curva en el plano definida de forma implicita como f(z,y) = cte,si
un punto (79, %o) € R? no se encuentra sobre dicha curva, entonces cumple que

f(zo,y0) < cte V f(zo,y0) < cte.

Es decir que se encuentra en alguna de las regiones determinadas por dicha curva. En el
caso de la circunferencia, se puede apreciar que el (0, 0) verifica la primera inecuacién
02 + 0% = 0 < 1, porlo cual indica que est4 en el disco de radio 1y centro (0, 0).

Figura1.1: Regiones en las que queda dividido el plano real por una curva
continua

2) ParaR3:

a) Unplanoax + by + cz = d divide al espacio en dos semiespacios, a saber

Lo dzlartby) Ly
. c (1.0.3)
et G ) R
C

18
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b) Una superficie (luego definiremos este concepto con mayor precision, pero por
el momento se puede aceptar con algo de vaguedad que una superficie es una regién
del espacio de volumen igual a 0) en el espacio puede dividirlo en dos 0 mas regiones,
cada una posee a esta misma superficie como frontera. Un ejemplo de esto, ademas del
plano, es la del paraboloide de ecuacién 22 + 3% = z, que divide al espacio en dos

regiones:
2 2
ety <z

¢) Cualquier punto (zo, ¥o, 20) € R? se encuentra en alguna de las regiones de-
terminadas por una superficie continua, de modo que (¢, yo, 20 ) debe verificaralguna
delasdosinecuaciones. Aquella que verifique es la que corresponde alaregionenlaque
se encuentra. En el caso del paraboloide, el punto (0, 0, —1) verifica la segunda inecua-
cién,yaque 02 + 02 = 0 > —1, porlo tanto, se encuentra en la porcién exterior del
mismo.

Ahora basaremos el estudio sobre regiones acotadas, debido a que sobre ellas podremos
calcularintegrales multiples.

1.1. Regiones de R?

Antes de pasaralos ejemplos, definiremos una clasificacién de regiones que nos interesan
porque luego podremos definir integrales dobles de cierto tipo de funciones sobre ellas.

Definicién1.1.1. Las regiones elementales de R? son de tres tipos posibles.
1) Regionesde tipo |: estan definidas de la siguiente forma
S={(z,y):a<z<b,gi(z) <y < gofa)}

con g1(x) y g2(x) funciones continuas de [a, b] que cumplen que g1 < g2,¥x € [a,b]. Se
puede notar que por ser continuas la region resulta acotada (ver figura 1.2a).

2) Regionesde tipo ll: estin definidas de la siguiente forma
S={(z,y):c<y<d, huly) <z <ha(y)}

con hy () y he(x) funciones continuas de [c, d] que cumplen que hy < ha, Yy € [c, d]. Se
puede notar que por ser continuas la region resulta acotada (ver figura1.2b).

3) Regionesdetipolll:son las regiones que pueden expresarse como de tipo | o de tipo Il a la vez. Por

ejemplo x2 + y? < 1 (verfigura1.2c) o, simplemente, un rectangulo.

Observacion1.1.2. Todas las regiones que se consideraran en este libro seran de tipo |, 1y lll o
se podran descomponer en regiones de estos tipos.

19



CAPITULO1. REGIONES DEL PLANO Y DEL ESPACIO

Figura1.2: Tipos de regiones en R?

(a) Region de tipo | (b) Regiénde tipo I

(c) Regidn de tipo 111

1.1.1. Rectangulos

Este tipo de regiones planas son las mas simples de describiry constituyen el primer ejem-
plo para entraren el tema.

Definicion1.1.3. Un rectingulo es una region plana definida entre dos pares de rectas paralelas y con
cuatro angulos rectos entre si (es decir, las rectas que no son paralelas son perpendiculares entre si).

Los segmentos de las rectas que delimitan a la region rectangular, la cual es acotada (pro-
barlo es tareadel lector), se llaman lados del rectangulo. Un rectangulo cuyos lados son paralelos
alos ejes x e y del plano real se describe con las siguientes condiciones:

a<xz<b
{ c<y<d a,b,c,d € R. (1.1.7)

Los rectangulos paralelos a los ejes x e y son regiones de tipo I1l, ya que pueden expresarse
como regiones de tipo | o Il (ver figura1.3).

20
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Figura1.3: Rectangulo

1.1.2. Triangulos

Definicion1.1.4. Un tridangulo es una region plana acotada por tres segmentos de rectas que unen tres
puntos no alineados.

Aligual que con los rectangulos, los segmentos que delimitan a la regién triangular se de-
nominan ladosdel triangulo. Un triangulo que tiene un lado paraleloal ejey, comoel delafigura
1.4, se puede describir de la siguiente manera:

a<x<b
{ Lz) <y < bo(x) a,beR, (11.2)

enlaquel; yls sonfunciones lineales.

Se describe como una region de tipo | con simplicidad, teniendo en cuenta que I; y 5 son
dosrectas no paralelas al eje y. Sise quisiera expresar como unaregiéndetipo Il no seria tan fa-
cil hacerlo como una tnica regién (pues habria que considerar una funcién del tipo “médulo”),
por lo que habria que dividirla en dos partes.

Analogamente, un tridngulo que tiene un lado paralelo al eje x se puede describir como a
continuacién:

a<y<b
,bER, 113
{ Ly) <z <ly) (13

conly y ls siendo funciones lineales de la variable y en este caso.

21



CAPITULO1. REGIONES DEL PLANO Y DEL ESPACIO

Figura1.4: Triangulo

1.1.3. Paralelogramos

Definicion 1.1.5. Los paralelogramos son regiones planas definidas por dos pares de rectas paralelas
dos a dos (ver figura 1.5).

En general, sino hay ninguna recta vertical, se expresan como la region encerrada entre las
siguientes rectas:

y=ax—+b
ziZiIg a,bye,;d,e,feER, a#d, b#£c,e# f. (1.1.4)
y=dr+f

La misma regién también puede ser descripta con desigualdades, aprovechando el hecho
de que se trata de una regién encerrada entre dos pares de rectas paralelas. Sib < cye < f:

c<y_do<f (1.1.5)

{ b<y—axr<c
Este tipo de regiones en principio solo son elementales, si las rectas resultan paralelas a los
ejes x 0y, esdecir, si el paralelogramo es un rectangulo. Para los otros casos, hay que considerar
una particion de la regién en otras dos o tres elementales (un rectangulo y dos triangulos, por
ejemplo). Aqui no profundizaremos en esto, debido a que en el siguiente capitulo veremos un
método muy Util para expresar este tipo de regiones sin subdividirlas, que implica hacer un
cambio de variables. Para lo proximo, resulta muy Gtil la descripcién de la regién hecha como
en (1.1.5).
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Figura1.5: Paralelogramo

1.1.4. Discos

En primer lugar, debemos definir el disco unitario centrado en el origen. Luego, siguiendo
ladeduccién planteada en el Apéndice A para circunferencias, definiremos discos mas genera-
les. Laidea es que un disco de radio r es la unién infinita de todas las circunferencias de radio
menor o igual que 7 concéntricas entre si'y con el disco (esto es, tienen el mismo centro que el
disco).

Definicién1.1.6. Eldisco unitario con centroen (0, 0) es una region plana conformada por los puntos

que verifican una inecudcion de la forma

2+ < 1. (1.1.6)

Su grificoesel dela figura1.6.

El disco unitario es una region de tipo Ill. Por su grafico, se puede decirque —1 < x < 1,
dado que 1 es el radio maximo del disco. Ademas, de la inecuacién que define al disco pueden
obtenerse los [imites entre los que se mueve la variable y:

Py <l=yP<l-22 =2y <V1-22 = —V1-22<y<V1-—22

Esta dltima desigualdad muestra que la variable y esta limitada por dos funciones de x
que son las dos semicircunferencias unitarias. Finalmente, expresado como region de tipo I,
el disco unitario queda definido por:

—lszsl (11.7)
-1 —22<y<+1—2? o

23



CAPITULO1. REGIONES DEL PLANO Y DEL ESPACIO

Figura1.6: Disco unitario con centro en el origen

=1

Ejercicio 1.1.7. Describir el disco unitario como una region de tipo Il. (Sugerencia: seguir la
deduccién hecha para expresarlo como de tipo I).

Definicion1.1.8. Los discos son regiones planas conformadas por los puntos que verifican una inecua-
cion de la forma
(z—20)* + (y — y0)* <7? (11.8)

(20, yo) se denomina centrodel discoyr > 0 esel radio.

Valela penaaclarar que cualquier disco de radio r finito es una regién acotada, ya que pue-
de encerrarse por si misma (un disco de radio mayor o igual que ).

Enanalogfa conlaidea planteada para el disco unitario, los discos en general son regiones
de tipo Il y pueden ser expresados de la siguiente manera (su grafico puede ser como el de la
figura1.7):

—r+xg<x<r+x (11.9)
2= (x =) +yo <y < /r?—(r—20)% + 10 o

Queda para el lector realizar la deduccion de estas inecuaciones.

1.1.5. Discos elipticos

En el Apéndice A desarrollaremos la nocién de puntos que conforman una elipse, como un
caso mas general y que contiene a las circunferencias. Del mismo modo, se puede pensar a los
discos elipticos como generalizaciones de los discos circulares, en los que ya el radio no es cons-
tante. En primer lugar, tomando la definicién de elipse con centroen el (0, 0), a continuacién
definimos el disco eliptico con el mismo centro.
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Figura1.7: Disco (z — x9)* + (y — yo)* < r?

o)

Definicién1.1.9. Eldisco eliptico con centroen (0, 0) es una region plana conformada por los puntos
que verifican una desigualdad de la forma
22 g2

—2—|—b—2§1,cona,b€R,a>O,b>O. (1.1.10)
a

Figura1.8: Disco eliptico 2—; + ’g—; <1

El disco eliptico es una region de tipo I11. Por su grafico, que es el correspondiente a la figura
1.8, se puede decir que —a < x < a, dado que a es el radio maximo respecto del eje x. Ade-
mas, de lainecuacion que define al disco eliptico pueden obtenerse los limites entre los que se
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CAPITULO1. REGIONES DEL PLANO Y DEL ESPACIO

mueve la variable y:

x2 2 22 2
s Sl=? SBRA-5) =l < Ra-)
2 2
= = bQ.(l—?)SyS bv?.(1 ﬁ)
x2 x2

Esta Gltima inecuacion muestra que la variable y esta limitada por dos funciones de x que son
las dos semielipses. Finalmente, expresado como regién de tipo Il el disco eliptico queda de-

finido por:
—a<zxr<a
(1.1.17)

—b/1- % <y<by/1-2

Ejercicio 1.1.10. Describir el disco eliptico como una regién de tipo II. (Sugerencia: seguir la
deduccion hecha para expresarlo como de tipo I).

Definicion 1.1.11. Los discos elipticos son regiones planas conformadas por los puntos que verifican

una inecuacion de la forma
(r — 900)2 (y — y0)2
St <L (1.1.12)

(20, yo) se denomina centro del disco eliptico.

Figura1.9: Disco eliptico Z=2)° (y—bgO)Z <1

a2

AL -5

-2 1] d+50
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Vale la pena aclarar que cualquier disco eliptico es una regién acotada, ya que puede ence-
rrarse por un disco de radio mayor o igual que méx {a, b} (esto es, el maximo entre los valores
ayb).

Sia = b = r, entonces, es un disco de radio r, es decir que el disco es un caso particular del
disco eliptico.

Los discos elipticos con cualquier centro (g, yo) son regiones de tipo Il y pueden ser ex-
presados de la siguiente manera:

—a+x0<x<a+x

—20)? —20)2 (1.1.13)
fb.ﬂ/lf%ﬂ,ogygb, /1f%+yo

Queda para el lector realizar la deduccién de estas inecuaciones.

Definicion 1.1.12. Las regiones hiperbélicas son regiones planas conformadas por los puntos que ve-
rifican una inecuacion de la forma

2 N2
(= afO) _ W beO) <d,deR. (11.14)

odela forma

o 2 _ 2
(@ ;0) _ W beO) >d,deR. (11.15)

Cabe destacar la necesidad de definir dos tipos de estas regiones, puesto que las mismas
estan determinadas por las curvas hiperbélicas (ver los graficos en Apéndice A). Para poder
graficar alguna de estas regiones hiperbélicas, nos conviene pensar en un ejemplo:

Ejemplo1.1.13. Craficar las regiones

Di={(z,y): 2® —y* <1,-1<y<l}y

Dy = {(x,y): 2?—y?>1,-1<y< 1}.
Ademas, describir analiticamente a la regién D;.

Si tomamos el grafico de la curva 22 — 32 = 1 (ver nuevamente el Apéndice A) y observa-

mos que:

= Lacurva es una unién de dos curvas o ramas disjuntas, asi que el plano queda dividido
en tres porciones.

= (0,0) verifica la desigualdad de D;.

= (0,0) no verifica la desigualdad de D1, entanto (2,0)y (—2,0) si.
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CAPITULO1. REGIONES DEL PLANO Y DEL ESPACIO

Figura1.10: Regiéndadaporz? — 2 < 1,-1 <y <1

Figura1.11: Regiéndadaporz? — 3> > 1,-1 <y <1

Entonces nos queda que D1 esel delafigura1.10, en tanto el de D5 es el de la figura 1.11.
Para describir D4 viendo su grafico, podemos hacerlo de la siguiente manera:

“ley<l (1.1.16)
—/1+y2§mé /1_|_y2 o
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donde la Gltima desigualdad sale de despejar a = de la desigualdad 22 — 3% < 1.

Corresponde destacar que en el ejemplo anterior no se pidié expresara Do analiticamente
por el simple hecho de que es una regién formada por dos subregiones disjuntas (es decir que
su interseccion es vacia).

Podriamos enunciar una forma general de expresar analiticamente a regiones hiperbdli-
cas no disjuntas, pero parece mas complicado y poco Gtil en términos de lo que veremos en el
transcurso de estos capitulos. Por lo pronto, tenemos la descripcion de este ejemplo que hici-
mos previamente.

1.1.6. Regiones mixtas o mas generales

En esta seccién presentamos algunos ejemplos a modo ilustrativo. Se espera que le sirvan
al lector para poder encarar muchos de los ejemplos que apareceran en el transcurso de su
aprendizaje.

Ejemplo1.1.14. Expresar de forma analitica la regién sombreada de la figura1.12.

Figura1.12: Region del ejemplo1.1.14

r

(=1
s

Esta region se puede dividir en dos mediante larectay = 1, quedando dos regiones: Dy
es unrectanguloy D5 es un triangulo. Cada una de ellas es una regién elemental.

[ —1<z<1 _ 1<y<2
Dl{ 0<y<l DQ{y—zgazsz—y

Se puede observar que D esta expresada comodetipol o1l (recordar que es indistinto en
el caso de un rectangulo), en tanto D5 se encuentra descripta como de tipo II. Claro que esta
no es la Gnica forma de expresar a esta region, solo es una posibilidad.
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Ejemplo1.1.15. Expresar de forma analitica las dos regiones sombreadas D1 y D5 de la figura
1.13.

Figura1.13: Regiones del ejemplo1.1.15

™

i

En ambos casos se trata de porciones de discos con centro en (0, 0), pero en un caso es de
radio 1y en el otro de radio 2. Podemos expresarlas de la siguiente manera:

-1 <y<2 -1 <y<l
Dl{ 1=y DQ{

0 <z< V1i—-y?2 <z<0

Estosalede pensar D como unaregidéndetipoll, sabiendo que entonces iy se mueve entre
masy menos el radio (que es 2) y x se mueve desde el eje y hasta la circunferencia de radio 2.
Para D5 se utiliza la mismaidea que para D, teniendo en cuenta que y ahora no toma valores
negativos.

Ejemplo1.1.16. Expresar de forma analitica la region sombreada de |a figura1.14.

Laregion sombreada, al igual que en el primer ejemplo, no resulta ser una region elemen-
tal. Mas si se la divide con la recta vertical z = 0y se consideran las regiones D1 y D5, resulta
que la primera es un semidisco eliptico con radio maximo a = 2, radio minimo b = 1y centro
en el origen, en tanto la segunda es un tridngulo. Teniendo esta divisién en cuenta, las semi-
rregiones que componen la regién sombreada nos quedan definidas por:

-1 <y<1 B 0<z<2
D1{2 1—y2 <2<0 yDQ{x—2§y§2—x

Ejercicio 1.1.17. Decidir qué tipo de regiones son, en cada caso, D1 y Ds. Luego, tratar de ex-
presar la misma regién sombreada de otra manera.
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Figura1.14: Regiones del ejemplo1.1.16

m

F

1.2. Regiones de R*

Asi como en el plano definimos las regiones elementales, en el espacio también lo hare-
mos.

Definicién1.2.1. Una region de R? se dice elemental si una variable puede expresarse en funcion de
las otras dos, la segunda variable en funcion de la tercera y la tercera es independiente, es decir:

a<z<b a<z<b
Wy = ti(x) <y <ts(x) Wy = s1(z) < z < sg(x)
Tl(.%',y) SZSTQ(Q?,y) U1($7Z) Syg’U/Q(.’E,Z)

W3 = v1(2) <y < va(z) ;
wi(2,y) <z < wa(z,y)

son solo algunos tipos posibles de regiones. En el caso de la region W71, se puede definir la region obser-
vando primero su sombra en el plano xy. Distinto es en el caso de la region W, la cual se puede definir
observando su sombra en el plano xz. En el caso de la region Ws, se la puede definir observando su som-
braenel planoyz.

Se puede notar que la definicion es analoga en tres variables a la hecha para regiones pla-
nas en la seccién anterior. Para estas regiones descriptas definiremos luego las integrales tri-
plesoiteradas.

En el caso de la region W7y, susombra sobre el plano zy (z = 0) sera la region plana D,
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Figura1.15: Region 11/}

descripta como de tipo | en R?%:

D, — a<x<b
P ti@) <y < ta(a).

En el caso de la region W5, susombra sobre el plano zz (y = 0) sera la region plana Do,
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Figura1.17: Region 1//3

descripta como de tipo | en R?:

Do — a<xz<b
27 si(z) < 2 < so().

En el caso de la region W3, susombra sobre el plano yz (x = 0) serd la regién plana Ds,
descripta como de tipo | en R2:

1.2.1. Paralelepipedos

Son las regiones acotadas del espacio mas elementales, en las que su borde o limite esta
conformado por rectingulos paralelos de a dos. Su definicién serd ya su descripcién analitica

Definicién1.2.2. Un paralelepipedo es un conjunto de puntos de R3 que verifica tres desigualdades
como las siguientes:
a<xz<b
c<y<d a,bcde, feR. (1.2.1)
e<z<f

Se puede observar que un paralelepipedo es una especie de unién infinita de rectangulos.

1.2.2. Poliedros

En este libro solo trabajaremos con tetraedros, paralelepipedos, piramides y piramides
truncadas. No vamos a trabajar en profundidad con las propiedades de los poliedros, asi co-
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Figura1.18: Paralelepipedo

mo tampoco otras clases distintas de poliedros.

Definicion1.2.3. Un poliedro es un cuerpo del espacio tal que su frontera (su borde) consta de un ni-
mero finito de poligonos (regiones planas de n lados, por ejemplo, triangulos con n = 3, rectangulos
n = 4y pentagonosn = 5).

De los paralelepipedosya se ha hablado enla seccién anterior, por lo cual ahora se centrara
la atencion en otros poliedros.

Definicion 1.2.4. Un tetraedro es un poliedro de cuatro caras triangulares. Si las cuatro caras son
triangulos equildteros, se dice que el tetraedro es regular. Su grafico es similar al del de la figura 1.19.

Es decir que el tetraedro esta limitado por porciones planas triangulares que correspon-
den atres planos distintos del espacio, que no son paralelos. Una forma de expresar analitica-
mente este lugar geométrico es mediante inecuaciones lineales, como se puede apreciaren el
siguiente ejemplo.

Ejemplo1.2.5. Laregiondel primeroctanteacotadasuperiormente porelplanox+y+z = 2
es un tetraedro.
En efecto, podemos expresarla como conjunto de la siguienta manera:

T:{(x,y,z)eRS: r4+y+z<2;2,y,22>0}.

Para graficarla, hay que ubicar primero el plano z + y + z = 2, para lo cual se necesitan
solo tres puntos que estén en él, porejemplo (2, 0, 0), (0, 2,0), (0, 0, 2) (verificar que estén en

TSiel lector se encuentra interesado, puede consultar Pogorelov, 1980 [[7], p.175]
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Figura1.19: Tetraedro

dicho plano). Estos puntos resultan Gtiles para graficar el plano, ya que no estan alineadosy se
encuentran sobre los ejes x, y, z, respectivamente. Luego, se consideran los puntos por debajo
de este plano y sobre el primer octante, es decir, cuando los valores de z, y, z son mayores o
igualesaO.

Figura1.20: Tetraedro 7' = {(z,y,2) € R*: x +y+ 2 < 2;z,y,2 > 0}
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Para describirla como region elemental, podemos observar su grafico y notar que la base
de este tetraedro es susombra en el plano z = 0. Esta sombra es un triangulo en dicho plano,
mas especificamente es la region descripta como

0 <=z
0 <y
Con esto, lo Gnico que nos falta es decir cdmo esta condicionada la variable z y tendremos a

la region expresada como de tipo |. Podemos notar del grafico de la regién (figura1.20) que la
tercera variable es mayor o igual que 0. Ademas, tenemos que

2
2—x.

INIA

r+y+2<2=2<2-x-y,

donde laigualdad x 4+ y + z = 2 corresponde a un plano, asi que la desigualdad es un semi-
espacio (el que contiene al punto (0, 0, 0), ya que este verifica la desigualdad). De modo que
“el piso”es z = Oy “el techo”es z = 2 — x — y. Entonces, T' queda expresada como region
elemental de la siguiente manera

Figura1.21: Sombraen z = Odel Tetraedrox +y + z < 2,z,y,2 > 0

Claro que esta forma de expresarla no es (nica, pero queda para el lector el ejercicio de
pensar en otras formas.
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1.2.3. Cilindros rectos

Seany 7" dos planos paralelosy IL una recta que los corta. Se toma una curva ccen 7wy se
traza unarectalL, que pase por un punto a de la curvay que sea paralelaalL. Se hace lo mismo
para todo punto a de esa curva. Si la curva es cerrada, por ejemplo una circunferencia, se hace
lo mismo paratodos los puntos que se encuentran en laregion interior planadela cual la curva
« es frontera. La regidn determinada por los segmentos entre los dos planos, paralelos a L se
denomina cilindro. La recta IL serd su eje de simetria (o serd paralela a este). El grafico es como
el delafigura1.22.SilL es perpendicularalos planos my 7” se dice que el cilindro es recto (ver
figura1.23). En lo que siga, solo consideraremos cilindros rectos.

Figura1.22: Cilindro no recto

Figura1.23: Cilindro recto

Otra definicion bastante general de este tipo de cuerpos y que sirve a los objetivos de lo
que estudiaremos, es aquella que alude a que un cilindro es una regién del espacio tal que
una de las tres variables, x, y 0 z, es independiente de las otras dos. Para clarificar mejor esto,
ofrecemos una clasificacién de algunos de los cilindros que mas utilizaremos.

Definicion1.2.6. Un cilindro circular con eje de simetria paralelo al eje z es una region definida por

W = {(x,y,z) ER3: (x—x0)2 + (y—y0)2 <r?a<z< b}. (1.2.2)
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r>0,a<b

Figura1.24: Cilindro (v — x)® + (y — y0)*> < 12

e

En este caso, la curva « es la circunferencia (z — 2¢)? + (y — yo)? = 72y los planos
paralelossonz = ayz = b.
Del mismo modo, pueden pensarse cilindros circulares que tengan su eje de simetria paralelo
alosejes x 0, pero le dejamos al lector planteado el siguiente ejercicio.

Ejercicio1.2.7. Describir analiticamente dos cilindros circulares que tengan sus ejes de sime-
tria paralelos a los ejes x e y, segtin cada caso. Luego graficarlos.

Para poder representar una porcién de cilindro circular, la descripcion analitica debera te-
ner otras inecuaciones, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo1.2.8.
W ={(z,y,y) eR®: 2® +y* <36, -z <y < x}.

En este caso, W es un cilindro circular de radio 6 con eje de simetria (0,0, z), aunque no es
todo el cilindro, sino que es una mitad de él, ya que la segunda inecuacion restringe a los discos
que lo componen. Observar que no se trata de una region acotada, ya que la variable z no esta
acotada superiormente. Si quisiéramos describir analiticamente a esta regién, podemos ver
que susombra D en el plano z = 0 es un cuarto de disco de radio 6 y centro (0,0, 0) (ver
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Figura1.25:Cilindro 2> + y? < 36, —x <y <=z

figura1.26), que se puede describir como

V2 V2
D={ "5 =SV=Tg
ly| <@ <36—a2.

Dado que la condicién —z < y < z esequivalentea |y| < z. Queda determinar los
[imites de z, pero como no es acotada —oo < z < 00, asi que W nos queda descripta como:

V2 V2
W= 2 2

ly| <z <36 —22

—00 <z < 0o0.

Definicion1.2.9. Siguiendo la misma idea anterior, un cilindro eliptico con eje de simetria paralelo al
eje z es una region definida por

32 2
W{(x,y,z)GRgz (@ a;O) +(y be0) Sl,cgzgd}, (1.2.3)

cona,b,c,de R, c<dya,b> 0.
)2 )2
(z = 20) + (v ~ %) = lylosplanos paralelos son

a? b2
(x — )2
a2

Eneste caso, lacurva cces la elipse

z = cyz = d.Lasombra de este tipo de cilindros en el plano zy es la elipse +

39



CAPITULO1. REGIONES DEL PLANO Y DEL ESPACIO

Figura1.26: Sombraen z = Odel Cilindro 2% + y? < 36, —z <y < x

2 2
Figura1.27: Gilindro eliptico - o W bf’“) <lec<z<d
a

2
% < 1, que se puede describir como en la ecuacién (1.1.11). De modo que W queda
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descripta como:

—a<zx<a
W=1q —by/1-% <y<by/1-2%
c<z<d

Ejercicio1.2.10. Describir analiticamente dos cilindros elipticos que tengan sus ejes de sime-
tria paralelos a los ejes x e y, seglin cada caso. Luego graficarlos.

Definicion1.2.11. Siguiendo la misma idea anterior, un cilindro hiperbélico con eje de simetria para-
lelo al eje z es una region definida por

W= {(z,y,2) €R®: (x—20)* = (y —yo)* < a®,b< 2z <c}, (1.2.4)

cona,b,c € Ryb < c.

Figura1.28: Cilindro hiperbélico (v — z0)* — (y —yo)? < a?,b <z <c¢

AEEE

]
=
-

En este caso, la curva «v es |a hipérbola (x — )2 — (y — y0)? = a?y los planos paralelos
sonz =byz=c.

Lo que hay que tener en cuenta en este caso es que no se trata de una region acotada, dado
2 2
T —x —
que la curva ( 0) (v~ %)

5 2 = 1 no es una curva cerrada, como lo son las elipses.
a
Ilustramos esto con un ejemplo.

Ejemplo1.2.12. Craficary describir la region W determinada como:

W={(z,y,2): 2> —y*<1,-1<y<1,-1<z<1}.
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Al olvidarnos momentaneamente de z, en el plano zy tenemos una regién plana hiperbélica
como las que vimos en la primera seccién. Las desigualdades

-y <ly-1<y<1

determinan la regién de la figura 1.10. Esta region esta descripta por la ecuacion (1.1.16). Para
cada z € [—1, 1] tenemos esa misma region plana, entonces la descripcién de la regién es

-l<y<l1
—V1+y? <z <14y
—1<2z2<1.

y su grafico es el de la figura1.29.

Figura1.29: Cilindro hiperbélicoz? — 12 <1, -1 <y <1, -1<2z<1

Ejercicio1.2.13. Describir analiticamente dos cilindros hiperbdlicos que tengan sus ejes de si-
metria paralelos a los ejes x e y, segtin cada caso.

Definicidn 1.2.14. Un cilindro parabélico con eje de simetria paralelo al eje = es una region definida
por
W:{(x,y,z)6R3: a.(x7$0)2+b§y,6§2§d}, (1.2.5)

cona,b,c,d € Rye < d.

En este caso, la curva aves la pardbola a.(x — 29)? + b = y, asi como los planos paralelos
sonz =cyz=d.

Ejercicio 1.2.15. Describir analiticamente dos cilindros parabélicos que tengan sus ejes de si-
metria paralelos a los ejes x e y, segiin cada caso. Luego graficarlos.
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Figura1.30: Cilindro parabélicoa.(z — 2¢)? + b < y,c < z < d

Ejemplo1.2.16. Craficary describir la regién
W = {(z,y,z): 22y2,0§x§2,z§4}.
Analicemos esto lo mas desmenuzadamente posible.

= En este caso nos conviene observar que la desigualdad z > g2 no depende de z, esto
nos dice que para cada x € [0, 2] tenemos esa desigualdad. La igualdad 2 = y% esuna
parabolaen el planoyz, de modo que la desigualdad serd alguna de las dos regiones en
las que esa curva divide al plano. En este caso, serd la que contenga al punto (y, z) =
(0, 1) pues este verifica la desigualdad z > 3/2.

= Lacondicién z < 4, condiciona superiormente a este cilindro parabdlico, pero también
condiciona a loancho, a la variable y pues:

2=y’ <4 =y <2=-2<y<2

Entonces, la region W tiene sombra de grafico como en la figura 1.31 en el plano yz, grafico
como el de lafigura1.32y se describe como

-2 <y<2
0 <x<2
y2 <z<4

Observacion 1.2.17 (Sobre cémo graficar cilindros). Sila region esta dada en forma analitica,
lo que convienees ir considerando las inecuaciones que la definen fijando alguna variable. Por
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Figura1.31: Sombraenelplanoyzdez > 12, 0 <2 < 2,2 < 4

Figura1.32:Cilindroz > 42 0 <2 <2,2<4

ejemplo, si se toma la siguiente region,

W={(2,y,2) €ER®: (x —2)* + (y+1)?<4,-2<2<3 3,

in. 1 in. 2

conviene realizar la siguiente tabla:

1) Siz = Osecumplelain. 2y noinfluye enlain. 1= queda determinado un disco de
radio 2 con centroen (2, —1,0) (el centro tiene una variable mas ya que es un disco en
R3)enel plano z = 0.
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2) Siz = 1lsecumplelain.2y noinfluye enlain.1=- queda determinado un disco de
radio 2 concentroen (2,—1,1)enelplanoz = 1.

3) Siz = —1secumplelain.2ynoinfluye enlain.1=- queda determinado un disco de
radio 2 con centroen (2, —1,—1)enelplanoz = —1.

4) Siz =129,V —2< 2z <3secumplelain.2ynoinfluyeenlain.1=-queda determi-
nado un disco de radio 2 con centroen (2, —1, zg) enel plano z = z.

De esto se concluye que se tiene para cada z o altura que verifica la in. 1 un disco del mis-
mo radio y centro, pero a distinta altura, es decir que la region es una unién infinita de dis-
cos centrados en (2, —1, z). En otras palabras, se tiene un cilindro circular con eje de simetria
L:X =X(0,0,1)+(2,—1,0) (eslaecuacion paramétrica de la recta que es paralela al eje
zy que pasa por los centros de los discos).

Figura1.33: Cortes de laregion 11/ de tipo = = cte

Figura1.34: Cilindro (v — 2)* + (y+ 1) <4,-2< 2 <3
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1.2.4. Conos

Sean 7 un planoy p un punto no contenido en 7. Se toma una curva v en 7 y se traza una
recta L, que pase porun punto a de la curvay por p. Se hace lo mismo para todo punto a de esa
curva (que pase por cada a de la curvay por p). Si la curva es cerrada, por ejemplo una circun-
ferencia, se hace lo mismo para todos los puntos que se encuentran en la regién interior plana
de la cual la curva av es frontera. La region determinada por los segmentos entre el plano wy el
punto p se denomina cono. La regién interior plana que tiene a & como frontera se llama base
del cono, en tanto al punto p se lo denomina vértice. A modo de ejemplo mostramos la figura
1.35. Enel transcurso de este texto focalizaremos el trabajo con conos tales que cv sea una curva

Figura1.35: Cono

cerrada (supuntoinicial y final son el mismo), en particular una elipse. Ademas, tendremos en
cuenta aquellos conos elipticos tales que el punto de la region de la base que esta mas cercano
apsea el centro de la elipse (en vocabulario de algebra lineal, que la proyeccién ortogonal de
penlabasedel cono sea el centro de la elipse).

Puntualmente analizaremos los siguientes tipos de conos.

Definicion 1.2.18. Un doble cono circular con eje de simetria paralelo al eje = es una region definida
por

w

{(I,y,Z) € R3 : (x7$0)2+(y7y0)2 < (2720)230‘ <z< b} , a < b.
(1.2.6)

Es un caso particular del doble cono eliptico. En este caso ya no es tan simple determinar
cual es la curva y cuil es el vértice, o al menos no a simple vista. Para poder visualizar mejor
este tipo de regiones se puede ver primero un caso particular:
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Ejemplo1.2.19. Considerar la regién de R?, dada por:

W = (x,y,z)€R3: 2?4yt <?-1<z2<1

in. 1 in. 2

Paraanalizar qué tipo de regidény esbozar un grafico de la misma se procedera a realizar cortes
de las region fijando variables, es decir, se cortara la regidn con planos:

1) Siz = Osecumplelain.2ylain.1quedaxz? 4+ y? < 0, lo cual implica necesariamente
22 + y? = 0ydelo cual se deduce que esto se cumple siy solosiz = y = 0. Es decir
que cuando corto con el plano z = 0 la regién es un tGnico punto: (0, 0, 0)

2) Siz = lsecumplelain.2ylain.1,quedaz?+y? < 1.Porlotanto, quedadeterminado
un disco de radio 1 con centroen (0,0, 1) enel plano z = 1.

3) Siz = —1secumplelain.2ylain.1,quedaz? + 32 < 1. Porlotanto, queda determi-
nado un disco de radio 1 con centroen (0,0, 1) enel planoz = —1.

4) Siz =2,Y—1< z < lsecumplelain.2ylain.1,quedaz?+y? < 22.Porlotanto,
queda determinado un disco de radio zg con centroen (0, 0, zp) en el plano z = 2.

Este primer analisis arroja la informacion de que la regién es una union infinita de discos con
centro en el eje z y de radios entre 0 y 1 (ver figuras 1.36a y 1.36b). A diferencia del caso del

Figura1.36: Cortesde IV enel planoy el espacio.

(a) Cortes de la region 1V de tipo (b) Cortes de la region 1V de tipo
z = ctevistos en el plano z = cte vistos en el espacio

f
=

cilindro, en el cual los discos que lo formaban tenian todos el mismo radio, en este caso habra
que ver cdmo es el crecimiento de esos discos. Para ello, se cortara ahora con planos = = cte,
Yy = cte:

1) Siz = Olain.1queda: y?> < z2.Para hacer més simple la interpretacion de este corte
se considerard en lugar de la desigualdad la igualdad, es decir, y* = 22, de la cual se
deduce que |y| = |z| = y = £z, quesonlarectaidentidady menos laidentidad del
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planoyz (el plano z = 0). Volviendo a la desigualdad, como los puntos (0, 1)y (0, —1)
del plano = la verifican (yaque 0% < 12y 0? < (—1)?), se puede deducir que la regién
plana que se encuentra en la regién W es la de la figura1.37a.

2) Siy = Olain.1queda: 22 < z2. Para hacer més simple la interpretacién de este corte
se considerard en lugar de la desigualdad la igualdad, es decir, z2 = 22, de la cual se
deduceque |z| = |z| = = = %2, queson larecta identidad y menos la identidad del
plano zz(el plano y = 0). Volviendo a la desigualdad, como los puntos (0, 1)y (0, —1)
del plano 2 la verifican (ya que 02 < 12y 0? < (—1)?2), se puede deducir que la regién
plana que se encuentra en la region W es la de la figura 1.37b.

Figura1.37: Cortes de 11/ en el distintos planos

(a) Cortedelaregion W enx = 0 (b) Cortede laregion W eny = 0

Esto muestra que el crecimiento de los discos es lineal y que la region es un cono doble con
ejedesimetria (0, 0, z). Combinando, los graficos 1.36a,1.37ay 1.37b, el gréfico de la region W
eseldelafigura1.38.

Con respecto a su descripcion analitica, su sombra en el plano xy es el disco unitario de
centro (0, 0), lo cual seria simple de describiry ya lo hemos hecho en casos anteriores. El pro-
blema es que a z no le podremos poner un tnico limite superior e inferior, por lo que se hace
necesario paradescribira la regién separarla en dos subregiones. El doble cono pensado asi no
es una region elemental pero si es union de regiones elementales, que son los conos simples
que quedan de separarsegiinz > 0oz < 0:

4yt <22 = Va2 2 <2l = Va2 + 2 <2 < Va2 gy

De modo que W7 y W5 (conos simples superior e inferior, respectivamente) quedan des-
criptas como:

-1 <y<l -1 <y<l
Wi={ —V1-3? <e<1-y? yWe={ —/1-y? <a< 142
Vat+y? <z<1 -1 <z < —\r2+y2

entonces, W = Wy U W, y se describe por partes.
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Figura1.38:Conoz? + 92 <22, -1<2<1

En este ejemplo, la curva o de la definicién es la definida por 2> + y? = 1. De ahora en
mas, no diremos cudl es la curva o, dado que en muchos casos hay conos en los que ni siquiera
esta definida (por ejemplo, si el cono no esta acotado).

Para el analisis con cortes x = cte ey = cte no tomamos otros valores masquex = Oe
y = 0, ya que estos resultan suficientes para tener una idea aproximada del tipo de regién y
poder esbozar un grafico. La clave de que estos cortes elegidos fueran suficiente para determi-
naralaregién es que (0, 0) es el centro de cada disco que conforma la regién para cada corte
de z. Esta idea sirve para graficar un doble cono circular mediante el siguiente proceso.

Observacion1.2.20. Sean xq, o, 20 € R fijosy W la siguiente region:
W ={(z,y,2) € R*: (z—20)’+ (y—90)> < (2 —20)%a< 2 < b}.

1) Siz = zpysisecumplelain.2,lain.1quedaz? + y% < 0, lo cual implica necesaria-
mente 22 + y2 = 0y de lo cual se deduce que esto se cumplesiysolosiz = y = 0.Es
decir que cuando corto con el plano z = zq la regi6n es un dnico punto: (o, Yo, 20).

2) Siz = asecumplelain.2ylain.1quedaz? + y? < (a — 29)?. Porlo tanto, queda
determinado un disco de radio |a — zo| con centro en (zg, yo, a) enel plano z = a.

3) Siz = bsecumplelain.2ylain.1quedaz? + 32 < (b — 2g)?. Por lo tanto, queda
determinado un disco de radio |b — zo| con centro en (xg, Yo, b) enel plano z = b.

4) Siz=12,¥Y—1<2 < lsecumplelain.2ylain.1quedaz? + y* < (21 — 20)%.

Por lo tanto, queda determinado un disco de radio |21 — zo| con centro en (o, Yo, 21)
enelplanoz = z;.
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Este primer analisis arroja la informacién de que la regidn es una unién infinita de discos con
centro en una recta paralela al eje z y de radios entre a y b (ver figura 1.39).

Figura1.39: Cortes de la region 11/ de tipo = = cte

.!_--.

Para ver cdmo es el crecimiento de estos discos, se cortara ahora con planos x = cte,y =

cte:

1)

Siz = xglain.1queda (y —y0)? < (2 — 20)?. Para hacer mas simple lainterpretacién
de este corte, se consideraré en lugar de la desigualdad la igualdad, es decir (y — 0 )? =
(2 — 20)?, de la cual se deduce que |y — yo| = |z — 20| = y — yo = %2, queson
como la recta identidad y menos la identidad del plano =z = x, pero trasladadas tal
que la interseccién de estas sea el punto (yo, 20). Volviendo a la desigualdad, como los
puntos (yo,z0 + 1)y (yo, 20 — 1) del plano z = 1 la verifican (ya que 0> < 1%y
02 < (—1)?), se puede deducir que la regién plana que se encuentra en la regién W es
ladelafigurai1.40a.

Siy = yolain.1queda (z —z0)? < (2 — 20)?. Para hacer mas simple lainterpretacién
de este corte, se considerara en lugar de la desigualdad laigualdad, es decir (z—2¢)? =
(2 — 20)?, delacual se deduce que |z — zo| = |2 — 20| = y — yo = %2, queson
como la recta identidad y menos la identidad del plano y = yq, pero trasladadas tal
que lainterseccién de estas sea el punto (¢, 2o ). Volviendo a la desigualdad, como los
puntos (g, z0 + 1)y (79,20 — 1) del planoy = v la verifican (yaque 0°> < 1%y
0% < (—1)?), se puede deducir que la regién plana que se encuentra en la regién W es
ladelafigura1.40b.

Estos cortes se ven como en las figuras 1.40ay 1.40b

Del mismo modo, pueden pensarse conos circulares que tengan su eje de simetria paralelo
alos ejes x 0y, pero se deja al lector planteado esto como ejercicio.

Ejercicio1.2.21. Describir analiticamente a dos conos circulares que tengan sus ejes de sime-
tria paralelos a los ejes x e y, seglin cada caso. Luego graficarlos.
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Figura1.40: Cortes de IV en el distintos planos

(a) Corte de laregion 1V en (b) Corte de laregién 1V en
T = o Y=1Yo

Para poder representar una porcion de doble cono circular, la descripcion analitica debera
tener otras inecuaciones, como en los siguientes ejemplos:

Ejemplo1.2.22.
W= {(z,y,y) €R®: (x—20)” + (y —y0)> <2*,0< 2} .

En este caso, W es un cono simple (la rama positiva del doble) con eje de simetria (xq, yo, 2).
Observar que no se trata de una regién acotada, ya que la variable z no esta acotada superior-
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mente. Su grafico es la figura1.42.

Ejemplo1.2.23.
W ={(z,y,y) € R®: 2> +y* > 2*}.
En este caso, W es la parte exterior de un doble cono con eje de simetria (0, 0, z). Observar

que no se trata de una regién acotada, ya que ninguna de las tres variables lo esta. Su grafico
eslafigurai1.43.

Ejemplo1.2.24.
W:{(Jc,y,y)eR3: (x—1)2+y2§z,z§10}.

En este caso, W es un cono simple (la rama positiva del doble) con eje de simetria (1,0, z), ya
que si elevo al cuadrado a ambos lados de la desigualdad (recordar que esto se puede hacer
porque parat > 0, f(t) = t? resulta una funcién monétona creciente),

2
(x—1)2+9y2 <22 = (x—1)2 +y? <22

yquedalainecuaciénoriginal de undoble cono, aunque la condicién inicial \/(x — 1) 4+ y2 <
zimplicaque z > 0,yaque \/(z — 1)2 4+ y2 > 0, Vz,y € R. Observar que se trata de una
region acotada, ya que la variable z queda determinada como 0 < z < 10. Su grafico es la
figura1.44.

Para describirla como regién elemental, conviene mirar susombra en el plano z = 0, que
es el disco descripto por (z — 1)? 4+ y? < 102 (que surge de reemplazarcon z = 10enla

desigualdad \/(z — 1)2 + y? < zy luego elevar al cuadrado), que es de radio 10 y centro

52



Tamara P Bottazzi

Figura1.43: Regién 22 + 3> > 22

Figura1.44:Cono /(z — 1)2 + 42 < 2 < 10

(1,0,0). Describiendo a esta sombra y teniendo en cuenta que z luego tiene como “piso” el
conoy como “techo” el plano z = 10, la regidon queda descripta como sigue.
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Figura1.45: Sombraen el plano z = ( del cono
(=12 +y?2<z2<10

—10 <x <10
W = 1—+/100—22 <y <1+ +/100— 22

(z—1)2+y2 <z<10.

Ejemplo1.2.25.

W = {(a:,y,y)e]R?’: \/a:2+y2§z,z§10,0§x§y}.

Aligual que en el ejemplo anterior, las primeras dos condiciones establecen que se trata de un
cono simple acotado z entre 0y 10, aunque la tercera condiciéon impone que se tome de cada
disco solamente un cuarto, aquel correspondiente al primer cuadrante (pensando en el plano
xy, para lo cual se puede volver a repasar la seccién 1.1.4). Su grafico es la figura 1.46.
Susombraen el plano xy es un octavo del disco de radio 10 de centro en el origen, su gra-
fico es el correspondiente al de |a figura 1.47. Para describir esa regién, conviene mirarla como
de tipo | en el plano, porque se puede visualizar mejor que y varia “desde” la recta identidad
“hasta” la circunferencia de radio 10. Como = > 0, lo (inico que queda es determinar el limite
superior constante de x, para lo cual consideremos en el grafico de la region el triangulo rec-
tangulo de vértices (0,0), (a, a), (a,0). Lo que queremos averiguar es el valor de a, para lo

- . . 7T .
cual planteamos lo siguiente: partiendo del hecho de que el angulo av vale 1 (ver figura1.47)

4

= — — = —=a=

T Cateto adyacente a V2 a
= = :> — 5 2 .
€08 ( ) Hipotenusa 10 2 10 V2
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Entonces,
0 <z <52
W= x <y <100 — 22

vz +y? <z<I10.

Figura1.46:Cono /22 + 12 < 2,2 < 10,0 <z < y

Ejemplo1.2.26.

W ={(z,y,y) eR®: 2® +y*> < 2*2< 2 < 4}.
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En este caso, W es la porcidn interior de un cono con eje de simetria (0, 0, z). Es una regién que
se denomina cono truncado. Observar que no se trata de una region acotada, ya que ninguna de
las tres variables lo esta. Su grafico es la figura 1.48.

Figura1.48:Conoxz? + 1% < 22,2 < 2 <4

Para poder describir analiticamente a esta region se nos hace casi necesario separarla en
dos regiones que sean elementales, como por ejemplo el cilindro interno definido como

Wi ={(z,y,y) eR®: 2> +y* <2%,2< 2 <4}

y la porcién
W { 4<22+92<16
2 =

Vaz+y? <z <4

Si describimos a W7 y W5 entonces estaremos describiendo a . Como W es un cilindro y
W, esta casi descripta de forma analitica, queda como ejercicio para el lector.

Definicion1.2.27. Siguiendo la idea anterior, un doble cono eliptico con eje de simetria paralelo al eje
z es una region definida por

(@ —20)" (¥ =) S(ZZO)Q,CSZSd}’ (1.2.7)

_ 3.
W = {(z,y,z) cR”: e 2

cona,b,c,d € R,ec < dya,b> 0.
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Ejemplo1.2.28. Graficar la siguiente regién de R3:
W =< (2,y,2) €R?:

Enestecasoa = 2yb = 3. Para analizar qué tipo de regién y esbozar un grafico de la
misma se hara el procedimiento de cortar la regién con planos especiales:

2 2
x
1) Siz = 0secumplelain.2ylain.1queda T + % < 0, que implica necesariamente

2 2
% + % = Oydelocual se deduce que esto se cumple siy solosiz = y = 0. Es decir

que cuando corto con el plano z = 0 la regién es un Gnico punto: (0, 0,0).

22 2
2) Siz = lsecumplelain.2ylain.1queda — +

< 1= queda determinada una
elipse con centroen (0,0, 1) enel plano z = 1,deradiosa = 2y b = 3.

2?2 2?42
3) Si; = 425e cumplelain.2ylain.1queda T + ) < 42 esdecir, o1 + 14 <1 =
2—2 + % < 1quedadeterminada unaelipse concentroen (0,0,4) enelplanoz = 4,

deradiosa = 8y b = 12.

Este primer analisis informa que la regién es una union infinita de elipses con centro en el eje
z (verlafiguras1.49ay1.49b).

Figura1.49: Cortes de 11/ en el planoy el espacio

(b) Cortes de laregion 11 de
(a) Cortes de laregion 1V de tipo z = ctevistosenel
tipo z = cte espacio

1 '

Se cortard ahora con planos x = cte, y = cte:

2
1) Siz = 0lain.1queda % < 22, Para hacer més simple la interpretacién de este corte

2
. P . . .Y
se considerara en lugar de la desigualdad la igualdad, es decir 9= 22, delacual se
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deduce que |y| = 9.|z] = y = +9.z. Volviendo a la desigualdad, como los puntos
(0,1)y (0, —1) del plano yz la verifican (ya que 0% < 9,12y 0% < 9.(—1)?), se puede
deducir que la regi6n plana que se encuentra en la region W es la de la figura1.50a.
2
2) Siy = 0lain.1queda % < 22, Para hacer més simple la interpretacién de este corte

2
. P . . . X
se considerara en lugar de la desigualdad la igualdad, es decir Vil 22, delacual se

deduce que |y| = 4.|z|] = y = £4.z. Volviendo a la desigualdad, como los puntos
(0,1)y (0, —1) del plano 2 la verifican (ya que 0% < 4,12y 0% < 4.(—1)?), se puede
deducir que la regién plana que se encuentra en la region 1 es la de la figura 1.50b.

Figura1.50: Cortes de 11/ en distintos planos

(a) Cortede laregion 1V en (b) Corte de la regién W/
z=0 y=0

Esto muestra que el crecimiento de los discos es lineal y que la regién es un cono doble con
eje desimetria (0, 0, z). Su grafico es el de la figura1.51.
Una descripcion analitica de |a region en cuestion se puede hacer considerando la sombra
delamismaenen plano xy cuando z tomasuvalor maximo (eslasombraen z = Odelaelipse
2 2
. Yy .
que se encuentra en el plano z = 4): se trata de la elipse 2 + 122 < lderadiosa = 8y

b = 12. Esta sombra se puede describir, segln la seccién primera como:

—8<xr <8

.’L‘2 1.2
—12.\/178—2§y§12. -5

y como z tiene como piso la rama positivadel cono (yaque z > 0)y comotechoel planoz = 4,
entonces

—8 <zr<8
.’£2 (EQ
Wl 215 <y<i2fi-g
I’Z y2
— 4+ = < z<4
Vit =°=
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I.Q y2
Figura1.51:ConoZ + 5 <22 0<2<4

Ejercicio 1.2.29. Describir analiticamente a dos cilindros elipticos que tengan sus ejes de si-
metria paralelos a los ejes x e y, seglin cada caso. Luego graficarlos.

1.2.5. Paraboloides

El tipo de regiones que estudiaremos en este apartadoy en el siguiente serd abordado me-
diante algunos ejemplos concretos, de modo que luego sirva el andlisis hecho para trabajar
con los casos mas generales.

Ejemplo1.2.30. Considerar la siguiente region:
W= {(z,y,y) e R®: 2® +y*> < z}.

Se puede notar que la desigualdad que la define es muy similar al caso de un cono circular,
aunque no sera, claro, la misma regién. Se puede afirmar esto, ya que:

1) Siz = Osetienequex® + 42> <0 < 22 +y?> =0 < x =y = 0. Esdecir, quea
altura 0 se tiene un tnico punto: (0, 0, 0).

2) Siz = 1setieneque 22 + 42 < 1.Esdecir que a altura 1 se tiene un disco de radio 1
con centroen (0,0, 1).

3) Siz = 2setienequex? 4+ y? < 2.Esdecirque aaltura 2 se tiene un disco de radio V2
con centroen (0,0, 2).
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4)

5)

6)

Siz = 4setiene que 2% + 32 < 4. Es decir, que a altura 4 se tiene un disco de radio 2
con centroen (0,0,4).

Siz < Osetienequez? +1y% < 2 < 0 = z? +y? < Oyestodltimo esun absurdo, ya
que 22 + y? es una suma de ndmeros reales elevados a una potencia par (por lo tanto,
ambos son positivos). Esto sugiere que no hay regién por debajo del plano z = 0.

Siz = 20,20 > Osetieneque z? + 32 < 2. Esdecir que a altura z se tiene un disco
de radio /zg con centroen (0, 0, 2g).

Este primer andlisis arroja el hecho de que la regidn es una unién de discos de radio creciente,
perosolo paravalores de z mayores o iguales a0, es decir que la region tiene un eje de simetria:
el eje z (ver las figuras 1.52a y 1.52b).

Figura1.52: Cortesen el planoy en el espaciode 2> + 1 < 2

(b) Cortes de laregién 1/ de
(a) Cortes de laregion 1V de tipo z = ctevistosenel
tipo z = cte espacio

Seguidamente se debe observar cdmo es el crecimiento de esos discos, para eso se hacen
cortesx = cte,y = cte:

1)

Siz = Osetienequey? < zy esto corresponde a una de las dos regiones en las que

divide una parabola al plano yz, en este caso, aquella que se encuentra por arriba de
2

y: =z
Siz = lsetieneque 1l + y? < zyesto corresponde a una de las dos regiones en las
que divide una parabola al plano, en este caso, aquella que se encuentra por arriba de
1+y? =z

Siy = Osetiene que 2 < zy esto corresponde a una de las dos regiones en las que
divide una parabola al plano xz, en este caso, aquella que se encuentra por arriba de
2% = 2.

Siy = lsetieneque 1 + 22 < zy esto corresponde a una de las dos regiones en las
que divide una parabola al plano, en este caso, aquella que se encuentra por arriba de
14+ 22 =z
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Esto muestra que el crecimiento de los discos es cuadratico, a diferencia del caso del cono, en
el que era lineal (ver las figuras 1.53a y 1.53b). De alli que este tipo de regiones se denomina

paraboloide.
Figura1.53: Cortes en distintos planos de 2% + 1? < z

(a) Corte de laregion 1V en (b) Corte de laregion 1 en
=0 y=20

Contodos los datos obtenidos, el grafico esbozado es el de la figura1.54. Algo para destacar
sobre este ejemplo es que W no era una region acotada, ya que z no estaba acotada superior-

mente.

Figura1.54: Paraboloide 22 + ¢> < z

Lo anterior motiva la siguiente definicion.
Definicion1.2.31. Un paraboloide circular con eje de simetria paralelo al eje z es una region del espa-
cio definida por
W={(z,y,9) €ER®: (x—20)’ +(y—w0)> <z—20}. (1.2.8)
(0, Yo, 20) se denomina vértice del paraboloidey su eje de simetriaeslarectall : X = X.(0,0,1)+

(xo,yo,zo)-
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Figura1.55: Paraboloide circular (z — x0)? + (y — 10)? < 2 — 2

Ejercicio 1.2.32. Expresar como conjunto paraboloides circulares que tengan su eje de sime-
tria paralelo a los ejes = e y. Para cada caso, decir cual es el eje de simetria (dar la ecuacion de
la recta) y esbozar un grafico aproximado.

Del mismo modo, se pueden definir paraboloides elipticos.
Definicion1.2.33. Un paraboloideeliptico con eje desimetria paraleloal eje z es una region del espacio

definida por

(1.2.9)

(z — 20)? + (y — o) <z—zo}.

W—{(x,y,y)€R3: e =

Lo que se puede ver en estos casos, es que un paraboloide es una region que involucra una
desigualdad condosvariableselevadasal cuadradoy unaterceraelevadaalai. Acontinuacién
damos algunos ejemplos interesantes.

Ejemplo1.2.34. Laregion dada por
W ={(z,y,y) € R3: 22 +¢% > z}

es la porcion de espacio que queda por “afuera” del paraboloide del primer ejemplo, dado que
el punto (0, 0, 1) no verifica la inecuacién (ver figura 1.57).

Ejemplo1.2.35. Laregidn dada por
W ={(z,y,y9) €R’: (x = 1)* + 2% <y,y <4}

corresponde a un paraboloide con eje de simetria (1,y,4), y > 0, pero acotado (ver figura
1.59).
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(x —x0)?

Figura1.56: Paraboloide eliptico

a? b2

Notemos que la sombra de esta region en el plano xz es |a proyeccién del disco descripto
por (x —1)? + 2% < 4queseencuentraeny = 4.Siademas observamos que la variable y se
encuentra restringida por las desigualdades y < 4y (z — 1)? + 22 < y entonces, la regién
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se describe como

—4 <x<4

W=¢ —/4—(z—-1)2 ;zgw/4—(x—1)2

(r—1)2422 <y<4.

Figura1.58: Sombraen el plano y = 0 del paraboloide
(x—1)2+2"<y,y<4

Figura1.59: Paraboloide (z — 1)? + 22 < y,y < 4
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Ejemplo1.2.36. Laregiondada por
W={(z,y,y) eR¥: 2® +y*> <1 -2}
es un paraboloide pero se puede observar que
1—2>20<12>z.

Esto expresa que su vértice es (0, 0, 1) pero se encuentra invertido, ya que esta definido por
la condicion z < 1 (ver figura 1.60). En este caso, la sombra en el plano xy corresponde con

Figura1.60: Paraboloide invertido > + y> < 1 —

la tapa inferior del paraboloide (en los casos anteriores las sombras eran proyecciones de las
secciones mas grandes de la region, por decirlo de alguna manera), que es el disco unitario con
centro en el origen. Con esto, W queda descripta como

—1 <zx<l1
W = \/1—3:2 <y <V1-—2a?

<z<1—a22—92

puesz? + 12 <1—2=2<1—2%—y?yl—2%—y? > 0,yaque(z,y)semueveenel
disco unitario.
Ejemplo1.2.37. Laregion dada por

W = {£C y,y) € R®: 42 4 (y + 2)? <z}

Es un paraboloide eliptico, ya que la inecuacién puede describirse como
2

)2

8

+(y+2)2

(

N
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Figura1.61: Sombraen el plano = = ( del paraboloide invertido
2+t <1—2

Su eje de simetria es (0, —2, z), z > 0 (ver figura 1.62). Queda para el lector comprobar con
cortesdetipo z = cte,y = ctey x = cte que el grafico esbozado es el correcto.

Figura1.62: Paraboloide eliptico 42> + (y + 2)*> < 2

1.2.6. Hiperboloides

Siempre el caso de los hiperboloides es el mas delicado, dado que no estan definidos como
en los casos anteriores. Veremos dos casos muy importantes: hiperboloides de una hojay de
dos hojas.
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Ejemplo1.2.38. Esbozar un grafico de |a siguiente region
W= {(z,y,2) ER3: 2?49 - 22 < 1}.

Para graficara W serd muy til “cortar” a la region con planos:
En primer lugar, con planos z = cte:

1) Siz = 0, entonces, lainecuacién de W queda 2% + 42 < 1, que representa un disco de
radio 1 con centroen (0,0, 0).

2) Siz = 1, entonces, la misma inecuacién queda x2 + y2 < 2, disco de radio v/2 con
centroen (0,0,1).

3) Siz = 29,20 € R, entonces, lamisma inecuacién queda 2% + y? < 1 + 22, disco
de radio y/1 + 22 (notar que siempre 1 + 2% > 0,Vz € R) con centroen (0,0, zo).
Esto también sugiere que los discos que aparecen al realizar cortes con ejes horizonta-
les (paralelos al plano zy) tienen siempre radio mayor o igual a 1, siendo Ginicamente 1
cuando z = 0.

En segundo lugar, con planos z = cteey = cte:

1) Siz = 0, entonces, la inecuacién queda y?> — 22 < 1. Para analizar esto, es mejor

trabajar primero en el plano y2: laigualdad y? — 22 = 1 representa una hipérbola con
asintotas z = yez = —y (ver anexo 1), por lo tanto la desigualdad representara o
bien a la region comprendida entre las dos ramas, o bien a las dos regiones exteriores.
Para ver esto, se toma el punto (y,z) = (0,0) que es un punto que se encuentra en
la primera region (entre las dos ramas de |a hipérbola) y se ve si verifica la inecuacion
y? —22 <1 = 02 —-0% =0 < 1. Estoexpresaquey’ — 22 < 1eslaregién
comprendida entre las dos ramas.

2) Siy = 0, lainecuacién queda 2% — 22

< 1.Sisetrabaja en el plano yz, la igualdad
2?2 — 22 = 1 representa a una hipérbola con asintotas = = zyz = —zx. Luego se
tomael punto (y, z) = (0,0) que es un punto que se encuentra entre las dos ramas de
la hipérbola y se ve si verifica la inecuacion 22 — 22 < 1 = 02— 02 = 0 < 1.Esto

expresa que 2 — 22 < 1es laregién comprendida entre las dos ramas.
Recapitulando,

= Conloscortes z = ctese pudo saber que se trata de una unién de discos de radio mayor
oigual que 1y que el disco con el radio menor se haya en el plano z = 0. A medida que
el modulo de z crece, se tienen discos de radios cada vez mayores (ver figura1.63a).

= Conloscortesz = 0 ey = 0se pudo saber que el crecimiento de esos discos es hiper-
bélico, considerando la regién entre las hipérbolas (ver figuras1.64ay 1.64b).

Esto remite a la figura 1.65 cuyo grafico es un hiperboloide con eje de simetria (0,0, z).
Para describirlo, podemos suponer que —1 < z < 1, de ese modo queda acotado, puesto
que noloera. Lo mejor que podemos hacer es considerar lasombra de la region en el plano yz
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Figura1.63: Cortes de la region 11 en el planoy el espacio

(b) Cortes de la region 1V de
(a) Cortes de laregion 1V de tipo z = ctevistosenel
tipo z = cte espacio

Figura1.64: Cortes de laregion 11 en distintos planos

(a) Corte de laregion 1V en (b) Corte de laregion 1 en
z=0 y=0

(x = 0), que se ve, de acuerdo con lo que analizamos previamente como la figura 1.64a. Esa
sombra tiene una primera descripcién: 42 — 22 < 1, —1 < z < 1. Perossi la escribimos como
region elemental del plano (hicimos algo andlogo en la primera seccién), queda:

-1 <z<1
—V1+22 <y<V1+22
0 Szgl—mz—y2.

Esto, sumado el hecho de que la variable z cumple
Py - <1=22? <1y + 2= 1 -2+ 22 <2< \1—y2+ 22,
permite tener otra descripcion analitica de la region.

Esta region se denomina hiperboloide de una hoja y se caracteriza porque su crecimiento es
hiperbélico, pero ademas porque la regién es conexa. Mas en general, podemos definirlo de la
siguiente manera.
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Figura1.65: Hiperboloide 2> 4 > — 22 < 1

Definicién 1.2.39. Un hiperboloide de una hoja con eje de simetria (zo, yo, z — zo) es el siguiente
conjunto de puntos del espacio:

W={(z,y,2) €R®: (x—20)* + (y—90)*> — (¢ —20)> <a,a €R}. (1210

Ejercicio 1.2.40. Describir analiticamente dos hiperboloides de una hoja: uno con eje de si-
metria (x,0,0) y el otro con eje de simetrialL : X = \.(0,1,0) + (1,0,0).

A continuacion analizaremos el siguiente ejemplo.
Ejemplo1.2.41. Esbozar un grafico de la siguiente region
W ={(z,y,2) eR3: —a? — 2+ 22> 1}.
Para graficar W se cortara nuevamente con planos. En primer lugar, con planos z = cte:

1) Siz = 1,entonces, lainecuacién de W queda —z2 — y2 > 0, que representa un dnico
punto (0,0,1).

2) Siz = —1, entonces, la inecuacién de W queda —x? — y? > 0, que representa un

dnico punto (0,0, —1).

3) Siz = 20, lainecuacion queda —22 —y? > 1 — 22 = 22 +y? < —1 + 22 Esta
dltima inecuacién tiene sentido solosi 22 — 1 > Oyaque 22 + y? > 0, es decir que
ocurresiysolosizg < —1o02zy > 1 (pensando en los ceros de la funcién cuadratica

f(z)=22-1).
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Figura1.66: Hiperboloide de una hoja
(z—20)” + (y —%0)* — (r —2)* < a,a €R

En segundo lugar, con planos x = cteey = cte:

1)

Siz = 0, entonces, la inecuacién queda z? — y? > 1. Enel plano yz laigualdad 2% —
y? = 1 representa una hipérbola con asintotas 2 = y ez = —y, por lo tanto, la
desigualdad representard, o bien a la regién comprendida entre las dos ramas o bien a
las dos regiones exteriores. Para ver esto, se toma el punto (y, z) = (0,0) que es un
punto que se encuentra en la primera region (entre las dos ramas de la hipérbola) y se
ve si verifica la inecuacién 22 — 92 > 1 = 02 =02 = 0 > 1, nolacumple, pues
e
0 < 1.Estoexpresaque 22 — 32 > 1es la regién compuesta de las dos subregiones

exteriores. Esto es justamente inverso al caso del hiperboloide de una hoja.

Siy = 0, entonces, la inecuacién queda 22 — 22 > 1. Enel plano zz laigualdad 2% —

22 = 1 representa a una hipérbola con asintotas z = z ez = —x, porlo tanto, la

desigualdad representara, o bien a la regién comprendida entre las dos ramas, o bien

a las dos regiones exteriores. Para ver esto, se toma el punto (y, z) = (0,0) que es un

punto que se encuentra en la primera region (entre las dos ramas de la hipérbola) y se

ve si verifica la inecuacién 22 — 22 > 1 = 02 =02 =0 > 1,nolacumple, pues
gl

2 — 22 > lesladoble regién exterior.

0 < 1.Estoexpresaque z

Recapitulando,

Conlos cortes z = cte se pudo saber que se trata de una unién de discos de radio mayor
oigual que 0, pero siempre teniendo en cuenta que |z| > 1. Con ello, los radios crecen
conforme crece el valor absoluto de z. No hay region entre —1 < z < 1 (ver figuras
1.67ay1.67b).
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= Conloscortesz = 0ey = 0sepudosaberqueel crecimiento de esos discos es hiperbé-
lico, considerando la region que no esta entre las hipérbolas, es decir, la region partida
odisconexa (fer figuras 1.68ay 1.68b).

Figura1.67: Cortes de la region 11/ en el planoy el espacio

(b) Cortes de la region 1V de
(a) Cortes de laregion 1V de tipo z = ctevistosenel
tipo z = cte espacio

com————
o

f

Figura1.68: Cortes de la region 11/ en distintos planos

(a) Cortede laregion W de (b) Corte de laregién 1/ de
tipox = cte tipoy = cte

Esto remite a la figura 1.69 cuyo grafico es un hiperboloide con eje de simetria (0,0, 2)
pero, a diferencia del caso anterior, su grafico esta desconectado en dos partes.

Definicién1.2.42. Un hiperboloide de dos hojas con eje de simetria (o, yo, 2 — 20) esel siguiente
conjunto de puntos del espacio:

W = {(m,y,z) ER?: —(z—x0)* — (y—yo)* + (2 —20)* > a,a > 0}. (1.2.11)
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Figura1.69: Hiperboloide —22 — 3 + 22 > 1

Figura1.70: Hiperboloide de dos hojas
—(@ = 20)? = (Y —90)* + (2 — 20)> > a,a € Ry

Algo para destacar que sera (til en el momento de visualizar una region de estos dos esti-
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los es que: si se trata de un hiperboloide de una hoja, precisamente hay una sola variable con
signo negativo en la expresion que la define (y esa, precisamente, marca la direccién del eje de
simetria), en tanto para el caso del hiperboloide de dos hojas siempre hay dos variables con
signo negativo (y la que no lo tiene marca la direccion del eje de simetria). Por ejemplo, en el
ejemplo18 (de una hoja) lavariable con el signo negativo era z y su eje de simetria (0, 0, z); en
el ejemplo19 (de dos hojas), en cambio, z era la Ginica variable no negativa, por lo que el eje de
simetria era también (0, 0, z).

1.2.7. Bolas

Sea O = (w0, Yo, 20) un punto cualquiera de R3 y sea r un niimero positivo arbitrario. Se
denomina bola a todos aquellos puntos del espacio que distan de O igual o menos que . Como
la distancia entre dos puntos del espacio esta determinada por la funcién norma, este tipo de
region se puede representar analiticamente de la siguiente manera:

W= {((I},y7Z) € R?) : ||(x7y,z) - ($07yU7ZO)|| < ’I’} . (1.2.12)

O se denomina centrodela bolay r es su radio.
Sise recuerda el hecho de que, dado (a, b, ¢) € R?, sunormaes:

[(a,b,0)[| = Va* + b* + ¢
entonces,
||(x7y,z)—(m0,y0,zo)|| = ||($—$07y—y072—20)||
= V(@ —20)2+ (y— 1)+ (z — 20)*

Por lo tanto, la bola W de radio 7 con centro en (xq, Yo, 20) se describe como los puntos del
espacio que verifican

V(@ —20)? + (y — y0)? + (2 — 20)2 <,
yelevando al cuadrado a ambos lados de la inecuacién queda

(x—20)2 + (y —y0)> + (2 — 20)*> < 2. (1.2.13)

Ejemplo1.2.43. LaregiondeR?, dada por:
W = {(x,y,z) ER3: 22 4o+ 22 < 1}

eslaboladeradio 1 concentroen (0,0, 0). Es ladenominada bola unitariay su grafico es el del
lafigura1.72.

Ejemplo1.2.44. LaregiéndeR?, dada por:
W = {(x,y,z) ER3: 22+ 422> 1}

es el exterior de la bola unitaria, ya que esta inecuacién no es verificada para ningin punto del
interior de ella (por ejemplo, notemos que si se considera el origen, 02 4+ 02 + 02 = 0 < 1.
Ver la figura1.73.
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Figura1.71:Bola (v — z9)® + (y — v0)?* + (2 — 20)* < r?

Figura1.72: Bola unitariaz? + 3% + 22 < 1

Ejemplo1.2.45. Laregién de R?, dada por:
W ={(z,y,2) €R®: 2® + (y+ 1) + ( — 2)* < 4}
eslaboladeradio 2 con centroen (0, —1, 2) (ver figura1.74).

Hay otramaneradededucirel graficode unabolayentenderlositrabajamos conlainecua-
cién que la describe. En efecto, si cortamos la regidn con cualquier plano que pase por el cen-
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Figura1.73: Exterior de la bola unitaria z? + 3> + 22 < 1

tro de la bola, (xg, Yo, z0) se obtienen discos. Por ejemplo, si se considera la regién dada por
22 + 9% + 22 < lysecortaconlostres planosz = 0,y = Oy z = 0 se tiene, en cada caso:

1) 0=0%2+y2+22<1 =y%+22<1,discoenel planoyz deradio1y centro
).

xr =
(0,0
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Figura1.75: Cortes de la bola 11/ en distintos planos

(a) CortedelabolaWenz =0 (b)CortedelabolaWenz =0 (c)CortedelabolaiWeny =0

=0 =22+0%+22<1 = 2%+ 22 < 1,discoenel plano zz deradio1y centro
,0).

” 8@

0 =22+y2+0%2<1 = 22+y? < 1,discoenel plano 2y de radio 1y centro
0,0).

Pero si cortamos con otros planos del tipo z = cte,x = cteoy = cteconcte € (—1,1)
obtenemos discos pero de radio menora1. En la figura 1.76 podemos observar algunos cortes
en un mismo grafico, que nos permiten reconstruir la forma de la bola.

Figura1.76: Diversos cortes de la bola 11" en el espacio

Observacion 1.2.46. La bola de centro (xg, Yo, z0) y de radio a es una region elemental del
espacioy se describe como region de tipo | como:

—a<zxr<a
—Va? — 12 <y < Va2 — 12 (1.2.14)
—Ja? — a2 2 <2< \Ja? — 22— 42,

para todo (g, Yo, 2z0) € R3ya > 0.
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Esto sale del hecho de que la sombra de una bola de radio a es un disco del mismo radio
en cualquiera de los planos que pasan por el centro de la bola misma. Ademas, esto hace que
las bolas se puedan describir como regiones de tipo Il o 11l de forma muy similar a la que pre-
sentamos en la ecuacién1.2.14.

Porejemplo, ladescripcién comoregiéndetipo | paralabolaunitariade centroenelorigen

es
—-1<zx<1

—V1-22<y<V1— 2?2
—V1—-22—y2<z<1—22—y%

En tanto que su descripcién como regién de tipo Il es

—1<x<1
V1 —22<z<1— 22
—V1—22—22<y<V1—a%-—22

Se puede conseguir de manera analoga su descripcién como region de tipo lll, de modo tal que
las bolas son regiones de tipo IV.

1.2.8. Elipsoides macizos

Enanalogia de lo que hemos desarrollado para bolas, pretendemos generalizar a regiones
denominadas elipsoides macizos.

Definicion1.2.47. Un elipsoide macizo es una region del espacio definida por el siguiente conjunto

2 2 RY:
W:{(x,y,z)€R3: @onl w = L e <1}7 01.2.19)

cona,b,c > 0.
(0, Yo, o) es el centro del elipsoide macizoy ademis,
1) aeselradio maximo en la direccién de z,
2) beselradio maximo en ladireccién de y,
3) cesel radio maximo en la direccion de z.

Para interpretar el grafico del elipsoide macizo y, con ello, su relacién con la bola, se puede
cortar a la regi6n por cualquier plano que pase por (zg, Yo, 20):

=0
2 2 2
1) Siseconsiderael planox = xgsetieneque (7o 72%) + y 72y0) + z 7220) =
2 2 “ b ‘
— z—z
1 = (y bzy()) + ( 5 ) < 1y esta expresion corresponde a una elipse en el
c

plano considerado de centro (4o, 2o).
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Figura1.77: Elipsoide macizo

=0
2 2 2
2) Siseconsiderael planoy = yg se tiene que (@ 7;0) + (%o gzyo) + (2 722()) <
a c

I G G
2 + 2
a C
plano considerado de centro (g, z0).

< 1y esta expresion corresponde a una elipse en el

=0
2 2 2
T—z — 20 — 2
3) Siseconsiderael plano z = zg setiene que ( 5 o) + € beO) + (20 5 0) <
a c

(ZU - y0)2 (Z - 20)2
1 = 02 + 2

plano considerado de centro (yo, 20).

< 1y esta expresion corresponde a una elipse en el

Considerando el caso més sencillo (xo, yo, 2z0) = (0,0, 0), los cortes con planos z, y, z = cte
son los correspondientes a las figuras 1.78a,1.78b, 1.78cy 1.79.

Con todo lo anterior, un grafico aproximado del elipsoide macizo con centro en (0,0,0) y
a < b < ceseldelafigura1.80. Mas en general, un elipsoide macizo con centro en cualquier
(20, Yo, 20) seriasimilaral de la figura1.81. Lainterseccién del mismo con cualquier plano que
pase por el centro del elipsoide macizo sera una regién plana eliptica. Para mayor comodidad,
en muchos casos y de modo indistinto, denominaremos elipses tanto a los discos elipticos co-
mo a las curvas homénimas (ver figuras 1.78b y 1.78¢).

Ejemplo1.2.48. Laregion definida por

—1)2 9
WZ{(%y,z)eR?’: (“"41)+y2+(z1+61)§1}

es un elipsoide macizo con centroen (1,0, —1) yradiosa = 2,b = 1,¢ = 4. Su graficoes el
delafigura1.82.
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Figura1.78: Cortes del elipsoide 11/ en distintos planos

(a) Corte del elipsoide macizo 1/ (b) Corte del elipsoide macizo 1/ (c) Corte del elipsoide macizo 11/

detipoz = cte detipox = cte detipoy = cte
2 2 2
. . . g X ) z .
Figura1.79: Diversos cortes del elipsoide — + 5] + — < lenelespacio
a c

Observacién1.2.49. Labolaesun caso particularde unelipsoide macizo,cona = b = ¢ = 12

Ejemplo1.2.50. Mostrar que la region definida por

_32
W:{(x’y’z)ERgi 4x2+y2+(z2)§8}

es un elipsoide macizo.
En efecto, si dividimos aambos lados de la desigualdad por 8,
(= —3)?

4.2% +y? +
2 <

8

22 2 —3)2
P R ek i
2 8

16

=

+ <1

ool oo
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ilf2 y2 22
Figura1.80: Elipsoide maCIzo —t5+5<1

b2 2~

(z — $0)2 (y — y0)2 i (2 — 20)2

Figura1.81: Elipsoide macizo

2 2 2
- .Z‘2+ y2+(z 23)
NG
Este Gltimo paso permite ver claramente que se trata de un elipsoide macizo con centro en
(0,0,3) yradios a = V2,b = /8, ¢ = 4.Sino se realiza este (iltimo paso algebraico se
puede incurrir en errores con mucha facilidad.
Su grafico es es el correspondiente a la figura 1.83.

<1

Cuando miramos los cortes x = xg,y = Yoy 2 = 2o de algln elipsoide macizo (suponga-
mos con centro en el origen de coordenadas) tenemos siempre regiones planas elipticas, aun-
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—1)? 1)2
Figura1.82: Elipsoide macizo % +y2 + m

Figura1.83: Elipsoide macizo —; +

que no suelen ser iguales entre si. Esto motiva a una observacién acerca de cémo se describen
estas regiones del espacio.
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Observacién1.2.51. Un elipsoide macizo de centro (0, 0,0) y de radios a, b, ¢ > 0

x2+x2+x2<1
a?  a?  a? —

es unaregion elemental del espacioy se describe como regién de tipo | como:

—a<zxr<a
2 2
“Vl-gsvsyl-—3 (1.2.16)
3 2 2 2
xz Yy Y Yy
J1-= L < <y1-= L
a? a2 - a?  a?

El caso mas general, aquel en el que el centro sea un (xg, Yo, 20) cualquiera del espacio no
lo enunciamos porque consideramos que puede complicar la idea (y no es nuestra intencién
que esto suceda). Pero lo dejamos como ejercicio para que el lector se divierta.

Ejercicio 1.2.52. Describir todos los elipsoides macizos de los ejemplos como regiones ele-
mentales.

1.2.9. Regiones mixtas o mas generales

Enestaseccionveremos algunos ejemplos de regiones que involucran alas trabajadas has-
ta el momento. También veremos cémo hallary describir intersecciones de regiones.

Ejemplo1.2.53. Graficar las siguiente region de R3:
W= {(xa%z) ERSI 1 Sx2+y2+22 §4}

Aquihay unadobleinecuacién, porlo que resultaria conveniente separarlay analizar cada par-
te. Si se considera la inecuacién 2 + 32 + 22 < 4, se puede afirmar que esta corresponde al
interior de una bola maciza con centro en (0, 0, 0) y radio igual a 2 (ver figura 1.84). Por otra
parte, sisetoma 1 < 22 + 32 + 22 se tiene la porcién exterior de la bola unitaria centrada
en el origen (ver figura 1.73). Por lo tanto, las dos inecuaciones corresponden a secciones de
bolas concéntricas (que tienen el mismo centro). La region W serd entonces la regién intersec-
cién entre las dos condiciones, es decir, serd el anillo macizo de centro (0, 0, 0) y comprendido
entre los radios 1y 2. Su grafico es el de la figura1.85.

Ejemplo1.2.54. Graficarel s6lido que verifica las siguientes condiciones:
1) x2+y2—|—22 <1,
2) 22+ 422 <2y

La condicidon 1 claramente describe la bola unitaria con centro en el origen. Pero la condicién 2
es mas dificil de visualizar, dado que del lado derecho de la desigualdad hay un término lineal
que depende de y, ademas de la presencia de las tres variables elevadas al cuadrado, por lo
que se descarta que sea un paraboloide. Debemos trabajar esa expresion:

24?422 <2 =2 +y? -2y + 22 <0.

82



Tamara P Bottazzi

Figura1.84: Region correspondientea 22 + 3% + 22 < 4

Figura1.85: Regiéondadapor1 < 22 +¢y? + 22 < 4

Ahora podemos pensar lo siguiente: la expresion 4> — 2y es casi la expresion del cuadrado
de un binomio desarrollado, especificamente del trinomio cuadrado perfecto y? — 2y + 1 =
(y — 1)2. Lo Gnico que falta es el +1, por lo que para obtenerlo lo sumamos y restamos en la
expresion de la izquierda de la desigualdad (o lo sumamos a ambos lados, lo importante es
que la desigualdad no sea afectada por esto). Queda entonces:

Py -2 H1-1422<0 = 224+ (y-1)2-1+422<0
———
=(y—1)2

= 22+ (y-1>2+22<1 (1.2.17)

Pasando el —1 sumando a la derecha de la inecuacién hace que esta defina el interior de una
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bola unitaria de centro (0, 1, 0) (ver figura1.86).

Figura 1.86: Region correspondientea 2% + 32 + 22 < 2y

Laregion W es, entonces, laregién determinada entre dos bolas unitarias no concéntricas,
aunquesus centros se hallanambos sobre el eje 4, lo cual podemosinterprertalo como que una
eslaotradesplazadaen 1 haciael ladode lasy > 0 (ver figura1.87).

Figura1.87: Regiondadaporz? + 3° + 22 < lyz? + 3 + 22 < 2y

[
L0 1 0Tl
|

Lo que hicimos en este ejemplo sobre la segunda desigualdad fue lo que cominmente se
denomina “‘completar cuadrados”. Esta es una técnica muy utilizada en este tipo de problemas,
en particular cuando se trabaja con polinomios de varias variables (tener en cuenta que 2 +
y? — 2y + 2% es un polinomio de grado dos en tres variables, z, , z. Pensar lo mismo para las
expresiones que describen todas la otras regiones).
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Algo importante en el momento de visualizar |a region es describir analiticamente la in-
terseccion de las dos condiciones. En el grafico se ve que la interseccion es un disco con centro
enel ejey, pero se puede obtener precisamente su descripcién.

La regidn es la encerrada entre las dos bolas no concéntricas de radio 1, las cuales, si bien
estan descriptas por desigualdades, lasigualdades 2% + 4% + 2% = lyaz? +(y—1)2+22 = 1
representan los bordes de cada una de las bolas, respectivamente (la “cascara”, por asi decirlo;
pensar en la definicién de bola como distancia al centro O). Entonces, el borde del disco de
interseccion, que es una circunferencia, se encuentraen lainterseccién de las dos cascaras. Mas
precisamente:

22+t +2=1
ENPASIIESPE & e e VRl s

1

éyzf(yfl)Q:0:>y27(y272y+1):0 =2y—1=0 éyzi.

Esto expresa que la interseccidn ocurre en el planoy = % pero no indica cdmo es esa inter-
seccion. Para ver ello hay que tomar el valor de 3 obtenido y reemplazarlo en cualquiera de las

dos ecuaciones, ya que la interseccién esta en las dos. Si se reemplaza en 2 + 3% 4 22 = 1:

2
1 1 3
() +2=l=2? - =l s A=
2 4 4
La Gltima igualdad corresponde a una circunferencia de radio \/g = ? con centro en
(0,0) enel plano 2. Por lo tanto, la interseccién sera el disco 2% + 22 < (@) , del mismo

radioy centroen (0, 3, 0) (ver figura1.88).

Figura1.88: Interseccibnde 22 + ¢> + 22 = lyz? + (y — 1)? + 22 =1

En cuanto a la descripcién de la regidn, en este caso podemos hacerla porque se trata de
una region elemental. Pero para ello debemos mirar susombraen el plano xz (y = 0), que es

eldiscox? + 22 < T Luego debemos tener en cuenta lo siguiente:
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= lavariabley, vistacomo dependiente de las otras dos se encuentra acotada debajo por
la cdscara de la bola de centro (0, 1, 0), mientras que por arriba es acotada por la que
tiene centro en el origen.

= Estaregion cumplesiemprequey < 1.

224 (y—1)24+22<1 = ly—1] < V1 —22 - 22
= 1-V1I-22—-22 <y <1+V1—-a2—-22perol <141 —22—22

siempre, entonces solo tomo la primera desigualdad como limite inferior de y para la
region.

w 242422 <1 =y <VI-a22 — 22 = V1 —a22 — 22 <y <1 —22 22
pero la region cumple siempre que y > 0, entonces solo tomo la segunda desigualdad
como limite superior de y para la region.

Con esto, la regién W queda descripta como:

Ejemplo1.2.55. Graficar las siguiente regién de R3:
W= {(z,y,2) ER®: 22 +¢y* <2? <4 —2> —y? 2 >0}.
Nuevamente, podemos separar las dos desigualdades:
1) 22 442 < 22
2) 22 §4—x2—y2

La primera desigualdad corresponde a un doble cono circular con eje de simetria (0, 0, z),
entanto la segunda desigualdad, si se pasan todas la variables hacia el miembro de la izquier-
da, es una bola de radio 2 y centro (0, 0, 0). Si se tiene en cuenta la condicién z > 0, se debe
considerar solo el cono simple “positivo”. Por lo tanto, la regién W es aquella que se encuentra
entre el cono positivoy la bola: es una regién cuyo limite inferior o “piso” es 22 + 3% = 22,z >
0 (cascara del cono), mientras que su limite superior o “techo” es 22 + y? + 22 = 4 (cascara
de la bola). Su grafico queda entonces como el de la figura 1.89.

En este caso también se puede hallar la interseccién de los bordes de estas cascaras que

limitana W:
22 4 y? = 22

22 byt =4 }=>$2+y2+22=4:>z2+z2:4.

=22

=22=4=22=2 = 2=4V2.
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Figura1.89: Regién dada por 22 + y? < 22y 2% < 4 — 2?2 — ¢

Esto nos dice que las intersecciones ocurrirfan en los planos z = /2y z = —+/2, pero si
tenemos en cuenta el hecho de que z > 0, entonces consideraremos solo la interseccién en el
plano z = /2 (la otra corresponde a la interseccion de la bola con el cono inferior o negativo,
aquel tal que z < 0). Con esto, reemplazamos en laigualdad 22 4 y? = 22y queda:

? +y7 = (V2)2

Porlotanto, lainterseccion entre los bordes es una circunferencia de radio v/2y centro (0, 0, v/2)
(ver figura 1.90). Para describirla, podemos hacer en analogia con el ejemplo anterior lo si-
guiente. Teniendo en cuenta que

= Lasombrade W en el plano z = 0 corresponde al disco de radio v/2 y centro en el
origen.

= Lavariable z se puede ver como que esta acotada inferiormente por el cono y superior-
mente por el paraboloide invertido, de hecho, de la descripciéninicialde W yquez > 0
sale que:

2y <2< -2~y = Va2 <2< V4 a2 g2

Entonces
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Figura1.90: Interseccionde 2% + ¢y = 22yz? + > + 22 =4

Ejemplo1.2.56. Graficar la siguiente region de R3:

W:{(x,y,z) eR?: 2?49y <2< \/x2+y2,0§z§1}.
Nuevamente, podemos separar las dos inecuaciones:

1) /22 4 y? > z. Esla parte exterior (pues (0, 0, 1) verifica la desigualdad) del mismo
cono que en el ejemplo anterior, pues (0, 0, 1) no verifica la desigualdad y ademas por-
que z debe ser positivo.

2) z > x? + 2 Eslaparteinterior de un paraboloide con eje de simetria (0,0, z), z > 0.

De lo anterior, se desprende como conclusién que W es la region encerrada entre el para-
boloide y el cono que tienen eje de simetria (0,0, z), z > 0. W tiene como limite inferior a
/22 + y2 = zycomo limite superiora 2 4 y? = z. Pero esto sucede porque la interseccion
entre /22 + y2 = zy2? 4+ y? = z es unacircunferencia:

VETE=: 5 JEIE=S

elevando al cuadrado
12 4 y2 — 5

:>a:2+y2:z =22 =7
N——

=22
=22 -2=0=2(:-1)=0=2=0,z=1.

Queda claro que si z = 0, entonces, x = y = 0, por lo que se intersecan en el origen (esto
ya era evidente porque tanto el cono como el paraboloide de este ejemplo tienen sus vértices
alli). Si z = 1, entonces
2 2 _ 12 _
*+y =1"=1

Laintersecci6n de las cascaras es una circunferencia unitaria con centro (0, 0, 1).
Queda para el lector describir la regién como elemental, pero, siguiendo lo que hicimos en
el ejemplo pasado se hace con poca dificultad.
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Figura1.91: Regiéndada por /22 + 32 > 2,0 < 2 < lyz > 2% + ¢

Figura1.92: Intersecciénde /22 + 42 = zy2? + ¢ = 2
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Capitulo 2

Integrales doblesy triples

2.1. Integrales dobles

Definicién 2.1.1. Una funcién f : A C R? — R sedice que es integrable si es continua en todo A,
salvo quizds, en una region de drea nula de su dominio.

Definicién 2.1.2. Sea f : A C R? — Runa funcion integrabley sea R, un rectangulo. Se define la
integral doble de f sobre IR como

// fdA = lim ZZf(xi,yj)Axiij, (2.1.1)
R m,n—oo

j=1i=1

con Az, = |zip1 — x|y Ay; = |yj+1 — x|, que son los tamaiios de los lados corvespodientes al
rectangulo R;j = [, 1] X [Y;,Yj41], paracadai, j.

El limite que aparece en la ecuacion 2.1.1es el correspondiente al de las sumas de Riemann y
podria no existir o ser infinito. Si la funcidn es integrable (ver definicidén 2.1.1), entonces, siem-
pre seré finito dicho limite.

La forma de operar con la integral doble definida en la ecuacién (2.1.1) es a partir de la no-
cién de integrales en una sola variable iteradas.

Definicién 2.1.3. Sea f : A C R? — R una funcién integrabley sea R = [a,b] X [c,d], un
rectangulo. Se define la integral iterada de f sobre R como

//RfdAz//R fdxdyZ/ab/cd f(a:,y)dyda::/ab [/cd f(x,y)dy] dz (21.2)

Laideaestomaralavariable z como una constante e integraren primerainstancia con res-
pectoay, que es hacer una integral unidimensional. Al evaluar quedara una segunda integral
para calcular, pero la variable iy habra desaparecido, restando integrar respecto de .
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Ejemplo2.1.4. Calcular [, 1dxdy,siendo R = [1,3] x [-1,1].

Por el teorema anterior, se puede calcular esta integral doble por el método iterativo, ya que la
funcién f(x,y) = 1esintegrabley continua (de hecho, es una funcién del tipo escalonada
con un solo escalén, ya que es constante). Entonces

//Rldxdyz/_ll [/fldx} dy:/_ll[x]i:i’dy

/_ [3—1]dy=/_12dy=2y|£1=2.(1—(—1))=4

1

A continuacién se enumeran algunas propiedades de las integrales dobles sobre regiones
rectangulares.

Teorema 2.1.5. Sean fy g, campos escalares definidos sobre un rectangulo R del plano real. Entonces
secumplen las siguientes propiedades:

// a.f—l—b.gdmdy:a// fdmdy-l—b// gdxdy,
D D D

Ya,beR.

1) Linealidad:

2) Aditividad:si D = Dy U D4 con D1y Do no solapadas, es decir que a lo sumo tienen como
interseccion una curva,

//D fdavdy:/D1 fdxaly—i—/D2 fdxdy.

3) Comparacion:si f(x,y) < g(z,y),V(x,y) € D

//Dfdxdyg//[)gdxdy.

Deesta tltima propiedad de comparacionsedesprendequesi f > Oentonces ffD f=>o.
Lo que no vale es la reciproca (probarlo).

Si se considera una regién D acotada, y se tieneuna f : D — R3, se puede extender
la definicién de integral doble a regiones mas generales. Si D es region de tipo I, se puede
hallarsiempre un rectangulo R tal que D esté completamente contenido en R. De este modo,
se puede definir una nueva funcién F' : R — R de la siguiente manera:

flz,y) si (x,y) €D
F(””’y):{ 0" 4 (o4) €R_D

Como F'resultaintegrable en R, por aditividad queda

//LdeAJF//mDOdA://}quA,
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Si Desregiondetipol,esdecir, D = {(z,y) € R? 1 a <z < b, g(z) <y < h(z)}, enton-
ces, se tiene que

d h(z) h(z)
/ F(z,y) dydx :/ F(x,y) dydx :/ f(z,y) dydx
c g

(R) g(h)

y entonces se tiene que

/ /D fdxdy = /ab l /g::) ) dx] dy (213)

Analogamente se pueden definir iterativamente integrales dobles sobre regiones S de ti-

poll:
d t(z)
/ fdxdy = / [/ f(z,y) da:] dy (2.1.4)
S c r(x)

La operatoria en este caso es analoga a la de la definicién para regiones rectangulares, te-
niendo en cuenta que primero se integrara respecto de x, considerando a y como constante.
Combinando las definiciones anteriores se obtiene el siguiente resultado.

Teorema2.1.6. Sea f : A C R? — Runa funcion integrableysea D, una region elemental de tipo
Il La integral doble de f sobre D es

[ sasay - [ [ /hf:) fay) dy] do = /j [ /T:_j fy) dx] & 215

De modo que si se tiene una region de tipo I11, se puede integrar en el orden que se quiera,
pero para eso se tendra que describir a la regién como de tipo | o de tipo Il, seglin convenga.
Este teorema se conoce “Teorema de Fubini”. Con esto se puede empezar a calcular integrales
dobles, como se hara en los ejemplos siguientes. Pero antes de ello, enunciamos propiedades
importantes de las integrales dobles.

Las propiedades de linealidad, aditividad y comparacion mencionadas para integrales so-
bre rectangulos se extienden a estas integrales definidas sobre regiones de tipo I1.

Se puede observar que en el ejemplo 2.1.4, la integral sobre el rectdngulo [1, 3] x [—1, 1]
dio4 = (3 —1).(1 — (—1)) que es exactamente el producto de la longitud de su base y su
altura. De modo que esa integral dio el valor del area del rectangulo. Esto se puede generalizar
a cualquier region de tipo Il del plano y motiva la definicion 2.1.7.

Definicion 2.1.7. El drea de una region plana elemental D es la integral doble de la funcion 1, esto es

// 1dA = // 1dxdy. (2.1.6)

Definicién2.1.8. Dada una funcion f : A C R%2 — R, sugrifico es el conjunto del espacio definido
como

gr(f) = {(Ivva)ERS:(I7y)6A’ZZf(I7y)}
= {(zy, f(z,9) : (2,y) € A}.
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Figura 2.1: Grafico de una funcién f : A C R? — R, f > Oenel espacio

Definicidn 2.1.9. Si D es una region elemental del planoy f : D — R es una funcion tal que
f(z,y) > 0,¥(x,y) € D, entonces, calcular la integral doble [ [, f dxdy es igual a calcular
el volumen encerrado entre el grifico de f y la region D en el plano zy en R® (ver figura 2.2). Es decir

Vol = // fdzxdy. (21.7)
D

Figura 2.2: Region encerrada entre el grafico de una funcion /'y sudominio
D
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Deacuerdo con las definiciones de dreay volumen encerrado, como la funcién f (z,y) = 1
es estrictamente positiva se tiene que

AD) = [[ 1aedy

esigual al volumen encerrado entre el grafico de la funcién (que serd el plano z = 1) sobre el
dominio D.

Ejemplo 2.1.10. Calcular el volumen encerrado entre el rectingulo del plano zy [—1,1] X
[~1,1]ylafuncién f(x,y) = 4 — 2% — 2.

La funcién f es positiva, dadoque —1 < z,y < ly,entonces, z?> + 32 <1+4+1=2 =
4 — (22 4+ y?) >4 —2 =2 > 0.Demodo que, por la ecuacién 2.1.7

Vol = //Rf(x,y)dzdy—/ll {/114(x2+y2)dz]dy

! z? 21::1 ! 1 2 1 2
= 4o — =— — 1. dy = 4= 2 (4= d
/_1[1‘ 3 wyL_ly /_1{ 5 Y ( +3+y) Yy
! 2 2 2.7
= 8§— = -2 |dy=|(8—2)y— ——
[ [s=5-2rar= |- S0 5]
2 2 2 2 8
- 8- _Z_ 8+ 4+l =16-2>0.
522 [8+3+3] 650

Obsérvese laimportancia de que el resultado sea no negativo, dado que se esta calculando un
volumeny, como f no es constantemente nula, tiene que ser estrictamente mayor a 0, ya que
la region tendra volumen no nulo.

Figura 2.3: Regién encerradaentre f(z,y) = 4 — 2> — y*y[—1, 1]z[—1, 1]
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Ejemplo 2.1.11. Calcular [ [, f(z,y) dzdysi R = [0,2] x [0,4]y

€T

siox =uy.

La funcién f es claramente discontinua en toda la rectay = z, los puntos de la forma (z, x).
Sise considera la funcion restringida al rectangulo R, se tiene que resulta discontinua en todo
un segmento de este, los (z, x) talesque 0 < x < 2. A pesar deello, la integral doble podra
calcularsesininconvenientes, dado que la regidén sobre la que es discontinua f es un segmento
(de area nula), porlo que se aplica el resultado anteriory

/ /R faydody = [ /R F(a, ) dudy,

siendo f(x, 1) = e®. Entonces,

4 2 4
[ t@pdsdy = [ [ eravay= [ ez ay
R 0 0 0
4

/ e —1ldy= (e* — 1).y’g =4(e* - 1).
0

Figura 2.4: Rectangulo Ry el segmento en el que f es discontinua

Ejemplo2.1.12. Calcular [[g f dzdy,siendo f(z,y) == + 1y

Sz{(x,y)eRQ: —x§y§x70§x§2}.
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Laregion S es un triangulo (ver figura 2.5) y esta expresada como una region de tipo |, ya que
la variable x es independiente, en tanto y estd limitada por dos funciones de z, g1 (x) = —x
y g2(x) = x (dos funciones lineales). Entonces, por el método de integracion iterada

27 pw 2 2
// fdxdy = / [/ x+ 1dy] dzx = / [z.y + y]Zifl dr = / 22 a4 (22 +x)de
s 0o L/-s 0 0

2 3 272 3 2
2z 2 2 2 28
= 202 4+ %zrdr = | = + | =20 +2.° =,
/0 T° +2zxax {34—2}0 3+ 5 3

Figura 2.5: Region S del Ejemplo 2.1.12

Ejemplo 2.1.13. Dadalaregion
Dz{(x,y): nggl,ngygl},

2
caleular [ z.e¥” dA
Laregion D es la correspondiente a la figura 2.6. Esta expresada como region de tipo |, de
modo que la integral se plantea:

1 1
// z.e¥ dA = / [/ x.eygdy} dx.
D 0 2

El problema es que, planteada de esta manera, la integral doble no se puede calcular por el
2 . .z . .z 2 .z . .

método de integracion iterada, puesto que la funcién xz.e¥" es una funcidén que no tiene pri-

mitiva elemental respecto de y (recordar integracion en una sola variable). Esto motiva que se
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realice un cambio en el orden de integracion, es decir, expresar a D como una regién de tipo Il
(lo que, en consecuencia, la convertiria en una de tipo I1l). Esto se puede hacer sin dificultad, si
es que ahora se empieza a observar a y como variable independiente y a x como dependien-
te de funciones de , que equivale a “invertir los ejes del plano real” (ver figura 2.7). El grafico
muestraque 0 < y < 1y que x va desde el eje y hasta la parabola, que se expresaba como
y = x2.Como x > 0 se despejaa z en funcién de y, quedando z = /%, de modo que D se
expresa como region de tipo Il de la siguiente manera:

D 0 <y<l1
L0 <z< .

Con esto, se procede a calcular la integral en cuestion:

f Ll vy 12 2]V Loy ey
// z.e¥ dA = / / z.e¥ dx dy = / T dy = / y-€ dy,
D o |Jo 0 2 o 2

si se hace la sustitucion

t=y2 =>t=02t=12 :>/1etdt—et
dt:2ydyé%:dy 0o 4 4

Figura 2.6: Region D

Como se pudo observar de este ejemplo, el cambio en el orden de integracion resulta muy
Gtil al momento de integrar ciertas funciones que no resultan integrables en el orden original.
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Figura 2.7: Region D vista con ejes invertidos

Ejemplo 2.1.14. Calcularel area de la region S del ejemplo 2.1.12.
Para calcular el area de ese triangulo solo hay que calcular

21 2 2 22
// 1dxdy:/ {/ ldy]dz:/ ygiixdx:/ 2udr = 2—
s 0o -z 0 0 2

Queda para el lector verificar que este resultado coincida con la formula de area de trian-
gulo aplicada a este caso. Otro ejercicio que generaliza esto es el siguiente.

2
=4
0

Ejercicio 2.1.15. Verificar que para un tridngulo de base a y altura b, como el de la figura 2.8,

se cumple la siguiente igualdad:
b.
// ldzdy = >a
T 2

Ejemplo 2.1.16. Calcular el drea de la region sombreada D correspondiente a la figura 2.9.

En este caso, se trata de una region que no es elemental, aunque si esta compuesta por re-
giones quesiloson, pues puede separarse, porejemplo, en rectangulitos. Es decir que laregion
D esunion de regiones elementalesy por ello se puede calcular su area. Si

Di=(r,y): 0<a<1,0<y<1,

Dl:(xay)1§$§27—1§y§3y
Di=(z,y): -1 <2<0,2<y<4,
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Figura 2.8: Triangulo de base a y altura b

Figura 2.9: Region combinada

i

resulta que

D =D, UDyUD;.
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De modo que
A(D) = A(Dl) + A(Dz) + A(Dg).
AD) = [f, ldady= [} [fol 1dx] dy=(1-0).1-0) =1
A(Dy) = [fp, Ldzdy = [*| [ff’ lde|dy=(2-1).3-1)=12=2 ,
A(D3) = [f,, Ldzdy = [} [f_ol ldz|dy = (0—(~1)).(4—2) =2
entonces, A(D) =1+2+2=25.

Observacion 2.1.17. (Una nota de color no por ello menos importante).

Se sabe que el 4rea de un disco o circulo se calcula con la férmula 7.a2, siendoa > Oel
radio del mismo. De acuerdo con la definicion de area hecha en (2.1.6), el area también es la
integral doble sobre el disco de la funcién 1.Juntando estas dos cosas se obtiene que

r.a® = // 1dxdy,
D

y si ese disco tiene centro en el origen podemos describirlo como

D —a<zxr<a
Tl —Va? - 2?2 <y < Va?— a2,
ya que cumple la desigualdad 22 + y? < a? (ja esté fijo, es el radio!). Entonces:
_ a Va2—xz2 B a JT
Ta = ldydx = W]" ez da
o) var=az —a

/2.\/@2—x2dx:2./ Va2 —x2dx.

Oseaque
e m.a? @
7r.a2:2./ \/aQ—xdeé'T:/ vVa? — x?dx.
—a —a

Esto da el resultado de una integral en una sola variable que no resultaba facil de calcular de
manera directa.

2.1.1. Practica

1) Calcularlasintegrales de las siguientes funciones sobre los conjuntos indicados.
(1) f(z,y) =3, R=1[-3,2] x[0,5].
() f(z,y) =-2, R=1]0,2] x [-1,1].
—2 si —1<z<1 y0o<y<l1
si 1<2z<2 y0<y<1

si 2<zx<3 yo<y<1”
si —1<x<3 yl1<y<2

() f(z,y) = R=[-1,3]x[0,2]

O = =
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2) Sean fy g dos funciones definidasen R = [1, 5] x [1, 2] por:

1 sil<z<3 yl<y<?2
flzy)=< 2 sid3<z<4 yl<y<2y
3/2 sid<a<5 yl<y<2

1 sil<z<3 yl<y<2
g(x,y) = .
2 si3<z<H5 yl<y<2

;Es posible afirmar que // flz,y) dedy < // g(x,y) dx dysin calcular las inte-
R R

grales?Justificar.

3) Calcularlassiguientes integrales iteradas.

(1) fil (fol oty + 12 dx) dy (11) foﬂ/z (fol ycosT + 2 dy) dx
(111) fol (fol e dy) dx (1v) f31 (ff —xlny dy) dx

4) Calcular los siguientes volimenes.
(1) Sélido delimitado por el gréfico de la superficie = = cosyy los planos z = —2,
xr=2,y=-m/2ey=0.

(11) Sélido delimitado por la superficie 2 = x? + yy el cuadrado [0, 1] x [1,2]y los
lados verticales de dicho cuadrado.

5) Graficar las regiones D del plano asociadas a cada una de las siguientes integrales ite-
radasy calcularlas.

(M fol (flem dy) dx (11) fol ( 021: xy dy) dx
(111) fol f;: y dy) dx (1v) fOW/Z (fo7 senx dy) da
(V) fol fi’y x2 dz) dy (v1) fil (flmz“m' ezﬂ’dy) dx

6) Calcular [[,, f(z,y) dx dyenlos siguientes casos.

a) f(z,y) = 1+ zyy D laregion limitada por el eje y y la pardbola de ecuacién

r = —4y? + 3.
b) f(z,y)=1+ayyD = {(z,y) : 2> +y*> <2,y >0}
0 fle,y) =yyD={(x,y):0<2z<7/2,0<y<senx}.
d) f(x,y) =2z — 2yy D el tridngulo de vértices (0,0), (1,3)y (3, 1).
e) f(x,y) = 2% + 22y + 2y D laregién limitada por el graficode y = 22 + =, el

ejexylasrectasde ecuacionz = 0y x = 2.
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2.2. Integrales triples

A continuacién veremos algunas definiciones en R? analogas a las realizadas en la seccién
anterior.

Definicién 2.2.1. Una funcion f : B C R? — Rsedice que es integrable si resulta continua en
todo B salvo, quizas, en una region de volumen nulo (o sea, sobre una superficie).

Definicién 2.2.2. Sea f : B C R?® — R una funcion integrable y sea Q, un paralelepipedo. Se
define la integral triple de f sobre () como

///Q favi=lm > ¥ > f(wiys,a)Avidy; Az, (2.27)

1=1 j=1 i=1
con Ax; = |zip1 — |, Ayj = |yj41 — x|y Az = |zi41 — 21|, que son los tamaiios de los
lados correspondientes al paralelepipedo Q;; = (x4, xi41] X [y;, yj+1] X [21, zi41], para cada
1,7, 1.

Nuevamente, el limite que aparece en la ecuacién 2.2.1 es el correspondiente al de las su-
mas de Riemann y podria no existir o ser infinito en caso de que la funcién no sea integrable (ver
definicién 2.1.1).

La forma de operar con la integral triple definida en la ecuacion (2.2.1) es a partir de la no-
cién de integrales en una sola variable iteradas.

Definicién2.2.3. Sea f : B C R® — Runafunciénintegrableysea Q = [a,b] x [c,d] x [e, f],
un paralelepipedo. Se define la integral iterada de f sobre () como

//Qfdv //Q fdxdydz:/ab/cd/ef F(@,y.2) dyde
/ab l/d l/f fl@.2) dz] dy] d. (222)

Laideaesprimerotomaralasvariablesx ey como constantes eintegraren primera instan-
ciaconrespectoa z, que es hacer unaintegral unidimensional. Al evaluar quedard una integral
doble para calcular, sin la variable z, y resta integrar respecto de y y luego respecto de .

Las integrales triples iteradas también cumplen las propiedades de linealidad, aditividad
y comparacién mencionadas para integrales dobles en el teorema 2.1.5.

Ejemplo 2.2.4. Calcular ffo 22 + y dxdydz, siendo Q = [0,1] x [0,2] x [1, 3].
La funcién f(x,y,2) = x? + y es una funcién continua en todo R?, de modo que, por el
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teorema anterior:

Fo2
/// 2? + ydedydz = / 2+ ydy] dm] dz
Q LJo

- 37 y=2
y.x? + y] dr| dz
3 1,0

3 3 r=1
2.2 +8] dz] dz:/ [2.x+8.x] dz
L 1 3 3 z=0
310 _ 10 g 20

—
—

I
—
S~

Il
—
c\H

Si se considera ahora unaregion W C R? acotada, y se tieneuna f : W — R3, también
se puede extender la definicién de integral triple a regiones mas generales siguiendo las ideas
descriptas para integrales dobles. Finalmente, no es dificil arribar a las siguientes definiciones,
en analogia con el caso de dos variables.

Definicién 2.2.5. Sea f : B C R® — R una funcién integrable y sea W C B, una region
elemental de tipo | en el espacio. Se define la integral triple de f sobre VW como

ta(x) r2(@,y)
/// fdxdydz = / l/ [/ ! flz,y) dz] dy] dx (2.2.3)
a t1(x) ri(z,y)

si W esta descripta como

a<x<b
W = ti(x) <y <ty(x)
Tl(xay) S z S rg(x,y).

Se opera con esta integral iterada de |a siguiente manera: primero se toman las variables
T e iy como constantes y se integra en primera instancia con respecto a z, que es hacer una in-
tegral unidimensional. Al evaluar quedara una segunda integral para calcular, pero la variable
z habra desaparecido, por lo cual resta hacer una integral doble respecto de 3 primeroy luego
dez.

Analogamente se pueden definir iterativamente integrales dobles sobre regiones de tipo
Il'y Ill, pero es muy similar a lo que se acaba de definir, por lo que solamente se enunciara la
definicion de integrales sobre regiones de tipo IV.

Teorema2.2.6. Sea f : B C R? — Runa funcion integrable y sea W, una region elemental de
tipo IV. Se define la integral triple de f sobre W como

oo o 1[0 [0 e a]
[, rav = g [ [ ] ]

1(y,2)
(2.2.5)
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Es decir, que si la region es de tipo IV, se puede integrar en cualquier orden, pero es preciso
estar atentos, porque si W es de tipo IV y esta descripta como de tipo | de la siguiente manera

a<x<b
W = t1(z) <y < ty(x)
rl(xay) S z § TQ(I',y),

se ladebeintegrar como detipo |, para cambiar el orden de integracién hay que cambiar siem-
pre la descripcion. Lo que estaria mal es hacer algo como lo siguiente:

to(z) b r2(z,y)
/ / / f(z,y)dz| dx| dy,
t1(x) a ri(z,y)

pues incluso esta integral daria una funcion, siendo que se estan calculando integrales de-
finidasy no primitivas.

Cabe destacar que las propiedades de linealidad, aditividad y de comparacién también
valen para integrales triples, pero no serdn enunciadas.

Una regidn que en principio no seria elemental podria ser (aunque no en todos los casos)
unién de regiones elementales no encimadas entre si, es decir que a lo sumo comparten un
borde o superficie en comin (una “pared”, es decir, una regién de volumen igual a 0).

Ejemplo2.2.7. Calcular [[ [, 22% dzdxdy, siendo
W= {(z,y,2) eER®: 2| < 1,ly—2[<3,0< 2 < 1}.

Notar en primer lugar que la regién W es un paralelepipedo, ya que la condicién sobre z dice
que —1 <z < 1,entantolacondiciénsobreyesque —3 <y—2<3= —-1<y <byla
condicién sobre z estd dada de manera explicita. La region T es una regién de tipo IV, ya que
puede expresarse como de tipo |, Il o Il indistintamente, dado que son todos los limites de las
variables funciones constantes.

Entonces, expresada como de tipo | la integral queda

5 1 gl 5 1 1
/ / / 222 dzdxdy = / / 2x2z|Z:0 dzxdy
—1J-1Jo ~ —1J-1 =

integro respecto de z

5 ol 5 9.3
2
= / / 22% dxdy = / =
—1J-1 ~~ -1 3

integro respecto de x

4 5 4
= - ldy=—-(5+1)=8.
\/3/_1 y3(+)

linealidad

Ejemplo2.2.8. Calcular [[[, fdV,si f estd definida por

r+y+z si z=1

z=1

dy

r=—
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yC =10,2] x [-1,4] x [-1,0].
La funcién f es discontinua en C, especificamente en una porcién rectangular del plano

z=1conz € [0,2]ey € [—1,4]. Pero un rectingulo es una regién de contenido nulo, ya
que tiene volumen igual a 0 (es una superficie y una region plana), entonces:

[[[ sav ///C“dedydz:z/;[/j[/iﬁwdz}dy]dx
[ [ [ feeeuers Z;];_ldy] w= [ [r+v-i|a] e

2 2 y=4 2
/ {my—i—y—y} dx:/ 5r + bdx
0 2 2 y:_l 0

2

=10+ 10 = 20.
0

= g:c2 + b5z

Ejemplo2.2.9. Calcular [} 2y dxdydz,siendo

W:{(x,y,z)€R3:Oﬁzﬁg,OSygl,nggcos(x)}.

Laregion W esla correspondiente a la figura 2.10. De acuerdo con la ecuacion (2.2.4), tenemos
que:

z 1 cos(z)
/// 2udxdydz = /2 / / 2udz| dy| dx
w 0 o |Jo
3 1 3 1
[/ [2y.z]zzgos(z) dy} dr = / [/ 2y.cos(x) dy} dx
0 0 0

/2 [y?cos(x)]z:) dx = /2 cos(x) dx
0 0

Il
S—

Definicién 2.2.10. Sea W una region elemental de R® (o unién de regiones elementales no encima-
das). Se define el volumen de W como

Vol(W) := ///W 1dv. (2.2.6)

Ejemplo 2.2.11. Sise calcula el volumen de la regién W del ejemplo 2.2.9, de acuerdo con |a
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Figura 2.10: Region

W:{(x,y,z)E]R320§x§%70§y§1,0§z§cos(x)}

LR

definicién 2.2.10 se obtiene

i) = [f[ 1avays = /0’2' [ /01 [ /js(” W] dy] "
- /0’2' [/01 lez(c)os(z) dy] dx = /0’2' [/01 cos(x) dy} dx

Ejemplo 2.2.12. Si TV es una region del espacio, definida como
W = {(z,y,2): 2* +y° + 2> <1},

y f(x,y,z) = z entonces calcular [[ [, fdxdydz.

De acuerdo con lovisto en el primer capitulo, esta regién es una bola de radio 1y centro en
(0,0,0), cuyo grafico es la figura 1.72 del ejemplo 1.2.43. De acuerdo con la ecuacién (1.2.14),
una descripcién de esta bola es:

—-1<z<1
—V1-22<y<V1— 2?2
—/1—22—y?2<z<1—22—y%

107



CAPITULO 2. INTEGRALES DOBLES Y TRIPLES

De modo que la integral se plantea de la siguiente manera:

// fdxdydz = / / / zdz dy dzx.
Vi—z? 1— zQ—y

Y la resolvemos
Vi—z2 z=4/1—a2—y?
1 x Z Y
— dy dz
V1—22 2 —/1—22—y2

e ey
y dx

112 2

Vi—z?
/ / 0dxdy = 0.
Vi—z?

Da 0 ya que la integral definida de la funcién nula es 0 (pues su primitiva es una constante y
por regla de Barrow se sumay se resta a ella misma).

Si se hubiera integrado en otro orden, por ejemplo primero respecto de y (si hubiéramos
expresado a y como la variable que va entre dos funciones de z, 2), las cuentas hubieran sido
mas largas, aunque el resultado final seria el mismo (por el teorema de Fubini). Esto sugiere
que antes de ponerse a describiry a calcular integrales ciegamente conviene mirar un poco la
regiény la funcion a integrar, verdaderamente, se puede ahorrar gran cantidad de cuentas (y
preocupaciones).

Ejemplo 2.2.13. Sea W la region del primer octante acotada por los planosy = 0, z = 0,
r+y=22y+x=06yeldlindroy® + 22 = 4.Si f(2,y,z) = z calcular [[f,, fdV.

Este es un claro ejemplo de una region mixta que es un poco mas dificil de graficar. Lo que
conviene hacer en este caso es ir visualizando poco a poco.

= Se tienen 4 planos: los dos primeros, de ecuaciones implicitasy = 0, z = 0, son los
planos que tienen como direcciones a los ejes 2y z, en el primer caso, en tanto que para
el segundo lo son z e y. Como ya hemos trabajado con ellos no los graficaremos aparte,
pero silos tendremos en cuenta para el grafico de la regién. Los dos restantes se pueden
graficar como en la figuras 2.11ay 2.11b.

m 92+ 22 = 4eslacascaradeuncilindrocircular de radio 2 con eje de simetriaen el eje ,
dado que paracadax € Rsetiene la misma ecuacion que describe una circunferencia.
Si se combina el gréfico del cilindro macizo (y? + 2% < 4) con el hecho de que la regién
se encuentra en el primer cuadrante queda un cuarto de este mismo, como en la figura
2.11c.

Sia continuacién se combinan los graficos, lo que se obtiene es el grafico de la figura 2.12. Esta
regién es un cuarto de cilindro cortado por dos planos no paralelos quesonx + y = 2y 2y +
x = 6. Asimismo hay que pensar cémo describirlo como regién elemental (si es que se puede),
o como unién de regiones elementales. Para ello se puede observar que las tres sombras de W
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Figura2.11: Planos x + y = 2,2y + « = 6ycilindro en el primer octante

(@) Planox +y =2

(0 Cilindroy? + 22 < 4enel
primer octante

(b)Plano2y +x =6

Figura 2.12: Region del primer octanteacotadax + y = 2,2y + z = 6y
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(sobre z = 0,z = 0oy = 0) dan regiones planas muy distintas. Enel caso z = Oesladela
figura2.13a, entanto paray = Oel grafico delasombraesla correspondienteala figura 2.13b.
Enel primercaso (z = 0), se puede ver que no se trata de una regién elemental del plano (pero
siunién detales tipos), por lo que describirla resultaria algo engorroso (habria que dividirlaen
regiones que si sean elementales y describir cada una de ellas). Por otro lado, la sombra en el
planoy = 0 (ver figura 2.13b) es un rectangulo, pero el problema no es describirla a esta sino
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Figura 2.13: Sombras de la region del primer octante acotada por x + y = 2,
2+x=6yy* +2° =4

(a) Sombraenz =0 (b) Sombraeny = 0 (c) Sombraenx = 0

en el hecho de que la variable y luego no quedara entre dos funciones tnicas de x y de z, por
lo que habria que seccionar a la region. No obstante, lo que queda es observar la sombra en el
planoz = 0, quees la correspondiente a la figura 2.13c. Se puede notar que esta se trata de un
cuartodediscoconcentroenel origenyradio 2 (equivalentealasombradel cuarto decilindro).
Describir esta tercera sombra resulta mucho mas familiar, asi que eso es lo que conviene hacer:

{0 <y<2

0 <z<\4-—192

Ahora hay que hallar los limites superior e inferior de la variable x respecto de y y z. Para
ello, observar que la region vista asi tiene como piso y techo Gnicamente los planos x + y = 2
y 2y + x = 6, respectivamente. Por lo cual se puede pensar que x va “desde un plano hasta
el otro”y de las ecuaciones implicitas de cada uno de ellos saleque x = 2 — y,z = 6 — 2y.
Finalmente queda:

0 <y<2

W = 0 <z < \4—1y?

2_y §x§6_2y7

asi que la integral quedara planteada como

2 py/4—y? p6-—2y
// de:/ / / zdxdz dy
w o Jo 2—y

2 /g2 2 p/Ag?
/ / [2a]s 2572 dzdy = / / 2(4 —y)dzdy
0 0 0 0
2

t42[i%4—yﬂz_vqgﬂ

= e
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2 3 472
y 25 2 Y 14
= [ 8-2—2y+dy=|8y— -y — = =—.
/0 vy o2yt Sy [y Y erg}0 3

Ejemplo 2.2.14. Calcular el volumen de la bola unitaria con centro en el origen.
Para este caso, por el ejemplo 2.2.12 se tiene ya un grafico y una descripcion de la region, asi
que el volumen, de acuerdo con la ecuacién (2.2.6), se calcula como:

Vi—z2 1— IQ—y
/// 1dV = // / ldzdydz
Vi—z? 1— 'E2—y
Viset i dud
Y - i W
Vi—z2
/ / 22\/1—x2—yzdydx.
Vi—z?

Lo que ha quedado es una integral que no se sabe bien cémo resolver. Aln haciendo cam-
bios en los 6rdenes de integracion (cambiando la descripcién de la regién) se llegara al mismo
problema.

Vol(W)

Este simple ejemplo muestra las limitaciones que tenemos en el momento de integrar en
varias variables y, asi como en una sola variable se tenia el método de integracidn por sustitu-
cidén es oportuno preguntar si existe un método analogo en varias variables. El proximo capi-
tulo tratara este método, que se llamara cambio de variables.

2.2.1. Practica

1) Caleular [[ [}, f(x,y, 2) da dy dz enlos siguientes casos.
(N W=10,2] x[0,1] x [0,3], f(z,y,2) = 2*
(m) W=I1,3] x[-1,1] x [0,2], f(z,y,2) =z +y+ 2z
() W =[1,3] x [-2,1] x [0,7/2], f(x,y,2) = (2 + y?) cos z

2) Calcularlassiguientes integrales iteradas.

Py+

(¥ fol ( Jo ! H%dw) dz) dy (1) fol (foT (foy(y +x2)dz) dy) dz

a Jfy (

B (
Jo (foery dz) dy) dx (1v) f12 (ff <f12/y y22dac) dy) dz

3) Calcular [[[,,, f(z,y,2) dx dy dz enlos siguientes casos.

a) W laregidn acotada por los planosx = 0,y = 0,z = 3y lasuperficie z =
z? +y% conz,y >0y f(z,y,2) = .
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by W= {(z,y,2): 22 +y?> + 22 < 4}y f(z,y,2) = xyz.
) W= {(z,y,2) : 2°+y*—2° <032,y > 0,0 < 2 < 2}y f(z,y,2) = z+y.

4) Calcularel volumen de W en los siguientes casos.

a
b
c

d

W={(z,y,2) ;e +y+2<1,z,y,2>0}
W ={(z,y,2) :2° +y* < 2,0< 2 <9}
W ={(z,y,2):2<5—-22% 2z +y <1, 2,y,2 >0}

RN

=

W es el cuerpo limitado por z = zy, el cilindroy = v/2z ylosplanosz +y = 4
,y=0,2=0.
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Capitulo 3

Teorema de cambio de variables

3.1. Introduccion

La definicién de integral mdltiple sobre una funcién escalar (una funciéon f : A C R™ — R,
n = 2,3)alaquesehaarribado en el capitulo anterior nos proporciona un método para cal-
culardichas integrales. Pudimos visualizar esto con los ejemplos de integrales dobles y triples
que trabajamos en el capitulo 2.

No obstante, en el ejemplo 2.2.14 no pudimos terminar de calcular la integral pedida dado
que quedaba una funcién cuya primitiva desconociamos. Observamos que si cambiabamos
el orden de integracion tampoco podiamos resolverla. De hecho, hay muchos otros casos de
integrales en los que, a pesar de que salgan las primitivas, las cuentas se hacen simplemente
imposibles. El ejemplo a continuacién ilustra un poco estos problemas.

Yy —2x
.
20 +y

Ejemplo3.1.1. Calcular [ sen ((

(1,2)y(0,4).
Sibien la region sobre la que se integra es un triangulo, hay problemas para hallar primi-
tivas de la funcién que hay que integrar respecto de x e .

)) dxdy,siendo T eltriangulo de vértices (0, 0),

Esto nos muestra que se necesita trabajar de otra manera con este tipo de integrales, en
este caso puesto que la integral no se puede calcular por los métodos convencionales. Lo que
veremos en este capitulo es un método muy (til para este y muchos otros casos, llamado cam-
bio de variables. La idea es llevar a dos dimensiones el método de sustitucién, frecuentemente
utilizado en integracion definida para funciones de una variable.

3.2. Cambio de variables en R?

Recordemos brevemente la idea del método de sustitucion para integrar funciones de una
. L . d . .
sola variable. Si se tiene la integral fc f(t)dt con f una funcién continuay se puede pensara
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f()dt = f(g(x)).g (x)dx con g una funcion con derivadas continuas en [a, ] tal que ¢ =
g(a)yd = g(b).

Para el caso de cambio de variables queremos utilizar una idea similar, aunque el méto-
do serda mas laborioso porque si pensamos a las integrales mdltiples como iteradas, entonces
debemos realizar sustitucién por cada variable sobre la que se esta integrando.

Para el caso de integrales dobles, si se consideraa f : D C R?2 — R,yaz,y € D
como funciones de dos variables u,v € D*, esdecirz = x(u,v) ey = y(u,v), entonces,
f(z,y) = f(z(u,v),y(u,v)). De este modo, queremos describir la integral [[,, f como

//D flz,y) dwdyZ/D* f(z(u,v),y(u,v)).0 dudv, (3.2.1)

por lo que resultaria igual integrar en el dominio D que en D*. Claro que por eso aparece ©
queesel factorde correccién de la transformacién de la regidn, asicomo en unavariable ese rol
esllevadoadelante por g'. Como (z(u, v), y(u, v)) es una funcién vectorial de dos variables (u
yv), © estard relacionada con la matrizjacobianade (z(u, v), y(u, v)), que es laque contiene
sus derivadas parciales.

Definicién 3.2.1. El Jacobiano de una funcién T (u,v) =

Oz

0
det ( o

ov

—

7,0, y(u, ) s

Con esto, finalmente queda, bajo algunas hipétesis bastante generales, el siguiente teore-
ma.

J(u,v) =

m‘w‘m
SIS

Observacion3.2.2. O = J(u,v).

Teorema3.2.3. Sean Dy D* regiones elementales de R? (detipol, llolll)yseaT : D* — D una
funcién de clase C'* e inyectiva (salvo, quizds sobre una curva) tal que D = T (D*). Entonces, para
cualquier f : R%2 — Rintegrable

// f(z,y) dedy 2/ fx(u,v),y(u,v))J(u,v) dudv. 3.2.2)
D D+

Este teorema proporciona un método muy Util y potente para resolver un abanico mucho
mas amplio de integrales dobles. Se puede ver su utilizacién en los siguientes ejemplos.

Ejemplo3.2.4. Coordenadas polares Calcular [[}, \/x? + y2dxdy, siendo D
D ={(z,y) e R* : 2* +y* < 4}.

En primera instancia se puede observar que D es un disco de radio 2 con centro en (0,0) y
sabemos que puede expresarse tanto como regién de tipo | como de tipo I, por lo tanto, es una
region elemental. Expresada como de tipo | queda:

—1<x<1
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Va4 —a2<y<\4—a2
1 Va—z?
= / / Va2 + y?dydx.
—1.J=

Vi—2?
Y esta integral resulta dificil de calcular, atin cambiando el orden de integracién. Ahora bien,
si se considera la relacién trigonométrica:

cos® 0 +sen® = 1,
con 0 < 6 < 27,y se multiplicaa ambos lados por 2 queda
(rcos0)? 4 (rsenf)? = r?,

Sisellamaaxz = rcosf, y = rsenf queda que

2?4y =12,

Sio <r <2y0 <0 <2, seestaconsiderando todo el disco de radio menoroigual que
2 con centroen (0, 0), pero expresando a x, y como funciones del angulo y del radio. En otras
palabras, se esta considerando un cambio de variables a las llamadas coordenadas polares:

x=ux(r,0) =rcosf, y=y(r,0) =rsend (3.2.3)

con
0<r<2,0<0<2n (3.2.4)

Figura3.1: Regiones Dy D*

(a) Regidn D: disco de radio 2 (b) Regién D*:rectangulo

La regién D en el plano (x, y) es un disco de radio 2 (ver figura 3.1a), en tanto, la region
D* enel plano (1, ) es un rectangulo, pues estd determinada por los limites de r y de 0, es-
tablecidos en la ecuacion (3.2.4) (ver figura 3.1b). Ademas, la funcién (z(r, 0),y(r, 0)) esuna
funcién inyectiva salvo cuando 0 es 0 6 7, que vale lo mismo para cada r (es inyectiva salvo en
el segmento (r,0),0 < r < 2).
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Ahoraqueyasetiene el cambiodevariables, para calcularlaintegral hay que hallar J (r, 6):

oz Oy
oo = el B)|Jue (210, =)
Sz oy —rsen rcos
= |rc0s20+rsen20| = |r (cos® § + sen? 0)
=1
= |rl. = r
——
r<0

Entonces, por teorema de cambio de variables
[ t@wdsay= [[ 1000, 0(r.0).50r,6) aras
D D+

con f(z,y) = /22 + y2. Con esto,

fz(r,0),y(r,0)) = f(rcosf,rsend) = \/(r0059)2 + (rsenf)? = V2 = |r| =r

2 pom 2
/ / rrdfdr = / 2012 dr
o Jo 0
2 3

T 81
= 2mr? = 29— |2 = ——.
/0 mr WS\O 3

Se puede observaren el ejemplo3.2.4 que el cdlculo del Jacobiano es independiente de los
[imites de la nueva regién D*. Esto no sucede en todos los casos.

y laintegral se calcula como

/ /D f (. ) dudy

Ejercicio 3.2.5. Expresar a las siguientes dos regiones de R? en coordenadas polares y hallar
elJacobiano del cambio de variables en ambos casos:

1. D={(z,y) € R?*: (z—1)*+ (y + 3)® < 4} (discocirculan),
2. D= {(z,y) € R? : 42? + y? < 1} (disco eliptico).

Laresolucion del ejercicio anterior motiva el siguiente teorema, cuya demostracién queda
para el lector.

Teorema3.2.6. SiD = {(x,y) e R?: (I;§°)2 + (yjf;“)? < 1)} cona,b € R, las coor-

denadas polares son
x = arcosf + xg,

y = brsenf + yq,

con < r < 1,0 <80 < 2w Ademds, el Jacobiano del cambio de variables a coordenadas polares
(r,0)es:
J(r,0) =abr.

116



Tamara P Bottazzi

Observacion3.2.7. Cualquier porcion menor de disco circular o eliptico implicard una modifi-
caciénen los limitesde ry de f pero las coordenadas polares seran iguales, lo cual implica que
elJacobiano tampoco se vera modificado.

Ejemplo3.2.8. Calcular [, y — x dzdy, siendo D la regi6n definida por:

D= 1<y—2x<2
Tl 1<y+a <2

Laregioneslacomprendidaentrelasrectasy =z + 1,y =+ 2,y=1—xey =2 — z,
es un paralelogramo inclinado (ver figura 3.2a). En este caso, conviene llamar

u=y—x . 1<u<?2
{v:y—i—x =D _{ 1<v <2

Figura3.2: Paralelogramoyy su transformacion en el plano uv

(a) Paralelogramo inclinado (b) Rectangulo D* en el plano uv

La region D se transforma en un rectangulo cuadrado del plano uwv (ver figura 3.2b).

v—u

v =ytr=v=(utz)tr ==

{u =Yy—T =>Yy=u+x :>{l‘=

Conestoselogréhallarz(u, v) ey(u, v) peroempezandojustamente por el modo inverso,
es decir, primero hallando u(z, y) y v(z, y). Este método es muy utilizado y sirve para muchos
casos. Una vez obtenido el cambio de variables, resta calcular el Jacobiano:

Oz Oy -1 1 11 1] 1
det (v u || = |det [ {2 =|---Z|=|-2|==.
(& B)-fe(F Dl-Fdl- -

ov
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Sif(w,y) =y —x = f(U5%, 4Y) = 54 — 258 — 24 — 4 entonces,

/Df(at,y)dxdy - // (”_“ “+“> T (u,v) dudv

2 |u=2 2 4
= //ududv*/ “ dv:/ 4 1dv
1 4, 1 4
3 3
—dv = — =—(2-1)= -
/14v S =20

4
2.17 . | .z | 2o ( )
axra sie dO ] eltria gu (e] d.e vertices () ()
+ 2.%' y’ ’ ’

1

Ejemplo3.2.9. Calcular [/ sen <7ry
Y
(1,2)y(0,4).
Este caso es algo diferente del anterior, ya que lo que motiva un cambio de variables no es
laregion T ensi, dado que es una regién facil de describir como de tipo | (ver figura 3.3a), sino
la funcién a integrar. Por ello, se plantea el siguiente cambio de variables:

u

u:yéy:v—g
v—u

{ v=y+2r > v=u+2r+2r = r="0

Como este cambio de variables es lineal, se espera que el triangulo 7" del plano xy sea trans-
formado en otro triangulo 7™ pero del plano uw. Esto también sugiere que los vértices de T'
sean llevados a vértices de T, de modo que:

" si(z,y) = (0,0) ;»{ 5583;:8;8:8 — (u.0) = (0,0),
. Sia,y) = (1,2) :{ 5833315:2 — (u,v) = (0,4),
w(0,4) =4 —0=4

= si(z,y) = (0,4) :>{ (0, 4)_4+0:4 = (u,v) = (4,4).

Esdecirqueel tridngulo T"se transformé en el tridngulo T de vértices (0, 0), (0,4) y (4,4) en
el plano uw (ver figura 3.3b). Esta region se puede expresar como de tipo I, teniendo en cuenta
que las rectas que limitan a este tridngulosonu = 0,v = uyv = 4:

0<v <4
0<u<w.
Resta calcular el Jacobiano de la transformacién. Siz = “* ey = “+“ , entonces:
oz Oy 11 1 1 1] 1
J(u,v) = det( §“>‘det(14 %) “
2 = i 3 8 8 4 4

Entonces, la integral queda:

y—2x - u
//Tsen <7Ty+2x) dacdy—//* sen (WU) J(u,v) dudv
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4 4 4 _
1 u=v
:/ / sen (7r3> — dudv :/ [—lcos(wg)} dv
0 Ju v/ 4 1 4v v Ju=0

_ 7/ [73 COS(WE)} dv = 7/ —E(COSW—COSO) dv
1), ; 1)y TwEIE

m u=0 ™
_1/421) 0t 4
4 )y _47r0_7r

Figura 3.3: Triangulo y su transformacion en el plano uv

(a) Tridangulo de vértices (0, 0), (b) Tridngulo de vértices (1, 1),
(1,2)y(0,4) (0,1)y (4, 4) enel plano uv

Ejemplo3.2.10. Calcularel areadelaregionen el primer cuadrante D, definida por:

yr =1
yr =4
D= y =2z
Yy =z

En este caso, se trata de |a region encerrada entre dos hipérbolas (yr = 1 = y = % yr =
4=9y= %),ambascon asintotasz = Oey = Oylasdosrectasy = 2z ey = x.Lacondicién
sobre el primer cuadrante permite afirmar que se debe tomar solo una de las ramas de cada
hipérbola, especificamente aquellaenlaque x,y > 0.Laregién D esla formada porla unién
de todas las hipérbolas del primer cuadrante de la formayz = ucon1 < u < 4, interseccién
todas las rectas de laformay = vz con1 < v < 2 (hipérbolas xy = w interseccion rectas de
pendiente v que pasan por el origen). De acuerdo con lo recién descripto, se puede decir que

U = yx . 1<u<4
{v y :>D_{1gu§2.

Y el grafico de la regién corresponde al de la figura 3.4.
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Figura 3.4: Regidn en el 1° cuadrante encerrada entre las hipérbolas yx = 1,
yr = 4ylasrectasy = rey = 2z

=

Sise tiene en cuenta que:

El cambio de variables es:

mientras que el Jacobiano sera

1 Vo
dz 9y B o
oz Oy 2/uv  2ud? 1 Vou
J(u,v) = |det | Gu u)‘— det _' -
(u,v) (gi % WV 1 4(vVuv)? (w2
203/2 2y/uv
11 1 2 1
= |—— 7"‘7 = \|\— | =
4 |uww  wv 4uv 2uw

En este caso, el Jacobiano no es una constante y esto esta relacionado con que la transfor-
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macién fue hecha desde una regién curvada a un rectangulo. Finalmente,

) 2 21 v

Area(D) = //D 1dA:/1 %dvdu:/1 %ln(v) . du
— 2i — = 2in ufiln(2)nu4
= /1 2u[ln(2) ln_(ol)]du/1 2ul (2)du = 5 In( )1
_In(2) ~In(2)in(4)
= [In(4) —in(1)] = —

Esimportante que este resultado haya dado positivo debido a que se estaba calculando el
area de unaregion plana.

Lo que se puede extraer de estos ejemplos es |a idea de que el cambio de variables resulta
un método sumamente Gtil para calcularintegrales en las que:

1) el dominio de integracion no permita ser expresado como regién de tipo l o ll;
2) lafunciénaintegrarno parezca facil deintegraratn cambiando el orden de integracién;

3) auncuandose pudieran hacerlasdos cosas, las cuentas quedan muy dificiles de calcular.

3.2.1. Practica

1) Sea Plaregiondel planoz, ylimitadaporlasrectasz —y =2,z —y =5,3x+y =1
y3x+y=3.

a) Hallarvariables u, v de modo que la regién P del plano x, y se transforme en un
rectangulo del plano u, v.

b) Calcularel drea de P utilizando el teorema de cambio de variable.

2) Sean D la regién limitada por las pardbolasy = 22,y = 222, y?> = x,y> = 2zy
f(z,y) =23 Caleular [ [, f(z,y) dudy.

3) Graficar las siguientes regiones y describirlas en coordenadas polares.

eR?: 2?2 442 <5}
ER?:4< 2% +42 <9}

ER?: 2?2 +y2 <6, y<uz, z<—y}
ER?: (z+1)2+ (y — 3)? < 4}.
€ER? 1 42? +9y2 < 2; 2,y >0}
ER?: 22+ <1, z+y>1}
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4) Calcular [}, f(z,y) dxdyenlos siguientes casos.

a) D= {(z,y) € R?: 2?2 +y2 < 4}, fz,y) = (2% +y?)%/2

b) D el dominio acotado porlasrectaz +y = L,z +y = 4,0 — 2y = —1,
x—2y =2y f(x,y) = (z — 2y)%e* 2.

1
O D={(z,y) eR?: 22 +y> <1, z+y>1}yflz,y) =

(.1‘2 + y2)3 :

3.3. Cambio de variables en R®

La idea del cambio de variables en 3 variables es la misma que en 2, por lo que solo se ex-
pondra a continuacién el teoremay luego se analizaran ciertos ejemplos importantes.

Teorema3.3.1. Sean W y W * regiones elementalesde R3 yseaT : W* — W una funcién de clase
C* einyectiva (salvo, quizds sobre una superficie) tal que W = T (W*). Entonces, para cualquier
f:R3 — Rintegrable

J[ sewdoty= [[ ot o)), w dudods, @33
w W

con J(u, v, w), el Jacobiano del cambio de variables definido por

9z Oy Oz

gu gu gu

_ z z
J(u,v,w) = |det | & g—g = (33.2)

9z Oy Oz

ow ow ow

Ejemplo3.3.2. Coordenadas cilindricas. Dado
Wz{(x,y,z)ERS:x2+y2§1,0§z§2},

decidir si es una regién acotada. De ser asi, calcular su volumen.

En primera instancia se puede observar que la regién es un cilindro circular de radio 1 con
eje desimetria (0,0, z) (del estilo a los ya graficados en el capitulo 2) y es una regién acotada,
dadoque0 < z < 2.Sesabeque

vlw) = [[[ 1av.

pero calcular de modo directo esta integral triple puede ser algo engorroso. Se puede pensar
lo siguiente: un cilindro macizo proyectado (es como “aplastado”) en el plano xy es un disco,
por lo cual las variables x e y pueden expresarse en coordenadas polares:

r =rcosf 0<r<i1
y=rsenf > 0<6 <27
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Con esto se logra expresar un disco unitario en el plano z = 0. Si se quieren considerar todos
los discos unitarios desde 0 < z < 2, seria equivalente a expresar al cilindro en coordenadas
polares. Como la variable z resulta independiente de x e y, queda determinada por si misma.
Se tiene entonces expresado al cilindro de la siguiente manera:

r =rcosf 0 <r<l1
y =rsenf , 0 <60<27 (3.3.3)
z =z 0 <z<2

El cilindro queda asi expresado en el espacio (, 8, z) como un paralelepipedo (ver figura 3.6).

Figura3.5:Cilindroz? + 32 < 1,0 < 2 < 2

Esta forma de expresar una regién del espacio en términos del radio, el angulo y la alturaes lo
que se denomina coordenadas cilindricas. Resulta sumamente Gtil para describir muchas regio-
nes mixtas, como las del capitulo anterior y también para facilitar el calculo de la integrales.
Soloenel casoen quer, 8y z se muevan entre valores constantes se tratara de un cilindro con
eje de simetriaen z.

Para calcular el Vol (W) se puede hacer un cambio de variables a coordenadas cilindricas,
que queda expresado:

Vol(W) = / / /W | dedydz — / / /W* 1 J(r,0, =) d=dfdr.
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Figura 3.6: Region en la que se transforma el cilindro
2+ <1,0<2<2

ElJacobiano J(r, 0, z) se debe calcular:

oz Jy Oz

5 ar 5 cos senfl 0
J(r,0,z) = |det g—g % % = |det | —rsenf rcosf O
x y z
gy & 0 0 1
= |rcos® 0 +rsen® 6| = |r (cos® 0 +sen”0)| = |r| = r.
=1 r>0
(3.3.4)
Entonces,
1 p2m 2
Vol(W) = /// 1rdzdfdr = / / / r dzdfdr
W o Jo Jo
1 27 1 27
= / / r|Z=2 dfdr = / / 27 dfdr
o Jo o Jo
! 1
= / drrdr = 2777"2’0 = 27.
0
Definicién 3.3.3. Las coordenadas cilindricas son
r =rcosb
y =rsent (3.3.5)
z =z
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ysuJacobiano es
J(r,0,z) =r. (33.6)

Por supuesto que, de acuerdo con cada regién, podemos utilizar versiones de coordenadas
cilindricas modificadas de la anterior. Esto lo vemos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo3.3.4. Expresara W en coordenadas cilindricas:
W = {(x,y,z) ER?: (z— 1) 4+9* <4, —2§x§2,y§0}.

Por lo estudiado en el capitulo anterior, (z — 1)? + y? < 4, —2 < x < 2esuncilindro

acotado de radio 2 con eje de simetria (z, 0, 1), o sea, paralelo al eje z. La condiciény < 0
impone que W es la mitad de ese cilindro tal que y sea menor o igual que O (ver figura 3.7).

Figura3.7:Cilindro (z — 1) +9?> <4, -2<2 <2,y <0

Para este caso, el cambio de variables se hara sobre z — 1y sobre y, dejando a x que es la
variable independiente:

Y =rcosf 0<r<2
z—1 =rsenf = z=rsenf+1 | ggeg%’f
x =z —2<x <2

Queda asi porquessi se considera la proyeccion de este medio cilindro sobre el plano yz se tiene
el medio disco de radio 2 con centro en el origen cony < 0, de modo que el angulo 6 recorre
medio arco, desde 5 hasta 37” Esto también se puede deducir sin el grafico: comoy < Oy
ademas, por el cambio de variables, y = r cos @ se tiene que r cos 8 < 0. Teniendo ademas
encuentaquer > 0 = rcosf < 0,sededuce que esto ocurresiysolosicosf < 0,con0 <
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0 < 2m.Quedaque § < 0 < %’T (en el plano yz el eje de las abscisas es el correspondiente
alavariable iy, mas atn teniendo en cuenta de que se expresé ay = 7 cos 6, ya que el coseno
siempre aparece por convencién a la primera coordenada del punto del plano).

Aunque en este ejercicio no se pide el calculo de ninguna integral, cabria preguntarse de
qué forma serfa el Jacobiano, en este caso:

o o o 0 cosd sen
J(r,0,z) = |det ‘3—'; 5 % =|det | 0 —rsen(d) rcosd
0 l
gk Lo o
= |7’C0829+7“SQH29’ = |r (cos®# + sen” 0)
| —
=1
= |rl.= r
~—
r>0

El Jacobiano no se vio modificado de la versidn original, a pesar del cambio de eje de simetria
y de que el cilindro estaba desplazado en 1 respecto de z.

Esto se puede generalizar, es decir, si se considera cualquier cilindro circular el Jacobiano
sera siempre igual a r. Esto no se cumple justamente si se considera un cilindro eliptico.

Ejemplo3.3.5. Expresar W en coordenadascilindricasy calcularlaintegral fffW %+y2 dxdydz,
si W esta definido por

2
W{(x,y,z)ERS:erfgl,2§z§4}.

La region W es un cilindro eliptico con el eje z como eje de simetria, radio mayor 2 en la di-
reccion z y radio menor 1 en la direccién y. Aqui no conviene plantear el cambio de variables a
coordenadas cilindricas que se vino haciendo, lo que conviene es plantear lo siguiente:

% =rcost = x = 2rcosf 0 <r<1
y =rsenf , 0 <#<2r
z =z -2 <z<A4.
2 2
Laidea es aprovecharque %- = 37 = (%)Qytomar como variable a reemplazar en principio

noaxsinoa 3. El radio no es mayora 1 porque el 2 que multiplica al cambio de variables de =
se encarga de extender el radio maximo hasta 2.
2
—z

Porotro lado, la funcién aintegrares f(x,y, z) = & + y2, de modo que:

(27 cos 0)?
4

5 4r?cos®6

f(2rcosf,rsenb, z) = + (rsen?) 1 +7r?sen? 0

= 1r%(cos*0 + sen?f) = r?.
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El Jacobiano se vera modificado:

oz O 9
(%TE g%é gé 2cosf  senf 0
J(r,0,z) = |det 7 g—b @ = |det [ —2rsenf rcosf 0
ey o2 0 0 1
= ‘27“ cos? 0 + 2r sen? 9’ = (27 (cos®0 + sen?0)
—_——
=1
= 2r|_ = 2r
~—~—
2r>0

Por lo tanto,

22 1 p2r pd
// ~ r P dadydz = / / / r22r dzdOdr
W 4
2m 1
/ / —2))dldr = 247r/ 3 dr
0

= 67rr 0 = 6.

De modo un poco mas general, si se tiene un cilindro eliptico

2 2
W{(x,y,z)ERg I—+b—2<1 a,b>0, c<z<d}

el cambio de variables propuesto es

%:rcosﬂﬁxzarcose 0<r<i1
Y=rsenf) =y =>brsenf , 0<60<2m (3.3.7)
2=z c<z<d,
y el Jacobiano sera
%f % % acosf bsenf 0
J(r,0,z) = |det % g—g % = |det | —arsenf brcosf 0
gz g2 0 0 1
= |abr cos? 0 + abr sen® 9‘ = labr (cos*0 + sen?0)
=1
= labr| = abr
~—
abr>0
J(r,0,z) =abr. (3.3.8)

Ejemplo3.3.6. Expresarel conoz? + y? < 22,0 < z < 1en coordenadas cilindricas.
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Sise plantean las coordenadas cilindricas,

r =rcosf
y =rsenf
z =z

Restaria definir los limites de las variables r, f y z. Para las dos primeras resulta muy (til ver la
proyeccion del cono sobre el plano xy (recordar: proyectar es como “aplastar” conservando la
forma). La misma es el disco unitario 2 + y? < 1. De modo que se puede decir que el radio
ry el angulo 0 que provienen del cambio de coordenadas del plano zy al 7 estan limitados
igual que para describir ese disco unitario, es decir,

0 <r<1
0 <6<2nr.

Para ver los limites de z es Gtil proyectar el cono en el plano yz o zz (es lo mismo). Se puede
ver que la region se ve como un tridngulo invertido (ver figura 3.8). En el plano yz esa region
triangular equivale a decir que z esta limitado en |a parte inferior por el borde del cono, mien-
tras que en la superior lo hace el plano constante z = 1. Esto se puede escribir de la siguiente

manera:
Viz+y2 < 2z < 1.
~—
1 2

Figura 3.8: Proyeccién del cono 22 + 2 < z? enel plano yz

La desigualdad 1 quiere decir que la region esta “por arriba” del cono, en tanto, la desigual-
dad 2 implica que que la region esta “por debajo” del plano constante z = 1. Si se considera
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ademas el cambio de variables ya planteado para z e y se tiene que:

V(rcos0)? + (rsenf)? = V2 =r <z < 1.

Es decir, que z ya no varia entre dos constantes, o sea que la regién de (r, 0, z) alaque se lleva
lade (z,y, 2) ya no serd un paralelepipedo. Queda entonces,

0 <r<l1
0 <#<2r
r <z<l1.

Pararealizaruntrabajoanalogoal expuesto en el ejemplo anterior, proponemos el siguien-
te ejercicio.

Ejercicio 3.3.7. Describiral paraboloide 2% + y2 < z,0 < z < 4 encoordenadas cilindricas

Ejemplo 3.3.8. Describir en coordenadas cilindricas la siguiente region:
W = {(a:,y,z) ER3: 2?2492 < 2?2 §25—x2—y2,220}.

Las desigualdades 22 + y? < z2yz > 0describen a la parte positiva de un cono circulary
suinterior, entanto 22 < 25 — 22 — y? = 2% + 9% + 22 < 25 representa el interior de
la media esfera de radio 5 y centro en el origen. La regién W es entonces la interseccién entre
las dos regiones (interior del cono con esfera maciza), quedando una especie de cono con la
“tapa’ curvada (una versién de “cono de helado”), que se puede apreciar en la figura 3.9. Si se
plantean las coordenadas cilindricas

r =rcosf
y =rsenf
z =z,

resta pensar los limites enlos que se muevenr, 8y z. Del ejemplo anterior, se puede establecer
que ry f vayan entre dos constantes cada uno, dejando a z para que vaya entre dos funciones
que dependen de las dos variables anteriores. Se sabe que » > 0, pero para determinar el
limite superior de  hay que buscar la interseccidn entre las regiones frontera de estos sélidos
(esferay cono), como fue hecho en el capitulo anterior.

2?4y =22 2 2,2 2 2
4yt =25 = x"+y +2° =20 =2 2"+ 27 =25
=22

25 5

=22=95=2:2="2 o o =42

2 V2

Luego, como z > 0 queda

5
Ogrgﬁ
0<6<2m.
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Figura3.9: Regionz? + 1> < 22 <25 — 22 — 4%, 2 >0

Figura 3.10: Proyeccion de laregion 2> + 3% < 22 < 25 — 22 — 2,2 > Oen
elplanoyz

Se puede observar claramente, tanto en el grafico como en las desigualdades que la regién
tiene como “piso” al cono y como “techo” al casquete esférico (ver figura 3.10). Dicho de otro
modo, la variable z va desde el cono hasta la esfera,

VAP << 2Bty ViZ <2< V/25 12,

=
~—

z=rcos 0, y=rsen
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Finalmente,
5
0 S T S ﬁ
0 <f6<2m
r <z<+25—1r2

Las coordenadas cilindricas resultan en muchos casos (tilesy se puede expresar de esa ma-
nera gran parte de las regiones que hemos visto. Lo que sucede es que, muchas veces, este tipo
de coordenadas no facilita las cuentas en el momento de integrar con un cambio de variables.
El siguiente es un buen ejemplo de ello.

Ejemplo3.3.9. Dada f(z,y,2) = calcular [f [}, fdV,siendo W la esfera uni-

1
/.'1?2 +y2
taria con centro en el origen.

Dicha region esta determinada por la desigualdad 22 + y? + 22 < 1, de modo que:

P2<l-2? P =2 V2 < V1-22 -2 = 2| < V1 —a2 g2
—V1—2?2—y?2 <z <1—a2—y2

Y,viendo a z, entre dos funciones de z y de y (cada uno de los hemisferios), se puede plan-
tear con coordenadas cilindricas

r =rcosf
y =rsent
z =z
con
0 <r<l1
0 <60<2r

—V1—-7r2 <z<+1-—-1r2,

Para calcular la integral triple pedida, sabiendo que f(r cos6,rsend, z) = %,se tiene:

/// v = /2”/ /mrrdzdrdﬁ
[ [ [ e

27 1
/ / 21 —r2drdf.
o Jo

De este modo queda una integral que no es facil de calcular. Esto evidencia las limitaciones
concretas de las coordenadas cilindricas para regiones de este estilo. Justamente, lo que las
hace poco practicas es que no se ajustan bien a la regidn, ya que provienen de la interpretacion
de un cilindro, en el que el radio es una distancia que se mide desde un eje de simetria.
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Si se piensa en otro tipo de coordenadas, teniendo en cuenta un radio p que se considere
desde un tnico punto (el centro) y dos angulos, uno en el plano xy (el famoso 6 de antes) y otro
enel planoyz (llamado ¢), se puede armar el siguiente cambio de coordenadas:

x = pcosfsen(op)
y = psenfsen(o)
z = pcos(o).

Se hacen algunas aclaraciones:

1. 6 aligual que antes, mide la apertura desde el eje positivo de las x hasta el positivo de
lasy, porlotantosurangosera 0 < 6 < 27 (verfigura 3.11a).

2. ¢,enanalogiacon f, mide la apertura desde el eje positivo de las z hasta el positivo de
lasy, perosurangonosera 0 < ¢ < 27 pues el cambio de variables debe ser inyectivo,
que no lo seria si se considera en ese rango a ¢. Por lo tanto, 0 < ¢ < 7 (ver figura
3.11b).

3. p mide la distancia desde cualquier punto al centro de la esfera, por lo tanto, p > 0
siempre. Ademas,

P24+ +22<1 = (pcos@sen(¢))2 + (psen@sen(qb))2 + (pcos(cﬁ))2 <1

p?(cos? B sen?(¢) + sen? O sen?(¢) + cos®(¢)) < 1
<

p*(sen?(9).(cos® 6 + sen? ) + cos?(4)) < 1
=1

P2 (sen?(9) + cos(9)) < 1

De modo que, pensando este cambio de variables, el mismo queda definido con:

0<p<l1
0<60<2mr
0<o<m.

Esto muestra que la regién W* de (p, 6, ¢) es un paralelepipedo.
Para calcular la integral pedida, se puede observar que

f(@,y,2) = f(pcosOsen(), psen b sen(¢), pcos(¢))

1
(v/pcosfsen(p))? + (psen dsen(e))>
_ 1 _ 1 - 1
p2sen(¢)  lpsen(d)] =~  psen(¢)

0<¢<m,0<p
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Figura 3.11: Rangos de medicion de los angulos 'y ¢

(a) Rango de medicién de 0 (b) Rango de medicion de ¢

yque
ox dy 0z

dp  9p Ip

_ ox o oz
J(p,0,¢) = |det a0 g 55

o a6 o5
cos f sen(o) sen 6 sen(¢) cos(¢)
= |det | —psenfsen(¢) pcosfsen(¢p) 0
pcosBcos(¢) psenfcos(¢p) —psen(o)

= | —cos(¢)p?(sen? O sen(¢) cos(¢) + cos? @ sen(d)cos(d)) — p* sen(¢)(cos? O sen?(¢p)
+sen®@sen? ()|

= ’p2[— cos?(¢) sen(¢) — sen3(¢)]|
— |- sen(9)(cos?(6) + sen(9)
= |—p*sen(¢)| = p* sen(s).

/01 /0 ) /0 W pse;n(gb)'f sen(¢) doddp = /O 1 /O " /0 " pdododp
1

= / 27r2pdp:7r2p2}(1):7r2.
0

Entonces,

[ rav

El ejemplo 3.3.9 motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.3.10. Las coordenadas esféricas son

x = pcosfsen()
y = psenfsen(o) (3.3.9)

z = pcos(9)
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ysuJacobiano es
(3.3.10)

J(p, 0, ¢) = P2 Sen(¢)'

Con este cambio de variables se resolveria el problema que habia aparecido en el ejemplo
2.2.14.Queda para el lector la prueba de ello solicitada en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 3.3.11. Probar que el volumen de la esfera unitaria con centro en el origen es %’T uti-
lizando:
1. coordenadas cilindricas,

2. coordenadas esféricas.

Ejemplo3.3.12. Calcular el volumen de una esfera de radio a con centro en el origen:
Para esto conviene definir a la esfera como

W:{(x,y,z)€R3:x2+y2+22§a2}.

Se plantean coordenadas esféricas:

x = pcosfsen(o)
y = psenfsen(o)
z = pcos(¢p),

con
0<p<a
0<6<2rm
0<o<m.

Por lo tanto,

Vol(W) = /// 1611/:/(1/0%/7r 1.p? sen(¢) depddp
/ /27r —cos( )\O)dep—/ /QWdede

_ / A p? dp = dnr3|* dma® .
) 3 3

Ejemplo3.3.13. Expresar W en coordenadas esféricas

0

W:{(g:,y,z)€R3:b2§x2+y2+22§a2,220,0<b<a}.

En este caso se trata de la mitad de un anillo centrado en el origen, por lo que puede quedar
expresado en las mismas coordenadas esféricas de antes, con

b<p<a,
0<6<2m,
0<¢< 7.
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Es importante notar que la restriccion al hemisferio norte se la hace con la restriccion en el
rango de ¢, ya que este mide cuanto se abre la region respecto del eje z > O haciaelejey > 0.
Esto se puede ver de modo mas simple proyectando la regién sobre el plano 2. Para que sea
un anillo se considera una restriccién sobre los limites que definen al radio p.

Ejemplo3.3.14. Expresara IV en coordenadas esféricas
W= {(z,y,2) €R*: (x —20)> + (y — 90)* + (2 — 20)* < @*}.

En este caso general, de una esfera con centro (2o, yo, 20) y radio a > 0, se pueden plantear
coordenadas esféricas siguiendo la misma idea que para pensar en coordenadas cilindricas
con distintos ejes de simetria. La idea basica es, en lugar de realizar el cambio de variables en
principio sobre x,y o0 z, hacerlosobre x — xg,y — Yoy 2 — 20:

x—xy = pcosh.sen(p) = = = pcosb.sen(¢) + xo
y—1yo = p.senf.sen(¢p) =y = p.senf.sen(p) + yo
z—z9 =pcos(¢p) = z=pcos(¢) + zo.

Una vez hecho el desplazamiento del centro, los limites de la regién (p, 6, ¢) son los mismos
que los de una esfera de radio a con centro en el origen:

0<p=<a,
0<6<2m,
0<o<m,

Hay que observar que en ninguno de los casos anteriores se ve modificado el Jacobiano, da-
do que se tratadel mismo cambio de variables, aun en el Gltimo ejemplo, puesto que el cambio
de variables se ve afectado solo por la suma de constantes, entonces las derivadas parciales
seran las mismas que antes (queda paraa el lector probarlo). Esto, sin embargo, no siempre
sucede, como en el caso que sigue.

Ejemplo3.3.15. Calcularel volumende

—960)2 (y—y0)2 (Z—Zo)2<1}.

+ +

a? b2 c?

W:{@%@EW:@

Este elipsoide puede describirse en coordanadas esféricas si se realiza lo siguiente:

2220 — peosfsen(¢) = a = apcosfsen(¢) + o

U=w = psenfsen(¢) = y = bpsenfsen(d) + yo
=2 = pcos(¢) = z = cpcos(P) + 2o

C

con
0<p<l,
0<6<2m,
0<¢<m.
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Dado que un elipsoide puede interpretarse como una esfera “estirada.en alguna direccion. Con
lo que hay que tener cuidado en el momento de considerar su Jacobiano. En efecto,

9z %y 0z
gp gp gp
Tp.0.0) = |det| % S 5
9z 9y Oz
9¢ 96 04
acos . sen(¢)
= |det | —apsenf.sen(¢)
ap cos . cos(¢)

bsen 6. sen(¢)
bp cos 6. sen(o)
bpsen 6. cos(¢)

c.cos(9)
0

—c.psen(¢)

Comoenlaprimeracolumnaesta encadalugarmultiplicando a, asicomoenlasegundaloesta
byenlatercerac, se puede utilizar la propiedad “det (aCy [bC2|cCs) = abe.det(Cy|Ca|C3)”,
de modo que queda:

cos 0 sen(¢) sen  sen(¢) cos(9)
= labedet | —psenfsen(¢) pcosfsen(o) 0
pcosfcos(¢p)  psenfcos(p) —psen(o)
cos 0 sen(¢) sen 6. sen(¢) cos(®)
= |abc| |det | —psenf.sen(¢) pcosf.sen(e) 0
pcosf.cos(¢p) psenf.cos(¢p) —psen(op)
—p2 sen(9)

= abc p? sen(¢).

J], v /01 /:ﬂ | vaber? seno) dodvar

1 2w 1
= abc// pz(—cos(qﬁ))\gdﬁdr:abc/ 47.p? dr
o Jo
4

Entonces,

Vol(W) =

0

= abc—.

3

Observemos que el volumen del elipsoide es el volumen de la esfera unitaria multiplicado
pora b ¢ que son los factores de estiramiento en las direcciones x, y y z.

A continuacién expondremos ejemplos de integrales sobre regiones mixtas o mas genera-
lesdel espacioenlos queseveralagranutilidad del método de integracién mediante el cambio
de variables.

Ejemplo3.3.16. Si W/ eselsélido descripto en el ejemplo1.2.54, es decir
W={(z,y,2): 2> +9y* +2°> <1, 2% +y* +2* <2},

caleular [f[,,, zdV.
Enlafigura1.86del capitulo 1 se encuentra graficada estaregion, que resultaserlainterseccién
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entre dos esferas de radio 1 con distinto centro. La region en ese ejemplo se describié como:

. . . 3 .
ya que lasombraen el plano xz correspondia a un disco de radio \/;con centro en el origen.

Sise quisiera pensaren un cambio de variables resulta que se tienen dos opciones: cilindri-
cas o esféricas. A pesar de tratarse de una regién compuesta por esferas, el hecho de que estas
tengan distintos centros hace que resulte dificil pensar en coordenadas esféricas, dado que no
hay un punto fijo desde el cual tomar distancia y que esta se mueva entre dos constantes. Por
lo tanto, se puede ver si se puede aplicar cambio de variables a coordenadas cilindricas. Como
la sombra se ha tomado en el plano xz tal vez convenga pensar en que el eje de simetria del
cambio de variables sea z:

r =rcosf
y =Yy
z =rsenb.

Con esto, resta decir los limites inferiores y superiores de las nuevas variables (r, 0, y), para
describira W

para lo cual solo se reemplazé a (x,y, z) en la descripcion original de W por el cambio de
variables planteado. El Jacobiano sigue siendo J(r,6,y) = r, pues intercambiar columnas
no cambia el determinante. Entonces, utilizando el teorema de cambio de variables:

2r  p/1-72
/// xdV / / / r cos 6.1 dydfdr
w 1-VI=r®

/ /QWT cos9[x/1—r2—1+\/1—r}d9dr
0 0
— /\/j {7“2 (2 1—17r2— 1) SGHG}Z:ZW dr = 0.

0 -

Ejemplo3.3.17. Calcular [[f,, fdzdydzsif(x,y,z) = 2,y

Nw

W:{(x,y,z)€R3: x2—|—y2§z2§4—x2—y2,z20}.
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Porlo hecho en el ejemplo1.2.55, la region es una especie de cono de helado (ver su grafico en
lafigura1.89),y se describe como

Susombraen el plano zy es un disco de radio v/2 con centro en el origen. Ademas el vértice del
cono coincide con el centro de la esfera. Se puede entonces plantear un cambio de variables a
coordenadas esféricas con centro en el origen:

x = pcosfsenqo
y = psenfseno
Z = pcoso,
con
0<p<2
{OSGS?W.

yaque lo Gltimo describiria bien lasombra en polares. Para ver los limites de ¢ hay que teneren
cuenta que, desde el eje positivo de las 2 hay regi6n hasta el 4ngulo 7 /4 dado que es el dngulo
determinado por la funcién médulo. Analiticamente, se ve porque si fijamos 6 = 7 /2:

z=lyl =y < pcosp = psen(n/2)sen¢ < cosd =sen¢ < ¢ = T

4
// de\_// /Qﬂ/ pcosép sen ¢ dodfdp

TCV T (0,0 ¢)

LB e e 2]

dxdydz si

Entonces

Ejemplo3.3.18. Calcular [},

1
Vatty?
W={(@y.) B VT <z <o’ 1)

Esta region corresponde a la del ejemplo 1.2.56, cuyo grafico es el de la figura 1.91. Se trata de
la region encerrada entre el cono y el paraboloide con 0 < z < 1. Una forma de calcular esa
integral es plantear un cambio de variables a coordenadas cilindricas, porque el paraboloide
no suele describirse de modo simple por esféricas (queda para el lector pensar por qué ocurre
esto). Como la region tiene como eje de simetria al eje z, entonces queda descripta

r =1 cosf
y =rsenf
z =z,
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con
0 <r<l1
0 <60<2m
Va2 +y? <z<a2? 4P
—_——— ——
=r =r2
Por lo tanto,

1 1 27 T2 1
————dxdydz = / / / —.rdzdfdr
///W V2 + y? \TC’\;’ o Jo Jr T
1

3 2
= / 27r(r2r)dr27r{rr
0 2

Ejemplo3.3.19. Calcularel volumen del siguiente sélido

W:{(m,y,z)ER?’: \/x2+y2§z,1§z§3}.

La desigualdad /22 + y2 < z corresponde a lo que estd por arriba del cono circular clasico
con eje de simetria en z y vértice en el origen. Como 1 < z < 3, lafigura corresponde a la de

un cono truncado (ver figura 3.12). Hay dos formas de resolverlo, con distinta filosoffa:

1. Por medio de cambio de variables: si se piensa en las coordenadas cilindricas,

r =1 cosf
y =rsenf
z =z,

hay que tener mucho cuidado en la descripciéon de los limites de los parametros y de
cual va en funcién de cudl. La forma mas natural, que es que z dependade ry de 6, en
este caso nosirve, puesto que hay que separar en varias regiones para conseguir el limite
inferior. Esto se debe a que si se mira la sombra de la region en el plano yz, se tiene que
el piso es el conoy el plano z = 1. De modo que hay que pensar a  en funcién de las
otras variables. En ese caso, puede entenderse que, para cada z fijo, existe un radio
determinado por ese z. Entonces

1<2<3
0<60<2r
0<r<z.

La dltima desigualdad sale del hecho de que r = /22 + 2 < z, evaluando en el
cambio de variables. Con esto, el volumen se calcula de |a siguiente manera:

3 21 z
/// ldzdydz = // / rdrdfdz
w 7 Jo Jo
3

3 2 3
z r 26
2r—dz =27 | —| = —.
/1 W2 : ﬂ[3}1 3
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y en este caso hay que corroborar que el resultado sea positivo, dado que se esta calcu-
lando un volumen.

2. Laforma anterior parece simple, pero en el planteo esta su dificultad, dado que en ge-
neral se piensa z funcién de las otras variables y no al revés. Otra manera de encarar este
ejemplo es pensando en la aditividad del volumen. Si se considera el cono W7, dado por
Va2 +y? < z,c0n0 < 2 < 3,se puedeadvertir que el cono truncado es una parte de
él. Si se considera el cono més pequefio W5, dado por /22 + 32 < z,con0 < z < 1,
tenemos que:

Vol(W7) = Vol(W) + Vol (W),
entonces
Vol(W) = Vol(W;) — Vol(W3).

;Cudl eslafacilidad de plantear esto? Reside en que calcular Vol (W7 ) o Vol (W5) es mu-
cho mas facil, dado que son conos no truncados y se puede hacer con coordenadas cilin-
dricas. La resta de esos dos voliimenes (el del mas grande menos el del mas pequeno)
deberia dar 2.

Figura3.12: Cono truncado descriptopor /22 + 12 < 2,1 < 2 < 3

Ejemplo3.3.20. Calcularel volumende la regién W, descripta como

W={(z,y,2) eER®: 2® +¢y* + 2> <4,1>2a}.
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Esta region corresponde a una porcion de esfera truncada por un plano que no pasa porsu cen-
tro (ver figura 3.13). A pesar de que es una esfera, lo anterior sugiere que tal vez no sea conve-
niente describirla mediante coordenadas esféricas, por lo cual se puede plantear lo siguiente:

y =rcosf
z =rsenf
r =

Esto es porque el eje x es el eje de simetria de esta region. Ademas, siz = 1 tenemos que
12 + 9% + 22 <4 = y? + 22 < 3, locual dice que la sombra en el plano iz es un disco de
centro (0,0) y radio /3. Con esto, queda que

=4—r2
Por lo tanto
V3 pom A—r2
Vol(W) = /// ldzdydz = / / r daxdfdr
W \T"’ o Jo J1
v
V3 27V3
_ 27r/ r\/4r27’27r{(4 2)%/2 7'2}
0 0

3.3.1. Practica

1) Graficary describir en coordenadas cilindricas o esféricas, segtin sea conveniente.

@) D={(z,y,2): 2> +y* <4, -1 <2<4, y>0}
b D={(z,y,2): 2> +y> <z 0< 2z <4}

0 D={(z,y,2): 2> +22<y? 0<y<5}

d) D={(z,y,2): 2>+ 9>+ 22 <7, 2,y,2 >0}

o) D={(z,y,2): 1 <a?+y*>+ 22 <10}

2) Calcularel volumen de cada uno de los siguientes sélidos.

a) Sélido limitado porla esferaz? + 32 + 22 = 9y contenido en el exterior del cono
22 = 2% + 42
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Figura3.13: W = {(x,y,2) e R®: 22 +y? + 22 <4, 1>z}

b

c
d

e

W = {(z,y,2) e R®: 2? +y*> + 2% <3,z > 2}.

W= {(z,y,2) eR®: 2 <22 +4%4>2 >0}

Sélido limitado por las superficies z = \/Wyx =y% + 22
Sélido definido por 22 + 2 + 22 < 25y 22 4 42 > 0.

= =

= =

3) Calcularlassiguientes integrales triples.
a [[[, ye® '+ dzdydz donde
A={(z,y,2) eR®:2? + 22 <4, 1 <y <5}
by [[[,2*+y*+ 2% dedydz, donde
A={(v,y,2): 2> +y* <3, -1 <2< 3}

0) fffA m dxdydz,donde A = {(z,y,2) : a < |[(z,y, 2)|| < b}.
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Capitulo 4

Integrales sobre curvas

4.1. Curvas parametrizables

En este capitulo y en los siguientes trabajaremos con trayectorias o curvas, pero primero va-
mos a definirlas, aunque sea de un modo elemental pero légico. Una curva es una linea (no
necesariamente recta) del plano o del espacio. Si toda la curva encuentra en un mismo plano,
se dice que la curva es plana, por ejemplo, la curva (x, 22, 0) cuya imagen es una parabola se
encuentraen el plano z = 0.

En este libro trabajaremos con curvas paramétricas o curvas parametrizadas.

Definicién 4.1.1. Una curva parametrizada C del plano es un conjunto de R que se puede represen-
tar mediante una funcién derivable a trozos o : [a, b] — R?, talque Im (o) = C

Para curvas del espacio se puede hacer una definicién analoga.

Ejemplo4.1.2. Lacurvaplanay = x2 + 1 esuna curva parametrizable, puesto que si se toma
a iy como dependiente de x, puede ser descripta por los siguientes puntos (x, 2% + 1) con
x € R.Se puede definir entonces una parametrizaciéon o : R — R? para esta curva, dada por
o(t) = (t,t? +1).Lacurvaen cuestién es una parabolay es una curva paramétrica, su grafico
eseldelafigura4.1.

Ejemplo 4.1.3. Decidirsiel segmentodelarectay = z — 3, —1 < z < 1es parametrizable
exhibiendo una parametrizacion. Decidir si existe otra parametrizacion distinta de la hallada
del mismo segmento.

Es el segmento de dicha recta que va entre los puntos (—1, —4) y (1, —2), esto sale de
reemplazarz por —1y 1 en cada caso. Pensando en el ejemplo anterior, se puede plantear que
x =tyo(t) = (t,t — 3),peroenestecasoo : [-1,1] — R? dadoque—1 <z =t < 1,
por lo tanto, la curva es parametrizable.

Ademas se puede ver que:

1) t=-1 = o(—1) = (—1,—4), que puede interpretarse como que a “tiempo” inicial
seestien (—1,—4).
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Figura4.1: Curvaplanay = 22 + 1

2) t =1 = o(l) = (1,—-2), que puede interpretarse como que a “tiempo” final se estd
en(1,2).

3) Sise considera el vector velocidad de la curva, dado por o’/ (t) = (1,1)Vt € [—1,1],
se tiene que apunta en la direccion desde (—1, —4) hasta (1, —2), ademas o/ (t) =
(1,1) # (0,0), lo cual implica que la velocidad nunca se anula y, por lo tanto, no se
detiene en el recorrido de la curva.

Estas tres observaciones permiten afirmar que la parametrizacion exhibida recorre la curva
regularmente (sin detenerse ni retroceder) desde (—1, —4) hasta (1, —2).

Este recorrido no siempre es igual, dado que, por ejemplo, si se considera el hecho de que
larectay = x — 3tiene direccién (1, 1), entonces se puede pensar en infinitas representa-
ciones paramétricas con vectores directores multiplos de (1, 1). Mas aln, se puede pensar en
un maltiplo del vector directory considerar sumarle otro punto de la recta distinto de (0, —3),
quedando por ejemplo o1 = (—t + 3, —t) (en este caso incluso se puede pensar en tomar
comoy =t)con2 <t < 4,yaque

) t=2 = 01(2) = (1,—2), que puede interpretarse como que a “tiempo” inicial se
estden (1,—2).

2) t =4 = 01(4) = (—1,—4), que puede interpretarse como que a “tiempo” final se
estden (—1,—4).

3) Sise considera el vector velocidad de la curva, dado por o (t) = (=1, —1) V¢t € [2,4],
se tiene que apunta en la direccién desde (1, —2) hasta (—1, —4), ademdas o} (t) =
(1,1) # (0,0), lo cual implica que la velocidad nunca se anula y por lo tanto no se
detiene en el recorrido de la curva.
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Figura 4.2: Sentido del recorrido de o porlacurvaplanay = x — 3,
—1<z<1

Lo anterior permite decir que la parametrizacién oy recorre a la curva desde (1, —2) hasta
(=1, —4),justo de forma contraria a como lo hace o. Se dice que estas parametrizaciones tie-
nen orientaciones opuestas.

Figura 4.3: Sentido del recorrido de o, porlacurvaplanay = = — 3,
-1 <z<1

Al sentido en el que una parametrizacion recorre una curva se lo llama orientacion.
En el ejemplo anterior, para afirmar cémo estaba recorriendo a la curva una parametriza-
cion, resulté crucial el hecho de que la derivada de la parametrizacién no fuera nula, dado que
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esto afirmaba que no habia detenciones o retrocesos. Esta propiedad de la parametrizacion se
denomina regularidad y a continuacién la definimos de modo mas general.

Definicién 4.1.4. Una funcién o : [a,b] — R™, n € N, sedice regularsia/(t) # (0,0)Vt €
[a, b].

A continuacion se exponen dos casos especiales.

Ejemplo4.1.5. La parametrizaciéndelacurvay = 2, dadapora(t) = (2, t*) noesregular
ent = 0,dado que:
o (t) = (2t,4t%) = o/(0) = (0,0).

Ejemplo 4.1.6. La curva C' dada por el borde del rectangulo [a,b] X [¢,d], a,b,c,d € R,
a < b,c < desunacurva que tiene cuatro vértices, es decir, es una curva partida. Si bien, se
sabe que los picos o vértices traen muchas veces problemas de derivabilidad y de regularidad,
en este caso no trae mayores inconvenientes. Esto es porque C' es una curva que resulta de la
unién de segmentos de lasrectasx = a,x = b,y = cey = d, que son, cada una de ellas
curvas regulares (puesto que poseen parametrizaciones regulares, como las vistas en ejemplos
anteriores). En este caso, se dice que C' es regular a trozos.

Figura 4.4: Curva dada por el borde del rectangulo [a, b] x [c, d],
a,b,c,d € Rya < be<d

El ejemplo anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 4.1.7. Una parametrizacion o curva « : [a, b] — R que es union de parametrizaciones
regulares se dice regular a trozos.
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Figura 4.5: Curva regular a trozos

Otra definicion interesante es la siguiente.

Definicién 4.1.8. Una curva C parametrizada se dice simplesi, dada o : [a,b] — R", n = 2,3,
una parametrizacion de C, se tiene que

o(z) # o(2')Vz,2" € (a,b).

Esto afirma que una curva simple es inyectiva e incluye al caso en el que o (a) = o (b), es decir que sea
inyectiva salvo, a lo sumo, en el borde. Es una curva que no se cruza a si misma.

Figura 4.6: Curva simple

Figura 4.7: Curva no simple
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Otra definicion que sera de mucha utilidad para nombrar a ciertas curvas es la siguiente.
Definicién 4.1.9. Una curva C parametrizada se dice cerradassi, dada o : [a,b] — R™, n = 2,3,

una parametrizacién de C, se tiene que o (a) = o (b).

Figura 4.8: Curva cerrada

Figura 4.9: Curva no cerrada

Algo fundamental es asumir que, dada una curva, existen infinitas parametrizaciones (no
necesariamente regulares). No obstante, solo existen dos orientaciones posibles. Cabe pre-
guntarsesi,dada unacurva, existe alguna manera de hallardos parametrizaciones que la orien-
ten de manera distinta. Se puede analizar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.10. Dada la curva C, interseccion del cilindro z = sen(z),0 < z < 7 conel
planox + y + z = 1. Hallar dos parametrizaciones que la orienten de manera distinta.
La curva en cuestion es la union de aquellos puntos del espacio que verifican:
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) (z,y,2) = (2,y,sen(z)),
2) (%3/72) = (.T,]. —ZIJ—Z,Z),
entonces,y =1 —x — z, z = sen(z) = (z,1 —x — sen(x), sen(x)).

Figura 4.10: Curva intersecci6n del cilindro z = sen(x)yel plano
r+y+z2z=1,0<xr<nm

a) Six =0 = (0,1 — 0 — sen0, sen0) = (0,1,0).

b) Six =7 = (7,1 — 7 — senm, senw) = (m,1 —7,0).
Siz = t queda definida una parametrizacién de C' o(t) = (¢,1 — t — sent, sent) con
0 <t<mtalque

a) Sit=0 = (0,1—-0—sen0,sen0) = (0,1,0).

b) Sit=m = (m,1 — 7 — senm, senw) = (m,1 —7,0).

Q o'(t) = (\#1/0/, —1 —cost,cost) # (0,0,0).

Esto dice que se trata de una parametrizacién regular que recorre a C' desde (0, 1, 0) hasta
(m,1—m,0).

Para hallar una parametrizacion regular que recorra en sentido contrario a C' se puede
pensar lo siguiente: se quiere pensar en una parametrizacién o,,, : [c, d] — R3 tal que

{ oop(c) = (m,1—m,0)
gop(d) =(0,0,0).

Siseconsideraac,,(t) =o(r —0—t) = (m —t,1 — (m — t) — sen(w —t), sen(w — 1))
setiene que:

oop(0) =o0(r—0)=0mr=(m,1-m,0)
oop(m) =o(r—m)=0(0)=(0,0,0)
oop(t) = (=1,14cos(m —t), —cos(m —t)) # (0,0,0)
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De este modo, se hallé una parametrizacion o opyestq regular que recorre en sentido inverso a
C, es decir, que invierte la orientaciéon dada por o.

Este método sencillo para hallar, dada una parametrizacién, otra que invierta la orienta-
cién de la primera puede generalizarse de la siguiente manera.

Observacién 4.1.11. Dada una parametrizacion regular de una curva C',dadaporo : [a, b] —
R™, n = 2, 3, otra parametrizaciéon de C'es

oop(t) =0c(a+b—1).

Esta o, es una parametrizacion que invierte la orientacién de o y ademas es regular, dado que
oloera.

Esta caracteristica de conservar la regularidad se relaciona con que o opyestq NO €5 Mas que
tomar a la parametrizacién original o y componerla con una funcién lineal o : [a,b] — R,
a(t) = b+ a — t. Entonces,

Top(t) = (G0)'(t) = o' (a(t))a (t).

op

por regla de la cadena
o'(a(t)) #0ya/(t) = —1 # 0Vt € R, por o tanto,
o1 (t) = (000)'(£) = ' (a(t))a'(t) £D.

No es la Ginica forma de conseguir una parametrizacion que invierta la orientacion. De aquien
adelante, se trabajara casi siempre con parametrizaciones regulares.

Ejemplo 4.1.12. Hallar una parametrizacion para cada una de las siguientes curvas.
1) C C R?dadaporz? + 9% =4,
2) C CR3®dadaporda? + (y—1)2 =4,z = 1.

1) Enel primercaso C'se trata de una circunferencia en el plano real con centroenel (0, 0)
y de radio 2. Sabiendo que cos?t + sen?t = 1, si se multiplica esta igualdad a ambos
lados por 4 se tiene:

4cos®t +4sen’t =4 = (2cost)? + (2sent)? = 22

(z,y) = (2cost,2sent) = o(t).

Lo que falta ver es el rango en el que se mueve ¢, yaquesit € R resulta entonces que
se recorre a la circunferencia pero o no resulta una parametrizacién inyectiva. Entonces
0 <t < 27.Algo para tener en cuenta es el hecho de que o’ (t) = (—2sent, 2 cost),
de modo que:

q\
—
o
=
Il

o'(m) = (0,2)

o(3) =(=2,0)

o (3F) = (2,0).
Esto posiciona a los vectores velocidad en los puntos (2, 0), (0,2) (—2,0) y (0, —2) in-
dicando que la curva es recorrida en ese orden (ver figura 4.11).
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2) C C R3dadapordz? + (y — 1)? = 4,z = 1 esunaelipse, ya que si se divide a la
expresion por 4 queda
(y—1)

4

Esta ecuacion describe a una elipse con centro en (0, 1, 1), radio maximob = 2enla
direccion yy radio minimo a = 1 enladireccién x. A pesar de ser una curva en el espa-
cio, la misma es plana, dado que toda se halla en el plano z = 1. Una parametrizacién
puede ser:

%+ =1,z=1.

o1(t) = (cost,2sent +1,1), 0 <t < 2,

dado que se puede hacer la siguiente sustitucion:

x = cost
%:sent =y =2sent+ 1
z =1.

Figura 4.11: Curva plana z? + y* = 4y vectores velocidad

it R
,f \;

Una observacion de estas dos curvas es que ambas son cerradas ya que:

o(0) = (cos0,sen0,0) = (1,0,0) o,
1) o(2m) = (cos(2m),sen(27),0) = (1,0,0) } = 0(0) = o(2m);

01(0) = (cos0,2sen(0) +1,0) = (1,1,0)

2 521) = (cos(2r), 2sen(2m) + 1,0) = (1,1,0) } = 01(0) = o1(2m);

y ademas las parametrizaciones sugeridas resultan ser regulares, lo cual puede probar el
lector.
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Figura4.12: Curvaenelespacio4z? + (y — 1) = 4,2 = 1

4.2. Longitud de arco

;Cual es la longitud de una curva o trayectoria C? Si la curva C' es parametrizable por una
funcién o (t), sabemos que ¢ (t) es el vector velocidad de dicha parametrizacién. Por otro lado,
se sabe también mediante la fisica cl4sica newtoniana, sabemos que la distancia recorrida por
una particula puntual en un lapso de tiempo [a, b] se calcula a partir de integrar a la rapidez,
que es el mddulo de la velocidad (tasa de cambio de la posicion respecto del tiempo), es decir

b
Distancia:/ [v(t)| dt.
a

Por lo tanto, la distancia o longitud de recorrido de una particula que se mueve a lo largo de la

curva C debesser: )
| e at
a

Lo anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 4.2.1. Seao : [a,b] — R™ una trayectoria C'* a trozos, tal que

o(t) = (o1(t),02(t), ..., on(t)).

Su longitud se define como

b b
/Cms:/a I @] dt:/a V@0 + (@50 + o+ (@h (O, 621

siendo ds el diferencial de arco, ds = /(o (t))% + (o5 (t))2 + ... + (0}, (1))%

Esta definicion resulta consistente por el siguiente razonamiento: si se supone que n. = 3,
entonces, o (t) = (01(t), 02(t), o3(t)), t € [a, b]y se puede probar mediante el método de
aproximaciones poligonales, que basicamente se trata de aproximara la curva por una poligo-
nal (unién de segmentos) de segmentos, haciendo tender la cantidad de segmentos a infinito
(y, por ende, el tamafo de los mismos, a 0).

Se parte el intervalo [a, b] en m subintervalos de igual longitud:

a=tg <t <..<ty,=0"0,
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Figura 4.13: Aproximacion de la curva por poligonales

Iong(Atl) = At; =tip1—t; = —a >0,Vi=0,1,....m—1
n

y se considera entonces la poligonal obtenida al unir pares de sucesivos de puntos o (t;)
(tig1) para0 < i < m — 1. Ademds, se tiene que:

d(o(tir1),0(ti)) = llo(tir1) — o(ti)]

(tiy1) — 02(t:))? + (o3(tiv1) — o3(t:))2.

= V(o1(ti+1) = 01(t:))? + (02
Por teorema del valor medio (TVM) de Lagrange:

tiv1) — ou(t;
71(ti1) — o1(t) =01(m) = o1(tiv1) —o1(t;) = o1 (). Aty s € (L, tigr)

At;
7] 02D _ 16) > o) — o2(t) = 4(E) D & € (1 i)
7altint) —oalti) 03(Ci) = o3(tit1) —o3(ti) = 05(6).Ati, G € (ti, tig1).

At;
Esto permite decir que la longitud del segmento que unea o (¢;) cono(t;11)

llo(ti) = o(tia)ll = \/(01(771))2 + (05(8:))% + (03(6)) At

Se define la siguiente suma

= 3 ) + (046 + (4Gt
1=0
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que se puede observar que se trata de una suma de Riemann. Cuando m — oo, la poligonal
aproxima mejor a la curva C'y, por lo tanto:
long(C) = lim Sp,.
m—0o0

Estaigualdad vale, por supuesto, en el caso de que este limite exista. Pero como o1, oy o son
continuas en [a, b, pues o es O}, resulta que existe lim,,, , . y entonces:

m—1

long(C) = lim_ S, = lim > /(01(n)? + (05(6))? + (05(6)? Ats,

m—00 m—oo 4
10

b
| V0t + (@302 + @02 ar

Ejemplo 4.2.2. Calcularlalongitud de la circunferencia unitaria en el plano xy con centro en
el origen.

Lo primero que se requiere para calcular la longitud con la definicién anterior es una pa-
rametrizacién C'!* de la circunferencia. En este caso ya se habia hallado una parametrizacién
previamente, o(t) = (cost,sent),t € [0,27].Sio’(t) = (—sent, cost), entonces

2m

2
long(C) = V/(—sent)? + cos?t dt = / Ldt = |27 =
0 0

=1

Esta longitud coincide con la formula de perimetro, perimetro = 2r.radio, aplicada a la
circunferencia en cuestion.

Ejemplo 4.2.3. Calcularlalongitud de la elipse % +y2=12z=1.

En este caso se trata de una elipse plana en el espacio. Una parametrizacién puede ser
B(t) = (2cost,sint,1),0 < ¢t < 27, de modo que §’(t) = (—2sent,cost,0). Por lo
tanto, la longitud sera

2m
long(C) = \/ —2sent)? + (cost)? + (0)2dt = V4.sen?t 4 cos? t dt.

0 0

Esta integral, denominada eliptica, no tiene una primitiva conocida, por lo tanto, no se puede
calcular explicitamente. Queda planteada hasta aqui solamente.

Una pregunta que seria muy importante hacernos (y responderla mas atin) essila longitud
delacurvadependedelaorientacién elegida. Para ver esto, podemos suponer que se tiene una
parametrizaciona : [a,b] — R™ysu parametrizacion opuesta aop[a, b] — R™, definida por
Qop(t) = aol(t), conl(t) = b+ a — t. Entonces:

b b b b
/H%mmﬁ:/nww»mww:/nww»vwﬁ:/nﬂwma

Si
u =Il{t) =l a)=b+a—a=0b,l(b)=b+a—-b=0D
du =1U(t)dt = du = —dt
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la expresion queda

a b
/b — Jlo(u)]] du = / o ()] du = long(C).

De modo que la respuesta es que no depende de |a orientacion elegida.

Otra pregunta un poco mas dificil de justificar su respuesta es si la definicion de longitud
de arco depende de la parametrizacion que se haya elegido para integrar. De ser positiva la
respuesta, dicha definicién no seria consistente. Sin embargo, la respuesta es que no depende
de la parametrizacién, aunque la buena definicion sera probada mas adelante.

4.2.1. Practica

Calcular la longitud de cada una de las siguientes curvas.

1) Celarco de pardbola de ecuaciény = 2 entre los puntos (—1,1)y (2, 4).
2) C'lacircunferencia de radio 3 con centroen (—1, 2).
3) C el segmentode R? que une (2,3, —1) con (3,2, 1).

4) C C R?laintersecciéndey = x? conx + z = 2en el primer octante.

4.3. Integrales de trayectoria

Con la misma idea anterior, en este apartado pretendemos definir y extender el concepto
de integrales sobre curvas o trayectorias. En el caso anterior, lo presentamos solamente para
la funcién f(x1,x2,...,x,) = 1, entanto que ahora lo definiremos para cualquier funcién
[+ ACR"™ — Rintegrable.

La curva sobre la que se integra se denomina camino de integracion y las integrales a definir
en estay en la seccion siguiente se utilizan para estudiar conceptos fisicos como el trabajo, la
masa lineal, la energia potencial, el flujo de calor, la circulacién de un fluido, entre otros.

Definicion 4.3.1. Unaaplicacion f : A C R™ — R sedice que es un campo escalar (o simplemente
funcién escalar)

Ejemplos de campos escalares son:
) f:R =R fla,y,z2) = 2%
2) f:R?2 =R, f(r,y) =z +y°

Definicién 4.3.2. La integral de una funcién escalar f(x1, xs, ..., x, ), n € Nalolargo de la tra-

yectoria C'estd definida siexiste o : [a,b] — R", o(t) = (al(t) ag(t), on(t)), que sea una
pammetrizacién C* yla funcion compuesta f(o(t)) = f(o1(t), o2(t), .. ( )) es continua en
[a, b]. Se define entonces a la integral de | sobre la trayectoria C' como

/fds— / F(o(®). o (0] dt = / F(01(t), 03(t), -r0n(1))- l0" (1) dt. 437
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Esta definicion esta motivada por el siguiente razonamiento: se suponen = 3y el caso
general se puede pensar de modo andlogo. Si se subdivide el intervalo [a, b] con una particién
a =1ty < t1 < .. < t, = bseproduce una descomposicién de C' en trayectorias C},
i=0,1,...,m—1en[t;,t;11]. Enelapartado anterior demostramos que la longitud de arco
de una curva es la integral de trayectoria sobre esa curva de la funcién f = 1, es decir, para
cada C;:

tit1
Asi:/ i ()] dt, 0<i<m-—1.
tq

A medida que m se hace mas grande, As; se aproxima a0, pues long(C;) — Oy f es aproxi-
madamente constante para todo (z, y, z) € (. Se considera

m—
= xza Yiy 2 AS“
i=0
entonces,
m—1
n}fgloo Sm = W%gnoo Z (@i, yi, 2:).As;
i=0
m—1
= F@i yis2i)- 1€ ()| Aty t7 € (tistiva)
TVM 1=0

/f ). le'( )Ildt=/cfds-

Ejemplo4.3.3. Dadas f : R® — R, f(x,v,2) = v+, Clacurvadefinida porlainterseccién
delosplanosy = =, 4+ y + z = 1 enel primer octante. Calcular fc fds.

Para poder calcular esta integral de trayectoria se debe hallar una parametrizacién regular
deC.Si

Y =T

rhy+z =1 }2x+w+z:l =z=1-2z = (z,z,1—2x).

Por lo tanto, se define o : [a, b] — R3, o(t) = (¢,t,1 — 2t). Como la curva estd en el primer
octante, es decir x,y,z > 0,sededucequet > 0yl —2t > 0 = % > t,de modo que

[a,b] = [0, 5]. Luego,

/Cfds

/fttl 2). (1, Hdt/ 2t /TF T+ 4ddt
le" Ol

/2 2V6.t. dt = /612 Z _ V6
0

1

Caso 4.3.4. Si C es una curva plana parametrizada por o : [a,b] — R? osea Im(c) C R?,y
f(x,y) > 0, laintegral de trayectoria de f alolargo de C'es

/fds—/ Fo(®)-llo' @)l dt

158



Tamara P Bottazzi

Y puede interpretarse como el drea de una pared de base C'y altura f (x, y)

Ejemplo4.3.5. Calcularel4reade la porcién decilindroz? + (y — 2)? = 4 que se encuentra
por debajo del paraboloide 2% 4 2 = z.

El area que hay que calcular es la de la regién de la figura 4.14. La misma tiene como "piso”
alacircunferencia plana C, definida por 2% + (y — 2)? = 4. Considerando que el paraboloide
impone la restriccién 2 + % = z > 0, se puede definir la funcién "techo” z = f(x,y) =
22 4 y2. De este modo, el drea a calcular queda definida por la siguiente integral:

Area = / fds
C

Sise considerac : [0,27] — C,o(t) = (2cost,2sent + 2), parametrizacion de la curva
C, setiene:

27
Area = /fds: f(2cost,2sent +2). |0’ (t)]| dt
c 0

2
/ 4,2dt = 8t[J" = 16m.
0

Figura 4.14: Porcién decilindro 22 + (y — 2)? = 4 que se encuentra por
debajo del paraboloide 22 + > = 2

4.3.1. Propiedades de las integrales de trayectoria

Sean f'y g funciones escalares, entonces se cumplen las siguientes propiedades
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1) Linealidad:

/a.f+b.gds:a/ fds—l—b/ gds,
c c c

Ya,b € R.

Demostracion. Aplicando la deduccién hecha para la definicién a la funcién a.f + b.g

utilizando la particién del intervalo [, d] en el que se describe una parametrizacion de
C:

-1

3

S =

N\

(a.f + bg) (l‘i, Yis Zi).ASi

3
L

= la.f(zi,yi, 2i) + b.g(@i, Y, 23)] L As;

\T
3 o
|
—

m—1

f(@i, i, 7). Asi +b. Z 9(@i, Yi, i) As;.
i=0

I
8
I
o

Entonces,

m— o0 m—r oo

m—1 m—1
lim S,, = lim [a Z f(xi,yi, zi).As; + b. Z (Tiy Uiy 2i) AS;
=0 =0

Por propiedad de suma de limites

m—1
“ [mlgnoo Z f(@isyi, zi)Asi | +b

=0

m—1

=0

m—1
_ [ | dim, 2 Sy I *)IIAE]
VM

+b

m—1
Tgl,_ﬁnoo ZO g(xivyiﬂzi) ||C/(tf)|| Ati‘| ) t: € (tiﬂti+1)
i=

V Fele e @l de /Cdg<c<t>>|c'<t>|| dt]
[ sa] o] [ oo]

+0b
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2) Aditividad respecto del camino:
/ fds= fds+ fds
C Cy Cs
si
C=C1UC,
es curva regular a trozos (Cy y C5 regulares no “encimadas”).

Demostracion. SiC' = Cy U CytalqueCh : [a,b] — Ry Cs : [¢,d] — R™ se hacen
particiones de los intervalos [a, b] y [¢, d]. Luego se aplica la definici6n.

Ejemplo4.3.6. Sea C lacurva plana (en R?) dada porlauniéndelascurvasy = xey = 22,

siemprecon 0 < z < 1.Calcular fc x ds.

En este caso se trata de una curva cerrada y regular a trozos, ya que estd compuesta por un
segmento (y = )y por una parabola (y = x?), ambas curvas regulares (ver grafico en el
plano en la figura 4.15). Por la propiedad de aditividad respecto del camino tenemos que

/xds:/ :vds+/ x ds.
C Ch Cy

Entonces basta con calcular cada integral y luego sumar. Para ello hay que parametrizara Cy

Figura4.15: C' dada porlauniéndelascurvasy = zey = 2%,con(0 < z < 1

y Co:
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1) C):se parametrizacon oy (t) = (¢,t),con0 < ¢t < Ly |lof(t)|| = |[(1,1)]| = V2.
Entonces .
1
2 2
/ a?ds:/ t.N/2dt = £152 e}
Cy 0 2 0 2
2) Cy:se parametriza con oo (t) = (t,t?),con0 < t < 1y|loh(t)|| = [|(1,2t)|| =
\/m. Entonces
1 1 3/2 _
1 5 1
/ xds:/ t/ 1+ 4t2dt = —(1+4t2)3/2 - -
o 0 12 0 12

Finalmente,

V2 521
ds=Y2 42—
/st SRT)

4.3.2. Practica
Calcular las integrales de linea fc fdsenlos casos.
1) f(z,y) =2+ 3y,Clacurvaimagendea(t) = (t — 1,3t +2), -2 <t < 1.
2) f(z,y,2) =y, Clacurvaimagende a(t) = (2cost,t,2sent),0 < t < 2.

3) f(z,y,2) = 5z, Clacurvaimagende a(t) = (cost,sent, t),0 <t < .

4.4. Integrales de linea

En esta seccion trabajaremos con integrales de funciones vectoriales sobre curvas.
Definicion 4.4.1. Una funcion F' : A C R™ — R™ tal que
F(z) = F(x1,x9, ..., xy) = (F1(T), F2(T), ..., F,,(T))
se denomina campo vectorial.
Ejemplos de campos vectoriales son:
1) F(z,y,2) = (x —y)?%,e%,y), f: R? = R3;
2) F(z,y,2) = (z +In(2® + 1), sen(y)), f : R? — R2.

Si I es un campo de fuerza en el espacio (campo vectorial de R3), entonces una particu-
la en el espacio puede verse afectada por esa fuerza F'. Podemos suponer que la particula se
mueve a lo largo de laimagen de una trayectoria C' mientras sobre sobre ella actia dicha fuer-
za F. Si C es una linearectay F’ es constante, entonces el trabajo realizado por F" al mover a
la particula a lo largo de esa trayectoria es wr = F.d, siendo d el vector desplazamiento. Si
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la trayectoria es una curva cualquiera, podemos pensar que esta formada por una sucesion de
desplazamientos rectos infinitesimales:

wp = nhﬁngo z_: F(c(t:)).As; :nh;rr;o z_: F(e(ty)).d (ti).At;,
i=0 1=0
b
. / Fle())< (t) dt.

Con esto se puede introducir la siguiente definicion.

Definicion 4.4.2. Sea C una curva parametrizada por una funcién c : [a, b] — R™ regular a trozos
ysea F' : R™ — R™ un campo vectorial definido y continuo sobre C. La integral de linea de I a lo
largo de C se representa y define por

b
/ Fds = / Fle(t)).¢ (t) dt. (4.47)
C a
De la definicidn anterior conviene resaltar el hecho de que, en principio, esta integral de-
pende de:
1) la funcién vectorial ',
2) el camino o trayectoria C.
Notacién4.4.3. EnR3si F(z,y, 2) = (Fi(,y, 2), Fa (2,9, 2), F3(x,vy, 2))y C esunacurva
talque C'(t) = (z(t),y(t), z(t)), entonces

C C

4.4.1. Propiedades de las integrales de linea

Las integrales de linea tienen las mismas propiedades que las de trayectoria, que no pro-
baremos, dado que sus demostraciones son muy similares a las realizadas en el apartado an-
terior.

Sean F'y GG campos vectoriales, entonces se cumplen las siguientes propiedades

1) Linealidad:

/a.F+b.Gds=a/ Fds—|—b/ G ds,
c c c

Ya,b € R

2) Aditividad respecto del camino:

/FdS:/ Fds+/ Fds
C Cq Ca

siC = (1 U Cyescurvaregularatrozos (Cy y Cs regulares).
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Se puede analizar el comportamiento de las integrales de linea al efectuar un cambio de
parametros: sea o, una parametrizacién continuaen [a, b]deunacurvaC,yu : [¢, d] — [a, b]
derivable tal que ' # 0,Vt € [, d]. Se define otra parametrizacién 3 : [¢,d] — Im(c«)
como f(t) = a(u(t)). Esta es una forma de generalizar lo hecho anteriormente respecto de
reparametrizar (0y oo, = o(u(t)), conu(t) = b+ a — ).

Se dice que 8y « son trayectorias equivalentes, ya que recorren el mismo caminoy u es la
funcién “cambio de parametro”, 5 es una reparametrizacion de la curva C.

Una observacion importante es la siguiente.

Observacién 4.4.4. Sea C'unacurvatal que « : [a,b] — C esuna parametrizacion de ella.
Seaw : [¢,d] — [a, b] derivable, talquew’ # 0,V¢ € [c, d]. Se considera otra parametrizacién
B : [¢,d] — Im(«) definida como B(t) = a(u(t)). Entonces,

1) Siu’ > 0,entoncesuescrecientey ay B recorrena C conlamismaorientacion (a(a) =

Ble)y a(b) = 5(d)).

2) Siu’ < 0, entonces u es decreciente y ay /3 recorren a C' con orientaciones opuestas

(a(a) = B(d)ya(b) = B(c)).

En la primera condicion, se dice que 3 preserva la orientacién de «, mientras que en la
segunda /3 lainvierte (esto sucede cuandou(t) = a + b — ¢, puesu/(t) = —1 < Osiempre,
que es el caso de reparametrizacién visto con anterioridad).

Si bien anteriormente mencionamos que las integrales de linea dependian de la parame-
trizacién elegida para la curva C', este teorema mostrara que solo dependen en cuanto al signo,
no al médulo, y que esto esta directamente relacionado con |a preservacion o lainversion de la
orientacion.

Teorema 4.4.5. Sea C unacurvadeR? o Ry oy 3 dos parametrizaciones de C regulares a trozos.

Entonces,
/ Fda = / F.dp (4.4.2)
c c
si ambas recorven a C' con la misma orientacion y
/ F.da = —/ F.dp (4.4.3)
c c

sirecorren a C' con distinta orientacion.

Demostracion. Dadas oy B parametrizaciones regulares de C' con las hipdtesis del teorema,
se cumple por regla de la cadena que:

Bt) = a(u(t)) = B'(t) = o' (u(t))u'(t).

Entonces,

d d
/CF.dﬁz/c F(B().5 (t)dt:/c F(B(t)).o (u(t)) (1) dt.
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Si se hace la siguiente sustitucion

Se tienen dos casos:

. Siu >0 = ng)):g } = [* F(a(v)).o’(v)dv = [, Fda,
. Siu <0 = Z((‘g v } = [ Fa(w).o/(w)dv = — [* F(a(v)).o’(v) dv =

—fC F.dao.

Parael caso C' regular a trozos, laidea es parametrizar cada pedazoy hacer lo anterior en cada
uno.

Ejemplo 4.4.6. Calcularfc F.ds,siendo F'(z,y,2) = (—y,,0),C lacurva definida por la
interseccién del cilindro 22 + 42 = 4 conel plano y + z = 2, recorrida en sentido antihorario
vista desde el origen.

La curvaen cuestion es unaelipse, ya que se cortaa un cilindro circular vertical con un plano
no vertical. Una parametrizacion posible es la siguiente:

xz(t) = 2cost

o(t) = (x(t),y(t),z(t)), 1 y(t) =2sent ,t€10,27].
z(t) =2—y =2z=2—2sent

Ademds, es una parametrizacion regular, ya que no existe t € [0, 27| tal que
o'(t) = (—2sent,2cost,—2cost) = (0,0,0).

Antes de calcular laintegral hay que versi o preserva la orientacion de la curva (queyavino
explicitada):

a(0) =(2,0,2)
a(5) =1(0,2,0)
o(r) =(-2,0,2)
a'(0) =1(0,2,-2)
o'(3) =1(-2,0,0)
o'(m) =1(0,-2,2).

Esto sugiere que la curva es recorrida por o en sentido de las agujas del reloj, vista desde el
origen. De modo que o invierte la orientacién de C, entonces, se tienen dos opciones: se busca
otra parametrizacién que preserve la orientacién de C' (no es dificil, ya que se puede calcular
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Figura 4.16: Curva interseccién del cilindro 22 4 3> = 4 con el plano
y+z=2

COmMo 04y, Pero es un poco extenso) o se calcula con o utilizando el teorema anterior:

/ Fds = — [ Flo().o/(t) dt
C 0

2
—/ F(2cost,2sent,2 —2sent).(—2sent,2cost, —2 cost) dt
0

27
= —/ (—2sent,2cost,0).(—2sent,2cost,—2cost) dt
0

2 2
—/ 4sen’t + 4cos? tdt = —/ 4dt = —4.t|37r = 8.
0 0

Ejemplo 4.4.7. Sea C'lacurvaen el primeroctante (x > 0,y > 0, z > 0) dada por las con-
diciones z = cosyex +y = 2.5i F(z,y,2) = (—y,z,z2), caleular [, F.dssiC esta
orientada de izquierda a derecha observada desde el semieje positivo de las x. La condicién
z = cos y corresponde a una superficie (tipo sabana) trigonométrica, pues para cada x tene-
mos z = cos y. El planox + y = 2 es paralelo al eje z y atraviesa |a superficie anterior como
puede se muestra en la figura 4.17. Para cada (z, y, z) € C tenemos que

Z = Ccosy
T=2-y
x,y,2 > 0.
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Figura 4.17: Curva en el primer octante, definida por 2 = cosyex + y = 2

Entonces, una parametrizacion posible para C'es
o(t) = (2 —t,t,cost),
con
T
z =cost>0 éOStSi
r =2—t>0=t<2
y =t>0.
T
Como 5 < 2, entonces, queda que

™
0<t< —.
-T2

Ahora hay que ver cdmo recorre esta parametrizacion la curva en cuestion:

a(0) (2,0,1)
U(E) (2_5’570)
o'(t) =(-1,1,—sent) # (0,0,0) vt € R.

Lo anterior dice que o recorre a C desde (2,0, 1) hasta (2 — g, %, 0) sin detenerse (pues su

velocidad, o/ nunca se anula). Si se ubican estos dos puntos en el grafico de C' (figura 4.17)
puede concluirse que o recorre a C' preservando su orientacién. Por lo tanto,

/Fds = /2 F(2—t,t,cost).(—1,1, —sent)dt
c 0

M)

= / (=t,2 —t,cost).(—1,1,—sent)dt
0

=T — —.

% 2t g 1
= / 2 —costsentdt = {%—SGD ]
0 0 2
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Ejemplo4.4.8. SeaC lacurvadada porlaintersecciénde z = 22 + 42, x4y = lconz < 1,
orientada desde (1,0, 1) hasta (0, 1, 1). Calcular fC (seny, z, x).ds. Se puede notar que la
curva se encuentra en el paraboloide z = 22 + 2. Siseatraviesa conel planox 4y = 1yse
tiene en cuenta que z < 1 queda el grafico de la curva como en el de la figura 4.18.

Figura 4.18: Curva interseccionde » = 22 + y%, 2 +y =lconz < 1

Ademas, como

z =22 +y* <1
Y :1_337

se puede pensar en una parametrizacion o (t) tomandoat = x,y queda de esta manera
o(t) = (t, 1 —t, 1>+ (1 —t)?),
conlacondiciént? + (1 — ¢)? < 1:
r(l—t)2=22-2n+1<1=2(t-1)<0=0<t<1.
Ahora hay que ver si esta parametrizacion preserva la orientaciéon de C'

o(0) =(0,1,1)
o(l) =(1,0,1)
o'(t) = (1,—1,4t — 2) # (0,0,0)Vt € R.

De modo que o recorre regularmente (sin detenerse) C desde (0, 1, 1) hasta (1,0, 1), asi que
invierte la orientacion de la curva. Por lo tanto,

1
/ (seny,z,x).ds = —/ (sen(1 —t),2t% — 2t + 1,t).(1, —1, 4t — 2) dt
c 0
' 25 1!
= —/ Sen(l—t)+2t2—1dt: — [cos(l—t)—l—3 —t
0 0

2 2
= —|:1+3—1—COS 1} :—g—i—cosl.
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Ejemplo 4.4.9. Sea C la curva dada porlaintersecciénde x = 22,y + 22 = 1 enel primer
octante, orientada de izquierda a derecha vista desde el origen. Calcular fc (e*,23,7).ds. La

Figura 4.19: Curva interseccionde v = 22,y + 22 = 1 en el primer octante

2

curva se encuentra en el cilindro parabdlico x = 2=, sumado a las otras condiciones el grafico
de la curva es el correspondiente a la figura 4.19. Como pueden ponerse en las dos primeras
condiciones a z e y en funcién de z, una parametrizacion posible es:

o(t) = (3,1 — 2t,1).

Para ver los limites de la variable ¢ se tiene que analizar el hecho de que se esta en el primer
octante, entonces,

t? >0
1
1-2t >0 :tﬁa
t > 0.
1
Luego,0 <t < 3 Por otro lado,
o(0) =1(0,1,0)
1 1 1
2y =(Z.0.=
o) =(3.0.3)

o'(t) = (2t,—2,1) # (0,0,0)Vt € R,

de modo que o recorre C'sin detenerse desde (0, 1, 0) hasta (i 0, %) ,y como el primer punto
esta mas a laizquierda, visto desde el origen, entonces se puede decir que o preserva la orien-
tacion. Entonces,
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W=

/ (e”,2% y)ds = / (etz,t37 1—2t).(2t,—2,1)dt
c 0
1

1
2 - . t4 2
- / 2tet22t3+12tdt_{etz+tt2]
0 2 0
e 25

32

- &

Ejemplo4.4.10. Sea C'lacurva perimetro del tridngulo devértices (0, 0, 2), (1,0, 1)y (0,1, 1),
recorrida en ese orden. Si F'(x,y, z) = (y, 3z, z), calcular [, F.ds.

La curva es facil de graficar (ver figura 4.20) y se puede observar que los lados de los trian-
gulos se encuentran sobre los planosy = 0,2 = Oy z = 1. Como se trata de una curva que es
unién de segmentos (curvas C'1), C resulta C'! a trozos, asf que se puede describir por medio
de las tres curvas segmentos de que la componen, que se llamaran Cy, Co y Cs:

Ci—r4+2z=2,0<x<1

CQ—>y+Z=2,0Sy§1
C3—>$+y=1,0§3:§1_

Cada una de estas curvas tiene la orientacion que hereda de la orientacionde la curva C, como
se muestra en la figura 4.20.

Con lo anterior, no deberia resultar dificil parametrizar a estas tres curvas:

Ul(t) = (t,0,2—t), 0 Stﬁ ]., Im(al) Cl
oo(t) = (0,t,2—1),0<t <1, Im(oy) = Cy
o3(t) = (t,1—t,1),0<t <1, Im(o3) = Cs.

Con las siguientes derivadas

o) (t) = (1,0,—1) # (0,0,0)
ob(t) = (0,1,-1) # (0,0,0)
oh(t) = (1,-1,0) # (0,0,0)

Si se analiza la orientacion de estas parametrizaciones se puede observar que si bien o pre-
serva orientacion de C, o9 y 03 invierten la orientacién de C y C's, respectivamente. Por lo
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cual, queda planteada la siguiente integracion:

/ F.ds = F.ds + F.ds + F.ds
C C1 C2 C3

/ F(O’l).Uidt—/ F(O'Q).O'édt_/ F(o3).05dt
o1 o2 a3

1 1
/(0,3t,2—t).(1,0,1)dt—/ (1—t,¢,1).(1,~1,0)dt
0 0
1
—/ (£,0,2 — £).(0,1,~1) dt
0
1 1 1
/ 2—tdt—/ 1—2tdt—/ t—2dt
0 0 0
2[5,
o — | —[t—] —|Z — 2
|: 2 0 [ ]0 2 0

S RERADE

Figura 4.20: Curva perimetro del triangulo de vértices (0,0,2), (1,0,1)y
(0,1,1)

Como observamos en este Gltimo ejemplo, las cuentas se hacen un poco largas dado que
hay que considerar tres curvas, parametrizarlas una por una e integrar. Cabe preguntarse sino
existe algiin método que permita simplificar un poco las cosas. Algo interesante para desta-
car es el hecho de que la curva anterior era una curva cerrada, que ademas de implicar que su
principio y fin estan conectados, implica que es borde de alguna superficie, en este caso del
triangulo mismo. En el capitulo 9 veremos que, efectivamente, se puede calcular esta misma
integral mediante esta relacion curva frontera- superficie.

El ejemplo siguiente muestra otro tipo de problema en el momento de integrar un campo
vectorial sobre una curva.
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Ejemplo 4.4.11. Sea C la curva dada en el ejemplo 4.3.6. Calcular fc Fds,si F(x,y) =

2 L . . .
(e*” —cosz? + zy,In(y? + 1) — y)y C estd orientada de manera antihoraria.
Ya se tenian las parametrizacionesy, considerando la aditividad de las integrales de linea,

setiene que
/F.ds:/ F.ds:/ F.ds.
C Cq Co

Como C estd orientada de manera antihoraria, C; debe estar orientada desde (1, 1) hasta
(0,0), esdecir, descendente, entanto C debe estar orientada de manera ascendente (de (0, 0)
a(l,1)). Asique

1
/ Fds = 7/ (e752 —cost? + 2, In(t* +1) —t).(1,1) dt
Cl 0
1 2
= —/ el —cost® + 12 +In(t? +1) — tdt,
0
con signo negativo pues o invierte orientacion de C'y (pensar por qué), y

F.ds

1
—/ (e — cost? + 3, In(t* + 1) — £2).(1,2¢) dt
Cy 0

1
— _/ e’ —cost? — 3 + 2 In(t* + 1) dt,
0
con signo positivo pues oo preserva la orientaciéon de Cs (le sugerimos al lector pensar por
qué). Aqui se puede apreciar que el problema fundamental es que las integrales que quedan

sonimposibles de calcular, porque hay primitivas que se desconocen totalmente. En el capitulo
7 mostraremos una forma mucho mas simple de calcular este tipo de integrales.

4.4.2. Practica

Calcularlaintegral delinea del campo vectorial F'alo largo de las curvas C que se indican.

1) F(x,y) = (2% — 22y, y* — 22y), C'lacurvade ecuaciény = x? desde (—1, 1) hasta
(3,9).

2) F(z,y) = (4 — y,x), C lacurvaimagen de la funcién «(t) = (2(t — sent), 2(1 —
cost)); 0 < ¢ < 27 con la orientacién inducida por esta parametrizacién.

3) F(z,y,2) = ((y* — 2%,2yz,2?), Clacurvaimagen de la funcién a(t) = (¢,1%,t3);
0 <t < 1conlaorientacién opuesta a lainducida por esta parametrizacion.

4) F(z,y) = (2%,y?),Clacurva|z| + |y| = 2 orientada en sentido negativo.
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Capitulo 5

Integrales sobre superficies

5.1. Superficies parametrizables

De la experiencia escolar y vivencial se conocen varias superficies: circulos, rectangulos, trian-
gulos, entre otras. Estas son regiones que pueden pensarse en el plano real, es decir que son
planas. Por otro lado, se conocen muchos otros ejemplos de superficies que no son planas: cas-
caras de esferas, conos, cilindros huecos y las caras de un poliedro.

El problema tal vez no consista en identificar qué es aquello que se reconoce como super-
ficie sino como definir dicho objeto geométrico. En el primer capitulo dimos por aceptado que
una superficie es una region de volumen nulo, es decir que puede tener area pero no “profun-
didad” o “grosor”. Una idea un poco mas general pero atn informal es que una superficie es
un lugar del espacio donde cada punto tiene dos grados de libertad, un grado méas de libertad
que en una curva (que solo depende de unavariable t). Sin embargo, también puede definirse
una superficie mediante una o varias ecuaciones. Esencialmente, no existe una tinica forma de
definirlas.

Lo que haremos a continuacién es trabajar con ciertas superficies, algunas de las mas usua-
les, describiéndolas de distintas maneras: mediante ecuacionesy parametrizando, fundamen-
talmente.

5.1.1. Superficies recurrentes

En la primera parte de este libro vimos regiones del plano y del espacio, definidas por de-
sigualdades. Muchas de las superficies que estudiaremos se expresan de forma muy similara
esas regiones.

A continuacién damos solo algunos ejemplos de superficies.

Ejemplo 5.1.1. Unplanoax + by + cz = d,a,b,c,d € R es una superficie del espacio,
no acotada, dado que si se piensa en la ecuaciéon paramétricade unplanow : X = Av +
B.w + p se tienen dos grados de libertad Ay 3, que recorren cada uno la recta real de forma
independiente. Esto coincide con la definicion informal de superficie dada hasta el momento.
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Figura5.1: Superficie

—

Ejemplo5.1.2. LasuperficieS = {(z,y,2): 2+ 2y =z, x,y,2 > 0, z < 1} eslaporcién
en el primer cuadrante del plano x — 2y — z = 0. Esta superficie es acotada y es una regién
triangular. Su grafico corresponde al de la figura 5.2.

Figura 5.2: Porcion triangular de un plano
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Ejemplo5.1.3. Lasuperficie S = {(z,y,2) :  =2,-1 <y < 3,2 < z < 4}eselrectan-
gulo[—1,3] x [2,4] enel planoz = 2.

Figura 5.3: Porcion rectangular de un plano

Antes de continuar con los ejemplos, resulta importante la siguiente definicién.
Definicion 5.1.4. Una superficie S se dice cerrada si es frontera de un sélido en R3.

Que una superficie no sea cerrada no quiere decir que sea abierta, simplemente no es ce-
rrada.

Ejemplo5.1.5. laregion S = {(z,y,2) : 2 + (y — 1) =1,0 < z < 2} eslacascarade
uncilindrocircularde radio 1 con eje de simetria (0, 1, z),acotado porla condicién0 < z < 2,
pero no es una superficie cerrada, ya que entre los puntos de S no estan los que conforman las
tapas circulares laterales, asaber: el discox? + (y —1)? < 1,2z = Oyeldiscox? + (y—1)? <
1,z = 2. De estas tapas circulares, los (inicos puntos que satisfacen la ecuacién que describe
a S son los de sus bordes (las circunferencias 22 + (y — 1)2 =1,z = 0,2).Sudibujoes el
correspondiente a la figura 5.4.

En cambio, en el siguiente ejemplo se puede observar a una superficie cerrada.

Ejemplo5.1.6. Sea S la superfice frontera del paralelepipedo [0, 1] x [1,2] x [2, 3]. Esta su-
perficie es la unién de las seis caras que conforman el borde de este cubo, es decir:

S1=[0,1] x [1,2] x {2}

S2 = [0,1] x [1,2] x {3}

s_ ) Si=Dax {1} >3
N S4 - [07 1] X {2} X [273]
S5 = {0} x [1,2] x [2,3]

Se = {1} x [1,2] x [2,3].
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Figura5.4: Cilindrocircular 22 + (y — 1) =1,0 < 2 < 2

Cada unade las superficies S;,7 = 1, 2, ..., 6, es un cuadrado en distintos planos. Queda defi-

nidaS =S;USyUS3US US5USg = U?:1 S; (ver desde figura 5.6a hasta figura 5.8b)y
es la superficie frontera unién de las seis caras del cubo @ = [0, 1] x [1, 2] x [2, 3].

Figura 5.5: Superficie frontera del cubo () = [0, 1] x [1,2] x [2, 3]

176



Tamara P Bottazzi

Figura 5.6: Bordes S; y Sy del cubo @ = [0, 1] x [1,2] x [2, 3]
(@ S1

(b) S2

Figura5.7: Bordes S3y Sy del cubo ) = [0, 1] x [1,2] x [2, 3]
() S3

(b) Sy

Figura 5.8: Bordes S5y Ss del cubo ) = [0, 1] x [1,2] x [2, 3]
(@) S5

(b) S¢
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En general, una superficie cerrada esta descripta ya como “superficie frontera” de algin
s6lido o cuerpo, aunque hay algunas excepciones, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo5.1.7. Laregion S = {(z,y,2) : 2® + y* 4+ 2% = 4} esla cascara de una esfera de
radio 2 y centro en el origen. Esta region es cerrada, sin que se lo haya dicho explicitamente,
dado que es frontera de la esfera maciza 22 + y? + 22 < 4 (verfigura 5.9).

Figura5.9: Esfera hueca 2> + 2 + 2> = 4

Ejemplo5.1.8. laregion S = {(z,y,2) : 2>+ y*> + 22 = 4,2 < 0} es el hemisferio sur
de la misma cascara esférica del ejemplo anterior. No obstante, no se trata en este caso de una
superficie cerrada, dado que le falta el hemisferio norte o la superficie 2 = O con 22 + 32 < 4
(ver figura 5.10).

El ejemplo anterior muestra que, dada una superficie no cerrada, a veces es posible “cerrar-
la” de diversas maneras, quedando distintos sdlidos que la tienen como parte de su frontera.
Esto serd muy importante mas adelante, por lo que siempre se debe tener en cuenta que no
existe una tnica forma de cerrar una superficie, entendiendo cerrar como considerar a una su-
perficie mayor que sea la unién de la que se tenia con otras. Algo que si es cierto es que en
general existe una forma mas conveniente de cerrar, dependiendo de lo que se necesite hacer
o de la forma de la superficie inicial, pero eso es algo que se discutira con posterioridad.

Ejemplo 5.1.9. Laregién S = {(x,y, 2)iat=2z,-1<y<1,2< 4} es la cascara de
un cilindro parabdlico y no es una superficie cerrada (sugerimos al lector pensar por qué). Su
grafico es el correspondiente a la figura 5.11.

Queda como ejercicio sugerido para el lector decidir si las superficies de los ejemplos que
siguen son cerradas o no.
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Figura 5.10: Hemisferio sur de la esfera hueca 2% + % + 22 = 4

Figura 5.11: Cilindro parabélico2® = 2z, -1 <y < 1,2 < 4

Ejemplo5.1.10. Laregion S = {(z,y,2): 2® + y? = z,2 < 4} es la céscara de un para-
boloide circular con eje de simetria (0, 0, z), vértice (0, 0, 0) y acotado por la condicién z < 4
(ver figura5.12).

Ejemplo5.1.11. Laregion S = {(z,y,2) : 3z + y* = 22} es la cascara de un doble cono
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Figura 5.12: Paraboloide circular 2% + > = 2,2 < 4

'nr:—.- B
M =R

eliptico con eje de simetria (0, 0, z) y vértice doble en el origen. No es una superficie acotada,
ya que lavariable z no estd acotada (ver figura 5.13).

2

Figura 5.13: Doble cono eliptico 322 + 1 = =

En todos los casos, para graficar se puede aplicar la misma metodologia que hicimos con
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las regiones del espacio en el primer capitulo: fijar una variable, ver qué curva queda, luego
generalizar, y hacer lo mismo con las tres variables en cuestion.

5.1.2. Representacion de superficies: parametrizaciones

Para expresar analiticamente una superficie existen tres métodos (no necesariamente dis-
juntos los dos tltimos).

1) Representacion implicita: una superficie puede describirse por medio de una ecuacién
como la siguiente
f(xayVZ) :k5 k €R7

siendo f una funcién escalar de tres variables.
2) Representacion explicita: se puede expresar una variable en funcién de las otras dos.

3) Representacién paramétrica o vectorial: una superficie S puede representarse median-
te una funcién vectorial ® : D C R? — R?tal que Im(®) = S. En este caso
D(u,v) = (X (u,v),Y (u,v), Z(u,v)), siendo esta la ecuacion vectorial de la para-
metrizaciénde S.

Damos ejemplos de este tipo de representaciones.

1) Laecuacién 22 + y? = 1 representa en R? un cilindro con eje de simetria (0,0, z) y
radio 1 que no esta acotado. Se trata de una representacion implicita.

2) Sise considera el mismo cilindro, pero con la condicién y > 0 se tiene que

T =z
y =+v1— a2
z =z

Este medio cilindro no acotado esta representado de forma explicita (ver figura 5.14).

Figura 5.14: Mediocilindro S = {(z,y,2) : y = V1 — 22, z € R}
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3) Laecuacion paramétricade un planon : X = \.v 4+ S.w + P es una representacion
paramétrica de dicha superficie,con A\, 3 € R, ya que el plano no es una superficie aco-
tada. Dados tres puntos, A, B, C cualesquiera no alineados coplanares (en un mismo
plano), se pueden armar infinitas parametrizaciones del plano que los contiene:

m: X=MNA-B)+B.(B-C)+C,

T X=XMA-C)+p5.(B—-A)+ A,
7: X=MA-B)+p.(A-C)+ B,
y estas son solo alguna de ellas, ya que puedo considerar cualquier miltiplo de las di-

recciones.

Este Gltimo ejemplo deja clara la idea de que, dada una superficie, no existe una tnica re-
presentacién paramétrica. Otro ejemplo que ilustra bastante este punto es el siguiente.

Ejemplo 5.1.12. El cono simple acotado, definido por 22 4+ y? = 22,0 < z < lesuna
superficie que se puede parametrizar de dos maneras:

= Sabiendo que z > 0 se puede expresar a esta variable en funcidn de las otras dos, z =
/&2 + y2, entonces una parametrizacion ® : D C R2 — R3es

O(z,y) = (z,y, Va2 +y?), (z,y) € D;

pero, ;como es el dominio D? No es dificil de responder si se proyecta la superficie en el
plano zy, quedando un discoderadio 1y centroen (0, 0),ya que ese es el radio maximo
que alcanza el cono pues z < 1. Entonces,

D= {(z,y) e R*: 2® +y* < 1}.

Esta parametrizacion cumple que tiene comoimagen el conoacotado en cuestiény ade-
mas resulta una funcién C'! (le sugerimos al lector probarlo).

= Considerando que se trata de un cono circular se puede pensar en él en coordenadas
cilindricas, si se fija alguno de los tres parametros, r, 6 0 z, 0 se lo expresa en funcién de
los otros dos:

g BT
’ 1 0 <6 <2m.

2(r,0) =224+ y2=r

Estosaledeloyahechoenlaseccion de cambio de variables para regiones de R?. Lo tini-
co que cambia es que para describir una superficie se requiere que alguna de las com-
ponentes quede en funcién de las otras dos, puesto que parametrizar significa expresar
algo del espacio con dos parametros, en lugar de tres, como lo seria con un sélido, por
ejemplo. Finalmente, queda la siguiente parametrizacion:

U(r,0) = (rcos(d),rsen(),r), (r,0) € [0,1] x [0, 27].
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Unadiferencia entre las dos parametrizaciones es que en la primera el dominio D era undisco,
en tanto que en la segunda es un rectangulo. Mas adelante se vera que algunas parametriza-
ciones resultan mas Gtiles que otras para calcular lo que llamaremos integrales de superficie,
y que esto esta relacionado, entre otras cosas, con las caracteristicas del dominio Dy las fun-
ciones componentes de la parametrizacion.

Sila funcién parametrizacion ® de una superficie S resulta1a1 (inyectiva), ademas de ser
continua, se dice que S = Im(®) es una superficie paramétrica simple, en la cual el adjetivo
“simple” sugiere que no se cruza a si misma. Esta definicion incluso puede extenderse a una
parametrizacion ® que seala1, salvosobre una curva, es decir, sobre una regién de area nula.
Por ejemplo, en la parametrizacion del cono del ejemplo anterior, tenemos que

\I/(’I“l, 91) = \IJ(TQ, 92)
siysolosi

r1cosf; = ro cos by cos 1 = cos by
risenf; = rosenfly & senf; =senfy < 601 =0, + knVk € 7Z.
T =To =T TN =T =T

puesto que el cosenoy el seno son funciones periddicas con periodo 27r. Como el rango de 6 es
de 0 a2, entonces: 1 = 0y, = 27y, entonces,

U(r,0) = ¥(r,27), Vr € [0,1].

De modo que W es inyectiva en todo el dominio D = [0, 1] x [0, 27|, salvo en los puntos que
estan sobre el segmento (7, 0), que tiene drea igual a 0. Con este tipo de superficies y parame-
trizaciones que cumplan esto se trabajara en este libro.

En las siguientes secciones trabajaremos el concepto de areay de integral de superficies y
brindaremos miltiples ejemplos que incluiran variadas parametrizaciones, por lo cual en esta
seccion no continuaremos dando ejemplos.

Ejemplo5.1.13. (Un modelo de cmo parametrizar una superficie cerrada). Si se considera S,
la superficie frontera del paralelepipedo del ejemplo 5.1.6, una forma de parametrizar esta su-
perficie cerrada es parametrizar cada una de sus caras por separado:

1) Para S;:yaquexeysemuevenenunrectinguloyademas z = 2, se puede pensar en
la parametrizacién.

1 (2,y) = (z,9,2), (z,y) € [0,1] x [1,2].
2) Para.S;:yaquex ey tambiénse mueven enunrectinguloy z = 3:
Pa(z,y) = (z,9,3), (z,y) €[0,1] x [1,2].

3) Para S3:yaquexy z se mueven en unrectinguloey = 1, se puede pensar en la para-
metrizacién:
D3(x,2) = (v,1,2), (z,2) €0,1] x [2,3].
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4) Para S;:yaquexy ztambién se mueven en unrectinguloey = 2:

Dy(x,2) = (,2,2), (z,2) €0,1] x [2,3].

5) Para Ss:yaqueyy zse mueven en un rectanguloy x = 0, se puede pensaren la para-
metrizacion:

D5 (x,2) = (0,y,2), (y,2) € [1,2] x [2,3].

6) Para Ss:yaqueyy zsemuevenenunrectinguloy x = 1, se puede pensaren la para-
metrizacion:

Dg(z,2) = (1,y,2), (y,2) € [1,2] x [2,3].

Notemos que, dado que S; = Im(®;), paratodoi = 1,2, ...,6, resultaque S = Im(P;) U
Im(®2)UIm(Ps)UIm(Py)UIm(Ps)UIm(Pg) = U?zl Im(®;).Estodiceque Sesta
parametrizada por partes.

Otra forma de parametrizar la superficie S es considerar una tnica funcién que sirva de
parametrizacion para toda la superficie:

(u,v,2) si. (u,v) €[0,1] x [1,2]

(u,1,v) si (u,v) €0,1] x [2,3]

> _ (0, u,v) si (u,v) €[1,2] x [2,3]
(u,v) = (u—1,0,3) si (u,v)€[1,2] x[1,2]
(u,2,v+2) si (u,v)€[0,1] x [0,1]

(Lu,v+2) si (u,v) €[1,2] x [0,1].

Queda entonces bien definida ® en el rectdngulo [0, 2] x [0, 3]y Im(®) = S como funcién
partida. Lo tnico a tener en cuenta es que ® no serd diferenciable en los (u, v) que estén en
los segmentos que separan a los sub-rectangulos del dominio en los que la funcién cambia de
vector. Es que laimagen en cada uno de esos segmentos corresponde a una arista en el parale-
lepipedo S (en la proxima seccion veremos que eso corresponde al hecho de que alli no existe
plano tangente).

En general, al tener una superficie que es unién de otras superficies mas simples convie-
ne describirla parametrizando a trozos, es decir, cada superficie que la compone. Eso sera de
mucha utilidad en los temas que desarrollaremos en las préximas secciones.

Ejemplo 5.1.14. Parametrizar la superficie frontera del sélido

W = {(x,y,z) ERY: 42y +2<2 z,y,2> O}.
En este caso, el sélido TV es un tetraedro de vértices (0, 0, 0), (2,0, 0), (0,1,0)y (0,0, 2) (ver
figura 5.15). La superficie frontera S es la union de las cuatro caras triangulares de este tetrae-

dro .Sy, 55,53y .S (verfiguras5.15,5.16a,5.16b,5.17ay 5.17b), por lo cual se puede parametrizar
cada cara por separado.
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Figura5.15: Tetraedro IV = {(z,y,2) e R3: o+ 2y + 2 < 2, x,y,z > 0}

1

Para Si:esuntridnguloenel planoxz,esdeciry = 0,entoncesz+2 < 2,conz, z > 0
y
0 <x<2

(I)l(x,z)(JC,O,Z),Dl{ 0 <z<2—a.

Es una parametrizacion de una superficie plana, al igual que sucede con S5 y S;.

Para So: es un triangulo en el plano yz, es decir z = 0, entonces 2y + z < 2, con
y,z2 >0y

_ _J 0 <y<1
<I>2(y,z)—(0,y,z),D2_{ 0 §Z§272y

Para S5: es un triangulo en el plano xy, es decir, z = 0, entonces x + 2y < 2, con
z,y >0y

_ _J 0 =y<l1
@S(xay) - (ZU,y,O),Dg - { 0 <z< 2_2y.

Para Sy: esun tridnguloenel planox + 2y + z = 2,entonces z = 2 — = — 2y (se
podria despejar también a x 0 a y del mismo modo, solo que se eligié en este caso z2):

O3(z,y) = (r,y,2 — 2 — 2y).

Pero para describir laregién en donde esta parametrizacion esta definida hay que mirar
la sombra de esta superficie S en el plano xy. En efecto, se trata del tridngulo S5, de
modo que el dominioesel mismo queeldela parametrizaciénde Ss3,esdecir Dy = Ds.

185



CAPITULO 5. INTEGRALES SOBRE SUPERFICIES

Figura5.16: Bordes 51y Sy del tetraedrox + 2y + 2 < 2,x,y,2 > 0

(@) S1 (b) S

Figura5.17: Bordes S3y S, del tetraedroz + 2y + 2 < 2,z,y,2 > 0

(@) S3 (b) S4

5.2. Area de una superficie

Laidea deestaseccion es poderdarunaformaexplicitade calculo de areas para superficies
parametrizables.
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5.2.1. Producto vectorial fundamental

Sea S una superficie tal que existe una parametrizacion ® : D C R? — S, ®(u,v) =
(z(u,v),y(u,v), z(u,v)), conx, y, z derivables en D. Entonces, se pueden considerar los si-
guientes vectores:

4 z
a0 (W) (au’ag7%vav) :D —R°.

{ Te(uv) = (5,94, %), 5% :D =R
) du

o

Al producto cruz &= x oD

5, se lo denomina producto vectorial fundamental.:

i j k
@Xajzdet @ 7y &
ou ~ Ov % % %
ov dv ov

5.2.2. Regularidad y singularidad de superficies: nocion analitica y geomé-
trica

Si un punto (ug,v9) € D cumple que g—i} y ‘g—f son continuas y g—i ?)f (up,vo) #
(0,0,0) sedice que (ug, vo) es punto regulary que @ (uy, vo) es valor regular de ®. Los puntos
(uo,vo) enlos que 22 0 22 no son continuas o que 2 x 22 (ug, vg) = (0,0,0) sellaman
puntossingulares. Una superficie S = ®(D) sedice que es regular si todos sus valores son regu-
lares, aunque puede ser regular para una parametrizaciény singular para otra. Lo que sucede
es que, en muchos casos, las singularidad de .S trasciende a cualquier parametrizacion.

Una interpretacion geométrica de los puntos regulares y singulares es la siguiente: si se
considera un segmento horizontal Dy en el plano zy, suimagen en la superficie S es (D)
si ®(u,v) es parametrizacién de S. Dicha imagen es una curva, es decir que una variable, v o
v, es constante. Supongamos que v = cte, de modo que la curva imagen es una u-curva. El
vector 5 84) resulta ser entonces el vector velocidad de la curva.

Cuando waumenta en una diferencia llamada Awu, un punto en ®(u, v) se desplaza en el
espacio H % H Au. Andlogamente, si se fija u y se aumenta a v en Av, ®(u, v) se desplaza
en el espacio || %—‘f H Aw. Esto sugiere que un rectangulo contenido en D de drea Au.Awv del
plano se convierte en unaregién de ® (D) aproximada por el paralelogramo determinado por
los lados a‘b Auy ® Aw. Ese paralelogramo tiene area

A(Paralelogramo) = 87@ Au Xaﬁ Av Hgfl) gfIJ
u

AuA
ou ~~~  Ov ~~ “ v-
€R €R

La dltima igualdad se obtiene a partir de la propiedad de linealidad del producto vectorial.
Lo que queda finalmente es el producto vectorial fundamental multiplicado por los dos incre-
mentos, una en la direccion u y el otro en la direccion v. Lo que sugiere lo obtenido es que la
longitud del producto vectorial fundamental puede imaginarse como un factor de proporcio-
nalidad de areas. En los puntos donde es nulo, el paralelogramo degenera en una curva o en

un punto, en tanto que en cada punto regular, los vectores gi y g@ determinan un plano que
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tiene como normal a &= (’)¢- X %%
'iJ o®

Una cuestion muy |mportante es el hecho de que 28 5, esortogonal a y a y es no
nulo en cada valor regular P = (xq, yo, 20) de S. Mas aln, el vector &> 84) X %fj es ortogonal
a toda curva regular en la superficie S, por lo cual el plano que pasa por ese punto P regular
y que tiene como vector normala ¢> X ‘gf (ugp, vo) se llamara plano tangente. La continuidad
de las derivadas parciales 22 Sa Y a asegurara que ese plano tangente se mueva con continui-
dad en una superficie regular, es decir, en donde no haya aristas o picos habra continuidad de
g—f gf y gi’ ‘f # (0,0, 0). Esto se ve de la siguiente manera.

Se considera una superficie S regular parametrizada por ® : D — S'ysea C; unacurva
planaen D. Entonces, C' = ®(C}) es la curva imagen de 01 regular demodoqueC € S.Se
puede ver que cada punto de C resulta perpendiculara 22 Se a puessi C'| estd parametrizada
pora : [a,b] = C1, a(t) = (u(t),v(t)), entonces, C' = Im(Cy)es®oa(t) = P(a(t)) =
(X(a(t),Y(a(t), Z(a(t)))con® o« : [a,b] — C. Lo que se quiere ver es que P 0 o’ es
perpendiculara g% X g—% y con ello lo que se queria probar, usando la regla de la cadena,

@oaf) = (it + v, Sl + G0, o) + v
00 00 L DB OB
(50 S W), () = S0 (1) + S (1),
Estoya muestra que (® o o) es perpendiculara & ek % pues
J[ov 0v] _ [o0 . 0%, (00 o
(Poa) [auxav = auu(t)—i— 5 v'(t)| . 50 = 5o
B u(t)ag 8<I>X8<I> U,(t)é)ib 8<I>X8<I>
Oou \ Ou  Ov ov \ou" ov)

Para obtener este resultado es fundamental la observacion de que las derivadas parciales de
® son perpendiculares al producto vectorial fundamental. Por esta razdn, al vector g‘i’ X %—f
se lo denomina vector normal a la superficie y no necesariamente es de norma 1 pero si resulta

perpendiculara S en cada punto de ella.

Figura5.18: Incrementos Avy Au
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Figura 5.19: Incrementos Avy Awu en el espacio

Definicion 5.2.1. Sellama plano tangente a una superficie S en P al plano de ecuacion

(0D 0P o 09

Tp <8u X 81}) (w0, v0)-(,y, 2) = <6u X 51}) (uo,v0)- (w0, Y0, 20) - (5.2.1)

=P

Observacion 5.2.2. La definicion de plano tangente anterior corresponde a su ecuacion im-
plicita, dada por el vector normal g—‘i X g—f(um vg) y por un punto cualquiera del plano, en
este caso (o, Yo, Z0), que es a su vez un punto de la superficie. También se puede describir
el plano tangente en virtud de dos direcciones linealmente independientes (no multiplos) de
este. Si la parametrizacion es regular, dos direcciones posibles son los vectores de derivadas
parciales % (up,vg)y %(uo, v ). Entonces, la ecuacién paramétrica del plano tangente en

el punto (2o, Yo, 20) €S

0 0
mp: X = )\.%(Uo,’vo) + B.%(uo,vo) + (20,Y0,20), A\, B € R. (5.2.2)

Ejemplo5.2.3. Elplanotangentedeun planocualquieran : ax+by+cz = d,a,b,c,d € R,
es él mismo, puesto que el vector normal a este es siempre el mismo. Esto se puede justificar
de lasiguiente manera: sic # 0 una parametrizacionde 7w es ®(u, v) = (u, v, W) con
(u,v) € R? (esta parametrizacién surge simplemente del hecho de despejar a z en funcién
de zydey en la ecuacion implicita del plano), entonces,

92 _ (1,0, 08 0D ik a b
s Uy il —— = et _a = —-.-.1
Wy a3t )= (0
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Lo primero que se puede observar es que el vector normal del plano 7 es un multiplo del vector

Gu X Gy = (85 1)yaque
od 09 a b
T x = (2,2 )e=(a,b0).

El vector normal a estey a cualquier plano es constante y esa es una propiedad exclusiva de los
planos.

Ejemplo5.2.4. Hallar,siexiste, el plano tangente de la superficie 422 + y? = 22,0 < 2 < 1
en los siguiente puntos:
1) (0,1,1);
2) (0,0,0).
5 f
El grafico de la superficie S en este caso es el cono eliptico 22 + &= %2 (sale de dividir a
ambos lados por 4). Es claro que los dos puntos pertenecen a S, dado que verifican la ecuacién

y la desigualdad que la define. Si se observa su grafico se puede decir que (0,0, 0) no es un
valor regular, puesto que alli esta el vértice de este doble cono (y es un pico).

Figura 5.20: Cono eliptico 22 + % = %,O <z<1

1) Esconveniente hallar una parametrizacién del cono, utilizando la descripcion hecha en
coordenadas cilindricas modificadas pero fijando alguna de las variables:

xr =rcosf
y =2rsenf

2 =422 +y? = z=/A(rcosh)? + (2rsenfd)? = 2r.
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De modo que ®(r, ) = (r cos 6, 2r sen §, 2r) es una parametrizacién de S'sir < %
pues z = 2r < 1. Esto sugiere que el dominio D de esta parametrizacion serd

Ogrgé
0<6<2m.

Ahora hay que calcular las derivadas parciales para hallar el vector normal:

{

Para calcular el plano tangente hace falta hallar (r, 8) tal que

= (cosf,senb,?2)
= (—rsenb,rcosh,0).

SN

O(r,0) = (rcosb,2rsend, 2r) = (0,1,1)

7 cos 6 :OéCOSG:O:HQ:g\/F):%” 1
7T
rsen(d) =1 :>0=§ :>(r,0)=<2,2)
2r =l=r=3
Nétese que fueron necesarias de las tres ecuaciones para definira 6, ademas del hecho
dequer # 0.

08 (1 7y —(0,1,2) 00 0% (1 7« ik

2772 ) = —x—(Z.2) =

% 41 =(—%,070)} or " 00 <2’2> “\ 0 o
2

1
- (o)

De modo que la ecuacion del plano tangente a S que pasa por (0,1, 1) es

1 1
70,1,2) (071,_5)-(33,(@,2) = (0317_5)(07171)
1

z
YTy
Utilizando la misma parametrizacion que en el punto anterior, se puede observar que
existen infinitos puntos de la forma (0, 60),0 < 6 < 2, tales que ®(0, ) = (0,0, 0),
que es el vértice de este cono. Ademas, como r = 0, resulta que

0P
%(0,9) = (—0senf,0cos6,0) = (0,0,0).
Todo esto dice, por un lado, que la parametrizacién no es inyectiva en el (0, 0,0) (que
es un punto y, por lo tanto, tiene area nula o contenido nulo), y, por el otro, dice que
(0,0, 0) esunvalor regular, haciendo que la superficie no sea regular en su vértice. Esta
no regularidad en este punto implica que
0P 00

B X %(079) = (cosf,senf,2) x (0,0,0) = (0,0,0),
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y entonces no se podria hallar el plano tangente porque esta parametrizacion no tiene
comovalorregularal (0, 0,0). Pero es mucho peor que eso en este caso, puesto que una
condicién elemental para que haya plano tangente es la suavidad de la superficie y un
cono carece deellaen el vértice, independientemente de la parametrizacién que se elija.
Ellector podria buscar otras parametrizaciones del conoy notar que nunca tienen como
valor regular el origen. Esto se puede pensar de la siguiente manera: el plano tangente
es la mejor aproximacion lineal (de orden 1) de la superficie en cada punto (recordar
que en cada punto hay un plano tangente que puede ser distinto), entonces pensar en
un plano que se aproxime o “pegue” lo mejor posible a S en ese punto lo tiene que hacer
en un entorno alrededor del mismo (es la nocion de limite en mas de unavariable), pero
no hay ninguno que pueda hacer eso, ya que solo se acercarian por ciertas direcciones.

Ejemplo5.2.5. ;Esel paraboloide 22 + 42 = z unasuperficie regularen (0,0, 0)? De acuerdo
con lo visto en el ejemplo anterior, se podria pensar que la respuesta es negativa, pero no es
asi. Lo que sucede es que, si bien el origen es el vértice de este paraboloide en cuestion, es un
punto en el que la superficie tiene mayor suavidad que en el vértice del cono (se puede pensar
en analogfa por qué la funcién f(z) = |z| no es derivableen z = 0, en tanto g(z) = 2% si).
Para ver esto, se considera una parametrizacién de esta superficie : ®(u, v) = (u, v, u? + v?)
con (u,v) € R?yse calculan sus derivadas parciales y su vector normal:

0P 0P
%(U,U) - (17072u)7 %(ua U) - (07 1721))
y
o0 09 ,
0 = By = (—2u,—2v,1) # (0,0,0) V(u,v) € R*.

el normal es nunca nulo ya que la tercera coordenada es constantemente 1 Io cual haceala
parametrizacién suave en todo punto (y a la superficice también). De hecho £ d X 31} ©(0,0) =
(0,0, 1) yel plano tangente en ese punto es el plano z = 0.

Otra parametrizaci6n posible es @ : [0, 00) x [0,27], ®(r,0) = (rcosf,rsend,r?),
que es la proveniente de las coordenadas cilindricas expresandoa z = 22 + y2 = r2en

funcién de r. Los vectores de derivadas parciales

0d o0d

W(T’ 0) = (cosf,senb,2r), 50 (r,0) = (—rsen6,rcosf,0)

0P 8(1)
ar " o

Se puede observarque ®(r, 0) = (0,0,0) <> r = 0y 0 puedesercualquiervalorentre Oy 2,
de modo que ® no es inyectiva en el (0, 0, 0). Cuando esto ocurre 22 x 22(0,6) = (0,0,0)
y no se puede hallar el plano tangente, pero en este caso no porque no haya sino porque la
parametrizacion ahora elegida no es regular en el origen (con la parametrizacion anterior si se
podia hacer). Sin embargo, se sabe por la parametrizacion anterior que el paraboloide tiene

plano tangente en el origen.

—(r,0) = (—2r?cos 0, —2r*sen 6, r).
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Figura 5.21: Paraboloide 22 + ¢> =

En este momento el lector podria preguntarse si el cambio de parametrizacién en una su-
perficie da planos tangentes distintos en cada punto. Si bien los vectores de derivadas parciales
pueden ser muy diferentes en cada parametrizacion, el plano tangente sera el mismo (de he-
cho, para cada punto de la superficie es inico), lo nico que cambiara sera la ecuacion que la
describe, debido a que, por ejemplo, se pueden elegir infinitos pares de direcciones linealmen-
te independientes que lo generen. El problema se presenta si la parametrizacion elegida es o
no regular en el punto en cuestion, dado que, de no serlo, no se puede construir la ecuacion
del plano tangente, sin embargo, eso no significa que no exista. Para subsanar este problema
conviene siempre controlar que el grafico de la superficie no tenga picos o cortes y también
conviene verificar la inyectividad de la parametrizacion elegida en el punto a calcular al plano
tangente. De estas dos cuestiones, la primera es una propiedad de la superficie en si (la de te-
nerono picos o cortes bruscos) y la otra es de la representacién elegida para la superficie (de |la
suavidad o no de la parametrizacién): la segunda puede solucionarse consiguiendo otra para-
metrizacién que no tenga dicho problema, sin embargo, la primera es infranqueable. De este
modo, se puede decir que en el cono, el punto (0, 0, 0) es singulary no existe plano tangente,
entanto en el paraboloide ese mismo punto si es un valor regular.

Ejemplo5.2.6. Calcularel plano tangente a la superficie S definida como
S={(z,y,2) ER’: ® +y* + 2* =4}

en los puntos

1) (vV2,0,—V2);
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2) (0,0,2).
No es dificil ver que S es la ciscara de la esfera con centro (0, 0, 0) y radio 2.

1) Yaquesetratadelacascarade unaesfera maciza se puede considerar una parametriza-
cién que provenga del cambio de variables a coordenadas esféricas. Como solo interesa
los puntos que estén a distancia 2 del origen, se puede fijar el radio pen 2y con ello se
obtiene una parametrizacién de S

r = 2cosfsen¢ 0<0<or
y =2senfsen¢ ,D= 0<¢<
z =2cos¢ -

Porlotanto,si® : D C R? — R?, dada por
D(0,¢) = (x,y,2) = (2cos O sen ¢, 2sen O sen ¢, 2 cos ),

es parametrizacion de S, entonces (v/2,0, —v/2) € Im(®), o sea que deben existir
(0, ¢) € Dtalesque

2 cos B sen ¢ =42
(0, ¢) = (V2,0,—V2) & { 2senfiseng =0

2cos ¢ = —/2.
La dltima igualdad dice que cos¢ = 5 = ¢ = =] o> perocomo el rango de
2
¢esde0am, entonces ¢ = %”. Entonces sen %” = g = 0, asi que de la primera

y segunda ecuacion sale que cos = lysenf = 0, esdecir§ = 0. De modo que
®(0,2%) = (V/2,0,—v/2). Ahora los vectores tangentes en el punto en cuestion son

%% (O, ‘%’T) = (—2sen95en¢,2cos€sen¢,0)\(07s%) = (0,v/2,0),
g% (0, ?{f) = (2cosfcos ¢, 2senf cos ¢, —2 sen(¢))|(0’:%r) = (—+/2,0, —\/5)

Como se pudo ver, se tuvieron que utilizar los valores 8 y ¢ hallados, dado que los vecto-
res tangentes estan expresados como funciones de dos variables, dado que son las de-
rivadas parciales de la parametrizacién, que también es una funcién de dos variables.
Con lo anterior, la ecuacion paramétrica del plano tangentea S en (ﬂ, 0, —/2)es:

Tvao,va) i X = A0,v2,0) + B(=v2,0,-v?2) + (V2,0,—V2) A, B € R.

2) Sise utiliza la misma parametrizacion,

2cosfsengp =0
®(0,9) =(0,0,2) & < 2senfsengp =0 < ¢=0,0¢€]|0,2n].
2cos ¢ =2
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y nuevamente vuelve a aparecer un punto en el cual la parametrizacién usada no es in-
yectiva, de modo que no se podra obtener la ecuacion del plano tangente mediante esta
parametrizacion (si el lector verifica, verd que nuevamente el vector normal da (0, 0, 0)).
Pero de observar el grafico, S si es regular en ese punto (de hecho, en todos sus puntos).
Mas aln, a simple vista y pensando en la propiedad de aproximacién puede afirmarse
que el plano tangente tiene ecuacién z = 2. Queda como ejercicio probar esta asevera-
cion.

Figura 5.22: Planos tangentes de la esfera 2> + 4% + 2> = 4en

(v/2,0,—+v/2)yen(0,0,2)

Ejercicio 5.2.7. Probar que el plano tangente al punto (0, 0, 2) en la esfera de ecuacién 2 +
y? + 22 = 4tiene ecuacién z = 2.

Observacién5.2.8. En general para cualquier superficie esférica de ecuacién 22 + y? + 2% =
a?,a € Ry fijo, si se parametriza con coordenadas esféricas, fijando el radio p = a, es decir

® : [0,27] x [0,7] — R3, ®(0, ) = (acosfsen ¢,asendsen ¢, acos ).

Sus vectores tangentes son

P
g—a = (—asenfsen ¢, acosfsen¢,0),
o0d

— = (acosfcos p,asend cos g, —asen @),

d¢
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y su vector normal es

<g§> X (gi) = (—a®cosfsen® ¢, —a®senfsen? o,
—a?sen? fsen ¢ cos ¢ — a” cos? O sen ¢ cos o)
= (—a®cosfsen? ¢, —a’ senfsen? ¢,
—a? sen ¢ cos ¢p(sen? ¢ + cos? B))

= (—a®cosfsen? ¢, —a®sen @ sen? p, —a® sen ¢ cos ¢)

como en cada componente hay un “a sen ¢”, si se lo extrae queda
00\ (00
00 19J0)

Entonces, sunormasera:

—asen ¢ (acos @ sen ¢, —asen f sen ¢, —a cos @)

= —asen¢p®(0,d).

o0d o0d
H(ao>(%>H: _asend 0(6,)|| = |—asen d| . |56, )| .
R eRrR™

Como0 < ¢ < m,setienequesen ¢ > 0. Porotro lado,

@0, 0)|| = \/(a cosfsen @)’ + (asenfsen )’ + (acosp)’
= a2 [cos2fsen? ¢ + sen? fsen? ¢ + cos? ¢
Va2 [sen2 ¢ (cos? 0 + sen2 0) + cos? @].
= \/a2 [sen® 4 cos? ¢] = Va2 = a.

g0\ (00
|55) < (56) | = ne

Estodeque || (0, ¢)|| = aresultaldgico,ya queesla parametrizacidn de la esferay ésta tiene
radio fijo ay todos los puntos de dicha esfera se encuentran a una distancia a del origen (centro
de esa esfera en este caso, pero puede pensarse con esferas con otros centros).

Entonces,

En el ejemplo 5.1.13 mostramos dos posibles parametrizaciones para la superficie frontera
del paralelepipedo [0, 1] x [1, 2] x [2, 3]. Lo que pudimos observar es que esta superficie era
regularen cada unade las caras que lacomponian, no siendo asi en sus aristas. Pero las aristas,
como segmentos, son regiones de area nula. Entonces, podemos decir que esta superficie es
regular en casi todo punto o regular a trozos. En general, esto sucede con la mayoria de las
superficies cerradas. En el caso del cono, existe un tinico punto no regular, que es el vértice, y se
sabe que un punto es también una region de area nula.
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5.2.3. Area de una superficie paramétrica

Sea S unasuperficie regular parametrizada por unafuncic’)n ®: D CR?— S.Enlasec
cién anterior vimos que la norma del vector £ aq’ (% ® buede interpretarse como un factor de
proporcionalidad entre las areas del rectangulo de lados Au, Avy el paralelogramo imagen
deeserectangulosobre S. Pudimosverqueel dreadedicho paralelogramoera || 92 x 22| . Au.Aw.
Si se particiona a D en rectangulos Au, Av y se hace tender esas longitudes a 0 se tendra el
siguiente resultado:

Definicion 5.2.9. Eldreade lasupetficie S, dada una parametrizacion ® : D — S'es

8(1) 8(1) dudv. (5.2.3)

Como la definicién de area esta hecha en base a una parametrizacién de la superficie en
cuestion, podriamos pensar que el area depende efectivamente de la parametrizacion que se
elija. Pero, por suerte, esto no sucede y el area es invariante respecto de cambios de represen-
tacién (de parametrizacién). Tenemos, entonces, la siguiente propiedad.

Proposicion 5.2.10. Sea S una superficie regular en casi todo punto (salvo, quizds, en una region de
drea nula)ysean ® : D — Sy V7T, — S, dos parametrizaciones distintas de S. Entonces,

= [ Vol o= f1 5

En lo siguiente haremos mencion a las superficies regulares en casi todo punto llamando-
las solamente “superficies”. Se puede aplicar la definicion 5.2.3 para calcular areas en los ejem-
plos siguientes.

dudv.

o E)\I/H

Ejemplo5.2.11. Calcularel area de la superficie .S, definida como
S={(z,y,2) ER’: 2® + (= 1)* <4,y =4}.

En primer lugar, por la definicion de area, se necesita hallar alguna parametrizacion de la su-
perficie en cuestién, para luego calcularle los vectores tangente y el producto cruz de los mis-
mos (ver ecuacion 5.2.3). Como y es constantemente 4, se puede deducir que la superficie es
planayladesigualdad 22 + (z — 1)? < 4 eslarestriccién en ese plano, marca una porcién de
él. Enefecto 2% + (2 — 1)? < 4enel plano zz es un disco de radio 2 y centro (0, 1). De mo-
do que en R? serd S un disco de radio 2y centro (0, 4, 1). Una parametrizacién de este disco
puede provenir de las variables polares:

* fzcosa 0<r<2 ®:D— S,
yooT 0<0<2r O(r,0) = (rcosf,4,rsend + 1).
z—1 =rsend

Con esta parametrizacion el area se calcula por (5.2.3)

drd?.

8@ 8¢>H

197



CAPITULO 5. INTEGRALES SOBRE SUPERFICIES

Como

O, = (cosb,0,senb) . _
{ Oy = (—rsenb,0,rcosb) = [[®r x @gf| = [(0, O)H\—/r,
r>0

entonces,

2 27 T2 2
A(S):/ / rdfdr =27 —| =4n
o Jo 2

0
y el area es efectivamente el area correspondiente a un disco de radio 2.

Figura5.23: Superficier? + (z — 1) < 4,y =4

Ejemplo5.2.12. Calcularel rea de la superficie S definida por

S={(zr,y,2): ?+22 <1,z +y=2}.

Esta superficie es la interseccién del cilindro y? + 22

< lconelplanox +y = 2,queno

lo corta perpendicularmente, por lo tanto .S es una elipse en ese plano (ver figura 5.24). Una
parametrizacion posible puede surgir directamente de considerarque x = 2 — yyquey, z

deben cumplirque y2 + 2% < 1, entonces

P:DCR* =R, ®(y,2) = (2—y,y,2),

—1<y<i
conD{ =¥V=

—MSZSM (D eseldisco unitario en el plano yz). Entonces,

el areade S se calcula como
A(S):// 1dS=// [®y x @[ dydz.
s D

o, =(-1,1,0) B .
{2 2oy = e xed=la.101 =2

Si
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entonces,

A(S) = / /D V2dydz = V2.A(D) = V2.

Figura5.24: Superficiey? + 22 < 1,2 +y = 2

Ejemplo5.2.13. Determinarel dreade la superficie definida porlas condiciones 2 +12+22 =
ley <0.

Esta superficie corresponde a una mitad de la esfera unitaria hueca con centroen el origen,
aquella que verifica la condicién y < 0 (ver figura 5.25). Se puede parametrizar facilmente
usando las coordenadas esféricas fijando p = 1

®:D —R3 B0, ¢) = (coshsen p,sen fsen ¢, cos ¢),

con

T<0<2mw
D_{ 0<¢<m

Teniendo en cuenta la observacién 5.2.8, sigue que
[@g x Pyl = sen ¢,

asi que el area se calcula como

A(S):/Oﬂ/:ﬂsen¢d9d¢:/Oﬂwsenqﬁdtb:%r.
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Figura 5.25: Superficie definidaporz? + 2> + 22 =1,y < 0

Ejemplo5.2.14. Calcularel drea de la superficie frontera del sélido W, definido como:
W= {(x,yﬂ) ERP: 2 +yP <z < Va24 92,z > 0}

Este sélido esta acotado inferiormente por el paraboloide z = 22 + 2 y superiormente por
elconoz < /22 4 y2,dadoque z < /z <> 0 < z < 1. De modo que la superficie frontera
es la unién de las superficies

S = {(az:,y,z)GIR?’:302—|—yQ=z§1}7
Sy = {(x,y,z)eR3:\/x2+y2:z§1},

que son el paraboloide y el cono, respectivamente. Entonces, el area de la superficie frontera
sera la suma de las dos areas:

A(OW) = A(S1) + A(S2).
Se calcula cada una por separado:
1) A S;lapodemos parametrizar con
®,:D =R, O(x,y) = (z,y, 2> +9?),
D= {(m,y) st 4yt < 1}.

De modo que

| =1+ 4(x? + y?).

= ([ @0 x @[] = [[(=22, -2y, 1)
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Figura5.26: Superficie frontera de
W = {(a:,y,z) CR3: 22+ <z < a2+ 22> O}

Por lo tanto,

A(Sy) = //D V14 4(z? + y?) dzdy.

Como lo que quedd es una integral doble sobre un disco D de R?, se puede hacer un
cambio de variables (pero es preciso poner atencidn, ya que se puede hacer porque ya
no se trata de una integral de superficie) mediante coordenadas polares

T =rcosf 0 <r<1
y=rsenf | 0 <60<2m.
Entonces,
27 1
A(S1) = // V1+4(? +y?) dady =/ /r.\/1+4r2drd9

277.2 [& +4r2)3/2](1) - 4?” 52 - 1].

2) A S5 selapuede parametrizar con

U:D— R U(r,0) = (rcosb,rsend,r)
p-{}
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De modo que,

{ U, = (cosf,senb,1)

Py = (—rsend,rcosb,0) = [|®, x Dyl

[[(=rcos @, —rsend,r)|]

Por lo tanto,

A(S,) = //D rV2drdd = /2.

Finalmente, queda que
Am o372
AW) = 3 52 1] + var.

5.2.4. Practica

1) Parametrizar las siguientes superficies. Realizar un grafico aproximado y determinar
cuales son superficies cerradas.
a z=2,con0<z<3,1<y<1
by x4+ 2=6,con—-1<y<0;2,2>0
¢) z+ 3y + z = 2,enelleroctante
d) 22+22=1,conz>0y—-3<y<1
e) =2+ y2 + 22 = 6, en el Teroctante
fl(@—12+@y+1)2+22=4
9) y=+Va2+ 22 cony <4
hy z=2%conz?+1y%2 <1
) z+2=224+y%conz <3
i) yP+422=4con—-2<zx<3

k) Lasuperficie frontera del sélido definidopor z < 5 — 22 — %2y z > 0

2) Para las superficies de los ejercicios 1y 2 que se indican hallar, si es posible, los planos
tangentesy vectores normales en los puntos P sefialados.

henP = (1,0,2),0V)en P = (0,—1,1), V)en P = (0,0, \/6) VID)en P =
(1,1,v2),
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5.3. Integrales sobre superficies de funciones escalares

Al definirintegral de trayectoria en el capitulo 4 tomamos como referencia inicial o hecho
previamente para la longitud de arco. En analogia con esto, la definicién de area de una su-
perficie S hecha en (5.2.3) podria motivar la definicién de integrales sobre superficie de cam-
pos escalares. Esto es porque puede interpretarse que el area de S es una integral sobre dicha
superficie de la funcién escalar f(z,y, z) = 1. De este modo, se puede realizar la siguiente
definicion.

Definicién 5.3.1. Sea S una superficie paramétrica imagen de ® : D C R? — S diferenciable, y
sea f un campo escalar definidoy acotadoen S. La integral de superficiede f : A C R® — Rsobre

S'es
Jros= ], swom |55

Esta definicién asegura que una integral sobre una superficie parametrizable S' es igual
a una integral doble sobre el dominio de una parametrizacién de S. Se puede notar que, si
f(z,y,z) = 1,setiene la definicién de area de la ecuacion (5.2.3):

- -

El siguiente teorema exhibe algunas de las propiedades basicas que cumplen las integrales de
superficie sombre campos escalares.

dudv. (5.3.1)

8<I>

ZZIJ)H dudv.

Teorema5.3.2. Sean fy g campos escalares, S superficie regular. Entonces se cumplen las siguientes

propiedades:
// a.f+b.gdS:a// de+b// gds,
s s s

Ya,beR.

1) Linealidad:

2) Aditividad: Si S = S U Ss con Sy Ss no solapadas, es decir que a lo sumo tienen como
interseccion una curva, y regulares (S se dice regular a trozos),

//S de:/Sl de—s—/SQde.

Lasaplicaciones fisicas de este tipo de integrales son mdltiples, abarcando desde el calculo
del area superficial hasta el calculo de un centro de gravedad y momento de inercia.

Ejemplo5.3.3. SeaS = {(z,y,2) : 2 =4—y*, 2> 1,-2 <z < 2} .Caleular [[g 2ydS.
La condicién z = 4 — y? corresponde a una parabola para cada = € [—2, 2], de modo que es
un cilindro parabdlico, bien llamado canaleta. La condicién z > 1 permite que sea una super-
ficie acotada y su grafico es el de la figura 5.27. Para calcular ffs xy dS, por definicion segiin
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la ecuacion (5.3.1), se necesita una parametrizacion de la superficie S. Para ello, se puede ob-
servar que

2 =4—yPP Az>1=24—12>1=23>92=—V/3<y<V3
-2 <z<2

entonces ®(z,y) = (r,y,4 — y?) resulta parametrizacién de S si

—V3<y<vV3
—2<x <2
Entonces,
2 V3 2 V3
// zydS = / / zy. ||y x Dy dydr = / / xy./4y? + ldydzx
S —2.J-V3 S——— —2J-V3
=/4y2+1
2 V3
T 3/2
= — | (4y® +1 dz = 0.
/_212[(‘” +1) e =0

Figura5.27: Superficie S = {(z,y,2) : 2 =4 —¢*, 2> 1,-2 <z < 2}

Ejemplo 5.3.4. Sea S la superficie imagen de la funcién ¢ : [0,4] x [0,4] — R3, definida
portp(u,v) = (u+v,u—v,u? —v?).Si f(z,y,2) = /2> +y> + L, caleular [ fdS.

S = Im(¢), o sea que ¢ es una parametrizacion de .S. En este caso, puede ser algo en-
gorroso si se intenta a graficar esta superficie. Ademas, todo lo que se necesita para calcular la
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integral esta dado, por lo cual

//s fd5= /04 /04 VA E 2 1 L[y x 1| dudo.

Como

Yy = (1,1,2u
{vﬁu :El 1 —)211) = @y x D] = [|(=2v+ 20, 2u + 20, -2)|

= 2v/2u? + 202 +1,

entonces,

JLo

4 4
/ / V@ +0)2+ (u—0)? + 1.2v/2u2 + 202 + 1dudv
/ / 2u? + 202 + 1} dudv
2 / / (2u? + 202 + 1)dudv

0 0

2144
3

Queda como ejercicio para el lector comprobar este resultado (se le sugiere verificar que
esté bien calculada la integral).

Ejemplo 5.3.5. Ahora se considera la superficie S del ejemplo 5.2.14, que era una superficie
compuesta por dos superficies simples, el conoy el paraboloide, que no se superponen, salvo
enlacurvaz?+y? = lconz = 1, quees el borde de ambas (pero es una regién de contenido
nulo). Sisetiene unafuncidénescalar f definida sobre estas superficies, entonces por aditividad

se cumplira que
/ de:/ de+/ fds.
S S1 So
Ejercicio 5.3.6. Calcular

//Sde:/Slde—k/SQde,

con 51, 5o del ejemplo 5.2.14y f como la del ejemplo 5.3.4.

5.3.1. Practica
Integrar los siguientes campos escalares sobre las superficies indicadas.

1) f(z,y,2) = 2% + y? sobrelaesferaz? + y? + 22 = 2.

2) f(x,y,z) = zsobre S = {(z,y,2) ER3: 2=2—2% —y% 2> 0}.
f(x,y,2) = y? sobreelcilindroz? + 4> =7,-2 < 2 < 1.
f(x,y,2) = 32 sobre la superficie frontera del sélido definido por 2% + y? < 7,
—2< <1
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5.4. Integrales sobre superficies de funciones vectoriales

5.4.1. Superficies orientables y cambio de representacion paramétrica

Ya vimos en la primera seccion de este capitulo que, para cada punto de una superficie,
existe una direccion que es perpendicular a la superficie y que pasa por dicho punto. Al vec-
tor unitario de esa direccién se lo denomina vector normal y su existencia es independiente de
cualquier parametrizacion (es decir, existe sin necesidad de parametrizar la superficie). Ade-
mas, dicho vector normal unitario no es tinico (ya que, dada una direccién, existen dos posibles
sentidos).

Definicidn 5.4.1. Una superficie S se dice orientable si, al recorrerla regularmente, la orientacion de
los vectores normales es siempre la misma.

Siempre que se piense en vectores normales se los piensa anclados en el punto de la su-
perficie, pero cuando se los describe de la forma (n1, na, n3), esta forma los concibe con su
origenenel (0,0,0).

Los vectores normales a una superficie en cada punto tienen dos posibles sentidos inica-
mente. Una superficie orientable conservara alguno de los sentidos siempre. Un ejemplo de
superficie que no es orientable es la denominada “cinta de Moebius” (ver figura 5.28), ya que si
secamina porellasaliendo de un punto, al recorrery volver al mismo sucede que se llega desde
el otro lado de la superficie.

Una superficie orientable debe cumplir que tenga lo que cominmente se denominarian
“dos lados”, que en el caso de la cinta de Méebius no existen.

Figura 5.28: Cinta de Méebius

En el transcurso de este y los siguientes capitulos trabajaremos tinicamente con superfi-
cies orientables, de modo que en todos los casos podamos determinar su orientacion a través
de sus vectores normales. Convendria en este momento presentar algunos ejemplos de orien-
taciones.

1) En el caso de la esfera unitaria de ecuacién 2 + y? + 22 = 1, existen dos orientacio-
nes posibles de los vectores normales: por un lado, cuando los vectores apuntan hacia
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el origen o centro de la esfera, en tanto que la otra orientacion posible es aquella en la
que todos los vectores normales apuntan hacia “afuera” de la esfera (ver la figura 5.29).

Figura 5.29: Orientaciones posibles en la esfera

2) En el caso de un disco o de una porcidn en el plano xy existen dos posibilidades: que
apunten hacia “arriba’, es decir que el vector normal tenga tercera coordenada positiva
(al decir esto siempre se tiene en cuenta al vector normal anclado en el origen), o que
apunten hacia abajo (tercera coordenada negativa). En ambos casos se trata de vectores
constantes con primeray segunda coordenada nula (ver la figura 5.30).

Figura 5.30: Orientaciones posibles del disco
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3)

Cuando se trata de una superficie porcion dealgiin planode ecuacion az+by+cz = d,
a,b,c,d € R, el vector normal tiene igual longitud y direccién para todo punto de la
superficie, o sea que es constante. Lo (inico que cambia es su sentido, seglin se tenga
una u otra orientacién. Como el vector normal del planoesn = (a, b, ¢), el de norma1

es ——. Se pueden ver las orientaciones en la figura 5.31.

Il

Enelcasodel paraboloide 2 = 22 +%?, las orientaciones también son dos: unaes laque
cumple que sus normales apuntan hacia el eje de simetria, o mejor dicho, que tienen
tercera coordenada positiva, y la otra es la que los normales tienen tercera coordenada
negativa. En este caso, el vector normal cambia de direccion en cada punto, pero siempre
cumple una de las dos condiciones, incluso en el vértice del paraboloide (ver la figura
5.32).

Mas en general, si una superficie es orientable y conexa, solo hay dos orientaciones po-
sibles.

Figura 5.31: Orientaciones posibles del planoaz + by + cz = d

Como vimos en la primera seccién de este capitulo (ya visto en el caso del cono y de un
plano, por ejemplo), una superficie S puede tener muchas parametrizaciones. Cada parame-
trizacién tiene el producto vectorial fundamental, que actia como vector normal. Ese producto
vectorial puede no tener norma pero siempre tiene la misma direccién que el vector normal a
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Figura 5.32: Orientaciones posibles del paraboloide z = 22 + 1/

=

b

la superficie. El sentido de este vector producto fundamental marcara si la parametrizacién re-
corre la superficie preservando (o no) el sentido de lamisma. Seilustra estaidea en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 5.4.2. Sise tiene al paraboloide z = 2 + y? orientado con normales con tercera
coordenada positiva y se piensa en la parametrizacién ®(x,y) = (z,y, 2% + y?) con (2, )
en el disco unitario de R2, se tiene que

i Ji

0® 00 2y bk
v o oy Ao ty) 0 1 2y
dy Oy v

Como la tercera coordenada de % X % es 1y es positiva siempre, entonces esta parametri-
zacion preserva la orientacién de la superficie.
Sin embargo, si se considera |la parametrizacion

U:D— R U(x,y) = (rsend,rcosb,r?)

0<r<oo
D_{ 0<0<2m,

de modo que:

{ W, = (send, cosd, 2r) = U, x Uy = (2r?senf,2r? cos 6, —r)

Uy = (rcosf,—rsenb,0)
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ycomor > 0setiene que WV invierte orientacion de S, dado que tiene el vector normal con
tercera coordenada siempre negativa.

5.4.2. Integrales de superficie

Asicomo definimos previamente integrales sobre campos escalares, se puede definirsobre
funciones vectoriales.

Definicién 5.4.3. Sean S, una superficie regular y orientable, y F : A C R3 — R3 una funcion.
Definimos la integral sobre S de F’ como

/ /S ras— | /S F.NdS,

con N un vector normal a S de norma 1y S orientada.

Podemos observar que el producto escalar F. N da una funcién escalar, asi que la integral
sobre campos vectoriales se define luego por medio de lo definido en las secciones anteriores
de integrales sobre campos escalares. El problema de esta definicion radica en la dificultad de
determinar el vector IV, por lo cual se plantea la siguiente definicién, de mayor utilidad.

Definicién 5.4.4. Sean S, una superficie regulary orientada, y F : A C R> — R3 una funcion. Si
® : D C R? — R3 esparametrizacion regular de S que preserva su orientacion, se define la integral

de F'sobre S p p
0] 0]
// F.dS = // <8u ay)dudv

En esta segunda definicion, que es mucho mas operativa que la primera, se calcula una
integral de superficie a través de una integral doble sobre el dominio de la parametrizacién.
A continuacién presentamos dos observaciones importantes.

Observacién 5.4.5. (Independencia de la parametrizacién) Si® : D; C R2 — R3y U :
Dy € R? — R3 son dos parametrizaciones regulares de una superficie S orientada que
preservan su orientacion, entonces,

//S F.dS //D o). (Z‘i’ g‘f) dudv
/D2 F(U(u,v)). (‘Z‘i’ x ‘Z‘i’) dudv.

Es decir, que la integral no depende de la parametrizacion elegida.

Analogamente a lo que sucede con curvas, si se integra sobre campos escalares, no impor-
ta la orientacién de la superficie y tampoco importa si la parametrizacion preserva o no di-
cha orientacién. Pero cuando se trata de integracion sobre campos vectoriales, la orientacion
se torna crucial. Afortunadamente, la diferencia entre orientaciones estard dada solo por un
signo, como se muestra en la observacion siguiente.
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Observacién 5.4.6. (Independencia relativa de la parametrizacion) Si® : D; C R? — R3
yU : Dy C R? — R3 son dos parametrizaciones regulares de una superficie S orientada
tales que ® preserva su orientacion pero W la invierte, entonces,

Rt ey A o

=[[q F.dS =[[go0p F.dS

:>//SF.dS:7//SOPF.dS‘

En este texto no probaremos estos hechos. El lector puede encontrardemostracionesy pro-
fundizaciones de estos hechos en Apostol, 2002 [2] y Marsden y Tromba, 1991 [6].

Aquienunciamos algunas de las propiedades que cumplen las integrales de superficie so-
bre campos escalares.

Teorema5.4.7. Sean F'y G campos vectoriales, S superficie regular. Entonces se cumplen las siguien-

tes propiedades:
// (a.F +0.G).dS = a// F.dS—l—b/ G.dS,;
s s s
Va,beR

1) Linealidad:

2) Aditividad: Si S = S1 U S con Sy y .So nosolapadasy regulares,

// F.dSZ/ F.dS—I—/ F.dS.
S S1 Sa

Con todo lo anterior podemos abordar algunos ejemplos.

Ejemplo5.4.8. Sea S la superficie determinada por x2 4 22 < 4,y + z = 2, orientada de
modo que las normales apunten hacia la derecha vistas desde el eje positivo de las x. Calcular
[[s (zy, z,2).dS.

En este caso se trata de una elipse plana, dado que es una superficie que se encuentra en
el planoy 4+ z = 2y que tiene sombra en el plano y = 0 al disco de radio 2 y centro en el
origen (o bien, se puede pensar como el corte plano e inclinado de un cilindro macizo). En la
figura 5.33 se marcan también los vectores normales a modo de ilustrar la orientacién de la
superficie. Se puede advertir que los normales tienen la misma direccién y sentido para todo
punto (es la misma direccidn que el vector perpendicular al planoy + z = 2),y que siempre
la tercera componente del vector es positiva.

Comoy = 2 — zylasombraenel plano zz es un disco, una parametrizacién posible es

D(r,0) = (rcosh,2 —rsend, rsend)

0
p-{}

con

ININA
SR

INIA
SN
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Hay que fijarse si ® preserva orientacion de S:

O, = (cosf,—senh, send)
)

= &, x Py =(0,—r, —7r ) = Pnopreserva
= (—rsenf,—rcosf,rcos0) rx @ =(0, ’\/) P

<0
Por lo tanto,

2 2
// FdsS = —/ / (r? cos@sen 0,2 — rsen,rcos).(0,r,7) dddr
5 o Jo

2 27 2 27
= —/ / 27“—r2$en9+r2cosﬁd9dr:—/ / 2r dfdr
o Jo o Jo

= - [27r.r2]§ = —8&m.

Figura 5.33: Superficie orientada determinada por 2 + 2> < 4,y + z = 2

Definicion 5.4.9. El flujo de un campo vectorial es una magnitud escalar que se define como la inte-
gral del campo vectorial sobre una superficie orientada. Esto es

Flujode F atravesde S = // F.dS.
S

Ejemplo5.4.10. Calcularel flujode F'(x,y,z) = (0,0, *"(*¥)) sobre

S={(z,y,2): 2 +y* =9, x| <y,-1< 2 <1},
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orientada con normales apuntando hacia el origen.

Por la definicién anterior, el flujo esta dado por la integral de F sobre la superficie .S, asi
que hay que pensar de modo similar a lo hecho con anterioridad. En este caso, la superficie se
trata de una porcién del cilindro circular 2% 4 y? = 9 con —1 < z < 1. La condicién lz| <y
esequivalentea —y < x < yyesunarestriccion para la superficie. Con esto, queda un cuarto
de cilindro (ver figura 5.34).

Figura 5.34: Superficie
S={(z,y,2): 2*+y*=9, |z|<y,-1<z<1}

Como z es variabley el radio » = 3 del cilindro es fijo respecto de su eje de simetria (que
es el eje 2), se puede pensar en la siguiente parametrizacion:

®(0,z) = (3cosh,3send, z),

con

Hay que fijarse si @ preserva la orientacion de S':

{\Ile = (=3send, 3c0s0,0) = Py x ¢, = (3cosb,3send,0).

‘bZ = (07 07 1)
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1 1
Sisetoma cualquier puntodelasuperficietalqued = g(porejemplo,CI) (;T, 2) = <0, 1, 2))
setieneque Py x O, (g, z) = (0, 3,0), que es un vector que no apunta hacia el origen de

coordenadas. Si lo cumple en esos puntos de S, lo cumple para toda la parametrizacion, por-
que esta es regular. De modo que ® invierte orientacién de .S. Con esto,

Flujode F atravesde S = // F.ds
s

- // (0,0, esen(Beost.3send)y (3050 3sen ), 0) dA = 0.
D

Ejemplo 5.4.11. Calcular el flujo del campo F'(z,y, z) = (z cosy, z, xz) a través de la por-
cién de la superficie z = seny con (z,y) en [0,2] x [0, 7] orientada segiin un campo de
vectores normales unitario continuo N que verifica N(1,7/2,1) = (0,0, —1).

La superficie z = seny es una especie de sdbana trigonométrica: para cada x se tiene
la curva z = seny, asi que es una especie de cilindro en el que la curva es la imagen de una
funcién trigonométrica. La sombra da S en el plano xy es el rectangulo [0, 2] x [0, 7]. Todo
esto se puede visualizar en la figura 5.35.

Una parametrizacion relativamente visible es la siguiente

®(z,y) = (z,y,seny),

con

0<xr<2
D{ 0<y<m.

Para ver la orientacién de la parametrizacion, se mira el vector normal:

v, =(1,0,0) _
{ B, = (0.1, cosy) = &, x &, = (0,—cosy,1).
En este caso, la orientacion estd dada seglin como es el vector normal en un punto en concreto.
El punto (1,7/2,1) € S pues verifica todas las condiciones que la determinan. Pero ademas,
existe (2o, y0) € D talque ®(xo,y0) = (1,7/2,1), puessino fueraasi Im(P) # S.Para
comprobar lo de la orientacién se debe hallar (x¢, yo) y luego evaluara @, x ®, enese punto
de D:

) =1
q)(an yO) = (1,77/2, 1) <~ Yo - 71—/2
senyy = 1.

La igualdad entre vectores es componente a componente, de modo que (zg, o) = (1,7/2).
Con esto,
D, x ®,(1,7/2) = (0,—cosm/2,1)

y se tiene que invierte orientacion ® pues el normal tiene el sentido contrario al pedido en el
enunciado (esto se podia ver rapidamente cuando se obtuvo @, x ®,, ya que la tercera coor-

214



Tamara P Bottazzi

denada era constante y negativa, asi que nunca podria tomar valores positivos). Por lo tanto,

J[ Fas

2 T
f/ / (zcosy,x,zseny).(0,—cosy, 1) dydx
0o Jo

2 ™
— / rseny — x cosy dydx
0o Jo
2

/ x(cosm — cos0) dx = [—:c2]2 = —4.
0

Figura 5.35: Superficie z = seny con (z,y) en [0, 2] x [0, 7]

Ejemplo5.4.12. Sea S lasuperficie determinadaporz = x2+y%—yey+z < 2orientadacon
vectores normales tales que su tercera coordenadaes positiva. Si F'(x, y, 2) = (y,x + 2,2 — 2)
caleular [ F.dS.

Laexpresion z = 22 +y? —y puede reescribirse si se completan cuadrados de la siguiente
manera:

=ty —y+rl-1=22+(y—-1)2 -1 =2+1=2>+(y— 1>

De modo que la nueva expresién describe un paraboloide con eje de simetria (0, 1, z), que es
paralelo al eje z. Ademas, su vértice es el punto (0, 1, —1).

Porotroladolacondiciény + 2z < 2esel semiespacio determinado porel planoy+z = 2
que contiene al (0, 0, 0). Con esto, S tiene un grafico como el de la figura 5.36.

Como

_ .2 2
{Z “5 =Sl +y’ —y<2-y =" +y° <2,

z <2-—y

esto dice que la sombra de esta superficie en el plano xy es el disco de centro en el origen y
radio v/2. Con esto, una parametrizacion posible de S es

U(r,0) = (rcos,rsend,r* — rsenf)
con una sombra

D:{ 0<r<v2

0<6<2m.

215



CAPITULO5. INTEGRALES SOBRE SUPERFICIES

Corresponde destacar que hay otras parametrizaciones que podrian usarse, por ejemplo,
U(r,0) = (rcos6,rsenf + 1,r° — 1),

pero el dominio de esta parametrizacidén no serfa una circunferencia sino una elipse, lo cual
puede complicar mucho las cuentas. Entonces, tomando ¢ como parametrizacion, se puede
ver si esta preserva o no la orientacién de S'

{ - = (cost,send, 2r —sen ) = O, x &y = (—2r%cos O, — 2r’senf,r).

Py = (—rsend,rcosf,—rcosf)

Como la tercera coordenada de ®@,. x ®4 es mayoroigual a0, se tiene que ® preserva orienta-
cionde S. De modo que,

Jras =[] F@).@ x a0 dras

= // (rsenf,rcosf,r> —rsenf).(—2r% cos 6, r — 2rsen ), r)dfdr
D

\/5 27
= / / —4r3 senf cos + 12 cos O — r?sen 6 + 3 dOdr
0 0

V2 A V2
= 27 / r3dr = 27, [] = 27.
0 41y

Ejemplo5.4.13. Sea F(z,y,z) = (2,1,y). Calcular [ F.dS si S es la superficie definida
como

S={(z,y,2): 2+’ +(z -1)* =1, y| <z},

orientada con normales con primera coordenada positiva.

Se trata de una porcidn de la ciscara de la esfera de radio 1 y centro (0, 0, 1). La desigual-
dad |y| < x, que se toma sobre la ciscara esférica, es equivalentea —x < y < z,lo que
finalmente deja una superficie que es un cuarto de gajo esférico (ver figura 5.37). Para para-
metrizar esta superficie se puede pensar en parametrizar la esfera corrida del origen y luego
lograr la acotacion restringiendo los rangos de ¢ y 6:

D(0, p) = (coshsen ¢, senfsenp, 1 + cos @),

con

INIA
ux’\ B

i
.
}:10
IA A
> o

El vector normal de la parametrizacion es

Dy x Dy = (— cos f sen® ¢, — sen B sen? ¢, — sen (1 + cos )

216



Tamara P Bottazzi

Figura 5.36: Superficie determinadapor » = 2% + > —yey + 2 < 2

.rf/-xsf'.r’f.?l"

y la primera coordenada es — cos 6 sen? ¢, que cumple

cos# >0VOe [—%,g]
—senf <0,V¢el0,m],

lo cual la hace negativa, asi que ® invierte orientacién de .S. Con esto,

// FdS = —/ /4 (cos ¢, 1,senfsen ¢).
s 0o J-z

(— cos fsen? ¢, —sen  sen” ¢, — sen ¢(1 4 cos gzﬁ)) dA
= - / /4 sen? ¢ cos ¢(cos O 4 sen 6) + sen? ¢(cos @ + 2 sen 0)dOdo
0 _

us
4

— —/ﬂ\/icos¢sen2¢— V2sen? ¢ do
0

T(_\/éﬂ'

= \/ﬁ[;sen3¢—;(¢—sen¢cos¢)o— 5

Observacion5.4.14. Silasuperficie esuna porciénde plano, el vector normal es constante para
todo punto de la superficie. De hecho, no se requiere de una parametrizacién para poder saber
qué direccion y médulo tiene. Entonces, si se tiene que calcular ffs F.dSy S es una porcién
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Figura5.37: Superficie S = {(z,y,2) : 22+ + (z — 1)? =1, |y| < x}

2.0

0.5

del plano de ecuacién implicita ax + by + ¢z = d se tiene que un vector normal unitarioa S

esN = m (a, b, c). Se puede suponer que ese N apunta en el sentido en el que esta
a,b,c
orientada la superficie (sino, se cambia el signo). Retomando la definicién 5.4.3, queda que

//S Fds — //S F.NdS/L(Fl,FQ,Fg).M(a,b,c)dS
- / /S m[aF1+bF2+cF3} ds.

Lo que queda es una integral sobre el campo escalar f = [aFy + bEy + cF3).

1
| | "~ labo]
Esta integral se puede calcular parametrizando a .S pero sin preocuparse de si preserva o no
orientacién, dado que se trata de una funcién escalary no vectorial.

Observacion 5.4.15. Esimportante tener en cuenta que la observacién anterior solo se puede
aplicaren el caso de que los vectores normales sean constantes (como se menciond, en el caso
de superficies planas). Si la superficie no es plana no se puede fijar un vector normal unitario
N que sea perpendicular a la superficie para todo punto de ella.
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En el caso del ejemplo 5.4.8, el vector normal a toda la superficie en el sentido que esta
1 1

SR

//S F.dS://S(xy,z,x). (0%2) dS://S%—i-%dS

y luego se puede resolver con mucha mayor facilidad la integral que queda (debido a que ya
no hay que hacerse problema por la orientacion de la superficie).

orientada la superficiees N = (0 ) . Entonces, queda

Ejemplo5.4.16. Calcularel flujosalientede F'(z,y, z) = (y, z + 1, z) la superficie frontera
del tetraedro en el primeroctantez + y + z < 1.

Figura 5.38: Superficie frontera del tetraedro = + y + z < 1y orientacion
externa

El flujo saliente de una superficie cerrada quiere decir que las normales apuntan hacia
afuera del sélido (se dice que S esta orientada hacia afuera o exteriormente). En este caso, el
tetraedro tiene cuatro caras o superficies triangulares planas, de modo que las orientaciones
en cada cara estan inducidas por la que tiene la superficie mayor que las contiene. Para mayor
comodidad, se escribe

S=5USyUS3US;,

y, entonces,

// F.dSz// F.dS+// F.dS’+// F.d5+/ F.dS,
S S] SQ SS S4

con las orientaciones de cada cara marcadas en las figuras 5.39a, 5.39b, 5.40a y 5.40b. De es-
te modo se calculan cuatro integrales de manera separada. Al ser todas las caras planas, los
vectores normales en cada una de ellas permanecen constantes.
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CAPITULO5. INTEGRALES SOBRE SUPERFICIES

1

S1: el vector unitario normal a todo punto de la superficie que preserva la orientacion
heredada por S'es (0, —1,0). Se parametriza con @1 (z, z) = (x,0, z) y susombraen
el plano xz es ella misma,
0
Dy —
{5

// (y,z+1,x).(0,—1,0)d5:// —z—1dS
Sl Sl
1 1—x 14,2
/ / —z—ldzdx:/ i—l—%sdx:—g.
0o Jo 0 2 3

So: el vector unitario normal a todo punto de la superficie que preserva la orientacion
heredada por S'es (—1, 0,0). Se parametriza con ®5(y, z) = (0, y, z) y susombraen
el plano yz es ella misma,

INIA
[SI

VARVAY
==

Entonces,

/pr

_J 0 <y<1
Dg_{O <z<1—uy.

Entonces,

/ F.dS = // (y,z—i—l,az).(—l,Oﬂ)dSz// —ydS
Sa Sa Sa
1 17y 1 1
2
= // —ydzdy:/ —y+y dy:—g.
o Jo 0

S3: el vector unitario normal a todo punto de la superficie que preserva la orientacién
heredada por S'es (0,0, —1). Se parametriza con ®3(x, y) = (z,y,0)ysusombraen

el plano zy es ella misma,
0
%{o

// (y,z+1,2).(0,0,—1)dS = // xdS
Sg SS
1 pl-z 1 1
/ / —xdydas:/ z—alde=—=.
o Jo 0 6

Sy: esta superficie se parametriza con ®4(x, y) = (2,y,1 — 2 — y) ysusombraen el
planozyes D3. Ademids, &, x @, = (1,1, 1), el cual claramente preserva orientacion.
Entonces,

1 1—x 1 1—x
// F.dS:/ / (y,Q—x—y,x).(l,l,l)dydxz/ / 2dydx = 1.
Sa 0 0 0 0
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Finalmente,

Figura5.39: Bordes S, y S5 del Tetraedro
W={(r,y,2) eER*: s +y+2<1,2,y,2>0}

(@) S1 (b) S2

Figura 5.40: Bordes S;y S, del Tetraedro
W= {(z,y,2) €R*: x+y+2<1,2,y,2 >0}

(a) SS (b) Sy
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5.4.3. Practica

Calcularel flujo de F'através de S en los casos indicados.

1) F(x,y,2) = (x,x +y,x +y+ z)através de la porcién del planox 4+ 2y + 32 = 1
que se encuentra en el primer octante, orientada con las normales hacia arriba (o sea,
con la tercera componente de los vectores normales positiva).

2) F(z,y,2) = (2xy, 2xyz, zzy?) a través del trozo de cilindro de ecuacién z2 + 3% =
4, en el primer octante, con z < 5 orientado con un campo de vectores normales con
primera coordenada negativa.

3) F(x,y,2) = (y, —x,2)atravésde z = 22 + 3% con 22 + y? < 4y orientada con un
campo de vectores normales que apunta hacia arriba.

4) F(x,y,z) = (xy, z,y)através delafrontera del cuerpo limitadoporz —y < 1,2 < 1
en el primer octante orientada con el vector normal exterior.
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Capitulo 6

Teorema de campos conservativos

6.1. Introduccién

En este capitulo veremos una forma de calcular integrales de linea en algunos casos particula-
res, para lo cual primero introduciremos una definicién y el teorema principal. Luego analiza-
remos varios ejemplos.

Definicion 6.1.1. Sea I : A C R™ — R™ un campo vectorial conn € N fijo. Se dice que F' es un
campo conservativo siexiste f : B C R™ — Rescalar tal que

F('rh ---axn,) = Vf(.rl, ,an) = (a'f af) .

Ox" " Oz,
Es decir que F es el campo gradiente de f. A f se llama funcion potencial.

A lo largo de este texto consideraremos n = 2 0 3, ya que solamente trabajaremos con
curvas en el plano o en el espacio.

Teorema 6.1.2. Sea F' : A C R™ — R™ un campo conservativo y sea C una curva C a trozos
orientada desde un punto inicial hasta otro, llamado final. Entonces,

/ F.ds = / Vf.ds = f(puntofinalde C) — f(puntoinicial de C).
c c

Observacion 6.1.3. El teorema 6.1.2 asegura que, si el campo es conservativo, lo Gnico que
importa son los puntos iniciales y final de la curva, por lo que se podria cambiar el camino
(tomar otra curva), con los mismos puntos de partida y de llegada y la integral no cambia-
rfa. Por ejemplo, si F(x,y) = (22,2y), F' : R? — R2?, este resulta ser conservativo pues
f(x,y) = 22 +y? cumpleque V f = F.Sise pide calcular laintegral de F' sobre C, la media
circunferencia unitariaz? +y? = 1,cony > 0, orientada de derecha aizquierda, se tiene que
(1,0)y (—1,0) son los puntos inicial y final, respectivamente. Por el teorema 6.1.2, vale que

/CF.ds:/ch.ds:f(—l,O)—f(l,O).
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CAPITULO 6. CAMPOS CONSERVATIVOS

Pero si se pidiera calcular la integral de F' sobre C, segmentoy = Ocon -1 < z < 1,
orientado del mismo modo, se tendria también que

Fads = f(~1,0) — £(1,0).

(&
/F.ds:/ F.ds.
c Cy

Las funciones que cumplen con esto también se denominan funciones de estado, en las que
solo importan los estados inicial y final.

Por lo tanto,

Figura 6.1: Distintos caminos que van desde (1, 0) hasta (—1,0)

En el ejemplo de la observacion sabiamos de antemano que el campo era conservativo.
Una pregunta natural que surge en este momento es: ;como se constata que un campo F da-
do resulte o no ser conservativo? Si se pudiera detectar esto, entonces el teorema 6.1.2 tendria
utilidad. El siguiente teorema da un criterio para saber si un campo no es conservativo (o sea,
un criterio de descarte).

Teorema6.1.4. Sea F' : A C R™ — R™ una funcion C'" definida sobre un dominio A sin “agujeri-
tos”. Resultan equivalentes las siguientes proposiciones:

1) F = (Fy,..., F,) esconservativo.

2) Laderivadas parciales cruzadas son iguales, esto es

OF, OF, -
= —VI< <n.
83,‘]‘ ox; =hi=n
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Corolario 6.1.5. Elcriterio del teovema 6.1.4 para detectar si un campo es o no conservativo se traduce
enR? y R3 de la siguiente manera:

F F:
1) F=(F,F): ACR? - R? esconservativo@b = @
y ox
OF,  OF,
aﬁ/ oz
3 3 : aFg
2) F = (Fy, Fy, F3): B C R — R?esconservativo < -1
A aﬂ
oy 0z

Un comentario no menos importante es que, en general, la implicacién (1) = (2) del
teorema 6.1.4 siempre vale. En cambio, (2) = (1) puede llegar a ser falsa cuando el dominio
de la funcién no cumple con lo pedido. En esos casos, si el campo no verifica la condicién de
las derivadas cruzadas no sera conservativo, pero si las cumple, se debera probar que existe
(0 no) una funcién potencial, construyéndola (o sin poderla construir). En este texto siempre
trabajaremos con campos cuyo dominio no presente esas complicaciones.

A continuacién iremos resolviendo ejemplos variados relacionados con este tema. Vere-
mos como, ademas de probar que existe un campo conservativo, se lo reconstruye a partir de
sucampo gradiente.

Ejemplo6.1.6. Calcular [, F.dssiCeslacurvaimagendelafunciéna(t) = (tcost,tsent),
0<t<dmyF(z,y) = (y—i—29€eg”2 + 56227_3;2,1} —seny).

En primer lugar, aunque probablemente no sea necesario, se puede pensar en graficar C,
ya que a(t) = t.(cost,sent), lo cual implica que es tomar a los puntos de la circunferencia
unitaria descripta por (cos t, sen t) y multiplicarlos por ¢, es decir, por su argumento o angulo.
Por ejemplo:

a(0)  =1(0,0)
a(r/2) =(0,7/2)=n/2(0,1)
a(r) = (-m0)=7(-1,0)
a(dn) = (4w, 0) = 47 (1,0).

A medida que crecet los puntos se van alejando del origen. Es una especie de remolino o hélice
(ver figura 6.2). La orientacion de la curva esta dada por la parametrizacion, la cual es regular
(esto debera ser comprobado por el lector), y como a(0) = (0,0)y a(47) = (4m,0), se
puede decir que C'vadesde (0, 0) hasta (47, 0).

Por otra parte, la funcién F' = (F}, Fy) cumple que

6 ( + 9 22 n 2$ )

y + 2xe
or, _ ) —1 OF, 0F,
dy Jy T A
oy, O(x —seny) 1 9y Oz
dr Ox n
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CAPITULO 6. CAMPOS CONSERVATIVOS

Porel teorema 6.1.4, existe f : A C R? — R%talque Vf = F.Parahallar f se puede pensar
en esta reconstruccion a partir de su gradiente F', que es el tnico dato de f que se tiene. Como

Vf= <6f E?f) = (F1, Fy), se puede calcular f en dos pasos:

dz’ By
0
L] —f = I}, entonces,
ox
/gd:z: = /Fld:v
ox
—_——
=f
22 2x
flay) = /Fldmz/yJF%e oy

y se calcula la integral indefinida de la expresion de la derecha teniendo en cuenta de
que la variable y resulta una constante respecto de la variable x:

fla,y) = yo+ e +in(@? +2) + c(y)

lafuncion ¢(y) es la constante de integracidn respecto de x, pero podria no ser constante
respecto de ¥, por eso se le pone ese nombre.

= %ZJ; = F3, pero ahoraya se tiene del paso anterior una parte de f dada de forma expli-
cita. Laidea es utilizar esta segunda igualdad para saber cémo debe ser ¢(y):
¢ 2 2
% _ d(y:c+e +lgi9c +2)+C(y)> =x+d(y) = gi =+ Cl(y)
F, =z —seny Y
= x—seny = F
= (y) = —seny.

Ahora se integra respecto de y para obtener ¢(y):
/ d(y)dy = /—senydy = ¢(y) = cosy + cte.

Por lo tanto, hay una familia de funciones potenciales f, dada por la forma general:
f(z,y) =yx + e+ In(2? + 2) + cosy + cte,

con cte € R. Para cada constante cte hay una funcién potencial distinta.
Finalmente, aplicando el teorema 6.1.2, queda:

/F.ds = f(puntofinal de C) — f(puntoinicial de C) = f(4m,0) — £(0, 0)

= 7 L in(167% +2) + 1 +cte — (1 +In2 + 1+ cte)
— lom 4 In(1672 +2) +in 2.

228



Tamara P Bottazzi

Figura 6.2: Curvaimagen de la funcién o(t) = (t cost,tsent),0 <t < 4rx

Ejemplo6.1.7. Sea C'lacurva determinada porlaintersecciénde 22 + 22 = 9y z+y = Ocon
y < 0,orientada deizquierda a derecha observada desde el semieje positivo de las y. Calcular
[ Fds.,si

C ’

2y
F = 2 2
(ﬂc,y,z) (y+yzvx+z+ xyz+1+y2,

Y+ ny)
La curva en cuestion es una media elipse en el plano z + y = 0, cuyasombraen el plano zz es
la media circunferencia 22 + 22 = 9 con z > 0. Su grafico se muestra en la figura 6.3.

Para calcular la integral de linea habria que parametrizar esta curva, pero al armar la inte-
gral quedaria algo muy dificil de calcular. Por esto, se puede mirar si el campo tiene chances de
ser conservativo. Para esto se miran las derivadas parciales cruzadas con F' = (Fy, Fs, F3):

oF :1+2yZ:8FQ
0 ox
ofs  , OF
3 0l
87y =14+2z2y= P

Porlotanto, existe f escalartal que V f = F, esdecir que el campo es conservativo. Si se tiene
en cuenta que el punto final es (—3,0, 0) y el punto inicial es (3, 0, 0), la integral de linea se
puede calcular de la siguiente manera:

/ Fads = £(—3,0,0) — £(3,0,0).
C

Paraesto se necesita hallarexplicitamentea f,ylaformade hacerloeslasiguiente:siV f = F
aof of of

entonces, | =—, =—, = | = (F1, F», F3),de modo que
<3x Oy’ Oz (F, B, Fy) a
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CAPITULO 6. CAMPOS CONSERVATIVOS

0
—f = Fy = [ = [ Fi dx. Aquilo dnico que se hace es integrar respecto de la

or

primera variable para intentar recuperar una parte de f:

f(ffvy,Z)=/F1dx=/y+y22dfc=yfﬂ+y2zx+H(yvz)~

En este paso se integro respecto de z, asi que las variables z e y resultan constantes.
Ademds, al tratarse de integracién indefinida, queda una constante, llamada H (y, z)
justamente por el hecho de que sera constante respecto de x (que es la variable sobre
la cual se esta integrando), pero podria no serlo respecto de z o de y. Si no se considera
esto es posible que se esté suprimiendo algin término de f y no se podria obtener esta
funcién potencial correctamente.

aof
dy

puede colocar en la expresion de la izquierda y derivar luego respecto de y:

= F5. Como ya se tiene del primer item una primera parte de f conocida, se la

of _ Ayx +y’za + H(y, 2))
dy Ay

OH
=x 4 2zxyz + —
dy

y la expresion de la derecha corresponde a F5, que es:

2y
14+y%

Fo=x+ 24 2zyz +

Aligualar se obtiene lo siguiente

2y N OH n 2y
— =z .
l+y? Oy L+y?

OH
x+2xyz+a—:w+z+2xyz+
Y

Para saber mejor quién es H se integra ahora con respecto a lavariable y aambos lados
de laigualdad (lo que habia quedado era una ecuacién diferencial en derivada parcial):

OH 2
—dy = / z+ 1+yy2 dy = H(y,z) = zy + In(1+y?) + h(2),
cuando nuevamente queda una constante, h, pero respecto de y y de x, ya que H lo
era previamente. Podria no ser constante respecto de z. La funcién f hasta el momento
queda reconstruida de la siguiente manera:

flz,y, 2) = yx +y2zx + zy + In(1 + y?) + h(2).

0 . L :
—f = F3.Seusatoda lainformacion que hasta el momento se tiene de f y se la coloca

0z
en la expresion de la izquierda, como se hizo en el segundo item

of 9 (yz + y*zz + 2y + In(1 + y?) + h(2))
0z 0z

= ay® +y + 1 (2)
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Fy =y +ay’.
Ahoraseigualalo anterior
cyt +y+ R () =y+ay? = W(z)=0

y se integra respecto de z a ambos lados de la igualdad

/ h'(z)dz = / 0dz = h(z) = Cte.

En este caso, la funcion h resultd ser una constante respecto de z.

Finalmente, de igualar las tres derivadas parciales, se pudo reconstruir una familia (infinita)
de funciones potenciales f que cumplen tenera F' como gradiente:

f(z,y,2) =y +vy’2x+ 2y + In(1+y?) + K, K €R.

Para cada K € R se tiene una funcién potencial diferente que cumple con lo pedido (o di-
cho de otro modo: todas la funciones potenciales de F’ difieren en solo una constante). ;Cual
hay que elegir para hacer el clculo de la integral? Cualquiera, pues al hacer f(punto final) —
f(puntoinicial) la contante C'te se sumayy resta, asi que no infiere en el resultado. Por como-
didad, se elige C'te = 0. Con esto, finalmente se calcula la integral:

/ Fuds = £(—3,0,0) — £(3,0,0) = 0— 0 = 0.

Figura 6.3: Curva interseccionde z? + 22 = 9Az +y = 0cony < 0
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Observacion 6.1.8. Si F' es conservativo (F' = V f)y C es curva cerrada, entonces,
/ F.ds = f(puntofinal de C) — f(puntoinicial de C) = 0,
c

pues punto final de C = puntoinicial de C.

Pero no hay que confundirse, porque no vale la reciproca: si una integral de linea de un
campo F'sobre una curva cerrada C da 0, el campo puede NO ser conservativo (para esto, ver
el ejemplo 6.1.9).

Tampoco vale que si una integral sobre un campo conservativo es 0 entonces la curva es
cerrada (sugerimos al lector pensar en el ejemplo 6.1.7).

Ejemplo 6.1.9. Calcular [, F.ds,si F(z,y) = (—y*,1)y C eslacircunferencia unitaria del
plano con centro en el origen de coordenadas, orientada antihorariamente.

Una parametrizacion de esta curva es o(t) = (cost,sent),con0 < ¢ < 2. Esta pa-
rametrizacion preserva la orientacion de la curva (se sugiere que el lector lo verifique). Por lo
tanto,

2
/F.ds = / F(cost,sent).(—sent,cost)dt
c 0
27
= / (—sen®t,1).(—sent, cost)dt
0

27 27
= / sen®t —l—costdtz/ sent — sentcos®t + cost dt
0 N 0
=sen t(1—cos? t)
21
cos® ¢
= —cost+ —— +sent =0.
3 0

Sin embargo, a pesar de que esta integral de linea sobre una curva cerrada da 0 el campo

F'no es conservativo pues:

OF, _OF,

— =-2 = —.
oy y7#0 ox

Observacion 6.1.10. (En cuanto al método de obtencién de la funcién potencial de un campo
conservativo).
Noimportael ordendelas ecuaciones en el que se vaya trabajando para obtenerla funcién

potencial: se podria primero empezar con laigualdad 50 = F5 eintegrar primero respecto de

., 0 . . o
1y, luego obtener datos de la tercera ecuacion —f = Fyyfinalmentedela primera. En ningin
z

orden planteado cambiara la familia de funciones potenciales que se obtiene. Lo que si puede
suceder es que en alglin orden sea mas facil hacer las cuentas. Para no confundir, en este texto
se elige seguir el orden en el que suelen darse las variables, es decir, el orden planteado en el
ejemplo 6.1.7.
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Ejemplo 6.1.11. Sea C'la curva parametrizada poro : [0, 1] — R?,

o(t) = (t sen(t — 1), (t — 1)sent, Hltg>

yF(z,y,2z) = (e cosy + yz,xz — e* seny, xy + z). Calcular fc F.ds.

En este caso, la curva C' esta definida por una parametrizaciony, dada su expresion, no es
muy facil de graficar. Por lo cual se intentara prescindir de su grafico. Lo que se puede saber
es cuales son sus puntos inicial y final dado que la orientacién esta dada por el recorrido que
sigue o, que es una parametrizacin regular. C' se recorre desde o(0) hastao(1),yaqueOy 1
son sus parametros inicial y final, respectivamente. Se tiene que

1
o0(0) = {0sen(0—1),(0—1)sen0, o (0,0,1)

1 1
o(l) ={1sen(l1—-1),(1—-1)senl, 512 (0707 2) )

Ahora hay que notar que Fes una funcién dificil de integral, por lo cual habria que fijarse si no
se trata de un campo conservativo:

OF . OF,
— = -—e'seny+z=—

8}/ ox

oy 0z

Se trata entonces de obtener la funcién potencial f a partir del método desarrollado en el
ejemplo 6.1.7.

of

" e Fy = f= [ Fdz. Seintegrarespecto de la variable z:
x
= / Fydx = / e’ cosy +yzdx = e” cosy + yrz + H(y, 2).
of iy o . :
. v F5. Se coloca en la expresion de la izquierda lo obtenido de f y se deriva luego
Y
respecto de y:

* cos H H
gzﬁ(e cosy + yrz + (y’z)):—emseny—f—zx—i——
Ay Ay Ay

y la expresion de la derecha corresponde a F5, que es:

Fy =2z —€e“seny,

aligualar se obteniene lo siguiente

- . OH
—eseny +zx + — =xz—€e"seny = — = 0.

dy dy
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Luego,
%H dy = / O0dy = H(y,z) = h(z)

y la funcién f hasta el momento queda reconstruida de |a siguiente manera

f(x,y,2) = " cosy + yxz + h(z)

L] g = F3.Conesto,
0z
of — 0(e"cosy +yrz+h(z) ,
oz 0z =y H()
Fs=xy+z.

Ahoraseigualalo anterior
52
ry+h()=zy+z = h(z)=2 = hiz)= 5+ cte.
Por lo tanto, las funciones potenciales son de |la forma
2

f(l’vyvz)zexcosy+yxz+%+cte, cte € R

Seelige cte = Oy se aplica el teorema 6.1.2:

[ Ras = 5 o) )1 20) )
© ptc:\i;:ial pt:.\gr:al

1 1 1 3
f<0’0’2>—f(0,0,1)=1+0+—1—0_:_,

8 2 8

6.2. Practica

1) Determinar si los siguientes campos vectoriales ' en R? o en R3 (segiin corresponda)
son gradientes de un campo escalar. En caso afirmativo, calcular todas las funciones po-
tenciales pde F.

a) F(z,y) = (z,y)

b) F(z,y) = (y,x) —

0 F(x,y) = (2x6y+ya:ey+x—2y)
d) Fle,y,2) = (x+z,—y+z,2—y)
e) F(z,y,2) = (2xy3, 2223, 32%y2?)
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) F(x,y,z) = (3y*2?, 4a°2%, =32%y?)
9) F(z,y,2) = (y?cosz + 23, —4 + 2ysenz, 3z2% + 2)
h F(x,y,z) = (doy — 32%2% + 1,2(2? + 1), 2232 — 32?)

2) Calcular §, Q(ﬁ(_i;f)yz) d:17+(1f;2 + 1) dy, siendo C'laelipse de ecuacién 92 +4y? =
36.

3) Demostrar que el campo de fuerzas F'(x,y, z) = (2223 + 6y, 62 — 2yz, 32222 — y?)
es conservativo. Luego, calcular fc Fds, siendo C cualquier camino que une el punto
(2,—1,0) conel (1,3, —2).

4) Sea F(x,y,2) = (y*> + z,2vy + 1 — 2,2 — y). Calcular la integral de F" a lo largo
de la curva C'imagen de la funcién a: [0,1] — R? dada por a(t) = (cosnt, (1% +
1)/(t* +3),5¢"° 1)

235






Capitulo 7

Teorema de Green

7.1. Introduccion

Teorema7.1.1. (Teorema de Green). Sean D una region plana de tipo I11y C' su borde, curva simpley
regularatrozos.SiF : A C R? — R?%, F(z,y) = (P(x,y), Q(x,vy)), es una funcién definida

yC"tentodo D, entonces,
/ F.dS = // [3@ — 85] dxdy. (71.1)
C+

Donde la orientacion positiva de la curva representa el sentido antihorario de la misma. Es deciv, si se
camina sobre la misma en el sentido positivo, la region D debe quedar siempre de la izquierda.

Figura7.1: Region Dy suborde C, con su orientacion marcada
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CAPITULO 7. TEOREMA DE GREEN

Ejemplo 7.1.2. Sea C'la curva dada en el ejemplo 4.3.6, que estaba dada por la unién de las

curvasy = zey = 2, siemprecon 0 < x < 1.Habfa que calcular fC Fds,siF(x,y) =

(e®” — cos % + zy, In(y? + 1) — y), con C orientada antihorariamente,

Figura7.2: Curvauniéndey = zey = 2%,con0 < x < 1yregién D
encerrada

Este es el ejemplo 4.4.11, en el que quedd planteada una integral de linea con primitivas
desconocidas. Se puede ver si se cumplen las hip6tesis del teorema de Green:

= Lacurva C escerrada, simpley es borde de la regién D, descripta como

= ( estd orientada positivamente pues antihorario implica que la region D queda a la
izquierda al caminar por C.

= Fesuncampo C' en D pues lo es para todo R? por tener componentes que son a su
vez funciones C'*.

Se esta, entonces, en las condiciones del teorema de Green, por lo cual la ecuacion (7.1.1)

/C+FdS // 8—Q—8—Pdd

0Q 0P
— ———=0—2=—x,

Jdxr Oy
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entonces,

1 T
FdS = // —xdxdy = — x dydx
c+ D
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8 8
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Aqui hemos visto la utilidad de este teorema, que relaciona una integral de linea con una
integral doble. Cabe destacar que si alguna de las hipétesis no se cumple, dichas integrales
podrian ser bien distintas.

Ejemplo7.1.3. SeaC’eItrlangulodevertlces (0,0), (3,2)y(2,0), recorridos en ese orden. Si
F(z,y) = (y* + cos(x® + 1),z — y7), caleular [, F.ds.

m lacurvaC escerrada, simpley es borde de la region triangular D, la cual se puede des-
cribir de la siguiente manera

D:{O
y

Lo dltimo sale del hecho de que larecta z + 2y = 2 es la que contiene a los puntos

(5:5)y(2.0).

Y
T

IN A
IA A
woo\ )

— 2y.

= Siseobserva el grafico (ver figura 7.3), se puede notar que C' estd orientada en sentido
horario, lo cual significa que su orientacién es negativa (justo la opuesta a la del teore-
ma de Green). Pero como la relacion entre una orientacién y la otra en la integral se ve
reflejada solo en un signo, no sera gran problema.

= [ esuncampo C! en D pues lo es para todo R? por tener componentes que son a su
vez funciones C'1.

Se estd, entonces, en las condiciones del teorema de Green, por lo cual la ecuacién (7.1.1)

/ F.dS = //8—Q—6—dedy,
c+

pero planteado para la orientacion antihoraria. Si

0Q opP
E_aiy_l 2y,
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CAPITULO 7. TEOREMA DE GREEN

entonces,

2 2-2
FdS = // 1—2ydxdy:/ / 1 —2ydxdy
c+ D 0 Jy

3 3
/ T — 2xy|§;3_2y dy = / 6y? — Ty +2dy
0 0

2
7 510
= 20— P+ 2| = —.
[y 2y+y]0 o

/ F.ds
/ F.dSZ—/ F.dSZ—E.
_ o+ 27

. iy . 2 9 _
Figura 7.3: Triangulo de vértices (0, 0), 33 y (2,0), recorridos en ese

Pero como lo que se pedia era

entonces

orden

a3

Ejemplo7.1.4. Sea C lacircunferencia de radio 2y centro (0, 1), orientada antihorariamente.
Si F(x,y) = (22 — cos(a”) — y,e¥* ¥ + ), caleular [, F.ds.

Claramente la circunferencia se trata de una curva cerrada y encierra el disco de mismo
radioy centro. Ademas, el campo F es C'! entodo R®. Por lo tanto, se puede aplicar el teorema
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de Creeny

/C; F.ds = //D {gc’j - ‘?)ﬂ dady = //D 2 dzdy = 2A(D).

Lo que quedé a la derecha de la expresion es el doble del area del disco de radio 2 y centro
(0,1), entonces,

/ F.ds = 2A(D) = 2n2* = 8.
C+

Figura 7.4: Circunferencia de radio 2y centro (0, 1), orientada
antihorariamente

Ejemplo7.1.5. SeaC'lacurvadadaporelgrificodelafuncion f : [0, 7] — R, f(z) = sen(z)
orientada de izquierda a derecha. Calcular [, F.ds para F(z,y) = (y*, —x + cos(meY)).
La curva en este caso se trata del grafico de una funcion trigonométrica y es el correspon-
diente a la figura 7.5. Lo primero que se puede observar en este caso, es que se trata de una
curva que no es cerrada, dado que hay puntos inicial y final, (0,0) y (7, 0), respectivamente.
Por lo tanto no se estaria en este caso en condiciones de aplicar el teorema de Green. Pero se
puede observar que si se considera el segmento C delarectay = 0con0 < x < 7, lacurva
Cy = C U (] siescerrada. La regidn encerrada es la que esta por debajo del grafico de la
funcién f(x) = sen(z)y porarriba del eje 2, con 0 < 2z < 7, la cual se describe como
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CAPITULO 7. TEOREMA DE GREEN

Ahora bien, el campo F es C'! (porque lo es cada componente del mismo). Asi que el teorema
de Creen asegura para la curva Cs lo siguiente:

/ Fds = // {(‘?Q_@P} dxdy:// —1 =2y dydx
of dy 0 Jo

s
/ [ y—y }y N de / —sen® z dz.
0 0

En este punto hay que detenerse y analizar algunas cuestiones.

1) Loqueseestdcalculandoeslaintegral de F'sobre C5, que noeslo que pide la consigna.
Pero, si se tiene en cuenta que Co = C' U C'; sin superponerse, entonces,

/ F.ds:/ F.ds—|—/ F.ds
cF Ce Cr—

con las orientaciones de C'y de C heredadas de la de C5. Se puede notar que la he-
redada para C' es justo la opuesta a |la que tiene la curva misma. Pero para no generar
confusién, en la igualdad proveniente del teorema se colocara siempre la orientacién
heredada. Con esto,

/ F.ds:/ F.ds—/ F.d5:/ —senzacdw—/ F.ds.
Ce cf Cr— 0 Cr—

2) Laprimitiva [ sen? x dz se calcula primero utilizando el método de integracién partes

u=senr = u = coszx

v =senx = v = —cosx
:>/sen2xd:£ = fsenmcosx+/cos2wdx

= —senxcosx+/1—sen2xdx

= —senxcosx+/1das—/sen2xdx

= 2[sen’zdr= —senzcosz+z+C

& — SeN T COS T
= [sen’zdx = f—l—C

Asique

T 9 r—senzcosz|" T
—sen“zder=—|———| =_.
0 2 . 2
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3) Hay que calcular la integral fClﬁ F.ds, para lo cual se requiere una parametrizacion
de C'y. Unasimplees
a(t) = (t,0),0 <t <m,

ycumple que

a(0) = (0,0)
a(m) = (m,0)
o/ (t) = (1,0) # (0,0), Vt € R.

Entonces preserva orientacién porque recorre C'y deizquierdaaderecha (segiinlaorien-
tacién heredada por C5 a causa del teorema de Creen). Por lo tanto

/ Fw:/(mﬂﬂmmz/Oﬁza
C1—> 0 0

Finalmente,
/ F.ds:/ F.ds:—/ F.ds:—(f—o):—f.
c o o 2 2

Figura7.5: Curva graficode f : [0, 7] — R, f(z) = sen(x) orientadade
izquierda a derecha

e —
08

sk - e
A
[ s -

Si hacemos las cosas paso a paso no habra confusiones en cuanto a los signosy a las orien-
taciones, pero hay que ser muy cuidadosos. Del ejemplo anterior se puede hacer la siguiente
observacion.

Observacion 7.1.6. Si se tiene una curva que no es cerrada se puede intentar conseguir otra
tal que la unidn de las mismas genere una curva que si sea cerrada. La eleccién de la segunda
curva es arbitraria pero determina a la regién D a considerar. Por ejemplo, si se tiene la mitad
de la circunferencia unitaria con centro en el origen tal que y > 0, se pueden considerar dos
curvas (hay infinitas a considerar, se mostraran solo las dos mas cercanas).

1) Elsegmentoy = 0con—1 < x < 1.

2) Lamitad de circunferencia restante 2 + 32 = 1,y < 0.
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CAPITULO 7. TEOREMA DE GREEN

Figura7.6: Curva C, con la orientacion marcada segiin el teorema de green

En el primer caso, la region D que queda encerrada por la curva cerrada es el medio disco
unitario, en tanto que en el segundo caso queda Dy como el disco unitario completo.

ﬂﬂ)

Ejemplo7.1.7. SeaC lacurvadefinidaporz?+y? = 1,5 < z,orientadadesde (—2, —

\/§ V2

hasta
272
Esta curva corresponde a una porcién de la circunferencia unitaria, mas precisamente a
una mitad de ella, considerando el corte con la rectay = . jLa curva es cerrada? No, pues

es solo el arco de circunferencia, dado que son los puntos del plano que deben cumplir que
2% 4+ y? = 1,ademas de quey < 0. El grafico puede verse en la figura 7.7.

SeaF(x,y) = (wy + log(z® + 1), 22 — log(y* + 1)), calcular [, F.ds.

Si se considera otra curva C', que puede ser el segmento de larectay = x con 5 <
2 . 1
r < —,setieneque C' U C es una curva cerrada. Como F'es C* en el plano, entonces,

2
[ ras o ][220 ey

Teo. Green

con D laregién encerrada porlauniéndelasdoscurvas C'y C1, que es medio disco. Separando
poraditividad laintegral de laizquierda, teniendo en cuenta la orientacion que heredan desde
el teorema de Creen, sigue que

F.ds+/ F.ds:// 2x — y dxdy,
e Ciy D
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entonces,

/ F.dSZ// 2x—ydxdy—/ F.ds.
c N D C1y
[N .

1) 2)

En este caso la integral sobre C que brinda el teorema de Green tiene a la curva en cuestién

Figura7.7: Curvaz? 4 3> = 1,y < z,orientadadesde <—\/7§, —\/7§> hasta

(%)
27 2

T

orientada de igual modo que lo que se pide, asi que no habra cambios de signo sobre el resul-
tado al final. Se calcula ahora la expresion de la derecha de la igualdad.

1) Estaregionnoconvienedescribirlaconcoordenadas cartesianas, porque habria que sub-
dividirla en varias regiones. Pero si se piensa en coordenadas polares

r =rcosf 0=<r
y=rsenf | — <0<

donde el limite inferior de 6 sale de considerar la igualdad y = x en coordenadas po-
lares, teniendo en cuenta de que se estd primero en el tercer cuadrante y luego en el
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CAPITULO 7. TEOREMA DE GREEN

primero (también se puede pensar como que —%w <fh< iw). Con esto,

Lot
// 20 —ydady = //ﬂ (21 cos O — rsen 0)r dodr
P v U0 U

9

1 1
= / 72 [2senf + cosﬂ}zzg dr = / r23v/2.dr
0 0

_ l?’ﬁ”r:ﬁ

4
3
0
2 2
2) Lacurva C; puede parametrizarse con «(t) = (¢, 1), con fg <t< g Se pue-

de probar que « recorre C'y en sentido ascendente, asi que invierte orientacion de C;.
Ademas o/ (t) = (1, 1).Con esto

V2 V2

2 2 24/ 2
/ F.ds = —/ F(t,t).(1,1)dt = —/ 2% dt = —i.
C1 —% —@ 3

Por lo tanto, el resultado es

o 3 3

Fds=+2— (—M> Zﬁ—l—&.

Ejemplo7.1.8. SeaC'lacurvafronterade laregion del plano definida por |y| < |z|para—1 <
x < 2.SiF(z,y,z) = (cos(z®)—y,sen(y®)) calcular [ F ds paralaorientacion de ovdada
porelrecorrido (2,2), (—1,—1), (—1,1), (2, —2), (2, 2).

Laregion D de la cual esta curva C' es frontera es la unién de dos triangulos, uno con vér-
ticesen (2,—2), (2,2) y (0,0), que se llamard Dy, y otro con vértices en (0,0), (—1,—1)y
(=1,1), que se llamard Dy. Asi, D = D7 U Ds. Estas regiones resultan ser elementales. La
curva C' = C7 U Cy con Cy borde de D1y C5 borde de Ds. Es decir, C'; y C son curvas ce-
rradas y simples, a diferencia de C' que no era lo segundo, ya que se cruza a asi misma. Como
el campo F es C'! en R?, se puede aplicar el teorema de Green sobre las curvas C y C, por
separado:

Y Jeguen Fods = [[p, Qo= Pydedy = [[}, 0—(=1)dedy = [[}, 1dwdy.la

e
regién D1 se describe como

o

—
s L
ININ
S
INIA

Por lo tanto,

0 -z 0
/ F.ds=//1dxdy:/ / 1dydac=—2/ rdr =1.
Ccgntih —1Ja -1
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2) fc;"tih F.ds\z//fsz Qu — Pydxdy = [[, 0—(=1)dvdy = [, ldvdy.la
TG

region Do se describe como:

Por lo tanto

2 T 2
/ F.ds:// 1dxdy:/ / 1dydac:—2/ rdr = 4.
Cgntib Dy 0o J-z 0

oo = C{LOT‘ U antih

Pero

Es decir, la orientacion de C heredada porlade C es horaria, en tanto que resulta antihoraria
para C5. Entonces

/ Fds = / F.ds—|—/ F.ds
or C{wr antih

—/ F.ds+/ Fds=-1+4=3.
Cfntih C;ntih

Figura7.8: Curva fronterade laregion |y| < |z|con—1 <z < 2

P [T} 7] ] o
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CAPITULO 7. TEOREMA DE GREEN

7.2. Practica

1) Verificar el teorema de Green para el campo F(z,y) = (—vy, )y laregion D C R?
definida por

D={(w,y):x2+y2§1, y < V3, yZ—x}

V3

;Cuéleselareade D?

2) Evaluar ¢, ydz — xdy donde C'es la frontera del cuadrado [—2, 1] x [0, 3], orientada
positivamente, usando el teorema de Green.

3) Calcular la circulacién del campo F(z,y) = (2%y,y)alolargodelacurvaC : (x —
2)2 4+ y% = 1,y > Oorientada de izquierda a derecha.
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Capitulo 8

Teorema de Gauss

8.1. Introduccion

Definicion 8.1.1. Sea ' : A C R — R3 una funcién vectorial F = (Fy, Iy, F3). Definimos la
divergencia de F como la funcién div(F) : A C R® — Rtal que

Teorema 8.1.2. (Teorema de Gauss o de la divergencia). Sea S una superficie cerrada y ovientada por
la normal exterior (que llamaremos orientacion positiva), frontera de un region W C R3 de tipo IV
simétrica (o union de regiones de tipo IV). SiF : A C R3 — R3 es un campo vectorial definidoy C'*

en todo W, entonces,
/ / FdS = / / / div(F) dV.
S+ w

Ejemplo 8.1.3. En el ejemplo 5.4.16, la superficie era el borde de un tetraedro, es decir, sus
cuatros carastriangulares. Para calcularlaintegral de superficie que se pedia habia querealizar
cuatro parametrizacionesy se hacia bastante largo de resolver. No obstante, ahora se puede
notar que se esta en las condiciones del teorema de Gauss.

1) Lasuperficie S es cerrada porque es frontera de un sélido W, en este caso el tetraedro
r+y+z < lconz,y,z > 0yademas se pedia que las normales fueran salientes, asi
que S esta orientada positivamente.

2) W esunaregionde tipo IV simétrica.

3) F(z,y,2) = (y,z+ 1, ) esunafuncién vectorial C'! en todo R?, en particularen W,
porque cada componente es una funcién polindmica.
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CAPITULO 8. TEOREMA DE GAUSS

Entonces, por el teorema de CGauss vale la siguiente igualdad:

// F.dS // div(F)dV = /// ok @ %dv
s+ 0z
/// 0+0+0dV =0.

w

Lo que muestra el ejemplo anterior es que con este teorema se pueden llegar a facilitar
mucho las cuentas. Seguimos ofreciendo mas ejemplos.

Ejemplo8.1.4. SiF(z,y,2) = (In(y* + 1),z + y,sen(z?) + (2 — 1)?) y S eslasuperficie
frontera del sélido definido por
W={(z,y,2): ®+y*+ (2 —1)* < 1,2 > 1},

orientada con vectores normales interiores, calcular [ [ F.dS.
En este caso, el s6lido TV es una media esfera con centro en (0,0, 1) y radio 1 (ver figura
8.1).

Figura8.1:Sélido 1V = {(z,y,2) : 22 + >+ (2 — 1) < 1,2 > 1}ysu
superficie frontera con sus respectivos vectores normales

Para parametrizar la superficie frontera, que es la unién de la cascara esférica superiory la
tapacircular 22 + y? < 1,z = 1, se podrian pensar en dos parametrizaciones y la integral
seria la suma de las integrales. El problema es que la funcién F' no resulta facil de integrar
porque aparecen en sus componentes funciones de las que desconocemos primitivas, por lo
cual seintentara utilizar el teorema de Gauss para calcular lo pedido. Primero hay que ver si se
cumplen las hipétesis:
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1) Lasuperficie S es cerrada porque es frontera de un sélido W, en este caso la media esfe-
ra unitaria con centro (0,0, 1) con z > 1. En este caso S esta orientada negativamente
porque dice que tiene normales interiores.

2) W esunaregiondetipo IV simétrica.
3) F(x,y,2) = (y,2z+ 1, x) esuna funcién vectorial C! en todo R, en particularen W,
porque cada componente es una funcién C, ya que lo que esta adentro del logaritmo

siempre es positivo.

Entonces, el teorema de Gauss dice que

//S+ F.dS:///W div(F) dV.

Pero lo que se quiere en realidad es
/ / F.dS,

peronoimporta, porque se puede calcularlo que da laigualdad porel teoremay luego se cam-
bia el signo del resultado. Esto vale porque

//_ F.dS:—/SJr F.dS.

Entonces, se debe calcular [f [}, div(F’) dV y luego cambiar el signo (suele ser mejor hacerlo
al final de las cuentas para no confundirse): a W se la puede describir con las siguientes coor-
denadas esféricas:

x = pcosfsen ¢ 0 <p<l1
y =psenflseng con< 0 <60<2rx
z =pcosp+1 0 §¢§g.
La divergencia se calcula como
oFy  0F, OF:
div(F) = =L + =2+ =2 =14 2(z - 1).

ox oy | 0z

Entonces, por el teorema de Gauss

//S+ FdS = ///W div(F)dV:///W1+2(Z_1)dV

z 1 27
_ / ’ / / (1 + 2pcos §) p? sen ¢ dfdpde.
ToV 0 0 0 N——

J(p,0,¢)
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Se puede notar que en la dltima igualdad se utilizé cambio de variables en R3, ya que se trata
de unaintegral triple,

LS|
= 27 / ’ / p?sen ¢ + 2p° cos psen ¢ dpdp
o Jo

™

_ o /7 sen¢+cos¢sen¢d¢
0 3 2
—cos¢  sen? ¢ L
2 = —m.
s { 3 + 1 L 67r

En muchos casos, alguna de las hipétesis no se cumple. En estos casos, la igualdad ente las
expresiones suele ser falsa, como puede ilustrarse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.1.5. Sea S la frontera del sélido definido por 22 + 3% + 22 < 1y F el campo

x y z
) )
Vg2 (@ ey a2 Jw2 g2+
Calcularel flujo de F' através de S, con .S orientado con el campo normal exterior.
En este caso, se puede observar que si bien se trata de una superficie cerrada (es la esfera
unitaria hueca), el campo F ni siquiera se encuentra definido en el (0, 0, 0), que es el origen

de la esfera maciza o sélido W sobre el que se aplicaria el teorema. Entonces no se cumpliria
la hipétesis de que el campo sea C'! en TV De hecho, si se calcula la divergencia de F:

(2 + 92+ 22)" = 3a2/a? + 2 + 22
(a2 +y2 +22)°
V@ 42+ 2) — 32/ 1 2+ 2
" (@2 +y? + 22)°
(a2 +9% +22)° = 32°/a + 47 + 2
(a2 + 42 + 22)°
BW—%% +y2 4222+ 2+ 22
(2 +y? + 22)°
3\/(m2+y2 +22)° —3\/(x2+y2+z2)3

(x2 +y? + 22)

/] /W div(F) dV =0
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Porotrolado, sisecalcula ffs F.dsdemodo directo, es decir, se parametriza S con ® (0, ¢) =
(cos Osen ¢, sen 0 sen ¢, cos ¢), con (0, ¢) € [0, 27] x [0, 7], entonces,

F(®) = (cosfsen ¢, sen fsen ¢, cos @) .

(g?) X (gi) = (—cost sen’¢, — senf) sen®¢, — send cosg)
= —sen¢q)(9,¢)-

Como 0 < ¢ < m,setienequesen ¢ > 0y, entonces, P invierte orientacién, dado que los
normales toman al vector ®(6, ¢) y le cambian el sentido con el signo “—".

2 ™
// FdSs = —/ / (cos @ sen ¢, sen 6 sen ¢, cos @) .
s o Jo

(— cosB sen’ ¢, — senf) sen’¢, — send cos¢) dodh

2 ™
— / / —cos? Osen® ¢ — sen? O sen® ¢ — sen ¢ cos® ¢ dpdf
o Jo

2T ™
— / / —sen® ¢ — sen ¢ cos? ¢ dpdh
o Jo

27 s
_/ / —sen ¢ dedf = [2m cos ¢l
0 0

Lo que tenemos es que en este caso

—47r://s+ F.dS;é///W div(F)dV =0

y esto es lo que suele ocurrir cuando alguna de las hipétesis no se cumple. Es que el teorema
de Gauss en este caso no puede ser aplicado.

Ejemplo 8.1.6. Calcularel flujode F(z,y, z) = (222, 2%2, cosz — sen y) a través de la su-
perficie frontera del cuerpo definidoporz + y + 2 < 2,0 < z < y,y < xenel primer
octante, orientada por el campo de vectores normales exterior.

Se pide el flujo de F' a través de una superficie S, lo cual se calcula mediante la siguiente

integral:
/ / F.ds
s

La dificultad de este ejemplo es poder graficar y describir el cuerpo del cual la superficie S es
su frontera.

= Lasuperficie S es cerraday tiene orientacidn positiva (exterior).

= Elcampo F es C'! en todo el espacio, en particular lo es en W, que se llamara el cuerpo
en cuestioén.
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= Se puede suponer que sera W de tipo IV o union de regiones de ese tipo.

Entonces, estan dadas las condiciones para aplicar el teorema de la divergencia:

//S+ F.dS = ///W div(F) V.

con W el tetraedro de la figura 8.3. Para describirlo, conviene tomar la sombra en el plano y z,
quees el triangulo D (ver figura 8.2), que se puede describir como

0<y<l
0<z<y

y luego, los limites de la variable x seran
y<zr<2—z—ux

Con esto, ya se puede calcular lo pedido:

//SJrF.dS ///W 4z dV = ///2Zy4xdxdzdy

div(F)

(2—2z—1y)? —2y*dzdy

3 y
{y z—2yz—|—4z—23—z2—|—yz2—2y2z} dy
0

I

- // 22y 44— 22— 22+ 22y — 2% dzdy
|
-/

4 1

11

L s aydy = [—y—y +2y] =5
0

12 12

Ejemplo8.1.7. Dada S, superficie definida por2? +y?+22 = 1,y < 0, orientada con vecto-
res de segunda coordenada positiva, Calcular el flujode F(x,y, 2) = (z + y".cos(y*), y, 2)
atravésde S.

Esta superficie corresponde a una mitad de la cascara esférica unitaria, aquella que verifica
la condicién y < 0. Como los puntos de S satisfacen la condicién 2% + 3% + 22 = 1,8
se trata de una superficie que no es cerrada, dado que los tnicos puntos correspondientes al
planoy = 0 que verifican la primera condicién son los de la circunferencia 2 4+ 22 = lenel
plano zz. La orientacion de S coincide con el hecho de que cada vector normal a la superficie
apunte haciael origen ver graficoen lafigura 8.3. El flujode F'através de S se calcula mediante
la siguiente integral de superficie:

Flujog(F) = / F.ds.
sor
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Figura 8.2: Sombraenel plano yz delsélidox + y + 2 < 2,0 < z < y,
y < x enel primer octante

Figura8.3:Solidox + vy + 2 < 2,0 < z < y,y < xenel primeroctante,y
su superficie frontera con sus respectivos vectores normales

-
i

H

L ey
W

Para calcular esta integral por definicidn, se necesitaria una parametrizacién de S. Pero una
vez obtenida habria que evaluar a F' en dicha parametrizacion, lo cual puede quedar muy feo
al momento de hacer el producto escalar para integrar. De modo que conviene fijarse si se esta
en condiciones de aplicar el teorema de Gauss (o de la divergencia), que relaciona una integral
de superficie con unaintegral triple.

1) El primer problema surge al momento de observar si la superficie S resulta cerrada,
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pues no lo es. Pero si se considera la superficie S1, que es la superficie frontera del sélido
W = {(z,y,2) : 2 +y? + 2% <1,y < 0},resultaque S es, por definicion, cerra-
da. Ademds Sy = SUT,conT = {(z,y,2) : #* + 22 <1,y =0}, queeseldisco
unitario con centro en el origen que se encuentraen el planoy = 0.

2) F esuncampo C" en todo el espacio (mas atin en 1), dado que cada componente es
una funcién C1.

3) Laregién W esdetipoIV.

Entonces, utilizando la igualdad del teorema de Gauss, se esta en condiciones de plantear lo

siguiente:
/ /S s = I/ /W div(F) dV.

Pero 5" = (S U T)*, entonces, se debe reescribir esta integral en términos de Sy de T’
para obtener algo que sirva para resolver la consigna. Las orientaciones de S'y de T deben ser
compatibles con las que tiene S; (y pueden no ser las que pida el ejercicio), asi que:

» T debe estar orientada con las normales apuntando hacia los y > 0, o sea que sus
segundas coordenadas deben ser positivas;

= S debe estar orientada con las normales apuntando hacia los y < 0, o0 sea que sus se-
gundas coordenadas deben ser negativas.

Entonces,

// F.dS+// F.dS = / F.dS = /// div(F) dV.
§2da.<0 T2da.>0 Sfr w
De modo que
/ / Fds = / / / div(F) dV — / / F.ds
§2da.<0 w T2da>0

Sibien lo que se queria obtener era
/ / F.ds,
S§2da.>0

esto se relaciona con el resultado de aplicar el teorema de Gauss (mismo médulo pero distinto
signo),yaqueson laintegral sobre una misma funciény una mismasuperficie pero condistinta
orientacion. O sea,

/ / FdS = / / / div(F) dV — / / F.ds:
§2da.<0 W T2da.>0
1) 2)
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1) Ladivergenciaes

F,  OF, OF
div(F)z%—l—%—;—&-%zl—kl—&-l:&

entonces,

///W div(F)dV = ///W 3dV = 3Vol(W) = 3(4;”) o

Donde la segunda igualdad se obtiene a partir del hecho de que W es la mitad de la
esfera unitaria maciza.

2) Senecesita una parametrizacién de T', que puede ser ®(z, z) = (x,0,2)con® : D C
R? = TyD = {(z,z) : 2% 4 2% < 1} (dominio en el disco unitario en el plano z'2).
Las derivadas parciales son

Entonces, el vector normal sera
o, x b, =(0,—-1,0)

con segunda coordenada negativa paratodo (z, z) € D, de modo que ® invierte orien-
tacién. Por lo tanto,

/ / F.ds
T2da.>0

_//D F(2,0,2).(0,~1,0) dedz
_ —//D(x,o,z).(o,—l,O)dxdz:O.

Finalmente, |a integral pedida sera
// F.dS:f// F.dS = —(27 —0) = —2m.
§2da.>0 §2da.<0

Lo que se ilustra con el ejemplo anterior es que el teorema de Gauss puede utilizarse aun
cuando la superficie no sea cerrada, pero sea posible cerrarla de un modo simple, es decir, con-
siderando otra superficie tal que la unién sea cerrada pero que las cuentas sobre ella no sean
demasiado dificiles. Sien el ejemplo anterior se hubiera optado por cerrar S con la otra cascara
esférica, 22 +y?+22 = 1,y > 0,elsélido W hubierasido la esferamacizaz?+y%+22 < 1,
pero al tener que restar la integral de F' sobre la segunda cascara esférica hubiera persistido el
problema de integracion (quedarian igual integrales dificiles o imposibles de calcular). Por lo
cual, en el momento de plantear cerrar una superficie es necesario hacerlo con alguna de tipo
plana.
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Figura 8.4: Superficie definida por 2> + 3?> + 22 = 1,y < Oyorientada

Ejemplo 8.1.8. Calcularel flujo de
F(z,y,2z) = (z+y* 2z + In(z* + 1),42 + In(z® + y* + 4))

atravésdelasuperficie S = {(x, y,2) i x=4—y?—22 x> O},orientadacon normales
con primera coordenada negativa.

La superficie S es un paraboloide con eje de simetria (z, 0, 0) (eje z) y vérticeen (4, 0, 0),
con0 < z < 4. Se trata de una superficie que no es cerrada, puesto que la igualdad z =
4 — 3% — 22 excluye al interior del disco % + 22 < 4,enx = 0. Pero como la integral es algo
dificil de calcular dada la naturaleza de la funcién, se considerara cerrarla y ver si se pueden
cumplir las hipétesis del teorema de Gauss.

1) S no es cerrada, pero si se considera T = {(:z:,y, 2):yt+ 22 <4, 0= 0} resulta
que .S U T es cerrada.

2) W esunaregion simétrica de tipo IV encerrada por S U T'y es el paraboloide macizo
W:{(:c,y,z): O§x§4fy4fzz}.

3) Fesuncampo vectorial Cl en W.

Entonces, por el teorema de Gauss:

//(SUT)+ Fds= ///W div(F) dV.

La orientacién de S heredada por el teorema involucra normales de primera coordenada po-
sitiva, en tanto que para 1" es con normales de primera coordenada negativa. Asi que usando

258



Tamara P Bottazzi

estoy la aditividad de las integrales de superficie queda:

// F.dS:/// div(F)dV—// F.ds;
S1lra>0 w T1ra<0
1)

2)

1) div(F) = 14+ 0+ 4 = 5ylaregién W puede describirse mediante coordenadas
cilindricas, como

r =rcosf 0 <r<2
y =rsenf conq¢ 0 <60<27m
z =2z 0 <z<4—2%2—y2=4—12

De modo que

2 27 4—r?
/// div(F)dV = / / / 5 _r  dzdfdr
w o Jo Jo ~

J(r,0,z)
2 o ra 2
5/ / r(4 —r?) dfdr = 107 [27"2 - }
o Jo 4 o
407.

2) EldiscoT puede parametrizarse con

®(y, 2) = (0,9, 2),

(y,2) € D ={(y,z) : y* + 2* < 4}.Elvector normal se calcula como

o, =(0,1,0) -
{ d. —(0,0,1) =&, x®, =(1,0,0)
ysu primera coordenada es siempre positiva, entonces ® invierte orientacionde T'. Lue-

g0,

//TS F.dS = *//D F(0,y,2).(1,0,0) dydz = 7//19 V2 dydz = (+).

Enlaexpresiondeladerechahaquedado unaintegral doble sobre el disco D enel plano
yz. Aestose le puede aplicar ahora un cambio de variables a coordenadas polares (por-
queyaes unaintegral doble, recordar que en una integral de superficie “jamas” se pone
Jacobiano, pero una vez que esta la integracion en dos variables si se puede, si es nece-

sario).
{yzrcosH {0 <r<2
con
z=rsenf

Entonces, por teorema de cambio de variables

2 2w 2
(*):—/0/0 T30089d9dr=—/0 [7“3sent9]i7T dr =0.
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Conlo cual, queda

// F.dS=1)—2)=40r — 0 =407
Slra>0

y finalmente, el resultado que se busca es

// F.dS = —40m.
Slra<o

Figura 8.5: Superficie S = {(x,y,2) : =4 —y? — 22, 2 > 0} orientada

Ejemplo 8.1.9. Sea F' = (F}, Fy, F3) un campo vectorial C1(R?) y sea S la superficie del

11
conoz? = 22 + 9%, con0 < z < 1, orientada con normales tales que N (O, 3 2) =
1 1
0, —,——= |.Sidiv(F) = 322y F3(x,y, 1) = 22 + 42, calcular F.dS.
Esta superficie se trata del cono huecoy sin tapa, con 0 < z < 1, que no es una superficie
cerrada. Si se considera la tapa circular T = {(:l:,y,z) x4yt <1,z = 1}, resulta que
S U T siescerrada, pues es borde del cono macizo

W:{(m,y,z):x2+y2§22,0§z§1}.

El problema principal consiste en que la funcién F' no estad dada explicitamente, sino que hay
ciertainformacion sobre ella, por eso no se puede integrar directamente sobre .S. Conviene tal
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vez plantear este ejemplo en términos del teorema de Gauss y ver si en algin momento se ne-
cesita esta informacién que, en principio, confunde y desorienta. Como el enunciado asegura
que F es C'! en el espacio, se tiene que

/ / FdS = / / div(F) dV
(SUT)+ \Tg’ w

por analogia con el caso anterior, teniendo en cuenta las orientaciones heredadas por S U T’
de Sy T setiene finalmente que

/ / F.ds = / / / div(F) dV — / / Fds.
§3ra<0 w T3ra>0
1) 2)

. . . . 11
La orientacién pedida en este ejemplo para S es tal que en el punto <0, ok 2) el vector nor-

mal unitarioes ( > ,quetienetercera coordenada negativa. Porlo tanto, laorien-

0 1 1
9 \/ii \/5
tacion pedida es opuesta a la heredada por el teorema.

1) W puede describirse mediante coordenadas cilindricas, a saber:

r =rcosf 0<r<i
y=rsenf con 0<0<2m

z=2z r=+yr2+9y2<z<1.

1 p2m 1
/// 3224V = / / / 322 r dzdfdr
w 0 0 T
3 z=1 1

1
27T/ 3r Z] dr = 277/ r(1—r®)dr
0 3 z=r 0

Por lo tanto,

/ / y div(F) dV

Il
[N}
3
| —
‘%
[\
|
‘*3
[}
—_
o —
Il
[\
3
1
| =
I
| —
—_
|
| oo
3

2) ®(z,y) = (z,y,1) con (z,y) € D,disco unitario del plano real con centro en el ori-
gen, parametriza T'. El producto cruz es

(I)z:(]-voao) _
{ o (010 ~LxP:= (0,0,1)

y como su tercera coordenada es positiva, @ preserva la orientacion heredada por el teo-
rema de Gauss. Entonces,

// F.dS:// F(x,y,l).(0,0,l)dSz// 2?4+ y? dxdy
T3ra>0 T D
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yestaintegral doble puede ser calculada con cambio de variables a coordenadas polares

del plano,
27 T
//x—i—y dxdy—/ /Trdrd9—27r— =3
3 T 11
F.dS = - - = —
//sg RN ERETR

Figura 8.6: Cono orientado 22 = 22 + 3%, con 0 < z < 1,ytapacircular
> +9y*<lconz=1

Finalmente,

Ejemplo 8.1.10. Se considera el sélido de la figura 8.4, limitado inferiormente por un cilin-
dro con tapa inferior (pero no superior) de radio 1y altura 2 y superiormente por la superficie
simple regular Sj. Sabiendo que el volumen total del sélido es 8, calcular el flujo del campo
F(z,y,z) = (x +y,z — y, z) através de la superficie Sy orientada con vectores normales
hacia arriba.

Lo que se pide es ffsgmba F.dS, pero se desconoce la descripcién analitica de Sy, lo cual
hace imposible que se calcule esta integral de manera directa. El dato tal vez mas relevante, y
alavezintrigante porque no se sabe bien para qué sirve, es que el volumen del sélido total, W'.
Dicha regién tiene como borde la unién de tres superficies bien identificadas:

= Elcilindro circular hueco de altura 2 y radio 1, que se llamara S, sin tapa inferior ni su-
perior. Como se ve en la figura 8.4, dicho cilindro tiene el eje de simetria en (0, yo, 2),
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conyp € R fijo,ademds de que se encuentra apoyado en el plano z = 0. Por todo
esto, se puede afirmar que el cilindro se puede describir como

S={(x,y,2): 2® + (y —90)* =1,0 <z < 2}.
» Latapa circularinferior, que se llamara T', se puede describir de la siguiente manera:
T = {(1‘,1},2) : 5'32"‘(?9—240)2 < 17 Z:O}

= Lasuperficie Sp.

Entonces SoUSUT esunasuperficie cerrada porser fronterade W, que esunaregién uniénde
regiones elementales del espacio. Ademas, F es una funcién vectorial de tipo C'! en el espacio.
Por lo tanto, se puede aplicar el teorema de Gauss:

//(SOUSUT)+ Fds = ///W div(F) dV.

Las orientaciones heredadas por la superficie cerrada en el teorema son las siguientes:
= S queda orientada con normales que no apuntan al eje de simetria del cilindro;

= T queda orientada con normales que apuntan hacia abajo, esto es, con tercera coorde-
nada negativa;

= Sy queda orientada con normales que apuntan hacia arriba, esto es, con tercera coor-
denada positiva.

Usando esta informacion anteriory la aditividad de las integrales de superficie queda que

// F.dS—i—// F.dS+// F.dS:/// div(F) dV,
SgT‘lZO Safuera T3ra.<0 w

y por lo tanto, lo que se quiere calcular queda igualado a tres integrales:
// F.dS:/// div(F)dV—// F.dS—// F.ds
ng-azﬂ w Safuera T3ra.<0
1) 2) 3)

1) Ladivergenciaes:

P, OF, OF
div(F)z%—l—%—;—&-%:l—l—&-lzl,

///W div(F)dV = ///W 1dV = Vol(W) = 8.

y en este punto es cuando se tuvo que utilizar el dato del volumen que desorientaba un
poco.

Conlo cual
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2)

Como tiene radio 1 fijo, altura 2 y esta desplazado en y, al cilindro hueco S se lo puede
parametrizar de la siguiente manera:

®(0,z) = (cosB,send + yo, 2),
con (0, z) € [0,27] x [0, 2]. Antes de integrar, hay que fijarse si esta parametrizacién
preserva la orientacion que tiene heredada S

{ Oy = (—senb, cosh,0)

@z = (0)07 1) = ‘I)G X (bz = (COSG,SBHG)O).

Para ver si preserva conviene fijar el 4ngulo 6 = 7/2. Todos los puntos de la forma
®(7/2, z) se encuentran en larecta (0,1 + yo, 2), pues ®(7/2,z) = (0,1 + yo, 2).
En estos puntos, el vector normal (®y x @) toma los siguientes valores:

(Pg x ®,)(7/2,2) = (0,1,0)

y si se grafica esta situacion (ver figura 8.8) se puede notar que el normal en esos puntos
apunta en el sentido de la orientacién de S, pues pinchados en cada punto apuntan en
contra del eje de simetria del cilindro. Por lo tanto, al tratarse de una parametrizacién
regulary de una superficie orientable, @ preserva orientacion de S. Con esto,

27 2
// Fds = / / (cos @ + senf + yg, cos 0 — sen — yo, 2).
Safuera 0 0
(cosB,sen,0) dzdf

27 2
= / / 2sen 6 cos 6 + yo(cos — sen )
o Jo
+cos? 0 — sen? 0 dzdf
2m
= 2/ 2senf cos + yo(cosf — sen )
0

+cos? 0 — sen® 0 dzdb
—_———
cos(0+0)

sen 207"

5 =0.

= 2 {sen2 0 + yo(send + cos ) +
0

El disco T se puede parametrizar con ¥(z,y) = (z,y,0) con (z,y) tales que 2 +
(y —yo)? < 1.Elvectornormales ¥, x ¥, = (0,0, 1), porlo que W invierte orienta-
cidn, ya que la tercera coordenada es siempre positiva. Entonces, si D es el dominio de
la parametrizacion, se tiene que

// F.dSz—// (z+y,z—1v,0).(0,0,1) dzdy = 0.
T3ra.<0 D

Finalmente, queda lo siguiente

//3 | FdS=1)—2)—3) =87 —0-0=8.
sare
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Figura 8.7: Cilindro macizo con tapa inferior de radio 1 y altura 2y con tapa
superior Sy, simpley regular
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8.2. Practica

1

2)

Calcularel flujo del campo F'(z,y, 2) = (y + 2z, 2x — z, 3y + ) através de la super-
ficie frontera del cubo [—1, 3] x [0, 1] x [—2, 1] orientado con sus vectores normales
apuntado hacia afuera.

Calcular el flujo de F(x,y,2) = (zy,2%2%, cos(ysen(x))) a través de la superficie
frontera de cuerpo definido por 22 4+ 22 < 2,z < x,y < 3en el primer octante,
orientada con un campo de vectores normales tal que N (1/2,3,1/2) = (0,—1,0).

Calcularel flujode VU atravésdelafronteradel cuerpolimitadoporz < 6,z > z+2y
en el primer octante, con vector normal unitario entrante, cuando U (x, y, 2) = zy —
22 + 222

Calcularel flujode F(x,y, z) = (eyQZz,yz,:ryzz) através de la superficie 22 + 3% =

4,0 < x < 3orientada segln el campo de vectores normales que apunta hacia el eje
T
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Capitulo 9

Teorema de Stokes

9.1. Introduccidén

Definicién 9.1.1. El rotor de una funcion F : A C R3 — R3esun campo vectorial definido por

ik
rot(F) = V x F:=det a% a% %
F, Fy, I3y

= ((F3)y - (F2)za (Fl)z - (F3)Jca (F2);c - (Fl)y) s (9.1.1)

siendo F(x,y,2) = (Fi(z,y,2), Fa(z,y, 2), F3(x,y,2)) = (F1, Fy, F3)y los subindices
x, vy, z denotan a las derivadas parciales de las coordenadas F’; de F'.

Teorema 9.1.2. Sea C una curva cerrada y orientada, frontera de una superficie S C R3 orientable.
SiF: ACR? — R3uncampo C* entodo S, entonces,

/ F.ds = // rot(F).dS, (9.1.2)
Cor Sind

con la orientacion de .S inducida por la de la curva C, en el sentido de que al caminar por C, S debe
quedar siempre de la izquierda (o también puede verse con la regla de la mano derecha: si se cierra la
mano derecha siguiendo el sentido de la orientacion de C, el dedo pulgar quedara indicando el sentido
de los vectores normales de la superficie S).

Una observacion muy importante es el hecho de que este teorema vale para cualquier su-
perficie que tenga como borde a la curva en cuestion. Por ejemplo, para el caso de la curva
C={(z,y,2) €R®: 22 +y* =1,z = 1}, podemos notar que

Si={(a,y,2) ER®: 2® +¢y? = 2,2 <1}

ng{(ﬂc,y,z)eRS: x2+y2§1,z:1}
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son dos superficies orientables distintas (una es un paraboloide y otra un disco) que la tienen
como borde. Sise aplica el teorema de Stokes sobre cada una de ellas, teniendo una F' que sea

C', entonces,
// rot(F).dS = F.ds = // rot(F').dS.
S'lind Cor S;nd

Figura 9.1: Superficies S, y S, que tienen como borde ala curva 22 + 3% = 1,
z=1

Ejemplo 9.1.3. Sea C la curva dada por la interseccién de las superficies 32 + 22 = 1y x +
y = 2, conorientacidonantihorariavistadesde el origen.Si F'(x, y, 2) = (z, eseny, e — m)

calcular lacirculacionde F'alolargode C.

Para resolver esto, primero se puede realizar un grafico de la curva C, que es una elipse en
el plano x + y = 2, dado que es la interseccién entre dicho planoy el cilindro 42 + 22 = 1.
La circulacién del campo F'alo largo de C' esta dada por la integral de linea:

F .ds.
Co’r‘

Esta integral se puede plantear porque no resulta dificil parametrizar la curva (por ejem-
plo, con la funcién o(t) = (2 — cost,cost,sent),con0 < ¢t < 2m), pero no se puede re-
solver simplemente porque quedan para calcularalgunas primitivas que se desconocen. Por lo
tanto, se puede ver si se estd en condiciones de aplicar el teorema de Stokes, pues este relaciona
unaintegral de linea sobre una curva cerrada con una de superficie.
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1) C'escurvacerraday es borde, por ejemplo, de la superficie

S={(z,y,2) eER®: x+y=2 A"y’ +27 <1},

que es la superficie eliptica.
2) FesuncampoC'en S, puescadacomponente esuna funcién C'! en S (més adin, F es
C" entodo el espacio).

Con estas hipétesis cumplidas se esta en |a condiciones del teorema de Stokes, asi que:

/ F.ds= // rot(F').dS,
CU‘V' Si’nd

donde el término de laizquierda es la circulacién del campo F'alo largo de C' (lo que se pidey

que es dificil de calcular). La orientacion de la superficie S inducida por la de la curva C es, por

regla de la mano derecha, tal que la primera coordenada del vector normal a S sea positiva.
Se calcula, entonces, la integral del término de la derecha, esperando que sea mas simple

que la de laizquierda. Para ello:
1) Se busca una parametrizacion de S:si el cilindro y2 + 22 < 1se parametriza con
y =rcosf
z=rsenf
con(r,0) € D :=10,1] x [0,27],y
r=2—y=2—rcost.
Entonces, ® : D — R3,dadapor®(r,6) = (2 — rcos 0,7 cos ), r sen 0) es parame-
trizaciéonde S.
2) Con esta parametrizacion, el vector normal es
D, x &y = (r,7,0).
Comor > 0, tenemos que la primera coordenada es mayor o igual que 0, entonces ®
invierte orientacion.

3) Elrotorde F', por (9.1.1) se calcula como:

rot(F) = V x F := det =(0-0,141,0-0) = (0,2,0).

St~
$§‘®M>
it SN

Con todo lo anterior,

2 1
// rot(F).dS = — // (0,2,0).(r,r,0)dr df = 7/ / 2rdrdf = 2.
Sind ~~ D 0 0

D inv.
/ F .ds = —2m.
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Figura 9.2: Curva determinada por la condiciones 3> + 22 = lyx +y = 2

Ejemplo 9.1.4. Determinar si es posible aplicar el teorema de Stokes para calcular la circula-
Y

TE R Er R z) alolargodelos bordes de las super-
rEH+YyT 2Tty

ciéndel campo F'(z,y, z) = (

ficies:
1) Slaregiéndel plano z = 0 que verificaz? + y? < lyx +y > 1.
2) Selcirculoxz? +y2 < lenelplanoz =0

En cada caso, calcular la circulacion de F'alo largo de C, de modo tal que la curva en cuestion
esté orientada de forma antihoraria vista desde el eje positivo de las z.
La circulacién de F' a través de una curva C orientada esta dada por la integral de linea

/ F.ds.
c

1) Eneste caso, lasuperficie se trata de una porcién del disco unitario, cortada por una rec-
ta que no pasa por el centro de dicho disco (ver figura 9.3). La curva borde C' de esta
superficie es la unién del cuarto de arco de la circunferencia unitaria y el segmento de
r+y=12=0con0 < x < 1.Sepuede versi se cumplen las hipétesis del teorema

de Stokes:

= (Ces cerrada por definicién, simpley estd orientada;

= Sessuperficie orientable;
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s [ esuncampo C! siemprey cuando (z,y, z) # (0,0, 2), es decir, siempre que
x e y no sean simultdaneamente 0. De hecho, F' ni siquiera se encuentra definida
en (0,0, z), pues es en donde el denominador del cociente que hay en las primera
dos componentes se anula. Esto ocurre en todo el eje z, pero este no tiene inter-
seccién con S, de modo que F esta definiday donde lo esté sera C'L.

Con esto, se puede plantear la igualdad del teorema de Stokes

/ F.ds = // rot(F).dS .
C Sind
—_—
)

(1

Entonces, se calcula (1):

7
9
ox

a¥os.

rot(F) =V x F := det

v Po mo

7m2+y2 22 + 12

2(2% +y?) — 2(2 + )
= (0—0,0—07 o =(0,0,0).

[ pas=[[ ©000ds-0
C Sind

2) Como se observo en el primer item, la funcién F' no esta definida en el eje z, que en
este caso tiene el punto (0, 0, 0) de interseccidn con el disco unitario S. De modo que
F nopuedeser C! en Sy novaldria el teorema. Si se buscara otra superficie orientable
que tenga a la circunferencia C' de borde siempre se tendria al menos un punto (0, 0, z)
que perteneceria a ella (y esto se puede visualizar graficamente). La Gnica opcién que
queda es calcular la integral de manera directa: o(t) = (cost,sent,0),t € [0, 27] es
parametrizacién de C tal que

Por lo tanto,

c(0) =(1,0,0)
o(n/2) =1(0,1,0)
o’(t) = (—sent,cost,0) # (0,0,0),

lo cual dice que o preserva orientacion de C'. Entonces,

27
intc F.ds = / (—sent,cost,0).(—sent,cost,0) dt
0

—F(o(t)) —o'(t)

27
= / cos®t +sen’t dt = 2.
0 ﬁ_/

=1
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Se puede observar que estaintegral es no nula. Sise calculara ffs rot(F’).dS, estadaria
Oal serel rotor nulo, por lo cual se pone en evidencia que al no cumplirse las hipdtesis, la
igualdad del teorema de Stokes puede no cumplirse. O sea que para calcular la integral
de linea no se puede utilizar dicho teorema.

Figura 9.3: Regién S plana 2 + 3> < 1yz + y > 1, consu curva frontera

Figura 9.4: Curva C, fronterade 2> + 4% < 1,2 = 0

Ejemplo9.1.5. Calcularlaintegral delineade F(z,y,z2) = (2y + e’”z, Tz + eyQ, Ty + ezz)
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alolargodelacurvafronterade x +y + z = 2, enel primeroctante con z > z + y recorrida
positivamente si se la observa desde el eje positivo z.

En primer lugar, para saber cémo es la superficie S'y su borde C, se debe tener en cuenta
dequex + y + 2z = 2es una plano que pasa por los puntos (2,0, 0), (0,2,0) y (0,0,2). La
condicién del primeroctante limita a que sea una porcion triangular de ese plano. La condicién
z > x + yesunsemiespacio determinado por el plano 2z = x + y, aquel que tiene al punto
(0,0,2) (pues verifica la desigualdad estricta). Si se igualan las dos ecuaciones de los planos
z=x+yyzr+y+ 2z = 2seobtienelosiguiente:

z r+yNae+y+z=2=22=2=2=1
z =1Nz=z+y=2+y=1

Lo cual dice que la interseccién entre los dos planos es el segmentox +y = 1enz = 1. De
este modo, S queda graficada como en la figura 9.5a. Susombra en el plano xy es el triangulo
D, que se puede describir como

Esto servira si es necesario parametrizar a S. Por otro lado, se puede ver con cierta simpleza
que se cumplen las hipdtesis del teorema de Stokes:

= (escurvafronterade S, asi que es cerrada;
» S essuperficie simpley regular, orientable;
= FesClenR3.

Por lo tanto,

/F.ds = // rot(F').dS.
c \Tg" gind

La orientacion inducida por C de S, por regla de la mano derecha es con normales apuntando
hacia arriba, es decir, con tercera coordenada positiva.
Se calcula el rotor:

UF) =V x Fo=det| gz g 5 | =(E-50z-0),
zy+e*  zx+e¥ zy+ef

[SSRNEIPY

y una parametrizacién de S es:
‘I’(%y) = ((E, Y, 2—x— y)7

con (z,y) € D.
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Figura 9.5: Superficiez + y + z = 2, enel primeroctanteconz > = + y,su
sombraen z = 0y suorientacion inducida

(b) Sombra en el plano
(@S z2=0

Como la tercera coordenada es constantemente 1 > 0, se deduce que P preserva orientacién
de S (lainducida). Con esto,

/ F.ds // (z— 2,0,z —x).dS
C §3ra.>0

1 1—x
/ / (2—-2x—y,0,2 —2x—y).(1,1,1) dydx
o Jo

1 pl—z 1 y? y=1-a
= 2// 2721’7ydydx:2/ {QyQIy} dx
o Jo 0 2],

1 g,2 1
or° — 6x + 3 5 3 3 )
= Tt dr =222 - Sa? 2 ==,

/0 5 x [633 23: +2x]0 3

Ejemplo 9.1.6. Calcularlaintegral del campo

1
F =(2y+In(z®+1 — In(sen?
(0002) = (204 Ina? + 1), ~ IaGsen?) oy + 5 )
alolargodelacurvaCimagende a(t) = (2cost,3 — 2cost,2sent),0 < t < 2.
Si bien se tiene la curva caracterizada via una parametrizacion, al plantear la integral de
campo por definicién queda una integral imposible de calcular. Por lo que habra que ver si se
puede aplicar el teorema de Stokes nuevamente.

= A pesarde que C no estd dada de manera explicita, se puede intentar graficar a partir
de la parametrizacién dada, ya que C' = I'm(«). Se tiene que si (z,y, 2) € R3esun
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punto de la curva, debe cumplir que

r = 2cosl
y =3—2cosf
z = 2senf.

Con esto se puede ver que esos (z, y, z) € C cumplen también
22 + 2% = (2cos6)? + (2senh)? = 4,

y=3—2cosf =3 —x.

Lo cual termina definiendo a C' como una elipse en el planoy = 3 — x de sombra
22 + 22 = 4enel plano zz. Esto se puede ver en la figura 9.6.

= Esta curva es frontera de la superficie eliptica .S, definida como

S:{(;v,y7z): x2+z2§47y:3—x}.

= ;Sesabe algo acerca de la orientacion de la curva? Si, pues al definirla como imagen de
una parametrizacion dada, se supone que su orientacion es la misma en la que recorre
«aC'.Demodo que, si

al0)  =(2,1,0)
a(r/2) =(0,3,2)
o #(0,0,0),

se puede afirmar que C' esta orientada horariamente vista desde el eje positivo y (o, lo
que lo mismo, antihorario visto desde el origen, la forma en que se explica puede diferir,
pero la orientacion es la misma).

= FesClen S, pues niel logaritmo ni el cociente tienen ningn tipo de problema.

Por lo tanto, el teorema de Stokes afirma que

/ F.ds = // rot(F).dS,
C Sind

donde la orientacion de .S inducida por C'es, por regla de la mano derecha (recordar: cerrar a
palma de lamano derecha en el sentido de orientacién de la curva, dejando el dedo pulgar co-
mo sefialador de la orientacion de los vectores normales de \S), tal que la segunda coordenada
del vector normal sea negativa. Si

i J k
0 0 9
rot(F') = det oz dy 9z 1
2y + In(z? + 1 -1 2 -
y+In(z®+1) zz—In(sen®y) axy+ 2

=(x—2,0-y,z—2)=(0,—-y,z—2)
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Figura 9.6: Curva C'imagende o(t) = (2cost,3 — 2 cost, 2sent),
0<t<2m

11
T

y una parametrizacién de S es
O(x,y) = (z,3 —z,2),

con (z,y) € D = {(z,y) : 2%+ 2? < 4}.Elvector normal se calcula:

®, = (1,-1,0) B
{ 5. =0.01) = d, x &, = (—1,-1,0)

y, como la segunda coordenada de este tltimo vector es siempre negativa, resulta que ® pre-
serva la orientacion inducida de S. Luego,

/ F.ds // (0,3 —xz,z—2).dS
C S2da.<0

//D (0,3 — 2,2 — 2).(—1,~1,0) dad=

= // r — 3dxdz.
D

D esundisco del planoy se trata de calcular ahora una integral doble sobre él, si se aplica el
cambio de variables a coordenadas polares

x =rcost 0 <r<2
z =rsenf con 0 <0<2m,
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queda que

2 2
// x—3drdz = / / (rcos® —3) r dfdr = —37rr2|2 = —127.
5 -~/ ) N 0
TCv J(r,0)

Ejemplo9.1.7. Sean F(z,y,z) = (y+ 2,z +x,x + y)y C lacircunferencia interseccion de
2% +y? + 22 = 2yconelplanox + y + 2z = 0 orientada en el con el sentido (1,0, —1),
(0,1,-1),(—1,0,1). Calcular la circulacién del F' campo F alolargode C.

En este caso, C'es una circunferencia de radio v/2 en el plano = + 3 + z = 0, ya que este
plano corta a la esfera unitaria pasando por su centro (0, 0, 0) (ver figura 9.7). No resulta una
curva facil de parametrizar (pero tampoco es muy dificil). Pero si se considera el disco del cual
esta curva es borde, como F es C'! en todo el espacio, se tiene que la circulacién de ' a lo largo

de Cesiguala
// rot(F').dS
Sind

y al calcular el rotor de F' este da 0. Por lo cual,

/ F.ds = 0.
c

Figura 9.7: Circunferencia interseccién de 22 + > + 22 = 2yconel plano
r+y+z2=0
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Ejemplo 9.1.8. ;Cudl es la circulacion del campo F'a lo largo de la curva C'si
Fo,y,2) = (" = 2% y+y7 +1n(y - 2), 20— In(* + 1))

y C'es la curva interseccién de las superficiesy = 4 — 22 — 22 ey = 22 + 22 + 2si Cesta
orientada en el sentido (1, 3,0), (0,3,1), (-1, 3,0)?

La circulacién del campo F'a lo largo de C' esta dada por la integral de linea fc F.ds, con
la curva orientada como se pide. Esta curva es la interseccién de dos superficies, que son justa-
mente dos paraboloides que tienen a y como eje de simetria. Al cumpliresto, sumado al hecho
de que se trata de dos paraboloides circulares, se esperaria que la curva interseccion fuera una
circunferencia (ver figura 9.8). Esto se puede corroborar analiticamente igualando las expre-
siones que describen a ambas superficies:

=4 — 2 _ 2
{z=x2+z2+2 = y=4-(y-2) =y=3=1=2"+2"

Es decir que C es la circunferencia unitaria 22 + 22 = lenel planoy = 1. Al considerar su
orientacion segln en el enunciado se puede advertir que esta es equivalente a decir que C' esta
orientada antihorariamente vista desde el origen.

Sise quiere aplicar el teorema de Stokes, hay que fijarse que la curva en cuestién sea cerra-
da. Como, efectivamente lo es, hay que decir de qué superficie es borde: en este caso estan los
dos paraboloides pero acotados,yy = 4 — 22 — 22,con3 <y < 4,yy = 22 + 22 + 2, con
0 < y < 2;ademas esta el disco unitario 2% + y=1, cony = 3. Desde ya que conviene tomar
la superficie mas simple, que en este caso se trata del disco, porque es una region plana, pero
hay otra razén adicional: el campo F’ solo estd definido para (z,y, z) cony > 2, pues en su
segunda componente aparece In(y — 2), lo cual hace que no se pueda tomar el paraboloide
y =224+ 224+2,c0n0 < y < 2,yaque este tiene su vértice con yy = 2y alli F’ no puede ser
ch.

Por lo tanto, sisetomaa S = {(m, y,2) 224+ 22<1,y= 3} y se aplica el teorema

de Stokes, queda:
/ F.ds = // rot(F').dS,
C or

con S orientada con normales con segunda coordenada negativa (se sugiere al lector controlar
esta orientacién inducida).

Yo =

j
rot(F) = det 2% a% ~
e —2%2 y+y"+In(y—2) 2z—In(z2+1)

= (0,-2,0).

En lugar de buscar una parametrizacién ¢ de S'y luego controlar si ® preserva o no su orien-
tacion, se hara lo que se plante6 en la observacion 5.4.14. Como S es una superficie que se en-
cuentraen el plano y = 3, tiene normales constantes. Un vector normal de S que apunte en
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el sentido inducido, o sea, con segunda coordenada negativa, es (0, —1,0), de modo que

//Sada.go rot(F).ds = //S rot(F).(0, —1,0) dS
//S2d5:2//sld5‘:2A(S),

Pero S es un disco de radio 1, del cual se conoce su drea por la férmula 7 radio®. Entonces,

/ F.ds =2A(S) = 2.
C

Figura 9.8: Curva interseccién de las superficiesy = 4 — 22 — 22

y=ax’+2>+2

e

R
i 7

Ejemplo9.1.9. Calcularlacirculaciénde F(x,y, 2) = (z+¢* , 2 —In(1+?2),0) alolargo
de la curva interseccién de las superficies 22 + y* = 2,y = /a2 + 222 orientada en sentido
horario visto desde el origen del sistema de coordenadas.

La superficie 2 + y> = 2 es un cilindro no acotado de radio v/2 con eje de simetria
(0,0, 2). Laexpresion y = /2 + 222 resulta equivalentea y?> = 2 + 222 cony > 0,
lo cual deja mds en evidencia que se trata de un cono eliptico con eje de simetria (0, y,0). La
curva C'interseccién no se trata de un curva plana (ver figura 9.9), pero se trata de una elipse
curva. Susombra en el plano zz se puede obtener a partir de la igualacion de las expresiones
que describen a las superficies:

2 +y? =2 2, 2 2 2, ,2
y _ /T =o'+ 4+222=2=1=z"+ 2%
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Asique lasombra es el disco unitario. Para aplicar el teorema de Stokes, hay que mencionar las
siguientes cuestiones.

= ('escurva frontera de la superficie eliptica que se encuentra en el cilindro 22 + 2 = 2,
que se puede describircomo S = {(z,y,2) : 22 +y? =2, 2? + 22 < 1}. Es decir,
Sestaenelcilindroesey susombraes el disco 22 + 22 < 1enel plano zz;

= [ esuncampo C' en el espacio;

= |aorientacién dela curva C induce una orientacién en S, tal que sus vectores normales
tienen segunda coordenada positiva.

/F.ds = // rot(F).dS.
c \Tg" or

i
rot(F') = det 2
s4e” x4 In(1+ y?)

Con esto,

Se calcula el rotor:

%‘@h.)

k
% :(07171)
0

Y se busca una parametrizacion de .S, que puede pensarse como
D(r,0) = (rcosb,y(r,0),rsenb),

con (r,0) € [0,1] x [0, 27]. El dominio de la parametrizacién surge del hecho de describir al
disco unitario que essombrade laregiénen el plano xz. La (nica cuestion es decidir cémo sera
y(r, 6):al describir S se mencioné que esta superficie se encontrabaenel cilindro 22 +72 = 2.
Comoeneste casoy > 0, se puede despejara y en funcién de x = r cos 0, quedando

y=1/2— (rcosh)’.

Ahorase calcula el vector producto cruz de las derivadas parciales y se corrobora la orientacién
de la parametrizacién:

_ 2
<cos 0, Lse, sen 9)

o,
2 —2r2 cos? 0

r=cosf sen 6
Dy <—r sen ), —,71cos 0>
V2 —r2cos? 6
El asterisco en la primera coordenada es porque el rotor tiene la primera coordenada nula,
cuando se haga el producto escalar, este anulara a la primera componente de ®,. x ®y asi
que realmente no importa cuanto vale en esa coordenada. Para ver el tema de la orientacién
se puede notar que la segunda coordenada es siempre negativa porque r > 0, asi que ® in-
vierte orientacién de S. Por lo tanto,

// rot(F).ds = *//D (0,1, 1).(+, =7, 0) drd6
_/01/027r _rdfdr = 27 EEZW
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Figura 9.9: Curva interseccion de las superficies 2% + > = 2e

y = Va?+222

I|'IJ'.I
o
=

9.2. Practica

1) Sea F uncampo C? en Ry S una superficie cerrada. Demostrar que el flujo de rotF a
través de S es nulo.

2) Comprobarquese verificael teoremade Stokesenel caso F'(z,y, 2) = (3y, —xz, yz?)
y Slasuperficiez = (22+y?)/2, 2 < 4.Indicaren un grafico claramente cémo orienta
alasuperficie S'y a suborde.

3) Determinar si es posible aplicar el teorema de Stokes para calcular la circulacion del
— Y €T S
campo F'(x,y,z) = <_W s z) alolargodelos bordes de las superficies:

1) Slaregiondel plano z = 0 queverificaz? +y? < 4dyx +y > 4.
2) Selcirculoz? + 42 < 4enelplanoz = 0.

En cada caso, determinar la circulacién de F alo largo de las curvas indicadas y el flujo
de rotF a través de las superficies dadas.
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4) Mediante una aplicacion conveniente del teorema de Stokes, calcular la circulacién de
los siguientes campos a lo largo de las curvas indicadas.

1) F(z,y,2) = (2y,xz,zy)alolargodelacurvaCimagendea(t) = (4 cost,2,4sent),
0<t<2nm.

2) F(z,y,z) = (xy, zz, zy) alo largo de la curva fronterade z + y + z = 2,en
el primer octante con z > x + y recorrida positivamente si se la observa desde el
eje positivo z.

5) Calcularlacirculaciénde F'(x,y, z) = (In(1+2?),x —y,z —y)alolargodelacurva
bordedelasuperficiez = 22,y < x,z < 4enel primeroctante orientada en el sentido
(2,0,4),(0,0,0),(2,2,4).

6) Sean F(z,y,2) = (y, —x, z23y?)y S lasuperficiedada por z? +y? + 22 = 4,2 < 0
orientada con vectores normales hacia arriba. Calcular [ V x F.

(t,t%,0) sit € [0,1]

7) Sea C'la curva definida por la trayectoria «(t) = {(2 L2 1.0) site[L2)
T he T b Sl )

1) s« esunaparametrizacionde C?

2) Consideremos a C' orientada por «, scuanto vale la circulacién de F a lo largo de
C'si F esun campo vectorial C! que verificarot F'(z, y, z) = (—x,0, 2—x), para
todo (z,y, 2) € R3?

8) ;Cudleslacirculaciéndel campo FalolargodelacurvaC'sirotF (z,y, 2) = (=22, y, 222—
2)y Ceslacurvainterseccién de las superficies z = 4 — 22 — 3%y z = 22 + 3% + 2si
C'esta orientadaen el sentido (1,0, 3), (0, —1, 3), (—1,0, 3)?

9) Calcularlacirculaciénde F(z,y, z) = (y>+senx, cos® y, arctg z+a3) alolargode
la curva C parametrizaday orientada por a(t) = (2cost,sent, 5 — 2cost — sent),
0<t<2m.
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Apéndice A

Curvas planas especiales

A.1. Circunferencias

Asumiendo la identidad trigonométrica cos? (t) + sen?(t) = 1y queel cos(t) y el sen(t) son
la primeray segunda coordenadas, respectivamente, de un par ordenado (z, y), tenemos que
2?2 + y? = lyestorepresenta la circunferencia unitaria (de radio 1) con centro en (0, 0).

Figura A.1: Circunferencia 2> + ¢y = 1

De manera analoga, si se consideran xq, o, € R, > 0y el siguiente cambio de varia-
bles

T —x9=rcCcost,y—yp=rsent

setiene que

2

(x —20)> + (y — yo)? = r?cos®t +r?sen’t.
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Esto permite generalizar laidea anterior a circunferencias que no sean unitarias ni tengan cen-
tro en el origen. Por lo tanto, se llega a que una circunferencia es el siguiente conjunto de pun-
tos

C={(z,y) ER?: (z —x0)* + (y — y0)> =%} . (A1)

(20, yo) se denomina centro de la circunferencia y r es el radio de la misma (siempre mayor que
0). Se destaca el hecho de que el centro de la circunferencia es un punto que no esta en ella, es
decir, (zo,y0) ¢ C, pues (2o — 20)? + (yo — yo0)? = 0 # r?,salvoquer = 0; en cuyo
caso, la circunferencia es un punto y su centro es el dnico punto que ella tiene (xq, yo). Otra
caracteristica que cumple el centro de la circunferencia es que equidista de todos los puntos
deella, mas alin, esa distancia es la que se denomina radio de la circunferencia.

Ejemplo A.1.1. El conjunto de puntos dado por
2 2 o 1
C={(,y) €B: (1 -1+ (y -2 = ;)
es una circunferencia de centro (1, 2) y radio %

Figura A.2: Circunferencia (x — 1)2 + (y — 2)2 = i

A.2. Elipses

La elipse puede pensarse como una deformacién de una circunferencia o, mejor adin, como un
caso mas general, que contiene a la circunferencias como un ejemplo especifico. Sixz = a cost
ey =bsent,a, b > Otenemosque i—z + %—j = 1.Estoequivaleadecirquealacircunferencia
unitaria del caso anterior la deformamos en un factor “a” horizontalmente y en un factor “b”
verticalmente. Si se extiende este mismo concepto a elipses con otros centros, queda definido
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el conjunto de puntos que conforman una elipse de forma mas general

( — 560)2 (y — Z/o)2 _ 1}

o+ (A2

E = {(a;,y) cR?:

(20, yo) se denomina centro de la elipse a'y b son los radios menor y mayor. Debemos tener en
cuenta que el centro de la elipse no es equidistante a cualquier punto de ella, eso solamente
ocurre en el caso que la elipse sea una circunferencia, es decir que a = b.

Figura A.3: Elipse (“3_9;0)2 + (y—b.go)2 1

a

Una observacion importante es el hecho de que para identificar claramente una elipse, la
ecuacion debe tener en la expresion de la derecha siempre un 1. Por ejemplo, el conjunto

C={(x,y) €R?: 42® + (y +1)*> =9}

corresponde a una elipse. En efecto,

422 1)2 422 1)2
i+ 9 4t 1)
9 9 9 9
2 12
S sl
9 9
4
y, finalmente,
a? | (y+1)°
= o+
EIER

En este caso, la expresidn corresponde a la de una elipse con centro en (0, —1), cona = % y
b = 3. Lo Gnico que se hizo fue manipular algebraicamente la ecuacién, por ejemplo se utilizé
que4 = 1 yluego se escribié todo lo del denominador como cuadrados para obtener a y b.

4
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FiguraA.4:Elipse42” + (y + 1)> =9

A.3. Hipérbolas

Sea H el siguiente conjunto
H={(z,y) eR*: 2° —y* =1}. (A3.)

Setiene que 72 — y? = 1,0 equivalentemente (x — y).(x + y) = 1,yaquese trata de una
diferencia de niimeros reales al cuadrado. Si consideramos un cambio de variables lineal, Ty
a7y, definido por:

T=x—y,y=x+y, (A3.2)

queda
zy=1
y esto no es mas que una hipérbola en el plano 7, 7, con asintotasz = 0yy = 0. Volvien-
do a las variables z e y originales, se tiene que 2 — y? = 1 es una hipérbola con asintotas
x—1y = 0yx+y = 0,0seaque las asintotas son oblicuasy son las rectas identidad y su per-
pendicular que pasa por el (0, 0). También podriamos haber deducido que las asintotas eran
esas pensando lo siguiente: si (x — y).(z +y) = 1, entonces, (z —y).(z +y) # 0,deloque
sededucequex —y # 0y + y # 0. Esto implica que los puntos en los que z = y o los que
x = —yno pertenecen a la hipérbola, por lo tanto, conforman las asintotas. El grafico de este
tipo de curva es el correspondiente a |a figura A.5y consta de dos tramos no conectados entre
si.
Por otra parte, si se considera este otro conjunto de puntos

S={(z,y) eR?: y? —2? =1}

setienequey? — 22 = 1 & 22 — y? = —1, conlo cual haciendo nuevamente el cambio de
variables (A.3.2) queda
Ty=—1.
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Figura A.5: Hipérbolaz? — > = 1

De este modo, las asintotas serian las mismas del caso anterior pero en este caso la curva pasa
por los puntos (0, —1) y (0, 1). La curva correspondiente es la de |a figura A.6.

Figura A.6: Hipérbolay? — 22 = 1

Del mismo modo que en los casos anteriores se puede generalizar la férmula de la hipér-
bola, como a continuacién:

H={(z,y) eR*: (z —20)® — (y —y0)* =d,d € R}. (A33)

Sid > 0, el grafico de la hipérbola es similar al de la figura A.7a. Sid < 0, el grafico de la
hipérbola es similar al de la figura A.7b. Si d = 0, tenemos un caso distinto, dado que

(r —20)(y —y0) =0 & =200y = Yo.
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Figura A.7: Hipérbola (v — 2¢)? — (y — 10)? = d

(@d>0 (b)d <0 (©d=0

Por lo tanto, la hipérbola degeneré en sus asintotas que son las dos rectas © = xg ey = ¥o.

Ejemplo A.3.1.
S={(z,y) eR?: (z—1)°— (y+2)*=2}.

Factorizando la diferencia de cuadrados
—1—-y+2)z—14+y—2)=2(r—y+1)(z+y—3)=2,

locualimplicaquex —y + 1 # Oyquex + y — 3 # 0. Entonces las asintotassony = x + 1
ey = 3 — xylacurvacorresponde a la figura A.8.

Figura A.8: Hipérbola (v — 1)? — (y +2)? = 2
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Apéndice B

Comandos para graficar con el
programa Mathematica

Algunos comandos basicos del programa Mathematica (resultan validos para dos o tres varia-
bles, indistintamente):

1

{z, y} representa un vector de dos coordenadas x e y. Si se quieren agregar coordena-
das, se lo hace mediante comas.

Axes — True: grafica los ejes cartesianos (si no se quiere graficar se pone False, en lugar
de True).

AxesOrigin — {0, 0}: grafica el corte de los ejes cartesianos.

AxesLabel — {x,y}:le danombre a los ejes cartesianos x e y, en ese orden, respecti-
vamente.

Frame — False: no coloca marco al grafico.
Ticks — None: no coloca valores numéricos ni marcas en los ejes cartesianos.
PlotStyle —: hace de un determinado estilo o color una linea o regién.

PlotPoints — 40: indica cudntos puntos de evaluacion hara para graficar el comando
(mientras mayor es el nimero, mas calidad tiene el grafico, pero en contraparte es mas
pesado para almacenarlo como dato).

Nota 1: Siempre antes de realizar un grafico conviene colocar la frase Clear(x, y], pues de
este modo se evita tomar variables con valores previamente asignados en el archivo (si hay
nuevas variables definidas, también conviene incluirlas dentro del comando Clear).

Nota2: Enlos graficos que sonen 2D (en el plano) se puede escribir encima, marcar flechas
de direccion, senalary editar haciendo click derecho sobre la imagen.

Nota 3: Al terminar de escribir un comando se debe pulsar shift+enter para que el progra-
ma procese lo ingresado.
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Capitulo1

Figura1.1:

RegionPlotly < 10(z — 1)"2z(x + 0,5)(x — 0,5), {z, —1,1}, {y, —4,4},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z, y},

Frame — False]

Figura1l.2a:

RegionPlot[0 < z < 4n&&Sin[z] < y < Sin[z] 4+ 1,{z, 1,27}, {y, —2, 2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — False,
Frame — False]

Figura1.2b:

RegionPlot[0 < y < 4n&&Sin[2y] < = < Sin[2y] + 1, {z, -2, 2}, {y,0, 7},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — False,
Frame — False]

Figurail.2c:

RegionPlot[z"2 + y2 < 1, {=, —2, 2}, {y, —2,2}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — None,

Frame — False]

Figura1.3:

gl = RegionPlot[l < z < 3&&1 <y < 2,{x,—,25,4},{y, —,5,2},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{{1,a},{3,b}}, {{1,c},{2,d}}}, Frame — False];

cl = ParametricPlot[{u, 1}, {u,0,1}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed];
c2 = ParametricPlot[{u, 2}, {u, 0, 1}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed];
c3 = ParametricPlot[{1,u}, {u, 0,1}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed];
c4 = ParametricPlot[{3,u}, {u, 0,1}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed)];
Show(g1, c1, 2, c3, c4]

Figura1.4:

RegionPlot[z <y < 2z, {x, —,5,1}, {y, —2, 2}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — {{-2,—-1,0,1,2},{—1,1}},
Frame — False]

Figura1.5:

RegionPlot[—1 < o < 1&&1 <y — 22 < 3&&1 <y — 2z < 2,
{z,-2,2},{y,—1,4}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{—1,0,1},{—1,1,2,3,4}}, Frame — False]

Figura1.6:

RegionPlot[z"*2 + y"2 < 1,{z,—2,2}, {y, —2,2}, Axes — True,

AxesOrigin — {0,0},

AxeslLabel — {z,y}, Ticks — {{—2,—1,0,1,2},{—1,1}}, Frame — False]
Figura1.7:

g1 = RegionPlot[(x — 3/2)"2 + (y — 2)"2 < 1,{=x, 1,3}, {y, —1,3},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z, y},

Ticks — {{{3/2,x0}}, {{2,y0}}}, Frame — False]
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cl = ParametricPlot[{u, 2}, {u,0,3/2}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed];
c2 = ParametricPlot[{3/2, u}, {u, 0,2}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed];
Show(g1, c1, 2]

Figura1.8:

RegionPlot[z"2/3"2 + y"2/2"2 < 1,{z, —4,4}, {y, —4,4}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks = {{{-3,—a},{3,a}},{{—2, b}, {2,b}}}, Frame — False]

Figura1.9:

s1 = RegionPlot[(z + 1,5)°2/3"2 + (y — 2)/2/(1,5)"2 < 1, {x, —4,5,4},

{y, —4,4}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z,y},

Ticks — {{{—4,5,x0 — a}, {—1,x0},{1,5,x0 + a}}, {{,5,y0 — b}, {2,y0},
{3,5,y0 + b}}}, Frame — Falsel;

c1 = ParametricPlot[{—4,5, u}, {u, 0,2}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed];
c2 = ParametricPlot[{1,5, u}, {u, 0,2}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed];
c3 = ParametricPlot[{u, ,5}, {u, —1,0}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed];
c4 = ParametricPlot[{u, 3,5}, {u, —1,0}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed)];
Show(s1, c1, c2, c3, c4]

Figura1.10:

gl = RegionPlot[z"2 — y"2 < 1&& — 1 <y < 1,{z, —4,4},{y, -3, 3},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z,y},

Ticks — {{—3,-2,-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}}, Frame — False];

hiperbola = ContourPlot[z*2 — y"2==1, {x, —4,4}, {y, —3, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — {{—3,—-2,—1,0,1,2,3},
{-2,-1,1,2}}, Frame — False];

rectas = ContourPlot[{y==1,y == —1}, {z, —4,4}, {y, —3, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y}, Ticks — {{-3,-2,-1,0, 1,2, 3},
{-2,-1,1,2}}, Frame — False];

Show(g1, hiperbola, rectas]

Figura1.11:

gl = RegionPlot[z"2 — 42 > 1,{z, -3, 3}, {y, —3, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y}, Ticks — {{-3,—-2,—1,0,1,2,3},
{-2,-1,1,2}}, Frame — False];

hiperbola = ContourPlot[z"2 — y"2==1, {z, —4,4}, {y, —3, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — {{-3,—-2,—1,0, 1,2, 3},
{-2,-1,1,2}}, Frame — False];

Show/[g1, hiperbola]

Figura1.12:

gl = RegionPlot[—1 < 2 < 1&&0 <y < 1,{x, —2,2},{y, —2, 2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — {{—3,—-2,—1,0,1, 2,3},
{-2,-1,1,2}}, Frame — False];

g2 = RegionPlot[1 <y < 2&&y —2 <z <2 —vy,{z,-2,2},{y, -2, 2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{—3,-2,-1,0,1,2,3},{-2,—1,1,2}},

PlotStyle — {Orange, Opacity[0,5]}, Frame — False];
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Show/[g1, g2]

Figura1.13:

gl = RegionPlot[—1 <y < 2&&0 < z < /4 —y 2, {z,-2,2}, {y, 2,2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{—3,—2,—-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}}, Frame — False];

g2 = RegionPlot[—1 < y < 1&& — /1 —y"2 <z < 0,{z, 2,2}, {y, —2,2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0},

AxesLabel — {z,y}, Ticks — {{-3,-2,-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}},
PlotStyle — {Orange, Opacity[0,5]}, Frame — False];

Show|g1, g2]

Figura1.14:

gl = RegionPlot[—1 <y < 1&& — 21—y 2 < 2z < 0,{x,—2,2},{y,—2,2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0},

Ticks — {{—3,—2,—1,0,1,2,3},{—2, —1,1,2}}, Axeslabel — {z,y},

Frame — False];

g2 = RegionPlot[0 < x < 2&&x — 2 <y <2 —z, {z, 2,2}, {y, -2, 2},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0},

AxesLabel — {z,y}, Ticks — {{-3,-2,-1,0,1,2,3},{-2,—1,1,2}},
PlotStyle — {Orange, Opacity[0,5]}, Frame — False];

Show(g1, g2]

Figura1.15:

RegionPlot3D[0 < x < 1&&0 <y <2 — 2&&0 < 2 <4 — 22 — y"2,{z, 1,3},
{y,—1,3},{z,—1,4}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

Ticks — False, AxesLabel — {x,y, z},

PlotPoints — 40]

Figura1.16:

RegionPlot3D[0 < x < 1&&0 < 2 <2 — 2&&0 <y <4 — 22 — 2”2 {x,—1,3},
{y,—1,4},{z, —1,3}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

Ticks — False, AxesLabel — {x,y, z},

PlotPoints — 40]

Figura1.17:

RegionPlot3D[0 < 2 < 1&&0 <y <2 — 2&&0 <z <4 —y"2 — 22 {z, 1,4},
{y,—1,3},{z,—1,3}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

Ticks — False, AxesLabel — {x,y, z},

PlotPoints — 40]

Figura1.18:

RegionPlot3D[0 < z < 1&&0 < y < 2&&0 < o < 4,{z,—-1,4},{y,—1,3},
{z,—1,3}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

Ticks — False, AxesLabel — {x, y, z}, PlotPoints — 40]

Figura1.19:

RegionPlot3D[z + y + z < 2&&x > 0&&y > 0&&z > 0, {z, —1,3},{y, —1, 3},
{z,—1, 3}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0},

Ticks — False, AxesLabel — {x,y, 2}, PlotPoints — 40]

Figura1.20:
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RegionPlot3D[z + y + 2z < 2&&z > 0&&y > 0&&z > 0,{z, —1,3},{y, —1, 3},
{z,—1, 3}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0},

AxesLabel — {x, vy, z}, PlotPoints — 40]

Figura1.21:

RegionPlot[0 < z < 2&&0 <y <2 —z,{z,—1,2,5},{y,—1,2,5}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — {{-2,—-1,0,1,2},{—1,1}},
Frame — False]

Figura1.22:

a=.5;

ParametricPlot3D[{(2 — az) + Cos[t], (2 — az) + Sin[t], 2}, {¢t, 0, 2Pi}, {z,0, 2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, Ticks — False]
Figura1.23:

RegionPlot3D[z"2 + y"2 < 36, {z, —6,6}, {y, —6,6}, {2, —8, 8}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, Ticks — False, PlotPoints — 40]
Figura1.24:

RegionPlot3D[(x — 1)"2 + (y + 1)"2 < 4,{x, —4,4}, {y, —4,4}, {z, -8, 8},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, Ticks — False,
PlotPoints — 40]

Figura1.25:

RegionPlot3D[z"2 + y"'2 < 36&& — x <y < x,{z, —6,6},{y, —6,6},{z, —8,8},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

PlotPoints — 50]

Figura1.26:

RegionPlot[z"2 + y"2 < 36&& — z < y < z,{x,—4,6}, {y, —6,6}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{—2,-1,0,1,2,6},{—1,1}}, Frame — False]

Figura1.27:

RegionPlot3D[(x — 1)"2/4 + (y + 1)"2 < 4,{x, —3,5}, {y, —4,4}, {2, -8, 8},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

Ticks — False, PlotPoints — 40]

Figura1.28:

RegionPlot3D[(z — 1)2 — (y + 1)2 < 4, {x, —10, 10}, {y, —10, 10}, {z, —8, 8},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

Ticks — False, PlotPoints — 40]

Figura1.29:

RegionPlot3D[z"2 — y"2 < 1&& — 1 <y < 1&& -1 < 2z < 1,{z,—2,2},
{y,—2,2},{z,—2,2}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0},

AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]

Figura1.30:

RegionPlot3D[y"2 + 1 < 2& &z < 4&&0 < 2 < 4, {z,—1,5},
{y,—3,3},{z,—1,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0},

AxeslLabel — {z,y, 2z}, Ticks — False, PlotPoints — 40|

Figura1.31:

RegionPlot[z > y"2&& =z < 4,{y, —3,3},{z, —1,4,5}, Axes — True,
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AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {y, z}, Ticks — {{—2,—1,0, 1,2}, {1,2,3,4}},
Frame — False]

Figura1.32:

RegionPlot3D[y"2 < 2&& 2z < 4&&0<=z < 2,{z,—3,3},{y, —3,3}, {z, —1,5},
Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, AxesLabel — {x,y, z}, PlotPoints — 40|
Figura1.33:

RegionPlot[(z — 2)"2 + (y + 1)"2 < 4,{z,—1,5},{y, —3, 2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — {{0,1,2,3,4},{—2,—1,1,2}},
Frame — False]

Figura1.34:

RegionPlot3D[(x — 2)"2 + (y + 1)"2 < 4&& — 2 < 2 < 3,{x, —4,4}, {y, —4,4},
{z,—4,4}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, AxesLabel — {y, z, z},
PlotPoints — 40]

Figura1.35:

RegionPlot3D[z"2 + y"'2 < 2" 2&&0<=2 < 1, {z, 2,2}, {y, —2,2},{z,0,1,5},
Axes — False, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2}, Ticks — False,
PlotPoints — 60]

Figura1.36a:

gl = RegionPlot[z"2 + y"2 < 1,{z, 3,3}, {y, —3, 3}, Axes — True,

AxesOrigin — {0,0}, Ticks — {{—3,—2,-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}},
AxesLabel — {z,y}, Frame — False];

g2 = RegionPlot[z"2 + y"2 < 4, {z, —3, 3}, {y, —3, 3}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, PlotStyle — Directive[Opacity[0,5]],
Frame — False];

g3 = RegionPlot[2"\2 + y"2 < 9, {x, —3,3}, {y, —3, 3}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, PlotStyle — Directive[Opacity[0,5]],
Frame — False];

Show(g1, g2, 23]

Figura1.36b:

g1 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1/4},{u,0,1/4},{v, 0, 2Pi},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — False, AxesLabel — {z,y, 2},
PlotRange — All];

g2 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1/8}, {u,0,1/8},{v, 0, 2Pi},

PlotRange — All];

g3 = ParametricPlot3D[{uCos|v], uSin[v], 1/6}, {u,0,1/6}, {v, 0, 2Pi},

PlotRange — All];

g4 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v],1/10}, {u,0,1/10}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g5 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1/16}, {u, 0,1/16}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g6 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v],1/25}, {u,0,1/25}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All[;

g7 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], —1/4}, {u,0,1/4}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — Alll;
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g8 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], —1/8}, {u,0,1/8}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g9 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], —1/6}, {u, 0,1/6}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — Alll;

g10 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], —1/10}, {«, 0,1/10}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g11 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], —1/16},{u,0,1/16},{v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g12 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], —1/25}, {u,0,1/25}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

Show(g1, g2, g3, g4, g5, g6, g7, g8, g9, g10,

g1, g12]

Figuras1.37ay1.37b:

g1 = RegionPlot[y"2 < 272, {y, —1,1},{z, —1, 1}, Axes — True,

AxesOrigin — {0,0}, Ticks — {{—3,—2,-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}},
AxesLabel — {y, z}, Frame — False];

g2 = RegionPlot[1 + y"2 < 22, {y, —1,1},{z, —1,1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {y, z}, Frame — False];

Show/[g1, g2]

Figura1.38:

conos = ContourPlot3D[z"2 + y"2==2"2 {x, —2,2}, {y, -2, 2}, {z, —1,1},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

PlotPoints — 40];

g2 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], =1}, {u, 0,1}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g3 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1}, {u, 0, 1}, {v, 0, 2Pi},

PlotRange — All];

Show(conos, g2, g3]

Figura1.39:

g1 = RegionPlot[(z — 3/2)"2+ (y — 2)"2 < 1,{x, -1, 3},{y, 0,4}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y}, Ticks — {{{3/2,x0}}, {{2,y0}}},
Frame — False];

g2 = RegionPlot[(z — 3/2)"2 + (y — 2)"2 < 2, {x, —1,3},{y, 0,4}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, PlotStyle — Directive[Opacity[0,2]],
Frame — False];

g3 = RegionPlot[(z — 3/2)"2+ (y — 2)"2 < 1/4,{z,—1,3},{y, 0,4},
PlotStyle — Directive[Opacity[0,2]], Axes — True, AxesOrigin — {0, 0},
AxesLabel — {x,y}, Frame — False];

cl = ParametricPlot[{u, 2}, {u,0,3/2}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed)];
c2 = ParametricPlot[{3/2, u}, {u, 0,2}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed];
Show(gl1, g2, g3, 1, c2]

Figuras1.40ay1.40b:

RegionPlot[(y — 1)"2 < (2 — 1)"2,{y, —1,3},{z, —1,3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, Ticks — {{0, {1,y0}}, {0,{1,20}}},
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AxeslLabel — {y, z}, Frame — False]

Figura1.41:

ContourPlot3D[{(z—1)"2+(y+1)"2 == (2—1)"2}, {z, -2, 2}, {y, —2, 2}, {2,0, 2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

Ticks — {{{1,x0}},{{—1,y0}}, {{1,20}}}, PlotPoints — 50]

Figura1.42:

ContourPlot3D[{(z — 1)"2 + (y + 1)"2 == 22}, {x, -2, 2}, {y, —2,2},{z,0, 1},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — {{{1,x0}}, {{—1,y0}}},
AxeslLabel — {z,y, z}, Ticks — False, PlotPoints — 40)

Figura1.43:

RegionPlot3D[z"2 + y"2 > 2"2&& — 1<=2 < 1,{x, 2,2}, {y, -2, 2},
{z,—1,5,1,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {x,y, z},
PlotPoints — 40, PlotStyle->Opacity|[0,4]]

Figura1.44:

RegionPlot3D[/(x — 1)"2 + y"2 < 2&&0<=z < 10, {z, —12,12},
{y,—12,12},{#,0, 10}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

AxeslLabel — {y, x, z}, PlotPoints — 40]

Figura1.45:

gl = RegionPlot[\/(z — 1)2 + /2 < 10, {z, —12,12}, {y, —12, 12},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, Ticks — {{—9,0, 1,11}, {—10, 10}},
Axeslabel — {z,y}, Frame — False];

g2 = RegionPlot[\/(x — 1)"2 + y"2 < 7, {x, —12,12}, {y, —12, 12},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y},

Ticks — {{—9,0,1,11},{-10,10}}, PlotStyle — Directive[Opacity[0,2]],
Frame — False];

g3 = RegionPlot[\/(x — 1)"2 + y"2 < 4, {z, —12,12}, {y, —12, 12},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{—9,0,1,11},{—10,10}}, PlotStyle — Directive[Opacity[0,2]],
Frame — False];

Show/(g1, g2, g3]

Figura1.46:

RegionPlot3D[/z"2 + y/2 < z < 10&&0 < z < y, {z,—1,10},
{y,—1,10},{z, —1,10}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

AxeslLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]

Figura1.47:

g1 = RegionPlot3D[y/z"2 + 42 < 10&&0 < x < y,{z,—1,10}, {y, —1, 10},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{0, {5Sqrt[2],a}, 10}, {10} }, Frame — False];

g2 = RegionPlot3D[\/z"2 + y"2 < 7&&0 < = < y, {z, —1,10}, {y, —1,10},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — {{0, 10}, {10}},
PlotStyle — Directive[Opacity[0,2]], Frame — False];

g3 = RegionPlot3D[y/2"2 + y"2 < 5&&0 < x < y, {z, —1,10},{y, —1, 10},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — {{0, 10}, {10}},
PlotStyle — Directive[Opacity[0,2]], Frame — False];
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¢l = ParametricPlot[{5Sqrt[2], u}, {u, 0, 5Sqrt[2]}, Axes — False,

PlotStyle — DotDashed]; Show|g1, g2, g3, c1]

Figura1.48:

RegionPlot3D[z"2 + y"'2 < 2" 2&&2<=2z < 4,{x,—5,5},{y, —5,5},
{z,0,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {x,y, z},
PlotPoints — 40]

Figura1.49a:

gl = RegionPlot[z"2/4 + y"2/9<=1,{x, —7, 7}, {y, —7,7},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{—4,-3,-2,0,2,3,4},{—6,-3,—2,0,2,3,6}}, Frame — False];
g2 = RegionPlot[z"2/4 + y"2/9<=2,{x,—7,7},{y, —7,7}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, PlotStyle — Directive[Opacity[0,2]],
Frame — Falsel;

g3 = RegionPlot[z"2/4 + y"2/9<=4,{x, 7,7}, {y, =7, 7}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, PlotStyle — Directive[Opacity[0,3]],
Frame — False];

Show(g1, g2, g3]

Figura1.49b:

gl = ParametricPlot3D[{2uCos[v], 3uSin[v], 1}, {u, 0,1}, {v, 0, 2Pi},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — False, AxesLabel — {z,y, z},
PlotRange — All];

g2 = ParametricPlot3D[{4uCos[v], 6uSin[v],4}, {u, 0,1}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g3 = ParametricPlot3D[{6uCos[v], 9uSin[v], 9}, {u, 0, 1}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g4 = ParametricPlot3D[{uCos[v], 3uSin[v]/2,1/4},{u, 0,1}, {v,0, 2Pi},
PlotRange — All];

g5 = ParametricPlot3D[{2uCos[v]/3, uSin[v], 1/9}, {u,0, 1}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — Alll;

Show(g1, g2, g3, g4, g5]

Figura1.50a:

RegionPlot[y"2/9<=2""2, {y, —12,12}, {z,0,4}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {y, z}, Ticks — {{—12,0, 12}, {0,4}},
Frame — False]

Figura1.50b:

RegionPlot[z"2/4<=2"2, {x, —12,12},{z,0,4}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, z}, Ticks — {{—8,0,8},{0,4}},
Frame — False]

Figura1.51:

RegionPlot3D[z"'2/4 + y"2/9<=2"2&&0<=2 < 4, {x, —12,12},
{y,—12,12},{#,0,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

Axeslabel — {z,y, z}, Ticks — {{—2,2},{—3,3},{4}}, PlotPoints — 40]
Figura1.52b:

gl = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1/4}, {u, 0,1/2}, {v, 0, 2Pi},
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Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — False, AxesLabel — {x,y, 2},
PlotRange — All];

g2 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1}, {u, 0,1}, {v, 0, 2Pi},

PlotRange — Alll;

g3 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 2}, {u, 0, Sqrt[2]}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g4 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 4}, {u, 0, 2}, {v, 0, 2Pi},

PlotRange — All];

Show(gl1, g2, g3, g4]

Figura1.53a:

RegionPlot[y"2<=z, {y, —2, 2}, {2, 0,4}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0},
Axeslabel — {y, z}, Ticks — {{-2,0,2},{0,4}}, Frame — False]
Figura1.53b:

RegionPlot[z"2<=z, {z, —2,2},{2,0,4}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0},
Axeslabel — {z, z}, Ticks — {{—2,0,2},{0,4}}, Frame — False]
Figura1.54:

RegionPlot3D[z"2 + y"'2 < 2&& =2 < 4, {x, 2,2}, {y, —2,2},{2,0,4},
Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, AxesLabel — {x,y, 2z}, PlotPoints — 40|
Figura1.55:

RegionPlot3D[(z — 1)"2 + (y + 1)"2 < 14 2&&2z < 4,{z, 4,4}, {y, —4,4},
{z,—1,4}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, AxesLabel — {y, z, z},

Ticks — False, PlotPoints — 40]

Figura1.56:

RegionPlot3D[(x — 1)"2/4 + (y + 1)"2/9 < 2&&z < 4, {z,—10,10},

{y, —10,10}, {2, —1,4}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

AxeslLabel — {y, x, z}, Ticks — False, PlotPoints — 40]

Figura1.57:

RegionPlot3D[z"2 + y*2 > 2, {z, —2,2}, {y, 2,2}, {z,0,4}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40,
PlotStyle->Opacity[0,4]]

Figura1.59:

RegionPlot3D[(x — 1)"2 + 22 < y&&y < 4, {x, 3,3}, {y, —1,5}, {2, -3, 3},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

PlotPoints — 60]

Figura1.58:

RegionPlot[(z — 1)"2 + 2”2 < 4,{x, —3,3}, {7, —3, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, 2z}, Ticks — {{—1,0,1,2},{0, 2} },
Frame — False]

Figura1.60:

RegionPlot3D[z2 + y"2 < 1 — 2&&0 < 2, {z, —1,5, 1,5}, {y, —1,5,1,5},{2,0,1},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]
Figura1.62:

RegionPlot3D[42"2 + (y + 2)"2 < 2&&z < 4,{z, 5,5}, {y, —5,2},{2,0,4},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y,x, z}, PlotPoints — 40]
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Figura1.63b:

gl = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 0}, {u, 0,1}, {v, 0, 2Pi}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — False, AxesLabel — {x,y, 2z},

PlotRange — All];

g2 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1}, {u, 0, Sqrt[2]}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g3 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], —1}, {u, 0, Sqrt[2]}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g4 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 2}, {u, 0, Sqrt[5]}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g5 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], —2}, {u, 0, Sqrt[5]}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — Alll;

Show(g1, g2, g3, g4, g5]

Figura1.64a:

RegionPlot[y"2 — 2”2 < 1,{y, —3,3,3,3}, {7, —3, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {y, z}, Ticks — {{—2,0,2},{0,4}},
Frame — False]

Figura1.64b:

RegionPlot[z"2 — 272 < 1,{x,—3,3,3,3}, {2, —3,3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, z}, Ticks — {{—1,0, 1,2}, {0, 2} },
Frame — False]

Figura1.65:

RegionPlot3D[z2 + y"2 — 2”2 < 1,{x, 3,3, 3,3}, {y, —3,3,3,3}, {z, —3, 3},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

PlotPoints — 60]

Figura1.66:

RegionPlot3D[(z — 1)"2+ (y+1)"2— (2 —2)"2 < 1,{x, -3,3, 3,3}, {y, —3.3, 3,3},
{z,0,4}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {x,y, 2z},
Ticks — False, PlotPoints — 40]

Figura1.67b:

g1 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 2}, {u, 0, Sqrt[3] }, {v, 0, 2Pi},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — False, AxesLabel — {z,y, 2},
PlotRange — All];

g2 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], —2}, {u, 0, Sqrt[3] }, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g3 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], =3}, {u, 0, Sqrt[5]}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g4 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 3}, {u, 0, Sqrt[5]}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g5 = ParametricPlot3D[{uCos|v], uSin[v], 1,5}, {u, 0, 1/Sqrt[2]}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — AllJ;

g6 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], —1,5}, {u, 0, 1/Sqrt[2]}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — AllJ;

g7 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1,25}, {u,0,1/2}, {v, 0, 2Pi},
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PlotRange — All];

g8 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1,25}, {u, 0,1/2}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

Show(g1, g2, g3, g4, g5, g6, g7, g8|

Figura1.68a:

RegionPlot[—y"2 + 2"2>=1,{y, —3,3,3,3}, {7, —3, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {y, z}, Ticks — {{0},{—1,0,1}},

Frame — False]

Figura1.68b:

RegionPlot[—z/2 + 2" 2>=1,{z, —3,3,3,3},{z, —3, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, z}, Ticks — {{0},{—1,0,1}},

Frame — False]

Figura1.69:

RegionPlot3D[—2/2 — y"2 + 2/2>=1, {z, —3.3,3,3}, {y, —3.3, 3.3}, {z, -3, 3},
Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, AxesLabel — {x,y, z}, PlotPoints — 60|
Figura1.70:

RegionPlot3D[—(z — 1)"2 — (y + 1)"2+ (2 — 2)"2 > 1, {x, —3,3, 3,3},
{y,-3,3,3,3},{z,0,4}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

Axeslabel — {z,y, z}, Ticks — False, PlotPoints — 40]

Figura1.71:

RegionPlot3D[(x — 1)"2 + (y + 2)"*2 + (z — 1)"2<=1,{z, -3, 3}, {y, —3, 3},
{z,—3,3}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, AxesLabel — {z,y, z},

Ticks — False, PlotPoints — 40]

Figura1.72:

RegionPlot3D[z"'2 + y"\2 + 2/ 2<=1, {z, —1,5,1,5}, {y, —1,5, 1,5}, {z, — 1,5, 1,5},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]
Figura1.73:

RegionPlot3D[z"2 + y"2 + 2"2>=1, {x, —1,1},{y, —1,1},{z, -1, 1},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40,
PlotStyle->Opacity[0,2]]

Figura1.74:

RegionPlot3D[z"'2 + (y + 1)"2 + (2 — 2)"2 < 4,{z, —4,4}, {y, —4, 4}, {2z, —4,4},
Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, AxesLabel — {y, z, 2z}, PlotPoints — 40)]
Figura1.75a:

RegionPlot[y2 + 2" 2<=1,{y, —2,2}, {2, —2, 2}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {y, z}, Ticks — {{—1,0,1},{-1,0,1}},
Frame — False]

Figura1.76:

g1 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 0}, {u, 0,1}, {v, 0, 2Pi},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — False, AxesLabel — {x,y, z},
PlotRange — All];

g2 = ParametricPlot3D[{uCos[v], 0, uSin[v]}, {u, 0,1}, {v, 0, 2Pi},

PlotRange — All];

g3 = ParametricPlot3D[{0, uCos[v], uSin[v]}, {u, 0, 1}, {v, 0, 2Pi},
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PlotRange — All];

g4 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1/2}, {u, 0, Sqrt[3]/2}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g5 = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], —1/2}, {u, 0, Sqrt[3]/2}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

Show(g1, g2, g3, g4, g5]

Figura1.77:

RegionPlot3D[(z — 1)"2/4 + y"2/9 + (2 + 1)"2/16<=1, {z, —3,3, 3,3},
{y,—3,3,3,3},{z, —5,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

Axeslabel — {xz, 2z, y}, Ticks — False, PlotPoints — 40]

Figura1.78a:

RegionPlot[y"2/3"2 4+ "2/2"2 < 1,{z, —4,4},{y, —4,4},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z, y},

Ticks = {{{—2, —a},{2,a}},{{-3, -0}, {3,b}}}, Frame — False]
Figura1.79:

g1 = ParametricPlot3D[{2uCos[v], 3uSin[v], 0}, {u, 0, 1}, {v, 0, 2Pi},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — False,

AxesLabel — {z,y, z}, PlotRange — All];

g2 = ParametricPlot3D[{2uCos[v], 0, 4uSin[v]}, {u, 0,1}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g3 = ParametricPlot3D[{0, 3uCos[v], 4uSin[v]}, {u, 0, 1}, {v, 0, 2Pi},
PlotRange — All];

g4 = ParametricPlot3D[{Sqrt[3]uCos[v], Sqrt[27/4]uSin[v], 2}, {u, 0, 1},

{v,0, 2Pi}, PlotRange — All];

g5 = ParametricPlot3D[{Sqrt[3]uCos[v], Sqrt[27 /4]uSin[v], =2}, {u, 0, 1},
{v,0,2Pi}, PlotRange — All];

Show(g1, g2, g3, g4, g5]

Figura1.80:

RegionPlot3D[z"2/4 + y"2/9 + 2/2/16<=1, {z, —5,5}, {y, 5,5}, {z, —5,5},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z, z, y},

Ticks — False, PlotPoints — 40]

Figura1.82:

RegionPlot3D[(x — 1)"2/4+ 4" 2+ (2 +1)"2/16<=1,{z, —3,3,3,3}, {y, —3,3, 3,3},
{z,—5,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, AxesLabel — {z,y, z},
PlotPoints — 60]

Figura1.83:

RegionPlot3D[42/2/4 + y 2+ (2 — 3)"2/2 < 8, {x, —8,8}, {y, 8,8}, {2, —5, 10},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0, 0}, AxesLabel — {x,y, 2z}, PlotPoints — 60|
Figura1.85:

RegionPlot3D[1<=2"2 + y"2 + 22 < 4, {x,—2,5,2,5}, {y, —2,5,2,5},
{#z,-2,5,2,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z, z, y},
PlotPoints — 40, PlotStyle->Opacity|0,3]]

Figura1.86:

RegionPlot3D[z"2 + y"2 + 22 < 2y, {x, —2,5,2,5}, {y, —2,5,2,5}, {7, —2,5,2,5},

303



APENDICE B. COMANDOS PARA GRAFICAR EN MATHEMATICA

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, 2}, PlotPoints — 40]
Figura1.87:

R1 = RegionPlot3D[z"2 + y*2 + 22 < 1&&a"2 + y"2 + 22 < 2y, {z, -2, 2},
{y,—2,2},{z,—2,2}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0},

AxeslLabel — {z, z, y}, PlotPoints — 40];

R2 = RegionPlot3D[z"2 + 42 + 2”2 < 1,{x, —2,2}, {y, —2, 2}, {z, —1,5, 1,5},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z, z, y},

PlotPoints — 40, PlotStyle->Opacity[0,1]];

R3 = RegionPlot3D[z*2 + y2 + 22 < 2y,

{x,-2,2},{y, —2,2},{z,—1,5,1,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0},
AxeslLabel — {z, z, y}, PlotPoints — 40, PlotStyle->Opacity|[0,1]];

Show[R1, R2, R3]

Figura1.88:

RegionPlot[z"\2 + 22 < 3/4, {z, —2 2} {z,—-2,2}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x z}

Ticks — {{—v/3/2,0,v3/2},{— \f/2 0,v3/2}},

Frame — False]

Figura1.89:

RegionPlot3D[z"2 + y"'2 < 2" 2&&x"2 + y"2 + 22 < 4,

{z,-3,3},{y, —3,3},{z,0, 3}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 60]

Figura1.91:

RegionPlot3D[z"2 + y"\2 < 2&&z < /22 + 472,
{z,—-1,5,1,5},{y,—1,5,1,5},{2,0,0,95}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0},
Axeslabel — {z,y, z}, PlotPoints — 100, PlotStyle->Opacity|[0,4]]

Capitulo 2

Figura 2.1:

ContourPlot3D[{1 — y"2 == z},{z, —2,2},{y, —1/2,1/2}, {2, 1,1},
Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, AxesLabel — {z,y, x},

Ticks — False, PlotPoints — 40]

Figura2.2:

RegionPlot3D[1 — y"\2>=z, {x, -2, 2}, {y, —1/2,1/2},{z,0,1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, x, z}, Ticks — False,

PlotPoints — 40]

Figura2.3:

RegionPlot3D[z"'2 + y"2 < 4 — 2&&0 < z,{z,—1,1},{y, —1,1},{2,0,4},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2}, PlotPoints — 40]
Figura 2.4:

gl = RegionPlot[0 < z < 2&&0 <y < 4, {x,—,25,3},{y, —,5,4},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z,y},

Ticks — {{0,1,2},{1,2,3,4}}, Frame — False];

recta = ContourPlot[{y == '}, {«,0, 2}, {y,0,4}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y}, Ticks — {{0, 1,2}, {1, 2}},
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Frame — False];

Show/|g1, recta]

Figura 2.5:

RegionPlot[0 < z < 2&& — z <y < x,{x,—,25,3},{y, —2,5,2,5},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z,y},

Ticks — {{0,1,2},{—-2,—1,1,2}}, Frame — False]

Figura 2.6:

RegionPlot[0 < z < 1&&2"2 <y < 1,{x, —,25,2}, {y, 0,2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — {{0,1,2},{0,1,2}},

Frame — False]

Figura2.7:

RegionPlot[0 < z < 1&&0 < y < /z,{z, —,25,2}, {y, 0,2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {y, x}, Ticks — {{0, 1,2}, {0, 1,2} },

Frame — False]

Figura2.8:

RegionPlot[0 < z < 1&&0 < y < 2z, {z, —,25,2}, {y, 0,2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {y,z}, Ticks — {{0, {1, a}},{0,{2,b}}},
Frame — False]

Figura2.9:

gl = RegionPlot[0 < z < 1&&0 <y < 1,{z,—2,2},{y, —1,4}, Axes — True,
AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {x,y}, Ticks — {{—1,0,1,2,3},{—1,1,2}},
Frame — False];

g2 = RegionPlot[—1 <y < 3&&1 < = < 2,{x, 2,2}, {y, —1,4}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — {{-1,0,1,2,3},{-1,1,2}},
Frame — False];

g3 = RegionPlot[—1 < x < 0&&2 <y < 4,{x,—2,2},{y, —1,4}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — {{-1,0,1,2,3},{-1,1,2}},
Frame — False];

Show([g1, g2, g3]

Figura2.10:

RegionPlot3aD[0 < x < 7/2&&0 < y < 1&&0 < z < Cos|z], {z, —,5, 2},
{y,—,5,1,5},{z,0,1,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

AxesLabel — {x, vy, z}, PlotPoints — 40]

Figura 2.11a:

ContourPlot3D[{x + y == 2}, {z, —3,3},{y, —3,3}, {2, —1,5,1,5}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]

Figura 2.11b:

ContourPlotSD[{z +2y == 6}3 {I, -3, 3}7 {y7 -3, 3}7 {Za —1,5, 135}a

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

PlotPoints — 40]

Figura 2.11c:

RegionPlot3D[2"2 + y"2 < 4&&0 < y&&0 < 2&&0 < z,{z,0,6}, {y, —,5,2,5},
{z,-,5,2,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0},

AxeslLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]
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Figura2.12:

RegionPlot3D[2"'2 + y"2 < 4&&2 < = + y&&2y + v < 6, {x,0,6}, {y,0,2,5},
{z,-,5,2,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0}, AxesLabel — {z,y, z},
PlotPoints — 40]

Figura 2.13a:

RegionPlot[2 < x + y&&2y + x < 6, {x, 0,6}, {y, 0,2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — {{0, 1,6}, {0, 1,2} },
Frame — False]

Figura 2.13b:

RegionPlot[2"2 < 4&&0 < z < 6,{x,0,6}, {z,0,3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, z}, Ticks — {{0,1,6},{0,1,2}},
Frame — False]

Figura2.13c:

RegionPlot[2"2 + y"2 < 4&&0 < y&&0 < z,{y,0,2,5},{%2,0,2,5},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {y, z},

Ticks — {{0,1,2},{0,1,2}}, Frame — False]

Capitulo3

Figura3.1a:

RegionPlot[z"2 + y"2 < 4, {x,—2,5,2,5}, {y, —2,5,2,5}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{—2,-1,0,1,2},{-2,-1,0,1,2}}, Frame — False]
Figura3.1b:

RegionPlot[0 < x < 2&&0 < y < 2w, {x,—0,5,2,5}, {y, —,5, 7}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {r, 8}, Ticks — {{0,1,2},{0, m, 27}},
Frame — False]

Figura3.2a:

gl = RegionPlot[l <y — 2 < 2&&1 < y+ 2z < 2,{z,—1,1},{y,0,2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{-1,-,5,0,,5,1},{0,1,2}}, Frame — False];

rectal = ContourPlotly — z==1, {x, —1,1}, {y, 0,5, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y},

Ticks — {{-3,-2,-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}}, Frame — False];
recta2z = ContourPlot[ly — x == 2, {x,—1,1},{y, ,5, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z,y},

Ticks — {{-3,-2,-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}}, Frame — False];
recta3 = ContourPlot[y + z==1, {z, —4, 4}, {y, ,5, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{—3,-2,-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}}, Frame — False];
rectad = ContourPlot[y + © == 2, {x, —4,4}, {y, ,5, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{-3,-2,-1,0,1,2,3},{-2,—1,1,2}}, Frame — False];
Show/|g1, rectal, recta2, recta3, rectad]

Figura3.2b:
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RegionPlot[1 < z < 2&&1 <y < 2,{z,0,2,5},{y,0,2,5}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {u, v},

Ticks — {{0, 1,2},{0,1,2}}, Frame — False]

Figura 3.3a:

RegionPlot[0 < z < 1&&2z <y < —2z +4,{z,—,5,2,5}, {y, —,5,4,5},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{0,1},{0,1,2,3,4}}, Frame — False]

Figura3.3b:

RegionPlot[0 < z < 4&&0 <y < z,{x,—,5,4,5},{y, —,5,4,5}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {u, v}, Ticks — {{0,1,2,3,4},{0,1,2,3,4}},
Frame — False]

Figura3.4:

gl = RegionPlot[1/x <y < 4/2&&1 < y/x < 2&&z > 0&&y > 0, {z, 0,3},
{y,0, 3}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z,y},

Ticks — {{0,1,2},{0,1,2,3}}, Frame — False];

rectal = ContourPlot[y==1/z, {x,0, 3}, {y, 0, 3}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y},

Ticks — {{-3,-2,-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}}, Frame — False];
recta2z = ContourPlotly == 4/z, {x,0,3},{y, 0,3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{—3,-2,-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}}, Frame — False];
recta3 = ContourPlot[y/x==1,{z, 0, 3}, {y, 0, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{-3,-2,-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}}, Frame — False];
recta4 = ContourPlot[y/z == 2, {z,0,3},{y, 0,3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{-3,-2,-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}}, Frame — False];
Show(g1, rectal, recta2, recta3, recta4]

Figura3.7:

RegionPlot3D[(z — 1)"2 + y"2 < 4&& — 2 < x < 2&&y < 0,{x, —2,5,2,5},
{y,—2,5,2,5},{z,—1,5,3,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0},
AxeslLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]

Figura3.8:

RegionPlot[y2 < 2" 2&&z > 0,{y, —1,1}, {2, —,5, 1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0,0}, Ticks — {{—3,—2,-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}},
Axeslabel — {y, z},

Frame — False]

Figura3.10:

gl = RegionPlot[—5 < 2 < 0&& — x < y < /25 — a2, {x,—5,5,5,5},
{y, —,5,5,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {y, z},
Ticks — {{0,1,2,3,4,5},{0,5}}, Frame — False];

g2 = RegionPlot[0 < x < 5&&x < y<=v/25 — 2"2,{x, —5,5,5,5},

{y, —,5,5,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {y, z},
Ticks — {{0,5},{0,5}}, Frame — False];
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Show/[g1, g2]

Figura3.12:

RegionPlot3D[z"2 + y"'2 < 2"2&&1 < 2 < 3,{x, —3,5,3,5}, {y, —3,5, 3,5},
{z,—,5,3,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

AxeslLabel — {y, x, z}, PlotPoints — 40]

Figura3.13:

RegionPlot3D[z"2 + y"2 + 22 < 4&&x < 1,{z,—2,5,2,5},{y, —2,5,2,5},
{z,-2,5,2,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0},

AxesLabel — {y, z, z}, PlotPoints — 40]

Capitulo 4

Figura4.1:

ContourPlotly == 22+ 1,{x, —1,1},{y, —,5, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z, y},

Ticks — {{—3,—2,—-1,0,1,2,3},{—2,—1,1,2}}, Frame — False]
Figura ?2:

ContourPlot[ly == = — 3, {x,—1,1},{y, —4.,5, 1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{—1,0,1},{—3,—2,—1,1}}, Frame — False]

Figura 4.4:

gl = RegionPlot[1 < z < 2&&1 <y < 2,{2,0,2,5},{y,0,2,5}, Axes — True,
AxeslLabel — {z, y}, AxesOrigin — {0,0},

Ticks — {{0,{1,a},{2,b}},{{1,¢},{2,d}}}, Frame — False];
rectal = ContourPlot[y==1, {x, 1,2}, {y, 0,2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z, y},

Ticks — {{0,{1,a},{2,b}}, {{1,c},{2,d}}}, Frame — False];
recta2 = ContourPlot[y == 2, {z, 1,2}, {y, 1, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{0,{1,a},{2,b}},{{1,¢},{2,d}}}, Frame — False];
recta3 = ContourPlot[z==1, {x, 0, 2}, {y, 1, 2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{0,{1,a},{2,b}},{{1,¢},{2,d}}},

Frame — False];

recta4 = ContourPlot[z == 2, {z, 1,3}, {y, 1,2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{0,{1,a},{2,b}},{{1,¢},{2,d}}}, Frame — False];
Show/|g1, rectal, recta2, recta3, rectad]

Figura 4.5:
Graphics[Line[{{1,0},{2,1},{3,0},{4,1},{5,1},{5,0}}]]
Figura 4.7:

ParametricPlot[{Sin[u], Sin[2u]}, {u, 0, 2Pi}, Axes — False]
Figura 4.9:

ParametricPlot[{uSin[u], uCos[u]}, {u, 0, 2Pi}, Axes — False]
Figura 4.10:
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curva = ParametricPlot3D[{¢,1 — ¢ — Sin[¢], Sin[t]}, {¢, 0, Pi}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotStyle->{Red, Thick};
supl = ContourPlot3D[z == Sin[z], {«, 0,4}, {y, —2,3,1},{z, — 1,1},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

ContourStyle — Directive[Opacity[0,5]]];

sup2 = ContourPlot3D[z == 1 — = — y, {«,0,4}, {y, —2,3, 1}, {2, —1,1,5},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

ContourStyle — Directive[Opacity[0,2]]];

Show[curva, sup1, sup2, PlotRange — All]

Figura 4.12:

curva = ParametricPlot3D[{Cos[t], 2Sin[t] + 1,1}, {t, 0, 2Pi}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotStyle->{Black, Thick}];
supl = ContourPlot3D[z == 1, {z, —2,2}, {y, —2,4}, {z, —1, 1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

ContourStyle — Directive[Opacity[0,5]]];

Show(curva, sup1, PlotRange — All]

Figura 4.14:

s1 = RegionPlot3D[z°2 + (y — 2)"'2 < 4&&z < 22 + y"2,{x, —2,2,2,2},
{y,—,2,4,2},{2,0,16}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0},

AxesLabel — {z, v, z}, PlotPoints — 100,

PlotStyle — Directive[Opacity[0,4]]];

curva = ParametricPlot3D[{2Cos[t], 2Sin[t] + 2, (2Cos]t]) 2+

(2Sin[t] + 2)"2}, {t,0, 2Pi}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

AxeslLabel — {z,y, z}, PlotStyle->{Thick}];

supl = ContourPlot3D[z == 22 + y"2, {x, —2,2,2,2}, {y, —2,2,4,2}, {2,0, 16},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

ContourStyle — Directive[Opacity[0,1]]];

Show(s1, curva, sup]

Figura 4.15:

curval = ContourPlotly == z, {z,0,1},{y, —.,5,1,1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {x, y}, ContourStyle->{Thick},

Frame — False];

curva2 = ContourPlotly == 22, {z,0, 1}, {y, —,5, 1,1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

ContourStyle->{Thick}, Frame — False];

Show[curval, curvaz, g1]

Figura4.16:

curva = ParametricPlot3D[{2Cos][t], 2Sin[t], 2 — 2Sin[t]}, {¢, 0, 2Pi},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},
PlotStyle->{Thick}];

supl = ContourPlot3D[z + y == 2, {x, —2,2,2,2},{y, —2,2,2,2},{z, —1,4,5},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

ContourStyle — Directive[Opacity[0,3]]];

sup2 = ContourPlot3D[4 == z"24+y"2, {x, —2,2,2,2}, {y, —2,2,2,2},{z, —1,4,5},
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Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},
ContourStyle — Directive[Opacity[0,3]]];

Show(curva, sup1, sup2, PlotRange — All]

Figura4.17:

curva = ParametricPlot3D[{2 — t, ¢, Cos[t]}, {t, 0, Pi/2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0,0, 0}, AxesLabel — {xz,y, z}, PlotStyle->{Thick}]
Figura 4.18:

curva = ParametricPlot3D[{¢, 1 — ¢, "2 + (1 — ¢)"2}, {¢,0, 1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0,0,0}, AxesLabel — {x,y, z}, PlotStyle->{Thick}];
supl = ContourPlot3D[z +y == 1,{z, —1,1},{y, —1,1},{2,0,1},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},
ContourStyle — Directive[Opacity[0,3]]];

sup2 = ContourPlot3D[z == "2 + y"2, {z, —2,2,2,2}, {y, —1,1},{2,0,1},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z},
ContourStyle — Directive[Opacity[0,3]]];

Show[curva, sup1, sup2, PlotRange — All]

Figura 4.19:

curva = ParametricPlot3D[{t"2,1 — 2¢,t}, {t,0,1/2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {xz,y, 2z}, PlotStyle->{Thick}];
supl = ContourPlot3D[z == 22, {z,0,1},{y,0,1},{2,0, 1},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},
ContourStyle — Directive[Opacity[0,3]]];

sup2 = ContourPlot3D[y + 2z == 1,{z,0,1},{y,0,1},{z,0, 1},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z},
ContourStyle — Directive[Opacity[0,3]]];

Show|curva, sup1, sup2, PlotRange — All]

Figura 4.20:

curval = ParametricPlot3D[{¢,0,2 — t}, {¢,0, 1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z, y, z}, PlotStyle->{Thick}];
curva2 = ParametricPlot3D[{0,¢,2 — ¢}, {¢,0, 1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {x,y, 2}, PlotStyle->{Thick}];
curva3 = ParametricPlot3D[{¢,1 — ¢, 1}, {¢,0, 1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {x,y, 2}, PlotStyle->{Thick}];
Show|curval, curva2, curva3]

Capitulo5

Figura5.1:

ContourPlot3D[{z"2/4 — y"2 == z},{z,—2,2},{y, —1/2,1/2},{z,—1,1},
Axes — False, AxesOrigin — {0,0,0}, AxesLabel — {z,y, x},

Ticks — False, PlotPoints — 40]

Figura5.2:

ContourPlot3D[{x + 2y == z},{x,0,2},{y,0,1/2},{2,0, 1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]

Figura5.3:
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ContourPlot3D[{x == 2}, {z,0,2,5}, {y, —1,3}, {z,2,4}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]
Figura5.4:

ContourPlot3D[{z"*2 + (y — 1)"2 == 1}, {=x, —1,2,5}, {y, —1,3},{%,0, 2},
Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0},

AxesLabel — {xz,y, z}, PlotPoints — 40]

Figura5.5:

RegionPlot3D[0 < z < 1&&1 <y < 2&&2 < z < 3,{x,—1,1,5},{y,—1,3},
{z,0, 3}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0},

AxesLabel — {z, vy, z}, PlotPoints — 40, PlotStyle->Opacity|0,2]]
Figura5.6a:

ContourPlot3D[{z == 2}, {x,0,1},{y,1,2},{2,0,2,5}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z, y, z}, PlotPoints — 40]
Figura5.7a:

ContourPlot3D[{y == 1}, {z,0, 1}, {y,0,2},{%2,2, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]
Figura5.8a:

ContourPlot3D[{z == 0}, {z, —,5,1},{y, 1,2}, {z, 2, 3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]
Figura5.9:

ContourPlot3D[{z"*2 4+ y"2 + 22 == 4}, {x, —2,2,2,2}, {y, —2,2, 2,2},
{z,—2,2,2,2}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0},

AxesLabel — {z, z, y}, PlotPoints — 40]

Figura5.10:

ContourPlot3D[{z"\2 + y"2 + 22 == 4}, {x, —2,2,2.2}, {y, —2,2,2,2},
{z,—2,8,0}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0, 0},

AxeslLabel — {y, x, z}, PlotPoints — 40]

Figura5.11:

ContourPlot3D[{z"2 == 2}, {x, —2,2,2,2}, {y, —1,1},{z,0,4},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

AxesLabel — {y, z, z}, PlotPoints — 40]

Figura5.12:

ContourPlot3D[{x"\2 + y"2 == 2}, {z, —2,2,2,2}, {y, —2,2,2,2}, {2, 0,4},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

AxesLabel — {y, z, z}, PlotPoints — 40]

Figura5.13:

ContourPlot3D[{3z"2 + y"2 == 22}, {x, -3, 3}, {y, —4,4}, {2,0,4},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, z},

PlotPoints — 40]

Figura5.14:

ContourPlot3D[{y"2 + 22 == 1}, {z, —1,1},{y,0,1},{%,0, 4},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, 2},

PlotPoints — 40]

Figura5.15:
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RegionPlot3D[2y + = + 2<=2, {z,0,2},{y,0,1},{z,0,4}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]

Figura5.16a:

ParametricPlot3D[{x, 0, z}, {z, 0,2}, {z,0,2 — x}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, x, z}, PlotPoints — 40]

Figura5.17b:

ParametricPlot3D[{z,y,2 — x — 2y}, {y,0,1},{2,0,2 — 2y}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]

Figura5.18:

curval = Graphics[{Arrow[{{0, 0}, {0, 1} }]}];

curva2 = Graphics[{Arrow[{{0,0}, {1,0}}]}];

Show/|curval, curva2]

Figura5.19:

sup = ContourPlot3D[{y"2 + 22 == 1}, {z, —1,1},{y,0,1},{%,0,4},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, z},

PlotPoints — 40];

curval = Graphics3D[{Arrow[{{0,1,1},{—1,1,1}}]}];

curva2 = Graphics3D[{Arrow[{{0,1,1},{0,1,2}}]}];

Show[sup, curval, curva2]

Figura5.20:

ContourPlot3D[{y"2/4 + 22 == z"2/4}, {x, —2,2},{y, —2,2},{%#,0, 1},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, 2},

PlotPoints — 40]

Figura5.21:

ContourPlot3D[{y"2 + 2 == 2}, {z, —1,1},{y, —1,1},{2,0,1},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, z},

PlotPoints — 40]

Figura5.22:

supl = ContourPlot3D[{y"2 + z*2 + 22 == 4}, {z, —2,2,2,2}, {y, —2,2,2,2},
{z,-2,2,2,2}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0}, AxesLabel — {y, z, z},
PlotPoints — 40];

sup2 = ContourPlot3D[{z == 2}, {z, —2,2,2,2}, {y, —2,2, 2,2}, {2, —2,2, 2,2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, x, z}, PlotPoints — 40,
ContourStyle->Opacity[0,5]];

sup3 = ContourPlot3D[{ —2z — 2z == —4v2} , {z, -2,2,2,2}, {y, —2,2,2,2},
{z,—2,2,2,2}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, z},
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,5]];

Show([sup1, sup2, sup3]

Figura5.23:

sup1 = ParametricPlot3D[{2 — uCos[v], uCos[v], uSin[v]}, {w, 0,1}, {v,0, 27},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},

PlotPoints — 40];

sup2 = ContourPlot3D[{y"2 + 22 == 1}, {x, -3, 3},{y, —3,3}, {2, 3,3},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, x, 2}, PlotPoints — 40,
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ContourStyle->Opacity[0,2]];

sup3 = ContourPlot3D[{z + y == 2}, {x, —2,2,2,2},{y, —3,3},{z, -3, 3},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, 2},

PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]];

Show[supT, sup2, sup3]

Figura5.24:

ParametricPlot3D[{2 — uCos[v], uCos[v], uSin[v]}, {u, 0,1}, {v,0, 27},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z},

PlotPoints — 40]

Figura5.25:

ContourPlot3D[{y"2 + 22 + 22 == 1}, {x, —1,2, 1,2}, {y, —1,6,0},
{z,—1,2,1,2}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0},

AxeslLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]

Figura5.27:

ContourPlot3D[{4 — y"2 == z}, {z, 2,2}, {y, —V3,V3} , {2, - 5,5},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, z},

PlotPoints — 40]

Figura5.28:

ParametricPlot3D

[{(1 + 1/2vCos[u/2])Cos[u], (1 + 1/2vCos[u/2])Sin[u], v/2Sin[u/2]},
{u,0,2Pi}, {v,—1,1}, Axes — False, AxesOrigin — {0,0,0},

AxeslLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]

Figura5.29:

sup = ContourPlot3D[{y"2 + 22 + 22 == 1}, {x, —2,2}, {y, —2, 2},
{z,—2,2}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, z},
PlotPoints — 40,

ContourStyle->Opacity[0,3]];

curval = Graphics3D[{Red, Arrow[{{0,0,1},{0,0,2}}|}];

curva2 = Graphics3D[{Red, Arrow[{{0, 1,0}, {0, 2,0} }]}];

curva3 = Graphics3D[{Red, Arrow[{{0, v/2/ 2, v2/ 2},

{0, v2/2+3/4,v2/ 2+ 3/4}}]});

curvad = Graphics3D[{Red, Arrow[{{1,0,0},{2,0,0}}]}];

curvas = Graphics3D[{Red, Arrow[{{0, 0, =1}, {0,0, =2} }] }];

curvaé = Graphics3D[{Arrow[{{0,0,1},{0,0,,2}}]}];

curva7 = Graphics3D[{Arrow[{{0, 1,0}, {0, ,5,0} }]}];

curva8 = Graphics3D[{Arrow[{0,/2/2,v/2/2},

{0,v2/8,vV2/8}}1}1;

curva9 = Graphics3D[{Arrow[{{1, 0,0}, {,2,0,0} }]}];

curval0o = Graphics3D[{Arrow[{{0,0, -1}, {0,0, —,2} }]}];

Show([sup, curval, curva2, curva3, curva4, curvas, curvaé, curvaz,

curvas, curva9, curvalo]

Figura5.30:

supl = ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], 1}, {u, 0,1}, {v, 0,27},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2},
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PlotPoints — 40];

curval = Craphics3D[{Red, Arrow[{{0,0,1},{0,0,1,5}}]}];

curva2 = Graphics3D[{Red, Arrow[{{0,v/2/2,v/2/2},
{0,v2/2,v2/2+3/41}1};

curva3 = Graphics3D[{Red, Arrow[{{0, —v/2/2,/2/2},
10,~v2/2,v/2/2 + 3/4} )}

curvad = Graphics3aD[{Arrow[{{0,0,1},{0,0,,2}}]}];

curvas = Graphics3D[{Arrow[{{0,/2/2,v/2/2},
[0.v2/2,V2/8}1);

curvaé = Graphics3D[{Arrow[{{0, —v/2/2, 2/ 2},

(0. —v2/2.v3/81}]});

Show([supT, curval, curvaz, curva3, curva4, curvas, curvasl

Figura5.31:

supl = ParametricPlot3D[{z, y,0}, {y, —1, 1}, {x, —1,1}, Axes — False,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, Ticks — False,
PlotPoints — 40];

curval = Graphics3D[{Arrow[{{0, 0,0}, {0,0, 1} }]}];

curva2 = Graphics3D[{Red, Arrow[{{0, 0,0}, {0,0, —=1}}]}];

curva3 = Graphics3D[{Arrow[{{0,1/2,0},{0,1/2,1}}]}];

curva4 = Graphics3D[{Red, Arrow[{{0,1/2,0},{0,1/2, -1}}]}];
curvas = Graphics3D[{Arrow[{{0, —1/2,0}, {0, —1/2,1}}]}];
curvaé = Graphics3D[{Red, Arrow[{{0, —1/2,0}, {0, —1/2, =1} }] }];
Show([supT, curval, curvaz, curva3, curva4, curvas, curvag|

Figura 5.32:

supl = ContourPlot3D[{y"2 + 22 == z}, {z, -2, 2}, {y, —2,5, 2}, {%,0,3},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, 2},
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity|[0,3]];

curval = Graphics3D[{Red, Arrow[{{0, 0,0}, {0,0, —,5}}]}];

curva2 = Graphics3D[{Arrow[{{0, 0,0}, {0,0, .5} }]}];

curva3 = Graphics3D[{Arrow[{{1, 1,2}, {,5, .5, 2,2} }]}];

curva4 = Graphics3D[{Red, Arrow[{{1, 1,2}, {1,5,1,5,1,8} }]}];
curvas = Graphics3D[{Arrow[{{—1, —1,2},{—.1,—,1,2,3}}]}];
curvaé = Graphics3D[{Red, Arrow[{{—1, -1, 2}, {,1,—2,2, 1,8} }]}];
Show([supT, curval, curvaz, curvas, curva4, curvas, curvasl

Figura5.33:

supl = ParametricPlot3D[{uCos[v], 2 — uSin[v], uSin[v]}, {u, 0, 2},
{v, 0, 2Pi}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y,z, z},
PlotPoints — 60];

sup2 = ContourPlot3D[{z"2 + 22 == 4}, {z, -3, 3}, {y, —3,4},
{z,—3,3}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, z},
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,1]];

curval = Graphics3D[{Arrow([{{0, 2,0}, {0, 3,1} }]}];

curva2 = Graphics3aD[{Arrow[{{0,1,1},{0,2,2}}]}];

curva3 = Graphics3D[{Arrow[{{0, 3, —1},{0,4,0} }] }];
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Show[supT, sup2, curval, curvaz, curva3|

Figura5.34:

supl = ParametricPlot3D[{3Cos[v], 3Sin[v], u}, {u, —1, 1}, {v, Pi/4, 3Pi/4},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, 2},

PlotPoints — 40];

curval = Graphics3D[{Arrow[{{0, 3,0}, {0,2,5,0} }]}];

curva2 = Graphics3D[{Arrow[{{0,3,1},{0,2,5,1}}]}];

curva3 = Graphics3D[{Arrow[{{0, 3, —1},{0,2,5, =1} }]}];

Show(supT, curval, curva2, curva3]

Figura5.35:

s1 = ParametricPlot3D[{z, v, Sin[y]}, {v, 0, Pi}, {x, 0, 2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, 2}, PlotPoints — 40];

c1 = Craphics3D[{Arrow[{{0, Pi/2, 1}, {0, Pi/2, 5} }]}];

Show(st, 1]

Figura5.36:

ParametricPlot3D[{uCos[v], uSin[v], u"2 — uSin[v]}, {u, 0,2}, {v,0, 2Pi},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y,x, z}, PlotPoints — 40]
Figura5.37:

ParametricPlot3D[{ Cos[u]Sin[v], Sin[u]Sin[v], 1 + Cos[v]},

{u, —Pi/4,Pi/4}, {v, 0, Pi}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},
AxesLabel — {x,y, z}, PlotPoints — 40]

Figura5.38:

gl = RegionPlot3D[x + y + 2 < 1&&x > 0&&y > 0&&=z > 0, {x, —1,1,1},
{y,—1,1,1},{z,—1,1,1}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},
AxesLabel — {y, x, 2z}, PlotPoints — 40, PlotStyle->Opacity|[0,2]];

curval = Graphics3D[{Arrow([{{0, 0,0}, {0,0, —1}}] }];

curva2 = Graphics3D[{Arrow[{{0,0,0},{—1,0,0}}]}];

curva3 = Craphics3D[{Arrow[{{1/2,0,0},{1/2,—1,0}}]}];

curva4 = Graphics3aD[{Arrow[{{0,1/2,0},{—1,1/2,0}}]}];

Show(g1, curval, curva2, curva3, curva4|

Figura5.39a:

ParametricPlot3D[{x, 0, 2}, {x,0,1},{2,0,1 — x}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]

Figura 5.39b:

ParametricPlot3D[{0, v, z}, {y,0,1},{2,0,1 — y}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]
Figura5.40a:

ParametricPlot3D[{z, v, 0}, {x,0,1},{y,0,1 — a2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z, y, 2}, PlotPoints — 40]

Figura 5.40b:

ParametricPlot3D[{z,y,1 — = — y}, {x,0,1}, {y,0,1 — x}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40]
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Capitulo 6

Figura6.1:

curval = ContourPlot[y == 0, {x, —1,1},{y, —1, 1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

ContourStyle->{Red, Thick}, Frame — False];

curva2 = ContourPlot[y2 + 22 == 1,{z, —1, 1}, {y,0, 1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, ContourStyle->{Blue, Thick},
Frame — False];

curva3 = ContourPlotly == 1 — Abs[z], {z, —1,1}, {y, —1, 1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, ContourStyle->{Thick},

Frame — Falsel;

curva4 = ContourPlot[y2 + 22 == 1, {z, —1,1},{y, —1,0}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, ContourStyle->{Green, Thick},
Frame — False];

curva5 = ContourPlotly == —1 4 Abs[z], {z, —1,1}, {y, —1, 1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, ContourStyle->{Orange, Thick},
Frame — False];

curvaé = ContourPlotly == (z — 1)(z + 1)(z — 1/2)(z + 1/2), {z, -1, 1},
{y,—1, 1}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z,y},
ContourStyle->{Brown, Thick}, Frame — False];

curva7 = ContourPlotly == —(z — 1)(z + 1), {=z, —1,1}, {y, —1, 1},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z,y},
ContourStyle->{Pink, Thick}, Frame — False];

Show][curval, curva2, curva3, curva4, curvas, curvaé, curva7|

Figura 6.2:

ParametricPlot[{¢Cos][t], tSin[t]}, {t, 0, 4Pi}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y}, Frame — False]

Figura6.3:

¢l = ParametricPlot3D[{3Cos[t], —3Sin[t], 3Sin[t] }, {¢, 0, Pi},

Axes — True, PlotStyle->{Black, Thick}, AxesOrigin — {0, 0, 0},

Axeslabel — {z,y, z}];

s1 = ContourPlot3D[{z"*2 + 22 == 9}, {x, -3, 3}, {y, —3,0}, {2, -3, 3},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, z},

PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]];

s2 = ContourPlot3D[{z + y == 0}, {x, —2,2, 2,2}, {y, —3,3},{z, —3, 3},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, 2},

PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]];

Show(c1, s1, 2]
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Capitulo7

Figura7.1:

curval = ContourPlot]ly == Sin[z], {z, 0, 27}, {y, —2, 2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

ContourStyle->{Red, Thick}, Frame — False];

curva2 = ContourPlot[y == Sin[z] + 1,{z, 0,27}, {y, —2, 2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y},

ContourStyle->{Red, Thick}, Frame — False];

curva3 = ContourPlot[x == 2Pi, {z,0,27 + 1}, {y,0, 1}, Axes — True,
AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {x,y},

ContourStyle->{Red, Thick}, Frame — False];

gl = RegionPlot[0 < z < 4n&&Sin[z] < y < Sin[z] + 1, {z, -1, 27}, {y, —2, 2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z, y}, Ticks — False,
Frame — False];

Show|curval, curva2, curva3, g1]

Figura7.3:

curval = ContourPlotly == 0, {z, 0, 2}, {y, —,1, ,8}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z, y},

ContourStyle->{Thick}, Frame — False];

curva2 = ContourPlotly == x, {«,0,2/3},{y,0,2/3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z, y},

ContourStyle->{Thick}, Frame — False];

curva3 = ContourPlot[2 — 2y == z, {2, 0,2}, {y,0,2/3}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z,y},

ContourStyle->{Thick}, Frame — False];

gl = RegionPlot[0 <y < 2/3&&y <z <2 —2y,{z,— 1,2}, {y, —,5,,8},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — False, Frame — False];

Show|curval, curva2, curva3, g]

Figura7.4:

ContourPlot[(y — 1)"2 + 22 == 4, {z, -2,1,2,1}, {y, —1,1, 3,1},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Frame — False]

Figura7.5:

ParametricPlot[{t, Sin[t]}, {¢, 0, Pi}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0},
AxeslLabel — {z,y}, Frame — False]

Figura7.6:

ContourPlot[y == 0, {«, 0, Pi},{y, —,1,,1}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, ContourStyle->{Blue, Thick},
Frame — False]

Figura7.7:

ParametricPlot[{Cos|t], Sin[t]}, {t, 5Pi/4, 9Pi/4}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y}, Frame — False]
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Figura7.8:

RegionPlot[Abs[y] < Abs[z]|&& — 1 <z < 2,{x,—1,2,2,2},{y, —2,2,2,2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {z,y},

Frame — False]

Capitulo 8

Figura 8.1:

sup = ContourPlot3D[{y"2 + 22 + (z — 1)"2 == 1}, {z, —1,5,1,5},
{y,—1,5,1,5},{z, —1,2}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0,0},
AxesLabel — {y, z, z}, PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0]];
curval = Graphics3D[{Arrow[{{0,0,2},{0,0,1,5}}]}];

curva2 = GraphicsaD[{Arrow[{{0,1,1},{0,,5,1}}]}];

curva3 = Craphics3D[{Arrow[{{1, 0,1}, {,5,0,1}}}];

Show([sup, curvat, curva2, curva3]

Figura 8.3:

g1 = RegionPlot3D[y + = + z < 2&&0 < z < y&&y < x,{z,0,2},{y,0,2},
{z,—,5,1}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0, 0},

AxeslLabel — {y, x, z}, PlotPoints — 40];

curval = Graphics3D[{Arrow[{{1/2,1/2,0},{1/2,1/2,—1/2}}]}];
curva2 = Graphics3D[{Arrow[{{1/2,1/4,1/4},{1/2,,01, ,5}}]}];
Show/|gl, curvat, curva2]

Figura 8.4:

g1 = ContourPlot3D[{y"2 + 22 + 22 == 1}, {z, —1,5, 1,5}, {y, —1,7,0},
{z,—1,2}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {x,y, z},
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,3]];

¢l = Graphics3D[{Arrow[{{0, —1,0},{0,—1/2,0}}]}};

c2 = Graphics3D[{Arrow[{{0,0,1},{0,0,,5}}]}];

3 = Graphics3D[{Arrow[{{1,0,0},{0,5,0,0} }] }];

Show/gl, c1, c2, c3]

Figura 8.5:

gl = ContourPlot3D[{4 — (y"2 + 2"2) == z}, {x,0,4}, {y, -2, 2},
{z,—2,2}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, AxesLabel — {z,y, z},
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,3]];

3 = Craphics3D[{Arrow[{{4, 0,0}, {3,0,0}}]}];

Show(g1, c3]

Figura 8.6:

gl = RegionPlot3D[y"2 + 22 < 2" 2&&0 < 2z < 1,{z, 2,2}, {y, -2, 2},
{2,0,1,5}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, AxesLabel — {y, z, z},
PlotPoints — 80, PlotStyle->Opacity|0,3]];

cl = Craphics3D[{Arrow[{{0, 0,1}, {0,0, 1,5} }]}];

c2 = Graphics3D[{Arrow[{{1/2,0,1/2},{1,0,1/4}}]}];

3 = Graphics3D[{Arrow([{{0,1/2,1/2},{0,1,1/3}}]}];

Show(g1, c1, c2, c3]

Figura 8.7
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g1 = RegionPlot3D[(y — 1)"2 + 22 < 1&&0 < 2 < 1,{x, —2,2}, {y, —2, 2},
{z,0,3}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — False,

AxesLabel — {y, z, z}, PlotPoints — 40];

g2 = RegionPlot3D[(y — 1)"*2 + 22 < 1&&1 < z < 1 + aSin[zy], {z, —2,2},
{y,—2,2},{z,0, 3}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0},

Ticks — False, AxesLabel — {y, z, z}, PlotPoints — 40,
PlotStyle->Opacity[0,4]];

Show|g1, g2]

Figura 8.8:

supl = ContourPlot3D[{z"2 + (y — 1)"2 == 1},{z, —1,1},{y, 0, 3},
{#,0,2}, Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, Ticks — False,

AxeslLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40];

curva = ParametricPlot3D[{0, 2, v}, {v, 0,2}, Axes — True, Ticks — False,
Axeslabel — {x,y, z}, PlotStyle->{Thick}, PlotPoints — 40];

curval = Graphics3D[{Arrow[{{0, 2,0}, {0, 3,0} }]}];

curva2 = Graphics3aD[{Arrow[{{0,2,1},{0,3,1}}]}];

curva3 = Craphics3D[{Arrow[{{0, 2,2}, {0, 3,2} }] }];

Show([sup1, curva, curval, curva2, curva3]

Capitulo9

Figura9.1:

gl = RegionPlot3D[2"°2 + y"2<=2&& 2 < 1,{z,—1,1},{y, —1,1},{z,0,1,2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — True, AxesLabel — {z,y, z},
PlotPoints — 40];

curva = ParametricPlot3D[{Cos[¢], Sin[t], 1}, {t, 0, 2Pi}, Axes — True,

Ticks — False, AxesLabel — {z,y, z}, PlotStyle->{Thick}, PlotPoints — 40];
Show/|g1, curva]

Figura9.2:

g1 = ParametricPlot3D[{2 — rCos|t], rCos[t], rSin[t]}, {¢, 0, 2Pi}, {r,0, 1},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0, 0}, Ticks — True, AxesLabel — {x,y, 2z},
PlotPoints — 40];

s2 = ContourPlot3aD[{y"2 + 22 == 1}, {z, -3, 3}, {y, -3, 3}, {z, -3, 3},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, x, z}, PlotPoints — 40,
ContourStyle->Opacity[0,2]];

s3 = ContourPlot3D[{z + y == 2}, {x, —2,2,2,2}, {y, =3, 3}, {2, —3, 3},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, z},

PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]];

curva = ParametricPlot3D[{2 — Cos][t], Cos[t], Sin[t]}, {t, 0, 2Pi},

Axes — True, Ticks — False, AxesLabel — {x,y, z},

PlotStyle->{Thick}, PlotPoints — 40];

Show(g1, s2, s3, curva]

Figura 9.3:

gl = RegionPlot[z"\2 + y"2 < 1&&x +y > 1,{z,0,1},{y, 0,1},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, Ticks — {{0,1},{0,1}},
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Axeslabel — {x,y}, Frame — False];

curva = ContourPlot[{z"2 + y"2 == 1},{2,0,1}, {y,0, 1}, Axes — True,
Ticks — True, AxesLabel — {x,y},

ContourStyle->{Thick}, Frame — False];

curval = ContourPlot[{z +y == 1},{«,0,1},{y, 0,1}, Axes — True,
Ticks — True, AxesLabel — {z,y},

ContourStyle->{Thick}, Frame — False];

Show(g1, curva, curvai]

Figura 9.4:

g1 = ParametricPlot3D[{rCos|[t], rSin[t], 0}, {¢, 0, 2Pi}, {r, 0,1},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — True,

AxeslLabel — {z,y, z}, PlotPoints — 40];

curva = ParametricPlot3D[{Cos][¢], Sin[t], 0}, {t, 0, 2Pi}, Axes — True,

Ticks — False, AxesLabel — {z,y, z}, PlotStyle->{Thick},

PlotPoints — 40];

Show(g1, curva]

Figura 9.5a:

gl = ParametricPlot3D[{z,y,2 — z — y}, {=,0, 1}, {y,0,1 — x},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — True, AxesLabel — {z,y, z},
PlotPoints — 40];

g2 = ParametricPlot3D[{x, y, 0}, {x,0,1},{y,0,1 — x}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — True, AxesLabel — {z,y, 2},

PlotPoints — 40];

curva = Graphics3aD[{Arrow[{{,25,,25,1,5}, {,5,.,5,2}}]}];

Show/[g1, g2, curva]

Figura 9.6:

gl = ParametricPlot3D[{rCos[t], 3 — rCos[t], rSin[t] }, {¢, 0, 2Pi}, {r, 0, 2},
Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, Ticks — True, AxesLabel — {x,y, z},
PlotPoints — 40, PlotStyle->Opacity[0,4]];

s2 = ContourPlot3D[{z"2 + 22 == 4}, {z, —3,3},{y, -3, 6}, {2, —3, 3},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, z},

PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]];

s3 = ContourPlot3D[{z + y == 3}, {z, 3,3}, {y, —3,3}, {2, -3, 3},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, AxesLabel — {y, z, 2},

PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]];

curva = ParametricPlot3D[{2Cos[t], 3 — 2Cos|[t], 2Sin[t]}, {¢, 0, 2Pi},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — True, AxesLabel — {z,y, z},
PlotStyle->{Thick}, PlotPoints — 40];

Show/[gl, s2, 53, curva]

Figura9.7:

supl = ContourPlot3D[{z"2 + y"2 + 22 == 1}, {x, - 1,1}, {y, -1, 1},
{z,—1,1}, Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — False,

AxesLabel — {z, vy, z}, PlotPoints — 40];

sup2 = ContourPlot3D[{z + y + z == 0}, {«, —1,1},{y, —1,1}, {2, -1, 1},
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Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — False, AxesLabel — {x,y, z},
PlotPoints — 40];

Show[supT, sup2]

Figura9.8:

sup1 = ContourPlot3D[{z"*2 + 2”2 + 2 ==y}, {z, —2,2},{y, 0,6}, {z, —2, 2},
Axes — True, AxesOrigin — {0,0, 0}, Ticks — False, AxesLabel — {z,y, 2},
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]];

sup2 = ContourPlot3D[{4 — (z"*2 + 22) ==y}, {z, -2, 2}, {y, 0,6}, {2, —2,2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — False, AxesLabel — {x,y, z},
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,3]];

curva = ParametricPlot3D[{Cos[¢], 3, Sin[t]}, {t, 0, 2Pi}, Axes — True,

AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — True, AxesLabel — {x,y, 2z},
PlotStyle->{Thick}, PlotPoints — 40];

Show[supT, sup2, curva]

Figura 9.9:

supl = ContourPlot3D[{z"2 + y"2 == 2}, {x, -2, 2}, {y, —2,2},{z, —2,2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — False, AxesLabel — {z,y, z},
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,2]];

sup2 = ContourPlot3D[{z"2 + 222 == y"2},{z, -2, 2}, {y, 0,2}, {2, -2, 2},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0, 0}, Ticks — False, AxesLabel — {x,y, z},
PlotPoints — 40, ContourStyle->Opacity[0,3]];

curva = ParametricPIot3D[{Cos[t], 2 — Coslt]"2, Sin[t}} ,{t,0,2Pi},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0,0}, Ticks — True, AxesLabel — {z,y, 2z},

PlotStyle->{Blue, Thick}, PlotPoints — 40];
Show([sup1, sup2, curva]

Apéndice A

FiguraA.2:

c0 = ContourPlot[(z — 1)"2 + (y — 2)"2==1/4,{2,0,2,5},{y,0,2,5},

Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{0,,5,1,1,5},{1,1,5,2,5}}, Frame — False];

cl = ParametricPlot[{u, 2}, {u, 0,1}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed];

c2 = ParametricPlot[{1, u}, {u, 0,2}, Axes — False, PlotStyle — DotDashed];
Show(co, c1, c2]

Figura A.4:

c0 = ContourPlot[4z"2 + (y + 1)"2 == 9, {z, —4, 4}, {y, —4, 4}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x, y}, Ticks — {{0,1,1,5},{—4,-1,1,2}},
Frame — False];

¢l = ParametricPlot[{u, —1}, {u,0,1,5}, Axes — False,

PlotStyle — DotDashed];

c2 = ParametricPlot[{1,5, u}, {u, —1,0}, Axes — False,

PlotStyle — DotDashed];

Show|co, cT, c2]
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FiguraA.5:

c0 = ContourPlot[z"2 — y"2==1,{x, —2, 2}, {y, —2, 2}, Axes — True,
AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y}, Ticks — {{—1,0,1},{—1,0,1}},
Frame — False];

cl = ParametricPlot[{u, u}, {u, —2,2}, Axes — False,

PlotStyle — DotDashed];

c2 = ParametricPlot[{—u, u}, {u, —2,2}, Axes — False,

PlotStyle — DotDashed];

Show/|cO, c1, c2]

Figura A.8:

c0 = ContourPlot[(z — 1)"2 — (y — 2)"2 == 2, {x, —4,6}, {y, —4, 6},
Axes — True, AxesOrigin — {0, 0}, AxesLabel — {x,y},

Ticks — {{—,5,0,1,2,5},{2}}, Frame — False];

cl = ParametricPlot[{u,u + 1}, {u, —4, 6}, Axes — False,

PlotStyle — DotDashed];

c2 = ParametricPlot[{u, 3 — u}, {u, —4,6}, Axes — False,

PlotStyle — DotDashed];

Show(co, c1, c2]
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