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m. Temas tratados en la Tesis: Modelo S.I.R determinista y estocastico, transmision
periddica, ajuste de pardmetros, metapoblaciones, mapa logistico.

n. Resumen en espafiol: Diversas enfermedades no endémicas transmitidas por vectores como
es el caso del dengue en el Noroeste Argentino, presentan gran variabilidad interanual en el tamafio de
sus epidemias. Tomando como referencia la serie temporal de casos de dengue para el departamento
de Oran Provincia de Salta entre los afios 2009-2016, se estudiaron los distintos ingredientes que se
deben incluir en un modelo matematico para poder reproducir el patrén observado de casos.

En una primera etapa se estudio el efecto de la inclusion de la estacionalidad en el término de
transmision y el agregado de casos importados en un modelo deterministico tipo Susceptible-
Infectado-Recuperado (S.I.LR). Para una temporada se vio que ambos factores son necesarios para
reproducir parcialmente el patron de casos de dengue observado en Oran. Extendiendo la formulacion
de campo medio con integrales de Volterra, se calculd el niimero reproductivo efectivo R*, un
parametro que permite monitorear probabilidad de producirse una epidemia en el tiempo. Dado el bajo
numero de casos observado, el enfoque deterministico no resultdé adecuado para reproducir la
variabilidad interanual de las epidemias. Luego, mediante un enfoque estocastico y la inclusion de la
estacionalidad y el flujo de casos importados en la transmision, se logré reproducir cualitativamente la
variabilidad interanual observada en los casos de dengue. Sin embargo la primer epidemia siempre
resulto mayor que las subsiguientes, patron que se rompe con la inclusion de la espacialidad. Se
estudié un modelo metapoblacional que permitio reproducir mejor atin la variabilidad de las epidemias
de dengue observadas en Oran. Introduciendo una nueva definicién para el célculo del numero
reproductivo efectivo a tasa de transmisidon constante, se obtuvo un valor de pardmetro que es capaz de
explicar la probabilidad de ocurrencia de las epidemias en sistemas espacialmente explicitos.
Finalmente mediante un ejemplo sencillo se estudio el efecto de sincronizaciéon que se produciria
teniendo en cuenta la movilidad de agentes entre parches de la metapoblacion.

0. Resumen en portugués: Varias doengas ndo endémicas transmitidas por vetores, como a
dengue no noroeste argentino, apresentam grande variabilidade interanual no tamanho de suas
epidemias. Tomando como referéncia a série temporal de casos de dengue para o departamento da
Provincia Oran de Salta entre os anos 2009-2016, os diferentes ingredientes que deveriam ser
incluidos em um modelo matematico foram estudados para reproduzir o padréo de casos observado.
Em uma primeira etapa, estudou-se o efeito da inclusdo da sazonalidade no termo da transmissao ¢ a
adicdo de casos importados em um modelo determinista de infec¢@o susceptivel-infectada-Recuperada
(S.LLR.). Por uma temporada, verificou-se que ambos os fatores sdo necessarios para reproduzir
parcialmente o padrdo de casos de dengue observados em Oran. Extendendo a formulagdo de campo
médio com integrais de Volterra, o nimero reprodutivo efetivo R* foi calculado, um parametro que
permite monitorar a probabilidade de ocorréncia de uma epidemia ao longo do tempo. Dado o baixo
nimero de casos observados, a abordagem determinista ndo foi adequada para reproduzir a
variabilidade interanual das epidemias. Entdo, através de uma abordagem estocastica e da inclusdo da
sazonalidade e do fluxo de casos importados na transmissdo, a variabilidade interanual observada em
casos de dengue foi reproduzida qualitativamente. No entanto, a primeira epidemia é sempre maior do
que a subsequente, um padrdo que rompe com a inclusdo da espacialidade. Estudamos um modelo de
metapopulacdo que nos permitiu reproduzir melhor a variabilidade das epidemias de dengue
observadas em Oran. Apresentando uma nova definigdo para o calculo do nimero reprodutivo efetivo
a taxa de transmissdo constante, obteve-se um valor de parametro capaz de explicar a probabilidade de
ocorréncia de epidemias em sistemas espacialmente explicitos. Finalmente, por meio de um exemplo
simples, o efeito de sincronizagdo que ocorreria levando em consideragdo a mobilidade de agentes
entre remendos de metapopulagio foi estudado.
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p- Summary: Several non-endemic vector borne diseases, such as dengue in  Northwest
Argentina, show high interannual variability in epidemic size. Inspired on the time series of dengue
cases for Oran Department in Salta Province between 2009-2016, we studied different ingredients that
should be included in a mathematical model to reproduce the observed pattern of cases.

We included in first the seasonality in the transmission as well as in imported cases in a Susceptible-
Infected-Recovered deterministic model (S.I.R.). For a given season we found that both factors are
necessary to partially reproduce the pattern of dengue cases observed in Oran. Extending the mean
field formulation with Volterra integrals, we determined the effective reproductive number R*, a
parameter that allows to monitor the probability of an epidemic occurring over time. Given the low
number of observed cases, the deterministic approach was not appropriate to reproduce the interannual
epidemic variability. Therefore, with a stochastic approach and the inclusion of seasonality as well as
the flow of imported cases in transmission, the interannual variability observed in cases of dengue was
qualitatively reproduced. However, the first epidemic was always greater than the following one, a
pattern that can be broken if space is considered into the model. For instance a metapopulation model
was built to better reproduce dengue epidemics variability. Introducing a new definition for the
effective reproductive number at constant transmission rate, we were able to explain the probability of
occurrence of epidemics in our spatially explicit model. Finally, by means of a simple example, we
studied the synchronization effect that would occur if we take into account the agents mobility
between metapopulation patches.
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Aportes Originales:

En el Capitulo 2 se desarrolla un ajuste de parametros a un modelo de incidencia para
dengue en la ciudad de Oran y alrededores. Mediante el calculo del Select Score, un
parametro que permite comparar diversos modelos ajustados a una misma serie temporal, se
concluye la importancia de la introduccion de los casos importados a los modelos
propuestos. A partir de las series de tiempo de casos reportados de dengue para la ciudad de
Oran, se observa una gran diferencia en los tamanos de epidemia que ocurren en los
diferentes arios, donde las epidemias del 2009 y 2016 reportan hasta 10 veces mas de casos
que en los anos intermedios (2010-2012).

En el Capitulo 3 haciendo uso del numero reproductivo efectivo en un modelo S.LR, se
encuentran las diferentes condiciones que deben existir para explicar la existencia de las
variabilidad en los casos reportados. La estacionalidad permite que la poblacion de
susceptibles no se extinga rapidamente, y el flujo de casos importados permite la recurrencia
de los diferentes brotes epidémicos.

Finalmente en el Capitulo 4 se demuestra que la introduccion de la estructura espacial como
una metapoblacion permite una mayor variabilidad en los tamarios de epidemias similar al
patron observado. Para obtener una variabilidad de tamarios de epidemias como las
observadas en los casos de dengue, es necesario considerar la estacionalidad, el flujo de
casos importados y la estructura espacial. El marco desarrollado prevé una compresion de
los mecanismos basicos que determinan la dinamica del dengue en situaciones no endémicas
como las observadas en el norte de la provincia de Salta y por lo tanto permitirian
desarrollar mejores medidas de prevencion.
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Introducciéon

Esta tesis estd orientada a desarrollar las herramientas necesarias para modelar matema-
ticamente los recurrentes brotes de dengue en el Norte Argentino y entender los meca-
nismos basicos que permiten explicar la dindmica observada de la enfermedad.

Las series temporales epidemioldgicas presentan habitualmente oscilaciones autososte-
nidas. El sarampién por ejemplo, rebrotaba cada dos anos, antes de la introduccion de
la vacuna hacia finales de los ’60. Los registros de casos de varicela mostraban picos
bien pronunciados y definidos que se correlacionaban con el calendario escolar infan-
til. Para enfermedades no endémicas en una determinada zona, como por ejemplo el
dengue en el Noroeste Argentino, los casos no se presentan durante todo el afio. La
variabilidad en las poblaciones del mosquito presumiblemente producidas por factores
climaticos tales como la temperatura, la humedad o las lluvias dan lugar a una trans-
misién estacional de la enfermedad. Ademas los datos muestran que en la mayoria de
los anos se observan pequenos brotes que alcanzan a unas decenas de casos mientras
que cada un periodo variable de entre 4 y 8 afios se producen epidemias importantes
alcanzando los miles de casos.

La ciudad de San Ramon de la Nueva Orédn es una ciudad de alrededor de 100000 habi-
tantes y constituye una de las principales puertas de ingreso del dengue a la Argentina
y su posterior diseminacién al resto del pais. El estudio y comprension de la dindmica
del dengue, en esta ciudad es de relevancia, para el control de esta enfermedad que
tanto en el 2009 como en el 2016 presentd serios problemas de salud ptblica en gran
parte del territorio nacional. Por el momento el dengue no es endémico en Argentina,
sin embargo todos los afios se registran casos de dengue en la ciudad de Oran.

Para intentar reproducir estos patrones temporales, en primer lugar se realizard un
repaso y andlisis del modelo Susceptible - Infectado - Recuperado (S.I.LR) propuesto
por W. O. Kermack and A. G. McKendrick en 1927 y 1928. Haciendo uso del mo-
delo S.I.R, con un modelo de transmisién de enfermedad por accién de masa podemos
explicar distintos escenarios epidemiolégicos. La estacionalidad en el término de trans-
misién permite simular la variabilidad de las poblaciones del vector en un modelo S.I.R.
Pero al tener una enfermedad no endémica es necesaria la aparicién de casos importados
para exista una recurrencia de brotes de la enfermedad. La importancia de estos casos
importados para una enfermedad no endémica, y su interacciéon con la estacionalidad
serd fundamental para poder explicar la variabilidad de los maximos en la transmisién
dentro de una misma temporada. La introduccién de la estacionalidad en la tasa de
contagio (en diversos modelos) puede producir oscilaciones autosostenidas. Sin em-
bargo, el modelo S.I.R con término de transmisién periédico no permite mantener una
variacion en la amplitud de la oscilacién, y que ésta sea sostenida en el tiempo.

Usualmente no todos los anos se tiene la misma intensidad de un brote de epidémico, si
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se desea observar dicha variacion interanual, es necesario tener en cuenta los efectos de
la estocasticidad propia del sistema. La estocasticidad demografica juega un rol fun-
damental a bajas densidades de poblacién, ya que para grandes poblaciones los efectos
deterministas resultan mas importantes que los debidos a la estocasticidad.

La inclusion de un modelo de metapoblaciéon permite simular en forma més realista
la estructura de una ciudad de pocos habitantes, el uso de esta espacialidad permite
mejorar ain mas la variabilidad de los picos maximos de transmisién de la enfermedad.
En esta tesis se mostrard que la estocasticidad, estacionalidad y espacialidad son ingre-
dientes fundamentales y necesarios para modelar la dinamica temporal de dengue en

Oran.



Capitulo 1

El modelo S.I.R

1.1 Introduccion al modelo S.I.R

Desde los trabajos seminales de W. O. Kermack y A. G. McKendrick en 1927 [36-38],
la epidemiologia matematica ha dado grandes progresos para poder explicar algunos
brotes epidémicos de enfermedades tales como sarampion, varicela, y otras [2].

En un modelo S.I.R se divide la poblacién de agentes en tres estados: Susceptibles
(S), Infectados (I) y Recuperados (R). La transmisién de una enfermedad estd dada
como la probabilidad de que un agente susceptible contraiga la enfermedad debido a
un contacto con un agente infectado, esto es conocido como modelo de accién de masal,

es decir que la probabilidad de contagio es denso-dependiente.

BSI

contaglo recuperacion

Figura 1.1: Esquema de un modelo S.I.R. Las flechas indican las transiciones de una
poblacién de N agentes entre los diferentes estados: Susceptible (S), Infectado (I) y

Recuperado (R). Las transiciones se realizan a tasa 8y 7.

La ley de accién de masas es mas restrictiva: el término de transmisién es bilineal, pero la proba-
bilidad de que un susceptible se infecte podria tener otra dependencia.
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1.1.1 Transmision

Se comienza por definir la fuerza de la infeccién, A, como la tasa per capita a la cual
los individuos susceptibles contraen la infeccién. Por lo tanto, la tasa a la que se pro-
ducen nuevas infecciones es AX, donde X es el nimero de individuos en el estado S.
Esta fuerza de infeccién es intuitivamente proporcional al ntimero de individuos infec-
ciosos. Para los patdgenos transmitidos directamente, donde la transmision requiere
de contacto entre los infectados y los susceptibles, existen dos posibilidades generales
dependiendo de como esperamos que la estructura de contacto cambie con el tamano
de la poblacién: A = BY/N y A = Y (Y es el nimero de individuos infecciosos , N es
el tamano total de la poblacién y B es el producto de la tasa de contacto y la proba-
bilidad de transmisién). La primera de estas formulaciones se denominara transmisién
dependiente de la frecuencia (o accién de masa) y la segunda, transmisién dependiente
de la densidad ( 6 pseudo accién de masa). Sin embargo, Hammer [26] se refiere a
A = BY como accién de masas, esta dualidad de nomenclatura algunas veces genera
confusién. La transmisién dependiente de la frecuencia refleja la situacion en la que
el nimero de contactos es independiente del tamano de la poblaciéon. Al menos en
lo que se refiere a las enfermedades de transmisién directa, ésto es mas acorde a la
intuicién natural sobre las poblaciones humanas. No es de esperar que alguien que vive
en Capital Federal (3 millones de habitantes) o Cérdoba (1.5 millones de habitantes),
transmita una enfermedad infecciosa 50 veces mas que alguien que vive en Salta Cap-
ital (600.000 habitantes) o en San Ramén de la Nueva Oran (80.000 habitantes). El
numero de contactos cercanos que probablemente daran lugar a la transmisién de la
enfermedad se determinard por las limitaciones sociales, dando lugar a patrones de
transmisién similares en cualquier ciudad. De hecho, las estimaciones de las tasas de
transmision del sarampién en Inglaterra y Gales no muestran relacion con el tamano
de la poblacién [11]. Por el contrario, la transmisién dependiente de la densidad asume
que a medida que aumenta el tamano de la poblacién (o mas exactamente, segin au-
menta la densidad de individuos), también aumenta la tasa de contacto. La razén
es que si mas individuos se aglomeran en un area dada (y los individuos se mueven
efectivamente al azar), entonces la tasa de contacto aumentard. Como regla general,
la transmisiéon dependiente de la frecuencia (accién de masa) se considera apropiada
para patogenos transmitidos por vectores, y para aquellos con estructura heterogénea
de contacto. Sin embargo, se considera generalmente que la transmisién dependiente de
la densidad (psuedo accién masa) es mas aplicable a las enfermedades de las plantas y
de los animales, aunque debe tenerse cuidado en la distincién entre niimero y densidad
de organismos [10]. La distincién entre estos dos mecanismos de transmisién se hace
pronunciada cuando el tamano de la poblacién varia en el tiempo, de lo contrario el

término 1/N puede ser absorbido en la parametrizacién de 8 en el término de accién
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de masas. En esta notacién, nuestra suposicién de accién de masas se convierte en
(B/N)SI . La transmision dependiente de la frecuencia o accién de masas (de ahora
en mas serd nombrada asi) también se denomina mezcla proporcional [2], y se utiliza
comuinmente en los modelos epidemiolégicos. Supone una mezcla homogénea de la
poblacion, lo que significa que todos los individuos interactuan con igual probabilidad
con todos los demés y se descartan las posibles heterogeneidades derivadas de la edad
y el espacio. Se considera un individuo susceptible con un promedio de contactos k por
unidad de tiempo. De éstos, una fraccién Y = I/N son los contactos con individuos
infectados (donde I es el niimero de infecciosos y N es el tamanio total de la poblacién).
Asi, durante un pequeno intervalo de tiempo (de ¢ a t+ dt), el nimero de contactos con
infectados es kY x dt. Si definimos ¢ como la probabilidad de éxito de la transmisién
de la enfermedad después de un contacto, entonces (1 — ¢) es la probabilidad de que la
transmisién no tenga lugar. Entonces, por la independencia de los contactos, la proba-
bilidad (designada por 1 —dq) de que un individuo susceptible se escape de la infeccién

después de kY x &t contactos es:
1—6g=(1—c¢)Y% (1.1)

Por lo tanto, la probabilidad de que el individuo se infecte después de cualquiera de estos
contactos es simplemente §¢. Ahora se define la tasa de transmisién 8 = —xlog(1—c)
sustituyendo a 1—c en la ecuacién 1.1, permite reescribir la probabilidad de transmisién

en un pequeno intervalo de tiempo dt como:
bg=1—ePY (1.2)

Para re-escribir esta probabilidad como la velocidad a la que se produce la transmisién,
se expande e Y en un desarrollo de serie de Taylor (e* ~ 14z + % +...) y dividiendo

ambos términos por 0t y tomando el limite de (d¢/dt) cuando 6t — 0 queda:

dg _

=By (1.3)

Que es la tasa de transmision por individuo susceptible. Entonces, por extension, la

tasa total de transmisién a toda la poblacion susceptible esta dada por:

X
ax =-AX=-08YX (1.4)
dt
Donde X se define como el nimero de susceptibles en la poblacién. Si se cambia la

escala de las variables (sustituyendo X = S/N e Y = I/N) puede escribirse (1.4), en

Esto es lo mismo que definir la probabilidad de no contagio (1 —¢) = e #/%.
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términos de la poblacién total como:

a5 __bg w9
A partir de la ecuacién 1.5 es posible deducir el sistema S.I.R [12, 27]. Uno de los
principales resultados del modelo S.I.LR, es que si no se tiene en cuenta la demografia
(nacimiento y muerte de los agentes), el modelo no admite soluciones oscilatorias [15,
35]. Al ser el objetivo principal de este capitulo discutir los modelos epidemiolégicos
con soluciones oscilatorias, se procede a trabajar con el modelo S.I.R con demografia
(también conocido como modelo S.I.R con dindmica vital).
En este punto es conveniente definir una cantidad mensurable, es decir una variable
que permita representar la cantidad de agentes infectados que hay en el sistema. Por
ello se define la Incidencia como la cantidad de nuevos casos reportados de infeccién
que hay en una unidad de tiempo, en capitulos siguientes se desarrollara mejor este

concepto.

1.2 Modelo S.I.R con demografia

El agregado de los términos correspondientes en el modelo SIR, por efecto de la de-
mografia, se realiz6 de diferentes maneras [12, 13]. En la deduccién vista en el apartado
anterior, se realizé sin considerar una variaciéon en la poblacién al momento en que
ocurre la transmisiéon. Esta deduccién sigue siendo valida atn si se considera agre-
gar demografia al modelo, debido a que la transmisién ocurre en un periodo mucho
mas corto que el tiempo medio de vida de un agente del sistema. Esto es aplicable
a diferentes tipos de enfermedades (e.g gripe), pero no asi a enfermedades donde la
transmisién ocurre en un periodo mas prolongado (e.g tuberculosis). Al considerar que
los nacimientos y las muertes de los agentes del sistema ocurren a tasa constante (en

el tiempo) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

S() = AW~ 2S010) — (1) (1.6)
i) = Zsm10) -+ wie) (1.7)
R(t) = ~I(t) - puR(2) (1.8)

Con S la tasa de transmisién, v la tasa de remocién de infectados y p la tasa de

mortalidad de los agentes, todas las tasas son constantes.
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Usualmente en lugar de las tasas, se utiliza la inversa de los periodos medios:

:TN

= 7‘[

2R TE |-

Siendo 7 el periodo medio vital (expectativa de vida del agente en el sistema) y 77 el
periodo medio infeccioso. En el caso de poblacién constante, la tasa de reclutamiento

de nuevos agentes A(t) resulta:

A= iN = cte. (1.9)
TN

Contagio

Recuperacion
ylI

Nacimientos

Caso particular:
A=uN = N=cte.

Figura 1.2: Transicién de una poblacién de N agentes entre los diferentes estados: Susceptible
(S), Infectado (I) y Recuperado (R), cuando se considera la demografia en el sistema. La tasa de
transmisién es 3, v es la tasa de remocién de los infectados, A y p son las tasas de nacimientos

y muerte respectivamente.

1.2.1 Oscilaciones en el modelo S.I.R

Bajo ciertos valores de parametros (f3,u,7), el sistema formado por las ecuaciones

(1.6,1.7,1.8) admite soluciones oscilatorias. Para determinar estos valores primero se
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" del sistema:

g

procede a calcular los puntos fijos

0 = A— SO - S) (1.10)
0 = LS00~ (v miw) (1.11)
0 = ~I(t)— uR(t) (1.12)

De la igualdad (1.11) se obtiene el valor del punto fijo, equilibrio endémico, para S:

S* = VJBF"N (1.13)

El ntimero reproductivo bésico, Ryp' se define como ” El nidmero esperado de nuevos
casos producidos por un infectado tipico en una poblacion enteramente susceptible” y

puede calcularse como:

donde 7 es el periodo medio que dura la infeccion. En el caso de un modelo S.I.R

con dindmica vital, se obtiene la siguiente expresién Ry = %, por lo tanto S* = Rﬁo'
Introduciendo el valor del punto fijo para S* a la igualdad (1.10) resulta:
N
I = % (Ro— 1) (1.15)

Finalmente R* = % (Ro—1)".

Para encontrar las condiciones que deben cumplir los parametros 5,7~ y p, se debe
realizar una aproximacion lineal de las ecuaciones (1.6,1.7). Si se considera que S =
f(S, 1)y I =g(S,I)y se define:

s = S§-¢§°
i = I-1TI*

Se obtienen las ecuaciones:

ds [af(S,I)] [af(S,I)}

L G s+ |22 i (1.16)
di [85](5,])] [89(5,])] .

R s+ |29 i (1.17)

liigs posible demostrar mediante el Lema de Morse, que este punto fijo es un punto no degenerado,
de tal manera el andlisis lineal del sistema es congruente con la dindmica no lineal del sistema.

VPosteriormente se hars una mayor discusién sobre la definicién de este pardmetro.

YPara Ro > 1 el equilibrio endémico existe, mientras que para Ro < 1 no es asi (pues dan resultados
negativos).
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Operando en cada uno de los términos de éstas tltimas ecuaciones se obtiene el sistema,

linealizado en funcién de los pardmetros previamente definidos

O (uRo)s — () (118)
% = pu(Ro—1)s (1.19)

Derivando (1.18) con respecto al tiempo:

d?s ds di
gz = R = (ut) o (1.20)
remplazando % con la ecuacién (1.19), se obtiene:
d’s ds I}
SC = _pRy— —pt(Ry—1 1.21

Que es una ecuacién de segundo orden, idéntica a la ecuacion de un oscilador amor-

tiguado“'. Por lo tanto en la siguiente analogia se definen los siguientes pardmetros:

20=pRo;  w?=up (1—;> =B —v—n (1.22)
0

Para que los autovalores sean imaginarios conjugados, es necesario que se cumpla la

siguiente desigualdad:

’R3 1
Powr<o = KU 5(1- ) <o (1.23)
4 Ry
Escrito de otra forma:
48 1
Ry < — (1 - > 1.24
< (15 (1.2
Definiendo a = = g y y = 7v/p. Por definicién Ry > 0, ya que los pardmetros 8y p
también son positivos, queda la ecuacion
2 1
<4 (1—y+ > (1.25)
(y+1) x

Vi 4+ 20k +w?z =0
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Regidén de Oscilaciones Amortiguadas

10

7.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x = 3/

Figura 1.3: En la regién de negro, no existen oscilaciones amortiguadas. En la barra

de la derecha, se aprecia la escala de grises para los valores Ry.

Regidn de Oscilaciones Amortiguadas
0.04

0.04
0.035

0.03

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.01

0.005

T T T
0 0.0035 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
=03/

Figura 1.4: Acotando los valores de x e y, con una resolucién de 16 bits para la escala

de grises, pueden apreciarse mejor los cambios de valores de Ry.

La desigualdad (1.25) determina la regién de oscilaciones amortiguadas. En la

Figura (1.3) el gradiente de grises nos da la informacién del valor de Ry, las zonas de
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color negro en la parte superior e inferior son las zonas en las cuales no hay oscilaciones
amortiguadas. En la Figura (1.4), se realiza un grafico para las regiones (z,y) €
[0,0.04] x [0,0.04], de tal manera de apreciar mejor la frontera entre las regiones con

oscilaciones amortiguadas y sin oscilaciones.

1.2.2 Oscilaciones autosostenidas en el modelo S.I.R por efectos de
perturbaciones periédicas

El sistema descrito por las ecuaciones (1.6 - 1.7 - 1.8) es aplicable a diferentes tipos de
enfermedades [2]. Existen diversos inconvenientes en la aplicacién de este modelo ya
que generalmente la transmisién no se da a tasa constante, entre otras limitaciones Vi
Existen diferentes enfermedades que presentan estacionalidad en los casos reportados,
tales como sarampién y tos convulsa [35] antes de la introduccién de la vacuna [2]. En
casos como la gripe, la estacionalidad se debe al cambio de cepa en forma anual o bi-
anual [15]. A su vez, si se considera el caso de la gripe, la transmisién se da mayormente
en los meses de invierno [2]. En trabajos pioneros como el de Kuznetsov [39] se introduce
la nocién de la variacién de la tasa de transmisién () como una variacién estacional
(periddica). Para algunos autores como Verhulst [55] las ecuaciones en las cuales los
coeficientes varian en forma periédica son conocidas como ecuaciones no auténomas

con coeficientes periddicos.

Transmision peridédica

Como bien se menciond, para algunas enfermedades como la gripe, es necesario modelar
la transmision como dependiente del tiempo, debido a que la maxima transmisién se
da en los meses de invierno. Por lo tanto se propone un término de transmisién (en el
modelo S.I.LR) de la siguiente forma:

dsS B(t

o —]ir)S(t)I(t) (1.26)
Donde [3(t) puede tener cualquier tipo de relacién con el tiempo. En el caso de trans-
misién periédica, es decir que B(t) = B(t + T), donde T es el periodo caracteristico
de la estacionalidad de la transmision; se toma a T’ como el tiempo entre los maximos
de transmisién. Una forma simple y muy utilizada para el coeficiente de transmisién
periédica es [13, 24]:

B(t) = Bo (1 4 cos(wot)) (1.27)

Y"Por ejemplo el hecho que la tasa de remocién de infectados es constante, implica una distribucién
de tiempo de infeccién exponencial. A su vez el modelo S.I.R no tiene incorporada la estructura de
edades entre otras cuestiones que mas adelante se discutiran.
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Al ser la tasa de transmisién un coeficiente periddico, convierte al modelo S.I.LR en un
sistema no auténomo con coeficientes variables. Para hacer un andlisis de tales sistemas

es necesario utilizar diferentes tipos de herramientas [55].

Modelo S.I.R con transmisién periédica

En principio, la primer pregunta a realizar es: ;Cudl es el efecto de la transmisién
periddica en un modelo S.I.R con demografia?. Para poder dar una respuesta cualitativa

a este interrogante, se procede a definir con una tasa de transmision variable, el siguiente

modelo S.I.R:

S) = AW~ 507t o) S — S () (1.28)
i) = 2 r)SWI0) ~ (-4 w0 (1.29)
R(t) = ~I(t)— pR(t) (1.30)

El sistema (1.28,1.29,1.30) puede escribirse en forma matricial Viii: X = A(t,X) . Las
técnicas usuales para el andlisis lineal [54] no son véalidas para este sistema dado que no
es un sistema auténomo, y por lo tanto es necesario utilizar las teorias de linealizacién
[55].

Como primer paso es necesario verificar que A(t, X ) sea continua en t y X, y Lipschitz
continua en X. Asumiendo que X = 0 es un punto critico * de la funcién vectorial
A(t, X), entonces A(t,0) = 0, t € R. Se considera la ecuacién X = A(t,X) y un
vecindario D C R"™ de x = 0. La soluciéon que comienza en t = tg, © = xg € D estd
indicada por x(¢; to, zo). La solucién x = 0 se llama estable en el sentido de Lyapunov (o
Lyapunov estable) si para cada € > 0y to, se puede encontrar d(e, tg) tal que ||zg|| <6
produce ||z(t;to, x0)|| < € para t > tg. Como ejemplo se puede mencionar el péndulo
no lineal. El punto z = (0,0) es Liapunov estable, y por lo tanto también lo es para el
oscilador arménico.

Para el sistema en el cual B(t) = Sof(t,e0) = Fo (1 + epsin(wot)) *, las ecuaciones para

Sy I linealizadas son de la siguiente forma:

dS o ,B(t) . _ﬁ(t) B

P A A (131)
di — Bt) ., BE) o, :

T s A SR 0L (1.32)

VilTambién puede ser escrita como: X = A(X)X + B + ¢oF(X,t) , pero esta forma es de utilidad
para un andlisis de desarrollo perturbativo.
XElegir 0 como punto critico no es restrictivo, ya que puede ser cualquier valor distinto del vector
nulo, y simplemente se desplazan los ejes a ese punto.
*Sea ¢9 < 1y para todo t > 0 entonces f(¢,€9) > 0.
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Para ¢ = 0 los puntos criticos S* e I*, son los mismos para el caso anterior, con 3y en
lugar de 8. Por lo tanto en el sistema linealizado, se remplazan los valores de equilibrio

y simplificando se obtiene:

% = —[u(Ro—1)(1+ epsin(wot)) + p] s — (4 v) (1 + egsin(wopt)) i (1.33)
% — [1(Ro — 1) (1 + eosin(wot))] s + o sin(wot)i (1.34)

Este sistema escrito en forma matricial es:

( . > _ ( ~u(Ro = DS (te0) = ~(u+7)f (¢ 0) ) ( s ) (1.35)
i p(Ro — 1) f (2, €o) f(t e0) — 1 i

Siendo A una matriz de coeficientes peridédicos, continua en t y acotada, por lo tanto
es posible aplicar el teorema de Floquet (ver Apéndice A.1.1). De esta forma podemos
afirmar que la matriz fundamental es de la forma ®(t) = P(t)eB, siendo P(t) una
matriz T-periddica y B una matriz de coeficientes constantes de 2 x 2.

Sabiendo que para la matriz fundamental periédica se cumple ®(t + T) = @(¢)C,
siendo C' la matriz de monodrimia tal que C' = eB7 los autovalores p de C son lla-
mados multiplicadores caracterfsticos. Cada niimero complejo A tal que p; = eM7'| es
llamado exponente caracteristico. Se pueden elegir A; tales que, estos coincidan con

los autovalores de la matriz B. Cabe resaltar que la relacién entre los multiplicadores

caracteristicos y la traza de la matriz A(t) es:
T
p1pa.pn = el Tralcondt) (1.36)

La existencia de soluciones peridédicas en un sistema de ecuaciones con coeficientes
periédicos estéd garantizada para un sistema auténomo tal que X(t) = A(eg, )X (t),
que cumple con las hipdtesis del teorema de Floquet.

Ahora bien, si existen soluciones peridédicas para un sistema bidimensional, sus auto-
valores son conjugados complejos®, por lo que la ecuacién (1.36), escrita en términos
del exponente caracteristico (recordar que se puede elegir de tal forma que sean los

autovalores de la matriz C') da como resultado:

ei%’fiT — efOT TrA(eo,t)dt (137)

. T ,
Es suficiente con demostrar que % fo TrA(ep,t)dt es un nimero entero.
Realizar una demostracién mas rigurosa escapa el objetivo que se plantea, existen di-

versos trabajos [6, 30] que hacen frente al inconveniente de la demostracién. Inclusive al

XiBajo la hipétesis de que se tiene Tr(A) = A1 + A2, donde A\, = A2. Por lo tanto uno de los
exponentes caracteristicos es igual a 0.
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ser un tema totalmente abierto, en ciertas ocasiones es conveniente hacer un abordaje
numérico [5].

Aunque no se realice un desarrollo analitico mas riguroso, es posible hacer algunos
estudios cualitativos mediante un anélisis numérico en dos casos particulares. En el
primer caso, utilizando los pardmetros propuestos por Keeling [35] para observar os-
cilaciones amortiguadas en el modelo S.I.R, al agregar una estacionalidad en el término
de transmision se observan oscilaciones autosostenidas (ver Figura 1.5) a pesar de que el
comienzo de la serie no muestra esa tendencia. En otro ejemplo (ver Figura 1.7), mante-
niendo en forma cualitativa la estacionalidad, pero cambiando los pardmetros (u,~y, N),
puede observarse la tendencia de las oscilaciones autosostenidas desde el principio de

la serie.

Incidencia

'lhr{.’l'fu‘;\\l% ~~~~~ HHE - L\—

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Afio epidemioldgico

Figura 1.5: Modelo S.I.LR con demografia. Una oscilacién amortiguada (linea a trazos)
para pardametros § = 520 infectados/ano, v = 1 semana epidemiolégica, p = 1/70anos,
N = 1. En el caso de 5(t) = 520(1 + cos(%)) infectados/ano (linea solida), mante-
niendo v = 1 semana epidemioldgica, p = 1/70anos y N = 1, la incidencia al principio
decrece en forma monétona hasta llegar a 0, posteriormente vuelve a tomar valores

distintos de cero.

La estacionalidad en el termino de transmision, genera cambios cualitativos en el
tipo de soluciones que admite el modelo S.I.R. Esto tltimo da la versatilidad de poder
utilizar un modelo sencillo que con el agregado de un simple mecanismo (transmisién

periddica) es mas realista a la hora de modelar una enfermedad.
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Incidencia
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Figura 1.6: Utilizando los mismos valores de pardmetros que en la Figura 1.5, en
una escala mas adecuada para apreciar que la oscilacién amortiguada llega a un valor
distinto de cero (linea punteada). La linea sélida para estacionalidad tiende a ser cero,
pero no llega exactamente a ese valor, por tal motivo la poblacion de infectados no se
extingue.

Incidencia

Nuevos casos reportados
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Figura 1.7: Modelo S.I.LR con demografia. Una oscilacién amortiguada (linea a
trazos) para parametros S = 2.2 infectados/semana epidemiolégica, v = 1 sem-

ana epidemiolégica, u = 1/10 semana epidemiolégica, N = 1000. En el caso de

B(t) = 2.2(1 + COS(%)) (linea solida), manteniendo v = 1 semana epidemioldgica,

= 1/10 semana epidemioldgica, N = 1000. Para este conjunto de pardmetros se

obtienen oscilaciones autosostenidas.
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1.3 Modelo S.I.R tipo Volterra

El nimero reproductivo basico depende de varios factores, como la distribucion de
probabilidad del periodo infeccioso, la estructura de contactos, entre otros. Como en
general la distribucién del periodo infeccioso no es exponencial [2, 52], utilizar un mo-
delo S.I.R en el cual aparezca en forma explicita la distribucién del periodo infeccioso,
permite analizar cual es la importancia de este ultimo en el calculo de Ry. La formu-
laciéon de un modelo integral 6 tipo Volterra, permitira hacerlo. Antes de trabajar con
el modelo integral, es necesario conocer algunas definiciones utiles que se muestran en
el Apéndice A.2.

1.3.1 El modelo S.I.R en forma integral

El modelo S.I.R descrito anteriormente por las ecuaciones (1.6,1.7,1.8), es véalido bajo
el supuesto de una distribucién exponencial para el periodo infeccioso y para el tiempo
de vida, es decir el tiempo en el que esta dentro del ciclo S— I — R. Ahora se presentan
las ecuaciones del modelo S.I.R tipo Volterra, el cual presenta como una de sus mayores
ventajas la posibilidad de elegir arbitrariamente las distribuciones para la tasas involu-
cradas en el modelo (por ejemplo la tasa de remocién de infectados). A partir de éstas,
se pueden calcular las funciones de supervivencia y acumulada. Utilizando el modelo
de accién de masa (1.5), se define la variable H(t) = %S(t)](t). A su vez considerando
que no existe estructura de edad en el modelo, es decir que el periodo de vida media de
un agente tiene distribucién exponencial, se plantea el siguiente conjunto de ecuaciones

integrales:
S@) = S(O)FN(t)—|—/OtNf(t—s)ds—/OtH(s)FN(t—s)ds (1.38)
1) = I0)Fx(t)Fi()+ /OtH(s)FI(ts)FN(ts)ds (1.39)
RO = RO+ [ TOREGNG)

+ /0 CH(7)Fu(s — 7)Fy (s — 7)dr} En (¢ — 5)ds (1.40)

Donde Fy(t) = e # y Fn(t) = 1 — e # son la funcién acumulada y de supervivencia
correspondiente a la demografia®, y Fy y Fy son las correspondientes al perfodo infec-
cioso.

Sin pérdida de generalidad se estudia el caso particular de poblacién constante (S(t) +
I(t) + R(t) = N = cte), de esta forma fg Nf(t—s)ds= NF\(t),y se la sustituye en la
ecuacién (1.38).

Graficamente se analizara, paso por paso, cada ecuacién y sus correspondientes términos.

*'Para una funcién de supervivencia general el modelo no esta bien definido.
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Deduccién para S(t)

Se dispuso hacer un balance del tipo integral (ver Figura 1.8) que usualmente se aplica
en balances macroscépicos en la mecdnica de fluidos [57]. Las entradas y salidas a lo
largo del eje vertical de S(t), estédn referidas a los balances de la demografia, y a lo

largo del eje horizontal estan los balances de la dindmica de la enfermedad.

Figure 1.8: Balance de S(t). Destacando que S(0)Fy + I(0)Fy + R(0)Fy = NFy

La primer cantidad que entra al estado S(¢) son los susceptibles que tienen como
condicién inicial S(0). Al integrar S(0)fn(t — s) entre 0 y t se obtiene la cantidad de
susceptibles iniciales que fueron removidos por efectos de la demografia. Al ser S(0)
un valor constante, simplemente nos queda la funcién acumulada en el tiempo ¢, por lo
tanto S(0)Fn(t) es la cantidad de susceptibles iniciales que murié desde tiempo ¢; = 0
a ty = t. Las muertes también ocurren en los estados I(t) y R(t). Se contabiliza el
total de muertes, y se re-ingresa al estado S(t) la cantidad N Fy(¢) para mantener la
poblacion total constante.

Al usarse una transmisién del tipo 1.5, donde la proporcién de susceptibles que aban-
dona el estado S(t) es proporcional al producto de S(¢)I(t), es necesario tener en cuenta
la supervivencia de los que abandonan el estado S(t). Pero es necesario contabilizar la
cantidad de susceptibles que se infectan en el tiempo s, por ende la cantidad H(s)ds
debe ser pesada por la supervivencia, pero recorriendo todos los valores de s hasta

llegar a ¢t. Por lo tanto se obtiene que la cantidad que abandona el estado S(t) es
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fot H(s)Fn(t — s)ds.
Al realizar el balance de las cantidades que entran (positivo) y las que salen (negativo)
del estado S(t) se obtiene:

S(t) = S(0)—S(0)Fn(t)+ NFy(t /H VEN(t — s)ds

—  S(0)Fn(t) + NFx(t / H(s)Px(t — 5)ds (1.41)

Deduccién para I(t)

Del mismo modo en el que se plante el balance para el estado S(t) se realizan pasos
similares para el estado I(t).

La cantidad I(0) entra al estado I(t), y la cantidad I(0)Fn(t) son los infectados que
mueren antes de recuperarse. Luego la cantidad de sobrevivientes I(0)Fy () abandona
el estado I(t) a medida que se van recuperando, es decir que la cantidad I(0)F (t) Fy(t)
estd referida a la fraccién de infectados que sobreviven y se recuperan.

Por otro lado, hay que tener en cuenta una nueva cantidad de infectados que entra a
I(t) y son los que salieron de S(t). Finalmente esta misma cantidad pesada con Fy(t)

abandona el estado I(t).

Figure 1.9: Balance de I(t)
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Realizando el balance se obtiene:

I(t)= 1(0) — I(0)Fn(t) — I(0)Fn(t)F(t)

+ /Ot H(s) Py (t — s)ds — /Ot H(s) Py (t — 8)Fy(t — 5)ds

Agrupando el primer y segundo término

10)(1 = Fn (1)) = I(0) Fi(t),

el cual puede agruparse de idéntica forma con el tercer término

I(0)Fn(t) — I(0)Fn (t)Fr(t) = I(0)Fx(t)(1 — Fr(t)) = I(0)Fn () Fi(t)

Haciendo lo mismo para los términos integrales finalmente obtenemos:

I(t) = I(O)FN(t)F[(t) + /Ot H(S)FN(t — S)F[(t — s)ds

Deduccién para R(t)

(1.42)

(1.43)

De igual forma que en los dos casos anteriores, se tiene como entrada el valor inicial

R(0), y a su vez los valores de salida del estado I(t). Como el estado R(t) es un estado

acumulativo, en él solo se conserva la supervivencia de los valores de entrada. Por lo

tanto como valores de salida se tienen los decesos que ocurren en el estado R(t).

Figure 1.10: Balance de R(t)
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Escribiendo el balance, y realizando las cuentas correspondientes como en los dos

casos anteriores, se obtiene:
R(t) = R(0)+I(0)Fy(t)Fr(t)+ /Ot H(s)Fn(t — s)F(t — s)ds — R(0)Fn(t)
_ /0 t [I(O)FN(S)FI(S) + /0 " H(F)Pa(s — ) Fy (s — T)df} Fy(t — s)ds.
Re-ordenando los términos de la ecuacion

R(t) = R(0)Fy(t)

+ [ [rom@ R + [ HEE s DBl - rar]| Bete - 9as (.0

1.3.2 Reconstruccién del S.I.R tipo E.D.O

Cuando el periodo medio infeccioso tiene distribucién exponencial, el sistema de ecua-
ciones integrales (1.38, 1.39, 1.40) es equivalente al sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias (E.D.O) (1.6, 1.7, 1.8) como se muestra a continuacién.

Ecuacion integro-diferencial para los susceptibles

Se analiza le ecuacion para los susceptibles. Derivando con respecto al tiempo a 1.38

se obtiene:
jtS() = % S(0)Fn(t) + NFn(t /H N(t —s)d ]
S(t) = S(0)Ex(t)+ NEy(t) —[/ H(s)En(t —s)d ] (1.45)
— S(O)En(t) + NEy(t) — / H(s)Px(t — 5)ds

Utilizando la equivalencia F'(t) = A(t)(1 — F(t)) se escribe la ecuacién:

S@t) =An(H)N — H(t)Fn(0) — An(t) [S(0)Fn(¢) + NFn(1)]

/0 CH(s)Aw(t — 5)Fu(t — 5)ds (1.46)

De aqui se desprende el siguiente razonamiento. Si la tasa de fallo (ver Apéndice A.2.2)
es constante, lo cual implica que si o si tiene que venir de una distribucién exponencial,

entonces:

S(t) = AN — H(t)Ex(0) — Ay [S(O)F_N( ) + NEy(t / H(s)Fx(t — s)ds| (1.47)
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El término entre corchetes es la definiciéon de S(t), por lo que finalmente (al ser Fiy(0) =

1 por definicién) y remplazando H (t) se reconstruye la ecuacién diferencial:

‘ B

$(8) = AwN = SMI(H) — AvS(?) (1.48)

Finalmente se observa que Ay = pu, y remplazando en la ecuacién anterior, se llega a

la ecuacién (1.6).

Ecuacién integro-diferencial para los infectados

En la ecuacién tipo Volterra para los infectados, se introduce el cambio de variable
G(t —s) = Fn(t — s)Fy(t — s), por lo tanto

Iuy_umauybéﬂﬂgaa—sms (1.49)
Derivando
f@y—HMG@%+H@G@}+AHﬂQG@—sMs (1.50)
donde
G(t) = Ex()Fr(t) + Fx(t)Fr(t) (1.51)

Escribiendo en término de la tasa de fallo, se obtiene

G(t) = =An () Fn(t)Fr(t) — Ap(t)Fn(t) Fr(t) (1.52)

Escrito de otra forma G(t) = — (An () + A7(t)) G(t) , por lo que se re-escribe la derivada

de la ecuacion para los infectados como

I(t)= — I(0) (An(t) + Ar(t) G(t) + H()G(0)
t t
— / H(s)An(t —s)G(t — s)ds — / H(s)A\(t —s)G(t — s)ds (1.53)
0 0
Utilizando las mismas consideraciones que las usadas para deducir la ecuacién de S (1),

se demuestra que a partir de (1.39) se obtiene la ecuacién diferencial para I(t).

Con la hipdtesis de que la distribucién para el periodo infeccioso 77, es exponencial,
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entonces A\; = cte, al igual que Ay, ordenando los términos obtenemos

I(t)=H®)G0O) — X (I(O)G(t)+ /0 H(s)G(t—s)ds)
- v (I(O)G(t)—/o H(S)G(t—s)ds> (1.54)

El término entre paréntesis es la definicién de I(t). Se puede demostrar que G(0) = 1

por ser las distribuciones exponenciales, por lo que se puede re-escribir:
I(t) = H(t) — M\I(t) — AnI(t) (1.55)

Donde se mencioné anteriormente que Ay = p, por lo tanto Ay = .

La deduccién de R(t) es ansloga las hechas para S(t) y I(t), de esta forma queda
demostrado que el modelo S.I.R tipo E.D.O, es un caso particular del modelo S.I.R
tipo Volterra, cuando las distribuciones del periodo infeccioso y de mortalidad son

exponenciales.

1.4 El nimero reproductivo basico en el modelo S.I.R tipo

Volterra

Anteriormente se mencioné que el nimero reproductivo bésico (Rp) se define como:
El niumero esperado de casos secundarios producidos por un infectado tipico
en una poblacion completamente susceptible.

Si 3 es el parametro de transmisién, entonces podemos estimar el niimero reproductivo
bésico como Ry = 87, donde 7 es el periodo infeccioso medio.

Mediante el uso del modelo S.I.R tipo Volterra se deduce una forma de calcular Ry (ver

Apéndice A.2.3), en el caso particular en cual no se considera demografia se obtiene:

Ry = prr = ﬁ/ooo sfr(s)ds = B/OOO Fy(s)ds (1.56)

Esta forma de calcular Ry, es igual a la usada anteriormente (ecuacién 1.14) en el
sistema de ecuaciones diferenciales. Definir el calculo de Ry mediante el uso de la tasa
de contagio es muy conveniente, ya que anteriormente (ver capitulo 1.1.1 ) se definié
B como el producto de la tasa de contactos por la probabilidad de contagio. De tal
manera que al multiplicar por el periodo medio infeccioso, da como resultado un cédlculo
aproximado del promedio de nuevos infectados que se originan a partir de un infectado,
durante su periodo infeccioso.

El concepto de Ry es fundamental en epidemiologia, ya que por su propia definicién, la

existencia de epidemias estd condicionada a que Ry > 1. Sin embargo el cdlculo de Ry
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no suele estar ausente de controversia, dado que puede realizarse de diferentes maneras,
por ejemplo usando matriz de préxima generacién [13] 6 mediante su propia definicién
(en forma numérica) [42].

En este punto es conveniente introducir una nueva definicién, haciendo uso del niimero

reproductivo bésico, y es el "nimero reproductivo efectivo” [48].

(1)
(t)

w0 = S0, -

S t
BT = N 6/0 sf(s)ds (1.57)

Si t = 0 se obtiene R*(0) = %RO, en el caso de que la poblacion sea enteramente
susceptible (6 en forma aproximada % ~ 1) el nimero reproductivo efectivo es igual
al nimero reproductivo bésico.

Es conveniente el uso de esta definicién, en los casos en que la poblacién no cumple con
la condicién de que la poblacién inicial sea enteramente susceptible.

Al considerar poblacién constante y en el equilibrio endémico (¢ — oo) se obtiene:

R*(c0) = %”RO (1.58)

Donde S, = N/Ry (ver Apéndice A.2.3), por lo tanto R*(co) = 1. Esto quiere decir
que en el equilibrio endémico, la poblacién de infectados (I, ) se mantiene constante.
Para poder lograr una comparacién con el modelo S.I.LR en forma de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, se trabaja con distribuciones exponenciales para
obtener un resultado comparable a lo visto en los apartados anteriores. Utilizando la
ecuacién (1.39), se analiza el limite de I(¢) cuando t — oo por lo tanto

I =1(0) tlg};lo Fi(t)Fn(t) + lim t H(s)Fy(t —s)Fy(t — s)ds (1.59)

t—o0 0
La supervivencia, tanto para el periodo infeccioso como para la demografia, es igual a
cero cuando t — oo, de esta forma el primer término es cero. Para el segundo término
es necesario realizar un cambio de variable ©w =t — s entonces, du = —ds y s =t — u,

entonces

Lo = lim <_ /0 o H(t—u)FI(u)FN(u)du> (1.60)

t—o0
Cuando se evalia el limite de H(t — u) (término de accién de masa), éste tiende a
BSs0lso/N. Solo queda por evaluar la integral fooo Fr(u)Fy(u)du. En el caso particular,

para el cual el periodo infeccioso tiene una distribucién gamma™"', y con la distribucién

*MSi bien es un caso particular, la distribucién gamma permite ajustar en forma mas realista las
distribuciones observadas.
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exponencial para la demografia
Sool, o
I = —ﬁm/ Fr(u)e *du (1.61)
N Jo
Integrando por partes se demuestra que

Seolo 1 1"
I = BTE (1 - [u/wk} ) (1.62)

Donde k es el pardmetro forma de la distribucién gamma. En el Apéndice A.2.3 se en-

cuentra la deduccién de que Ry = N/Sx, por lo tanto se define el niimero reproductivo

1 .
Ry = B; (1 - [W] ) (1.63)

Para el caso k = 1, la ecuaciéon anterior es reducible al resultado encontrado para el

bésico

modelo de ecuaciones diferenciales

B ST I RS o O R W
Ro_ﬁu<1 [/H‘WD Bu(ﬁv) 4y (1.64)

En el siguiente caso k — oo (periodo fijo), el célculo del nimero reproductivo bésico,

k
se reduce a resolver un limite notable lim [L} = e /0
koo LK/ THE

Ro o = i (1 - e*ﬂ/V) (1.65)

Teniendo en cuenta que usualmente p/y < 1, ya que una enfermedad suele tener un

perfodo (1/7) mucho menor* que la expectativa de vida (1/p) resulta:

Ro~ (1 —1+ By 0(#/7)2) (1.66)
K Y
En el caso de periodo fijo y bajo las condiciones mencionadas anteriormente, se tiene un
numero reproductivo basico idénticamente igual al de un modelo S.I.R sin demografia.
Inclusive para el S.I.R con demografia, y en la aproximacién u/y < 1, el calculo de Ry
es el mismo:

1
Ry =p6— 1.67
0 BV (1.67)

De esta forma, podemos inferir que el calculo del nimero reproductivo bésico propuesto

en la ecuacién 1.56, da resultados que son consistentes con la definiciéon de Ry. Por otro

*VEsto es cierto en la mayoria de enfermedades humanas, en el caso de zoonosis no ha de cumplirse
siempre.
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lado, la robustez de la definiciéon del nimero reproductivo efectivo, permite analizar qué

es lo que sucede en el equilibrio endémico.

1.4.1 Tamano final de la epidemia

Muchas veces es de interés poder comparar en forma cualitativa distintas epidemias,
y descubrir que pardmetros resultan de mas relevancia para poder realizar esa com-
paracién. A continuacién se expondra un simple anélisis que permite calcular el tamafo
final de la epidemia del modelo S.I.R, cantidad que resultard de utilidad para los sigu-
ientes capitulos.

El tamano final de la epidemia, es la fraccién de la poblacién de N agentes que fue
afectada durante una epidemia. Es decir, es la poblacién de recuperados, una vez que
la epidemia se extinguio.*¥

Por lo tanto, en un modelo S.I.LR
R(c0) = N — S(o0) (1.68)

Es de mayor utilidad ain, lograr introducir en 1.68 el valor de S(0) (prevalencia cero).
La prevalencia cero es una variable clinica, y puede ser determinada mediante un estudio
estadistico.

A continuacién se deducird la relacién del tamano final de la epidemia, para el modelo
S.I.LR. Haciendo uso de la ecuacién (1.5), remplazando I(¢) por la ecuacién (1.39).
Eliminando la demografia X' de (1.39), por lo tanto Fy(t) = 1, ya que se elige hacer

© — 0, entonces:

_gﬁg _ % ( / (5)Fr(t — 8)ds ) — —%lnS(t) (1.69)

La ecuacidn a resolver es una diferencial del tipo d(Inz) = f(¢, x)dt, que deberia resol-
verse en forma iterativa, pero en este caso es de interés solo conocer la relacién entre
los tamanos finales e iniciales de los susceptibles, por lo tanto se realiza una integracién

entre el tiempo inicial ¢t = 0 y para t — oo

—/OOO d(InS(t)) = /fﬁ( / FI(t—s)d> (1.70)
In (‘1?) _ I](VO)@/O dt> N/ /5 (t— $)I(t — 5)Fy(s)ds

*VEsta definicién es valida en un modelo S.I.LR. En un modelo S.I.R.S al haber perdida de inmunidad,
un agente susceptible en el final de la epidemia anteriormente pudo haber sido un infectado.

*ViA pesar de tomar N(t) = cte, no necesariamente son los mismos agentes en dos tiempos diferentes
(debido al recambio por demografia).
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Donde podemos identificar el nimero reproductivo bésico (primer término) y la definicién

(1.5) por lo tanto:

n (ii?) - IJ(VO)RM /Ooofv /0 [—S(t — 5)|Fy(s)dsdt (1.71)

_ I](VO)R0+6 (/OOO Ff(s)> (;I /:O[—S‘(t—s)]dt> s (1.72)

Resolviendo las integrales, y ordenando los términos se obtiene la siguiente relacién de

tamafio final de la epidemia

In (i?) ~ R (1 - i:;) (1.73)

En la ecuacién 1.73, el término 1 — Sﬁ"’ es la fraccion de recuperados del sistema.

Por una cuestion de comodidad a la hora de analizar los gréaficos, se trabajard con el
complemento de la fraccién de recuperados del sistema, es decir con Sﬁ“ (ver Figura
1.11).

Tamafo final de epidemia

50/5(0)

0 T T T T =T T T T

T T
4 0.7 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 /

SN

Figura 1.11: Tamano final de epidemia vs Sﬁ"’ Linea punteada corresponde a un valor
de Ry = 0.25, la linea a trozos es para Ry = 10. Las lineas solidas, de arriba para

abajo, se corresponden a valores de Ry = {0.5,1,2,5}.

La ecuacién 1.73 presenta una dificultad para extraer informacién, en principio

podemos saber el valor de la poblacién total, y dependiendo del caso el valor de Ry y
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S(0) (prevalencia cero) o bien de S.

0w (590) (1 55) (%) e

Para realizar la grafica de 1.74 hay que considerar que S(0) < N, por lo tanto los valores
de In (%) < 0, son los tinicos que cumplen con tal relacién (ver Figura 1.12). Para
valores de Ry > 4, se puede apreciar que practicamente no quedan susceptibles en el
sistema (indistintamente del valor de prevalencia inicial), es decir que toda la poblacién
se ve afectada por la transmision de la enfermedad. A su vez esto da el indicio de que
en un modelo S.I.LR, en una epidemia con Ry > 4, la poblacion de los susceptibles
se extingue, si no hay re-flujo de susceptibles. El caso del tamano final de epidemia
considerando demografia (con reflujo de susceptibles) se estudiard mas adelante, debido

a que es necesario introducir nuevas definiciones.

Tamafo final de epidemia

-3 T T T T T
4 0./ 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 /

Soo/N

Figura 1.12: La linea inferior (punto-raya) corresponde a Ry = 0.25. La linea a trozos
es para Ry = 4 y los susceptibles se extinguen rapidamente. Las lineas sdlidas, se

corresponden a valores de Ry = {3,2,1,0.5}.

1.5 Conclusiones del Capitulo

Hasta ahora se han dejado de lado muchos aspectos de un proceso de contagio real, por
ejemplo: periodos latentes, tasas variables de infeccion y recuperacién, inmunidad par-
cial, cambios de comportamiento, la espacialidad. La inclusion de tales caracteristicas

harian el modelo mas realista, pero complicaria el andlisis matematico. La estrategia
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para modelar un sistema en particular es considerar primero el modelo matematico-
teérico mas simple, aunque algunos de los aspectos que uno desearia incluir estén
ausentes. Comparando los resultados del modelo con el sistema real *¥ se puede agre-

gar, una a la vez, caracteristicas adicionales. La adicién de diferentes consideraciones

dificulta rapidamente el andlisis tedrico y en general el modelo se analiza mediante

métodos numéricos y de simulacién.

A lo largo de este capitulo se vio que el efecto de introducir una transmisién periédica en

el modelo S.I.LR con demografia, es la obtencién de oscilaciones autosostenidas. Cuando

el término de transmision es constante, pero se consideran distribuciones no exponen-

ciales en las tasas, existen distintos trabajos [15, 27] en los que se demuestra la no

existencia de oscilaciones autosostenidas.

Las herramientas dadas hasta este punto, nos permitiran afrontar los siguientes capitulos.
Todos los cédigos utilizados en este capitulo estdn disponibles [25] para su lectura y

uso.

En el siguiente capitulo se desarrollard un modelo sencillo para el estudio de la trans-

misién del dengue en la ciudad de Orén.

*YObservaciones clinicas, factores ambientales y/6 socio-econémicos, etc.



Capitulo 2

Un modelo de incidencia de
dengue para el Noroeste

Argentino

El Noroeste de Argentina estd afectado por diferentes enfermedades tropicales [20]. En
particular la ciudad de San Ramén de la Nueva Orén (conocida como ciudad de Orén),
cabecera del departamento de Orén en la Provincia de Salta, es una zona de riesgo para
el virus del dengue.

El virus de la fiebre del dengue (DENV) se transmite a los seres humanos por la
picadura de la hembra del mosquito Aedes. En la ultima década, en toda la regién
norte de Argentina aumento la tasa de incidencia de dengue segin reportes recientes
del Ministerio de Salud de la Nacion, informado a través del Boletin Integrado de
Vigilancia en 2016 [19]. En la actualidad el dengue es una enfermedad no endémica en
Argentina, y en particular en la ciudad de Oran, los casos de dengue coinciden con la
estacién de lluvias [20, 21], debido a la ausencia' mosquito Aedes en los meses secos.
La ciudad de Orédn tiene una poblacién estimada de 90000 habitantes, y debido a su
cercania al paso fronterizo de Puerto de Aguas Blancas que conecta hacia la ciudad
de Bermejo, Bolivia, constituye una de las principales puertas de ingreso del dengue a
la Argentina y su posterior diseminacion al resto del pais. Esto hace que el estudio y
comprension de la dindmica del dengue en esta ciudad sea de relevancia para el control
de esta enfermedad que tanto en el 2009 como en el 2016 presento6 serios problemas de
salud publica en gran parte del territorio nacional.

En este capitulo se trabajarda con una serie de datos de casos reportados de dengue
para la ciudad de Oran y alrededores. Las diferentes epidemias que se observan en las

serie de datos presentan gran variabilidad en su tamano (cantidad de casos reportados).

'En la ciudad de Oran el mosquito no desaparece por completo en los meses secos, pero su abundancia
es tan escasa que puede aproximarse a una ausencia.

29
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El estudio de la variabilidad en los tamafos de epidemias es uno de los objetivos del
presente trabajo, y para ello en éste capitulo se desarrollard un modelo de incidencia
para los casos de dengue en la ciudad de Oran y alrededores. En particular, se estudiara
la importancia de los casos importados (personas que ingresan al paifs infectadas desde
en zonas endémicas). En este capitulo se mostrard mediante un ajuste de parametros, la

mejora sustancial que se obtiene en el modelo propuesto al incluir los casos importados.

2.1 El dengue en la ciudad de Oran y alrededores

El dengue es una enfermedad viral mantenida dentro de un ciclo que involucra a los
humanos y los mosquitos del género Aedes. El vector principal en la transmisiéon del
dengue es el Aedes aegypti, un mosquito de hdbitos domésticos con preferencia por la
sangre humana [29].

La transmisién de la enfermedad se da en un ciclo en el cual, un mosquito hembra del
Aedes (sano) pica a un humano que estd infectado con el virus del dengue. Posterior-
mente el mosquito hembra del Aedes pica a otro humano (susceptible), el cual pasa a
estar infectado y el ciclo continua.

Ademds es importante tener en cuenta que se dejan de lado diferentes detalles, tales

COImo:

e El ciclo de vida del mosquito de Aedes aegypti es del orden de los 20 dias, y en
condiciones de laboratorio puede llegar a los 30 dias. Dentro del ciclo de trans-
misién sélo se considera a la hembra, ya que ésta es la que necesita sangre para
poder poner sus huevos, por lo tanto solo mosquitos adultos hembras de Aedes
aegypti son los de mayor importancia en el ciclo de transmisién. La transmisién
del virus del dengue de mosquitos infectados a los huevos que deposita, se realiza
con un probabilidad extremadamente baja, por lo que se puede considerar que no

hay transmisién vertical del virus en el mosquito.

e Cuando un mosquito hembra pica a un humano infectado, existe un tiempo carac-
teristico para que el mosquito pueda infectar a otros humanos. Esto se debe a que
el virus debe incubarse en el mosquito hasta depositarse en las glandulas salivales

lo que lleva entre 3 y 7 dias, tiempo que depende fuertemente de la temperatura.

e Lo mismo ocurre para el humano, una vez que es picado por un mosquito infec-
tado, transcurren unos 4 a 7 dias hasta que se vuelve infeccioso, y puede infectar

a mosquitos sanos.

e Existen cuatros cepas de virus diferentes: DENV1, DENV2, DENV3 y DENV4.

Cuando un humano contrae uno de los virus, al recuperarse logra inmunidad de
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por vida a esa cepa que contrajo, pero sigue siendo susceptible al resto de las

cepas.

e La actividad del mosquito Aedes es totalmente urbana, y a medida que disminuye
la densidad de poblacién en las periferias de una ciudad (zona peri-urbana) su
presencia y abundancia también disminuye. Tiene un area de actividad definida,

ya que su dispersion es de alrededor de los 200 metros.

Los sintomas que presenta una persona infectada de dengue son:

Fiebre acompanada de dolor detras de los ojos, de cabeza, muscular y de articu-

laciones.

Nauseas y vémitos.

Cansancio intenso.

Aparicién de manchas en la piel.

e Picazon y sangrado de nariz y encias.

Al ser una enfermedad transmitida por la picadura del mosquito de Aedes aegypti
infectado, su presencia y abundancia aumenta el riesgo de transmision. El mapa de
Riesgo de Dengue 2017 (ver Figura 2.1) publicado por la Comisién de Actividades
Especiales (CO.NA.E) [18], muestra las zonas de mayor riesgo en el Norte de Argentina.
Si bien el mosquito del Aedes aegypti es el principal vector de la enfermedad, el mosquito
Aedes albopictus (mosquito tigre) también es vector del dengue, y en las pasadas décadas

a sido reportada su presencia en la provincia de Misiones [51].
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Figura 2.1: El nivel de riesgo esta representado por los puntos de color rojo (alto),
naranja (medio alto), amarillo (medio bajo) y verde (bajo). Mapa de Riesgo de Dengue
2017 extraido de [18].

En Argentina, se han registrado casos aislados de dengue entre 1905 y 1911 [22].
Durante la primera mitad del siglo, Aedes aegypti, estaba presente en el norte y el
centro del pais [32]. Alrededor de 1960, el vector fue erradicado de Argentina por
la campana Panamericana en respuesta a la aparicién de epidemias urbanas de fiebre
amarilla también transmitida por el Aedes aegypti. Después de una larga ausencia en
la region, se detectaron casos aislados de dengue en 1997 en la provincia de Salta en
areas ubicadas cerca de la frontera Boliviana [50]. Brasil, Bolivia, Paraguay son paises
vecinos de la regién norte de Argentina, donde el dengue es endémico [45]. En la ciudad
de Oran, en el ano 2016 ocurrié una de las epidemias de dengue mas grandes de las
ultimas décadas en dicha ciudad.

Segin puede apreciarse en los datos brindados por el Ministerio de Salud de Nacién
[20], usualmente suele circular una sola cepa del virus del dengue (DENV-1 6 DENV-
4). Para el caso del Afio 2016 estuvo en circulacién la cepa DENV-1 y con mucha
menor incidencia DENV-4 [19]. Una caracteristica de la Ciudad de Orén es que esta en
las inmediaciones (46 Km de distancia) del paso fronterizo Puerto de Aguas Blancas,
dicho paso conecta la ciudad de Aguas Blancas con la Ciudad de Bermejo (Bolivia).
Segun datos del INDEC existe un trafico de entradas y salidas en el paso fronterizo de
Aguas Blancas del orden de mil entradas y salidas diarias, con un pico maximo durante
los meses de Verano. El trafico del puesto fronterizo mencionado hace que Oran esté

conectada con el sur de Bolivia que es una regién endémica [14], lo que podria explicar
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la entrada de una cantidad significativa [19] de casos importados', que se registran en

la provincia de Salta y que es del orden de las decenas de personas por temporada.
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Figura 2.2: Ubicacién geografica de la ciudad de Orén, en la provincia de Salta. La
ciudad de Orédn esta conectada a través de la Ruta Nacional 50 con el paso fronterizo
de Aguas Blancas y estd ubicada a una distancia de 46 Km de dicho paso. Orén es la
ciudad mas poblada de la zona con 82413 habitantes (censo 2010). Mapa extraido de
iOS Map 2017 [31].

En la Figura 2.3 (a) se presentan los datos de incidencia de los casos reportados
de dengue en la ciudad Orén y alrededores, en la Figura 2.3 (b) se muestran los casos
reportados correspondientes a la ciudad de Oran en las epidemias de 2009 y 2016.
Aunque los casos reportados hayan sido clasificados en confirmados o inciertos, éstos
no son necesariamente todos los casos existentes en ese periodo, ya que no todas las
personas que muestran sintomas de dengue van al hospital. Para la Figura 2.3 (a) los
datos comienzan en Febrero de 2010 y terminan en Junio de 2013. Todos los datos son
presentados por semana epidemioldgica, los casos confirmados son por laboratorio, y
los sospechosos son aquellos en los cuales los pacientes mostraban sintomas pero no se
confirmo el diagndstico mediante la prueba de sangre.

Al observar ambas Figuras (2.3 (a) y (b)) se puede apreciar la variabilidad en los
tamanios de epidemia del 2009 y 2016 (casos reportados del orden de las centenas), con
respecto a las epidemias que se observan entre los anos 2010 y 2013 (casos reportados

del orden de la decena).

"Se consideran casos importados, aquellos casos reportados por una persona persona infectada que
realiz6 una estadfa reciente y/é que proviene de una zona endémica.
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Figura 2.3: A la izquierda (a) casos reportados (confirmados + sospechosos) para el
departamento de Oran desde el ano 2010 hasta la semana epidemiolégica 156 (ano 2013).
Los datos incluyen las localidades de Pichanal, Hipolito Yrigoyen, Ingenio Tabacal,
Colonia Santa Rosa y Aguas Blancas. Datos provistos por el Ministerio de Salud
de la Nacién. A la derecha (b) casos reportados (confirmados + sospechosos) para
las epidemias de 2009 (linea sélida) y de 2015-2016 (linea a trazos) para la provincia
de Salta. La series correspondiente a la ciudad de Oran empieza a partir de la semana

epidemiolégica 1, cuando ese empezo a contabilizar los casos.

Los niveles promedio de precipitacién mensual (ver Figura 2.4 (a)) muestran que ex-
iste una estacionalidad bien definida para la lluvia, entre los meses de Mayo y Octubre
ocurre un descenso significativo de los niveles de precipitacion. Estos valores minimos
de precipitacion, tiene como resultado que no existan las condiciones adecuadas para
la presencia del mosquito durante esos meses, debido a la necesidad del mosquito de
tener recipientes con agua para depositar sus huevos.

Entre los meses de Mayo y Agosto, la temperatura media de la ciudad de Oran estd
por debajo de los 20 °C (ver Figura 2.4 (b)), lo cual hace que tampoco sean 6ptimas las
condiciones para la presencia de los mosquitos. A pesar de que la temperatura promedio
méxima sea todo el afio mayor a los 20 °C, durante los meses secos (sin precipitaciones)
iii

no estan aseguradas las condiciones éptimas™ para la presencia del mosquito de Aedes

aeqypti.

i1 Al no haber condiciones éptimas para la reproduccién del mosquito, la poblacién disminuye.
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Figura 2.4: Datos climatolégicos de la ciudad de Oran, a la izquierda estan los niveles
promedio de precipitaciéon mensual de los dltimos 20 anos. A la derecha la linea sélida
es la temperatura media, los valores promedios maximos y minimos son los de lineas a

trazos. Datos del Servicio Metereolégico Nacional
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Figura 2.5: Casos de dengue reportados para el ano 2012.

Al analizar el ano 2012 (ver Figura 2.5) se observan con mayor claridad las fluc-
tuaciones de los casos reportados en los meses de invierno. Estos casos pueden deberse
a dos motivos en particular, el primero es que los casos confirmados sean computados
en la fecha en la cual son confirmados. Es decir que el caso reportado no se computa
la fecha en la cual se tomo la muestra de sangre, sino en la fecha que se confirmo por

laboratorio. El segundo caso es que se trate de casos importados, personas que se in-
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fectaron en regiones endémicas y posteriormente arribaron a la ciudad de Oran. Esta
ultima hipdtesis es mas acorde al planteo de este trabajo, a pesar de que existe una
baja confiabilidad en los datos, nos serd de utilidad para mostrar algunos resultados

importantes.

2.2 Realizaciéon de un modelo de para el dengue en Oran

La dindmica del dengue puede modelarse mediante un modelo acoplado de campo
medio mosquito-humano [35], usando un modelo S.I. (Susceptible - Infectado) para la
poblacién de mosquitos y un modelo S.I.R (Susceptible - Infectado - Recuperado) para
la poblacién de humanos.

Cuando se desea considerar el tiempo de infeccién del mosquito o de las personas, la
elecciéon de un modelo S.E.I. (Susceptible - Expuesto - Infectado) para los mosquitos
resulta conveniente. La introduccién del estado expuesto permite modelar el tiempo
en el cual el mosquito se infecta con el virus, pero ain no es capaz de infectar a un
humano sano. La vida media del mosquito es menor que su tiempo de recuperacién,
por lo tanto una vez que un mosquito es infectado muere infectado, de tal manera que
es valido no considerar el estado recuperado para los mosquitos.

Al igual que en el modelo de los mosquitos, es posible agregar el estado de expuesto al
modelo para los humanos. En este caso el tiempo de recuperacion es mucho menor que
la expectativa de vida del humano, por lo que es necesario tener en cuenta el estado
de recuperado. Al circular una cepa en cada ano en la ciudad de Orén [19, 20], se
considera que un humano infectado adquiere inmunidad de por vida a esa cepa, por
lo tanto bajo estas restricciones la dindmica puede modelarse con un sistema S.E.L.R.
(Susceptible - Expuesto - Infectado - Recuperado).

Las ecuaciones ecuaciones del modelo propuesto son:

SV = Av(t) - JlfflSVIH - ,uVSV (21)
H
- Py
Ey = Ni‘S’VIH — (O'V + ,U/V)EV (22)
H
Iy = oyEy —pvly (2.3)
SH = AH— ﬁiSva—,uHSH (24)
H
- Pu
Ey = NisHIV —(og +p)Ey (2.5)
H
In = onBEy — (vu + pu)lo + eNug(t, wp) (2.6)

RH = ~vpglyg —pgRy (2.7)
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En este sistema de ecuaciones se utiliza el subindice V para referirnos a los vectores
y H para los humanos. Ay (t) es la tasa de nacimientos de los mosquitos, que estd en
funcién del tiempo para representar la estacionalidad del mosquito en el modelo. El
parametro € es positivo y menor que uno, y representa la proporcién de casos importa-
dos en términos de poblacién local. La funcién ¢(t,w,) permite modelar el flujo de los
casos importados, wj, es la frecuencia del flujo de casos importados. Las constantes Sy
y Bm son las tasas a las que un mosquito susceptible se infecta, y la tasa a la que un
ser humano susceptible se infecta respectivamente. Los pardmetros 1/op, 1/oy son el
periodo medio de exposicién al virus de mosquitos y humanos respectivamente. En la

Tabla 2.1 se detallan el resto de parametros del modelo.

Tabla de parametros

—  vida media de los mosquitos (dias)

v
u%q vida media de los humanos (afos)
1 , « ey . ,
v periodo de exposicién de los mosquitos (dias)
L perfodo de exposicién de los humanos (dfas)
oH
7% periodo medio infeccioso de los mosquitos (dias)
7% periodo medio infeccioso de los humanos (dfas)

By tasa de nuevos mosquitos infectados (por mosquito)
B tasa de nuevos humanos infectados (por humano)
Ap  tasa de nacimientos de humanos (afos)

Ny poblaciéon de humanos

Tabla 2.1: Pardmetros usados en el modelo mosquito-humano

Es conveniente mencionar dos posibles formas de agregar la aparicién de casos
importados en el sistema.
Primero se la puede considerar como un término aditivo en la transmisién de 2.2,
agregando el flujo de casos importados %SV(IH + eNpg(t,wp)). De esta forma los
casos importados, contribuyen inmediatamente a la infeccién de mosquitos.
Otra forma es una combinacion de lo descrito anteriormente maés la utilizada en el
modelo (2.1 - 2.7), pero de esta forma se podria estar sobrevalorando al flujo de casos
importados. Por simplicidad se elige trabajar con un flujo de casos importados en
forma aditiva a la incidencia. Si se considera g¢(t,wp) como una funcién delta, serd
posible hacer que la aparicién de casos importados sea en forma discreta, sin perturbar
demasiado el sistema.
Utilizar el sistema (2.1 - 2.7) resulta dificil cuando no se tiene conocimiento respecto los
parametros de los mosquitos, si bien existen diferentes citas bibliograficas, estrictamente

no hay informacion relacionada los mosquitos de la zona de Oran.
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Este sistema (2.1 - 2.7) puede reducirse a uno equivalente si se introduce la dindmica
de los vectores en el término de transmisién, este recurso es utilizado con frecuencia
en enfermedades transmitidas por vectores, por ejemplo la malaria [40]. Utilizando

dicho recurso y eliminando el estado de expuesto para simplificar ain mas el modelo,

se obtiene:
SH = Ag— fi)Sy — pgSuH (2.8)
In = fit)Su — (vu + pu)In + eNgg(t, wp) (2.9)
Ry = ~vuly— ppRy (2.10)

Donde la fuerza de infeccién o tasa de transmision en el tiempo t se define [40] como:

" Ny (s) Inu(s)
to Nu(s) Nu(s)

f1(t) = ba*c z(s)p(t — s)ds (2.11)
Con x(s), la fraccién de mosquitos no infectados en un tiempo anterior s; Ny (s),
numero total de mosquitos en el momento s; Ny (s) es numero total de humanos en
el momento s; Iy (s)/Ng(s) es fraccion de humanos infectados en el momento s; Y
p(.) es una distribucién de retardo que describe la maduracién del virus en el mosquito
y la supervivencia del vector. Los mosquitos susceptibles se infectan con el virus del
dengue con una probabilidad ¢ cuando pican (a una tasa a) un ser humano infectado.
Los mosquitos infectados entonces contribuyen a la infeccion del dengue en los seres
humanos cuando vuelven a picar a un ser humano susceptible (a una tasa a) e infectan
a los humanos con una probabilidad b. El modelo determinado por las ecuaciones (2.8,
2.9, 2.10) es un modelo S.I.LR con demografia (como el discutido en el Capitulo 1),
donde el término de transmisién estd en funcién del tiempo. La ecuacién (2.9) contiene
el término eNgg(t, wp) que permitird hacer el modelado de los casos importados del
sistema.

Utilizar un modelo S.I.R para el estudio de enfermedades transmitidas por vectores suele
tener buenos resultados [47]. Para el objetivo planteado en este Capitulo (proponer
un modelo para la incidencia), es necesario simplificar lo mejor posible el modelo de
enfermedades transmitidas por vectores, que habitualmente se utiliza en las diferentes
citas bibliogréficas [13, 16, 35].



2.2. Realizacion de un modelo de para el dengue en Ordn 39

2.2.1 Modelado de la Incidencia

En las enfermedades infecciosas transmitidas por vectores, la presencia y abundancia de
los vectores juega un rol fundamental en la dindmica de la transmisién. Sin la presencia
del vector no hay transmisién'V. Anteriormente se discutié sobre la estacionalidad de
las lluvias en la ciudad de Oran, que da como resultado una estacionalidad bien definida
en la poblacion de mosquitos de la zona.
Tener en cuenta la estacionalidad en el término de transmision es importante, porque
es una forma de introducir la variabilidad de la poblacién del vector en el modelo.
Un posible resultado de integrar la ecuacién (2.11) es la siguiente funcién:

ft) = ﬁ(1 + dsin(wot + 0)) I (t) (2.12)

Ny

El parametro Gy es la tasa de transmisién promedio, y en donde se absorbieron todos los
parametros referidos a la poblacién de mosquitos, su tasa de picadura y las diferentes
probabilidades (de que se infecte el mosquito o el humano). El periodo de la esta-
cionalidad es wp. La amplitud de la estacionalidad ¢ [35] estd restringida en el intervalo
unitario (0 € [0,1]). En el caso particular donde 6 = 0 se tiene la definicién usual de la
fuerza de infeccién f(t) = %I(t}. El término f(¢)S(t) es la incidencia en el tiempo t.
Considerando poblacién constante y como primera aproximacion’ eNgg(t,wp,) = 0 se

puede re-escribir el sistema (2.8 - 2.9) como:

$(t) = uN-— %(1 + S sin(wot + $)1(£)S(8) — uS() (2.13)
i) = B+ dsintet + OO ~ (v + I (2.14)
R(t) = N—S(t)—1() (2.15)

Se define 8 = By + (5% f(f sin(wps + 0)ds, donde t — oo B — Sy, que es un resultado

habitual de una enfermedad con estacionalidad [7]. De tal manera que el sistema tiene

un numero reproductivo basico Ry = %

Linealizando el sistema (2.13 - 2.15) con 6 << 1 y usando los cambios de variables
I=I"(14+y)y S=S5"1+x) se obtiene:
d’y dy

72 + MROE + pBoy = dwoy cos(wot + 6) (2.16)

VEn el caso de enfermedades como el Zika, hay una probabilidad de transmisién vertical por parte
de las mujeres embarazadas.

YPuede considerarse al término eNgg(t,wp) = constante y el resultado a encontrar no cambia, por
simplicidad de la notacién en primera instancia se lo elije cero.
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La solucién lineal del sistema (2.16), serd siempre del tipo oscilatorio, su compor-
tamiento es similar al estado transitorio” de un oscilador forzado con frecuencia wyg.

Las soluciones lineales propuestas para S(t) y I(t) tienen la siguiente forma:

U
=
l

S(0)e™ ™ sinwt (2.17)
I1(0)e™* sin (wit + @) (2.18)

~
—~

~
SN—

{

S(t) e I(t) deben tener una fase relativa entre si, porque cuando la poblacién de in-
fectados llega a un valor maximo, la poblacién debié haber disminuido, porque fueron

afectados por la enfermedad. Se propone modelar la incidencia como:
F()S(t) = Ae (1 + &sin (wot + 0)) sin (wit) sin (wit + ¢) (2.19)

donde A = w y b = 2a. Para aumentar atin mas la simplicidad del modelo, se
opta por elegir una fase de la estacionalidad igual a cero (6 = 0). Esto es justificable si
se razona lo siguiente:

Al utilizar una funcién del tipo seno, el méximo debe estar en un cuarto del periodo
T de la estacionalidad, que en principio debe ser del orden de los 12 meses, porque
segin se observa en los gréficos de los datos (Figura 2.3 (a) y Figura 2.5 (b) ) la mayor
cantidad de casos se da en el 4 mes. Al no considerar el estado latente, es necesario que
exista una correlacién entre la cantidad méaxima de casos reportados, con el maximo
de la estacionalidad.

Utilizando la cantidad de casos reportado para la ciudad de Oran y sus alrededores, se

propone ajustar por cuadrados minimos [8] la funcién de incidencia propuesta:
Ae™%i (1 + §sin (wot;)) sin (wit;) sin (wit; + ¢) = Ty, (2.20)

Donde T} son los valor de casos reportados a tiempo t;. La eleccién de ajustar a los
datos de casos reportados de dengue no solo para la ciudad de Oran, si no también para
sus alrededores, se debe a los valores muy bajos de casos que se tienen. Segin se puede
apreciar en el mapa de la zona (ver Figura 2.1), la ciudad de Oran esta conectada a
través de la ruta nacional 50 con varias localidades. Siendo la ciudad de Oran cabecera
de su departamento y la ciudad mas aglomerada de la zona, es normal que habitantes
de las diferentes localidades estén en contacto permanente con la ciudad de Orén.

Se tiene nocién del orden de algunos de los pardmetros de la ecuacién (2.20). Por ejem-
plo 0 = 1 y si bien la propuesta de la funcién 2.19 se hizo con una ecuacién (2.16) que

se dedujo con el supuesto § << 1, remover esa restriccién no genera grandes cambios

ViLa solucién de un oscilador forzado se compone de dos partes, la transitoria y la forzada. Al prin-
cipio es mas importante el término transitorio, para un tiempo muy grande el sistema esta gobernado
por el término forzado.
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debido a que se tiene un triple producto de funciones sinusoidales.

Sin embargo como se menciond al principio, existe una cantidad considerable de casos
importados [19, 20] en la zona, y teniendo como objetivo el estudio de la influencia de
estos ultimos en las epidemias de dengue, es necesario realizar un modelo del término

de los casos importados eNgg(t,wp), como se verd en la préxima seccion.

2.2.2 Modelado de los casos importados

Al agregar el término eNg(t,wy) en la ecuacién (2.14), se empiezan a tener en cuenta
los casos importados en el modelo (2.13 - 2.14). Teniendo como referencia los datos
publicados [19, 20] en el Boletin Epidemiolégico de la Nacién ' se propone € = 1/Npy,
de esta manera se obtiene el valor minimo para los casos importados. Elegir que el
valor de los casos importados sea igual a 1, es necesario para evitar que esta adicién
represente mas del 10 % entonces se estd modelando la inmigracién como un término
perturbacién. Se consideraran diferentes situaciones para los casos importados. En la
Tabla 2.2 se muestra al caso 1, cuando g(t,w,) = 0 es decir que no hay casos impor-
tados. En el caso 2 se agrega al sistema un individuo infectado cada semana. En los
casos 3 y 4 se incorpora al sistema un nuevo individuo infectado en forma periddica.
Para el caso 3 se lo hace semana de por medio, es decir, la primera semana hay un
nuevo caso importado, pero la siguiente no. Finalmente en el caso 4, no se sabe cémo
es la frecuencia aparicion de nuevo caso importado, se utiliza una funcién seno para

simular la variabilidad periédica de los casos importados.

Modelos para g(t,wp)
Caso 1 | Caso 2 Caso 3 Caso 4

0 1 1 semana de por medio | 1+ sin(wpt)

Tabla 2.2: Diferentes formas para modelar (g(t,wp)), que es la aparicién de los casos
importados en el sistema. Para el Caso 1 la funcién es igual a cero, por lo que no
se incorpora casos importados al sistema. En el Caso 2 la funcién g¢(t,wp) es igual
a uno para cada semana epidemioldgica. Se introduce un caso importado en semana
epidemiolégica de por medio en el Caso 3. En el Caso 4 se utiliza una funcién sinusoidal,
la cual permite una variacion de casos importados entre 0 y 2, con un valor de frecuencia

que se ajustara.

VB la semana epidemiolégica 16 del 2016 en la provincia de Salta, habia registrados hasta esa
fecha 436 casos confirmados de dengue (en lo que iba del ano), de los cuales 34 correspondian a casos
importados. De tal manera el 10 % de los casos totales son importados.
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2.3 Ajuste de parametros por cuadrados minimos

Se realizan todos los ajustes de datos V' por cuadrados minimos [8], haciendo uso de
los algoritmos [25] y librerfas provistos por MATLAB. Utilizando las librerfas previstas
por el software Scilab [25] (del tipo Open Source), los tinicos cambios significativos que
se observan son los referidos a los costos computacionales.
El ajuste de parametros se hace para la siguiente funcién:

Ae (1 + §sin (wot ;) sin (wit;) sin (witj + ¢) + CX; = T, (2.21)
Donde C'X son los diferentes casos (C1, C2, C3 y C4) que se discutieron anteriormente.
Se utilizan los datos (ver Figura 2.5) para la ciudad de Oran y alrededores. Cabe
destacar el ajuste de la incidencia para el ano 2012, motivado principalmente por ser
una serie de datos que tiene valores para todo el ano epidemiolégico, y por ser una serie
con valores bajos de casos reportados. Esto es necesario ya que la funcién de incidencia
(ecuacién 2.21) que se propuso fue mediante la linealizacién del sistema de ecuaciones

(2.13-2.15).

Caso 1

Este es el caso sin casos importados. En la Tabla 2.3 se muestra el valor medio ajus-
tado de cada pardmetro con sus correspondientes desviacion estdandar e intervalo de

confianza. El ajuste se muestra en la Figura 2.6.

Tabla de pardmetros: Caso 1
Parametros | Media SE I.C (95%)
A 10.1598 8.3354 (—6.6184,26.9381)
b 0.035792 | 0.063146 | (—0.091315,0.1629)
) 0.8758 0.46042 | (—0.050986,1.8026)
wo 0.12308 | 0.024221 | (0.074325,0.17183)
w1 0.13102 | 0.016396 | (0.098019,0.16402)
10} 0.21357 | 0.68459 (—1.1644,1.5916)

Tabla 2.3: Estimacién de pardmetros por cuadrados minimos, error estandar y el in-

tervalo de confianza del Caso 1.

ViliDe Jos casos reportados para la ciudad de Orén y sus alrededores.
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Figura 2.6: Ajuste del modelo al caso 1. Rojo punteado: Incidencia del 2012; Azul

punteado con linea es la estimacion de pardmetros; Verde punteado linea de pizca es la

banda de confianza.

Caso 2

En esta situacién se introducen casos importados en cada semana epidemiolégica. Es

de esperar que haciendo uso de esta hipdtesis la influencia de los casos importados sea

muy importante, ya que en un ano epidemioldgico se introducird una cantidad fija de

52 casos importados. En la Tabla 2.4 mostramos el valor medio, la desviacion estandar

y el intervalo de confianza para cada parametro estimado. En la Figura 2.7 trazamos

la incidencia de ajuste al ano 2012 con el intervalo de confianza.

Tabla de parametros: Caso 2
Pardmetros |  IN€AN SE I.C (95%)

A 14.7485 6.0984 (2.4732,27.0239)

b 0.033732 | 0.029795 | (—0.026241,0.093706)
) 0.92401 0.15365 (0.61473,1.2333)
wo 0.20905 | 0.0097062 (0.18951, 0.22859)
w1 0.081213 | 0.0078779 | (0.065356,0.097071)
10) 0.32194 0.37936 (—0.44167,1.0855)

Tabla 2.4: Estimacién de pardmetros por cuadrados minimos, error estandar y el in-

tervalo de confianza del Caso 2.
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Figure 2.7: Ajuste del modelo al caso 2. Rojo punteado: Incidencia del ano 2012; Azul

punteado con linea es la estimacién de parametros; Verde punteado con la linea es el

intervalo de confianza.

Caso 3

Cuando la aparicién de casos importados ocurre semana de por medio, los valores

de parametros obtenidos por el ajuste se muestran el Tabla 2.5. En esta situaciéon la

cantidad de casos importados que se agregan al sistema (durante un ano epidemiolégico)

son 26 en total. En el grafica correspondiente al ajuste (ver Figura 2.8), se aprecia una

mejora con respecto al caso anterior.

Tabla de parametros: Caso 3
Parametros | Media SE I.C (95%)

A 9.9753 7.9962 (—6.1201,26.0708)
b 0.034012 | 0.060479 | (—0.087726,0.15575)
o 0.87439 | 0.45993 (—0.0514, 1.8002)
wo 0.12434 | 0.02279 (0.078469, 0.17022)
w1 0.13196 | 0.016872 | (0.097997,0.16592)
¢ 0.52551 | 0.11714 (0.28971,0.7613)

Tabla 2.5: Estimacién de pardmetros por cuadrados minimos, error estandar y el in-

tervalo de confianza del

Caso 3.
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Figure 2.8: Ajuste del modelo al caso 3. Rojo punteado: Incidencia del ano 2012; Azul

punteado con linea es la estimacién de parametros; Verde punteado con la linea es el

intervalo de confianza.

Caso 4

Utilizando una funcién sinusoidal para los casos importados, se realiza el correspon-

diente ajuste de pardmetros (ver Tabla 2.6). Si bien en este caso se utiliza una funcién

que varia entre 0 y 2, ajustar la periodicidad de la funcién permitird que haya una

variabilidad en la apariciéon de dichos valores maximos. Para este caso, también se

realiza su correspondiente gréfica (ver Figura 2.9).

Tabla de pardametros: Caso 4
Parsmetros | Media, SE 1.C 95%

A 9.975 0.7635 (8.2149,11.2886)
b 0.035729 | 0.063146 | (—0.0913,0.1629)
) 1.00 0.099952 (0.7988,1.2012)
wo 0.21173 | 0.0055484 | (0.20056,0.2229)
w1 0.077333 | 0.0025073 | (0.072286,0.08238)
10) 0.52551 0.11714 (0.28971,0.7613)
Wp 0.73479 | 0.0047379 | (0.72525,0.74433)

Tabla 2.6: Estimacién de pardmetros por cuadrados minimos, error estandar y el in-

tervalo de confianza del Caso 4.
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Figure 2.9: Ajuste del modelo al caso 4. Rojo punteado: Incidencia del ano 2012; Azul
punteado con linea es la estimacion de parametros; Verde punteado con la linea es el

intervalo de confianza.

2.3.1 Analisis de los ajustes

Si bien el modelo propuesto para la cantidad de nuevos casos reportados (ecuacién 2.21),
es solo una aproximacion lineal del verdadero problema, a modo cualitativo la funcién
sirve para hacer un andlisis con respecto a la importancia de los casos importados.
Una herramienta que sera 1til para realizar una comparacion cualitativa entre los mo-
delos es el pardmetro p (Selection Score) [8], que permite realizar comparaciones cua-
litativas entre diferentes modelos ajustados’™™ a una misma serie temporal. Cuando
p estd en un valor cercano a cero indica una menor incertidumbre en el conjunto de
parametros ajustados.

El calculo de p se realiza de la siguiente forma:
e Elegir los parametros del modelo a ajustar.
e Calcular el valor medio y la desviacién estandar para cada parametro.

e Para cada parametro dividir su correspondiente desviacion estandar por su valor

medio.

e Calcular la norma para el conjunto de valores obtenidos anteriormente.

*Por el método de cuadrados minimos.
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Se puede mencionar el siguiente ejemplo: Se tiene el modelo A y el modelo B, ambos
modelos tienen 3 y 7 parametros a ajustar respectivamente. Si bien uno esperaria en
forma intuitiva que el modelo B, ajustara mejor que el modelo A por tener menos
parametros esto no es lo que ocurre necesariamente. El valor de p que sea mas chico (y
mas cercano a cero) dard esa informacién, ya que por su forma de calcularlo no importa
la cantidad de parametros que se le agregue al modelo.

Calculando numérciamente [25] cada caso utilizando los pasos anteriores, hace la si-

guiente tabla comparativa (ver Tabla 2.7) para los diferentes casos.

Tabla comparativa
Caso 1 | Caso 2 | Caso 3 | Caso 4
0 1.35 1.54 3.981 | 0.2984

Tabla 2.7: Selection Score

Observando el valor de p para los diferentes casos, se ve que de los cuatros modelos

propuestos para el flujo de casos importados, el que esta mas cerca de cero es el caso 4.

2.4 Conclusiones del Capitulo

En este capitulo se hizo una presentacion de la serie temporal de casos reportados en la
ciudad de Oran y sus alrededores. Si bien los datos de incidencia de dengue de que se
dispone son muy escasos, representan en forma cualitativa a los datos que son propor-
cionados en el Boletin Epidemiolégico de la Nacion, ya que estos ultimos no contienen
informacién desagregada por localidad. Se propuso un modelo S.I.R con estacionalidad
en el término de transmisién para simular la presencia de los vectores. Con diferentes
modelos para la incorporacion del flujo de casos importados, se mostré que un flujo
variable en forma sinusoidal mejora el ajuste de la funcién de incidencia propuesta.

Si bien no se realizé un ajuste para determinar los diferentes pardmetros del modelo
general (2.1-2.7), mediante el uso del Selection Score se hizo la comparacién cualita-
tiva entre los diferentes modelos de incidencia. El estudio y ajuste de pardametros se
hicieron para un solo afo (2012), ya que se tenfa como objetivo analizar la mejoria que
se obtenfa (en el ajuste de pardmetros) al considerar los casos importados. A su vez
la funcién para la incidencia fue propuesta a partir de la linealizacién del modelo, por
lo tanto resulta mas conveniente utilizar la serie con valores bajos de casos reportados.
En el analisis realizado para los otros anos, no se encuentran diferencias significativas
que se puedan resaltar.

En capitulos posteriores se realizara un estudio mas exhaustivo respecto a la importan-

cia de los casos importados en un modelo S.I.R.
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Capitulo 3

Las epidemias en un modelo

S.I.R y los casos importados

En este Capitulo se hard un estudio de los efectos que tiene la inclusién de los ca-
sos importados en un modelo S.I.LR desde un enfoque estocastico. Trabajar con un
modelo S.I.R estocéastico permite, a diferencia de un modelo determinista, que el sis-
tema pueda salir de los puntos de equilibrio estables por efecto de las fluctuaciones
estocasticas. Cuando un modelo S.I.LR determinista llega a su punto de equilibrio es-
table, una perturbacién (casos importados) que es muy pequenia en comparacion a la
poblacién de agentes del sistema, no cambia en absoluto la dindmica del sistema. El

estudio se realizara en series de tiempos del orden de los 10 anos.

3.1 Introduccién a la estocasticidad en el modelo S.I.R

El universo de estudio de procesos estocasticos es muy amplio, cada problema en par-
ticular puede ser enfocado desde distintos puntos, y haciendo uso de diversas teorias.
Por conveniencia desde el punto de vista de las simulaciones, se elige trabajar con un
modelo compartimental.

Primero es necesario explicar algunas nociones sobre los modelos compartimentales
estocdsticos. Posteriormente los compartimentos (o cajas) pasardn a ser estados epi-
demioldgicos, sus miembros (o agentes) serdn los individuos en dichos estados.

Se define un vector de proceso que describe la entrada y salida de los agentes de cada
caja. El tiempo es continuo. Si tenemos 3 cajas, entonces para cada tiempo t > 0,
(X1(t), Xo(t), X3(t)) es el nimero de agentes en las cajas 1, 2 y 3 respectivamente,
donde estos tres nimeros suman N (t) , el nimero total de agentes en ese instante de
tiempo. Una estructura subyacente, basica para la clase de modelos compartimentos
estocasticos, y de hecho para todos los procesos de salto de Markov, es el proceso de

Poisson. Se plantea como hipdtesis que solo hay un compartimento y solo un proceso

49
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X (t), que representa el niimero de agentes en la caja en el instante t. Las particulas
(agentes) entran en la caja en instantes al azar. El valor inicial, X (0), es fijo y para
todo A > 0, donde el nimero A se denomina intensidad o tasa estocastica del proceso,

se cumple que:

P(X(t+ At) — X(t)
P(X(t+ At) — X(t)

1) = AAt+o(At) (3.1)
0) = 1-—AAt+o(At) (3.2)

Donde los incrementos de X (¢) en intervalos de tiempo disjuntos ! son independientes.
Entonces X (t), t > 0 se denomina proceso de Poisson, y los tiempos entre saltos
sucesivos del proceso se distribuyen exponencialmente con el parametro A. Es comun el
caso en que la intensidad del proceso es proporcional al nimero de individuos presentes

en el compartimento'l, en tal caso se puede escribir:
P(X(t+At)— X(t)=1) = aX(t)At+ o(At) (3.3)

Se dice que a X (t) es la tasa estocdstica instantédnea condicional del proceso en el tiempo
t, donde el condicionamiento estd en el valor de X (t), entonces aX(t) es la tasa es-
tocdstica, o simplemente la tasa. De manera que la tasa para cada agente es a y este

proceso es un proceso de nacimiento puro.

3.1.1 El modelo S.I.R como un proceso de Poisson

Considerando las tres clases de individuos: Susceptible (S), Infectado (I) y Recuperado
(R), y asumiendo que la poblacién total es constante. En el intervalo de tiempo [¢, t+At]
la probabilidad de una infeccién, es decir las transiciones simultdneas que se producen
S—>S—-1yIl—=1I+1,es B%At + o(At) . Si los individuos infectados se recuperan
a tasa 7, la probabilidad de una recuperacién (I —+ 1 —1y R — R+ 1), en el intervalo
[t,t + At], es YIAt + o(At). Debido a que R = N — S — I, basta con considerar el
proceso (S, I;)'! para simular la dindmica S.I.R. De esta forma, las probabilidades de
una infeccién y de una recuperacién durante el intervalo de tiempo [t,t + At] son
Stly
P((Se+ats Liyne) — (St, 1) = (—1,1)) = BWAt + o(At) (3.4)
P((Stat, Lrint) — (St, It) = (0,—1)) = ~L;At + o(At) (3.5)

Dos conjuntos son disjuntos si no tienen ningin elemento en comin. Equivalentemente, dos con-
juntos son disjuntos si su interseccion es vacia.
iEsto se conoce como proceso de Yule. En un proceso de Yule la tasa es proporcional al valor de
X, mientras que en un proceso de Poisson la tasa es constante.
ipara diferenciar un proceso de Poisson con uno determinista, se utilizan sub-indices para marcar
la dependencia temporal de los procesos de Poisson.
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Con la probabilidad complementaria
St
P((St+At7It+At) — (St,]t) = (O, 0)) = 1- 5N + Y ItAt -+ O(At) (36)

Este modelo, ampliamente conocido como the general stochastic epidemic, fue intro-
ducido por Bartlett [9]. Un extenso estudio se puede encontrar, por ejemplo, en el libro
de Andersson [3]. Las ecuaciones estocdsticas que describen este proceso se obtienen
sumando y restando, cada incremento de Sy y I;, las medias condicionales, dado el
valor del proceso al inicio del correspondiente incremento de tiempo de longitud At
[44]. Cada incremento del proceso puede expresarse como el valor esperado del incre-
mento mas una suma de incrementos. En el presente caso, los valores esperados de los
incrementos AS = Spiar — Sty AI = Liine — I son(—ﬁ%) Aty (B% —1—7115) At

respectivamente, entonces el incremento puede escribirse como :

AS = - <Bb}\7[t> At — AZ; (3.7)
Sily
Al = ﬁT +L ) At + AZy + AZ, (3.8)

Donde Z; y Zs son incrementos de Poisson centrados condicionalmente (conditionally
centered Poisson increments) con media cero y varianza condicional §(S:li/N)At y
~vI; At respectivamente. Si se eliminan los términos AZ; de las ecuaciones (3.7) y (3.8),

y At tiende a cero, las ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes son:

d L SMI@®)
Lswy = 52010 (3.9)
KSTORE £1 LCARRTH (3.10)

Que son las ecuaciones correspondientes al sistema determinado por 1.5. El S.ILR
estocastico presentado anteriormente podria ser apropiado cuando las velocidades de
movimiento entre compartimentos y por lo tanto, la evolucion de la enfermedad, sea
lo suficientemente rapida para que no sea necesario tener en cuenta el tiempo de vida
de un individuo. Esto es a menudo aceptable como una idealizacién cuando se esta
interesado en ver los determinantes de un brote epidémico particular como el tamano de
la epidemia. Sin embargo, si se esta interesado en los aspectos recurrentes o endémicos
a largo plazo de una enfermedad, como ocurre en las enfermedades de la infancia: la
parotiditis, el sarampion, la viruela, la varicela, la polio o la rubeola; los nacimientos
y muertes de individuos se incluyen a menudo en el modelo. Un esquema que incluya
demografia fue presentado anteriormente (ver Figura 1.2) donde los nacimientos ocurren

solo en la clase susceptible y las muertes ocurren, a la misma tasa por individuo, en los
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tres compartimentos. Las tasas de transicién para este modelo se muestran en la Tabla
(3.1). A continuacién se explicardn dos formas que no son totalmente equivalentes para

modelar la demografia en un modelo S.I.LR, una de ella es:
N(t) = A — uN(t) (3.11)

Donde A es la tasa de nacimientos y p la tasa de mortalidad de individuos. En este
caso para cualquier valor inicial N(0) = Ny, la poblacién tiende a ir hacia su punto fijo
N* = % para el caso deterministico. Para el caso estocéstico, se tendran fluctuaciones
alrededor del valor de equilibrio Ny, = %, y en términos de valores medios, la poblacion
se mantiene constante.

La otra forma comunmente utilizada para modelar la demografia es:
N(t) = aN(t) — uN(t) (3.12)

Que tiene como punto fijo N* = 0 en el sistema deterministico. Para a = p entonces
la poblacién se mantiene constante (N(t) = Np). En el enfoque estocdstico el sistema
inicia con un valor Ny, y por fluctuaciones estocdasticas la poblacién se aleja del valor
inicial, lo que podria llevar a una poblacién infinita o la extincién.

En este trabajo se elige utilizar una tasa de nacimiento pNg,At, de esta forma se
asegura que las fluctuaciones de la poblacién serdn alrededor de un valor de equilibrio
Neg.

Las tasas de transicién para el modelo S.I.LR con demografia se aprecian en la Tabla
3.1

Transmision Tasa

S S+1  pNeAt
S—S8—1 BSLAt+ puSAt
I—-T+1 p3la
I—-1-1 (yv+pIAt
R—R+1 ~IAt
R—R-1 uIAt

Tabla 3.1: Tasas de transmisién para el modelo estocédstico S.I.R con demografia.

Las tasas estocéasticas de nacimiento y muerte de los agentes se asumen constantes
e iguales a . Haciendo uso de la poblacién de equilibrio para la tasa de nacimiento, se

asegura que las fluctuaciones sean alrededor de ese valor N4, tal y como se menciond
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anteriormente. Las probabilidades correspondientes de los eventos son:

P((Stvat, Lerat) — (St 1) = (1,1)) = P((Stats Leyat) — (S, It) = (—1,1))
)

= N At + o( At (3.13)
P((StJrAt, ItJrAt) - (St, It) = (—]., ].)) = ,B%At + O(At) (314)
P((St—i-Ata It—l—At) — (St, It) = (0, —1)) = (’)/ + M)ItAt + O(At) (315)

Como se vio anteriormente, basta con considerar el proceso (Sy, I;), aunque el total de
la poblacién en el tiempo ¢ se ha convertido en un proceso estocédstico. Las ecuaciones
para (S, I;) forman un sistema cerrado, solo si N es un valor constante, como esto no
es asi (por las fluctuaciones estocésticas), es necesario resolver en forma simultdnea las
ecuaciones para S, Iy, R; y posteriormente en cada instante de tiempo N = S;+ 1+ R;.
De manera similar a lo hecho anteriormente, se suma y resta cada incremento de Sy e

I, por lo tanto es posible obtener el siguiente par de ecuaciones para los incrementos

I
AS = (M(Neq — ) — 5%) At + AZ) + AZy (3.16)
t
i1y
t

Donde AZ; es la diferencia de los incrementos de Poisson centrados correspondientes
a nacimientos y muertes en la clase susceptible con media cero y varianza p(Ney +
S¢)At. De forma similar, los incrementos de Poisson centrados correspondientes a las
infecciones y remociones son AZs y AZ3 respectivamente, ambos con media condicional
cero, y con varianza condicional B(S¢ly/N)At y (v + pu)I;At. Descartando los términos

AZ; de las ecuaciones y para At — 0, da un resultado ya conocido

B v g - p2010 (318)
e ) (3.19)

3.1.2 Oscilaciones autosostenidas en el modelo S.I.R por efecto de la
estocasticidad

Como se vio anteriormente en la Figura (1.3), cuando el Ry es mayor que uno, el sistema
determinista tiene dos puntos de equilibrio, uno inestable sin infectados y un punto
endémico estable con un nidmero positivo de infectados. Se demostré analiticamente
que las soluciones del modelo determinista oscilan alrededor del punto de equilibrio
endémico. Sin embargo, los datos del tiempo de evolucién de enfermedades como el

sarampién o la varicela muestran oscilaciones periddicas que no se amortiguan con el
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paso del tiempo. Es posible producir modelos deterministas que tienen oscilaciones
mas lentamente amortiguadas [15], o incluso sostenidas [52], incluyendo por ejemplo:
estructura de edad, cuarentena, multiples cepas de agentes infecciosos o retrasos. Por
supuesto, el forzamiento periédico estacional produce oscilaciones estacionales en una

epidemia determinista como se analizé anteriormente.

Incidencia

Nuevos casos reportados
w
(=1
(=1
(=]
1

0 T T T T ] T L] T 1 T L] T T 1 ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
Afio epidemioldgico

Figura 3.1: S.I.LR determinista (linea a trazos) y estocastico (linea sélida). Utilizando
los pardmetros 1/ = 15 dias, 1/ = 80 afos, Ry = 15, Ney = 2000000

Las simulaciones de un modelo S.I.R estocdstico con demografia, siguen la trayec-
toria determinista amortiguada!V durante cierto tiempo. Luego el camino estocéstico
sigue siendo oscilatorio, con una amplitud variable. Haciendo uso del pseudo algoritmo
determinado en la Tabla 3.1, se realizaron las simulaciones de la Figura 3.1. Se muestra
numéricamente que el modelo S.I.R estocéastico presenta oscilaciones autosostenidas, las
cuales se pueden visualizar con mejor claridad luego de los transientes (ver Figura 3.2),
el valor de la incidencia oscila alrededor del punto de equilibrio. Cabe mencionar que
al igual que sucedia con el S.I.LR con transmisién periddica, no todos los pardmetros
para los cuales el S.I.LR tiene solucién del tipo oscilatoria, serdan susceptibles a tener

oscilaciones autosostenidas, tal como analizan algunos autores [4].

"YEsto es cierto cuando N es muy grande, en caso contrario no necesariamente sigue la trayectoria
determinista.
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Figura 3.2: Comportamiento luego de los transientes del modelo S.I.R determinista

(linea a trazos) y estocéstico (linea sélida). Iguales pardmetros a la Figura anterior.

3.2 La definicién de epidemia

Existen distintas definiciones de epidemias no equivalentes [23, 27, 46]. Una definicién

usual para epidemia es la siguiente:

Epidemia es el fenomeno de propagaciéon de una enfermedad, durante un
cierto periodo de tiempo, en una zona geogrdfica determinada y que afecta

simultdneamente a muchos mds agentes susceptibles de lo esperado.

La definicién dada anteriormente presenta un inconveniente, por ejemplo, en una en-
fermedad como la varicela, en la cual antes de la insercién de la vacuna presentaba una
estacionalidad bien definida [35], y cada cierta cantidad de afios ocurria un brote [2]
debido a un aumento sistemdtico de la poblacién infantil (nuevos susceptibles). En-
tonces ocurria una epidemia (mas casos de los esperados) en forma sistemética cada
cierto periodo de tiempo. Si este fenémeno se da cada cierta cantidad de anos, deja
de entrar en la definicion dada anteriormente como epidemia, ya que esos crecimientos
abruptos de casos se dan debido al incremento de la poblacién infantil, y por lo tanto
son eventos esperables.

Por tal motivo, la siguiente definiciéon de epidemia usada dentro del ambito de la epi-
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demiologia tedrica, evita el inconveniente mencionado con anterioridad.

Epidemia es un fendmeno, que ocurre en una poblaciéon de mezcla ho-
mogénea, cuando existe una fase de crecimiento exponencial en los nuevos

casos de infectados.

Al igual que antes, la definicién no estéd exenta de controversia, debido a que en general
los datos de nuevos casos reportados estdn muy apartados de ser totalmente determi-
nistas. Analizando el ejemplo propuesto en la Figura 3.3, surge el inconveniente de
elegir el mes en el cual empezé la epidemia.

Con todo lo expuesto hasta ahora, es natural la formulacién de la siguiente pregunta,
;, Cémo son las epidemias en un modelo S.I.LR 7. La respuesta puede llegar a ser tan
ambigua, como la pregunta. Para evitar estas ambigiiedades se opta por hablar de
epidemias (usando ambas definiciones dadas) y de tamano final de epidemia (cuando

sea necesario).

Casos Reportados

[
(=]

b e e
N A N X

Personas Infectadas
[
(—]

gION-BG\M

e
3

Abril Junio Octubre Diciembre
Meses

Figura 3.3: Existen dos crecimientos abruptos en la cantidad de casos reportados, y
ambos cumplen con la segunda definicién de una epidemia. Haciendo uso de la primer

definicién de epidemia, el comienzo de la epidemia seria en Octubre.

Durante el Capitulo 1, se hizo el célculo de los puntos de equilibrio para el modelo

S.I.LR con demografia. En el caso que no se contemple demografia uno¥ de los puntos

VEl punto (N,0,0) también es un punto de equilibrio, estable para Ro < 1, inestable para Ry > 1.
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de equilibrio del modelo S.I.R es:

(S*,I*, R*) = {N (g) 0,N (1 - f)} (3.20)

El modelo S.I.R tiene como una de sus caracteristicas que I(t) se aproxima en forma
mondétona a 0 [36-38], sea directamente desde I(0) 6 desde el valor maximo de (%),
dependiendo del conjunto de parametros del sistema. Al considerar demografia, I(t)
también se aproxima en forma mondtona a su valor de equilibrio, pero puede hacerlo
mediante una oscilacién amortiguada bajo determinados pardametros (1.2.1), es decir
que los méaximos relativos de I(¢) son decrecientes.

Al modelar una enfermedad usando el modelo S.I.R, (con o sin demografia) surge la im-
posibilidad de poder modelar enfermedades que contienen estacionalidad bien definida
(i.e varicela), ya que las soluciones del modelo S.I.LR no presentan soluciones del tipo
periédica. En el Capitulo anterior se usé un modelo S.I.R para el ajuste de datos del
Dengue, pero solo se considerd hacer el ajuste para un solo ano. La incorporacion de un
término estacional en la tasa de transmisién (3(t) = B(t+7)), donde § es T—periddico,
permitié modelar la presencia del mosquito, pero no sélo puede ser interpretada de esa
forma una transmision periddica. Cuando hay transmisién peridédica en el modelo, se
estd modelando a una enfermedad que solo puede ser transmitida (o tiene una mayor
transmision) en un determinado periodo de tiempo.

Cuando 8 es T'—periddico es posible obtener oscilaciones auto-sostenidas (ver Figura
1.7), pero con los maximos relativos del mismo orden. Esto muestra la dificultad de
utilizar el modelo S.I.LR para aquellas enfermedades que presentan variabilidad en los
maximos de casos nuevos reportados, como por ejemplo la serie de casos reportados de
Dengue para la ciudad Oran.

Para obtener variabilidad en la distribucién de méximos, es necesario introducir nuevos

mecanismos que la produzcan.

3.3 Epidemias en un modelo S.I.R determinista

Para estudiar la distribucion de los picos de las epidemias es 1til considerar el tamano
final de la epidemia, de esta forma se puede saber cual fue la cantidad de agentes
susceptibles que fueron afectados por la enfermedad. Tener un cantidad que represente
la cantidad de personas que fueron infectadas por una enfermedad, permite tener una
medida de comparacién entre diferentes epidemias.

En la seccién 1.4.1 se mostré que en un modelo S.I.LR (ecuacién 1.73) el tamafio final
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de la epidemia satisface la relacién:

(32) - (-5)

Este resultado da la relacién entre las poblaciones iniciales y finales de susceptibles. A
medida que Ry aumenta, S, se hace mucho mas chico, es decir que la poblacién de
susceptibles tiende a extinguirse.

Al considerar demografia en el modelo S.I.R, el resultado ya no es aplicable. Esto es
debido a que la poblacién de agentes, y a pesar de que se pueda mantener constante
en el tiempo, se va renovando en el tiempo. En otras palabras, en un sistema de
100 agentes luego de un periodo de tiempo significativo, se puede seguir teniendo 100

agentes, pero no son los mismos que los iniciales.

B
Ry = Tt (3.21)
N
S = B (3.22)
Lo = uéV(RO—l) (3.23)

) (D)) e

Existe una gran cantidad de informacién con respecto a la dindmica del modelo, que se
puede obtener a partir de los valores de equilibrio, y si bien no es posible la deduccién
de una férmula de tamano final ( tal cual se hizo en 1.4.1), es posible deducir una
férmula que de una relacién entre S(0) y Soo.

Teniendo en cuenta que se trabaja con poblacién constante
S(0)4+1(0) + R(0) = Seo + Ino + Roo (3.25)

Acomodando convenientemente esta tltima ecuacién, utilizando los valores de equili-

brio, siendo Roo = N — Se — Iso , R(0) = N — S(0) —I(0) y % ~ 1" se tiene:

0 14 my [1 - S]ﬂ (3.26)

Como se aclaré anteriormente la ecuacién (3.26) no es una ecuacién de tamano final de
epidemia. Lo relevante del valor encontrado es que la relacién %(—O? siempre es mayor
que 1, por lo que S(0) > Sx.

Al no ser posible hablar de tamano final de epidemia en un modelo S.I.LR con de-

mografia, es conveniente introducir algin pardmetro que de una informacién similar a

Y!Si bien en principio es una restriccién muy fuerte, fue utilizada para la definicién de Ry.
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la del tamano final de epidemia.
Una definicién habitual en la epidemiolégia tedrica es la Prevalencia de infeccion, é sim-
plemente Prevalencia. En general los estudios de prevalencia determinan la proporcién

de la poblacién que alguna vez se infectd, en un modelo S.I.R la prevalencia se calcula

como:
. I(t) + R(t) S(t)

revalencia v(t) N N (3.27)

Estd ecuaciéon puede ponerse en términos de S(0) en el caso de que S(0) = N, o

sea en el caso que se introduce una pequena cantidad de infecciosos en una poblacién
enteramente susceptible. La aproximacién S(0) = N no ha de cumplirse con frecuencia,
cuando una poblacion se vio afectada por una enfermedad en varias ocasiones. Cuando
la poblacién no es enteramente susceptible, surge la necesidad de introducir un nuevo
parametro que de una informacién similar a la prevalencia.

El Tamano de Prevalencia de una enfermedad da la relacion entre la cantidad de

susceptibles iniciales y finales, por definicién se calcula como:
(3.28)

Esta definicién sirve para hacer la comparativa entre la poblaciéon de susceptibles a
t = 0 (S(0)) y los susceptibles en el equilibrio (tf > 0) Ss. Utilizando la ecuacién
3.26 el tamano de prevalencia queda determinado tinicamente por el valor Ry, para una
poblacién normalizada (N = 1).

Lo expuesto anteriormente, genera un nuevo interrogante, ; Cémo se comparan epi-
demias dentro de un periodo de tiempo 7?7, para responder este nuevo interrogante

planteado, se necesita una nueva definicién: la incidencia acumulada.

Incidencia acumulada

Se define la incidencia acumulada como la cantidad de nuevos agentes infectados
que aparecieron en un periodo de tiempo T
En el caso continuo, para un periodo T' = 1 semana epidemiolégica, la incidencia para

un modelo S.I.R se calcula como:
LB
Ine(t) = / 5 s(s)1(s)ds (3.29)
t_1 N

Donde t —t_; = T. Dependiendo de la enfermedad a tratarse, la incidencia suele
calcularse en periodos de tiempos mas acordes a dicha enfermedad, y por cantidad
de habitantes. Por ejemplo en tuberculosis, al ser la tasa de incidencia muy baja en

la poblacién, suele expresarse en cantidad de casos reportados por ano cada cien mil
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habitantes.
En un caso discreto la incidencia acumulada es la sumatoria de los nuevos casos
reportados por unidad de tiempo. Por ejemplo si los reportes de casos (C'Ry) son

semanales, se puede calcular la incidencia acumulada anual (52 semanas) como:

w=>52
Inc(w =52) = Y CRy (3.30)

w=1

Es posible obtener una relacion de la incidencia acumulada, en funciéon de otros
parametros. En el modelo S.I.R, en el caso en que no se considera demografia, se parte
de la ecuacién (1.73). Sea C,, la funcién acumulada, es decir C, = Sy — S, de tal

forma:

C, B Iy + C,
In |:l — So] =—Ry ( N ) (3.31)

En el caso de una incidencia acumulada para un modelo S.I.R con demografia, es
el mismo resultado que el mostrado anteriormente, ya que al importar inicamente los

nuevos casos reportados, estos serian de la forma

t
Inc(t):/o %S(s)](s)ds

Como la dindmica de la poblacién juega un rol indirecto en la definicién (en determinar
los valores de S(t) e I(t)), se puede inferir que el resultado para la incidencia acu-
mulada es el mismo para un modelo S.I.LR con y sin demografia.

Finalmente, en el contexto en el cual se desarrolla este trabajo, la mejor opcién para
hacer una comparacién entre epidemias (en un modelo S.I.R determinista) es la inci-
dencia acumulada, ya que podemos saber cual es la cantidad de casos que incidieron
en una poblacion de agentes susceptibles, y utilizar ese parametro como comparacién

entre distintas epidemias.

3.4 Epidemias en un modelo S.I.R estocastico

Anteriormente se mostré que la introduccion de la estocasticidad en un modelo S.I.R
tenfa como consecuencia (en cierta regiéon del espacio de parametros) la aparicién de
oscilaciones autosostenidas. Sin embargo los picos maximos de casos resultan ser del
mismo orden, por lo que el modelo no es valido para enfermedades que presenta va-
riabilidad en sus picos méaximos de casos reportados, como se vio en el Capitulo 2.

Haciendo uso de los modelos compartimentales se analizaré el efecto de la estacionalidad

de la transmision en el modelo S.I.LR, y a la vez se vera la importancia de incluir los
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casos importados en el modelo. Se verd en las siguientes secciones que la interaccién
entre ambos (estacionalidad y casos importados) dard como resultado una variabilidad
en los picos méximos de casos reportados. Utilizando las ecuaciones (3.16 -3.17) para

el modelo S.I.R estocastico se obtiene:

AS = (M(Neq _8) - 5%\?) At +AZy — Ay (3.32)
AT = <ﬁ5]tvh — (v + u)g) At + AZs — AZs — AZy (3.33)
AR = (vl — uRy) At + AZs — AZs (3.34)
N, = S, +1I,+R (3.35)

A diferencia de (3.16 -3.17), este sistema de ecuaciones considera los incrementos (las
fluctuaciones) para cada transicién de estados (S — I — R). Si bien es posible hacer
un analisis en el cual se utilice un modelo S.I.R sin demografia, la conveniencia de
utilizar este tipo de modelo es que admite el re-ingreso de nuevos agentes susceptibles
(debido al nacimiento, y no por pérdida de inmunidad). La demografia permite a su
vez que el sistema tenga soluciones amortiguadas (Capitulo 1.2.1), y que bajo ciertas
circunstancias se obtengan soluciones autosostenidas [4].

El problema de este tipo de soluciones autosostenidas es que los valores de algunos
minimos relativos no son idénticamente iguales a cero, esto genera la dificultad de uti-
lizar un modelo S.I.R para una enfermedad en la cual la incidencia de casos reportados
tiende a ser cero. Otra dificultad que presenta el modelo es que debido a las fluctua-
ciones estocasticas, cuando I(t) = 0, no es posible obtener una nueva epidemia, ya que
el modelo necesita que I(t) # 0, por el tipo de transmisién utilizada.

En las correspondientes simulaciones [25] del modelo (3.32-3.35), la cantidad de nuevos

casos reportados se contabiliza como:

Inc(t,) = wf:n <ﬁs”“”[“’ +AZ )
n) = o N, w,2

Donde AZ,, 2 es la diferencia de incrementos de Poisson para la incidencia en el tiempo
w. Las unidades de [t,] son semanas epidemiolégicas, w es una fraccién de la semana
epidemiolégica.

Observando las simulaciones estocésticas realizadas (ver Figura 3.4), solo se obtiene
una epidemia al principio de la serie, y posteriormente se extingue la cantidad de casos
reportados. El tamaifio de la la epidemia y el ancho de ésta, estd sensiblemente ligada
al tamano de la poblacién de susceptibles iniciales S(0), es decir que existe una depen-

dencia con el nimero reproductivo efectivo (ecuacién 1.57 ).



62 Capitulo 8. Las epidemias en un modelo S.I.R y los casos importados

Incidencia
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Figura 3.4: Simulaciones estocésticas realizadas con el modelo (3.32-3.35) . Si bien se ven algu-
nas diferencias cuantitativas en los valores de incidencia, en forma cualitativa no hay diferencias
entre las corridas con los mismos parametros. Los valores de parametros son: Ry~ 4.4, v =1
semana epidemiolégica , 1/u = 60 anos. Utilizando las condiciones iniciales N(0) = 90000,
1(0) = 10, R(0) = N(0) — S(0) — I(0) Para S(0) = 0.8N(0) linea sélida, S(0) = 0.6N(0) linea
punteada, S(0) = 0.4N(0) linea a trazos.
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Figura 3.5: Simulaciones representativas del modelo S.I.LR estocéstico. Se utilizan los
pardmetros Ry ~ 4.4, v = 1 semana epidemiolégica , 1/u = 60 anos. Utilizando las condi-
ciones iniciales N (0) = 90000, I(0) = 10, R(0) = N(0) — S(0) — I(0) Para S(0) = 0.8N(0) linea
sélida, S(0) = 0.6N(0) linea punteada, S(0) = 0.4N(0) linea a trazos.



3.4. Epidemias en un modelo S.I.R estocdstico 63

En la Figura 3.5 se muestra el grafico de una corrida representativa para el mismo
conjunto de valores de pardmetros que en la Figura 3.4. En la seccién 1.4.1 se menciond

que para un valor de Ry > 4 la poblacién de susceptibles se reduce considerablemente.

| 5(0) | Ro | R*(0) | Inc(o0) | S | TP | RE, | N |
0844 352 [ 0775 [0.0324] 0.04 | 014 [ 89909
0.6 44| 264 | 055 | 0.056 | 0.093 | 0.246 | 90030
04|44 | 1.76 | 0280 | 0.117 | 0.29 | 0.5148 | 90019

Tabla 3.2: Los valores de S(0), Inc(oo) v Ss estdn dados en funcién de N(0), si bien
la poblacién no se mantiene constante por fluctuaciones estocdsticas, estas tultimas
tienen valores similares a N(0). Al solo tomar un tiempo méaximo de 24 semanas

epidemiolégicas, se considera ese valor como ¢t = oo.

En la Tabla 3.2 estan todos los valores de parametros que se mencionaron hasta el
momento y que permiten analizar las distintas epidemias. Para cada valor correspon-
diente de S(0) se realizan los cdlculos de Ry, R*(0), Inc(o), Sx, tamafio de prevalencia
(T.P), R:, vy Noo. El valor de Ry es el mismo para todas las simulaciones, pero para

cada condicién inicial de S(0) se tienen distintos valores de R*(0) (Tabla 3.2).

Incidencia Acumulada . Incidencia Acumulada / S(0)
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Figura 3.6: a) Fraccién de casos acumulados. b) Fraccién de susceptibles sobrevivientes a la
epidemia (cota inferior). Fraccién para casos acumulados vs tiempo, para S(0) = 0.8 N(0) linea
sélida, S(0) = 0.6N(0) linea punteada, S(0) = 0.4N(0) linea a trazos. Cada curva puede ser
caracterizada con una pendiente hasta que llega al valor de equilibrio, y mientras mayor es la
pendiente, mas grande serd la epidemia. Esto tltimo estd acorde con la segunda definicién de

epidemia.
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El nimero reproductivo bésico (Ry) no es capaz de dar informacién certera respecto
a la epidemia, cuando no se esta dentro de la aproximacion % ~ 1V, En cambio el
numero reproductivo efectivo (R*(0)) a t = 0, da una informacién representativa con
respecto a que tan grande serd la epidemia, ya que hay una correspondencia entre
el tamano de las epidemias observadas y los valores de R*(0). Para todos los casos
R: < 1, lo que asegura que no habrd mas epidemias, ya que no estdn dadas las
condiciones para que una nueva epidemia ocurra.
El valor del tamano de prevalencia (T.P), en este caso sigue dando la misma informacién
que S, ya que al hacerse cero es equivalente a decir que la poblacién de susceptibles
se extinguid (Se = 0).
Utilizando la incidencia acumulada para todo el periodo de simulacién (ver Figura 3.6
(a)), se observa que rdpidamente la incidencia acumulada llega a un valor estable, esto
se debe al valor de R*(0). Cuanto menor es R*(0) mas se tarda en llegar al valor
de equilibrio, es decir que deja de haber nuevos casos reportados. Si se analiza la
incidencia acumulada normalizada con S(0) (ver Figura 3.6 (b)) se puede calcular una
cota inferior para la fraccién de susceptibles que sobrevivié a la epidemia (sin tener en

cuenta los nacimientos).
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Figura 3.7: En la grafica se utilizan los pardmetros R* = (o) * 4.4, v = 1 semana epi-

demioldgica, 1/u = 60 anos. Utilizando las condiciones iniciales N(0) = 90000, I(0) = 10,
R(0) = N(0) — S(0) — I(0). Para S(0) = 0.2N(0) linea sélida, S(0) = 0.156N(0) linea pun-
teada, S(0) = 0.1N(0) linea a trazos. Los casos reportados se extinguen répidamente para
estas tltimas condiciones. Simulaciones representativas de diferentes corridas, en las cuales no

se observan diferencias significativas.

Y"La definicién de Ry se hace para una poblacién enteramente susceptible.
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En el caso en que la poblacién de susceptibles iniciales sea muy pequena, la esto-
casticidad tiene un rol més importante que la estructura determinista del sistema. En
la Tabla 3.3 se reportan los valores de los parametros correspondientes a la Figura 3.7.
El valor de T.P para t = oo en algunos casos es mayor que la unidad, esto significa
que la poblacién de susceptibles aumenté con respecto a sus valores iniciales. Que
Seo > S(0), significa que la poblacién de susceptibles no se vio fuertemente afectada
por la enfermedad, y éste resultado es congruente con la condicién R*(0) < 1.

El hecho de que una poblaciéon de agentes que no sufrié una epidemia grande en un
periodo de tiempo, pueda aumentar su poblacién de susceptibles, implica que en un
dado momento puedan darse las condiciones (R* > 1) para que exista una epidemia.
Esto ultimo es posible siempre y cuando el valor de Ry se mantenga constante en el
tiempo.

Cuando se hace el anélisis de los casos acumulados (ver Figura 3.8), se puede apreciar
que la epidemia originada con un valor de R*(0) = 1.1 crece en forma irregular hasta
alcanzar el valor de equilibrio en la semana epidemiolégica 32 (aproximadamente). Las

otras dos curvas llegan a su valor de equilibrio con una pendiente menos pronunciada.
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Figura 3.8: Casos acumulados para S(0) = 0.2N(0) linea sélida, S(0) = 0.156N(0) linea
punteada, S(0) = 0.1N(0) linea a trazos. El resto de los pardmetros corresponden a

los de la Figura 3.7.
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| 5(0) | Ry | R*(0) | Inc(o0) | Ss | T.P | RE, | N |
0.25]44] 1.1 429 [ 0.208 ] 0.83 | 0.91 | 89935
0.15 | 4.4 | 0.66 20 | 0.164 | 1.09 | 0.72 | 89979
0.10 | 4.4 | 0.44 28 | 0.115 | 1.15 | 0.51 | 90039

Tabla 3.3: Los valores de S(0) y S estdn dados en funcién de N(0). Inc(oco) al ser
un valor muy bajo, no esta normalizado con la poblacién. Al solo tomar un tiempo

maximo de 40 semanas epidemiolégicas, se considera este valor como t = oo.

3.4.1 S.I.R estocastico con casos importados

La extincion de la enfermedad en un corto periodo de tiempo, permite que el sistema
logre aumentar su poblacién de susceptibles por efecto de la demografia.

El interrogante que ahora se plantea es: ;Bajo que condiciones la cantidad de casos
reportados vuelve a adquirir un valor distinto de cero?. En el Capitulo 2, se vio la
mejora en el ajuste de pardmetros cuando se incluyeron en el modelo los casos impor-
tados. En la ciudad de Orén, los primeros casos reportados en la temporada son casos
importados, que provienen de regiones endémicas cercanas como por ejemplo el sur de
Bolivia.

Tomando como motivacién la situacién mencionada anteriormente, al modelo determi-
nado por las ecuaciones (3.32 - 3.35) se le agrega un término perturbativo en forma

aditiva, y este sistema queda de la siguiente forma:

AS = (u(Nt — 8 — ﬁ%ﬁ) At +AZy — AZ, (3.36)
AT = (5% —(v+ M)g) At + AZy+ AZs — AZy + gi(6,w,)  (3.37)
AR = (vl — pRy) At + AZs — AZs (3.38)
Ny = Si+ILi+Ri+g (3.39)

El término extra en la ecuacién de incidencia (3.37), es lo que permitird realizar un
modelado de la adicién de importados al sistema. A diferencia del modelo (3.32-3.35),
ahora si es posible salir del equilibrio (extincién de la enfermedad).

Para obtener soluciones biolégicamente aceptables deben cumplirse las siguientes condi-

ciones:

a) El orden de la cantidad de infectados de origen externo (la perturbacion
aditiva del sistema) debe ser de un orden mucho menor que la poblacién

local.
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b) La frecuencia de aparicion de nuevos infectados de origen externo, es

del orden de la semana epidemioldgica.

La suposicién (a) permite asegurar que la perturbacién aditiva en la incidencia no
es tan significativa como para modificar considerablemente el nimero de agentes (N;)
en el sistema, ya que es esperable que la perturbacion esté en el orden de las fluctua-
ciones estocasticas para la poblacion total.

Con la suposicién (b), se impone de forma arbitraria que en cada ano epidemiolégico,
haya al menos un caso debido a agentes infectados que provienen del exterior del sis-
tema.

Para un primer caso, se analiza una perturbacién T,,—periddica g.(d,wp)""™" tal que:

d =10 [nuevos infectados] (3.40)
wp = 52 [semanas epidemioldgicas] = 1 aflo epidemiolégico ‘

gt(5, wp) = {

Donde § es la cantidad de nuevos infectados (externos), w, = %’T es la frecuencia de
P

aparicién de nuevos infectados (externos). Sin pérdida de generalidad, se realizé una
simulacién (ver Figura 3.9), con los pardmetros R*(0) = 1.1, N(0) = 90000, v = 1
semana epidemiolégica y 1/ = 60 anos. A diferencia de lo que se observé en la Figura
3.7 con el mismo conjunto de parametros, en este caso ocurre una epidemia de grandes
proporciones en la semana 300.

La existencia de una epidemia en un tiempo mas alld del inicial, es una consecuencia al
aumento del valor de R*. El valor del pardmetro T.P en la Tabla 3.3 (los valores en oo
corresponde a la semana 24), es mayor a uno y por lo tanto la poblacién de susceptibles
habia crecido con respecto al tiempo inicial. Por lo tanto al crecer la poblacién de
susceptibles es de esperar que en algin momento dado, R* tome un valor mayor a uno.
Al realizar la grafica del nimero reproductivo efectivo en funcién del tiempo (ver Figura
3.10), se puede apreciar que dentro del intervalo de tiempo donde R*(t) > 1, puede
ocurrir una epidemia. Mientras mayor sea el valor de R*, mayor es la probabilidad
de que ocurra la epidemia, al tener un R* ~ 1, las fluctuaciones estocdsticas son las
responsables de que ocurra o no una epidemia. Justamente en la semana 300, R* toma

su valor méximo coincidiendo con la gran epidemia observada en la Figura 3.9.

Vi'Esta es la misma funcién utilizada en el Capitulo anterior.
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Figura 3.9: Simulacién estocastica del modelo S.I.R con casos importados. Un brote epidémico
al principio de la serie y posteriormente se produce una epidemia de gran tamano alrededor
de la semana 300. Se utilizaron los pardmetros R*(0) = 1.1, N(0) = 90000, v = 1 semana
epidemioldgica y 1/ = 60 anos. Simulacién representativa de diferentes corridas, en las cuales

no se observan diferencias significativas.
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Figura 3.10: Haciendo uso del mismo conjunto de pardmetros del la Figura 3.9, el valor del
numero reproductivo efectivo crece en forma sostenida hasta llegar a un valor aproximado de

1.2, en el cual se produce el pico maximo de casos reportados.
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Cuando se hacen simulaciones estocdsticas a bajas densidades (N en el orden de los
miles), como se menciond anteriormente, la estocasticidad juega un rol importante. Al
realizar diferentes simulaciones, a pesar de tener el mismo conjunto de parametros, es
posible tener resultados distintos. No por ello el andalisis hecho para las Figuras 3.9 y

3.10 deja de ser vélido, y eso puede verse en las Figuras 3.11 (a) y 3.11 (b).

. Incidencia -
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3140 1.04
T 120 1.02
s 1
;1:: :f:oss
& #I= 0.96
é 60 0.94
3 092
40 0.9
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0 0.86
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() Inc(t) (b) R*(t)

Figura 3.11: Haciendo uso del mismo conjunto de pardmetros del la Figura 3.9, el valor del
numero reproductivo efectivo fluctia en valores cercanos a 1. Cada vez que R* > 1 por efecto
de la estocasticidad puede o no ocurrir una epidemia, pero la epidemia siempre ocurre cada vez
que se cumple dicha condicién. Simulaciones representativas de diferentes corridas, entre las

cuales no se observan diferencias significativas.

Cuando se utiliza una condicién inicial % = 0.8, como la utilizada en la Figura
3.5, se tiene un R*(0) = 3.52. En la Tabla 3.2, se vio que }%’; = 0.0324 . Al usar
el modelo (3.36 - 3.39) con la perturbacién 3.40, se obtienen resultados similares a los
observados en la Figura 3.5.

La epidemia que ocurre al principio de la serie, hace que la poblacién de susceptibles
tienda a valores cercanos a cero dado que el R*(t) es cercano a 1 (ver Figura 3.13 (a)
), con un valor de pendiente muy bajo. Esto es porque el renovacién de susceptibles en

el sistema se realiza de manera lenta pero en forma constante.

Recordar que se considero en ese caso t = oo para un ¢t = 24 semanas epidemioldgicas.



70 Capitulo 8. Las epidemias en un modelo S.I.R y los casos importados

Incidencia
40 000

35000

30 000

25000

20 000

15 000

Nuevos casos reportados

10 000

5000

0 50 100 150 200 250 300
Semana Epidemiolégica

Figura 3.12: Se realiza la simulacién haciendo uso del mismo conjunto de pardmetros

del la Figura 3.5, para % = 0.8. Simulacién representativa de diferentes corridas, en

las cuales no se observan diferencias significativas.
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Figura 3.13: a) Numero reproductivo efectivo. b) Incidencia acumulada. Se realiza

la simulaciéon haciendo uso del mismo conjunto de parametros del la Figura 3.5, para

50 _
o =08,
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En la Figura 3.13 (b), se aprecia que la cantidad de casos acumulados réapidamente
llega a su valor de equilibrio, esto es congruente con el hecho de que la poblaciéon de
susceptibles tiende a extinguirse en este caso.

Con lo analizado hasta este momento es posible enunciar lo siguiente:

Para un valor de R*(0) > 4, a tasa de transmisiéon constante, los suscep-
tibles en una poblaciéon con mezcla homogénea, se extinguen en un lapso de

tiempo del orden del periodo infeccioso medio.

En el Capitulo 1.4.1 se vio que en el S.I.LR sin demografia los susceptibles tienden
a la extincién cuando R*(0) > 4, el resultado obtenido en esta seccién no esta lejos de
dicho resultado. Si bien no se realizé un estudio analitico, la inspeccién numérica es
fiable ya que desde lo conceptual no se obtienen resultados que no puedan ser explica-
dos con todo lo expuesto hasta este punto.

En este punto es conveniente realizar la siguiente reflexién: El modelo S.I.R determi-
nista con demografia y estacionalidad en el término de transmisién, que bajo cierto
va-lores de pardmetros admite soluciones autosostenidas, en algunas circunstancias
(entién-dase a cierta regién de los valores de pardmetros) los valores de incidencia
tienden a valores cercanos a cero. En poblaciones continuas no es un inconveniente que
la incidencia tome valores menores a uno. Para poblaciones discretas se puede consi-
derar que si I(t) < 1, entonces puede considerarse la poblacién de infectados extinta,
ya que en poblacién discreta no es posible tener una fracciéon de agente infectado. Por
lo descrito anteriormente se puede concluir, que no es conveniente utilizar un modelo
determinista en poblaciones discretas.

Tener un valor de Ry tan alto (mayor a 4), plantea el inconveniente de extincién de la
poblacion de susceptibles en forma muy acelerada, por lo que a continuacién se plantea
un nuevo interrogante: ;Existe alguna forma de obtener una epidemia, con
R*(0) > 4 sin que la poblacién de susceptibles tienda a la extincién?. Esta

respuesta sera respondida en el siguiente apartado.

3.5 Epidemias en un modelo S.I.R estocastico con esta-

cionalidad

Para introducir la estacionalidad en el término de transmision, se utilizara una funcién

escalén para modelar el coeficiente de transmisién. Por lo tanto:

B ,80 sit < T.
B(t) = { 0 toT (3.41)
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Siendo A(t) una funcién T’-periédica, donde [y es la tasa de transmisién constante,
y T es la longitud del intervalo de tiempo en donde SB(t) # 0. T’ es igual al ano
epidemiolégico, equivalente a decir que es igual a 52 semanas epidemioldgicas y tomara
el mismo valor para cada una de las simulaciones realizadas.

Con la introduccién de la estacionalidad, el sistema queda de la siguiente formas:

AS = (u(Nt _5) - /3(t)itvft> At +AZ) — AZs (3.42)
AT = (5@)% — (v + u)g) At + AZs+ AZs + AZy+ gi(Sowy)  (3.43)
AR = (yI, — uR) At + AZs — AZs (3.44)
Ny = Si+Li+R+g; (3.45)

En este caso al ser 5(t) una funcién dependiente del tiempo, el célculo del nimero

reproductivo bésico es:
Ry = /0 B(s)Fr(s)ds = /0 B(s)sf(s)ds (3.46)

Donde F7 es la funcién de supervivencia y f(s) la densidad de probabilidad (para mas
detalles ver Apéndice A.2).

Autores como Hiroshi Nishiura y Gerardo Chowell parten de esta ecuacién y deducen
una expresiéon para R* [16]. Es una forma més generalizada de lo que se utiliz6 en el
Capitulo 1.4, ya que se considera a la tasa de transmisiéon como una funcién del tiempo.
A los fines préacticos, para realizar las simulaciones correspondientes [25], el valor de

Ry(t) se obtiene al resolver 3.46, por lo tanto:

Logsit<T.
Ro(t) = { 506 1; (3.47)

Siendo el nimero reproductivo basico una funcién T’-periédica. Con este valor de Ry(¢)
y usando la ecuacién 1.57 se obtiene
S(t
R*(t) = QRo(t) (3.48)
(t)

El ntiimero reproductivo efectivo efectivo, no necesariamente serd T’-peridédico, ya que
no esta asegurada la periodicidad de S(t) y N(t).
Se realizaran los correspondientes anélisis de esta seccion utilizando 3.48.
Al analizar la incidencia acumulada (ver Figura 3.6 (a)) para % = 0.8, para un coe-

ficiente de transmisién escalén del tipo 3.41, se puede inferir lo siguiente:



3.5. Epidemias en un modelo S.I.R estocdstico con estacionalidad 73

St el periodo T del coeficiente de transmision es mayor al tiempo carac-
teristico en el cual la poblacion de susceptibles llega a valores cercanos a

cero, la estacionalidad puede aproxrimarse como un valor constante.

Utilizando una transmision del tipo escalén, se asegura que solo exista transmisién
de la enfermedad durante un determinado periodo tiempo en el sistema. Si el periodo
T es mayor al tiempo en el cual se extinguen los susceptibles del sistema, no existe
cambio cualitativo en los resultados de las simulaciones. Por lo tanto se obtendrian
simulaciones como las de la Figura 3.12. Al elegir 7" menor al tiempo en cual se ex-
tinguen los susceptibles, 5(t) hace que la transmisién de la enfermedad sea cero, antes
de que la poblacién de susceptibles disminuya considerablemente. Se realiza la simu-
lacién del modelo(3.42 - 3.45), para el conjunto de pardmetros R*(0) = 4.4 % %, y=1
semana epidemioldgica, 1/p = 60 anos y N(0) = 90000. Utilizando la ecuacién 3.40

para el flujo externo y 1" = 3 semanas epidemiolégicas.
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Figura 3.14: Se realiza la simulacién haciendo uso del mismo conjunto de pardmetros de la

Figura 3.12, para % = 0.8. Se aprecia que la primer epidemia tiene un tamano menor a

3.12. Simulacion representativa de diferentes corridas, en las cuales no se observan diferencias

significativas.
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Figura 3.15: El ntimero reproductivo efectivo disminuye en forma abrupta durante la primer
epidemia, posteriormente desciende hasta mantenerse en forma sostenida en un valor aproxi-
S(t)

mado de 2.77. Siendo Ry = 4.4, la obtencién de NG €S directa por definicién de R* viéndose

que la poblacién de susceptibles no se extinguen en el tiempo.

La simulacién (ver Figura 3.14) es representativa de las diferentes corridas rea-
lizadas, cualitativamente no se observan diferencias significativas entre las diferentes
corridas. En todas las corridas, solo la primer epidemia tiene una duracién del orden
de T, analizando el valor de R*(t) (ver Figura 3.15) se aprecia que luego de la primer
epidemia, atin sigue siendo mayor a uno. De tal manera al siguiente ano epidemiolégico,
son 6ptimas las condiciones para una nueva epidemia ya que la poblacién de susceptibles
sigue siendo muy significativa. Durante la primer epidemia, la fraccién de la poblacién
5(t)

N(t)

tiene como nueva condicién inicial % = 0.63 es esperable obtener una epidemia de

que atin se mantiene susceptible es ~ 0.63, es decir pasé de 0.8 a 0.63. Si el sistema

tamano significativo, pero menor a la inicial. Es de esperar ademas que los valores
méximos de casos reportados en cada ano epidemiolégico (52 semanas epidemioldgicas)
sean menores a los del primer ano. Por efecto de la estocasticidad es posible que
durante un ano epidemiolégico, no ocurra una epidemia. Puede observarse que (ver

Figura 3.16) los saltos en los casos acumulados por ano epidemioldgico, dan cuenta de

que tan importante (en forma relativa) fue una epidemia respecto de otra.
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Figura 3.16: La cantidad de casos acumulados crece en forma abrupta durante la primer
epidemia, los siguientes incrementos son menores y aproximadamente del mismo orden.

S(00)
N ~ 0.63.

Se tiene un valor de

Cuanto mayor es el salto, mayor es la incidencia de la enfermedad en la poblaciéon

de agentes.
Para estudiar que ocurre cuando la fraccién inicial de susceptibles en el sistema es
% = 0.2, se utiliza el mismo conjunto de pardmetros usado hasta el momento

R*(0) = 4.4 %, v = 1 semana epidemiolégica, 1/u = 60 anos y N(0) = 90000.
Utilizando el modelo (3.42 - 3.45) siendo 3.40 con T" = 3 semanas epidemioldgicas,
se obtiene una serie de tiempo (ver Figura 3.17) con picos de epidemia practicamente
homogéneos.

Bajo esta situacién el niimero reproductivo efectivo (ver Figura 3.18 (b)) crece en forma
lineal. El que ocurra o no una epidemia depende de las fluctuaciones estocasticas, al
estar trabajando con nimeros muy pequenos. Los saltos en los valores de inciden-
cia acumulada (ver Figura 3.18 (a)) estdn dados por los diferentes flujos externos de
infectados. El tener una estacionalidad de perfodo muy corto (7' = 3 semanas epi-
demioldgicas) da la oportunidad a que la transmisién se corte y los susceptibles no se

extingan.
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Figura 3.17: Los casos reportados que son de valor igual a diez corresponden a los casos
por flujo externo. Por efecto de la estocasticidad no ocurre transmisién en la poblacién
de susceptibles en algunos periodos de tiempo, y solo se observan los casos reportados
por flujo externo. Simulacién representativa de diferentes corridas, en las cuales no se

observan diferencias significativas.
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Figura 3.18: El ntmero reproductivo efectivo (a) y la incidencia acumulada (b) para
el conjunto de valores de parametros % = 0.2, R*(0) = 4.4« %, v = 1 semana

epidemiolégica, 1/p = 60 anos y N(0) = 90000. Si bien es una sola simulacién, en

diferentes corridas no existen cambios significativos.
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En el caso de periodo de estacionalidad mas grande, por ejemplo T = 12 semanas
epidemiolégicas, la transmisién puede ocurrir en un periodo mas largo. En este caso
(ver Figura 3.19) se aprecia que existen dos epidemias significativas en las cuales la

cantidad de casos reportados exceden la centena, siendo la segunda de mayor valor que

la primera.
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Figura 3.19: g = 0.2, R (0) = 4.4« ~N@) 7 = 1 semana epidemioldgica, 1/p = 60

anos, N(0) = 90000 y 7" = 12 semanas epidemioldgicas. Simulacién representativa de

diferentes corridas, entre las cuales no se observan diferencias significativas.

Con este modelo se logra explicar la variabilidad de las epidemias debido al cre-
cimiento en forma sostenida de nimero reproductivo efectivo (ver Figura 3.20 (b)). Al
crecer R* en forma sostenida, aumenta en el tiempo la poblacién de susceptibles y por
lo tanto la probabilidad de que ocurra una epidemia.

Por lo tanto una estacionalidad con un mayor periodo permite que a bajas densidades
de susceptibles, la probabilidad de que ocurra una epidemia se incremente en el tiempo

tal como se observa en la Figura 3.20.
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Figura 3.20: El ndmero reproductivo efectivo (a) y la incidencia acumulada (b) para
el conjunto de valores de parametros % = 0.2, R*(0) = 4.4« %, v = 1 semana
epidemiolégica, 1/p = 60 anos y N(0) = 90000. Si bien es una sola simulacién, en

diferentes corridas no existen cambios significativos.

3.5.1 Estacionalidad tipo sinusoidal

La introduccién de la estacionalidad en el término de transmisién se dio en una forma
de funcién escalén. Es posible utilizar otro tipo de estacionalidades mas cercanas a
funciones que pueden representar variables climaticas como lluvia o temperatura. Con
lo estudiado hasta este punto se estd en condiciones de realizar un andlisis cualitativo

para una estacionalidad del tipo:

B(t) = Bo(1 + e cos(wot + ¢o)) (3.49)

Siendo wg = 2% v ¢ la fase inicial, este tipo de ecuacién representa una transmision
periédica (ver Figura 3.21) en la que existe un periodo de tiempo muy acotado en el
cual se hace cero la transmisién, y lo mismo ocurre para el valor maximo. Diferentes
autores [16, 17, 56] demuestran un uso razonable del valor medio de §(t) para el cdlculo

del nimero reproductivo basico. Por lo tanto para la ecuacién 3.49, el valor medio es:

1 [T €
<B() >= 7 /0 Bt)dt = o [1 + o (sin(2m + ¢) —sing)| = o (3:50)

Utilizar el valor de < f(t) >= [y, es un resultado acertado de acuerdo a la definicién
que se vio en el Capitulo 1.1.1, donde se definié a 8 como el producto de las tasas de
contacto y la probabilidad de transmisiéon en un intervalo de tiempo. Por lo tanto el

valor medio de 3(t) sigue siendo compatible con la definicién dada.
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Usualmente cuando se trabaja con funciones del tipo sinusoidales, un parametro mas
representativo es el valor medio cuadratico o RMS (del inglés root mean square) que
es una medida estadistica de la magnitud de una cantidad variable. En este caso
Ve € R/e <1 la estacionalidad siempre es positiva, para un valor € > 1 la transmisién
careceria de sentido bioldgico ya que se tendrian valores negativos. Teniendo en cuenta
lo mencionado con anterioridad, para analizar el modelo S.I.R con estacionalidad del

tipo sinusoidal, se utiliza la siguiente funciéon de transmision:

B(t) = Bo <1 + cos (2;% + ¢>> (3.51)

La grafica de esta transmisién (ver Figura 3.21), tiene una fase de crecimiento a partir
de t = 0 hasta llegar a su valor maximo aproximadamente en la sexta semana epi-
demiolégica. Posteriormente la tasa de transmision decae en forma mondtona hasta
hacerse cero en la semana epidemioldgica 33, finalmente vuelve a a crecer hasta llegar

al valor maximo y el ciclo se repite en forma periddica.

. Término de transmision

8
7
6
5
=
© 4
3
2
1
0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 5

Semana Epidemiolégica

0

Figura 3.21: Transmisién sinusoidal. By = 4.4 Infectados/[T], ¢ = —5 y T = 52 semanas

epidemioldgicas.

Utilizando la ecuacién 3.51 en el modelo (3.42-3.45) para g:(6,w,) = 0, no hay
cambios significativos en cuanto a la dindmica descrita anteriormente, debido a que
sin importar la estacionalidad en la transmisién, en algin momento se extingue la
poblacién de infectados, haciendo imposible generar nuevos casos de infectados.
Cuando g¢(d,wp) # 0, es esperable encontrar resultados similares a lo estudiado con una
estacionalidad del tipo escalén. Utilizando la ecuacién 3.40 se realizaron diferentes si-

mulaciones con el conjunto de parametros N(0) = 90000, v = 1 semana epidemiolégica,
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1/p = 60 anos, I(0) = 10 y S(0) = 0.2N(0). Se observa (ver Figura 3.22) que con
estacionalidad, la distribucién de maximos es mucho mas heterogénea, que al usar una
estacionalidad del tipo escalén. A su vez para diferentes valores de la fase inicial de
la estacionalidad se obtiene un corrimiento de los maximos de las diferentes epidemias,

esto se debe a que el maximo de transmisién también se desplaza en el tiempo.

Incidencia

200 Ul A A

0 \ PRV W
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
Semana Epidemiolégica

Figura 3.22: 5y = 4.4 Infectados/[T] y T" = 52 semanas epidemioldgicas. Linea sélida
¢ = —3, linea a trazos ¢ = —7. Simulaciones representativas de diferentes corridas,

entre las cuales no se observan diferencias significativas.

En este caso el nimero reproductivo efectivo (ver Figura 3.23 (a)) va cambiando en
funcion del tiempo, para los diferentes valores de la fase inicial. Utilizando la media
cuadratica para ¢ = § se observa (ver Figura 3.23 (b)) que este valor nunca llega a ser
mayor que uno, por lo que el valor medio cuadratico no es capaz de dar una informacién

bien representativa con respecto a las epidemias observadas.
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Figura 3.23: a) Gréifica de R*(t) para una estacionalidad cos(2%t) con pardmetros

Po = 4.4 Infectados/[T] y T' = 52 semanas epidemiolégicas. Linea sélida ¢ = 5 y linea

a trazos ¢ = —Z. El panel b) se grafica R*(t) con estacionalidad cos(2%t), usando los
pardmetros g = 4.4 Infectados/[T] ;T = 52, y ¢ = —7 en linea sélida. La linea a

trazos es el valor medio cuadrético de R*(t), se observa que luego de tomar un valor

mayor a uno, decae hasta 0.4 y no vuelve a tomar valores mayores a uno.

3.6 Conclusiones del Capitulo

En el este Capitulo se simularon modelos S.I.LR con diferentes hipdtesis respecto de la
transmision y los casos importados.

Cuando no se cumple la condicién de poblaciéon enteramente susceptible, el nimero
reproductivo efectivo (R*) es un pardmetro mas acorde para determinar si ocurrird
o no una epidemia. El uso de R*(t) permite analizar en cada instante de tiempo la
probabilidad de que ocurra o no una epidemia, a su vez nos da informacién relativa
con respecto al crecimiento de la poblacién de susceptibles (cuando Ry es constante).
Cuando la tasa de transmisién es variable en el tiempo, es mas conveniente utilizar el
valor de R*(t), que un valor promedio. Al utilizar un valor promedio de R*(t), se pierde
la informacion de cada instante de tiempo, en el siguiente Capitulo se vera un contexto
en el cual un valor promedio de R*(t) es conveniente para describir la epidemia.

La introduccién de la estacionalidad en el modelo S.I.LR va mas alld de agregar una
periodicidad en el término de transmisién, ya que su inclusiéon no permite la réapida
extincién (para un Ry grande) de la poblacién de susceptibles. Cuando no hay trans-
misién de la enfermedad, la poblacién de susceptibles puede crecer en forma sostenida
(dependiendo del modelo de demografia usado).

La adicién de los casos importados permite la aparicién de una nueva epidemia cuando
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R*(t) > 1. Los casos importados y la estacionalidad en el modelo S.I.LR permiten
obtener una variabilidad de los picos maximos de las epidemias, algo que no se podia
obtener unicamente por efecto de la estocasticidad.

Al no existir estacionalidad se vio que a valores de Ry > 4, solo puede ocurrir una
epidemia a lo largo de las simulaciones, en la cual la poblacién de susceptibles tiende a
valores cercanos a cero®. Cuando no hay casos importados, el sistema no puede volver
a tener una epidemia, ya que la poblacion de infectados se extinguio.

Se concluye que para poder observar un patron temporal similar al observado en la serie
de casos de Oran, es necesario incluir en el modelo S.I.R estocéstico, la estacionalidad

y los casos importados.

*Esto también se vio para un modelo S.I.R determinista cuando se hizo el estudio del tamafio final
de epidemia.



Capitulo 4

El modelo S.I.R estocastico y las

metapoblaciones

En los capitulos anteriores se realizaron diversos analisis utilizando el modelo S.I.R de
campo medio, lo cual permitié entre otras cosas mostrar la importancia de los casos
importados para re-aparicién de las epidemias. El tamafio y forma de las epidemias
estan fuertemente ligados al valor de R*. Por definicién el niimero reproductivo efectivo
tiene una dependencia lineal con Ry, a su vez el nimero reproductivo basico estd
definido para una poblacién de agentes en mezcla homogénea. En el presente capitulo
se realizara un estudio de los cambios cualitativos que tienen las epidemias en un modelo
S.I.R cuando se considera a todo el sistema como una metapoblacién en lugar de una

mezcla homogénea.

4.1 El modelo de metapoblacion

La inclusién de la espacialidad en modelos para poblaciones es cominmente utilizado
para describir la dispersién de los agentes. Cuando se trabaja en una dispersién
continua es conveniente utilizar un modelo de difusién [43], y cuando no se con-
sidera una aproximacion continua para la dispersién de los agentes, se utilizan modelos
del tipo metapoblacionales [1]. Para considerar la dispersién de los agentes en una
metapoblacién usando el modelo S.I.R se pueden seguir los lineamientos propuestos por
Castillo-Chavez [13], u optar por diferentes consideraciones como las que se plantearan
en el presente trabajo.

Dado un sistema compuesto de N agentes, se puede dividir la poblacién total en n, x n,
sub-poblaciones, cada sub-poblacién tendréd n; ; agentes, los indices (i,j) permiten nu-

merar las diferentes sub-poblaciones. Si N es la poblacién del sistema, al subdividir en

83
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ng X ny, sub-poblaciones se cumple que:

=Ny i:ny

N = Z Z N5 (4'1)

i=1 j=1

Cada sub-poblacién estd conectada con sus vecinos mds préximos (ver Figura 4.1), por

simplicidad no se consideran los contactos en diagonales.

Figura 4.1: Esquema de modelo metapoblacional. La sub-poblacién n; ;) esta conec-

tada dnicamente con sus vecinos cercanos, las conexiones en diagonal no se consideran.

A cada sub-poblacién se la divide segun sus diferentes estados epidemiolégicos:
Susceptibles (5;;), Infectados (I; ;) y Recuperados (R; ;). Los sub-indices (i,j) son
para indicar a que sub-poblacién (6 parche de ahora en mas) pertenecen. Cada parche
estd gobernado por la siguiente dindmica estocéstica:

B
ni,;(t)
Aty = (L8080 - 0 Es(0) a

= AZyig) + A3 g) = Aagiy) + 9i4(t 0 wp)
AR;j = (i (t) — uRij(t) At + AZs(; 5y — AZsi ) (4.4)
nij(t) = Sij(t)+1i;(t) + R (t) (4.5)

AS;; = <N(ni,j(t) = Si;(t) — S ()1 5(t )) At + AZy; 5y — Aoy (4.2)
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Donde n; j(t) es la poblacién en cada parche al tiempo ¢t. Al modelar los nacimien-
tos de la forma pun; ;(t), se tiene la probabilidad que las fluctuaciones estocdsticas
puedan llevar a los parches a la extincion. Se trabaja con tiempo méaximo de 10 anos
epidemiolégicos, de tal manera debido al valor de u hace poco probable que las fluc-
tuaciones estocdsticas lleven a la extincién al parche. Para la tasa de transmisién ()
al igual que en el Capitulo 2, se utilizara una funcién escaldn.

La diferencia significativa con el modelo sin espacialidad estd en la forma de modelar el
término que representa a los casos importados (g; j(t;0,wp)). En este caso se seguiran
introduciendo 10 nuevos casos importados por afio epidemiolégico, la distribucién tem-
poral de estos casos en principio se realizard al mismo tiempo t = ¢y (como se hizo en
el capitulo anterior). En cuanto a la distribucién espacial de los casos importados, se
utilizard una distribucién uniforme para repartir los casos importados entre todos los
parches del sistema.

Para mantener una poblaciéon de 90000 agentes, se usard una red de 30 x 30 parches

con una poblacién de 100 agentes en cada parche.

4.2 El modelo S.I.R en una metapoblacién

Cada parche estd descrito por el sistema (4.4-4.5), la interaccién entre el parche (4, 7)

y sus vecinos se da de la siguiente forma:

a) Cada agente del parche (7,j) nace, se reproduce y muere en el mismo parche. No

hay movilidad de agentes entre los parches.

b) La interaccién entre los diferentes parches se da con un modelo de accién a distancia,

ya que no existe movilidad de agentes.

c¢) Cada parche interactiia con su vecinos, y se crea una mezcla homogénea entre ambos

parches.

d) Se consideran los mismos valores de pardmetros (7, u, 3(t)) para cada uno de los

parches.

e) La fuerza de infeccién para el parche (7,j), estd dada por la tasa de transmisién
B(t) multiplicada por los infectados del parche (7,7) y el de sus vecinos cercanos
{(G,j — 1), (4,5 +1),(i —1,5),(i + 1,5)}, dividido por la poblacién de los parches:
{(,9), (6,5 = 1), (6,5 + 1), (i = 1,4), (i + 1, /) }.

f) Las interacciones entre parches vecinos se dan en el mismo instante de tiempo t, en

el tiempo posterior ¢ + At se actualizan todos los valores de los parches.
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Considerar que un parche interactda con sus parches vecinos y crea una mezcla ho-
mogénea, nos permite utilizar un modelo de accién de masa para modelar la trans-
misién entre parches.

La fuerza de infeccién del parche (i, j) tiene la siguiente forma:

fa (@) = WIM(t) (4.6)

Donde I(t) es la suma de los infectados de los parches {(i,7), (i,7 — 1), (i, + 1), (i —
1,7),(i+1,5)} y M la poblacién total de los parches {(i,7),(i,5 — 1), (4,5 + 1), (i —
1,7),(i+1,7)}. De esta manera cada parche puede ir variando su fuerza de transmisién
en funcién de la poblaciéon de agentes que tiene a su alrededor.

Como se mencioné anteriormente la introduccién de los casos importados se hara de
manera simultanea y se distribuird en forma azarosa (con distribucién uniforme) entre
los parches. Para la tasa de transmisiéon 3(t) se utilizard la funcién escalén propuesta
en 3.41. El resto de los pardmetros (v, i, 5o, N) son los mismos valores que se vienen
utilizando hasta el momento. Se utilizan condiciones de borde periédicas para el arreglo
bi-dimensional de los parches.

El célculo del ntimero reproductivo efectivo para todo el sistemal se realizard de la

misma manera que se hizo hasta el momento.

R = w7 sesseas (4.7

N(t

Donde el término fooo B(s)sf(s)ds es el valor del nimero reproductivo bésico. En este
caso es posible calcular Ry ya que se considera el mismo valor de tasa de transmisién
para cada uno de los parches. S(t) y N(t) son las poblaciones de susceptibles y de
agentes del sistema.

Una de las hipétesis para la definicién del ntimero reproductivo béasico es la mezcla
homogénea, que no ha de cumplirse para una sistema de metapoblacién, ya que no
todos los agentes estan en contacto con todos. En la siguiente seccién se abordard una
nueva forma de calcular el valor del nimero reproductivo efectivo, que tendra resultados

acordes al valor que se calcula a partir de la ecuacién 4.7.

'Para la poblacién total del sistema.
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4.2.1 Metapoblacién con agentes distribuidos homogéneamente

Para un sistema de 30 x 30 parches, con una poblacion de 100 agentes se realizaron
las correspondientes simulaciones [25, 49] para el modelo con poblacién distribuida en

forma homogénea.

Incidencia Incidencia Total
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3500
wv w
% 10 000 % 3000
v o
« 8000 » 2500
g g
3 6000 g 2000
z Z 1 500
4000
1000
2 000 500 l l l 1
0 1 ] . 1 0 ) ‘
S0 100 150 200 250 300 350 400 430 500 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
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(a) (b)

Figura 4.2: En la izquierda (a) incidencia total para un modelo de campo medio uti-
lizando las ecuaciones (3.42 - 3.45). En la derecha (b) la incidencia para el total de
parches utilizando las ecuaciones (4.2-4.5). Los parametros usados son: % = 0.8,
~ = 1 semana epidemioldgica, 1/ = 60 anos, fy = 4.4 Infectados/[T], T' = 3 semanas
epidemiolégicas. Ambas Figuras son representativas de diversas corridas estocédsticas

entre las cuales no se observan grandes diferencias.

En la Figura 4.2 (b) se aprecia que el patrén de méximos de epidemias es comple-
tamente distinto al observado en la Figura 4.2 (a) en la que la espacialidad no se tuvo
en cuenta en el modelo (3.42 - 3.45). La inclusién de la espacialidad al modelo S.I.R
mediante la metapoblacion, tiene como efecto disminuir la velocidad de propagacién de
la enfermedad, esto se puede ver en los valores del nimero reproductivo efectivo. Para
el caso del modelo de campo medio (ver Figura 4.3 (a)) el valor de R* cae rapidamente,
y posteriormente queda estabilizado en un valor cercano R* = 2.5. Para el caso del
modelo metapoblacional el nimero reproductivo efectivo para la poblacién total del
sistema !, decrece en forma mas suave que en el modelo de campo medio.

El decrecimiento lento de R*(t) hace que las probabilidades de ocurrencia de epidemias
sean similares entre anos epidemiolégicos. Por lo tanto el que ocurra una epidemia
de gran tamano estd relacionado con el azar, debido a que los casos importados en el

sistema son distribuidos en forma aleatoria y existe la probabilidad de que algunos (o

iTa suma total de las poblaciones de cada uno de los parches.
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muchos de ellos) sean introducidos en parches donde la cantidad de susceptibles es la

adecuada para que se produzca una epidemia.
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Figura 4.3: En la izquierda (a) el niimero reproductivo efectivo para el modelo de campo
medio (ecuaciones 3.42 - 3.45). En la derecha (b) nimero reproductivo efectivo para el
total de parches. Los parametros usados son: % = 0.8, v = 1 semana epidemioldgica,
1/p = 60 anos, By = 4.4 Inf/[T], T = 3 semanas epidemiolégicas. Ambas Figuras son
representativas de diversas simulaciones estocdsticas entre las cuales no se observan

diferencias apreciables.

Si bien la definicién del nimero reproductivo efectivo estd dada para una poblacién
de agentes en mezcla homogénea, a continuaciéon mostraremos una forma de calcular un
valor promedio de R* que da resultados similares a la definicién para mezcla homogénea.
Anteriormente se dijo que cuando un parche entra en contacto con otro, estos forman
una mezcla homogénea, con ese supuesto es posible utilizar una tasa de transmision del
tipo accién de masa (1.5). De esta forma, cada parche tiene su propio valor de fuerza
de infeccién debido a la poblacion de cada parche y su vecindad. Definimos el calculo

del nimero reproductivo efectivo local de la siguiente forma:

S(ij)

R* —
Mny 5

i = Ry (4.8)

Donde S(; j) es la poblacién de susceptibles del parche y Mn(; ;) es la suma de las
poblaciones de los parches {(4,7), (4,5 — 1), (4,5 +1),(i — 1,7), (i + 1,4)}. El valor de
Ry esta determinado por la ecuacién (3.47).

Utilizar un valor de R; jes apropiado si se considera que cada parche tiene una dinamica
propia, pero que en conjunto actia como si fuera un sistema acoplado con sus parches

vecinos. Al considerar que la tasa de transmisién es la misma para cada parche, resulta
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que para un sistema de n, X n, parches, el nimero reproductivo efectivo global puede

calcularse como:

R IR Sua) Ry 4.9
<M>_ZZ Mng ) ng Xn (4.9)
j=1 i=1 (t.5) / w2 Ty
) <R ;> (1)
3.5}
%
3 <.,
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Figura 4.4: Numero reproductivo efectivo global para la Figura 4.2 (b) calculado con
la ecuacién 4.9 (puntos azul) y calculado con la ecuacién 4.7. Para poder visualizar

mejor los valores, se hizo la grafica con puntos.

Realizando la grafica (ver Figura 4.4) de la ecuacién (4.9), no se aprecia diferencia
alguna con los valores obtenidos en la Figura 4.3 (b). Este resultado estd dentro de lo
esperable, ya que al contar con parches que tienen poblaciones distribuidas en forma
homogénea es factible que se encuentren resultados similares. Los casos importados
al incluirse en forma aleatoria con una distribucién uniforme, contribuyen a la homo-
geneidad de la distribucion de los susceptibles entre los diferentes parches.

Para analizar el efecto que tiene una distribucién de poblaciéon mas heterogénea en-
tre los parches del sistema, se procede a distribuir las poblaciones iniciales en los
parches en forma aleatoria. La poblacién de cada parche es igual a n(; ;) = 200rand(),
siendo rand() el generador de nimeros aleatorios uniforme [25, 49]. El promedio de la

poblacion del sistema estard alrededor de los 90000 agentes.
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Figura 4.5: A la izquierda (a) la incidencia para el total de parches. A la derecha (b)

el niimero reproductivo efectivo global en linea a trazos, la linea sélida es para el valor

%% Donde S(t) y N(t) son las poblaciones de susceptibles y de agentes del total de
parches. Los pardmetros usados son: % = 0.8, v = 1 semana epidemiolégica, 1/ =

60 anos, fy = 4.4 Infectados/[T], T = 3 semanas epidemiolégicas. Ambas Figuras
son representativas de diversas corridas estocdsticas entre los que se ven diferencias

cualitativas.

En la Figura 4.5 (a) la incidencia para el total de los parches presenta gran vari-
abilidad en los picos méximos de las epidemias. Luego del primer maximo de epidemia
las subsiguientes varfan en tamano entre los 500 a 3000 casos. Con un cambio en la
distribucién de las poblaciones entre todos los parches, y tras diferentes corridas, no
observan cambios cualitativos. Lo mismo ocurre con el valor del niimero reproductivo

efectivo global (ver Figura 4.5 (b)), que no presenta cambio alguno con respecto a el

que se calcula en campo medio (%%) Hasta el momento se hicieron las simula-
5(0)

ciones para valores iniciales de fraccién de susceptibles altos (W = 0.8). Cuando este
valor inicial es bajo (% = 0.25), tampoco se observan diferencias con respecto a la

heterogeneidad de la distribucién de los picos de las epidemias (ver Figura 4.6 (a)).

El que no exista una epidemia de mucho mayor tamano que las otras, se explica por
la pendiente casi nula que presenta el nimero reproductivo global (ver Figura 4.6 (b)),
al tener todos los afios un valor similar de < R;j > y cercano a uno, las diferentes

iii

epidemias ocurren en forma estocdstica™.

"Ademds es conveniente remarcar los valores de incidencia muy bajos, haciendo que los procesos
estocdsticos sean mas importantes que los deterministas.
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Figura 4.6: En la izquierda (a) la incidencia para el total de parches. En la derecha
(b) el nimero reproductivo efectivo global. Los pardmetros usados son: % = 0.25,
~v = 1 semana epidemioldgica, 1/ = 60 anos, Sy = 4.4 Infectados/[T], T = 3 semanas
epidemiolégicas. Ambas Figuras son representativas de diversas corridas estocasticas

entre las que no se ven diferencias cualitativas.

4.2.2 Metapoblacién con agentes distribuidos en forma aleatoria

Hasta el momento en el modelo descrito por las ecuaciones (4.2-4.5) se hicieron dos con-
sideraciones con respecto a la distribucién de la poblacién en los parches del sistema:
distribuciéon homogénea y distribucion aleatoria. Ahora se realizard un cambio en la
forma de introducir los casos importados en el sistema. En todos los modelos descritos
en el capitulo 3 y lo que va del presente, la incorporacion de los casos importados se
hizo mediante una funcién delta. Ahora se hard la introduccién de los casos importados
con una funcién escaldn.

Para mantener los 10 casos importados por ano en el sistema, que es la misma cantidad
de casos que se introdujo en los modelos de campo medio (Capitulo 2), se calculard la
cantidad de casos importados (que se introducird durante la ventana de transmisién

distinta de cero) por semana epidemiolégica de la siguiente manera:
o . 10
N°casos importados = T (4.10)

Realizando una divisién entera para 7' = 3 semanas epidemioldgicas, el niimero de casos
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importados por semana epidemioldgica es 3, de tal manera en las siguientes simulaciones

se introducen 3 casos importados por semana epidemioldgica, durante el periodo en que

B(t) # 0.
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Figura 4.7: A la izquierda (a) la incidencia para el total de parches. A la derecha
(b) el nimero reproductivo efectivo global. Los pardmetros usados son: % = 0.8,
~v = 1 semana epidemioldgica, 1/ = 60 anos, Sy = 4.4 Infectados/[T], T' = 3 semanas

epidemioldgicas.

Luego de realizar diversas corridas, el iinico cambio a resaltar es que desaparece la
epidemia que es de un orden mayor con respecto al promedio de las demas. De todas
formas la variabilidad de los méximos de epidemias se mantiene al igual que con los
modelos anteriores. El valor de < R} ; > sigue siendo capaz de explicar que los tamanos
de las diferentes epidemias se deben a la estocasticidad, dado que a lo largo de 10 anos
epimiolégicos su valor solo decrecié un 15% de su valor inicial.

Para un valor inicial % = 0.25, las diferentes epidemias que aparecen (ver Figura 4.8
(a)) son igualmente probables entre si. El valor de < R} ; > se mantiene précticamente
constante (ver Figura 4.8 (b)), por lo que las probabilidades de las epidemias estan
vinculadas a los parches en los que se introducen los casos importados, y al valor del

correspondiente niimero reproductivo efectivo local (R; ;).
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Figura 4.8: A la izquierda (a) la incidencia para el total de parches. A la derecha
(b) el nimero reproductivo efectivo global. Los pardmetros usados son: % = 0.25,
~v = 1 semana epidemioldgica, 1/ = 60 anos, fy = 4.4 Infectados/[T], T' = 3 semanas

epidemiolégicas.

4.2.3 Analisis de los modelos espaciales sin movilidad

A partir de los diversos modelos numéricos que se plantearon durante el Capitulo 3 y

el presente, se puede inferir lo siguiente:

e La estacionalidad en el término de transmisiéon permite que la poblacién de sus-

ceptibles no disminuya en forma abrupta cuando el valor de Ry es alto.

En el Capitulo 2 se plante6 un modelo S.I.LR determinista con transmisién periddica
y con incorporacién de casos importados. Esto tltimo sirvié para mejorar el ajuste
de datos (por cuadrados minimos) de una solucién lineal propuesta. La estacionalidad
en el término de transmision, en el caso que se estd estudiando (el dengue en Orén),
estd enfocada a emular la presencia del mosquito'¥. La constante By absorbe en forma
fenomenoldgica todos los parametros referidos a la tasa de picadura del mosquito, la

tasa de contagio del mosquito y del humano.

e El niimero reproductivo efectivo determina la probabilidad de que ocurra una

epidemia.

Se vio que diferentes parametros, tales como: Tamano de prevalencia, tamano final de

epidemia, entre otros, son ttiles para extraer informacién del sistema referida a que

VE] presente trabajo no tiene la intencién de crear herramientas para el control biolégico del vec-
tor, sino de estudiar la importancia de los casos importados y su relacién con la estacionalidad y la
espacialidad.
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tan grande es una epidemia é cuanto aumenté la poblacién de susceptibles cuando el
sistema no fue afectado por una gran epidemia. El pardmetro R*(¢) indica en cada
instante de tiempo la probabilidad de que ocurra una epidemia. Cuando R*(t) toma
valores cercanos a uno, la probabilidad de que ocurra una epidemia es un fenémeno
estocdastico. La inclusién de la espacialidad en forma de metapoblaciones, no afecta
en forma significativa el uso de R*(t). Se define < R(; ;y > como un parametro global
que representa a todos los Ri“m.) de cada parche. Al cambiar la distribucién de las
poblaciones en los diferentes parches no se observa cambio en la variabilidad de los

picos de epidemias, y tampoco se aprecia un cambio en los valores de < R{i ) >
9
e Los casos importados permiten la aparicion de nuevos brotes epidémicos.

En las simulaciones estocasticas realizadas se utilizé un proceso de Poisson, que tiene
como ventaja obtener nimeros enteros. En los modelos S.I.R utilizados en el presente
trabajo, se encontré (Capitulo 3) que la poblacién de infectados puede extinguirse
rapidamente (para un R* bajo) o bien luego de una epidemia no vuelve a salir de la
extincién a menos que se introduzcan infectados externos (casos importados). Las sub-
siguientes epidemias dependen del valor de R*. Cuando la disminucién de R* es muy
notoria luego de una epidemia, no es posible obtener una segunda epidemia del mismo
tamano que la anterior. Cuando el valor de R* tiene poca variacion, las epidemias son
aproximadamente del mismo orden.

Al introducir la espacialidad como una metapoblacién en el modelo S.I.R, la distribucién
de los casos importados distribuidos en forma aleatoria entre los diferentes parches del
sistema aumenta la variabilidad de las epidemias. Esto es debido que los casos impor-
tados pueden ser introducidos por azar en parches con baja poblaciéon de susceptibles.
Esto es equivalente a decir que los casos importados se introducen en parches en donde

el valor de < Ra j) > es muy bajo, y no permite que en forma local ocurra una epidemia.

e Para observar una variabilidad heterogénea en las epidemias, como la que se
observa en la serie temporal de casos de dengue en Oran, es conveniente considerar

los casos importados y la espacialidad en el modelo a utilizar.

Como bien se menciond, la inclusién de los casos importados permite la aparicion de
nuevas epidemias, y la espacialidad permite una mayor variabilidad en los tamanos
de las diferentes epidemias. En las diferentes simulaciones se utilizé una poblacién de
90000 agentes, para el modelo de metapoblacién se uso un total de 900 parches, con 100
agentes cada uno. Cuando se hace una distribucién uniforme de los agentes entre los
diferentes parches se obtiene una red de 30 x 30 parches con poblacién uniformemente
distribuida. Una distribucién aleatoria de los agentes entre los diferentes parches del
sistema, permite modelar con mejor precisién la estructura de una ciudad de 90000

habitantes. Donde cada parche representa una manzana de la ciudad. Las manzanas
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(parches) donde la poblacién es muy baja o practicamente cero, son representativas de
los espacios a los cuales la poblacién no tiene acceso en forma permanente (estadios de
futbol, propiedades militares entre otros). La no movilidad de los agentes, no permite
poder modelar mediante metapoblaciones los espacios de uso publico (plazas, escuelas
entre otros). Para modelar el uso de espacios comunes o de alguna forma indirecta la
movilidad, se puede romper la estructura de contactos con los vecinos cercanos de cada
parche, y para ello se pone en contacto cada parche con algin parche al azar. En las
Figuras 4.9 (a) y (b) se aprecia la aparicién de una epidemia de mayor tamano respecto
a las demés epidemias. Al aumentar las conexiones entre los parches aumenta la mezcla

homogénea del sistema, por lo tanto los resultados se aproximan a los de campo medio.
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Figura 4.9: A la izquierda (a) la incidencia para el total de parches. A la derecha (b)
el nimero reproductivo efectivo global. Simulacién para un modelo en donde a cada
parche se lo conecta con los vecinos cercanos y con uno al azar. Los pardmetros usados
son: % = 0.8, 7 = 1 semana epidemioldgica, 1/u = 60 anos, By = 4.4 Infectados/[T],

T = 3 semanas epidemiolégicas.

4.3 Modelo con movilidad: Dispersion de agentes en una

metapoblacion

En la seccién anterior se hizo el estudio de un modelo S.I.R en una metapoblacién con
la restriccién en la cual no habia movilidad de agentes. En esta seccion se realizara un
estudio de dispersién de agentes en un arreglo bidimensional de mapas logisticos acopla-
dos. Esto permitira observar que la introduccién de la espacialidad como metapoblacién
tiene diferentes efectos, en el caso presentado en la seccién anterior se mostré que la

espacialidad es capaz de romper el patron de epidemias que se observan en un modelo
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S.I.LR de campo medio. A continuaciéon mediante un ejemplo, podremos observar como
a medida que aumenta la movilidad de los agentes (dispersion), los parches (gober-
nados por la dindmica de un mapa logistico) se sincroniza y emerge una estructura
deterministica en forma global.

En general se utilizan modelos de poblacién en tiempo discreto para describir pobla-
ciones con generacién discreta. El modelo mas simple es el mapa logistico en el que la

poblacién en la generacién ¢ 4+ 1 se obtiene de la poblacién en la generacién ¢ mediante

z(t+ 1) = rz(t) [1 - :cl({t)] =z(t)Flz(t)] = g(x(t)) (4.11)

donde r es la tasa de crecimiento poblacional y K es la capacidad de carga para esa
poblacién. Este modelo se volvié popular a partir de 1977 (May et al., 1977). El
parametro 7 es la tasa combinada entre la reproduccién y la mortalidad de los agentes.
Para 1 < r < 3 hay un tdnico punto estable, mientras que para r > 3 existe un 2F
periodo doble con ruta al caos. Desde 1985 [33, 34] comenz6 un estudio extenso sobre
los mapas acoplados conocidos como C.M.L (por sus siglas en inglés, couple map lat-
tices) para su aplicacién en diversas ramas como la ecologia tedrica, la fisica estadistica
entre otros campos.

Diversos trabajos [33, 34] se realizan en el limite de K determinista (K — o0). Sin
embargo la hipdtesis de ausencia de espacialidad, implicita en el uso de un mapa para
describir una poblacion, hace que este limite no sea realista. Se consideran poblaciones
locales de tamano moderado (K ~ 100), donde la estocasticidad demografica juega
un rol importante con fluctuaciones estocasticas de la orden de la raiz cuadrada de la
poblacién.

En este apartado se exploran las consecuencias de la demografia y la dispersion es-
tocdstica en el surgimiento de la dindmica cuasi-determinista en diferentes escalas es-

paciales utilizando redes de mapas acoplados.

4.3.1 Modelo de mapa acoplados
Dindmica local y dispersién

Para una poblacién aislada se asume que la dindmica estd gobernada por la ecuacién
logistica (4.11). Se consideran inicamente poblaciones discretas, enteras y con genera-
ciones que no se superponen. Tomando la parte entera de g(z(t)) (ecuacién 4.11), como

una nueva funcién f(¢), se obtiene:

2(t+1) = f(a(t)) (4.12)



4.3. Modelo con movilidad: Dispersion de agentes en una metapoblacion 97

Suponemos que la nueva generacién (R) en ¢t + 1, se obtiene a partir de la poblacién
x(t) en la generacién ¢, que esta dada por la ecuacién (4.12), entonces el reclutamiento

de agentes esta dado por:
Ri(t+1) = f(a(t)) (4.13)

Luego del reclutamiento los agentes pueden dispersarse. Suponiendo una probabilidad
constante para la dispersién por individuo (D), se espera que DR;(t + 1) individuos se
dispersen a sus vecinos cercanos. Luego de la dispersion, la poblacién i puede calcularse

como una ecuacion de balance:

zi(t) = (1= D)Ri(t + 1) > DfiR;(t + 1) (4.14)

Donde f;; es la fraccién de los agentes dispersantes de la poblacién j que se mueven
hacia la poblacion i. Es posible escribir la evolucion de la ecuacion 4.14 en términos de

x (poblacién) como:
zi(t+1) = (1= D) f(z:(t)) + > _ Dfij f(x;(1)) (4.15)
J

Que se puede modelar en 1 y 2 dimensiones.

Modelo de anillo unidimensional. Un modelado con una aplicaciéon bioldgica es el
arreglo de parches unidimensional [28] conectados por los primeros vecinos, en otras
palabras, un arreglo de anillo. Si el nimero de parches es N y la dispersion es simétrica

entre los vecinos (fii—1 = fii+1 = 1/2), el modelo de anillo unidimensional es:

zi(t+1) = (1= D) f(z:(t)) + g [f(@ioa(t)) + f(@iga(2))] (4.16)

Modelo 2-dimensional. Considerando un arreglo de parches en dos dimensiones conec-
tados con sus vecinos cercanos (usando condiciones de borde periédicas). La poblacién
de cada parche (i,j) es z;;, entonces la dindmica del sistema esta gobernada por la

siguiente ecuacién:

rii(t+1) = (1—D)f(zi(t)) (4.17)
+ g [f(2im1,@) + [(@iv1,5(0) + f(2ij-1(F)) + [ (@i4+i(1))]

4.3.2 Demografia y dispersion estocastica

Existen muchos procesos dependientes de la densidad durante un limitado periodo

de tiempo que implican muchos acontecimientos como el nacimiento y muerte en las
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di-ferente etapas. Aqui se ha simplificado la situacion teniendo en cuenta sélo un
evento: el reclutamiento de nuevos individuos a partir de la generacién anterior. Para
agregar la estocdstisidad demografica se considera que, si el niimero esperado de nuevos
reclutas en la generacién t + 1 es F(z(t)), el actual nimero es una variable aleatoria
(aproximadamente) con distribucién de Poisson con pardmetro f(x(t)). Realizaciones

de este proceso se obtienen como:
x(t + 1) = Poisson(f(x(t))) (4.18)

Donde Poisson(\) es un nimero (entero positivo) extraido de una distribucién de Pois-
son de parametro .

Por otro lado, se considera que la probabilidad de dispersiéon por individuo D es in-
dependiente de la densidad. Por lo tanto el niimero de individuos que dispersan de
una poblacién de tamano x; es una variable con distribucién aleatoria binomial con
probabilidad de éxito D y x; ensayos. Este nimero se divide entre las poblaciones des-
tinatarias’. Diversos trabajos realizados muestran que es posible recuperar la dinamica

de periodo dos en un arreglo de dos parches [28].

4.3.3 Simulaciones de los modelos de demografia y dispersion

Utilizando modelo de anillo unidimensional (ecuacién 4.16) con una poblacién de 100
agentes en cada parche y condiciones de borde periddicas, se observa la poblacién en
funcién del tiempo para total de los parches y para uno elegido al azar en la Figura
4.10. Para un baja dispersion, cada parche evoluciona de acuerdo a su propia dindmica
en funcién de su condicién inicial (elegida al azar). Para valores grandes de dispersién
(D = 0.5) se observan algunos intervalos de tiempo donde en la dindmica global aparece
el periodo dos.

Para entender mejor la dindmica se considera el estado del sistema mod(2) (es decir,
solo para valores pares de t). En una realizacién tipica, la poblacién total se mantiene
por encima valor de equilibrio z* por algin periodo de tiempo, luego se acerca al valor
de equilibrio para estabilizarse durante algtiin otro periodo de tiempo por debajo del

valor de equilibrio.

VPor ejemplo, para el caso unidimensional serfa entre (i + 1,7 — 1).



4.3. Modelo con movilidad: Dispersion de agentes en una metapoblacion 99

1.0

0.8

o
N
1

Poblacion Total

o
N
1

0.0 —

T T T T

T T T
400 600 800 1000
Generacion

Figura 4.10: Dindmica local y global en un anillo de 100 parches para alta dispersién (D = 0.5).
La poblacién total (puntos negros) presenta algunas oscilaciones intermitentes. La poblacién
local (puntos blancos) de un parche al azar muestra las grandes fluctuaciones en el rango
(0, K). Las lineas sélidas son los valores que tendrian las oscilaciones en el limite determinista

(los parches totalmente sincronizados).

Las conexiones adicionales proporcionadas por el modelo bidimensional donde cada
parche interactiia con sus cuatro vecinos mas cercanos es suficiente como para producir
una sincronizacién a largo plazo (ver Figura 4.11). Para valores bajos de dispersién
(D = 0.05) cada parche es independiente de la dindmica de sus vecinos y la poblacién
total fluctia alrededor del valor de equilibrio * = NK(1—1/r). A medida que el valor
de D aumenta, se observa una marcada transicién a un estado donde la mayoria de los
parches estan sincronizados. En la Figura 4.11 mostramos una realizacién representa-
tiva para un alto valor de la dispersién D = 0.5. Los valores totales de la poblacién
estdn cerca de la solucién determinista correspondiente a la completa sincronizacién
(lineas continuas en la Figura 4.11 (b)). Sin embargo, incluso en este caso se puede
observar una desestabilizacién del sistema con una transicién (relativamente abrupta)
al otro estado. Por ejemplo los valores de poblacién total para las generaciones pares
(mod2) estan por arriba de xx. Para en un tiempo relativamente abrupto (150 genera-

ciones) se dirige hacia un valor por debajo de x* como se muestra en la Figura 4.12.



100 Capttulo 4. El modelo S.I.R estocdstico y las metapoblaciones

1.0 1.0
0.9+
— 08 -
E K
S %77 S
; 06 3
6-] S
Ny .:~
S ] =
~ S
= 044 W
)
N oa]
0.2
0.24 ©
' ! ! ! . y 0.1 T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Generacion Generacion
(a) D = 0.05 (b) D=05

Figura 4.11: Poblacién de un parche al azar (puntos blanco) y del total de los parches
(puntos negros) en una arreglo bidimensional de 10 x 10 parches. Para valores de
dispersion altos (D = 0.5) la poblacién total muestra un comportamiento de periodo
dos. Valores utilizados r = 3.2, K=250.
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Figura 4.12: A la izquierda (a) la transicién de poblacién total (mod 2) en un arreglo
bidimensional de 10 x 10 parches. A la derecha (b) en una escala mas adecuada se
aprecia que la transiciéon de poblacién total (mod 2) ocurre en un valor de tiempo
alrededor de t ~ 6900. Los valores utilizados son r = 3.2, K=250, D = 0.4.

Para valores altos de dispersiéon (D = 0.5) la poblacién total muestra una dindmica

cuasi-determinista con un periodo dos bien definido y pequenas fluctuaciones. Sin em-
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Figura 4.13: Transiciéon hacia una dindmica cuasi-determinista en un arreglo bidimen-
sional de 10 x 10 parches. Para cada cada valor de D se computd la proporcién de
pares consecutivos (P) que se alejan de la zona de difusién. Se realizaron 10 replicas y
se calcul6 el promedio de P para realizar la grafica.

bargo la dindmica local observada para un parche (elegido al azar) continia mostrando
una dindmica dominada por las fluctuaciones estocasticas (ver Figura 4.11).

Para caracterizar una transicién hacia la aparicién de la estructura cuasi-determinista
del sistema en funcién de la dispersién, se procede de la siguiente forma. Para val-
ores bajos de dispersién la poblacién total fluctia alrededor del valor de equilibrio
x* = NK(1—1/r). Se define la regién de difusién en el intervalo (x* — v/x*, % +/z*).
Para diferentes corridas se computa cada par de valores consecutivos de la poblacién
total, y se verifica que la diferencia entre ellos sea mayor a 2v/z*. Luego se contabiliza
la proporcién (P) de estos pares en el total de la simulacién, y para cada valor de D se
repite dicha contabilizacion para calcular la proporcion P. Repitiendo estos pasos 10
veces"! y calculando el valor promedio de P para cada valor de dispersién D se realiza
la grafica 4.13. Dicha grafica muestra una transicion desde un comportamiento neta-
mente estocastico a uno cuasi-determinista, dicha transicion se da a un valor critico de

dispersion D, ~ 0.35.

4.3.4 Analisis de los mapas acoplados

Los modelos para poblaciones ampliadas espacialmente juegan un papel clave en el de-
sarrollo de teoria ecoldgica. La teoria de metapoblacién de Levins [41] proporciona una
explicacién simple para la persistencia de la poblacion y la coexistencia de especies.

Mientras que las poblaciones pequenas y aisladas son propensas a la extincién, una

Y'La repeticién es arbitraria, pero con 10 realizaciones se obtenia una curva lo suficientemente suave
para no necesitar mas repeticiones.
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coleccién de dichas poblaciones pueden persistir procesos de extincion local y recolo-
nizacién de otros parches. Los bajos niveles de dispersién contribuyen a la estabilidad,
mientras que una mayor dispersion promueve la sincronizacién, y por lo tanto, puede
aumentar la probabilidad de extincién global (ver [1, 53, 58])

En este apartado se vio mediante un ejemplo (mapas logisticos acoplados) que la espa-
cialidad (como metapoblacién) no solo es importante para lograr romper una estruc-
tura determinista bien definida (la homogeneidad de los méximos de epidemia), sino
que también permite visualizar la aparicién de una dindmica cuasi-determinista en un

arreglo bidimensional de mapas logisticos estocéasticos acoplados.



Conclusiones finales y futuros

trabajos

Las series temporales de incidencia de dengue en el departamento de Orédn, provincia de
Salta, Argentina, presentan una visible estacionalidad y una considerable variabilidad.
Segin el Boletin Epidemiolégico, la cantidad de casos importados en la provincia de
Salta representan alrededor del 10% del total de los casos.

Al comienzo de esta tesis se estudié en detalle el modelo deterministico de campo medio
Susceptible - Infectado -Recuperado (S.I.LR) con una transmision estacional que simula
la dindmica de la poblacion de vectores. Luego se formulé el modelo S.I.LR en forma
de integrales de Volterra lo que permitié generalizar a distribuciones de tiempos de
recuperacién y de mortalidad, distintos de la exponencial. A partir de este desarrollo
se calculd el nimero reproductivo efectivo (R*), que permite monitorear en cada in-
stante de tiempo la probabilidad de que ocurra una epidemia y que en el limite de
poblacién enteramente susceptible tiende al usualmente utilizado nimero reproductivo
bésico (Rp). A diferencia de Ry, esta nueva cantidad R*, permite detectar las ventanas
temporales en las que es posible la ocurrencia de epidemias.

Se ajustd la serie temporal de casos del departamento de Oran para el ano 2012, me-
diante un modelo sencillo para la incidencia que permitié probar las diversas formas
de incorporacién de infectados externos. Se concluyé que incorporar la estacionalidad
para simular la presencia de los vectores, e incluir los casos importados en el modelo
cada, mejora sustancialmente el ajuste de pardmetros. Sin embargo, se comprobé que
mediante un modelo S.I.R determinista no es posible reproducir la variabilidad inter-
anual observada en las diferentes epidemias de dengue en el departamento de Oran.
Dada la baja cantidad de casos reportados (del orden de 20 casos por semana entre
2010 y 2013) se abordé luego, un enfoque estocastico del modelo S.I.R. La inclusién
de la estacionalidad permiti6é no solo simular la presencia del vector, sino también per-
mitié que la poblacién de susceptibles no disminuya en forma abrupta. De esta forma
tras haber ocurrido una epidemia en un dado ano, al siguiente atin se pueden dar las
condiciones para una nueva epidemia.

Se concluy6 que el patron de epidemias observado se puede obtener cuando se intro-

108
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ducen, ademas de la estacionalidad, casos importados al sistema, y cuando el niimero
reproductivo efectivo es mayor a uno. Sin embargo la primer epidemia siempre resulta
mayor que las subsiguientes cuando se simula un modelo estocastico en el cual la influ-
encia de la estacionalidad y de los casos importados son relevantes.

La inclusién de la espacialidad permitié modificar dicho patrén temporal de epidemias,
aumentando ain més la variabilidad interanual del tamano de las epidemias, logrando
simulaciones de casos de dengue cualitativamente muy similares a las observadas para
Oréan. La inclusién de la espacialidad en un modelo S.I.R, utilizando un sistema de
metapoblaciones permitié probar diferentes hipdtesis con respecto a la incorporacién
en el sistema de los casos importados. Se extendié la definicién del niimero reproductivo
efectivo para el caso espacial, denominandolo “ntimero reproductivo efectivo local”. Se
concluy6 que la probabilidad de que ocurra una epidemia, depende fuertemente del
numero reproductivo efectivo local.

Finalmente se vio, mediante un ejemplo simple en el que se tiene en cuenta la movili-
dad de los agentes, que una estructura de metapoblacion no solo permite romper una
dindmica global de campo medio ¥, sino que también es capaz de hacer aparecer una
estructura cuasi-deterministica a medida que aumenta la movilidad (dispersién) de los
agentes en cada parche con sus vecinos cercanos.

Algunos aspectos a mejorar del presente trabajo son:

e Utilizar un modelo vector-humano para realizar el ajuste de datos mediante al-

goritmos més eficientes.

Haciendo uso de algoritmos mas eficientes, es posible realizar un ajuste de datos a un
modelo que sea mas realista que el propuesto en este el trabajo. Usando un modelo
vector-humano, la estacionalidad del vector se introduce directamente en las tasas de
nacimiento de estos. Introducir series de tiempo de lluvia y temperatura en la tasa
de nacimientos de los vectores, permitird simular la alta correlacién entre el vector y
las variables climéaticas. De tal forma podria ser posible explicar como las variaciones
climaticas afectan a la transmisién del dengue. Finalmente haciendo uso de algorit-
mos mas eficientes permitira realizar ajustes a un modelo mas complejo, con un costo

computacional menor.
e Considerar la movilidad de los agentes en un modelo S.I.R.

La movilidad de los agentes es fundamental cuando se trata de estudiar la dispersién de
una enfermedad en una ciudad. Cuando se introduce un agente infectado, de acuerdo a
la movilidad de esté (mientras sea infeccioso) aumentara la probabilidad de nuevos casos

en funcién de su interaccién con otros agentes (susceptibles). Mediante la movilidad

Y"En mezcla homogénea, es decir en ecuaciones de campo medio, se considera que todos los agentes
del sistema estan en contactos con todos.
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de agentes se podra hacer estudio con respecto a diferentes hipdtesis, por ejemplo la
influencia del aislamiento de agentes infectados (sea voluntario o forzado), el tiempo de

contactos entre diferentes agentes entre otras.
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Apéndice A

A.1 Linealizacion de sistemas no autonomos

A continuacién se presenta una especie de generalizacién para las linealizacién de los
sistemas no auténomos.
Suponemos que T = a es un punto critico de la ecuacién X=G (t, X). Por conveniencia
(evitar engorrosas cuentas) se haran las cuentas para el caso unidimensional. En un
entorno del punto critico x = a

&= f(t,z) (A.1)

En un entorno de x = a, considerando la ecuacién lineal
y=>-(tz)y (A.2)
Suponemos que ¢(t) es una solucién periddica del sistema no auténomo, entonces
z=¢(t)+y (A.3)

Sustituyendo y expandiendo obtenemos (asumiendo que f(t,z) tiene un desarrollo de

serie de Taylor de grado dos)

B0) 5= 1(60(0) +9) = F(1,0(0)) + oL (1, 00Dy + (A1)
Como ¢(t) satisface la ecuacién anterior, se obtiene :
0
b= 2L (4,60 + (A.5)

Ignorando los términos de orden superior nos queda la ecuacién diferencial a resolver.
El problema es que esta ecuacién no siempre se puede encontrar una solucién, ya que
el grado de dificultad estd en la forma que tenga la funcién f(¢,x). Si f(¢t,z) y ¢(t)
son periddicos, con el caso especial de que f(t,z) no depende explicitamente de t, la

ecuacién linealizada tiene coeficientes que son periddicos, y en este caso se aplica la

113
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denominada teoria de Flocquet.

A.1.1 Teorema de Floquet

Sea C'la matriz de monodrimia tal que ®(7T") = ®(0)C, siendo B tal que C' = eB7. Sea
n € N entonces:

Ezisten soluciones nT-periddicas no triviales de X(t) = A(eo,t)X(t) si y solo si
dk € Z tal que %ﬁz € Spec(B), es decir al espectro de B, en otras palabras al conjunto

de autovalores de B.

Para demostrar esta afirmacién se propone que A = %z sea un autovalor de B, para
algin k € Z. Sea v un autovector de B, siendo x(t) = eMp(t)v una solucién de:

& = A(t)x, donde p(t) es T-periddica y v es constante, por lo que :

A 2mkt; 2kt o 2wkt
et =enT "' =cos <nT > + isin (nT (A.6)

AMERT) _ M AT _ M N2mhi _ M gy o (A.7)

es n-periddica, pues

A.2 Definiciones y calculos en el modelo S.I.R tipo Volterra

La funcién de densidad de probabilidad, de una variable aleatoria X (pdf por sus siglas
en inglés), permite trasladar la medida de probabilidad de realizacién de los sucesos de
una experiencia aleatoria a la caracteristica numérica que define la variable aleatoria,

a esta funcién la denominaremos como f(z = X).

A.2.1 Funcién acumulada y de supervivencia

Una funcién de distribucién acumulada (la funcién acumulada, de ahora en mas), de-
scribe la probabilidad de que una variable aleatoria X sujeta a cierta ley de distribucién
de probabilidad se sitie en la zona de valores menores o iguales a z. Intuitivamente,
asumiendo la funciéon f como la ley de distribucién de probabilidad, la funcién acu-
mulada seria la funcién con la recta real como dominio, con imagen del area hasta
aqui de la funcién f(x), siendo aqui el valor = para la variable aleatoria real X. La
funcién acumulada asocia a cada valor x, la probabilidad del evento: ”la variable X
toma valores menores o iguales a z”.

Sila f(z) =0 V2 <0, definimos a la funcién acumulada como:

Flz) = /0 " fyat (A.8)
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La funcién de supervivencia es igual a uno menos la funcién acumulada

F@ﬂ:l—F@ﬂ:l—[ﬁﬂwﬁ (A.9)

Por lo tanto, mediante el uso de las definiciones, podemos encontrar las distintas rela-

ciones entre la supervivencia, la acumulada y la funcién de densidad de probabilidad.

) jw ) — i@
dF(z)  dF(x) dF(z)  dF(x)
de  — du de — du

A.2.2 Tasa de fallo

La funcién de tasa de fallo no tiene interpretacion fisica directa, sin embargo, para
valores suficientemente pequenios de t se pude definir como la probabilidad de remocién
de un agente del sistema en un tiempo infinitamente pequeno dt cuando en el instante
t pertenecia a dicho sistema . La funcién de riesgo es una cantidad fundamental en el

analisis de fiabilidad. Matematicamente se la puede definir como :

N ARG (A.10)

Si f(t) = XeM, la tasa de fallo es .

f(z) puede escribirse como la derivada de la funcién acumulada por consecuencia del
teorema fundamental f(z) = d%F(:I:), entonces f(z) = —%(1 —F(z)) = —%F(x), por
lo tanto encontramos una nueva relacién para la tasa de fallo con la funcién superviven-

cia y acumulada.

At) = ——=— = F(t)=-\t)F(t) (A.11)

Funcion de distribucion Gamma

|+

k=1 exp (—
f(t) = te’fFIZk()) (A.12)

Donde k es el pardmetro de forma (shape parameter), 6 el pardmetro de escala (scale
parameter) y I'(x) = fooo t*~le~!dt La acumulada de la funcién de distribucién Gamma

se puede calcular al integrar la pdf de la Gamma.

1 [t lexp (=5 1 x
F(x)zr(k)/o ef( G)dtzr(k)»y(k:,) (A.13)
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En la cual podemos observar que la integral no es otra méas que la funcion gamma
incompleta.
Por lo tanto la supervivencia de la funcién de distribucién gamma queda determinada

de la siguiente manera
_ 1
Flz)=1-F(z)=1— —~ (k f) (A.14)

Remplazando el scale parameter por su relaciéon con el shape parameter y el periodo
medio, y en el caso particular de un shape parameter entero para la distribucién
Gamma, podemos definir el valor de [—F(t)]

Parat >0

. E\F k=1 p(~tk/7)
—F(t) = <T> O (A.15)

La supervivencia como una funcién escalén

Si tomamos la supervivencia como una funcién escalén

_ k  si t<@6
F(t):u(k:l,t):{ s10 <t < (A.lﬁ)
0 0 c.0.C

La acumulada es 1 — u (k‘, 5), por lo tanto

F(t):l—u<1,2):{0 stt <0 (A.17)

1 c.0.C

Es conocida la reclacion entre la funcién delta y la funcién escalon

o(z) = %u (%) (A.18)

Por lo tanto al tener una acumulada, una funcién escalén, se tiene una distribucién
delta.

A.2.3 Puntos de equilibrio en S.I.R tipo Volterra

Como primer paso se analiza la ecuacién de los susceptibles

S(t)zS(O)FN(t)—I-/O N(t)fN(t—s)ds—/O H(s)Fn(t — s)ds
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Para los infectados

I(t) = I(0)Fy / H(s)Fy1(t — s)Fn(t — s)ds
Como se utiliza una supervivencia exponencial para la demografia se obtiene
FN(t) = M
Por lo tanto
— t —
I(t) = 1(0) Fy (t)e ™ +/ H(s)e M) 1(t — s)ds
0

Utilizando un cambio de variable para las integrales

S@t) = S(0)e ™+ N(1—e ) / Z8(t —s)I(t — s)e M (s)ds

I(t) = I(0)Fyn(t)e M + /0 %S(t —8)I(t — s)e " Fy 1(s)ds

)

Los valores de equilibrio para S(t) e I(t), son los valores para cuando t — co. En este

caso ademads la supervivencia se hace cero, y la acumulada uno
/8 oo
See = N-— NSOOIOO/O e Mds
p > -
I, = SOOIOO/ e M Fy(s)ds
N 0 ’
Siendo f e Mds = ﬁ entonces la ecuacién para el valor de equilibrio de S(t) es
La integral fooo e*“SFkJ(s)ds, se integra por partes. Primeramente se calcula

0o 00 0 A Skfle(fs’yk:)
/ Fi 1(s)ds = / sfe1(s)ds = / s (k) — s
0 0 0 (k—1)!

Con el cambio de variable u = s (k)

007 1 1 o0
I3 ds = [ — ke—uq
/0 kot (3)ds (vk) (k—l)!/o e
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Con un nuevo cambio de variable k = z—1, el resultado es la funcién I'(z —1) = T'(k) =
k(k — 1)!, por lo tanto

o 1
/ Fk,l(s)ds: —
0

Y

Luego

e%] _ 1 _ o 1 o) .
/ e " Ey (s)ds = |:_€_uSFk,I(S):| - / e " [—=Fy1(s)lds
0 H 0 K Jo

El término [—ie‘“spk,l(s)}zo = i Se remplaza [—Fk,l(s)] por la densidad de proba-

bilidad (mediante el uso de las igualdades) por lo tanto

oo k—1_(—svk) oo [S( k+ )]k—le—s(7k+u)
—HS kk‘s € d — / kk Y 1% d
fyoeront e = o S e

B L 1 B I
= Ok (vk+ )k [M/VJFIJ

/Ooe“sﬁ (s)ds—l 1—< i >k
0 o 7 wiy+k

Si el valor de equilibrio para I(t) es distinto de cero, es decir el caso en el que existe

Finalmente

=Tk (AQO)

endemia. Se obtiene
1= ESOO /oo eiuSFk [(S)dS
N 0 '

Entonces se define

N o _
Rop=o—= ﬂ/ e " Fy 1(s)ds = BTy (A.21)
00 0
Conocido el valor de Sy, (expresado en término de Ry ). Encontramos la expresién
para I
N
I = %(Ro,k -1) (A.22)

Finalmente podemos encontrar la expresién para %SOQIoo = %%%(Ro,k —1) por lo
tanto 5 N

W
—Socloo = —(Ror — 1 A.23

Por lo tanto

RO,k = B/ eiﬂSFk’[(S)dS = A7
0
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Finalmente los puntos fijos del sistema son

N
R (A.24)
e = M (Ron—1) (A.25)
_ L (pN NAN(E_
R = N<6<Ro,k_1>> <R0’k> (M Ro,k) (A.26)

Para el caso en que k = 1, la distribucién del periodo infeccioso es exponencial, y se

recuperan los resultados para el S.I.LR con demografia.

A.3 Teoremas Utilizados

A.3.1 Teorema 1

Sea la siguiente funcién

F(t) = /0 G(s)H(t — s)ds, (A.27)

Entonces

— [F(t)] = G(t)H(0) +/0 G(s)H'(t — s)ds (A.28)

Demostracion

Utilizando la definicion de derivada

F(t+dt) — F(t)

F'(t) = 512210 50 (A.29)

Entonces st .
OF(t) = / G(s)H(t+ 6t — s)ds — / G(s)H(t — s)ds (A.30)

0 0

separando la primer integral
t+0t t
OF(t) = / G(s)H(t+ 6t — s)ds — / G(s)H(t — s)ds(A.31)
0 0
t t t+6t
= / G(s)H(t + 6t — s)ds — / G(s)H(t — s)ds + / G(s)H(t + 6t — s)ds (A.32)
0 0 t
Desarrollando en serie de taylor a la funcién H(t + 0t — s)

H(t+ 6t —s)~ H(t —s) + H'(t — 5)6t + (O?)... (A.33)
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de donde precindimos a los términos de orden superior a dos. Remplazando en la primer
integral de (A.32)

SF(t) = [y G(s)[H(t—s) +H/(t—s)5t lds — [{G(s)H(t —s)ds  (A.34)
+ [T Gs)H (t + 6t — 5)ds (A.35)

distribuyendo la primer integral, se aprecia que directamnte se cancela con la segunda

integral

SF(t) = fg H(t— s)ds — [} G(s)H(t — s)ds (A.36)
+[la H’ t — s)otds + [T G(s)H(t + 6t — s)ds (A.37)

Al ser 0t un incremento infinitesimal, podemos sacarlo fuera de la integral
¢ t+dt
IF(t) = 5t/ G(s)H'(t — s)ds + / G(s)H(t + 6t — s)ds (A.38)
0 t

Tomando el limite % cuando 6t — 0 se obtiene F'(t)

5t [ G(s)H'(t — s)ds + [T G(s)H (t + 6t — s)d
5t—0 5t
Como la segunda integral, es una integral infinitesimal se obtiene
H
/ G(s)H'(t — s)ds + lim (G(t+ o) (&)&) (A.40)
5t—0 ot
Por lo tanto
t
¢ [ / Gls)H(t — s) ds] — GUH(0)+ / Gs)H' (1 — 5)ds (A.41)
0

Con lo que queda demostrado el Teorema 1.

A.3.2 Teorema fundamental del calculo

- /0 Crdt = F'(2) = f(). (A.42)
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Consecuencia 1

La regla de Barrow

(A.43)
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