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n. Resumen en español: En este trabajo se estudiaran los efectos que la estructura de las 

redes de contacto y las características epidemiológicas de la transmisión tienen sobre la 

dinámica de las enfermedades infecciosas. Consideraremos al menos cuatro tipos de redes: 

aleatorias, small-world, scale-free y redes sociales. Estas últimas son redes bipartitas en las 

cuales un individuo posee ciertos contactos durante parte del tiempo y otros contactos durante 

el restante. Se desarrollaran algoritmos para crear los distintos tipos de redes y luego se las 

caracterizaran topológicamente mediante la distribución del grado, longitud de camino medio 

y el coeficiente de agrupamiento. A través de simulaciones extensivas se estudiaran las 

consecuencias dinámicas de las distintas topologías. Posteriormente se estudiara como cambia 

la dinámica cuando la enfermedad es transmitida por vectores como el caso del Dengue. En 

particular importancia para la aplicación de los resultados a estrategias de control o 

contención será determinar bajo qué condiciones es posible obtener una estimación empírica 

del número reproductivo básico a partir de los primeros valores de incidencia de nuevos casos 

observados. Finalmente obtendremos modelos simples de campo medio que capturen la 

dinámica observada con los simuladores desarrollados. 

 

o.   Resumen en portugués: Este artigo analisa os efeitos que a estrutura das redes e as 

características epidemiológicas de transmissão têm sobre a dinâmica de doenças infecciosas 

serão estudados. Consideramos pelo menos quatro tipos de redes: aleatório, pequeno-mundo, 

sem escala e redes sociais. Estes últimos são redes bipartidas em que um indivíduo tem certos 

contatos durante uma parte do tempo e de outros contatos para o restante. Os algoritmos foram 

desenvolvidos para a criação de diferentes tipos de redes e, em seguida, o topologicamente 

caracteriza-se por grau de distribuição, o comprimento e a meio caminho coeficiente de 

agrupamento. Através de simulações extensas consequências dinâmicas de diferentes 

topologias estudadas. Posteriormente, estudaram as alterações dinâmicas como quando a 

doença é transmitida por vectores tais como o caso de Dengue. Particular importância para a 

aplicação de resultados para controlar ou estratégias de contenção irá determinar em que 

condições é possível obter uma estimativa empírica o número básico de reprodução a partir dos 

primeiros valores incidência de novos casos observados. Finalmente temos modelos simples 

que capturam a dinâmica do meio-campo observado com simuladores desenvolvidos. 

 

p. Resumen en inglés: In this paper we will study the effects that the structure of the 

contact networks and the epidemiological characteristics of the transmission have on the 

dynamics of the infectious diseases. We will consider at least four types of networks: random, 

small-world, scale-free and social networks. The latter are bipartite networks in which an 

individual has certain contacts during part of the time and other contacts during the rest. 

Algorithms will be developed to create the different types of networks and then they will be 

characterized topologically by the distribution of the degree, average path length and clustering 

coefficient. Through extensive simulations the dynamic consequences of the different 

topologies will be studied. Later it will be studied how the dynamics changes when the disease 

is transmitted by vectors like the case of Dengue. Particularly important for the application of 

the results to control or containment strategies will be to determine under what conditions it is 

possible to obtain an empirical estimate of the basic reproductive number from the first 

incidence values of new cases observed. Finally we will obtain simple models of medium field 

that capture the dynamics observed with the developed simulators. 
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Aportes Originales: 
 

La presente tesis aporta resultados originales en los capítulos  3 a 7 donde se ve: 

 

En el capítulo 3, si bien en el comienzo es introductorio, al final del mismo presentamos 

resultados originales donde se deduce la distribución para el número de casos secundarios 

producidos por un caso índice cuando el Coeficiente de agrupamiento es nulo. Se muestra 

que, contra lo esperado, la distribución no es binomial y se utiliza el  resultado para calcular el 

número reproductiva básico para redes aleatorias con coeficiente de agrupamiento nulo. 

En el capítulo 4, se realiza una caracterización estadística de redes aproximadamente Scale- 

Free obtenidas con el algoritmo de conexión preferencial. Luego se estudian las 

características topológicas de las redes, como por ejemplo, longitud de camino medio o 

coeficiente de agrupamiento y también se ve las características de las epidemias en Scale-Free 

(SF o BA). En particular se analiza la estructura de una red social Facebook y se muestra que 

estas redes tienen un comportamiento Scale-Free pero a diferencia de las redes de este tipo 

usualmente consideradas presenta un alto coeficiente de agrupamiento. 

En el capítulo 5,  se desarrolla y analiza un modelo de red simple (que llamamos 2G) para las 

redes de tipo Scale-Free. Se muestra que a pesar de la simplificación extrema adoptada las 

características topológicas principales así como la dinámica de las epidemias en las mismas 

son en muchos casos indistinguibles de las obtenidas con las redes mucho más complejas de 

distribución potencial. Utilizando este modelo simple se presentan algunas aplicaciones. 

En el capítulo 6, se deducen modelos de Campo medio para redes 2G. Luego se calcula el 

número reproductivo para el nuevo modelo de campo medio y se muestra que el parámetro 

umbral del modelo de campo medio aproxima al valor del número reproductivo básico de la 

red 2G. Además se muestra que las soluciones numéricas del modelo de campo medio 

capturan tanto los trasientes como el equilibrio endémico de las epidemias observadas en 

redes 2G (y Scale-Free). 

En el capítulo 7, se desarrollan nuevos modelos de redes para poblaciones estructuradas en 

sitios de lugares de convivencia. Estas redes presentan una pequeña longitud de camino 

medio, como las redes aleatorias de Erdos-Renyi, pero un alto coeficiente de agrupamiento, 

como las redes regulares. Se estudia la estructura topológica y las epidemias en estas redes. 

Finalmente se desarrolla un modelo equivalente pero que prescinde del uso explícito de una 

matriz de adyacencia. Este nuevo enfoque es utilizado con éxito para modelar la transmisión 

de enfermedades transmitidas por vectores en el marco de una teoría de redes, uno de los 

objetivos centrales de esta tesis. 
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Caṕıtulo 1

Introducción

La estructura de las redes de contacto juega un papel fundamental en la dispersión de en-

fermedades transmisibles ([13], [26], [31], [33]). El conocimiento, aunque sea parcial, de tal

estructura permite determinar mejores estrategias de control ([26], [47]) o explicar porque

en algunos casos no se observan epidemias esperadas [32]. También se puede observar que

simulando epidemias en redes de contactos muestran resultados significativamente dife-

rentes que los obtenidos con los muy populares modelos epidemiológicos determińısticos

basados en ecuaciones diferenciales ordinarias bajo las hipótesis de mezcla homogénea y

la ley de acción de masas.

Sin embargo, los contactos epidemiológicos de un individuo dependen de las caracteŕısticas

de la enfermedad. Por ejemplo, la tuberculosis se transmite principalmente entre indivi-

duos que comparten espacios cerrados en forma frecuente y prolongada. En cambio, los

contactos casuales parecen jugar un rol menor en la transmisión pero para la gripe, tales

contactos son de fundamental importancia. Sin embargo, poco se sabe acerca de cómo

afecta la estructura de contactos de enfermedades transmitidas por vectores, como el

dengue, en la dinámica y patrones de transmisión.

Se sabe que una red es un conjunto de nodos con conexiones entre algunos de ellos.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Los conceptos que permiten caracterizar parcialmente la estructura de una red son la

distribución de grado (es la probabilidad de que un nodo tenga grado k), la longitud de

camino medio (entre dos nodos es el número mı́nimo promedio de conexiones que separan

dos nodos escogidos al azar) y el coeficiente de agrupamiento (que es la probabilidad de

que dos nodos estén conectados entre śı dado que cada uno está conectado con un tercero).

Si bien los modelos de redes de contactos representan una descripción mucho más realis-

ta, traen también aparejados nuevos problemas. Por un lado, dado un sistema parásito-

hospedador tal red es muy dif́ıcil de elucidar. Por otro lado, la obtención de soluciones

anaĺıticas y/o numéricas es mucho más costosa que en el caso de los modelos más simples.

Debido a estas y otras razones es que con un considerable esfuerzo se han dedicado a en-

contrar modelos simplificados que capturen la esencia de las dinámicas observadas en estos

modelos más complejos. Para el caso de redes aleatorias y redes small-world se ha encon-

trado que con un conocimiento parcial acerca del proceso de transmisión y utilizando las

primeras observaciones de la incidencia de nuevos casos, es posible parametrizar modelos

simples de ecuaciones diferenciales ordinarias donde gran parte del efecto de la red en la

dispersión de la enfermedad queda contabilizado por el Número Reproductivo Básico [4].

El número reproductivo básico (ℜ0) es un concepto central en epidemioloǵıa. Usualmente

se define como el número esperado de casos secundarios que produce un infeccioso t́ıpico

en una población totalmente susceptible. Si ℜ0 > 1 una epidemia es altamente probable,

mientras que para ℜ0 < 1 es altamente improbable. Esta definición está basada en la

hipótesis de mezcla homogénea, sin embargo cuando esto no ocurre, sobre todo cuando

existe un coeficiente de agrupamiento alto, esta definición no es adecuada ([3], [11]). Para

el presente caso no se sabe cuál es el papel que juega la estructura de contactos al resultar

la enfermedad transmitida indirectamente a través de los vectores. La gran mayoŕıa de

los modelos para dengue consisten en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (ver

por ejemplo, [1], [2], [20], [21], [40], [41],[42]), aunque recientemente se publicaron algunos
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modelos especialmente expĺıcitos y estocásticos ([35], [36]).

El objetivo general que nos planteamos en este trabajo es determinar los efectos que la

estructura de las redes de contacto y las caracteŕısticas epidemiológicas de la transmisión

tienen sobre la dinámica de las enfermedades infecciosas. Para avanzar en esto se realizó lo

siguiente:

Desarrollamos, implementamos y caracterizamos topológicamente distintas redes de con-

tactos tales como las redes Aleatorias, Small World, Scale-Free o Libre de Escala y Redes

Sociales. Además incorporamos y estudiamos el efecto de la transmisión por vectores en la

dinámica de transmisión de enfermedades. También determinamos bajo que condiciones

es posible obtener una estimación emṕırica del Número Reproductivo Básico a partir de

los primeros valores de incidencia de nuevos casos observados. Y por último, obtuvimos

modelos simples de campo medio que capturan la dinámica observada con los simuladores

desarrollados anteriormente.

Ésta tesis se organiza de la siguiente manera: los caṕıtulos 2 y 3 son introductorios. En

ellos se presentan las principales definiciones, un repaso de la teoŕıa y metodoloǵıa utili-

zadas y una revisión de los antecedentes del tema. Es decir, en el caṕıtulo (2) repasamos

las principales definiciones de la teoŕıa de grafos. También se ven redes aleatorias con coe-

ficiente de agrupamiento casi nulo: distribución para ℜ0 y cálculo de la media. Además

vemos el problema para redes con alto coeficiente de agrupamiento, por ejemplo redes

small-world. Por último, presentamos las teoŕıas determińısticas de campo medio.

Los resultados originales de esta tesis se concentran en los caṕıtulos 3 a 7 donde se ve:

En el caṕıtulo 3, Si bien en el comienzo es introductorio, al final del mismo presentamos

resultados originales donde se deduce la distribución para el número de casos secundarios

producidos por un caso ı́ndice cuando el coeficiente de agrupamiento es nulo. Se muestra

que, contra lo esperado, la distribución no es binomial y se utiliza el resultado para calcular

el número reproductiva básico para redes aleatorias con coeficiente de agrupamiento nulo.
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En el caṕıtulo 4, se realiza una caracterización estad́ıstica de redes aproximadamente

Scale-Free obtenidas con un algoritmo de conexión preferencial que llamaremos redes de

Barabasi- Albert (BA). Luego se estudian las caracteŕısticas topológicas de las redes, co-

mo por ejemplo, longitud de camino medio o coeficiente de agrupamiento y también se

ve las caracteŕısticas de las epidemias en Scale-Free (SF o BA). En particular se analiza

la estructura de una red social Facebook y se muestra que estas redes tienen un compor-

tamiento Scale-Free pero a diferencia de las redes de este tipo usualmente consideradas

presenta un alto coeficiente de agrupamiento.

En el caṕıtulo 5, se desarrolla y analiza un modelo de red simple (que llamamos 2G) para

las redes de tipo Scale-Free. Se muestra que a pesar de la simplificación extrema adoptada

las caracteŕısticas topológicas principales aśı como la dinámica de las epidemias en las

mismas son en muchos casos indistinguibles de las obtenidas con las redes mucho más

complejas de distribución potencial. Utilizando este modelo simple se presentan algunas

aplicaciones.

En el caṕıtulo 6, se deducen modelos de Campo medio para redes 2G. Luego se calcula el

número reproductivo para el nuevo modelo de campo medio y se muestra que el parámetro

umbral del modelo de campo medio aproxima al valor del número reproductivo básico de

la red 2G. Además se muestra que las soluciones numéricas del modelo de campo medio

capturan tanto los trasientes como el equilibrio endémico de las epidemias observadas en

redes 2G (y Scale-Free).

En el caṕıtulo 7, se desarrollan nuevos modelos de redes para poblaciones estructuradas

en sitios de lugares de convivencia. Estas redes presentan una pequeña longitud de camino

medio, como las redes aleatorias de Erdos-Renyi, pero un alto coeficiente de agrupamiento,

como las redes regulares. Se estudia la estructura topológica y las epidemias en estas redes.

Finalmente se desarrolla un modelo equivalente pero que prescinde del uso expĺıcito de

una matriz de adyacencia. Este nuevo enfoque es utilizado con éxito para modelar la
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transmisión de enfermedades transmitidas por vectores en el marco de una teoŕıa de

redes, uno de los objetivos centrales de esta tesis.

Finalmente en el caṕıtulo 8 presentamos las conclusiones de este trabajo.
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Caṕıtulo 2

Conceptos Básicos y Metodoloǵıa

2.1. Redes de contactos y grafos

Una red de contactos esta compuesta por una población de individuos (nodos) y un

conjunto de contactos entre ellos (aristas). Solo se considera los contactos que pueden

contribuir a la transmisión de la enfermedad. En el caso más simple estos contactos

permanecen fijos en el tiempo. Para estas redes estáticas es útil modelar la red de contactos

como un grafo.

A continuación se presentarán las principales definiciones y conceptos de la teoŕıa de

grafos:

Definición: Un grafo está formado por una terna y se denota G = (N,A, P ) donde N

es el conjunto de nodos o vértices, A es el conjunto de aristas y P es una función de las

aristas tal que cada P (a) = {p, q} donde p, q son nodos que se denominan extremos de la

arista (puede ser que p = q).

Cuando G es un grafo, GN denota sus nodos, GA sus aristas y Gp su función de aristas.

En un grafo se pueden encontrar lazos (aristas cuyos extremos coinciden), aristas múlti-

ples (más de una arista conectando los mismos vértices) y vértices aislados (no están

7
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conectados a ningún otro vértice).

Un ejemplo de un grafo G :

1 2 3 4
a b

d

c

e

Figura 2.1: Grafo G

En donde sus nodos, aristas y función de arista son:

GN = {1, 2, 3, 4}

GA = {a, b, c, d, e}

P (a) = {1, 2}

P (b) = {2, 3}

P (c) = {1, 4}

P (d) = {1, 3}

P (e) = {3}

También se puede definir grafos dirigidos donde cada arista tiene una dirección de reco-

rrido. La definición formal es la siguiente:

Definición: Un grafo dirigido está formado por una terna y se denota G = (N,A, P )

donde N es el conjunto de nodos o vértices, A es el conjunto de aristas dirigidas y P

es una función de las aristas tal que cada P (a) = {p, q} donde p, q son nodos que se

denominan extremos inicial y extremo final de la arista respectivamente.
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Un ejemplo de un grafo dirigido :

1 2

3 4

a

b

c

Figura 2.2: Grafo G dirigido

Otras definiciones importantes son:

Definición: EL grafo G1 = (N1, A1, P1) es un subgrafo del grafo G = (N,A, P ) si N1 ⊆

N , A1 ⊆ A y P1 ⊆ P .

Definición: Un camino en un grafo G = (N,A, P ) es una sucesión (posiblemente vaćıa)

“a” de aristas tal que existe una sucesión “p” de nodos tal que para cada ai, P (ai) =

{pi, pi+1}. La sucesión “p” se llama un recorrido del camino “a”.

Una sucesión de aristas no siempre es un camino, porque puede suceder que no exista un

recorrido. Por ejemplo, en la figura 2.1 la sucesión c, b no es un camino, la sucesión a, b si

es un camino y su recorrido es 1,2,3. La sucesión a sólo tiene dos recorridos 1,2 y 2,1.

Para cualquier nodo p la sucesión de solo p es recorrido del camino vaćıo. A veces se

proh́ıbe que un camino repita aristas (aunque su recorrido si puede repetir nodos).

Definición: Los nodos p, q de un grafo son conexos (p es conexo con q) si existe un

camino que empieza en p y termina en q.

Definición: Un grafo es conexo si todos sus pares de nodos son conexos.

Definición: Un camino no nulo cuyo recorrido empieza y termina en el mismo nodo y
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que no repite ninguna arista se llama ciclo. Si cada arista del grafo aparece en un ciclo

se llama ciclo de Euler.

Definición: El grado de un nodo p en un grafo G = (N,A, P ) es el número de aristas

“a” tal que P (a) = {p, q} con q 6= p, más dos veces el número de aristas “a” tal que

P (a) = {p}.

Un resultado importante es que un grafo sin nodos aislados tiene ciclo de Euler si y sólo

si es conexo y cada nodo tiene grado par.

Definición: Un camino de Euler es un camino que pasa por cada arista exactamente una

vez.

Otro resultado importante es: Un grafo conexo tiene camino de Euler si y sólo si tiene

sólo dos nodos de grado impar.

2.2. Matriz de Adyacencia

Un grafo se lo puede representar mediante una matriz que indique las conexiones. For-

malmente lo anterior se define de la siguiente manera,

Definición: Si el grafo G tiene n vértices, se llama matriz de adyacencia de G a la matriz

cuadrada de orden n, M = (mij)n×n, donde mij = 1 si hay una arista entre el nodo i y

nodo j mientras que mij = 0 en caso contrario.

Entonces en un grafo el número de unos en cada fila o columna es el número de aristas

incidentes en el vértice correspondiente a esa fila o columna. Mientras que en un grafo

dirigido, el número de unos de cada fila se corresponde con el número de aristas salientes

desde ese vértice y el número de unos de cada columna indica el número de aristas que

llegan a ese vértice. A continuación se ve un ejemplo de Grafo no dirigido:



CAPÍTULO 2. CONCEPTOS BÁSICOS Y METODOLOGÍA 11

1 2

4 5

3

a
e

b

c

g
d f

h

Figura 2.3: Grafo no dirigido

Tal que la matriz del grafo de la figura 2.3 es:

M=

1 2 3 4 5

1 0 1 1 1 0

2 1 0 1 0 1

3 1 1 0 1 1

4 1 0 1 0 1

5 0 1 1 1 0

Y un ejemplo de Grafo dirigido:

v1 v2

v3 v4

Figura 2.4: Grafo dirigido
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y la matriz del grafo dirigido de la figura 2.4 es:

M=

v1 v2 v3 v4

v1 0 0 1 1

v2 1 0 0 0

v3 1 0 0 1

v4 0 1 0 0

Otros conceptos importantes son:

Definición:Un grafo G es llamado bipartito si existe al menos una partición de N en dos

conjuntos N1 y N2 de forma tal que cada arista que une i con j satisface que i ∈ N1 para

cada j ∈ N2.

En palabras simples la defnición anterior dice que: un grafo es bipartito si el conjunto

de vértices puede dividirse en dos subconjuntos disjuntos de N , donde cada arista de G

tiene un vértice en cada subconjunto de N .

Definición: La distancia entre dos vértices v1 y v2 de G, que se denotara como dG(v1; v2),

se define como el largo de la trayectoria más corta que conecta los vértices v1 y v2. Si no

existe una trayectoria entre v1 y v2, entonces, dG(v1; v2) = ∞.

En otras palabras, la distancia mide el número de aristas que separan un vértice de otro

por el camino más corto posible. La siguiente figura muestra la distancia entre el nodo 1

al nodo 7:
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1 3

2 4

6

7

5

Figura 2.5: Distancia entre dos nodos dG(1, 7) = 3

2.3. Longitud de camino medio y coeficiente de agrupamiento

La longitud de camino medio (L) de la red es el promedio de la distancia entre dos nodos

de la red, formalmente se escribe:

L =
1

n(n− 1)

∑

i,j

dG(i, j)

es decir, la longitud de camino medio da una idea de cual es la distancia esperada entre

dos nodos elegidos al azar.

Si el grafo es dirigido, la distancia promedio tiene dos variantes:

• Distancia promedio dirigida: para trazar un camino es necesario recorrer las aristas en

el sentido que indican. Es, por lo tanto, más restrictiva.

• Distancia promedio no dirigida: se calcula igual que en una red no dirigida, convirtiendo

todos los enlaces en no direccionales.

El coeficiente de agrupamiento (o clustering coefficient) de un vértice es la probabilidad

de que dos contactos de ese nodo estén en contacto entre śı (y por lo tanto los tres

vértices forman un triángulo). En términos coloquiales el coeficiente de agrupamiento es
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la probabilidad de que dos de mis “amigos”sean “amigos”entre śı. Para el caso de un grafo

completo, en el cual cada nodo está en contacto con todos los nodos del grafo, el coeficiente

de agrupamiento es uno. Lo anterior se puede escribir formalmente de la siguiente manera:

Sea G = (N,A) un grafo, donde N es el conjunto de nodos y A es un conjunto de aristas.

Sea eij una arista que conecta los nodos i y j. Los vecinos V para un vértice vi se define

como aquellos vértices conectados de tal forma que :

Vi = {{vj} : eij ∈ A ∨ eji ∈ A}

Para un grafo dirigido, eij es distinto de eji, y por lo tanto para cada vecino Vi hay ki(ki−1)

enlaces que podŕıan existir entre los vértices vecinos ( donde ki es el grado del vértice i

para el total (entrantes + salientes)). De esta forma el coeficiente de agrupamiento en los

grafos dirigidos está dado por:

Ci =
|ejk|

ki(ki − 1)
: vj , vk ∈ Vi, ejk ∈ A

En un grafo no dirigido se tiene que los enlaces eij y eji son iguales. Por lo tanto, si un

vértice vi posee ki vecinos, entonces existiŕıan ki(ki−1)
2

enlaces entre los vértices vecinos.

De esta forma el coeficiente de agrupamiento de grafos no-dirigidos pueden está dado por:

Ci =
2|ejk|

ki(ki − 1)
: vj , vk ∈ Vi, ejk ∈ A

Por lo tanto, el coeficiente de agrupamiento de la red se lo define como la media de los

coeficientes de agrupamiento de todos los vértices de la red [53].

C =
1

n

n
∑

i=1

Ci (2.1)

Como el coeficiente de agrupamiento va entre 0 y 1 entonces se dirá a un valor que es

muy alto cuando se acerque a 1 y pequeño o muy bajo cuando se acerca a 0.
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En las siguientes figuras se muestran coeficientes de agrupamiento o clustering Ci para

distintas configuraciones simples.

1

Figura 2.6: El coeficiente de agrupamiento de C1 = 0

1

Figura 2.7: El coeficiente de agrupamiento de C1 =
1
3
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1

Figura 2.8: El coeficiente de agrupamiento de C1 = 1

2.4. Distribución de Grado

La distribución de grado en una red, P (k), es la probabilidad de que un nodo tenga grado

k. En una red dada, con un número finito de nodos, la distribución es la fracción de nodos

cuyo grado es k. Es decir, si la red posee una cantidad de n nodos en total y nk de ellos

poseen grado k, entonces la distribución de frecuencias es nk

n
. Si una red de n nodos se

crea con algún algoritmo para el cual se espera que la distribución sea P (k) entonces nk

n

converge a P (k) cuando n → ∞.

Por ejemplo, si se considera el siguiente grafo:

1

2

3

45

Figura 2.9: Grafo
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por inspección se puede ver que los grados de los nodos son:

grado(1) = 2

grado(2) = 2

grado(3) = 3

grado(4) = 2

grado(5) = 1

Entonces la distribución de grados es:

0

1

2

3

0 1 2 3

b

b

b

k

Figura 2.10: Distribución de grados P (k)

2.5. Distintas Redes de Contactos y como construirlas

En esta sección se caracterizarán topológicamente diferentes tipos de redes o grafos de

contacto tales como los grafos regulares, grafos aleatorios de Erdos-Renyi, redes Small-

World y redes Scale-Free. Se verá la longitud de camino medio y coeficiente de agrupa-

miento en cada caso. Además se discutirán algoritmos para crear dichas redes.



18 CAPÍTULO 2. CONCEPTOS BÁSICOS Y METODOLOGÍA

2.5.1. Grafos Regulares

Un grafo regular es aquel en el cual todos los vértices tienen el mismo grado y no hay

componentes aleatorias. Un grafo con vértices de grado k se denomina k-regular. La

distribución de grado es entonces P (j) = δjk.

Un caso de particular interés es el grafo completo. Un grafo completo con n vértices es

un grafo n-regular. A continuación, se presentan algunos ejemplos de grafos regulares:

Figura 2.11: Grafo 2-regular

Figura 2.12: Grafo 3-regular

En una red regular todos los nodos son equivalentes y para cada nodo los contactos están

establecidos de antemano. Por ejemplo, si se considera la red regular de la figura 2.13 y
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se numera los nodos se sabe que para cualquier nodo j sus contactos son los nodos j − 2,

j − 1, j + 1, j + 2 (teniendo en cuenta que el nodo-2 es en realidad el N − 1, etc.).

Figura 2.13: Red regular.

Los grafos regulares se caracterizan por presentar altos valores del coeficiente de agrupa-

miento y de la longitud de camino medio.

2.5.2. Grafos aleatorios

A diferencia de un grafo regular, en un grafo aleatorio los contactos de cada nodo no

se conocen a priori, aunque naturalmente están definidos, por ejemplo, a través de la

matriz de adyacencia. Esta diferencia entre grafos regulares y aleatorios, se aprecia mas

claramente en los métodos para construir redes.

Hay dos formas de construir redes que no siempre son equivalentes:

Por un lado, se tiene el “método configuracional”en el cual primero se asigna a cada uno

de los N nodos un grado dado utilizando la distribución de grado deseada P (k). Luego

se conectan los nodos entre śı, por ejemplo al azar, teniendo en cuenta de no repetir

contactos, y de evitar redes desconectadas. Con este método la distribución de grado
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obtenida es, por construcción, exactamente la prefijada.

En este trabajo se utilizó un “método dinámico”para construir las redes. En este método

se establece una regla para incorporar aristas, de a una y en forma secuencial, entre pares

de nodos.

Por ejemplo, si se considera una red aleatoria simple cuya distribución de grado es igual a

la de un grafo n-regular, P (k) = δkn, o sea todos los grados tienen el mismo grado n, pero

a diferencia de un grafo regular, los contactos de cada nodo se eligen al azar entre los N−1

nodos disponibles teniendo en cuenta que todo nodo debe tener grado n y de evitar redes

desconectadas. En esta red aleatoria, si bien la distribución de grado es la misma que la

de un grafo n- regular, las redes son topológicamente muy diferentes. Mientras que para

el grafo regular tanto el coeficiente de agrupamiento como la longitud de camino medio

son altos, en cambio la red aleatoria tiene un coeficiente de agrupamiento que converge a

cero a medida que aumenta el tamaño de la red y una longitud de camino medio mucho

menor que la del grafo regular.

Redes de Erdös-Rényi

Si se considera una red con N nodos. Un algoritmo dinámico para crear una red de

Erdös-Rényi consiste en seleccionar dos nodos al azar y conectarlos si es que ya no fueron

conectados previamente. Si se repite el proceso m veces eligiendo un par de nodos en cada

turno al final se habrá establecido como máximo m enlaces entre parejas de nodos. Si

m es un valor pequeño con respecto al valor total de nodos muchos de los nodos estarán

desconectados, mientras que por el contrario otros nodos estarán formando pequeñas islas.

En cambio, si m es grande en comparación con el número total de nodos n, es muy posible

que casi todos los nodos estén conectados entre śı.
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Cálculo de la distribución de grado P (k)

Para calcular la distribución de grado P (k) en la red aleatoria generada con el modelo

Erdös − Rényi, primero se calcula la probabilidad pc de que un par de nodos elegidos al

azar estén conectados entre śı. En una red de N nodos, np es el número total de posibles

pares de nodos y está definido por:

np =

(

N

2

)

=
N(N − 1)

2

Como el número de pares de nodos conectados por el modelo esm, se tiene que la expresión

anaĺıtica de la probabilidad pc es:

pc =
m

np
=

2m

N(N − 1)

Si se toma un nodo particular al azar de la red generada y se lo denomina vj , el número

de pares de nodos que pueden contener a vj seŕıa N − 1, ya que vj se puede conectar con

exactamente N − 1 nodos restantes de la red. Pero sin embargo, puede que no estuviera

vj en los m enlaces generados. Entonces se supone que puede estar en k de ellas. Aśı la

probabilidad que estuviera vj contenido en k pares de nodos de las N − 1 posibles es:

P (k) =

(

N − 1

k

)

pkc (1− pc)
N−1−k

ésta fórmula es una distribución binomial para m y N de valor finito. Si la red empieza

a crecer hasta llegar a valores grandes del número de nodos (N) y de enlaces (m) hasta

que: n −→ ∞ y m −→ ∞. De esta forma se tiene:

z =
2m

N
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tal que permanece en valores completamente finitos y la distribución de grado P (k) con-

verge a una distribución de Poisson con media z,

P (k) = e−z z
k

k!

Un ejemplo de una red aleatoria con N = 10000 nodos y una probabilidad de conexión

p = 0,0015 lo muestra la siguiente figura:

Figura 2.14: Grafo aleatorio con N = 10000 nodos y una probabilidad de conexión p =

0,0015.
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Figura 2.15: Distribución de Grado del grafo de la figura 2.14

2.5.3. Redes Small-World

En un famoso estudio, conocido como el small-world experiment, Stanley Milgram en-

vió cartas a 296 individuos en el Medio Oeste Americano. Cada destinatario recibió junto

con la carta instrucciones de enviarla a una dada persona en Boston. En el caso de que

éstas personas no conocieran al destinatario final deb́ıan enviarla a un conocido de ellas

con las instrucciones recibidas. A pesar de que sólo 64 de 296 mensajes alcanzaron el

objetivo, lo lograron hacer con una media de alrededor de 6 pasos intermedios. A éste

efecto Milgram lo denominó efecto de “mundo pequeño”o efecto Small-World, y se co-

noce popularmente como el fenómeno de los seis grados de separación.

Recientemente el experimento de Milgram fue replicado a escala mundial utilizando ca-

denas de mensajes electrónicos [39] y, sorprendentemente se volvió a confirmar la regla de

los seis grados de separación.
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Se ve entonces que una caracteŕıstica de las redes sociales es la de poseer un pequeña

longitud de camino medio, como las redes aleatorias, pero además las redes sociales poseen

un alto coeficiente de agrupamiento como las redes regulares.

El modelo de redes small-world propuesto por Watts y Strogatz produce redes con éstas

dos caracteŕısticas. En esencia una red small-world es una red regular donde una fracción

p de las aristas se distribuye al azar.

Aśı cuando p = 0, se tiene un grafo regular, mientras que cuando p = 1 el grafo es alea-

torio, como se ve en la siguiente figura:

Regular

Small-world
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Aleatorio

Figura 2.16: Diferentes Grafos dependiendo de la probabilidad p.

El hecho de que solo se mueva un extremo de la arista o de que una arista no puede

ser un ciclo, y que solo se pueda establecer una arista entre dos nodos hace que éste

modelo sea poco limitado y dificulta que se pueda seguir creando el grafo aleatorio con

este criterio. Es por esto, por lo que comenzaron a surgir otras variantes del mismo. Una

variante fue propuesta independientemente por Monasson [44] y por Newman y Watts

[33], que obtuvo mucha popularidad, no vuelve a recolocar las aristas, sino que además

de las aristas que ya hab́ıa, añade aristas, creando shortcuts, (caminos cortos o atajos).

En este caso, el parámetro p debeŕıa gobernar la densidad de aristas atajos. Por esto, p

es definida como la probabilidad de que sea creada una arista shortcut en cualquier lugar

del grafo. Entonces, el número total de shortcuts es Lkp y el grado medio 2nk(1 + p)

siendo n el número de vértices y k el grado que tienen los vértices (recordar que el grafo

es regular). Este último modelo tiene la propiedad, de que ningún vértice estará disconexo

del resto de la red.

Propiedades de las redes Small-World

Si se calcula el coeficiente de agrupamiento de una red small-world por el procedimiento

original se obtiene el siguiente valor [17]:
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C =
3(k − 1)

2(2k − 1)
(1− p)3 (2.2)

Si se calcula con el modelo de Newman [33] se obtiene:

C =
3(k − 1)

2(2k − 1) + 4kp(p+ 2)
(2.3)

El estudio del comportamiento de L y C en zonas próximas a los extremos permite extraer

emṕıricamente ciertas conclusiones:

Si p −→ 0 ⇒ L ∼
n

2k
, C ∼

3

4

entonces el coeficiente de agrupamiento (ecuanción (2.2)) cuando p = 0 (grafo regular) es

3
4
.

Cuando se acerca al otro extremo

p −→ 1 ⇒≈ Lrandom ∼
ln(n)

ln(k)
, C ≈ Crandom ∼

k

n

entonces el coeficiente de agrupamiento (ecuación (2.2)) cuando p = 1 (grafos aleatorio)

es nulo para n → ∞.

La longitud de camino medio cambia su escala cuando p alcanza un determinado valor.

Para valores pequeños de la misma, vaŕıa linealmente, mientras que para valores mayores

lo hace de forma logaŕıtmica.

Para valores intermedios de p como, por ejemplo, puede ser p ≈ 0,01, el valor de L es

mucho menor que el de C. Éste seŕıa aproximadamente el caso de las small-world, redes

en las cuales la longitud de camino medio es pequeña (igual que en redes aleatorias) y el

coeficiente de agrupamiento es grande (igual que en redes regulares).
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2.5.4. Redes de sitios de convivencia

Otro modelo de redes sociales con caracteŕısticas similares a las redes small-world dis-

cutidas es una red en la que los individuos de la población comparten sitios tales como

casas o lugares de trabajo [11]. En esta tesis se las llamará “Redes Sociales”para abreviar.

Aqúı se consideró una colección de casas y lugares de trabajo. En cada uno de estos sitios

los individuos están en contacto entre śı, dicho de otra forma en cada lugar se tiene un

subgrafo completo. A cada integrante de una casa se le asigna un lugar de trabajo al azar.

De esta forma habitantes de distintas casas pueden estar en contacto a través de compar-

tir un mismo lugar de trabajo. Por construcción estas redes tienen un alto coeficiente de

agrupamiento pero una corta longitud de camino medio.

2.5.5. Redes Scale-Free

Las redes de Erdos-Renyi presentan una baja variabilidad en la distribución de grado.

En efecto en tales redes la distribución es aproximadamente Poisson y por lo tanto, la

varianza es igual a la media. Una red regular presenta varianza nula y una red Small-World

presenta una varianza intermedia, que dependerá del valor del parámetro de desorden p,

entre una regular y una de Erdos-Renyi.

Sin embargo, en muchos casos se observan redes con una alta variabilidad en la distribución

de grado.

Todo comenzó cuando Barabási y Albert en 1999 [29], encontraron que hab́ıan diferencias

entre los modelos realizados y las redes reales. Las conclusiones a las que llegaron son las

siguientes:

-La mayoŕıa de los modelos realizados para redes parten de n nodos aislados. Luego, a

esos nodos con una probabilidad p se les van añadiendo aristas. Es decir, son sistemas

cerrados. Sin embargo, la mayoŕıa de las redes reales son sistemas abiertos que crecen
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con la incorporación de nuevos elementos. Por ejemplo, la WWW crece al tiempo que se

añada nuevas páginas web.

-En la mayoŕıa de los modelos la incorporación de aristas no depende del grado de los

nodos. Las aristas se colocan aleatoriamente. Sin embargo, esto no siempre es aśı, por

ejemplo, una pagina web lo más probable es que tenga enlaces a documentos que ya tienen

una gran cantidad de enlaces, ya que al tener estos muchos enlaces, es más probable que

sea encontrada en búsquedas y cada vez será mas conocida.

Por lo tanto, el modelo BA que propusieron Barabási y Albert, se lo explica a continución.

A. Modelo de Barabási-Albert

Barabási-Albert propusieron el siguiente algoritmo dinámico para generar redes con alta

variabilidad que se conoce como método de “conexión preferencial”.

1. Fase de crecimiento:

Se empieza con un pequeño número de nodos, m0. Cada cierto tiempo (no tiene porque ser

intervalos iguales) se va incorporando un nuevo nodo, uniéndolo con m aristas (m 6 m0)

a n nodos existentes ya en el grafo.

2. Fase de conexión preferencial:

Cuando se añade un nuevo nodo, se elije a qué otros nodos se lo unirá. Se asume que la

probabilidad de que un nuevo nodo sea conectado a otro nodo i depende del grado ki del

nodo i

∏

ki =
ki

∑

j kj
(2.4)

Después de t intervalos de tiempo, se tiene n = t+m0 nodos y mt aristas.

Siguiendo estas dos fases, se obtendrán redes con una distribución de grado aproximada-

mente potencial, es decir,
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P (k) ∼ k−γ (2.5)

A continuación se verá la ilustración del modelo Barábasi- Albert y sus variantes:

Modelo BA: Para m0 = 3, m = 2. En t = 0 el sistema consiste en m0 = 3 vértices aislados.

En cada intervalo de tiempo, un vértice será incorporado. Luego, será conectado a m = 2

vértices, preferentemente a vértices con alta conectividad. En t = 2 hay m0+t = 5 vértices

y mt = 4 aristas. En t = 3 el sexto vértice es incorporado (aristas conectadas a los vértices

de mayor grado).

t=0

t=2
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t=3

Figura 2.17: Modelo BA

Modelo A: Para m0 = 3 y m = 2. En t = 0, el sistema consiste en m0 = 3 vértices

aislados. En cada intervalo de tiempo, un vértice será incorporado. Luego, será conectado

a m = 2 vértices ya presentes de forma aleatoria. En t = 2 hab́ıa 4 vértices y 4 aristas,

como suced́ıa en la figura(2.17). En t = 3, el sexto vértice es incorporado (aristas añadidas

en discontinuo). El nuevo vértice puede ser conectado con igual probabilidad al resto de

los vértices del sistema.

t=0
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t=2

t=3

Figura 2.18: Modelo A

Modelo B: Para n = 8 nodos. El número de vértices es fijo. Para cada intervalo de tiempo,

una nueva arista es introducida entre un vértice seleccionado aleatoriamente y otro cuyo

proceso de selección es preferencial.
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t=0

t=N
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t=(N − 1)N

Figura 2.19: Modelo B

B. Propiedades de las redes creadas con el modelo Barabási- Albert

1. Longitud de Camino Medio:

La mejor aproximación a la longitud de camino medio es [17],

l = Aln(n− C) +B (2.6)

2. Coeficiente de agrupamiento:

No existe un resultado anaĺıtico de este coeficiente para este modelo.

Las redes creadas con el modelo de Barabási-Albert presentan una longitud de camino me-

dio y un coeficiente de agrupamiento pequeños. Más recientemente, Klemm and Eguiluz

[29] han propuesto un modelo alternativo para construir redes Scale-Free manteniendo un

alto coeficiente de agrupamiento.
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2.6. Modelando la transmisión en redes de contactos

Cada nodo de la red puede estar en distintos estados epidemiológicos. Aqúı se consi-

rará tres estados posibles susceptible (un nodo que puede adquirir la infección), infectado

(se considerá que tal nodo es también infeccioso y puede transmitir por lo tanto la infec-

ción) y recuperado (un nodo que ya no es infeccioso y que adquirió además inmunidad y

por lo tanto no puede infectarse).

En todas las redes que se consideraron en este trabajo se utilizaron grafos no dirigidos con

una probabilidad por arista y unidad de tiempo de transmisión de la infección constante

τ .

La probabilidad de que la infección se transmita entre un nodo susceptible en un intervalo

δt es entonces

P (S → I, δt) = 1− e−τδt (2.7)

Para realizar las simulaciones suele ser conveniente considerar dos “capas ”de información,

en una se guarda el estado actual de cada uno de los nodos mientras que en la otra, la

capa futura, se actualiza sus valores dependiendo de los eventos que hayan tenido lugar

en un intervalo δt.

Los nodos se recorren secuencialmente, si el estado del nodo es infectado, se prueba a cada

uno de sus contactos susceptibles por infección utilizando la ecuación 2.7. Los nodos que

resulten infectados pasan a ser infectados en la capa futura, luego se prueba si el nodo pue-

de recuperarse en forma análoga. Por simplicidad se considera una tasa de recuperación

constante γ. Esto es equivalente a considerar que el peŕıodo infeccioso está exponencial-

mente distribuido. Dicho de otra forma el tiempo desde la infección hasta recuperación,

conocido como el peŕıodo infeccioso, es una variable estocástica cuya función de densidad

de probabilidad es γe−γs y la acumulada F (t) =
∫ t

0
γe−γsds = 1− e−γt. El valor esperado

del peŕıodo infeccioso medio es
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∫

∞

0

e−γsds =
1

γ
.

2.7. Modelos de campo medio

Uno de los objetivos fundamentales de este trabajo es encontrar modelos simples de

campo medio que capturen adecuadamente la dinámica observada en la transmisión de

enfermedades en redes complejas. Los modelos mas simple de este tipo son los clásicos

modelos del tipo de Kermack-McKendrick [28] que se describe a continuación.

Los modelos se formulan en términos de clases de individuos. Los individuos en una

población pertenecen siempre a una y sólo una clase. Frecuentemente, se les llama com-

partimentos a las clases. Se usa la sigla SIR para describir un modelo con tres clases o

compartimentos. La clase susceptible, S, la clase de los infectados, I, y la clase removidos

o recuperados, R, que contiene a aquellos individuos que no están infectados y por algu-

na razón (frecuentemente por haber adquirido inmunidad) no pueden ser infectados. El

orden de las letras en la sigla es una forma de indicar que los individuos pasan del estado

susceptible hacia el infeccioso y del infeccioso a la clase de los recuperados. Es importante

notar que los individuos en la clase R están dentro de la población.

De modo similar, la sigla SIS refiere a un sistema con dos compartimentos, susceptibles e

infectados y el orden de las letras indica el pasaje de susceptibles a infectados y de infec-

tados a susceptibles al recuperarse sin adquirir inmunidad (como ocurre frecuentemente

con las enfermedades debidas a bacterias).

Hay muchas otras variantes de modelos de compartimentos, uno de los más frecuentes

distingue un estado de latencia indicado como E según lo cual, un individuo de esa clase

ha sido infectado pero no tiene aún, capacidad para transmitir la infección.

Cada clase es una función que indica el número de individuos de la población que pertene-
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cen a esa clase en un tiempo t. Es decir, para el modelo SIR, se tienen las funciones S(t),

I(t), R(t) denotando el número de individuos susceptibles, infectados y recuperados en

el tiempo t, respectivamente. Se asume que esas funciones son diferenciables con respecto

al tiempo, lo cuál es válido para poblaciones grandes y no debeŕıa ser del todo adecua-

do para poblaciones pequeñas. Un modelo SIR basado en los desarrollos de Kermack y

McKendrick [28] al que se toma como referencia muchas veces es

dS

dt
= −βSI/N (2.8)

dI

dt
= βSI/N − γI (2.9)

dR

dt
= γI (2.10)

El modelo está basado en las siguientes hipótesis:

1. Cada infectado está en contacto con N individuos (donde N representa la totalidad de

la población), siendo β la tasa de transmisión de la infección por individuo, por unidad

de tiempo.

2. La tasa según la cual los infectados pasan a recuperados es γ, y es una tasa por

individuo, por unidad de tiempo.

3. No hay muertes ni nacimientos: la población no se regenera y las únicas muertes posibles

son las causadas por la infección, en cuyo caso los individuos siguen contando como

pertenecientes a la población, pero recuperados.

En vista de la hipótesis 1, como un infectado está en contacto con N individuos, una

porción S
N

de los cuales son susceptibles, cada miembro de I produce en promedio, β S
N

casos adicionales en una unidad de tiempo. Es decir que una cantidad I de infectados

produce βI S
N

nuevos casos por unidad de tiempo. Una interpretación alternativa, pero

igualmente válida, se obtiene de considerar el razonamiento desde la perspectiva de los
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susceptibles. Un individuo susceptible tiene N contactos y una fracción I
N

de ellos están

infectados. La frecuencia con la que ese contacto consigue transmitir la infección es β.

La hipótesis 2 necesita una explicación más detallada. Para un tiempo cualquiera, pero

determinado, sea u la cantidad de individuos infectados. Si una fracción γ dejan de es-

tar infectados por cada unidad de tiempo. Entonces u(s) denota la cantidad de los que

permanecen infectados luego de un tiempo s, es decir

du

ds
= −γu

La solución de esa ecuación diferencial es

u(s) = ue−γs

Eso significa que, para un individuo infectado i cualquiera, la probabilidad de que continue

infectado en un tiempo s posterior es

P [i ∈ I, ∀t ∈ [t0, t0 + s]] = e−γs

Si bien aqúı se están utilizando probabilidades, hay que aclarar que luego el modelo es

puramente determińıstico.

Además se supone que esa probabilidad no depende del tiempo inicial, sino sólo de la

longitud del peŕıodo, o sea s. Con lo cual, se puede escribir

P [i ∈ I, ∀t ∈ [0; s]] = e−γs

Lo que se asume realmente es que el tiempo durante el cual un individuo permanece

infectado (peŕıodo infeccioso) se distribuye exponencialmente, con parámetro γ. Es decir,

la función de densidad de probabilidad es γe−γs y la acumulada F (t) =
∫ t

0
γe−γsds =

1− e−γt. El valor esperado del peŕıodo infeccioso medio es
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∫

∞

0

e−γsds =
1

γ

Luego, para un intervalo de tiempo ∆t, pequeño, una cantidad ( ∆t
1/γ

)I de infectados aban-

dona su actual estado (de infección).

Por supuesto, valores negativos de S, I y R carecen por completo de sentido; cuando

S = 0 o I = 0 el sistema alcanza un estado de equilibrio trivial. Como puede verse por

la ecuación (2.9), si S > 0 y I > 0 entonces dI
dt

> 0 siempre que βS/N − γ > 0. O sea,

siempre que S
N

> γ
β
. Si ese es el caso, como un crecimiento de I lleva a un decrecimiento

de S, luego de un tiempo se tiene S
N

≤ γ
β
y entonces I comienza a decrecer.

Si se vuelven a mirar las condiciones para las cuales dI
dt

> 0 entonces en el comienzo del

sistema, la población posee una cantidad I(0) de infectados iniciales y el resto de la pobla-

ción es una cantidad S(0) de individuos susceptibles. Si inicialmente no hay recuperados

S(0) ≃ N dado que el número inicial de infectados es muy pequeño comparado con el

total de la población, si S(0)
N

= 1 ≤ γ
β
, o sea S(0)β

Nγ
≤ 1 entonces la población de infectados

se extingue con rapidez. Por el contrario, si β
γ
> 1 entonces I crece hasta que S ≤ γ

β
y

luego decrece. La cantidad

β

γ

es un valor umbral. Si es mayor que 1 tiene lugar la epidemia y sino, no.

Al valor umbral se lo llamará número reproductivo básico y se lo denotará como ℜ0. Para

éste caso en particular

ℜ0 =
β

γ

y puede ser definido como la cantidad de casos secundarios producido por un individuo

infectado promedio, en una población enteramente susceptible. La expresión para ℜ0 no
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siempre será la misma. Tampoco la definición que se acaba de enunciar. Pero la idea

permanecerá siempre: el número reproductivo básico es un valor umbral de modo que

siempre que sea mayor que 1 producirá un brote epidémico.

Si se considera el caso simple de un grafo completo de tamaño N . La tasa de infección

es τ por arista, luego un infectado produce un número esperado de (N − 1)τ infecciones

por unidad de tiempo si todos los contactos fueran susceptibles. A medida que progresa

la epidemia solo una fracción S
N

de los contactos es susceptible (donde S es el número de

nodos susceptibles en la red). Por lo tanto

dS

dt
= −(N − 1)τI

S

N

Dado que los nodos infectados se recuperan en promedio a tasa γ

dI

dt
= (N − 1)τI

S

N
− γI

dR

dt
= γI

Para el caso de una red completa, todos los nodos están en contacto entre śı y esto

permite garantizar que cada infectado tiene la fracción S
N
de sus contactos susceptibles. Se

llamará a este caso mezcla homogénea fuerte. Sin embargo, en poblaciones reales grandes

la hipótesis de que cada individuo está en contacto con todo el resto de la población es

claramente poco realista.

Si se considera que un individuo (promedio) tiene una cantidad n de contactos con n ≪ N

y que estos contactos están repartidos al azar, entonces los contactos de cada individuo

representan una muestra aleatoria de la población y por lo tanto, la proporción de ellos

que es susceptible puede ser estimada como la proporción global S
N
.

Luego la cantidad esperada de casos producidos por un infectado es
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nτ
S

N

con lo cual I nodos infectados producirán

τn
S

N
I

infecciones por unidad de tiempo y la evolución de los nodos infectados estará dado por

dI

dt
= nτI

S

N
− γI

Por último, es posible incorporar el efecto de la renovación de la población por nacimientos

y muertes no debidas a la infección . En este caso se va a asumir que la tasa de mortalidad

es igual a la tasa de natalidad. Cada individuo que sale del sistema es reemplazado inme-

diatamente por un individuo susceptible. Si µ es la tasa de muerte por unidad de tiempo,

una porción µ de los individuos de cualquiera de los compartimentos abandona el sistema

para ser reemplazado por la misma cantidad de individuos susceptibles. El efecto en el

modelo es una salida desde todos los compartimentos a una tasa µ y la incorporación de

µN miembros susceptibles.

El sistema de ecuaciones correspondiente es



























dS
dt

= µN − τnSI
N

− µS

dI
dt

= τnSI
N

− γI − µI

dR
dt

= γI − µR

Si se escribe β = τn el sistema queda
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

























dS
dt

= µN − β SI
N

− µS

dI
dt

= β SI
N

− γI − µI

dR
dt

= γI − µR

(2.11)

Del sistema 2.11 se obtiene,

Cerca de t = 0 se tiene I(0) = 1 y S(0) = N =⇒ dI
dt

> 0 si β S(0)
N

− γ − µ > 0 lo que

implica que si β
γ+µ

> 1 se tiene epidemia en caso contrario no existe la epidemia.

Soluciones numéricas del sistema 2.11 con S(0) = 79999, I(0) = 1, R(0) = 0 y β = 4 son

Figura 2.20: Susceptibles, Infectados y Recuperados del Sistema 2.11
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2.7.1. Soluciones del sistema 2.11

Como el modelo 2.11 es un sistema de ecuaciones diferencial ordinaria no lineal entonces

lo primero que se hace es linealizar y como dR
dt

= −dS
dt
− dI

dt
entonces el sistema se simplifica

a un sistema con dos ecuaciones.











dS
dt

= µN − β SI
N

− µS

dI
dt

= β SI
N

− γI − µI

(2.12)

Primero se calcula los puntos fijos

Si dI
dt

= 0 entonces β SI
N

− γI − µI = (β S
N
− γ − µ)I = 0 de aqúı se obtiene que si I = 0

entonces S = N y β S
N
− γ − µ = 0, por lo tanto S = N(γ+µ)

β
= N

ℜ0
y si se reemplaza en la

ecuación µN − β SI
N

− µS = 0 se obtiene

µN − β γ+µ
β

I − µN(γ+µ)
β

= 0 =⇒ µN β
β
− β γ+µ

β
I − µN(γ+µ)

β
= 0 =⇒ µNβ − β(γ + µ)I −

µN(γ + µ) = 0 =⇒ −β(γ + µ)I = µN(γ + µ) − µNβ =⇒ I = −

(

µN(γ+µ)−µNβ
β(γ+µ)

)

=
(

−µN(γ+µ)+µNβ
β(γ+µ)

)

=

(

µN β
γ+µ

−µN

β

)

= µN(ℜ0−1)
β

Finalmente los puntos fijos son

(S = N , I = 0) y (S = N
ℜ0

,I = µN(ℜ0−1)
β

)

Luego se calcula la matriz jacobiana y se evalúa en los puntos fijos:

Para x0=(S = N , I = 0) se obtiene

J |x0
=





−βI
N

− µ −βS
N

βI
N

βS
N

− γ − µ





∣

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=





−µ −β

0 β − µ− γ




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Si la traza = −µ+β−µ− γ 6= 0 y β−µ− γ > 0 =⇒ ℜ0 =
β

µ+γ
> 1, el determinante= ∆

es negativo por lo tanto x0=(S = N , I = 0) es un punto silla, en cambio si ℜ0 < 1 el

determinante es positivo y luego hay que ver si traza2 − 4∆ es positivo, negativo o igual

a cero, según los valores de los parámetros se puede decir si es un nodo, un espiral o si en

ese punto viven estrellas o nodos degenerados.

Si la traza = −µ+ β − µ− γ = 0 entonces el punto fijo seŕıa un centro estable, pero esto

no se cumple porque si traza = −µ + β − µ− γ = 0 =⇒ ℜ0 = 1 + µ
µ+γ

entonces

si ℜ0 < 1 =⇒ 1 +
µ

µ+ γ
< 1 =⇒ 2µ+γ

µ+γ
< 1 =⇒ 2µ+ γ < µ+ γ =⇒ 2 < 1 absurdo.

si ℜ0 > 1 =⇒ ℜ0 = 1 + µ
µ+γ

=⇒ ℜ0 −
µ

µ+γ
= 1, luego ℜ0 − µ

µ+γ
> − µ

µ+γ
, además

− µ
µ+γ

< 1− µ
µ+γ

< 1, entonces ℜ0 −
µ

µ+γ
> 1 absurdo.

Para x0=(S = N
ℜ0
, I = µN(ℜ0−1)

β
) se obtiene

J |x0
=





−βI
N

− µ −βS
N

βI
N

βS
N

− γ − µ





∣

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=





µ(−β+γ+µ)
µ+γ

− µ −µ− γ

−µ(−β+γ+µ)
µ+γ

0





Si la traza = µ(−β+γ+µ)
µ+γ

− µ 6= 0 y el determinante es negativo entonces x0=(S = N
ℜ0
,

I = µN(ℜ0−1)
β

) es un punto silla, en cambio si el determinante es positivo, luego hay que

ver si traza2−4∆ es positivo, negativo o igual a cero, según los valores de los parámetros se

puede decir si es un nodo, un espiral o si en ese punto viven estrellas o nodos degenerados.

Si la traza = µ(−β+γ+µ)
µ+γ

− µ = 0 entonces el punto fijo seŕıa un centro estable pero esto

no se cumple porque si traza = µ(−β+γ+µ)
µ+γ

− µ = 0 =⇒ ℜ0 = 0 =⇒ β = 0 .

La siguiente figura muestra el diagrama fase del sistema 2.11 para N = 80000, µ = 0, 05,

β = 4 y γ = 1;
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Figura 2.21: Diagrama Fase del Sistema 2.11

Por lo tanto, muestra que para esos valores los dos puntos fijos son inestables.

2.7.2. Cálculo de ℜ0 para el sistema 2.11

Se calculará ℜ0 del sistema 2.11 con la matriz de próxima generación [54] de la siguiente

manera

Primero se escriben los vectores de aporte y disminución de las clases infectadas

F =











βSI
N

0

0











V =











(γ + µ)I

−µN + β SI
N

− µS

−γI + µR











El primer vector se compone de los términos que suman individuos a las clases infectadas.

El segundo contiene los términos que restas individuos a las clases infectadas. El compar-
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timiento infectado es I entonces para el sistema(2.11) se define el equilibrio libre de la

enfermedad (que en ingles se lo escribe disease free equilibrium=DFE) como

x0 = (I0, S0, R0) = (0, S0, R0)

Del sistema (2.11) se obtienen las siguientes igualdades

µN − µS = 0 =⇒ S0 = N

R0 = 0

entonces DFE es

x0 = (0, N, 0)

Se derivan los vectores F y V con respecto al compartimiento infectados I y luego se

evalúa en x0

F |x0
=

∂F

∂I
=

[

∂I
∂I

]
∣

∣

∣

x0

=
[

βS
N

]
∣

∣

∣

x0

= β

V |x0
=

∂V

∂I
=

[

∂I
∂I

]
∣

∣

∣

x0

=
[

γ + µ
]
∣

∣

∣

x0

= γ + µ

Luego se calcula V −1

V −1 =
1

γ + µ

Se multiplica las matrices F y V −1
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FV −1 =
β

γ + µ

Por último, se calcula el radio espectral, es decir, el máximo de los autovalores de la matriz

de próxima generación

ℜ0 = ρ(FV −1) = |máx(λi)| =
β

γ + µ

2.8. Modelo con transmisión por vectores

En esta sección se estudiará el efecto de la transmisión por vectores en la dinámica de

transmisión de enfermedades. Aqúı los vectores serán los mosquitos. A continuación se

definirán los parámetros que se consideraron:

M = Ms +Mi es la población de vectores (en este caso los mosquitos).

N = S + I +R es la población de humanos.

b= Tasa de picadura de los mosquitos (es decir, el número de picadura por unidad de

tiempo por individuo).

ph= la probabilidad que un humano se infecte por picadura.

pm= la probabilidad que un mosquito se infecte por picadura.

µm= la tasa de mortalidad de los mosquitos o vectores.

µ= la tasa de mortalidad de los humanos.

γ= tasa de recuperación.

Se considera que un humano susceptible se puede infectar porque lo pica un mosquito

infectado y cuando se infecta pasa a ser infeccioso, mientras que un mosquito susceptible

se puede infectar porque pica a un humano infectado. Los mosquitos infecciosos no se

recuperan son infecciosos hasta que mueren. Además de las bM picaduras por unidad de
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tiempo Mi

M
son de vectores infectados, y S

N
son sobre humanos susceptibles. Entonces, lo

anterior se traduce en el siguiente modelo determińıstico:























































dS
dt

= µN − phbMi
S
N
− µS

dI
dt

= phbMi
S
N
− (µ+ γ)I

dR
dt

= γI − µR

dMs

dt
= µmM − pmbMs

I
N
− µmMs

dMi

dt
= pmbMs

I
N
− µmMi

(2.13)

Del sistema (2.13) se obtiene

Cerca de t = 0 se tiene I(0) = 1,Ms(0) = M , S(0) = N =⇒ dI
dt

> 0 si phbMi
S
N
−(µ+γ)I =

phbMi − (µ + γ) > 0 lo que implica que si phbMi

µ+γ
> 1 y también dMi

dt
> 0 =⇒ Mi ≅

pmbM
µmN

reemplazando se obtiene phpmb2M
(µ+γ)µmN

> 1 tal que si se cumple esto se tiene epidemia en caso

contrario no existe la epidemia.

Soluciones numéricas del sistema 2.13 con S(0) = 79990, I(0) = 10, R(0) = 0,Ms =

40000,Mi = 320,ph = 0, 25 ,pm = 0, 25, b = 10, γ = 1, µ = 0,05, µm = 0,5
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Figura 2.22: Susceptibles, Infectados y Recuperados del Sistema 2.13

2.9. Soluciones del sistema 2.13

Como el modelo 2.13 es un sistema de ecuaciones diferencial ordinaria no lineal entonces

lo primero que se hace es linealizar y como dR
dt

= −dS
dt

− dI
dt
, el sistema se simplifica a un

sistema con 4 ecuaciones.







































dS
dt

= µN − phbMi
S
N
− µS

dI
dt

= phbMi
S
N
− (µ+ γ)I

dMs

dt
= µmM − pmbMs

I
N
− µmMs

dMi

dt
= pmbMs

I
N
− µmMi

(2.14)

Primero se calculan los puntos fijos

Si dI
dt

= 0 entonces phbMi
S
N
− (µ + γ)I = 0 =⇒ I = phbMiS

N(µ+γ)
si se reemplaza esta igualdad

en dMi

dt
= 0 se obtiene pmbMsphbMiS

N2(µ+γ)
− µmMi = 0 =⇒ (pmbMsphbS

N2(µ+γ)
− µm)Mi = 0 de aqúı se

obtiene que si Mi = 0 entonces I = 0, S = N y Ms = M . En cambio si Mi 6= 0 se tiene

S = µmN2(µ+γ)
pmbphbMs

, Ms = µmM

pmb I
N
µm

, Mi =
µN

phb
S
N
−µ

reemplazando cada termino se llega a que

los puntos fijos son
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(S = N , I = 0, Ms = M ,Mi = 0) y (S = (µbpm+µmγ+µmµ)N2

(µN+Mbph)pmb
,

I = −Nµ(−Mb2phpm+Nµmγ+µNµm)
(µNγ+µ2N+Mphbγ+Mphbµ)pmb

, Ms =
µm(µNγ+µ2N+Mphbγ+Mphbµ)

phb(µbpm+µmγ+µmµ)
,

Mi =
−µ(−Mb2phpm+Nµmγ+µNµm)

phb(µbpm+µmγ+µmµ)
)

Luego se calcula la matriz jacobiana y se evalúa en los puntos fijos:

Para x0=(S = N , I = 0, Ms = M , Mi = 0) se obtiene

J |x0
=

















−phbMi

N
− µ 0 0 −phbS

N

phbMi

N
−γ − µ 0 phbS

N

0 −pmbMs

N
−pmbI

N
− µm 0

0 pmbMs

N
pmbI
N

−µm

















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=

















−µ 0 0 −phb

0 −γ − µ 0 phb

0 −pmb
M
N

−µm 0

0 pmb
M
N

0 −µm

















Por el criterio de Routh Hurwitz, se estudia la estabilidad del punto fijo x0=(S = N ,

I = 0, Ms = M , Mi = 0) se tiene que el polinomio caracteŕıstico es

µ2µ2
m+µµ2

mγ−µµmpmb
2ph

M
N
+(2µµmγ+2µ2µm+2µµ2

m+mu2
mγ−µpmb

2ph
M
N
−µmpmb

2ph
M
N
)λ+

(µγ + 4µµm + 2µmγ + µ2
m + µ2 + pmb

2ph
M
N
)λ2 + (γ + 2µm + 2µ)λ3 + λ4

Si alguno de los coeficientes del polinomio es cero o negativo, ante la presencia de al

menos un coeficiente positivo, hay una ráız, o ráıces imaginarias o que tiene partes reales

positivas. En tal caso, el sistema no es estable. La condición necesaria, pero no suficiente,

para la estabilidad es que todos los coeficientes de la ecuación estén presentes y tengan

signo positivo.

Si todos los coeficientes del polinomio a0λ
n+ a1λ

n−1+ · · ·+ an−1λ+ an = 0 son positivos,

se ordenan los coeficientes en renglones y columnas de acuerdo con el patrón o arreglo

siguiente:
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λn a0 a2 a4 a6 . . .

λn−1 a1 a3 a5 a7 . . .

λn−2 b1 b2 b3 b4 . . .

λn−3 c1 c2 c3 c4 . . .

λn−4 d1 d2 d3 d4 . . .
...

...
... . . .

λ2 e1 e2

λ1 f1

λ0 g1

Los coeficientes b1, b2, b3, . . ., c1, c2, c3, . . ., d1, d2, . . ., etc., se evalúan del modo siguiente:

b1 =
a1a2−a0a3

a1
c1 =

b1a3−a1b2
b1

b2 =
a1a4−a0a5

a1
c2 =

b1a5−a1b3
b1

d1 =
c1b2−b1c2

c1

b3 =
a1a6−a0a7

a1
c3 =

b1a7−a1b4
b1

d2 =
c1b3−b1c3

c1

...

La evaluación continúa hasta que todas las restantes son cero.

El criterio de estabilidad de Routh- Hurwitz plantea que el número de ráıces de la ecuación

con partes reales positivas es igual al número de cambios de signo de los coeficientes de

la primera columna del arreglo, entonces la condición necesaria y suficiente para que

todas las ráıces de la ecuación se encuentren en el semiplano izquierdo del plano λ es que

todos los coeficientes de la ecuación sean positivos y que todos los términos de la primera

columna del arreglo tengan signo positivo.

Para x0=(S = µbpm+µmγ+µmµ)N2

(µN+Mbph)pmb
, I = −Nµ(−Mb2phpm+Nµmγ+µNµm)

(µNγ+µ2N+Mphbγ+Mphbµ)pmb
,Ms =

µm(µNγ+µ2N+Mphbγ+Mphbµ)
phb(µbpm+µmγ+µmµ)

,

Mi =
−µ(−Mb2phpm+Nµmγ+µNµm)

phb(µbpm+µmγ+µmµ)
) se obtiene
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J |x0
=

















−phbMi

N
− µ 0 0 −phbS

N

phbMi

N
−γ − µ 0 phbS

N

0 −pmbMs

N
−pmbI

N
− µm 0

0 pmbMs

N
pmbI
N

−µm

















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=

=







−µ(phb2Mpm−Nµmγ−µNµm)

(µbpm+µmγ+µµm)N
− µ 0 0

−ph(µbpm+µmγ+µµm)N

(µN+phbM)pm
µ(phb2Mpm−Nµmγ−µNµm)

(µbpm+µmγ+µµm)N
−γ − µ 0

ph(µbpm+µmγ+µµm)N

(µN+phbM)pm

0
−pmµm(µNγ+µ2N+Mphbγ+Mphbµ)

ph(µbpm+µmγ+µµm)N

−µ(phb2Mpm−Nµmγ−µNµm)

µNγ+µ2N+Mphbγ+Mphbµ
− µm 0

0
pmµm(µNγ+µ2N+Mphbγ+Mphbµ)

ph(µbpm+µmγ+µµm)N

µ(phb2Mpm−Nµmγ−µNµm)

(µNγ+µ2N+Mphbγ+Mphbµ)
−µm







=

















A 0 0 B

C −γ − µ 0 D

0 E F 0

0 G H −µm

















Por el criterio de Routh Hurwitz, se estudia la estabilidad del punto fijo x0=(S =

µbpm+µmγ+µmµ)N2

(µN+Mbph)pmb
, I = −Nµ(−Mb2phpm+Nµmγ+µNµm)

(µNγ+µ2N+Mphbγ+Mphbµ)pmb
, Ms =

µm(µNγ+µ2N+Mphbγ+Mphbµ)
phb(µbpm+µmγ+µmµ)

, Mi =

−µ(−Mb2phpm+Nµmγ+µNµm)
phb(µbpm+µmγ+µmµ)

) se tiene que el polinomio caracteŕıstico es

AµFµm −AGDF +AγFµm +AEHD+CGBF −CEHB + (−Aµµm +AFµm +AµF +

AγF −γFµm−CGB−Aγµm−µFµm−EHD+GDF +AGD)λ+(−Aµ+AF −Aµm−

µF + µµm − Fµm −GD −Aγ − γF + γµm)λ
2 + (−A + µ− F + µm + γ)λ3 + λ4

Si alguno de los coeficientes del polinomio es cero o negativo, ante la presencia de al

menos un coeficiente positivo, hay una ráız, o ráıces imaginarias o que tiene partes reales

positivas. En tal caso, el sistema no es estable. La condición necesaria, pero no suficiente,

para la estabilidad es que todos los coeficientes de la ecuación estén presentes y tengan

signo positivo.

Si todos los coeficientes del polinomio a0λ
n+ a1λ

n−1+ · · ·+ an−1λ+ an = 0 son positivos,

se realiza el mismo procedimiento que se explico anteriormente con el otro punto fijo.
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2.10. Cálculo de ℜ0 para el sistema 2.13

Se calculará ℜ0 del sistema 2.13 con la matriz de próxima generación [54] de la siguiente

manera

Primero se escriben los vectores de aporte y disminución de las clases infectadas

F =

















phbMiS
N

pmbMsI
N

0

0

















V =

















(γ + µ)I

µmMi

−µN + phbMi
S
N
+ µS

−µmM + pmbMs
I
N
+ µmMs

















El primer vector se compone de los términos que suman individuos a las clases infectadas.

El segundo contiene los términos que restas individuos a las clases infectadas. Los com-

partimientos infectados son I y Mi entonces para el sistema 2.13 se define el equilibrio

libre de la enfermedad (DFE) como

x0 = (I0,M0
i , S

0,M0
s ) = (0, 0, S0,M0

s )

Del sistema (2.13) se obtienen las siguientes igualdades

µN − µS = 0 =⇒ S0 = N

µmM − µMs = 0 =⇒ M0
s = M
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entonces DFE es

x0 = (0, 0, N,M)

Se derivan los vectores F y V con respecto al compartimiento infectados I,Mi y luego se

evalúa en x0

F |x0
=

∂F

∂I,Mi
=





∂I
∂I

∂I
∂Mi

∂Mi

∂I
∂Mi

∂Mi





∣

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=





0 phbS
N

pmbMs

N
0





∣

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=





0 phb

pmbM
N

0





V |x0
=

∂V

∂I,Mi
=





∂I
∂I

∂I
∂Mi

∂Mi

∂I
∂Mi

∂Mi





∣

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=





γ + β 0

0 µm





Luego se calcula V −1

V −1 =





1
γ+β

0

0 1
µm





Se multiplica las matrices F y V −1

FV −1 =





0 phb
µm

pmbM
N(γ+β)

0





Por último, se calcula el radio espectral, es decir, el máximo de los autovalores de la matriz

de próxima generación

ℜ0 = ρ(FV −1) = |máx(λi)| =

√

pmphb2M

(γ + µ)µm
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En el modelo 2.13 descrito anteriormente, se considero ℜ2
0 =

pmphb
2M

(γ+µ)µm
.

Finalmente, lo que se vio en este caṕıtulo es un repaso de las principales definiciones

de la teoŕıa de grafos. También se estudio diferentes redes, como por ejemplo las redes

aleatorias con coeficiente de agrupamiento casi nulo, y por último, se presento las teoŕıas

determińısticas de campo medio.



Caṕıtulo 3

Número Reproductivo Básico para

redes de contacto

El número reproductivo básico, según la definición estándar, es el número esperado de

casos secundarios producidos por un infectado t́ıpico en una población enteramente sus-

ceptible. Sin embargo, esta definición no es adecuada cuando la enfermedad se transmite

en redes de contacto estáticas como las que se consideran en este trabajo. Aún en el caso

mas simple de una red aleatoria con coeficiente de agrupamiento nulo, el caso ı́ndice (el

infeccioso que se introduce en la población totalmente susceptible) no es representativo ya

que posee todos sus contactos susceptibles. Sin embargo, un infectado de la segunda gene-

ración (se considera segunda generación a todos los casos producidos por el caso ı́ndice)

posee todos sus contactos susceptibles excepto el contacto que le transmitió la enferme-

dad. La diferencia entre la primera generación y las siguientes es mas apreciable aún en

las redes con alto coeficiente de agrupamiento. En este caso, los casos producidos por el

caso ı́ndice compiten entre śı por los contactos compartidos susceptibles y por lo tanto,

decrece el número de casos producidos por cada infectado. Para una red infinita toda ge-

neración, excepto la primera son equivalentes. En una red finita a medida que transcurre

55
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la epidemia va disminuyendo la población susceptible y por lo tanto las generaciones ya no

son equivalentes desde el punto del potencial de reproducción de la enfermedad. Por esta

razón el número reproductivo básico se define como la tasa de reproducción de infectados

al inicio de la epidemia para evitar efectos de la disminución de susceptibles. Aqúı se

considera la segunda generación de infectados y por lo tanto la siguiente definición ([3],

[11]):

Definición: El número reproductivo básico es el número esperado de casos producidos por

un infectado t́ıpico de la segunda generación.

3.1. Resultados preliminares

Dada una red determinada por su matriz de adyacencia entonces se conocen los contactos

de cada uno de los nodos en la misma. En este trabajo se asumió que todas las aristas

son iguales en el sentido de que la probabilidad de infección por unidad de tiempo y por

contacto (que se denota por τ) es la misma a lo largo de cada arista conectada al nodo

infectado.

Luego, la probabilidad de que se transmita la enfermedad cuando un nodo susceptible

está en contacto con un nodo infectado un tiempo s está dado por

P (S → I, s) = 1− e−τs

Primero se calcula el número de casos producidos por un nodo infectado de tipo estrella

y grado i. En este caso el nodo infectado tiene i contactos que no son contactos entre śı,

o sea el coeficiente de agrupamiento de tal nodo es nulo.

Si el peŕıodo infeccioso es fijo y de valor T entonces la probabilidad de que la infección se

transmita por una arista durante todo el peŕıodo infeccioso es
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ρ = 1− e−τT

Como el nodo está en contacto con i nodos susceptibles y la probabilidad de transmisión

es ρ y ésta es independiente para cada nodo se tiene un experimento de Bernoulli repetido

i veces, y por lo tanto, la distribución para el número de casos producidos (r0) es binomial

con media iρ [22].

En este trabajo sin embargo se consideró el caso en que el peŕıodo infeccioso está distri-

buido exponencialmente. En tal caso se vió que la densidad de probabilidad de la duración

del peŕıodo infeccioso está dada por

f(s) = γe−γs

donde el peŕıodo infeccioso medio es T = 1
γ
.

En este caso la probabilidad de transmisión por arista durante todo el peŕıodo infeccioso

es

ρ =

∫

∞

o

sf(s)ds =
τ

τ + γ

En efecto, como se verá a continuación, la distribución para la variable estocástica r0 no

es binomial.

La probabilidad de que se produzcan exactamente k infecciones entre los i contactos

durante un peŕıodo de tiempo s está dado por

P{r0 = k, t = s} =

(

i

k

)

(1− e−τs)k(e−τs)i−k

puesto que el peŕıodo infeccioso puede tomar cualquier valor entre cero e infinito con dis-

tribución de probabilidad f(s), entonces la probabilidad de que se produzcan exactamente

k infecciones durante todo el peŕıodo infeccioso está dado por
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P{ni = k} =

∫

∞

0

(

n

k

)

(1− e−τs)k(e−τs)n−kγe−γsds

como se puede observar no es una distribución binomial. Se puede corroborar que es una

función de masa de probabilidad

n
∑

k=0

pni
(k) =

n
∑

k=0

∫

∞

0

(

n

k

)

(1− e−τs)k(e−τs)n−kγe−γsds

=

∫

∞

0

( n
∑

k=0

(

n

k

)

(1− e−τs)k(e−τs)n−kγe−γs

)

ds

=

∫

∞

0

( n
∑

k=0

(

n

k

)

(1− e−τs)k(e−τs)n−k

)

γe−γsds

=

∫

∞

0

γe−γsds = 1

Se debe calcular ahora el valor esperado de r0

〈r0〉 =
i

∑

k=0

kp(k)

=

i
∑

k=0

∫

∞

0

k

(

n

k

)

(1− e−τs)k(e−τs)i−kγe−γsds

=

∫

∞

0

i
∑

k=0

(

k

(

i

k

)

(1− e−τs)k(e−τs)i−kγe−γs

)

ds

=

∫

∞

0

i
∑

k=0

(

k

(

i

k

)

(1− e−τs)k(e−τs)i−k

)

γe−γsds

=

∫

∞

0

i(1− e−τs)γe−γsds

=
iτ

τ + γ
= iρ

Se ve que si bien la distribución de r0 no es binomial, ni siquiera aproximadamente, el

valor medio es igual al obtenido asumiendo una distribución binomial.
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En el caso considerado de un grafo estrella 〈r0〉 es el número reproductivo básico. En

este caso no existen casos producidos por los casos secundarios ya que éstos están solo

en contacto con el nodo central que juega las veces de caso ı́ndice. Con estos resultados

se calculará, o estimará cuando el cálculo no sea posible, el número reproductivo básico

para distintas redes utilizadas en este trabajo.

3.2. Cálculo de ℜ0 en redes con coeficiente de agrupamiento

nulo

Se considera primero el caso simple de una red aleatoria con variabilidad nula en la

distribución de grado. En tal caso la distribución de grado es P (k) = δkn, el grado medio

es el grado de cada nodo n.

En este caso simple un infectado de la segunda generación fue infectado por un caso

de la primera generación con grado n (ya que todos los nodos tienen grado n). Como el

coeficiente de agrupamiento es nulo cada caso secundario tiene n−1 contactos susceptibles

puesto que el único contacto infectado es el caso ı́ndice, que fue el que transmitió la

infección. En tal caso el número reproductivo básico resulta

ℜ0 = (n− 1)
τ

τ + γ
= (n− 1)ρ

Luego se considera el caso general de una red aleatoria, con coeficiente de agrupamiento

nulo, con una distribución de grado arbitraria pero con sus primeros dos momentos finitos.

Un nodo con grado i tiene i veces mas probabilidades de infectarse que un nodo con grado

uno (pues está en contacto con k veces mas nodos). Puesto que la representación de nodos

con grado i está dada por la distribución de grado P (i), la probabilidad de que un caso

secundario tenga grado i es
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Π(i) = αiP (i)

donde α se obtiene de la condición de normalización, entonces

∑

Π(i) = 1 =⇒
∑

iP (i)α = α
∑

iP (i) = αn = 1 =⇒ α =
1

n

y n =
∑

iP (i) es el grado medio. Por lo tanto se tiene que

Π(i) =
iP (i)

n

Si un caso secundario tiene grado i entonces el número esperado de casos producidos es

(i−1)ρ como se vió en el párrafo anterior. Finalmente promediando sobre todos los grados

posibles se obtiene:

ℜ0 =
∑

(i− 1)ρΠ(i) =
ρ

n

∑

(i− 1)iP (i)

=
ρ

n

(

∑

i2P (i)−
∑

iP (i)

)

=
ρ

n

(

∑

i2P (i)− n

)

=
ρ

n

(

V AR + n2 − n

)

= ρ

(

V AR

n
+ (n− 1)

)

=

(

(n− 1) +
V AR

n

)

ρ (3.1)

Este importante resultado muestra que el número reproductivo básico no solo depende del

grado medio (en este caso el término (n− 1)ρ ) si no también de la varianza de la distri-

bución (un resultado obtenido en modelos determińısticos para poblaciones heterogéneas

por May and Anderson [45]).

Para una red Erdos-Renyi la distribución de grado es Poisson y por lo tanto, la varianza

es igual a la media y entonces
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ℜ0 =

[

(n− 1) +
var

n

]

ρ = nρ

Sin embargo, para una red Scale-Free, la varianza puede ser mucho mas grande que la

media de la distribución y por lo tanto, el número reproductivo básico puede resultar

mucho mas grande que el correspondiente a una red de Erdos-Renyi (para la misma

media). De hecho en una red infinita la varianza puede resultar infinita y en tal caso el

número reproductivo básico también resulta infinito ([13], [31]).

3.3. Cálculo de ℜ0 en redes con coeficiente de agrupamiento

alto

En redes con alto coeficiente de agrupamiento el enfoque anterior no funciona ya que los

nodos infectados de la segunda generación (o de cualquier otra) compiten entre śı por

una proporción significativa de los mismos contactos. Para ejemplificar el problema se

verá una estimación del número reproductivo básico para una red regular. En particular

se considera una grilla en la cual cada nodo está en contacto con sus ocho vecinos más

cercanos. Para evitar problemas en los bordes se considera que éste mosaico se encuentra

sobre un toro.

Estos contactos son de dos tipos: 4 en la esquinas (denominado tipo A) y quedando los

otros 4 (denominado tipo B). Por simplicidad, se asume que los casos secundarios compi-

ten entre śı por contactos susceptibles pero no compiten con otra generación de infectados

(como los casos fuentes propios o los casos ternarios). Los casos fuentes producen i casos

secundarios con probabilidad ρi(1− ρ)n−i. Por cada uno de estos casos, varias configura-

ciones son posibles y por lo tanto, se puede calcular el número esperado aproximadamente

de los casos ternarios producido por los casos secundarios que da lugar a un polinomio de

grado 11. Aqúı se presenta una aproximación mas simple que funciona igualmente bien,
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donde muestra los diferentes tipos de casos secundarios para ilustrar la competición por

susceptibles.

C

D A B′ A′′

E B 0

A′

donde un caso secundario de tipo A compite con casos secundarios del tipo B o C porque

sus respectivos vecindarios se superponen.

En vez de calcular las correspondientes probabilidades para las diferentes configuraciones,

se considera que una fracción ρ de contactos de la fuente son infectados. Entonces si se

tiene un caso secundario de tipo A (como lo muestra el cuadro anterior), se asume que A

es infectado con nivel 1, mientras que el nodo B es infectado con nivel ρ, luego el nodo D

es infectado ya sea por A o B en proporciones 1
1+ρ

y ρ
1+ρ

respectivamente. Aśı, el número

promedio de casos ternarios de tipo D producido por casos secundarios de tipo A es dado

aproximadamente por ρ
1+ρ

.

Más espećıficamente, la contribución para ℜ0 de un caso secundario de tipo A puede ser

estimado como sigue:

Un caso secundario A infectará un contacto C con probabilidad ρ (ya que no existe

competición con otros casos secundarios).

El número promedio de casos ternarios de tipo D producido por los casos secundarios de

tipo A es dado por ρ
1+ρ

.

Un caso secundario A infectará un contacto E con probabilidad ρ
1+2ρ

porque E se comparte

con B y A′.

Finalmente, el caso secundario A infectará un contacto B o B′ con probabilidad ρ(1− ρ).
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De todas estas contribuciones, el número esperado de casos ternarios producido por casos

secundarios del tipo A es

ℜA
0 = ρ+

2ρ

1 + ρ
+

2ρ

1 + 2ρ
+ 2(1− ρ)ρ = ρ

(

3− 2ρ+
2ρ

1 + ρ
+

2ρ

1 + 2ρ

)

De una forma similar, el número esperado de casos ternarios producido por un caso

secundario de tipo B es

ℜB
0 =

2ρ

1 + ρ
+

ρ

1 + 2ρ
+ 4(1− ρ)ρ = ρ

(

4− 4ρ+
2

1 + ρ
+

1

1 + 2ρ

)

Finalmente, el número reproductivo básico se convierte

ℜsp
0 =

1

2
(ℜA

0 + ℜB
0 ) =

1

2
ρ

(

7− 6ρ+
4

1 + ρ
+

3

1 + 2ρ

)

(3.2)

3.4. El Número Reproductivo Básico ℜ0 para Redes

Small-World

Un individuo promedio en la red small-world tendrá n contactos. La probabilidad que ese

individuo tiene i contactos de larga distancia depende del parámetro φ y es aproximada-

mente binomial, es decir

P (i, φ) =

(

n

i

)

(1− φ)n−iφi

En otras palabras, un individuo promedio tendrá i contactos con larga distancia (y n− i

contactos locales) con probabilidad P (i, φ). Los casos de distancias grandes no competirán

en el ĺımite de una red de tamaño infinito para individuos susceptibles con otros casos.

Se asume que los contactos con distancias grandes producen ℜrdm
0 infecciones entre sus

contactos (es decir, para φ pequeño hay una pequeña variedad en la distribución del
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número de contactos de los nodos y por lo tanto ℜrdm
0 ∼ (n− 1)ρ, mientras para una red

Poisson ℜrdm
0 = np, aqúı se usará ℜrdm

0 = np ).

Un hecho que complica el cálculo de ℜ0 para redes small- world es que el número de casos

ternarios producidos por casos secundarios depende en el tipo y número de contactos

del caso ı́ndice propio. Por ejemplo, si se supone que todos los contactos del caso ı́ndice

son contactos locales (el caso ı́ndice no tiene contactos con distancia grande). El caso

secundario propio puede tener algún contacto con distancia grande (en este caso, no más

de 5, pero por simplicidad se asume que el máximo número es n, ya que para φ pequeño se

tiene P (i > 5) ≃ 0, mientras para φ grandes P (0) ≃ 0 , por lo tanto n es un aproximación

bastante buena) con probabilidad P (0), un caso secundario tendrá solamente contactos

locales. En este caso, él produce un caso ternario promedio ℜsp
0 (esto es equivalente a los

casos en que todos los contactos del caso ı́ndice tiene solamente contactos del tipo local)

con probabilidad P (2), un caso secundario tendrá dos contactos con distancia grande (o

solamente dos de los contactos del caso ı́ndice tendrá un contacto con distancia grande).

En general, un caso secundario tendrá i contactos con distancia grande con probabilidad

P (i).

Luego, el caso ı́ndice tiene solamente contactos locales (que ocurren con probabilidad

P (0)), pero a su vez hay i contactos con distancia grande entre los contactos de esos

vecinos locales, el número esperado de casos ternarios ya no es mas igual a ℜsp
0 . Este

número puede en su lugar ser estimado como sigue:

Dado que un caso secundario se convierte en infectado, él tendrá solamente contactos

locales con probabilidad n−i
n

o un contacto con distancia grande con probabilidad i
n
. Él

producirá, respectivamente para estos dos casos diferentes, un promedio de infecciones

ternarias de ℜsp
0 y ℜrdm

0 , promediando todos los valores de i, se obtiene

ℜ0(0) =
n

∑

i=0

P (i, φ)

(

n− i

n
ℜsp

0 +
i

n
ℜrdm

0

)
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donde el caso ı́ndice tiene solamente contactos locales.

Si se considera ahora el caso en que la infección ı́ndice sólo tiene un contacto con distancia

grande, con probabilidad P (1). El caso ı́ndice infectará su contacto con distancia grande

con probabilidad proporcional a 1
n
, pero otra vez, los contactos locales n− 1 de los casos

ı́ndice puede tener entre ellos contactos con distancia grande. Como en los anteriores

cálculos, si hay i contactos con distancia grande entre los contactos locales de los caso

ı́ndice, entonces el número esperando de casos ternarios producidos por estos es dado por

ℜav
0 =

n
∑

i=0

P (i, φ)

(

n− i

n
ℜsp

0 +
i

n
ℜrdm

0

)

Sin embargo, en el caso secundario están los contactos de distancia grande del caso ı́ndice,

el producirá ℜrdm
0 casos ternarios. Por lo tanto, el número total de casos ternarios pro-

ducido por los casos secundarios de un infectado ı́ndice con solamente un contacto con

distancia grande se convierte

ℜ0(1) =
n− 1

n
ℜav

0 +
1

n
ℜrdm

0

En general, si el caso ı́ndice tiene exactamente i contactos de larga distancia, el número

de casos ternarios producido por un caso secundario promedio está dado por

ℜ0(i) =
n− 1

n
ℜav

0 +
i

n
ℜrdm

0

El número reproductivo básico para una red small-world se obtiene como promedio de

todas estas posibilidades

ℜsw
0 (φ) =

n
∑

i=0

P (i, φ)ℜ0(i) =

n
∑

i=0

P (i, φ)

(

n− i

n
ℜav

0 +
i

n
ℜrdm

0

)
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3.5. Estimaciones emṕıricas del número reproductivo básico

Para redes con coeficiente de agrupamiento despreciable se mostró que el número repro-

ductivo básico se puede calcular en forma anaĺıtica exacta (expresión 3.1). Para redes con

alto coeficiente de agrupamiento el cálculo suele ser muy complicado, en muchos casos

es dif́ıcil encontrar una expresión anaĺıtica, y por lo general se tienen solo expresiones

aproximadas como 3.2.

Afortunadamente en un modelo de redes se puede conocer emṕıricamente el valor del

número reproductivo básico. En efecto los nodos que se eligen (al azar) como infectados

al inicio conforman la primera generación (de infectados). Todos los casos producidos

por ellos son etiquetados como infectados de la segunda generación. Los infectados por

estos a su vez se etiquetan como infectados de la tercera generación y aśı. Finalmente se

calcula el cociente de los infectados de la tercera generación sobre infectados de la segunda

generación y se obtiene aśı un valor de una variable estocástica que se llamará r0. Ahora

se debe promediar y para ello se realiza repeticiones de simulaciones independientes (o

sea cada simulación se realiza con una semilla distinta para el generador de secuencias

pseudoaleatorias) y luego se promedia. De esta forma se puede obtener tanto el valor

medio, que corresponde a una estimación de ℜ0, como el correspondiente error estándar y

se puede evaluar qué tan buenas son las estimaciones del número reproductivo básico. En

la figura 3.1 se muestra que la aproximación 3.2 es una buena aproximación del número

reproductiva básico.
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Figura 3.1: Comparación entre las estimaciones emṕıricas del número reproductivo básico

y la estimación teórica 3.2 de una Red Espacial.

Finalmente, en este caṕıtulo si bien al comienzo es introductorio, al final se obtiene el

siguiente resultado: se deduce la distribución para el número de casos secundarios produ-

cidos por un caso ı́ndice cuando el coeficiente de agrupamiento es nulo y se muestra que,

contra lo esperado, la distribución no es binomial. Luego se utiliza el resultado para cal-

cular el número reproductiva básico para redes aleatorias con coeficiente de agrupamiento

nulo.
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Caṕıtulo 4

Caracterización estad́ıstica de las

Redes Scale-Free

4.1. Estructura de las Redes Scale Free

La estructura de la red de contactos juega un papel fundamental en la dinámica de in-

fección en una población. Las redes aleatorias más simples son las de Erdos-Renyi [15] en

donde la distribución de grado es Poisson. En estas redes el grado medio de la distribución

es también el grado más probable y la variabilidad es baja en el sentido de que la proba-

bilidad de encontrar nodos con grado superior a la media decrece en forma exponencial.

Este no es el caso de las Scale- Free (redes de escala libre) que siguen una distribución de

grado potencial ([29], [30]), f(k) ∼ k−β, como se ve en la siguiente figura:

69
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Figura 4.1: Distribución de grado para las redes SF.

Se puede ver que la distribución acumulada, y su complemento también siguen una dis-

tribución potencial. En efecto la distribución acumulada es

F (k) ≡
∑k

0 f(j) ≡ P (j 6 k) entonces P (j > k) = 1 − F (k) y se tiene que P (K > k) =

1− F (k) ≈ ck−α con 0 < c < ∞. Entonces se obtiene que:

Para 1 < α < 2 se tiene F tiene varianza infinita y media finita.

Para 0 < α ≤ 1 se tiene F tiene que tanto la varianza como la media son infinitas.

Si al complemento de la distribución acumulada se toma log en ambos miembros se tiene

log(P (K > k)) = log(ck−α) = log(c)− α log(k)

Por lo tanto, el gráfico de k versus 1 − F (k) en una escala doble logaŕıtmica resulta una

recta de pendiente −α. Para una red ideal con distribución de grado potencial tanto la

distribución de grado como la acumulada son equivalentes. Sin embargo, en redes reales o

las obtenidas con algoritmos dinámicos como el de conexión preferencial, para determinar

el carácter potencial de la distribución conviene utilizar las frecuencias acumuladas [30].
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En general se dirá que una red es scale-free si presenta una distribución asintóticamente

potencial.

La varianza de la distribución de grado de estas redes es muy superior a las de Erdos-

Renyi y en particular el grado medio no es representativo de la población. En este caso la

aproximación desarrollada en Aparicio y Pascual [4] no funciona como ha sido remarcado

en Bansal [18]. Como se verá, el problema principal consiste en considerar que en redes

con distribuciones de grado de alta variabilidad, la media (y eventualmente la varianza)

sean representativas de toda la red.

4.2. Creando redes con un algoritmo de conexión preferencial

En este trabajo se consideran redes creadas con el método de Barabasi y Albert [29](que

de ahora en más se llamará redes BA o SF) utilizando el método de conexión preferencial.

Las redes creadas presentan una distribución aproximadamente potencial. En el algoritmo

desarrollado se fija el grado medio n y el número de nodos N . Se tienen que distribuir

entonces nN
2

aristas. Inicialmente se considera N0 nodos equivalentes. Luego se agrega un

nodo y se lo conecta a alguno de los N0 eligiéndolos con igual probabilidad. Los nodos

agregados aumentan su grado en uno. Se continúa el proceso teniendo en cuenta que la

probabilidad de seleccionar algunos de los nodos pertenecientes a la red cuando se agrega

un nodo nuevo es proporcional al grado presente del nodo. El procedimiento continua hasta

que todas las aristas fueron distribuidas entre los N nodos. En las secciones siguientes se

estudiará las caracteŕısticas topológicas de las redes aśı construidas.

4.2.1. El efecto de N0 en el grado máximo y la variabilidad

Las redes Scale- Free se crearon utilizando el algoritmo de conexión preferencial [29]. A

partir de N0 nodos todos con igual peso se agregaron en forma secuencial N −N0 nodos,
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donde la probabilidad de conexión con los nodos existentes es proporcional al número

de conexiones que el nodo posee en dicho momento. Tanto la variabilidad como el grado

máximo obtenidos en este proceso dependen de N0. La secuencia pseudo-aleatoria es

determinada por un parámetro que se llamará semilla (seed). Se fija esta semilla para que

la red sea siempre igual y después solo se hacen muchas simulaciones donde lo que vaŕıa

es la epidemia. Las semillas se eligen de tal manera que las SF tengan las varianzas y

asimetŕıas aproximadamente iguales. Entonces se calcula el grado máximo y la varianza

para diferentes valores de N0 y N con n = 8 y n = 16. A través de las siguientes gráficas

se podrá observar el efecto que produce N0 para diferentes redes SF.

Para N = 80000 con n = 8 se tiene con promedio de 100 realizaciones los siguientes

valores:

N0 Grado Máximo

Promedio

Mı́nimo del Gra-

do Máximo

Máximo del gra-

do Máximo

Varianza

Promedio

Asimetŕıa

Promedio

10 807,34 339 1475 78,65 19898,89

50 530,31 343 870 67,20 9366,18

100 422,06 289 751 61,63 6338,85

150 366,27 228 590 58,64 5128,72

Como se puede observar en la tabla el grado máximo, la varianza y la asimetŕıa van

disminuyendo a medida que N0 es mas grande. A continuación se grafican diferentes redes

Scale- Free haciendo que N0 sea igual a 10, 50, 100 y 150.
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(a) (b)

Figura 4.2: a) Infectados en redes SF conN0 = 10. b) Infectados en redes SF conN0 = 50.

Para N = 80000 con n = 8.

(a) (b)

Figura 4.3: a) Infectados en redes SF con N0 = 100. b) Infectados en redes SF con

N0 = 150. Para N = 80000 con n = 8.
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Para N = 80000 con n = 16 se tiene con promedio de 100 realizaciones los siguientes

valores:

N0 Grado Máximo

Promedio

Mı́nimo del Gra-

do Máximo

Máximo del gra-

do Máximo

Varianza

promedio

Asimetŕıa

Promedio

10 1146,55 459 2062 168,21 56225,27

50 753,56 509 1189 145,39 26561,44

100 601 413 1091 134,37 18097,47

150 523,46 325 847 128,43 14679,83

Como se puede observar en la tabla también el grado máximo y la varianza de la distri-

bución de grado van disminuyendo a medida que N0 es más grande. A continuación se

graficaron diferentes redes scale- free haciendo que N0 sea igual a 10, 50, 100, 150.

(a) (b)

Figura 4.4: a) Infectados en redes SF conN0 = 10. b) Infectados en redes SF conN0 = 50.

Para N = 80000 con n = 16.
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(a) (b)

Figura 4.5: a) Infectados en redes SF con N0 = 100. b) Infectados en redes SF con

N0 = 150. Para N = 80000 con n = 16.

A través de las anteriores gráficas se puede observar el efecto que produce N0 para dife-

rentes redes SF, es decir, para N0 muy bajo las población de redes creadas presenta una

variabilidad mucho mas grande, y debido a esto es posible seleccionar algunas con una

distribución mas aproximadamente potencial. Por lo tanto, de todos los anteriores valores

para N0 se observa más variabilidad cuando N0 es igual a 10. Además se calcularon pa-

ra los anteriores N0 el grado máximo promedio, mı́nimo del grado máximo, máximo del

grado máximo, varianza promedio y asimetŕıa promedio, aqúı se vió que mientras más

grande es N0 esos valores van disminuyendo.

4.2.2. Caracteŕısticas Topológicas: Distribución de grado, Longitud de camino

medio y Coeficiente de agrupamiento

Como se ha visto las redes creadas con el algoritmo de conexion preferencial, presentan

una distribución de grado aproximadamente potencial. Para una red de tamaño N dado

se calcula la frecuencia asociada con cada grado nk

N
donde nk es el número observado de
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nodos con grado k. Estas frecuencias no suelen ser las más adecuadas para determinar

el carácter potencial de la distribución ya que en particular presentan una dispersión

muy grande en los grados altos, con muchas frecuencias nulas. Es conveniente utilizar el

complemento de las frecuencias acumuladas [30], F (k) = 1−
∑ nk

N
. Utilizando lo anterior,

se verá que la distribución asintótica es aproximadamente potencial para N = 80000 con

n = 8 y n = 16 considerando dos casos diferentes. Entonces,

Para N = 80000 con n = 8

Se eligen dos diferentes casos: El primer caso se elige viendo el mı́nimo del grado máximo

y el segundo caso se elige viendo el máximo del grado máximo entonces para N0 = 10 se

elegirá los 3 y 20, para N0 = 50 se elegirá 69 y 12, para N0 = 100 se elegirá 41 y 72 y

para N0 = 150 se elegirá 46 y 95. Con los valores anteriores se cálculo lo siguiente:

N0 casos Coeficiente de

Agrupamiento

Longitud de ca-

mino medio

Máximo del Pi-

co

Tiempo del pico

10 3 0,000483 3,639 12274 5,10

20 0,000356 3,403 12094 4,59

50 69 0,000345 4,798 12196 6,05

12 0,000350 4,602 11657 5,95

100 41 0,000286 4,582 12339 7,40

72 0,000317 4,604 11865 6,25

150 46 0,000272 4,400 12061 5,55

95 0,000311 3,764 11750 5,20

Como el coeficiente de agrupamiento toma valores entre 0 y 1, por lo tanto se considera

que una red posee un bajo coeficiente de agrupamiento si este es mucho menor que 1,

entonces según la tabla anterior para una red aleatoria el coeficiente de agrupamiento es

muy bajo entre 0,000272 y 0,000483. Además una longitud de camino medio es baja si es

del orden de 1, entonces las redes presentan también una longitud de camino medio muy

baja entre 3,403 y 4,798.
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Como se puede ver en las siguientes figuras, la distribución asintótica es aproximadamente

potencial con exponente α entre -1,71 y -2,59, donde el caso que representa el mı́nimo del

grado máximo se lo gráfica de color negro y el caso que representa el máximo del grado

máximo se lo gráfica de color verde.

(a) (b)

(c)

Figura 4.6: a) Distribución de frecuencias t́ıpica para el mı́nimo del grado máximo (negro) y el

máximo del grado máximo (verde) son redes creadas con el algoritmo BA descrito en el texto.

b) Regresión lineal del caso que representa el mı́nimo del grado máximo donde se han eliminado

algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias. c) Regresión lineal del

caso que representa el máximo del grado máximo donde se han eliminado algunos puntos del

comienzo y la cola de la distribución de frecuencias. Para N0 = 10 con N = 80000 y n = 8.
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Para N0 = 50, 100, 150 se procede en forma análoga obteniendo

(a) (b)

(c)

Figura 4.7: a) Distribución de frecuencias t́ıpica para el mı́nimo del grado máximo (negro)

y el máximo del grado máximo (verde) son redes creadas con el algoritmo BA descrito en

el texto. b) Regresión lineal del caso que representa el mı́nimo del grado máximo donde

se han eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias.

c) Regresión lineal del caso que representa el máximo del grado máximo donde se han

eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias. Para

N0 = 50 con N = 80000 y n = 8.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.8: a) Distribución de frecuencias t́ıpica para el mı́nimo del grado máximo (negro)

y el máximo del grado máximo (verde) son redes creadas con el algoritmo BA descrito en

el texto. b) Regresión lineal del caso que representa el mı́nimo del grado máximo donde

se han eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias.

c) Regresión lineal del caso que representa el máximo del grado máximo donde se han

eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias. Para

N0 = 100 con N = 80000 y n = 8.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.9: a) Distribución de frecuencias t́ıpica para el mı́nimo del grado máximo (negro)

y el máximo del grado máximo (verde) son redes creadas con el algoritmo BA descripto

en el texto. b) Regresión lineal del caso que representa el mı́nimo del grado máximo donde

se han eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias.

c) Regresión lineal del caso que representa el máximo del grado máximo donde se han

eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias. Para

N0 = 150 con N = 80000 y n = 8.
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Se realiza el mismo trabajo anterior pero ahora cambiando n.

Para N = 80000 con n = 16

De la misma manera se tomaron dos diferentes casos, el primer caso se elige viendo el

mı́nimo del grado máximo y el segundo caso se elige viendo el máximo del grado máximo

entonces para N0 = 10 se elegirá 3 y 20, para N0 = 50 se elegirá 78 y 12, para N0 = 100

se elegirá 41 y 72 y para N0 = 150 se elegirá 46 y 95. Con los valores anteriores se cálculo

lo siguiente:

N0 casos Coeficiente de

Agrupamiento

Longitud de ca-

mino medio

Máximo del Pi-

co

Tiempo del pico

10 3 0,000525 3,083 30641 2,84

20 0,000524 2,884 30178 2,39

50 78 0,000428 3,051 30221 2,85

12 0,000454 3,777 30208 2,85

100 41 0,000430 3,687 29941 2,84

72 0,000409 3,793 30383 2,79

150 46 0,000398 3,662 30292 2,79

95 0,000431 3,175 30106 2,75

Como es de esperar para una red aleatoria el coeficiente de agrupamiento es muy bajo

entre 0,000398 y 0,000525 . Las redes presentan también una longitud de camino medio

muy baja entre 2,884 y 3,793.

Como se puede ver en las siguientes figuras, la distribución asintótica es aproximadamente

potencial con exponente α entre -2,29 y -2,59, donde el caso que representa el mı́nimo del

grado máximo se lo gráfica de color negro y el caso que representa el máximo del grado

máximo se lo gráfica de color verde.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.10: a) Distribución de frecuencias t́ıpica para el mı́nimo del grado máximo (negro)

y el máximo del grado máximo (verde) son redes creadas con el algoritmo BA descrito en

el texto. b) Regresión lineal del caso que representa el mı́nimo del grado máximo donde

se han eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias.

c) Regresión lineal del caso que representa el máximo del grado máximo donde se han

eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias. Para

N0 = 10 con N = 80000 y n = 16.
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Para N0 = 50, 100, 150 se procede en forma análoga obteniendo

(a) (b)

(c)

Figura 4.11: a) Distribución de frecuencias t́ıpica para el mı́nimo del grado máximo (negro)

y el máximo del grado máximo (verde) son redes creadas con el algoritmo BA descrito en

el texto. b) Regresión lineal del caso que representa el mı́nimo del grado máximo donde

se han eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias.

c) Regresión lineal del caso que representa el máximo del grado máximo donde se han

eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias. Para

N0 = 50 con N = 80000 y n = 16.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.12: a) Distribución de frecuencias t́ıpica para el mı́nimo del grado máximo (negro)

y el máximo del grado máximo (verde) son redes creadas con el algoritmo BA descrito en

el texto. b) Regresión lineal del caso que representa el mı́nimo del grado máximo donde

se han eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias.

c) Regresión lineal del caso que representa el máximo del grado máximo donde se han

eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias. Para

N0 = 100 con N = 80000 y n = 16.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.13: a)Distribución de frecuencias t́ıpica para el mı́nimo del grado máximo (negro)

y el máximo del grado máximo (verde) son redes creadas con el algoritmo BA descrito en

el texto. b) Regresión lineal del caso que representa el mı́nimo del grado máximo donde

se han eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias.

c) Regresión lineal del caso que representa el máximo del grado máximo donde se han

eliminado algunos puntos del comienzo y la cola de la distribución de frecuencias. Para

N0 = 150 con N = 80000 y n = 16.
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Las distintas redes creadas son relativamente similares (grado máximo y varianza son

similares entre las distintas redes). Se eligieron dos casos, el primer caso se eligió viendo

el mı́nimo del grado máximo y el segundo caso viendo el máximo del grado máximo para

N0 = 10, 50, 100, 150, se tomaron los extremos para ver cuánto vaŕıan. Luego se calculó el

coeficiente de agrupamiento, longitud de camino medio, máximo del pico y tiempo del pico

y se observa que las redes construidas poseen un muy bajo coeficiente de agrupamiento

y longitud de camino medio, y que el máximo del pico y tiempo del pico se tiene mejor

aproximaciones cuando n = 16.

Como se crearon las redes utilizando el algoritmo de conexión preferencial se puede ob-

servar en las figuras donde se grafican las distribuciones de frecuencias t́ıpicas que en la

cola de la distribución de frecuencias (observada en una red dada) se aleja de la distri-

bución potencial. Para evitar que las variaciones de conectividad de la red confundan las

variaciones propias de las epidemias simuladas, se eligieron algunas redes, las que presen-

taban distribución mas aproximadamente potencial, y luego se realizaron los estudios de

dinámica de transmisión siempre utilizando las mismas redes.

4.3. Caracteŕısticas de las epidemias en redes BA

4.3.1. Número reproductivo básico

Dado que las redes de BA creadas son aleatorias y con coeficiente de agrupamiento casi

nulo se espera que el número reproductivo básico esté dado por (ver caṕıtulo 3)

ℜ0 =

[

(n− 1) +
var

n

]

ρ. (4.1)

Para una red especifica creada con el algoritmo de conexión preferencial el grado medio

está determinado por construcción. Sin embargo, la varianza dependerá de cada red en

particular.
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Para una dada red la varianza es conocida, ya que se conoce la distribución de frecuencia

de grado de la misma. Por lo tanto, para cada valor de ρ se puede calcular el número

reproductivo básico utilizando 4.1, por otro lado utilizando la misma red se puede estimar

emṕıricamente el valor del número reproductivo básico como se detalló en el caṕıtulo 3.

Los resultados están en un excelente acuerdo entre el valor teórico y el emṕırico como se

puede ver a continuación

Para N = 80000 con n = 8, se toman diferentes redes creadas con el algoritmo de conexión

preferencial y considerando el error estándar se obtiene

Figura 4.14: Comparación entre los valores emṕırico de ℜ0 y el valor teórico 4.1 con n = 8.

Las barras indican el error estándar.

Figura 4.15: Comparación entre los valores emṕırico de ℜ0 y el valor teórico 4.1 con n = 8.

Las barras indican el error estándar.
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Para el grado medio n = 16 se toman diferentes redes creadas con el algoritmo de conexión

preferencial y considerando el error estándar se obtiene

Figura 4.16: Comparación entre los valores emṕırico de ℜ0 y el valor teórico 4.1 con

n = 16. Las barras indican el error estándar.

Figura 4.17: Comparación entre los valores emṕırico de ℜ0 y el valor teórico 4.1 con

n = 16. Las barras indican el error estándar.

Por lo tanto, se puede observar que el ℜ0 teórico 4.1 coincide dentro del error con las

estimaciones emṕıricas mientras mas grande sea n.
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4.3.2. Epidemias Únicas

Cuando la mortalidad es nula solo se puede tener un pico epidémico y el equilibrio endémi-

co no es posible ya que en el equilibrio el número de infectados es cero. La siguiente figura

muestra una simulación t́ıpica correspondiente a una eṕıdemia única

Figura 4.18: Epidemias en una red BA de 80000 nodos con mortalidad nula, para ρ = 0,2

y ρ = 0,4.

Para distintos valores de la probabilidad de transmisión ρ se computó el pico epidémico,

el tiempo al que ocurre y el tamaño final de la epidemia. Es decir, utilizando una red SF

se computaron los resultados de 50 realizaciones para el valor máximo de la población

infectada (pico), el tiempo al que ocurre (tp) y el tamaño final de la epidemia (TE es la

proporción del número total de infectados sobre el número total de la población, en el

curso de la epidemia), para distintos valores de ρ. Los resultados se muestra en la siguiente

tabla:
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ρ pico tp TE

0.2 12076 5,44 0,636

0.3 24550 2,99 0,829

0.4 35006 1,94 0,913

0.5 43607 1,34 0,954

Cuadro 4.1: Promedio de 50 realizaciones. Para una red SF. TE tamaño de la epidemia.

Para la red seleccionada, con grado medio n = 8, la varianza de la distribución de fre-

cuencias del grado es 81.25, por lo tanto el número reproductivo básico resulta

ℜ0 = 17,15ρ

4.3.3. Dinámica vital y equilibrio endémico

Cuando se considera la tasa de mortalidad y la tasa de nacimiento iguales, por ejemplo

µ = 0,05, las simulaciones muestran que puede existir un equilibrio endémico por peŕıodos

prolongados. Para la red elegida en la figura 4.19 se muestra la evolución de la fracción

susceptible.

Figura 4.19: Evolución de la fracción susceptible en una red BA de 80000 nodos para

ρ = 0,2 y ρ = 0,4.
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Por la gráfica 4.19 se obtiene lo siguiente:

Para ρ = 0,2 el número reproductivo básico resulta ℜ0 = 3,43 y entonces 1
ℜ0

= 0,29 es

significativamente mas baja que la observada en las simulaciones, cuyo promedio luego de

los trasientes es < S
N

>= 0,618.

Para ρ = 0,4 el número reproductivo básico resulta ℜ0 = 6,83 y entonces 1
ℜ0

= 0,146 que

nuevamente es significativamente mas baja que la observada en las simulaciones, cuyo

promedio luego de los trasientes es < S
N

>= 0,35.

En ambos casos se ve que la proporción susceptible promedio en el régimen estacionario

es un poco superior al doble de la esperada en una red de Erdos-Renyi y que la igualdad

< S
N

>= 1
ℜ0

no se cumple para las redes Scale-Free.

4.4. Aplicación: Mis Amigos en Facebook

Para conocer el mundo de las redes sociales desde una perspectiva totalmente distinta a

la de ser un simple usuario de alguna red social, se utiliza la teoŕıa de grafos para poder

representar las redes sociales, en este caso la red social que se utiliza es Facebook. A través

de un programa, se pudo obtener mis amigos de Facebook entonces el conjunto de datos

son: Mis Amigos, que serán los nodos (448 nodos) y se establecerá que dos nodos tienen

una relación o arista en el supuesto que estén en la lista de amigos (2777 aristas) como se

puede ver en el siguiente gráfico:
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Figura 4.20: Grafo con 448 nodos y 2777 aristas.

Para que se vea que todos los nodos tienen el nombre de alguno de Mis Amigos se muestra

el siguiente gráfico

Figura 4.21: Grafo con los 448 nodos etiquetados.
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Si se dibuja la distribución de grado de la red que sale de Mis Amigos en Facebook se

puede observar que tiene la siguiente distribución

Figura 4.22: Distribucion de grado.

Si la gráfica anterior se realiza utilizando escalas logaŕıtmicas en ambos ejes se obtiene

Figura 4.23: Distribución de grado en escala log-log y también se grafica la regresión lineal.

Se puede observar un ajuste para dos regiones, ambas potenciales. La primera tiene un

exponente pequeño, en cambio la segunda es mas grande, pero lo que importa para que
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una red sea Scale-Free es que sea potencial en la cola y como se puede observar en la

gráfica anterior la cola es potencial.

En la siguiente figura se puede ver que un nodo tiene una alta conectividad

Figura 4.24: El nodo con el más alto grado.

Tal que si al gráfico anterior se le agregan las etiquetas a los nodos se muestra cual de

Mis Amigos tiene el grado mas grande como se ve en la siguiente figura

Figura 4.25: El nodo con el más alto grado y su etiqueta.
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También se han calculado el coeficiente de agrupamiento: 0,444 y longitud de camino

medio: 2,962 y es interesante destacar que el coeficiente de agrupamiento es muy alto, a

diferencia de las redes BA que tienen coeficiente de agrupamiento casi nulo.

Por lo tanto, se ha podido observar que la red social Facebook presenta una distribución

de grado aproximadamente potencial con exponente cercano a -0,37 (la primera región) y

-4,19 (la segunda región)como lo indica la gráfica 4.23, y para que una red sea Scale-Free

es que sea potencial en la cola, entonces si se descarta la primera región y se considera

solo la segunda región que justamente es la cola y además es potencial entonces se puede

decir que Facebook tiene una estructura aproximadamente Scale-Free.

Observar que a pesar que Facebook tiene una distrubución aproximadamente potencial,

como las redes BA pero tiene una gran diferencia, el coeficiente de agrupamiento es muy

alto, a diferencia de las redes BA que tienen coeficiente de agrupamiento casi nulo. Con es-

tos resultados se abre una nuevo camino para estudiar en el futuro como seŕıa la dispersión

de enfermedades en este tipo de redes.
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Caṕıtulo 5

Un modelo simple para redes

Scale-Free

Las redes Scale-Free son redes complejas con alta variabilidad en la distribución de grado

lo que dificulta el análisis de las mismas. En este caṕıtulo se presenta y se analiza un

modelo de red simple cuyas caracteŕısticas son muy similares a las de una red Scale-Free.

Aplicaciones del nuevo modelo se presentan en este caṕıtulo.

5.1. El modelo

Como se ha visto en el caṕıtulo anterior las redes Scale-Free, como las del modelo BA,

poseen una distribución de grado con alta variabilidad y se observa mas esa variabilidad

cuando N0 es igual a 10. La distribución (aproximadamente) potencial hace que estas

redes tengan una mayoŕıa de nodos con grados bajos y unos pocos con un grado muy alto

(a estos últimos se los llama super-propagadores que juegan un rol principal en la dinámica

de infección, se los denomina aśı porque estos nodos tienen muchos contactos y de esa

manera propagan las enfermedades más rápido). Aqúı se considera una aproximación que

97
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a primera vista puede parecer extrema: una red con solo dos grados n1 y n2, con n1 ≪ n2.

Para abreviar a estas nuevas redes con solo dos grados se las llamaran redes “2G”, esta

red solo tiene dos tipos de nodos muchos con bajo grado y pocos super-propagadores.

Para construir una de estas redes se necesita determinar el número de nodos con grado

n1 (que se llamará N1) y el número de nodos con grado n2 (que se llamará N2) y luego

establecer una regla para distribuir las aristas entre los nodos. La idea es que estas redes

resulten una representación simple de una red de tipo Scale-Free por eso se impondrán

ciertas condiciones. Se deben determinar cuatro valores (n1, n2, N1 y N2), es decir, se

necesitan cuatro condiciones. Primero ambas redes deben tener el mismo número de nodos

N entonces N1+N2 = N . Luego se pide que los tres primeros momentos de la distribución

de grado de la red compleja coincidan (lo más aproximadamente posible) con los de la

nueva red. O sea el grado medio (n), la varianza (var) y la asimetŕıa de la red Scale-Free

deben ser los más aproximados posibles a los correspondientes momentos de la red 2G.

Es decir,

1. N = N1 +N2

2. n = n1N1+n2N2

N

3. var = N1

N
(n1 − n)2 + N2

N
(n2 − n)2 tal que se cumple var2G ≈ varSF

4. asimetŕıa= N1

N
(n1 − n)3 + N2

N
(n2 − n)3 tal que se cumple asimetŕıa 2G ≈asimetŕıa

SF

Dado que los valores ni, Ni son enteros en general la igualdad no podrá ser cumplida y

en tal caso se buscan las mejores aproximaciones, es decir los enteros mas cercanos.

Teniendo en cuenta que el algoritmo de conexión preferencial produce redes con distribu-

ciones aproximadamente potenciales pero con una gran variabilidad entre ella (ver tablas

en el caṕıtulo anterior) los valores de la redes 2G se elegirán para cada red BA en parti-

cular.
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Si se tiene N1 nodos con grado 1, N2 nodos con grado 2, . . . , Nj nodos con grado j talque

j + 1 ≫ j, entonces la distribución de grado para j grados se muestra en la siguiente

gráfica

Figura 5.1: Distribución de grado que tiene j = 100 grados

Cada columna que se obtiene del gráfico anterior representa una ecuación diferencial, por

ejemplo, para estudiar estas redes se debeŕıa trabajar con j ecuaciones diferenciales, y

si j es muy grande se haŕıa imposible entonces la motivación para simplificar una red

Scale-Free, es reducir el número de ecuaciones diferenciales, por eso se propone una red

aleatoria con una distribución mucho más simple, esto consiste en dividir la distribución

de grado en dos, es decir, hay solo N1 nodos con grado n1 y N2 nodos con grado n2 con

n2 ≫ n1. Lo anterior se muestra en el siguiente gráfico
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Figura 5.2: Como se dividirá la distribución de grado.

Para poder entender lo anterior, se realiza el siguiente ejemplo de una red 2G donde se

considera el grado medio n = 8, N = N1+N2 con N1 = 9600, N2 = 400, n1 = 7 y n2 = 32.

Gráficamente seŕıa lo siguiente

Figura 5.3: Distribución de una red 2G con N1 = 9600, N2 = 400, n1 = 7, n2 = 32 y

n = 8.
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5.1.1. Conectando los nodos

El algoritmo de conexión preferencial produce redes con nodos con un alto grado. Sin

embargo, los últimos nodos en agregarse a la red tienen grado bajo y alta probabilidad

de conectarse con nodos de alta conectividad. Para emular esta estructura de contactos

el algoritmo que se realiza es como sigue:

Una vez determinados los valores de N1, N2, n1 y n2 con N2 ≪ N1 y n2 ≫ n1, se comienza

a recorrer los nodos de la población pequeña N2 asignando cada uno de sus n2 contactos

al azar (y por lo tanto se espera que una fracción Ni

N
sean nodos de la población Ni).

Finalmente se reparten los contactos restantes de los nodos de la población N1 entre

śı teniendo en cuenta de no repetir contactos y de que cada nodo tenga exactamente

grado n1.

5.1.2. Caracterización topológica de las redes 2G y comparación

Para las redes creadas con el algoritmo se calcula el coeficiente de agrupamiento y la

longitud de camino medio, luego se los compara con los correspondientes valores obtenidos

en las redes complejas BA. Los resultados se presentan en las siguientes tablas.

Para N = 80000 con n = 8 se toman los siguientes valores N1 = 79801, n1 = 8, N2 = 199

y n2 = 176

seed VAR 2G VAR SF Asimetŕıa

2G

Asimetŕıa

SF

Clustering

2G

Clustering

SF

Camino

Medio 2G

Camino

Medio SF

1 70,21 70,90 11794,81 11692,14 0,000277 0,000416 4,842 3,575

2 71,37 10518,01 0,000258 0,000406 5,182 4,836

5 70,23 10317,32 0,000282 0,000436 5,529 3,785

17 67,83 9801,84 0,000286 0,000461 5,476 3,739

El coeficiente de agrupamiento para las 2G es muy bajo entre 0,000258 y 0,000286, igual
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que para las redes SF que está entre 0,000406 y 0,000461. Las redes 2G presentan una

longitud de camino medio entre 4,842 y 5,529 y las SF tienen entre 3,575 y 4,836.

Para N = 80000 con n = 16 se toman los siguientes valores N1 = 79703, n1 = 15,

N2 = 297 y n2 = 217

seed VAR 2G VAR SF Asimetŕıa

2G

Asimetŕıa

SF

Clustering

2G

Clustering

SF

Camino

Medio 2G

Camino

Medio SF

1 150,98 150,70 30146,73 31761,42 0,000396 0,000476 4,092 3,016

2 153,76 30006,85 0,000412 0,000478 4,193 4,033

5 151,22 29041,28 0,000410 0,000515 4,187 3,256

17 145,65 27398,96 0,000388 0,000553 4,182 3,158

El coeficiente de agrupamiento para las 2G es muy bajo entre 0,000388 y 0,000412, igual

que para las redes SF que esta entre 0,000476 y 0,000553 . Las redes 2G presentan una

longitud de camino medio entre 4,092 y 4,193 y las SF tienen entre 3,016 y 4,033.

5.1.3. Comparación de las epidemias

Para el caso en que no existe reemplazo de nodos recuperados o infectados por nodos

susceptibles se tienen epidemias únicas. El tamaño final de la epidemia para distintos

casos aśı como el tamaño del pico y el tiempo al que ocurre se obtuvieron para las redes

2G y se las comparó con las correspondientes redes BA. Cuando se consideran nacimientos

y muertes se pueden observar simulaciones en que las poblaciones alcanzan valores de

equilibrio endémico. En tales caso se compararon los valores promedio de la proporción

susceptible < S
N

> en el régimen estacionario con los valores correspondientes para redes

BA, como se pueden apreciar en las siguientes tablas.

Para N = 80000 con n = 8 se toman los siguientes valores N1 = 79801, n1 = 8, N2 = 199

y n2 = 176
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Tamaño final

de la epide-

mia 2G

Tamaño final

de la epide-

mia SF

Máximo

del pico

2G

Máximo

del pico

SF

Tiempo

del Pico

2G

Tiempo

del Pico

SF

29433 30212 9873 12188 5,85 5,45

30590 31073 10107 12217 6,25 5,75

30125 31443 9822 12468 6,70 6,05

Promedio:

30049,33

Promedio:

30926,25

Promedio:

9934

Promedio:

12343,5

Promedio:

6,26

Promedio:

5,75

Se puede ver que el tamaño final de la epidemia, el máximo del pico y tiempo del pico

tanto en 2G como SF son similares. Lo mismo se realiza cambiando n.

Para N = 80000 con n = 16 se toman los siguientes valores N1 = 79703, n1 = 15,

N2 = 297 y n2 = 217

Tamaño final

de la epide-

mia 2G

Tamaño final

de la epide-

mia SF

Máximo

del pico

2G

Máximo

del pico

SF

Tiempo

del Pico

2G

Tiempo

del Pico

SF

53395 52588 29754 30219 3,35 2,85

53406 52747 29684 29952 3,25 2,65

53519 52764 29481 30132 2,95 2,80

Promedio:

53440

Promedio:

52699,66

Promedio:

29639,66

Promedio:

30101

Promedio:

3,18

Promedio:

2,76

Se puede ver también que el tamaño final de la epidemia, el máximo del pico y tiempo

del pico tanto en 2G como SF son similares en ambos tipos de redes.

En los siguientes gráficos se puede observar la comparación entre la evolución temporal

de susceptibles, infectados y recuperados obtenidos con ambos tipo de redes.

Para N = 80000 con n = 8 se toman los siguientes valores N1 = 79801, n1 = 8, N2 = 199

y n2 = 176 para diferentes redes creadas con el algoritmo de conexión preferencial
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(a) (b)

(c)

Figura 5.4: a) Susceptibles en redes SF (negro) y 2G (rojo) . b) Infectados en redes SF

(negro) y 2G (rojo) . c) Recuperados en redes SF (negro) y 2G (rojo). Para N = 80000

con n = 8, N1 = 79801, n1 = 8, N2 = 199, n2 = 176, ρ = 0, 25 y ℜ0 = 4,9.
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(a) (b)

(c)

Figura 5.5: a) Susceptibles en redes SF (negro) y 2G (rojo). b) Infectados en redes SF

(negro) y 2G (rojo). c) Recuperados en redes SF (negro) y 2G (rojo). Para N = 80000

con n = 8, N1 = 79801, n1 = 8, N2 = 199, n2 = 176, ρ = 0, 25 y ℜ0 = 4,9.



106 CAPÍTULO 5. UN MODELO SIMPLE PARA REDES SCALE-FREE

(a) (b)

(c)

Figura 5.6: a) Susceptibles en redes SF (negro) y 2G (rojo). b) Infectados en redes SF

(negro) y 2G (rojo). c) Recuperados en redes SF (negro) y 2G (rojo). Para N = 80000

con n = 8, N1 = 79801, n1 = 8, N2 = 199, n2 = 176, ρ = 0, 25 y ℜ0 = 4,9.
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(a) (b)

(c)

Figura 5.7: a) Susceptibles en redes SF (negro) y 2G (rojo). b) Infectados en redes SF

(negro) y 2G (rojo). c) Recuperados en redes SF (negro) y 2G (rojo). Para N = 80000

con n = 8, N1 = 79801, n1 = 8, N2 = 199, n2 = 176, ρ = 0, 25 y ℜ0 = 4,9.
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Lo mismo se realiza cambiando n

ParaN = 80000 con n = 16 se toman los siguientes valoresN1 = 79703, n1 = 15,N2 = 297

y n2 = 217 para diferentes redes creadas con el algoritmo de conexión preferencial

(a) (b)

(c)

Figura 5.8: a) Susceptibles en redes SF (negro) y 2G (rojo). b) Infectados en redes SF

(negro) y 2G (rojo). c) Recuperados en redes SF (negro) y 2G (rojo). Para N = 80000

con n = 16, N1 = 79703, n1 = 15, N2 = 297, n2 = 217, ρ = 0, 2 y ℜ0 = 4,9
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(a) (b)

(c)

Figura 5.9: a) Susceptibles en redes SF (negro) y 2G (rojo). b) Infectados en redes SF

(negro) y 2G (rojo). c) Recuperados en redes SF (negro) y 2G (rojo). Para N = 80000

con n = 16, N1 = 79703, n1 = 15, N2 = 297, n2 = 217, ρ = 0, 2 y ℜ0 = 4,9
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(a) (b)

(c)

Figura 5.10: a) Susceptibles en redes SF (negro) y 2G (rojo). b) Infectados en redes SF

(negro) y 2G (rojo). c) Recuperados en redes SF (negro) y 2G (rojo). Para N = 80000

con n = 16, N1 = 79703, n1 = 15, N2 = 297, n2 = 217, ρ = 0, 2 y ℜ0 = 4,9
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Si se sigue cambiando los valores de N1, N2, n1 y n2, para diferentes redes creadas con el

algoritmo de conexión preferencial, se observa que la evolución del número total de nodos

infectados resulta muy similar en la red SF y la 2G.

5.2. Algunas aplicaciones

5.2.1. Estimación de ℜ0

Se sabe que la población total es N = N1 +N2 talque los i contactos de N1 tiene grado

n1 con probabilidad P1 = N1
N

y los j contactos de N2 tiene grado n2 con probabilidad

P2 =
N2
N
.

Si hay un caso secundario entonces se tendrán n1 contactos con probabilidad Π1 donde

Π1 = n1P1α y se tendrán n2 contactos con probabilidad Π2 donde Π2 = n2P2α y α es la

normalización, se obtiene

Π1 +Π2 = n1P1α + n2P2α = α(n1P1 + n2P2) = 1

entonces

α =
1

n1P1 + n2P2

=
1

n1
N1
N

+ n2
N2

N

=
N

n1N1 + n2N2

(5.1)

Como n = n1
N1

N
+ n2

N2

N
entonces la ecuación (5.1) se puede escribir α = 1

n
o n = 1

α

Por definición de varianza se tiene lo siguiente
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V AR =
N1(n− n1)

2 +N2(n− n2)
2

N
=

N1

N

(

1

α
− n1

)2

+
N2

N

(

1

α
− n2

)2

=

=
N1

N

(

1

α2
−

2n1

α
+ n2

1

)

+
N2

N

(

1

α2
−

2n2

α
+ n2

2

)

=

=
N1

N
n2
1 −

2

α

N1

N
n1 +

N1

N

1

α2
+

N2

N
n2
2 −

2

α

N2

N
n2 +

N2

N

1

α2
=

=
N1

N
n2
1 +

N2

N
n2
2 −

2

α

(

N1

N
n1 +

N2

N
n2

)

+
1

α2

(

N1

N
+

N2

N

)

Como N1

N
n1 +

N2

N
n2 = n = 1

α
y N1

N
+ N2

N
= 1 entonces

V AR =
N1

N
n2
1 +

N2

N
n2
2 −

2

α

(

1

α

)

+
1

α2
(1) =

N1

N
n2
1 +

N2

N
n2
2 −

1

α2

ℜred
0 = (n1 − 1)ρΠ1 + (n2 − 1)ρΠ2 = ρ[(n1 − 1)Π1 + (n2 − 1)Π2] =

= ρ[(n1 − 1)n1P1α + (n2 − 1)n2P2α] = ρα[(n1 − 1)n1P1 + (n2 − 1)n2P2] =

= ρα[P1n
2
1 − P1n1 + P2n

2
2 − P2n2] = ρα

[

N1

N
n2
1 −

N1

N
n1 +

N2

N
n2
2 −

N2

N
n2

]

=

= ρα

[

N1

N
n2
1 +

N2

N
n2
2 −

(

N1

N
n1 +

N2

N
n2

)]

= ρα

[

N1

N
n2
1 +

N2

N
n2
2 −

1

α

]

Se suma y se resta 1
α2 y se obtiene

ℜred
0 = ρα

[

N1

N
n2
1 +

N2

N
n2
2 −

1

α2
+

1

α2
−

1

α

]

= ρα

[

V AR +
1

α2
−

1

α

]

=

= ρ

[

αV AR + α
1

α2
− α

1

α

]

= ρ

[

αV AR +
1

α
− 1

]

=
V ARρ

n
+ (n− 1)ρ

Por lo tanto el valor teórico para la red 2G es
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ℜred
0 =

V ARρ

n
+ (n− 1)ρ

Que es el valor esperado en general para una red aleatoria con bajo coeficiente de agru-

pamiento (que se ha visto en el caṕıtulo 3).

Utilizando las redes 2G se obtuvieron estimaciones emṕıricas del número reproductivo

básico y se las comparó con las correspondientes para redes BA. Los resultados se mues-

tran en las siguientes tablas:

Para N = 80000 con n = 8 se toman los siguientes valores N1 = 79740, n1 = 7,N2 = 260,

n2 = 154 y ℜ0
red = (n− 1)ρ+ V ARρ

n

tau ρ = τ

τ+1
ℜ0empirico2G ℜ0empiricoSF ℜ0

red para 2G ℜ0
red para SF

0,11 0,10 1,72 1,54 1,56 1,57

0,2 0,17 3,05 3,48 2,63 2,64

0,25 0,20 3,26 3,65 3,16 3,17

0,3 0,23 3,97 3,75 3,64 3,66

0,4 0,29 4,98 4,27 4,51 4,53

0,5 0,33 5,27 5,66 5,26 5,29

0,6 0,38 6,43 6,68 5,92 5,95

0,7 0,41 6,93 6,63 6,50 6,53

0,8 0,44 7,46 7,56 7,02 7,05

0,9 0,47 7,57 7,89 7,48 7,51

1 0,50 8,02 8,30 7,89 7,93

VAR 2G VAR SF Aśımetria 2G Aśımetria SF

70,27 70,90 10113,44 11692

Gráficamente si se tiene en cuenta el error estándar se obtiene
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(a) (b)

Figura 5.11: a) Comparación entre los valores emṕırico y teórico de ℜ0 con n = 8 para

una red 2G. b) Comparación entre los valores emṕırico y teórico de ℜ0 con n = 8 para

una red SF. Las barras indican el error estándar.

Si se toman otros valores N1 = 79775, n1 = 7,N2 = 225, n2 = 166 para el grado medio

n = 8 se obtiene

tau ρ = τ

τ+1
ℜ0empirico2G ℜ0empiricoSF ℜ0

red para 2G ℜ0
red para SF

0,11 0,10 1,69 1,79 1,58 1,58

0,2 0,17 3,02 2,90 2,65 2,65

0,25 0,20 3,41 3,69 3,18 3,18

0,3 0,23 4,05 3,79 3,67 3,67

0,4 0,29 4,94 5,17 4,54 4,55

0,5 0,33 5,18 5,29 5,30 5,31

0,6 0,38 6,13 7,07 5,96 5,97

0,7 0,41 6,68 7,18 6,55 6,56

0,8 0,44 8,04 7,52 7,07 7,08

0,9 0,47 8,26 7,54 7,53 7,54

1 0,50 8,36 7,96 7,95 7,96

VAR 2G VAR SF Aśımetria 2G Aśımetria SF

71,20 71,37 11092,38 10518,01

Gráficamente si se tiene en cuenta el error estándar se obtiene
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(a) (b)

Figura 5.12: a) Comparación entre los valores emṕırico y teórico de ℜ0 con n = 8 para

una red 2G. b) Comparación entre los valores emṕırico y teórico de ℜ0 con n = 8 para

una red SF. Las barras indican el error estándar.

Para el grado medio n = 16 se han tomado los siguiente valores N1 = 79685, n1 = 15,

N2 = 315, n2 = 213

tau ρ = τ

τ+1
ℜ0empirico2G ℜ0empiricoSF ℜ0

red para 2G ℜ0
red para SF

0,11 0,10 2,62 2,50 2,44 2,44

0,2 0,17 4,15 4,38 4,10 4,10

0,25 0,20 5,19 5,08 4,92 4,92

0,3 0,23 5,66 5,35 5,68 5,68

0,4 0,29 7 6,66 7,03 7,03

0,5 0,33 8,25 8,27 8,20 8,20

0,6 0,38 9,53 9,17 9,23 9,23

0,7 0,41 10,17 9,72 10,13 10,13

0,8 0,44 10,56 10,96 10,94 10,94

0,9 0,47 10,92 11,02 11,66 11,66

1 0,50 11,54 11,57 12,31 12,31

VAR 2G VAR SF Aśımetria 2G Aśımetria SF

153,80 153,76 30102,66 30006,85

Gráficamente si se tiene en cuenta el error estándar se obtiene
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(a) (b)

Figura 5.13: a) Comparación entre los valores emṕırico y teórico de ℜ0 con n = 16 para

una red 2G. b) Comparación entre los valores emṕırico y teórico de ℜ0 con n = 16 para

una red SF. Las barras indican el error estándar.

Si se toman otros valores N1 = 79699, n1 = 15,N2 = 301, n2 = 216 para el grado medio

n = 16 se obtiene

tau ρ = τ

τ+1
ℜ0empirico2G ℜ0empiricoSF ℜ0

red para 2G ℜ0
red para SF

0,11 0,10 2,59 2,76 2,42 2,42

0,2 0,17 4,49 3,98 4,08 4,08

0,25 0,20 4,89 4,86 4,89 4,89

0,3 0,23 5,94 5,62 5,65 5,64

0,4 0,29 7,19 7,49 6,99 6,99

0,5 0,33 7,44 7,73 8,16 8,15

0,6 0,38 8,83 9,29 9,18 9,17

0,7 0,41 9,80 9,83 10,08 10,07

0,8 0,44 10,43 10,67 10,87 10,87

0,9 0,47 10,83 10,99 11,59 11,58

1 0,50 11,31 11,77 12,23 12,23

VAR 2G VAR SF Aśımetria 2G Aśımetria SF

151,49 151,22 30009,90 29041,28

Gráficamente si se tiene en cuenta el error estándar se obtiene
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(a) (b)

Figura 5.14: a) Comparación entre los valores emṕırico y teórico de ℜ0 con n = 16 para

una red 2G. b) Comparación entre los valores emṕırico y teórico de ℜ0 con n = 16 para

una red SF. Las barras indican el error estándar.

Como se puede ver a través de todas estas gráficas mientras más grande sea n mejor se

aproxima el ℜ0 emṕırico al ℜ0 teórico de las dos redes.

5.2.2. Proporción susceptible y ℜ0

En el caṕıtulo anterior se mostró que si bien las redes BA (y las redes 2G) son aleatorias,

en el equilibrio endémico no se cumple la relación < S
N

>= 1
ℜ0
. Esto indica que los

contactos de un infectado t́ıpico no forman una muestra aleatoria de la población y por lo

tanto la fracción susceptible de los contactos de los infectados en el régimen estacionario

no coinciden con la proporción susceptible global. Utilizando el modelo simple de redes

2G se puede efectivamente demostrar que este es el caso. En efecto:

En el principio de una epidemia se tiene

S

N
∼= 1

Si se multiplica lo anterior por ℜ0 entonces
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ℜ0
S

N
∼= ℜ0 > 1

Por lo tanto la condición de equilibrio para redes es

(

S

N

)

eq

=
1

ℜ0

que también se puede escribir de la siguiente manera

(

N

S

)

eq

= ℜ0

Esta condición de equilibro se cumple para redes completas o redes Poisson, pero para

redes SF no se cumple y por lo tanto tampoco para el modelo simple 2G, como se muestra

a continuación:

Se tiene

1) ℜred
0 = V ARρ

n
+ (n− 1)ρ

2) V AR =
N1(n− n1)

2 +N2(n− n2)
2

N
=

N1

N
(n2 − 2nn1 + n2

1) +
N2

N
(n2 − 2nn2 + n2

2)

=
N1

N
n2 −

N1

N
2nn1 +

N1

N
n2
1 +

N2

N
n2 −

N2

N
2nn2 +

N2

N
n2
2

3) n = n1N1+n2N2

N
entonces nN = n1N1 + n2N2

4)N = N1 +N2

Si se reemplaza V AR en ℜred
0 se obtiene
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ℜred
0 =

V ARρ

n
+ (n− 1)ρ

= ρ
N1

nN
n2 − ρ

N1

nN
2nn1 + ρ

N1

nN
n2
1 + ρ

N2

nN
n2 − ρ

N2

nN
2nn2 + ρ

N2

nN
n2
2 + ρn− ρ

= ρn
N1 +N2

N
− 2ρ

(

N1n1

N
+

N2n2

N

)

+
ρ

nN

(

N1n
2
1 +N2n

2
2

)

+ ρn− ρ

= ρn− 2ρn+
ρ

nN

(

N1n
2
1 +N2n

2
2

)

+ ρn− ρ

=
ρ

nN

(

N1n
2
1 +N2n

2
2

)

− ρ

=
ρ

nN

(

N1n
2
1 +N2n

2
2 − nN

)

=
ρ

n1N1 + n2N2

(

N1n
2
1 +N2n

2
2 − (n1N1 + n2N2)

)

= ρ

(

(n2
1 − n1)

N1

n1N1 + n2N2
+ (n2

2 − n2)
N2

n1N1 + n2N2

)

Si se supone que se cumple

(

N

S

)

eq

= ℜ0

reemplazando lo anterior y considerando N = n1N1+n2N2

n
se obtiene

(

n1N1 + n2N2

nS

)

eq

= ρ

(

(n2
1 − n1)

N1

n1N1 + n2N2

+ (n2
2 − n2)

N2

n1N1 + n2N2

)

(

n1N1

nS
+

n2N2

nS

)

eq

=
ρ(n2

1 − n1)

n1N1 + n2N2
N1 +

(n2
2 − n2)

n1N1 + n2N2
N2

n1

nSeq
N1 +

n2

nSeq
N2 =

ρ(n2
1 − n1)

n1N1 + n2N2
N1 +

(n2
2 − n2)

n1N1 + n2N2
N2
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como se cumple la igualdad se tendŕıa que

n1

nSeq
=

ρ(n2
1−n1)

n1N1+n2N2
entonces Seq = n1

n1N1+n2N2

nρ(n2
1
−n1)

de la misma forma se obtiene

n2

nSeq
=

(n2
2
−n2)

n1N1+n2N2
entonces Seq = n2

n1N1+n2N2

nρ(n2
2
−n2)

entonces

n1
n1N1 + n2N2

nρ(n2
1 − n1)

= n2
n1N1 + n2N2

nρ(n2
2 − n2)

talque

n1

n2
1 − n1

n1N1 + n2N2

nρ
=

n2

n2
2 − n2

n1N1 + n2N2

nρ

n1

n2
1 − n1

=
n2

n2
2 − n2

n1

n1(n1 − 1)
=

n2

n2(n2 − 1)

1

n1 − 1
=

1

n2 − 1

(n1 − 1) = (n2 − 1)

n1 = n2

entonces se obtiene n1 = n2 y esto es falso ya que se sabe que n1 6= n2.
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Por lo tanto para redes 2G (al igual que en las redes SF) no se cumple

(

N

S

)

eq

6= ℜ0

Finalmente, en este caṕıtulo se desarrollo y analizo un modelo de red simple, 2G, para las

redes de tipo Scale-Free y se mostró que a pesar de la simplificación extrema adoptada las

caracteŕısticas topológicas principales aśı como la dinámica de las epidemias en las mismas

son en muchos casos indistinguibles de las obtenidas con las redes mucho más complejas de

distribución potencial, y por ultimo, utilizando este modelo simple se realizaron algunas

aplicaciones.
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Caṕıtulo 6

Modificaciones al Modelo de Campo

Medio Clásico

Se conocen como modelos de campo medio a los modelos en los cuales las influencias de

los individuos se promedian y por lo tanto, se observa la contribución media de estos en

la evolución de la epidemia. Los modelos mas simples de campo medio son los modelos

determińısticos como los de Kermack y McKendrik (caṕıtulo 2).

Los modelos de campo medio ofrecen una descripción sencilla, accesible anaĺıtica y numéri-

camente, independientemente del tamaño de la población. Estos modelos cuentan con una

larga tradición y han hecho posibles desarrollos importantes en la teoŕıa epidemiológica.

Se considera el caso simple de una red completa de tamaño N ≫ 1 y un modelo de

transmisión SIR. Todos los nodos están en contacto entre śı. Se dirá en este caso que

existe mezcla homogénea fuerte. Un infectado está en contacto con N −1 ∼ N individuos

de los cuales S
N

son susceptibles. Si τ es la probabilidad de transmisión por contacto y

unidad de tiempo (τ ≪ 1 pues R0 = N τ
τ+γ

∼ N τ
γ
que es de orden O(1)). Entonces la

pobación de infectados evoluciona en promedio como

123
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dI

dt
= NτI

S

N
− γI = (τS − γ)I

La condición umbral se la puede obtener de la condición dI
dt

> 0 al inicio de la epidemia

cuando S ≃ N . Entonces la condición de epidemia es τN
γ

> 1 que en este caso coincide

con ℜ0 > 1.

En el caso de existir un equilibrio endémico, Ieq > 0 se tiene que Seq

N
= γ

Nτ
= 1

ℜ0
.

Sin embargo, la hipótesis de que todos los individuos están en contacto entre śı es poco

realista para redes grandes. Si se considera ahora que cada individuo está en contacto

efectivo con sólo un número (promedio) n de individuos, mucho menor que N . En el

caso de una red aleatoria de Erdos-Renyi, la variabilidad es pequeña y el coeficiente de

agrupamiento casi nulo. En tal caso, se llamará mezcla homogénea débil, se tiene que

la tasa de incremento de la población de infectados, por unidad de tiempo es neτ
S
N
I

y la ecuación de campo medio es (ne es el número esperado de contactos). En una red

estática como las que se han considerado en este trabajo, el número esperado de contactos

promedio es n − 1 pues de los n contactos que en promedio tiene un individuo uno es

infectado con seguridad, el contacto que transmitió la infección. Sin embargo en el caṕıtulo

3, se vió que en una red aleatoria con coeficiente de agrupamiento nulo el número esperado

de contactos está dado por [45]

ne = (n− 1) +
var

n

que para una red de Erdos -Renyi resulta ne = n.

dI

dt
=

(

nτ
S

N
− γ

)

I (6.1)

Pero el parámetro umbral en este caso es nτ
γ

que no coincide con el número reproductivo

básico ℜ0 =
nτ
τ+γ

.
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En particular se ve que si τ > γ entonces un individuo infectado promedio en una pobla-

ción totalmente susceptible produciŕıa un valor esperado de casos adicionales mayor que

el número total de sus contactos, n.

En caso de existir equilibrio endémico, de acuerdo al modelo 6.1, se tiene Seq

N
= γ

neτ
. Sin

embargo en este caso se espera (y las simulaciones lo confirman) que en la red se verifique

<Seq>
N

≃ 1
ℜ0

= 1
nρ

(con ρ = τ
τ+γ

).

El modelo 6.1 captura muy ajustadamente la evolución del pico epidémico pero falla en

predecir los valores de equilibrio. Esto se puede corregir [4] con modificaciones al modelo

de campo medio 6.1.

Para ello se utilizará el número reproductivo básico, definido y calculado en el caṕıtulo 3

como parámetro para el modelo de ecuaciones. En primer término, un individuo infectado

produce casos adicionales de la infección sólo durante un peŕıodo de tiempo infeccioso

efectivo teff , que es menor que el peŕıodo infeccioso medio 1
γ
. En efecto el tiempo al cual

se produce la última infección entre los contactos de un nodo infectado siempre es menor

al tiempo en la que ese nodo se recupera. Se separará el peŕıodo infeccioso efectivo del

peŕıodo infeccioso medio de la siguiente manera

1

γ
=

1

γeff
+

1

g

Donde teff = 1
γeff

y 1
g
es una parte del peŕıodo infeccioso medio en el cual el individuo no

puede contagiar a sus contactos.

Al inicio de la epidemia, se supone una población enteramente susceptible, cada infectado

genera en promedio ℜ0τ
γ

casos adicionales. A medida que la epidemia avanza, algunos de

los contactos de un individuo infectado están también infectados. Se dirá que la fracción

de los contactos susceptibles es S
N
, por lo tanto la cantidad promedio de casos adicionales

por infectado es ℜ0S
N

, durante un peŕıodo de tiempo 1
γeff

. Eso significa que la tasa de

transmisión, por contacto, por unidad de tiempo es γeffℜ0
S
N
. La dinámica de la población
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infecciosa es, entonces

dI

dt
= γeff

(

ℜ0
S

N
− 1

)

I

Por otra parte, aquellos individuos infectados, luego del tiempo infeccioso efectivo, siguen

infectados pero sin posibilidad de contagiar . Se utilizará un nuevo compartimiento, lla-

mado Y que toma en cuenta esos casos. Por último, se agrega una tasa de mortalidad

por individuo por unidad de tiempo (independiente de la infección) que se llamará µ. El

sistema de ecuaciones diferenciales es







































dS
dt

= µN − γeffℜ0
S
N
I − µS

dI
dt

= γeffℜ0
S
N
I − γeffI

dY
dt

= (γeff − µ)I − (g + µ)Y

dR
dt

= gY − µR

(6.2)

Claramente, el parámetro de umbral de este sistema es ℜ0 y además Seq

N
= 1

ℜ0
. Para redes

de Erdos-Renyi este modelo de campo medio modificado captura todo el desarrollo de la

epidemia.

Sin embargo este modelo no logra representar las epidemias simuladas en las redes scale-

free, como fue remarcado en [18] y como se ve en las siguientes figuras
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(a) (b)

(c)

Figura 6.1: a) Susceptibles del sistema 6.2 (rojo) y simulación obtenida de una red SF

(negro). b) Infectados del sistema 6.2 (rojo) y simulación obtenida de una red SF (negro).

c) Recuperados del sistema 6.2 (rojo) y simulación obtenida de una red SF (negro). Para

ℜ0 = 6, 49 con n = 8 y N = 80000.

6.1. Modelos de campo medio para redes Scale-Free

El modelo simple 6.2 falla completamente en describir epidemias en redes scale-free. En

lo que sigue se explicará porque ocurre esto y se mostrará como a partir de un análisis
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de la estructura de la red puede proponerse un modelo de campo medio que ajuste las

epidemias observadas en redes scale-free.

A diferencia de las redes de Erdos-Renyi, las redes de Barabasi-Albert (o redes scale-free en

general) son redes con una estructura compleja y una alta variabilidad en la distribución de

grado (producto de la distribución potencial caracteŕıstica de estas redes). En particular

el grado medio no es en absoluto representativo de la población. Esto es particularmente

claro en el modelo 2G en donde no existe ningún nodo con el grado medio (en una red

Erdos-Renyi la mayoŕıa de los nodos tienen grado igual al grado medio o cercano al él).

No deja de resultar llamativo que el modelo SIR clásico



























dS
dt

= µN − µS − neτI
S
N

dI
dt

= neτI
S
N
− (γ + µ)I

dR
dt

= γI − µR

(6.3)

describa las epidemias únicas (con µ = 0) con gran presición, contra lo que se espera, si

se considera ne = n, o sea ne es el grado medio (n), sin tener en cuenta la varianza de la

distribución. Sin embargo, al igual que en el caso de las redes de Erdos-Renyi, este modelo

falla en reproducir los valores de equilibrio endémico.

En lo que sigue se consideran redes 2G como modelos de redes complejas con alta varia-

bilidad en la distribución de grado y se propondrá un modelo de campo medio para las

redes 2G.
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6.1.1. Dinámica en redes 2G

Epidemias únicas y modelado de la transmisión

Primero se considera el caso en donde no hay dinámica vital, o sea no se consideran naci-

mientos (ni muertes) y por lo tanto, no puede existir equilibrio endémico y las epidemias

son únicas, en el sentido que, luego de la misma, la población infectada se extingue. Bajo

la hipótesis simple de que los contactos de cada individuo se reparten al azar, y por lo

tanto la probabilidad de que un contacto sea con un nodo de la población Ni (i =1,2) es

Ni

N
, un modelo de campo medio que describe la estructura de la red como se puede ver en

[46] es



























dSi

dt
= −FSi

dIi
dt

= FSi − γIi

dRi

dt
= γII

(6.4)

donde F = τ
(

n1I1+n2I2
N

)

es la fuerza de infección y resulta independiente de la población.

Se consideran dos casos diferente de transmisibilidad (ρ = 0,2 y ρ = 0,4) y se toman los

siguientes valores n1 = 7, N1 = 9800, n2 = 57, N2 = 200, de tal forma que el grado medio

es 8 (el mismo valor se utilizó en todas las redes consideradas) y la varianza 49 similar a

las redes BA utilizadas. Además la evolución del número de nodos infectados resulta muy

similar en la red BA y la 2G.

Sin embargo, para baja transmisibilidad se observa que la estructura de la red juega un

papel importante, con evolución de las epidemias significativamente distintas en redes BA

o 2G respecto de la observada en redes ER como se ve a contuación
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Figura 6.2: Dinámica de infección en distintas redes. La evolución del número total de

nodos infectados es muy similar en redes BA y la red aleatoria con dos grados. Sin

embargo, ambas son claramente distintas a la observada en una red ER. En este caso se

considera una baja transmisión por contacto (ρ = 0,2).

Para alta transmisibilidad (ρ = 0,4) la dinámica resultó prácticamente independiente de

la estructura de la red como se observa en la siguiente figura:

Figura 6.3: Para alta transmisibilidad (ρ = 0,4) la dinámica de infección es prácticamente

independiente de la estructura de las redes consideradas.
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Luego se realizan los siguientes gráficos que muestran tres realizaciones obtenidas con la

red aleatoria 2G y las soluciones de (6.4) para el caso de baja transmisibilidad (ρ = 0,2)

y para el caso de alta transmisibilidad (ρ = 0,4).

Figura 6.4: Simulaciones de la red aleatoria 2G (negro) y una solución de (6.4) (rojo) para

el caso de baja transmisibilidad (ρ = 0,2).

Figura 6.5: Simulaciones de la red aleatoria 2G y una solución de (6.4) (rojo) para el caso

de alta transmisibilidad (ρ = 0,4).
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Sin embargo en todos los casos la aproximación de campo medio (6.4) capturó tanto el

pico de la epidemia como la duración de la misma. Aqúı es importante destacar que se

consideró que los infectados iniciales eran todos pertenecientes a la población de mayor

grado.

Para el modelo (6.4) se calculó el número reproductivo básico utilizando el método de la

matriz de próxima generación [12].

El resultado es un promedio pesado de los números reproductivos básicos de cada pobla-

ción aislada,

ℜ0 =

(

n1
N1

N
+ n2

N2

N

)

τ

γ
= n

τ

γ

Por lo tanto, resulta igual al número reproductivo básico de un modelo para una población

homogénea con grado igual al grado medio n.

Sin embargo, en las redes 2G que se han construido no se cumple que la probabilidad de

conexión con nodos de la población i sea proporcional a dicha población.

Para comprender aspectos de la dinámica es útil considerar la evolución de los nodos

infectados I1 e I2, en las poblaciones N1 y N2 respectivamente. En la siguiente figura se ve

que durante la fase epidémica la infección de nodos con gran grado está sobrerepresentada.

O sea, la proporción de nodos de la población N2 sobre el total de infectados, I2
I
es muy

superior a lo que debeŕıa esperarse de acuerdo a la representación de estos nodos en la

población total (N2

N
).
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Figura 6.6: a) Contribución relativa de los nodos infectados I1 e I2, en las poblaciones N1

y N2 respectivamente, en una red 2G. b) Evolución de los casos totales I = I1+ I2. n = 8,

N = 80000, n1 = 7, n2 = 57, N1 = 78400, N2 = 1600, ρ = 0,4.

En la figura 6.6 a) se muestra la contribución relativa de cada población de nodos infecta-

dos: (Ii/I)
Ni/N

, es decir, como I1 esta cerca de 1 no esta contribuyendo mucho en la población

al inicio de la epidemia, en cambio I2 esta contribuyendo casi 7 veces en la población al

inicio de la epidemia, estos son los nodos de alta conectividad. La infección progresa mas

rápidamente en la población de nodos con alta conectividad para luego prácticamente

extinguirse cuando la epidemia alcanza su pico. Por lo anterior no todos los contactos se

reparten al azar como se asumió en el comienzo. Por eso cuando se utiliza el algoritmo

para la creación de las redes 2G (ver caṕıtulo 5) se asigna al azar cada uno de los n2

contactos de los nodos de alta conectividad N2. Por lo tanto, la probabilidad que un nodo

de N2 esté en contacto con un nodo de la población N1 es p21 =
N1

N
, mientras que la

probabilidad de contacto con nodos de la población N2 es p22 =
N2

N
.

El resto de los contactos se reparte solo entre los nodos de la población N1 ya que todos

los contactos de los nodos en N2 ya quedaron asignados.
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Del total de contactos de la población N2, n2N2, la proporción N1

N
es con nodos de la

población N1. Entonces, del total de contactos de la población N1, n1N1, la cantidad

n2N2
N1

N
es con nodos de N2. Por lo tanto la probabilidad de que un nodo en N1 esté en

contacto con un nodo de N1 es

p11 =
n1N1 − n2N2(N1/N)

n1N1
= 1−

n2N2

n1N

y la probabilidad de que un nodo de N1 esté en contacto con un nodo de la población N2

se obtiene como p12 = 1 − p11. En resumen, la matriz de probabilidades de que un nodo

de la población i esté en contacto con un nodo de la población j es:

p12 =
n2N2

n1N1

N1

N
=

n2N2

n1N

p11 = 1− p12 = 1−
n2N2

n1N

p21 =
N1

N

p22 =
N2

N

La transmisión se modela como se describe a continuación:

Un nodo infectado de la población N1 produce ℜ01 infecciones durante todo su peŕıodo

infeccioso cuando todos los nodos son susceptibles.

Durante el curso de la epidemia el número de infecciones se verá disminuido por las

correspondientes fracciones susceptibles de las poblaciones.

Aśı, un nodo infectado en N1 tiene probabilidad p11 de estar en contacto con otro nodo

de N1, y durante un peŕıodo (effectivo) 1
γeff

producirá (en promedio)

γeffp11ℜ01
S1

N1
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infecciones en la población N1 y

γeffp12ℜ01
S2

N2

infecciones en la población N2. Análogamente se obtiene la tasa de transmisión de nodos

infectados de la población N2.

Finalmente un modelo de campo medio, incluyendo dinámica vital, es



































































































dS1

dt
= µN1 − (γeffℜ01p11I1 + γeffℜ02p21I2)

S1

N1
− µS1

dI1
dt

= (γeffℜ01p11I1 + γeffℜ02p21I2)
S1

N1
− γeffI1

dY1

dt
= (γeff − µ)I1 − (g1 + µ)Y1

dR1

dt
= g1Y1 − µR1

dS2

dt
= µN2 − (γeffℜ01p12I1 + γeffℜ02p22I2)

S2

N2
− µS2

dI2
dt

= (γeffp12ℜ01I1 + γeffℜ02p22I2)
S2

N2
− γeffI2

dY2

dt
= (γeff − µ)I2 − (g2 + µ)Y2

dR2

dt
= g2Y2 − µR2

(6.5)

6.1.2. Epidemias únicas

Un modelo simple para epidemias únicas como en [46], pero teniendo en cuenta estructura

de la conectividad de las redes 2G es:
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dS1

dt
= −F1S1 (6.6)

dI1
dt

= F1S1 − γI1

dR1

dt
= γI1

dS2

dt
= −F2S2

dI2
dt

= F2S2 − γI2

dR2

dt
= γI2

donde F es la fuerza de infección en cada caso,

F1 =
(np1p11I1 + np2p21I2)τ

N1

F2 =
(np1p12I1 + np2p22I2)τ

N2

Donde npi es el número promedio de contactos efectivos que tiene un nodo en la población

Ni. Éste número está entre ni, el grado del nodo, y ni − 1, si se considera que de los ni

contactos uno está infectado con seguridad (el nodo del cual se transmitió la infección).

Se consideran dos casos diferente de transmisibilidad (ρ = 0,2 y ρ = 0,4) y se vuelven a

tomar los siguientes valores n1 = 7, N1 = 9800, n2 = 57, N2 = 200, de tal forma que el

grado medio es 8 (el mismo valor se utilizó en todas las redes consideradas) y la varianza

49 similar a las redes BA utilizadas. Se realizan los siguientes gráficos que muestran tres

realizaciones obtenidas con la red aleatoria 2G y las soluciones de (6.6) para el caso de

baja transmisibilidad (ρ = 0,2) y para el caso de alta transmisibilidad (ρ = 0,4).
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Figura 6.7: Simulaciones de la red aleatoria 2G (negro) y una solución de (6.6) (rojo) para

el caso de baja transmisibilidad (ρ = 0,2).

Figura 6.8: Simulaciones de la red aleatoria 2G y una solución de (6.6) (rojo) para el caso

de alta transmisibilidad (ρ = 0,4).

Se observa en todos los casos la aproximación de campo medio (6.6) capturó tanto el

pico de la epidemia como la duración de la misma. Aqúı es importante destacar que se

consideró que los infectados iniciales eran todos pertenecientes a la población de mayor
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grado.

Luego, utilizando una red 2G se computaron los resultados de 50 realizaciones para el

valor máximo de la población infectada (pico), el tiempo al que ocurre (tp) y el tamaño

final de la epidemia (TE es número total de infectados en el curso de la epidemia), para

distintos valores de ρ. Los resultados se muestran en la siguiente tabla

ρ pico tp TE

0.2 10540± 40 6.57± 0.08 0.61±0.001

0.3 23331 3.511 0.88

0.4 35076.82 2.2454 0.96671

0.5 44898.94 1.4978 0.99184

Cuadro 6.1: Promedios de 50 realizaciones. Para n = 8 con n1=7, n2=57, N1=78400,

N2=1600. TE tamaño de la epidemia.

Tanto el modelo 6.6 como el modelo 6.5 reproducen las observaciones con muy buena

aproximación cómo se observa en las tablas 6.2, 6.3, 6.4, 6.5.

ρ pico tp TE

0.2 9808 8.10 0.54

0.3 23074 4.15 0.783

0.4 36026 2.63 0.896

0.5 47294 1.79 0.948

Cuadro 6.2: Modelo 6.5, R0i = (ni − 1)ρ. Para n = 8 con n1=7, n2=57, N1=78400,

N2=1600. TE tamaño de la epidemia.
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ρ pico tp TE

0.2 12369 6.94 0.616

0.3 26548 3.71 0.839

0.4 39872 2.38 0.93

0.5 50909 1.62 0.967

Cuadro 6.3: Modelo 6.5, R0i = niρ. Para n = 8 con n1=7, n2=57, N1=78400, N2=1600.

TE tamaño de la epidemia.

ρ pico tp TE

0.2 12030 5.96 0.683

0.3 25033 3.22 0.915

0.4 36125 2.05 0.982

0.5 45295 1.37 0.997

Cuadro 6.4: Modelo 6.6, npi = ni−1. Para n = 8 con n1=7, n2=57, N1=78400, N2=1600.

TE tamaño de la epidemia.

ρ pico tp TE

0.2 14332 5.29 0.752

0.3 27853 2.91 0.943

0.4 38833 1.85 0.99

0.5 47664 1.24 0.999

Cuadro 6.5: Modelo 6.6, npi = ni. Para n = 8 con n1=7, n2=57, N1=78400, N2=1600.

TE tamaño de la epidemia.
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Dinámica vital y equilibrio endémico

El modelo de campo medio propuesto 6.5 no solo captura adecuadamente los trasientes

si no también los valores de equilibrio endémico.

En las siguientes figuras se muestra la comparación de las epidemias obtenidas con una

red 2G y soluciones del sistema 6.5.

Para el caso de una red de N = 80000 nodos con grado medio n = 8 con N1 = 79801,

n1 = 8, N2 = 199, n2 = 176 y ρ = 0,25. Teniendo en cuenta los siguientes parámetros

ℜ01 = (n1−1)τ
γ+τ

, ℜ02 = (n2−1)τ
γ+τ

, γ = 1, γ1 = 1, γ2 = 1, ρ = 0, 2, τ1 = ργ
(1,0−ρ)

, γeff = γ + τ1,

g1 =
γ1γeff1
γeff1−γ1

, g2 =
γ2γeff2
γeff2−γ2

se obtiene

(a) (b)
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(c)

Figura 6.9: a) Susceptibles del sistema 6.5 (verde) y simulaciones de 2G (negro). b) Infec-

tados del sistema 6.5 (verde) y simulaciones de 2G (negro). c) Recuperados del sistema

6.5 (verde) y simulaciones de 2G (negro). Para n = 8 con N1 = 79801, n1 = 8, N2 = 199,

n2 = 176, ρ = 0,25 y N = 80000.

En la siguiente figura se compara una solución del sistema (6.5) con simulaciones de la

red creada “2G ” y una red Scale-Free se obtiene para N = 80000:

(a) (b)
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(c)

Figura 6.10: a) Susceptibles del sistema 6.5 (verde), de una red 2G (rojo) y de una red

SF (negro). b) Infectados del sistema 6.5 (verde), de una red 2G (rojo) y de una red SF

(negro). c) Recuperados del sistema 6.5 (verde), de una red 2G (rojo) y de una red SF

(negro). Para n = 8 con N1 = 79801, n1 = 8, N2 = 199, n2 = 176, ρ = 0,25 y N = 80000.

Para N = 80000 con n = 16 con N1 = 79703, n1 = 15, N2 = 297 y n2 = 217 y ρ = 0, 2

(a) (b)
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(c)

Figura 6.11: a) Susceptibles del sistema 6.5 (verde) y simulaciones de 2G (negro). b) Infec-

tados del sistema 6.5 (verde) y simulaciones de 2G (negro). c) Recuperados del sistema 6.5

(verde) y simulaciones de 2G (negro). Para n = 16 con N1 = 79703, n1 = 15, N2 = 297,

n2 = 217, ρ = 0, 2 y N = 80000.

En la siguiente figura se comparan las soluciones del sistema (6.5) con simulaciones de la

red creada “2G ” y una red Scale-Free se obtiene para N = 80000:

(a) (b)
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(c)

Figura 6.12: a) Susceptibles del sistema 6.5 (verde), de una red 2G (rojo) y de una red

SF (negro). b) Infectados del sistema 6.5 (verde), de una red 2G (rojo) y de una red

SF (negro). c) Recuperados del sistema 6.5 (verde), de una red 2G (rojo) y de una red

SF (negro). Para n = 16 con N1 = 79703, n1 = 15, N2 = 297, n2 = 217, ρ = 0, 2 y

N = 80000.

Finalmente, lo que se realizo aqúı es proponer una extensión del modelo de campo medio

desarrollado en Aparicio y Pascual [4] y se puede observar que se obtienen excelentes

acuerdos entre las epidemias simuladas en las redes con dos grados (2G), las libres de

escalas o scale-free (BA) y las obtenidas con el modelos de campo medio (6.5).

6.2. Cálculo de ℜ0 para el modelo de campo medio

Se calculará ℜ0 del sistema(6.5) con la matriz de próxima generación [54] como se muestra

a continuación:

Primero se escriben los vectores de aporte y disminución de las clases infectadas
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F =

















γeffℜ01p11I1
S1

N1
+ γeffℜ02p21I2

S1

N1

(γeff − µ)I1

γeffℜ01p12I1
S2

N2
+ γeffℜ02p22I2

S2

N2

(γeff − µ)I2

















V =

















γeffI1

(g1 + µ)Y1

γeffI2

(g2 + µ)Y2

















El primer vector se compone de los términos que suman individuos a las clases infectadas.

El segundo contiene los términos que restan individuos a las clases infectadas. Los com-

partimientos infectados son I1,Y1,I2,Y2 entonces para el sistema(6.5) se define el equilibrio

libre de la enfermedad (DFE) como

x0 = (I01 , Y
0
1 , I

0
2 , Y

0
2 , S

0
1 , S

0
2 , R

0
1, R

0
2) = (0, 0, 0, 0, S0

1, S
0
2 , R

0
1, R

0
2)

Del sistema (6.5) se obtienen las siguientes igualdades

µN1 − µS1 = 0 =⇒ S0
1 = N1

µN2 − µS2 = 0 =⇒ S0
2 = N2

R0
1 = 0

R0
2 = 0

entonces DFE es

x0 = (0, 0, 0, 0, N1, N2, 0, 0)
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Se derivan los vectores F y V con respecto a los compartimiento infectados I1,Y1,I2,Y2 y

luego se evalúa en x0

F |x0
=

∂F

∂(I1, Y1, I2, Y2)
=

















∂I1
∂I1

∂I1
∂Y1

∂I1
∂I2

∂I1
∂Y2

∂Y1

∂I1
∂Y1

∂Y1

∂Y1

∂I2
∂Y1

∂Y2

∂I2
∂I1

∂I2
∂Y1

∂I2
∂I2

∂I2
∂Y2

∂Y2

∂I1
∂Y2

∂Y1

∂Y2

∂I2
∂Y2

∂Y2

















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=

















γeffℜ01p11S1

N1
0

γeffℜ02p21S1

N1
0

γeff − µ 0 0 0

γeffℜ01p12S2

N2
0

γeffℜ02p22S2

N2
0

0 0 γeff − µ 0

















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=

=

















γeffℜ01p11N1

N1
0

γeffℜ02p21N1

N1
0

γeff − µ 0 0 0

γeffℜ01p12N2

N2
0

γeffℜ02p22N2

N2
0

0 0 γeff − µ 0

















=

















γeffℜ01p11 0 γeffℜ02p21 0

γeff − µ 0 0 0

γeffℜ01p12 0 γeffℜ02p22 0

0 0 γeff − µ 0

















V |x0
=

∂V

∂(I1, Y1, I2, Y2)
=

















∂I1
∂I1

∂I1
∂Y1

∂I1
∂I2

∂I1
∂Y2

∂Y1

∂I1
∂Y1

∂Y1

∂Y1

∂I2
∂Y1

∂Y2

∂I2
∂I1

∂I2
∂Y1

∂I2
∂I2

∂I2
∂Y2

∂Y2

∂I1
∂Y2

∂Y1

∂Y2

∂I2
∂Y2

∂Y2

















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x0

=

















γeff 0 0 0

0 g1 + µ 0 0

0 0 γeff 0

0 0 0 g2 + µ

















Luego se calcula V −1

V −1 =

















1
γeff

0 0 0

0 1
g1+µ

0 0

0 0 1
γeff

0

0 0 0 1
g2+µ

















Se multiplica las matrices F y V −1
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FV −1 =

















γeffℜ01p11 0 γeffℜ02p21 0

γeff − µ 0 0 0

γeffℜ01p12 0 γeffℜ02p22 0

0 0 γeff − µ 0

































1
γeff

0 0 0

0 1
g1+µ

0 0

0 0 1
γeff

0

0 0 0 1
g2+µ

















=

















ℜ01p11 0 ℜ02p21 0

γeff−µ
γeff

0 0 0

ℜ01p12 0 ℜ02p22 0

0 0 γeff−µ
γeff

0

















Se calculan los autovalores y se obtiene

λ1,2,3,4 =

(

0, 0, 1
2
ℜ01p11+

1
2
ℜ02p22±

1
2

√

ℜ2
01p

2
11 − 2ℜ01p11ℜ02p22 + ℜ2

02p
2
22 + 4ℜ01p12ℜ02p21

)

Por último se calcula el radio espectral, es decir, el máximo de los autovalores de la matriz

de próxima generación

ℜcalculado
0 = ρ(FV −1) = |máx(λi)| =

=
1

2
ℜ01p11 +

1

2
ℜ02p22 +

1

2

√

ℜ2
01p

2
11 − 2ℜ01p11ℜ02p22 + ℜ2

02p
2
22 + 4ℜ01p12ℜ02p21

El modelo de campo medio para la red con dos grados, siguiendo la ĺınea de los modelos

estándar de acción de masas, captura bien la dinámica. Sin embargo, es sabido que el

número reproductivo básico obtenido de modelos como el (6.5) no siempre se corresponde

con los obtenidos considerando la estructura de la red como se puede ver en [27].

Del sistema 6.5 se obtiene lo siguiente

Cerca de t = 0 se tiene I(0) = I1(0)+ I2(0) = 1 entonces I1(0) = 1 y I2(0) = 0 o I1(0) = 0

y I2(0) = 1 y S(0) = S1(0) + S2(0) = N entonces S1(0) = N1 y S2(0) = N2

Como se quiere dI
dt

> 0 se toma I1(0) = 1 y I2(0) = 0 de tal manera que
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dI1
dt

> 0 =⇒ γeffℜ01p11 − γeff − γeff > 0 y dI2
dt

> 0 =⇒ γeffp12ℜ01 > 0

Por lo tanto

dI
dt

= dI1
dt

+ dI2
dt

> 0 si γeffℜ01p11 − 2γeff + γeffp12ℜ01 > 0 lo que implica que si ℜ01(p11 +

p12) > 2 se tiene epidemia en caso contrario no existe la epidemia.

6.3. Simulaciones para ℜcalculado
0 , las redes 2G y SF

Se han simulado la estructura de contactos (para redes 2G y SF ) y la dinámica de con-

tagio con distintas tasas ρ. Como se puede ver en las siguientes figuras donde se gráfica

ℜcalculado
0 (ρ) o ℜ0 emṕırico y se compara con ℜ0 emṕırico 2G y ℜ0 emṕırico SF que se

obtuvieron en el caṕıtulo 5 para N = 80000 y para las distintas simulaciones se cumplen

las 4 ecuaciones:

1. N = N1 +N2

2. n = n1N1+n2N2

N

3. var = N1

N
(n1 − n)2 + N2

N
(n2 − n)2 tal que se cumple var2G ≈ var SF

4. asimetria = N1

N
(n1−n)3+ N2

N
(n2−n)3 tal que se cumple asimetria2G ≈ asimetria SF

Para N = 80000 con n = 8 se toman los siguientes valores N1 = 79740, n1 = 7, N2 = 260

y n2 = 154, seed = 1 y ℜ0
red = (n− 1)ρ+ V ARρ

n
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tau ρ = τ

τ+1
ℜ0 calculado ℜ0 emṕırico 2G ℜ0 emṕırico SF ℜ0

red para 2G ℜ0
red para SF

0,11 0,10 1,12 1,72 1,54 1,56 1,57

0,2 0,17 1,88 3,05 3,48 2,63 2,64

0,25 0,20 2,25 3,26 3,65 3,16 3,17

0,3 0,23 2,60 3,97 3,75 3,64 3,66

0,4 0,29 3,22 4,98 4,27 4,51 4,53

0,5 0,33 3,75 5,27 5,66 5,26 5,29

0,6 0,38 4,22 6,43 6,68 5,92 5,95

0,7 0,41 4,64 6,93 6,63 6,50 6,53

0,8 0,44 5,00 7,46 7,56 7,02 7,05

0,9 0,47 5,33 7,57 7,89 7,48 7,51

1 0,50 5,63 8,02 8,30 7,89 7,93

VAR 2G VAR SF Asimetŕıa 2G Asimetŕıa SF

70,27 70,90 10113,44 11692

Se compara las gráficas de ℜcalculado
0 , ℜ0 emṕırico de 2G y SF, y ℜ0 teórico de 2G y SF

para N = 80000 con n = 8

Figura 6.13: Se compara las gráficas de ℜcalculado
0 , ℜ0 emṕırico de 2G y SF, y ℜ0 teórico

de 2G y SF para N = 80000 con n = 8
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Como se puede observar, el ℜcalculado
0 para N = 80000 con n = 8 no se está ajustando de

un modo aceptable a la simulación.

Otra simulación para el grado medio n = 8 se tomaron los siguientes valores N1 = 79775,

n1 = 7,N2 = 225, n2 = 166

tau ρ = τ

τ+1
ℜ0 calculado ℜ0 emṕırico 2G ℜ0 emṕırico SF ℜ0

red para 2G ℜ0
red para SF

0,11 0,10 1,12 1,69 1,79 1,58 1,58

0,2 0,17 1,86 3,02 2,90 2,65 2,65

0,25 0,20 2,26 3,41 3,69 3,18 3,18

0,3 0,23 2,61 4,05 3,79 3,67 3,67

0,4 0,29 3,23 4,94 5,17 4,54 4,55

0,5 0,33 3,77 5,18 5,29 5,30 5,31

0,6 0,38 4,24 6,13 7,07 5,96 5,97

0,7 0,41 4,66 6,68 7,18 6,55 6,56

0,8 0,44 5,03 8,04 7,52 7,07 7,08

0,9 0,47 5,36 8,26 7,54 7,53 7,54

1 0,50 5,65 8,36 7,96 7,95 7,96

VAR 2G VAR SF Asimetŕıa 2G Asimetŕıa SF

71,20 71,37 11092,38 10518,01

Se compara las gráficas de ℜcalculado
0 , ℜ0 emṕırico de 2G y SF, y ℜ0 teórico de 2G y SF

para N = 80000 con n = 8
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Figura 6.14: Se compara las gráficas de ℜcalculado
0 , ℜ0 emṕırico de 2G y SF, y ℜ0 teórico

de 2G y SF para N = 80000 con n = 8

Como se puede observar, ℜcalculado
0 para este nuevo caso tampoco se esta ajustando de un

modo aceptable a la simulación.

Para N = 80000 con n = 16 se toman los siguientes valores N1 = 79685, n1 = 15,

N2 = 315, n2 = 213

tau ρ = τ

τ+1
ℜ0 calculado ℜ0 emṕırico 2G ℜ0 emṕırico SF ℜ0

red para 2G ℜ0
red para SF

0,11 0,10 2,11 2,62 2,50 2,44 2,44

0,2 0,17 3,55 4,15 4,38 4,10 4,10

0,25 0,20 4,26 5,19 5,08 4,92 4,92

0,3 0,23 4,91 5,66 5,35 5,68 5,68

0,4 0,29 6,08 7 6,66 7,03 7,03

0,5 0,33 7,10 8,25 8,27 8,20 8,20

0,6 0,38 7,99 9,53 9,17 9,23 9,23

0,7 0,41 8,77 10,17 9,72 10,13 10,13

0,8 0,44 9,46 10,56 10,96 10,94 10,94

0,9 0,47 10,09 10,92 11,02 11,66 11,66

1 0,50 10,65 11,54 11,57 12,31 12,31
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VAR 2G VAR SF Asimetŕıa 2G Asimetŕıa SF

153,80 153,76 30102,66 30006,85

Se compara las gráficas de ℜcalculado
0 , ℜ0 emṕırico de 2G y SF, y ℜ0 teórico de 2G y SF

para N = 80000 con n = 16

Figura 6.15: Se compara las gráficas de ℜcalculado
0 , ℜ0 emṕırico de 2G y SF, y ℜ0 teórico

de 2G y SF para N = 80000 con n = 16

Como se puede observar, ℜcalculado
0 para este caso se esta ajustando de un modo aceptable

a la simulación.

Si se toman otros valores para el grado medio n = 16 se obtiene N1 = 79699, n1 = 15,N2 =

301, n2 = 216
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tau ρ = τ

τ+1
ℜ0calculado ℜ0 emṕırico 2G ℜ0 emṕırico SF ℜ0

red para 2G ℜ0
red para SF

0,11 0,10 2,10 2,59 2,76 2,42 2,42

0,2 0,17 3,53 4,49 3,98 4,08 4,08

0,25 0,20 4,24 4,89 4,86 4,89 4,89

0,3 0,23 4,89 5,94 5,62 5,65 5,64

0,4 0,29 6,06 7,19 7,49 6,99 6,99

0,5 0,33 7,07 7,44 7,73 8,16 8,15

0,6 0,38 7,95 8,83 9,29 9,18 9,17

0,7 0,41 8,73 9,80 9,83 10,08 10,07

0,8 0,44 9,43 10,43 10,67 10,87 10,87

0,9 0,47 10,05 10,83 10,99 11,59 11,58

1 0,50 10,60 11,31 11,77 12,23 12,23

VAR 2G VAR SF Asimetŕıa 2G Asimetŕıa SF

151,49 151,22 30009,90 29041,28

Se compara las gráficas de ℜcalculado
0 , ℜ0 emṕırico de 2G y SF, y ℜ0 teórico de 2G y SF

para N = 80000 con n = 16

Figura 6.16: Se compara las gráficas de ℜcalculado
0 , ℜ0 emṕırico de 2G y SF , y ℜ0 teórico

de 2G y SF para N = 80000 con n = 16
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Como se puede observar, ℜcalculado
0 para este nuevo caso se esta ajustando de un modo

aceptable a la simulación.

En todos los casos el ℜcalculado
0 no se está ajustando tanto como se deseaŕıa, es decir, lo

que se esta buscando es que el ℜcalculado
0 sea muy parecido a ℜ0 teórico de SF .

Por lo tanto, se seguirán haciendo modificaciones para obtener una mejor aproximación

de ℜcalculado
0 de tal manera que sea parecido al ℜ0 teórico de la SF.



Caṕıtulo 7

Redes de sitios de convivencia

En los modelos clásicos de tipo SIR se asume impĺıcitamente la hipótesis de mezcla

homogénea, es decir, todo individuo susceptible tiene la misma probabilidad de estar

en contacto con los infectados. Sin embargo ésta condición es poco realista, ya que las

redes formadas por las interacciones sociales tienen una estructura más compleja. Los

individuos suelen estar en contacto frecuente y repetido sólo con una pequeña porción de

la población. En éste caṕıtulo, se considera una estructura simple en donde cada individuo

en la población posee un grupo de contactos: los contactos de su casa y los contactos de

su lugar de trabajo (o estudio). En cada sitio se asume que se tiene un subgrafo completo,

todos los integrantes de una casa o lugar de trabajo están en contacto todos con todos.

Se distinguirán, entonces, dos clases de grupo, un tipo H que hace referencia a House o

casa y otro W que hace referencia a Work o trabajo. Cada grupo puede ser de un sólo

tipo, H ó W y tiene un número fijo de integrantes, es decir, los grupos de tipo H tienen

todos nh miembros y los grupos de tipo W tienen nw miembros.

Un individuo debe pertenecer a un grupo de cada clase y sólo a uno. Esto significa que la

familia de grupos de tipo H, forma una partición de la población. Lo mismo ocurre con

los grupos de tipo W. La siguiente figura muestra un esquema de la situación:

155
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W

i1 i2

i3 i4

Figura 7.1: Un grupo de tipo W con 4 individuos: i1,i2,i3,i4

Por lo tanto, queda configurado un grafo (o red), donde cada individuo es un nodo y dos

individuos cualesquiera están conectados por una arista si y sólo si comparten un grupo,

de cualquier clase. Dentro de un grupo, los individuos están todos en contacto mutuo u

otra forma de decirlo es que cada grupo es una subred completa.

Se asume que cada individuo pasa la mitad de su tiempo en su grupo de tipo H y la otra

mitad en su grupo de tipo W (y además se asume que esta permanencia es sincrónica, es

decir que se produce o se hace al mismo tiempo). No se cuenta la interacción que pudiese

tener fuera de los ámbitos de House o Work. Por ejemplo, de las 24 horas del d́ıa, un

individuo pasa 12 horas en su grupo de tipo H y 12 en su grupo de tipo W. Los individuos

se reparten aleatoriamente en casas y en trabajo (pero de una vez y para siempre). En

la siguiente figura se ejemplifica un esquema donde se muestran 2 casas y dos lugares de

trabajo y una posible conexión entre los distintos sitios
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W W

H H

i1 i2

i4

i1 i3

i6 i8

i2 i5

i7 i9

i3 i11

i13

Figura 7.2: Gráfico de la red y los grupos. Se han omitido las conexiones dentro de los

grupos, ya que están sobreentendidas. El individuo i1, por ejemplo, es el mismo en ambos

grupos y la ĺınea no continua está indicando el tránsito de un grupo a otro.

Por lo tanto, se obtiene una red bi-partita compuesta por dos subredes que no coexisten

en el tiempo pero comparten a todos sus individuos. De esta forma, un individuo puede

producir una cierta cantidad de infecciones en su grupo de tipo H y otra cierta cantidad

de infecciones en su grupo W.

Debido al alto valor del coeficiente de agrupamiento el cálculo del número reproductivo

básico es complejo. En [23] se obtuvo que una mejor aproximacón al número reproductivo

básico ℜ0 es cuando se considera la distribución de probabilidad:
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ℜteorico
0 =

∑

k,j

pkjRkj

donde

pkj, es simplemente el producto de la probabilidad de k casos adicionales en H por la

probabilidad de j casos adicionales en W, es decir:

pkj =

∫

∞

0

(

n

k

)

(1− e−τs)k(e−τs)n−kγe−γsds

∫

∞

0

(

m

j

)

(1− e−τs)j(e−τs)m−jγe−γsds

donde n es la cantidad de individuos en H, menos uno y m es la cantidad de individuos

en W menos uno (esto es, por los contactos del caso ı́ndice en H y W respectivamente).

< Rkj >=
k

k + j
Ra+

j

k + j
Rb =

k

k + j

(

Ch+(nw−1)
τ

τ + γ

)

+
j

k + j

(

Cw+(nh−1)
τ

τ + γ

)

donde < Rkj >, es el valor promedio de contagios debidos a un individuo de tipo 2 (es

decir, el individuo promedio de la segunda generación que se le llamará de tipo 2 o i2),

escogido al azar. Además Ra es el número total de casos generados por i2 en la situación

A (es decir, consiste en los casos generados por un individuo de tipo 2 cuando ese sujeto

se escoge entre los contagios generados por el caso ı́ndice en H) y Rb es el número total

de casos generados por i2 en la situación B (es decir, consiste en los casos generados por

un individuo de tipo 2 cuando ese sujeto se escoge entre los infectados por el caso ı́ndice

en W).

El modelo que se propuso en [23] tomando el ℜteorico
0 =

∑

k,j pkjRkj fue:
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
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


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dS
dt

= µN − γeffℜ0

(

S
N

)a
(e−b)I − µS

dI
dt

= γeffℜ0

(

S
N

)a
(e−b)I − γeffI

dY
dt

= (γeff − µ)I − (g + µ)Y

dR
dt

= gY − µR

(7.1)

Se puede observar que en el modelo 7.1 la tasa de contagio por individuo infectado, por

unidad de tiempo que es ℜ0

(

S
N

)a
(e−b), esta tasa es sugerida por el siguiente razonamiento:

La relación entre los logaŕıtmos naturales del cociente N
S
y ℜ0, cerca del equilibrio, sugiere

una relación lineal entre ambos logaritmos, entonces ajustando por cuadrados mı́nimos se

obtuvo los parámetros a y b, como se ve en la siguiente gráfica:

(a) (b)

Figura 7.3: a) La relación entre los logaŕıtmos naturales del cociente N
S

y ℜ0 cerca del

equilibrio. b) La regresión lineal con los parámetros a y b. Se ha tomado una población

de 10000 individuos, con 35 infectados iniciales, H = 4 y W = 8.
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Como ln(ℜ0) = a ln(N
S
) + b estarán cerca del equilibrio, entonces

ln(ℜ0) = a

(

N

S

)

+ b

= a ln

(

N

S

)

+ ln(eb)

= a ln

(

N

S

)

+ a(ln(eb))1/a

= a ln

(

N

S

)

+ a ln((eb))1/a

= a ln

(

N

S
eb/a

)

= ln

((

N

S

)a

(eb/a)a
)

= ln

((

N

S

)a

(eb)

)

Es decir, cerca del equilibrio, ℜ0 ≈
(

N
S

)a
(eb).

Como se quiere que las ecuaciones de campo medio describan adecuadamente el compor-

tamiento del sistema, se debe incorporar estas modificaciones. Es decir, dado que cerca

del equilibrio ℜ0 ≈
(

N
S

)a
(eb). Entonces

ℜ0

(

S

N

)a

(e−b) = 1 =⇒ ℜ0

(

S

N

)a

(e−b)− 1 = 0

La siguiente figura muestra cómo el modelo 7.1 se ajusta a las simulaciones donde se ha

tomado una población de 10000 individuos, con 35 infectados iniciales, H = 4, W = 8, y

los parámetros a = 0, 9308 y b = −0, 4939.

Para τ = 0, 5, τ = 0, 6 y τ = 0, 7 se obtiene:
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Figura 7.4: El modelo con ecuaciones de campo medio corregido (rojo) y simulaciones

para una población de 10000 individuos, con 35 infectados iniciales y dos tipos de grupos:

H con capacidad para 4 individuos y W con capacidad para 8 individuos (verde).
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7.1. Caracterización de las redes y la dinámica de

transmisión en ellas

7.1.1. Distribución de grado, coeficiente de agrupamiento y longitud de camino

medio

En las redes consideradas la distribución de grado es p(k) = δkn donde el grado de todos los

nodos es n = nh+nw−2 pues cada casa tiene nh habitantes mientras que cada trabajo tiene

nw y por lo tanto un individuo tiene nh−1 contactos en su casa y otros nw−1 contactos en

su lugar de trabajo. Puesto que en cada sitio se tienen subgrafos completos el coeficiente

de agrupamiento se puede calcular en forma directa de la siguiente manera (teniendo en

cuenta que el coeficiente de agrupamiento se puede calcular como la probabilidad de que

dos contactos de un nodo estén en contacto entre si):

Se elige un contacto i0 este pertenece a H y W entonces:

Si i0 ∈ H =⇒ puede suceder que i1 ∈ H e i2 ∈ H , entonces

P (i0 → i2) =la probabilidad de que i0 este en contacto con i2= ph
nh−2

nh+nw−3

donde

ph = Número de casos en H
Total de casos en H y W

= nh−1
nh+nw−2

.

En cambio si i1 ∈ W e i2 ∈ W entonces P (i0 → i2) = 0.

Si i0 ∈ W =⇒ puede suceder que i1 ∈ W e i2 ∈ W , entonces

P (i0 → i2) =la probabilidad de que i0 esté en contacto con i2= pw
nw−2

nh+nw−3

donde

pw = Número de casos en W
Total de casos en H y W

= nw−1
nh+nw−2

.
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En cambio si i1 ∈ H y i2 ∈ H entonces P (i0 → i2) = 0.

Por lo tanto si se toma nh = 4, nw = 8 el coeficiente de agrupamiento es

C = ph
nh−2

nh+nw−3
+ pw

nw−2
nh+nw−3

= 3
10

2
9
+ 7

10
6
9
= 48

90
= 0,533

Las estimaciones numéricas del coeficiente de agrupamiento para nh = 4 y nw = 8 resul-

taron C = 0,53± 0,01 confirmando el resultado teórico.

Por otro lado, estimaciones de la longitud de camino medio obtenidas son:

L = 5,62± 0,05

Como es de esperar por su construcción estas redes de sitios de convivencia presentan un

alto coeficiente de agrupamiento y una pequeña longitud de camino medio.

7.1.2. Epidemias en redes de sitios de convivencia

Número reproductivo básico y epidemias únicas

Cuando la natalidad y mortalidad son nulas se tienen epidemias únicas cuyos picos son

menores a los que se observan en redes de Erdos-Renyi con el mismo grado medio. Esto

se debe al alto valor del coeficiente de agrupamiento que disminuye el valor del número

reproductivo básico.

Para el caso nh = 4, nw = 8, el grado medio es n = 10 entonces el número reproductivo

básico para una red de Erdos-Renyi es nρ. Para la red de sitios de convivencia se realizan

estimaciones numéricas con 100 realizaciones distintas, para distintos valores de la pro-

babilidad de transmisión ρ, y computando las sucesivas generaciones de infectados. Los

resultados se presentan en la siguiente tabla:
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ρ ℜ0 nρ

0.2 1.47 2

0.3 1.97 3

0.4 2.31 4

0.5 2.50 5

0.6 2.67 6

Cuadro 7.1: Comparación entre los números reproductivos básicos de una red de sitios de

convivencia y una red de Erdos-Renyi con el mismo grado medio.

Con el modelo de red se simularon epidemias únicas para distintos valores de la probabili-

dad de transmisión por contacto ρ. Los resultados para los valores del pico de la epidemia,

el tiempo que ocurre y el tamaño final de la epidemia se muestran en la siguiente tabla:

ρ pico tp TE

0.2 800(11) 11(0.2) 0.70 (0.02)

0.3 2787 (12) 4.5(0.05) 0.95 (0.0005)

0.4 4450 (9) 2.58 (0.01) 0,99 (0.0002)

0.5 5740 (10) 1.67 (0.06) 0,999 (0.00005)

Cuadro 7.2: Estad́ısticas para epidemias únicas en una red con nh = 4 y nw = 8. Promedio

de 50 realizaciones. Se computaron el pico de la epidemia (pico), el tiempo al que ocurre

(tp) y el tamaño de la epidemia (TE). En paréntesis se indica el error estándar.
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Dinámica vital y equilibrio endémico

Para valores de la natalidad distintos de cero puede establecerse una situación estacionaria

por peŕıodos largos sin extinción de la población de nodos infectados.

Como se vió en el caṕıtulo 3 en situaciones de mezcla homogénea como en una red de

Erdos-Renyi en el equilibrio endémico se cumple que ℜ0 < S
N

>= 1 y entonces se puede

estimar el número reproductivo básico como ℜ0 =< N
S
>.

Sin embargo, en estas redes con alto valor del coeficiente de agrupamiento ésto no se

cumple. En la siguiente tabla, se observa que para valores bajos de ρ, lo cual implica

valores bajos de ℜ0 los efectos de saturación (debidos a la competencia de los infectados

por los mismos nodos susceptible) no son importantes y por lo tanto ℜ0 ∼< N
S

>. Sin

embargo, a medida que aumenta ρ (y por lo tanto aumenta ℜ0) la diferencia entre estos

valores es cada vez más grande.

ρ ℜ0 < N
S
>

0.2 1.47 1.43266

0.3 1.97 2.19298

0.4 2.31 3.0303

0.5 2.50 3.861

0.6 2.67 4.70588

Cuadro 7.3: Para valores bajos de ρ se obtiene ℜ0 ∼< N
S
> y cuando ρ aumenta el desv́ıo

entre estos valores es cada vez más grande.
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7.2. Estimaciones emṕıricas de ℜ0 y Modelo de campo medio

En lo que sigue se considera el caso particular de casas de tamaño nh =4 y trabajos de

tamaño nw = 8. Las estimaciones emṕıricas del número reproductivo básico se realizaron

con 100 realizaciones distintas, para distintos valores de la probabilidad de transmisión ρ,

y computando las sucesivas generaciones de infectados como se detalló en el caṕıtulo 5.

También se calcularon numéricamente los valores de equilibrio de la proporción susceptible

< S
N

>.

Para las redes que se están considerando ahora, existe un alto coeficiente de agrupamiento

y por lo tanto, los nuevos infectados tienen alta probabilidad de tener una proporción ma-

yor que la global de contactos infectados. Dicho de otra forma, la proporción de contactos

susceptibles de un recién infectado es menor que la proporción susceptible global S
N
, como

se ve en la siguiente figura:

Figura 7.5: Proporción de susceptibles locales es menor que la proporción de susceptibles

globales.



CAPÍTULO 7. REDES DE SITIOS DE CONVIVENCIA 167

Una forma de tener en cuenta las diferencias entre las proporciones locales y globales es

a través de un exponente afectando a las variables [43]. Es decir,

Si se considera un exponente p tal que ℜ0 = (N
S
)p, entonces se obtiene:

ρ ℜ0 < N/S > p

0.2 1.47 1.43266 1.07

0.3 1.97 2.19298 0.86

0.4 2.31 3.0303 0.755

0.5 2.50 3.861 0.678

0.6 2.67 4.70588 0.634

Cuadro 7.4: Valores de p cuando ℜ0 = (N
S
)p para distintos ρ.

En la siguiente figura se ve que la relación entre p y log ρ es lineal con muy buena apro-

ximación

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

Y= A + B X

Parameter Value Error
------------------------------------------------------------
A -0.31003 0.00726
B -0.47852 0.01577

p

Figura 7.6: La relación entre p y log ρ es lineal.
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lo cual permite obtener un formula emṕırica sencilla para el exponente p en términos de

ρ:

p = 10−0,31ρ−0,47852 (7.2)

Con este ajuste fenomenológico el modelo de campo medio modificado resulta:


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dS
dt

= µN − γeffℜ0

(
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)p
I − µS

dI
dt

= γeffℜ0

(

S
N

)p
I − γeffI

dY
dt

= (γeff − µ)I − (g + µ)Y

dR
dt

= gY − µR

(7.3)

donde p es el exponente que ajusta la relación entre la densidad local y global de sus-

ceptibles y en éste caso particular está dado por 7.2. Esta simple modificación permite

obtener soluciones que reproducen con muy buena aproximación la dinámica de infección

en estas redes como se puede ver en las siguientes figuras:
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Figura 7.7: Evolución de la población de infectados obtenidas con la red de sitios de

convivencia y el modelo de campo medio modificado, para ρ=0.2 y 0.4.
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Figura 7.8: Evolución de la proporción de suceptibles obtenidas con la red de sitios de

convivencia y el modelo de campo medio modificado, para ρ=0.2 y 0.4.

En particular las caracteŕısticas de las epidemias únicas se producen con aceptable apro-

ximación utilizando el modelo 7.3 como se puede observar en la siguiente tabla:

ρ pico tp TE

0.2 693 9.5 0.54

0.3 2330 4.98 0.847

0.4 3922 3.42 0.957

0.5 5236 2.6 0,99

Cuadro 7.5: Resultados obtenidos con el modelo de campo medio 7.3. Se computaron el

pico de la epidemia (pico), el tiempo al que ocurre (tp) y el tamaño de la epidemia (TE).

7.3. Incorporando la transmisión por vectores en redes de contacto

Hasta ahora, el enfoque que se ha utilizado en el modelado de la transmisión se basó en

la utilización de una matriz de contactos (esencialmente es la matriz de adyacencia donde

solo se guardan los elementos no nulos). Si los nodos de una red de tamañoN se identifican
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conm números entre 1 yN , por ejemplo, los elementos de la matriz (dispersa) de contactos

Ckj tiene los valores de los nodos con los cuales se contacta el nodo k. De esta manera, el

nodo k tiene grado nk, y por lo tanto j toma valores entre 1 y nk. El valor Ckj entonces

es el ı́ndice que identifica al j−ésimo contacto del nodo k.

Con esta información se puede proceder de dos formas. Se recorren los nodos y cuando

el estado de un nodo es susceptible se prueba si se infecta con cada uno de sus contactos

infectados (si los hubiera). Aqúı se utiliza un enfoque centrado en los infectados. Al

recorrer los nodos si el estado de un nodo es infectado se determina cuales de sus contactos

son susceptibles y en cada uno de estos casos se ve si se infectan utilizando la probabilidad

de infección Pi = 1− e−τδt.

Este enfoque es adecuado en redes donde la transmisión es directa, pero falla cuando la

transmisión es a través de vectores. En estos caso un individuo infectado trasmite la infec-

ción a un vector que luego podrá transmitir la infección a otro individuo susceptible. Para

incorporar transmisión vectorial se procede a desarrollar un nuevo enfoque que permita

la incorporación de la población de vectores en la red de contactos. Para ello se considera

expĺıcitamente una colección de sitios de convivencia. En el caso simplificado que se ve

aqúı serán solo de dos tipos: casas y lugares de trabajo/estudio. Los individuos reparten

su tiempo entre estos sitios. Cada individuo de la población es habitante de una casa y

un lugar de trabajo dado. En este caso todos los habitantes de una misma casa están

en contacto entre śı y en las sección anterior se modeló esta subpoblación como un grafo

completo. Lo mismo ocurre con todos los individuos que comparten un lugar de traba-

jo. Primero se considerá el caso de transmisión directa. Las casas y lugares de trabajo

se recorren secuencialmente y para cada sitio los individuos susceptibles que lo habitan

se pueden infectar con una probabilidad Pi = 1 − e−τniδt donde τ es la probabilidad de

transmisión por unidad de tiempo y por individuo, ni el número de individuos infectados

en el sitio y δt el paso de tiempo considerado (elegido para que sea mucho menor que
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cualquiera de los tiempos caracteŕısticos involucrados).

En las condiciones descritas ambos enfoques, el que se ha utilizado en la secciones an-

teriores y el recién presentado, debieran ser equivalentes. En efecto simulaciones para

distintos valores de los parámetros muestran que las soluciones obtenidas en cada caso

son estad́ısticamente indistinguibles.

Figura 7.9: La simulación ghouse se considera expĺıcitamente una colección de sitios de

convivencia, en este caso, son las casas y los trabajos (naranja). Las simulaciones que se

obtienen teniendo en cuenta la matriz de contacto para una población de 10000 individuos,

con 35 infectados iniciales y dos tipos de grupos: H con capacidad para 4 individuos y W

con capacidad para 8 individuos (verde).
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7.3.1. Incorporando las poblaciones de vectores

En la nueva formulación se puede incorporar las poblaciones de vectores en forma directa.

Efectivamente como se conoce la colección de sitios (casas y lugares de trabajo) aśı como

los individuos que los habitan, se puede incorporar la transmisión por vectores en forma

sencilla. Para cada sitio se considera una población de vectores de tamaño Vj (donde j

recorre todos los sitios disponibles). Cada población se divide a su vez en la población

susceptible o infectada (para los casos de interés no hay recuperación de vectores infectados

y estos permanecen infecciosos hasta su muerte). La población de vectores está sujeta a

diversos procesos como nacimiento, muerte, dispersión, etc.

La transmisión se modeló como se explica a continuación. Se asume que los vectores

pican a tasa b (número de picaduras por vector por unidad de tiempo). Cuando un vector

susceptible pica sobre un individuo infectado puede infectarse con probabilidad pm. En

tal caso la población de vectores susceptible disminuye en una unidad mientras que la

población de vectores infectados aumenta en una unidad. Por otro lado, si un vector

infectado pica sobre un individuo susceptible éste puede infectarse con probabilidad ph.

En cada sitio y dado un intervalo δt se determina el número de picaduras de mosquitos

infectados y susceptibles utilizando una distribución de Poisson con media bVjδt, donde

j = i, s.

Las picaduras se reparten al azar entre los habitantes del sitio. Si un mosquito susceptible

pica sobre un humano infectado se infecta con probabilidad pm mientras que si un mosquito

infectado pica sobre un humano susceptible le transmite la infección con probabilidad ph.

Si bien en el modelo mas simple no se ha considerado dispersión de vectores, la epidemia

puede propagarse en la población debido a que un individuo infectado habita en dos

lugares: su casa y su lugar de trabajo.

Utilizando el modelo con transmisión por vectores que se explica detalladamente en el

caṕıtulo 2, se obtienen las siguiente simulaciones
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Figura 7.10: Susceptibles, Infectados y Recuperados con vectores en casa y trabajo para

una población de 10000 individuos, con 35 infectados iniciales y dos tipos de grupos: H

con capacidad para 4 individuos y W con capacidad para 8 individuos.

Finalmente, en este caṕıtulo se recreó las interacciones de los individuos de un ambiente

a otro que se reparten aleatoriamente, en su cotidianidad, es decir, cada individuo pasa la

mitad de su tiempo en su grupo de tipo H y la otra mitad en su grupo de tipo W. Entonces

se obtiene una red bi-partita compuesta por dos subredes que no coexisten en el tiempo

pero comparten a todos sus individuos. De esta forma un individuo puede producir una

cierta cantidad de infecciones en su grupo de tipo H y otra cierta cantidad de infecciones

en su grupo W.

En un trabajo previo (ver [23]) se obtuvo un modelo de campo medio con dos parámetros

de ajuste. En esta tesis se mostró que un modelo de campo medio con solo un parámetro

de ajuste se obtienen soluciones que capturan fielmente las realizaciones t́ıpicas obtenidas
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con el modelo de red.

Además se ha cambiado el enfoque en el modelado de la transmisión porque antes se

basaba en la utilización de una matriz de contactos (es decir, la matriz de adyacencia

donde solo se guardan los elementos no nulos), un enfoque que es adecuado en redes

donde la transmisión es directa, pero falla cuando la transmisión es a través de vectores.

Luego se observo que se obtienen las mismas simulaciones utilizando el modelo de la

transmisión teniendo en cuenta la matriz de contacto con el nuevo programa para crear

las epidemias con vectores.

Por ultimo, se realizó las simulaciones de epidemias con vectores y se obtiene que el modelo

de campo medio propuesto captura con buena aproximación las epidemias observadas en

el modelo de red, pero se propone seguir mejorando el sistema para vectores hasta llegar

a un sistema que sea lo mejor posible.



Caṕıtulo 8

Conclusiones

En el caṕıtulo 4, se ha analizado las caracteŕısticas topológicas de redes creadas con un

algoritmo de conexión preferencial. A estas redes se las llamó redes de Barabasi-Albert

(BA o SF) y se mostró que son aproximadamente scale-free, la distribución de grado

(acumulada) presenta una distribución asintótica aproximadamente potencial. Éstas redes

tienen distribuciones de grado de alta variabilidad la media y a diferencia de las redes ER

la varianza es mucho mayor al grado medio.

El algoritmo desarrollado es dinámico, los nodos se van agregando secuencialmente y la

probabilidad de conectar un nodo nuevo a un nodo en la red depende del grado de este

último. Se considera una población inicial de nodos equivalentes (o sea todos pueden ser

elegidos para nuevas conexiones con igual probabilidad) N0. Entonces se vió el efecto de

N0 en el grado máximo y la variabilidad, y que tanto la variabilidad como el grado máximo

obtenidos dependen de N0.

Aqúı las distintas redes creadas (al elegir distintas secuencias pseudo-aleatorias para

determinar los contactos) son relativamente similares (grado máximo y varianza son

similares entre las distintas redes). Se eligieron dos casos, el primero viendo el mı́ni-

mo del grado máximo y el segundo se elige viendo el máximo del grado máximo para

175
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N0 = 10, 50, 100, 150, se tomaron los extremos para ver cuánto vaŕıan. Luego se calcula-

ron para los anteriores N0 el grado máximo promedio, mı́nimo del grado máximo, máximo

del grado máximo, varianza promedio y asimetŕıa promedio, aqúı se vió que mientras más

grande es N0 esos términos van disminuyendo. También se calculó el coeficiente de agru-

pamiento, longitud de camino medio, máximo del pico y tiempo del pico y se observa

que las redes construidas poseen un muy bajo coeficiente de agrupamiento y longitud de

camino medio, y que el máximo del pico y tiempo del pico se tiene mejor aproximaciones

cuando n = 16. Para N0 muy bajo (por ejemplo N0 = 1) las población de redes creadas

presenta una variabilidad mucho mas grande, y debido a esto es posible seleccionar algu-

nas con una distribucón mas aproximadamente potencial. Por lo tanto, se observa más

variabilidad cuando N0 es pequeño.

Como se crearon las redes utilizando el algoritmo de conexión preferencial se puede obser-

var en las figuras donde se grafican las distribuciones de frecuencias t́ıpicas que en la cola

de la distribución de frecuencias (observada en una red dada) se aleja de la distribución

potencial.

Para evitar que las variaciones de conectividad de la red confundan las variaciones propias

de las epidemias simuladas, se eligieron algunas redes, las que presentaban distribución

mas aproximadamente potencial, y luego se realizaron los estudios de dinámica de trans-

misión siempre utilizando las mismas redes.

Por ultimo, se analizo la estructura de una red social Facebook y se mostró que estas

redes tienen una distrubución aproximadamente potencial, como las redes BA pero tiene

una gran diferencia, el coeficiente de agrupamiento es muy alto, a diferencia de las redes

BA que tienen coeficiente de agrupamiento casi nulo. Con estos resultados se abre una

nuevo camino para estudiar en el futuro como seŕıa la dispersión de enfermedades en este

tipo de redes.

En el caṕıtulo 5, las redes Scale-Free son redes complejas con alta variabilidad en la
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distribución de grado lo que dificulta su análisis. La motivación para simplificar una red

Scale-Free, es para reducir el número de ecuaciones diferenciales. Por eso, se presentó y se

analizó un modelo de red simple cuyas caracteŕısticas son muy similares a las de una red

Scale-Free. Esto consistió en dividir la distribución de grado en dos, es decir, hay solo N1

nodos con grado n1 y N2 nodos con grado n2 con n2 ≫ n1, a estas nuevas redes con solo

dos grados se las llamó redes “2G”. Para esta nueva red se determino cuatro valores (n1,

n2, N1 y N2), es decir, se necesito cuatro condiciones y ambas redes deben tener el mismo

número de nodos N entonces N1+N2 = N , y se pidió que los tres primeros momentos de

la distribución de grado de la red compleja coincidan (lo más aproximadamente posible)

con los de la nueva red, o sea el grado medio (n), la varianza (var) y la asimetŕıa de la red

Scale-Free. Es importante notar que tantos los grados como las poblaciones son variables

enteras y por lo tanto, no siempre puede obtenerse la igualdad buscada, en tal caso se

buscan las soluciones enteras mas cercanas.

Luego se calculó las caracteŕısticas topológicas de las redes 2G tales como el coeficiente

de agrupamiento y la longitud de camino medio, también se calculo el número final de

Recuperados, máximo del pico y tiempo del pico, y se observó que son similares a las de

las redes BA. En ambos casos el coeficiente de agrupamiento fue prácticamente nulo con

valores ligeramente superiores para las redes BA, y en ambos casos este coeficiente estuvo

en el orden 104. La longitud de camino medio resultó mayor en las redes 2G, como era

de esperar debido a que la mayoŕıa de los contactos de los nodos de baja conectividad

es entre ellos. Para un valor relativamente pequeño del grado medio (n = 8) la longitud

de camino medio en redes 2G resultó en el orden de 5.5 mientras que en redes BA fue

alrededor de 4. Pero en ambos casos se obtuvieron valores bajos mostrando que ambas

redes tienen una gran conectividad entre sus nodos. Para un grado medio mas alto (n = 16)

tanto los coeficientes de agrupamiento como la longitud de camino medio resultaron mas

similares aún. También se simularon epidemias donde se puede observar la dinámica de
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infección resulta muy similar en ambas redes siendo en algunos casos estad́ısticamente

indistinguibles. Tanto el pico de la epidemia, el tiempo al que ocurre, la duración del pico,

como los valores de equilibrio son esencialmente iguales.

Además se obtuvieron estimaciones emṕıricas del número reproductivo básico de las redes

2G y se las comparó con las correspondientes para redes BA y se observó a medida que

aumenta el tamaño de la red mejor se aproxima el ℜ0 emṕırico al ℜ0 teórico de las dos

redes.

Por último, es importante destacar como las redes BA o SF (y las redes 2G) son aleatorias

y el coeficiente de agrupamiento esencialmente nulo no se cumple que < S
N

>= 1
ℜ0

como

se espera en poblaciones con mezcla homogénea. El efecto de la estructura de la red se

ve mucho mas claramente en nuestro modelo 2G donde se pudo demostrar que en una

población estructurada con nodos con grados distintos (en nuestro caso n2 ≫ n1) la

relacón < S
N

>= 1
ℜ0

nunca se cumple.

En el caṕıtulo 6, se vió que el modelo de campo medio clásico no logra representar las

epidemias simuladas en las redes scale-free por eso se realizaron modificaciones al Modelo

de Campo Medio Clásico que consistió en utilizar las redes 2G. Y se puede observar que se

obtienen excelentes acuerdos entre las epidemias de las redes 2G , scale-free (BA)y las ob-

tenidas con el nuevo modelos de campo medio. Además se obtiene una mejor aproximación

si n es mas grande.

Luego se calculó el ℜ0 para el nuevo sistema de ecuaciones modelado y se obtuvo que

el número reproductivo básico obtenido de modelos no siempre se corresponde con los

obtenidos considerando la estructura de la red.

También se han simulado la estructura de contactos (para redes 2G y SF ) y la dinámica

de contagio con distintas tasas ρ. Luego se graficó ℜcalculado
0 (ρ) y se comparó con ℜ0

emṕırico 2G y ℜ0 emṕırico SF para N = 80000 y como se puede observar, el ℜcalculado
0 no

se está ajustando como se deseaŕıa .
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Por lo tanto, se podŕıan hacer modificaciones tales como obtener una mejor aproximación

de ℜcalculado
0 para que sea un poco más parecido al ℜ0 teórico de la SF.

En el caṕıtulo 7, se recreó las interacciones de los individuos de un ambiente a otro que

se reparten aleatoriamente, en su cotidianidad, es decir, cada individuo pasa la mitad de

su tiempo en su grupo de tipo H y la otra mitad en su grupo de tipo W. Entonces se

obtiene una red bi-partita compuesta por dos subredes que no coexisten en el tiempo pero

comparten a todos sus individuos. De esta forma un individuo puede producir una cierta

cantidad de infecciones en su grupo de tipo H y otra cierta cantidad de infecciones en su

grupo W.

En un trabajo previo (ver [23]) se obtuvo un modelo de campo medio con dos parámetros

de ajuste. En esta tesis se mostró que un modelo de campo medio con solo un parámetro

de ajuste se obtienen soluciones que capturan fielmente las realizaciones t́ıpicas obtenidas

con el modelo de red.

Además se ha cambiado el enfoque en el modelado de la transmisión porque antes se

basaba en la utilización de una matriz de contactos (es decir, la matriz de adyacencia

donde solo se guardan los elementos no nulos), un enfoque que es adecuado en redes

donde la transmisión es directa, pero falla cuando la transmisión es a través de vectores.

Luego se observo que se obtienen las mismas simulaciones utilizando el modelo de la

transmisión teniendo en cuenta la matriz de contacto con el nuevo programa para crear

las epidemias con vectores.

Por ultimo, se realizó las simulaciones de epidemias con vectores y se obtiene que el modelo

de campo medio propuesto captura con buena aproximación las epidemias observadas en

el modelo de red.

Por lo tanto, se propone seguir mejorando el sistema para vectores hasta llegar a un

sistema que sea lo mejor posible.
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virus informáticos. Tesis de Licenciatura. Departamento de matemática, Faculta de
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