/ __ A1 F Facultad de Ciencias Basicas
’ . . _/ _// _Zy [~/ i/ ©Programa de Matematicas
I Universidad Vol. I, N© 1, (2016)
del Atlantico

Revista Del Programa De Matemadticas Paginas: 47-60

Sobre una propiedad equivalente a la condicion de pesos A,
para el operador maximal de Hardy-Littlewood

About a property equivalent to A, weight condition for the
Hardy-Littlewood maximal operator

Alvaro Corvalan

Instituto del Desarrollo Humano, Universidad Nacional de General Sarmiento, Argentina

acorvala@ungs.edu.ar

Resumen

Recientemente se ha observado que para un peso w la desigualdad puntual para operadores de Hardy-Littlewood
Mf(x)’ < C-M,(fI’)(x), que es consecuencia del tipo débil (p, p) respecto de un peso w en realidad es equiva-
lente a la acotacién débil (p, p). Aqui proporcionamos una demostracién nueva y elemental de dicha equivalencia que, a
diferencia de las demostraciones existentes, no requiere apoyarse en resultados de cubrimientos.

Palabras claves: Hardy-Littlewood Maximal Operator A, Classes Weight Functions

Abstract

The inequality M f(x)” < C - M, (|f]”) (x), for a weight function w, is a consequence of the weak type (p, p) for the
Hardy-Littlewood maximal operator from L” (w). A recent result shows that the inequality also implies the weak type
(p, p) so, in fact, both conditions are equivalent. Here we give a new an elementary proof of the equivalence that, unlike
existing demonstrations, it requires no covering properties.

Keywords: Operador Maximal de Hardy-Littlewood clases A, funciones de pesos

1. INTRODUCCION

Los pesos que cumplen las condiciones A, tienen muchas propiedades interesantes relacionadas con la
acotacién de operadores, y dichas clases tienen una rica estructura que en particular habilitan importantes
resultados de extrapolacion para distintas familias de operadores y clases de pares de funciones.
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Aqui entenderemos por cubos siempre a cubos de R" con lados paralelos a los ejes coordenados (es decir
que serdn el producto cartesiano de n intervalos de R de 1la misma longitud. Y notaremos |Q| al volumen de
dichos cubos.

Comenzamos por algunas definiciones:

Entendemos por un peso w una funcién medible, no negativa y localmente integrable w : R* — R. Como
es de uso frecuente, dado un conjunto medible E, a veces denotaremos w(E) = f w (x) dx. Para evitar casos

triviales asumiremos que w es no nula en algin conjunto de medida positiva -fie lo contrario w seria nula
para casi todo x € R".

Notaremos L1 . (R"), 0 a veces sencillamente L1 .» alas funciones medibles Lebesgue tales que para todo
conjunto E de medlda finita vale fE f(x)dx < funcwnes localmente integrables-.

El estudio de los pesos, y en general de los pesos A, -que enseguida definiremos- estd ligada fuertemente
al estudio de la acotacién del operador de Hardy-Littlewood M que se define de la siguiente manera.

Definicion 1. Dada una funcion f € Llloc (R™), definimos

Mf(x)—sup@ f Ol dy )

Definicion 2. Dada una funcion f € L,oc (R™), definimos

Mf(x) = Sup 0] flf(y)ldy @

donde Q es la familia de cubos cuyo centro es Xx.

Observacion 3. En distintos textos -e incluso en distintos apartados de un mismo texto (confrontar, por ej.
[9])- se llama funcion maximal de Hardy-Littlewood a M f 0 a M f (0 a operadores andlogos reemplazando
los cubos por bolas de R"), y de hecho en diversos articulos se denota M f lo que aqui llamamos MCf. Sin
embargo, para las cuestiones que nos ocupan aqui ambos operadores son esencialmente intercambiables de-
bido a que son puntualmente equivalentes: T1 y T, se dicen puntualmente equivalentes si existen constantes
positivas Ay B -que no dependen de x ni de f, solo de la dimensién n- tales que Vf € L} yV¥xeR",

loc

A-Tof () <T1f (x) < B-Taf (x)

En tal caso escribiremos T = T,. Claramente =~ es una relacion de equivalencia. De hecho con M 'y M*
esto sucede para A = 1y B = 2", en efecto, que M f (x) < M f (x) es evidente ya que los cubos centrados
en x es una subfamilia de todos los cubos a los que x pertenece, de modo que

— d — d
Slelpx IQ|f|f(y)l ly < su1z|Q|fIf(y)l y

, por otra parte, dado x 'y un cubo cualquiera Q con x € Q, si tomamos Qx el cubo centrado cuyo lado es el
doble del lado del cubo Q estd claro que Q C Q y que |Qx| = 2"|Q| de modo que

1 1
L f Ol dy < 2"~ f FOldy < 2"MCf ()
o) 5] J
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. Como esto vale para todo Q > x tenemos que M f (x) < M f (x). Es decir
Mf(x)<Mf(x)<2"-Mf(x) (3)
, por lo tanto M ~ M°.

Observacion 4. El operador M, lo mismo que M° y varios otros operadores similares, aunque no es lineal,
es un operador sublineal: Un operador T que va de un espacio vectorial de funciones medibles en otro
espacio de funciones medibles a valores complejos reales-, diremos que es sublineal si para cada par de
funciones 'y g en el dominio de T vale que |T (f + g)| < |T f|+1|Tgl, y vale que |T (af)| = |||T f| para todo
aeC.

2. LA ACOTACION DEL OPERADOR M

Dada una medida u se trata de determinar para cuales espacios L? (u) el operador f — M f esta acotado
o al menos satisface una condicién similar pero mas débil. Definamos mas formalmente estas cuestiones:

Definicion 5. Si (X, u) y (Y,v) son espacios de medida, un operador T que va de L? (1) en L? (v) se dird que
es de tipo fuerte (p, q) si es un operador acotado de L? (1) en L1 (u), es decir si para toda f € L (u) resulta
que T f € L1(v) y existe una constante positiva C tal que

T sy < C S llog 4)
para toda f € L? (i). La menor de tales constantes C es llamada la norma de operadores de T.

Observacion 6. Si g < oo la desigualdad (4) queda asi:

1 1
( f |Tf(y)|qdv)q < c( f |f(x>|"dﬂ)” )
Y X

Puede verse entonces que como para todo A > 0 vale que

1 1
Ay eY: TfWI>A1=Q@v{yeY ITfI>a"he <

1 1 1
( f Mdv)q < ( f ITf(y)I"dv)q < ( f |Tf<y>|qdv)q
AT f)I7>A9) AT f)I7>A9) Y

entonces si T es de tipo fuerte (p,q) con q < oo, debido a la desigualdad (5) tenemos que existe C > 0 tal
que para toda f € LP (1) y para todo A > 0 vale:

1
1 1
(ly €Y ATf O > T < c( f f o du)p ©)
X
lo que motiva la siguiente:

Definicion 7. Si T es un operador que va de L” (1) en las funciones medibles respecto de u, decimos que T
es de tipo débil (p, q) con q < oo si existe una constante positiva C tal que para toda f € L? (i) y para todo
A > 0vale la desigualdad (6).
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Observacion 8. Para el caso g = oo cabe recordar que g € L™ (v) si y solo si existe una constante k con
O<k<ocotalquev({yeY :|gl >k} =0ylglli es el infimo de tales k. Env({y € Y : |g(y)| > k}) =0
identificamos los tipos débil y fuerte es decir T es de tipo débil y fuerte (p, o0) siy solosiT : LP (u) — L™ (v)
es un operador acotado, es decir si existe C > 0 tal que para toda f € LP (i) vale

IT Aoy < CllAlL

De modo que a partir de las observaciones y definiciones precedentes es inmediato que si 7 es de tipo
fuerte (p, g) entonces T también es de tipo débil (p, g). En general para g < oo la reciproca no es cierta, y un
operador de tipo débil (p, g) puede no ser de tipo fuerte (p, g). Por ejemplo M es de tipo débil (1, 1) pero no
de tipo fuerte (1, 1).

En R” es interesante la caracterizacion de aquellas medidas u para las que M es de tipo fuerte (p, p), o
al menos de tipo débil (p, p), respecto de .

Pero en tales casos resulta que la medida y tiene que ser absolutamente continua respecto de la medida
de Lebesgue (ver [1]) por lo tanto du(y) = w(y)dy para un peso w tal que para E medible Lebesgue vale que
w(E) = 0 siy solo |E| = 0 -donde |E| es la medida de Lebesgue de E- y podemos siempre referirnos a las
medidas dadas por un peso como funcién de densidad, y los espacios L” (dw) se notan usualmente L” (w).
Asi que en definitiva nos interesan la acotaciones tipo fuerte (p, p) o tipo débil (p, p) respecto de w, es decir,
para p < oo si:

1
(f Mf(x)”w(x)dx)p < c(f f(x)pw(x)dx)p

para cierta C > O y para toda f € L? (w) -tipo fuerte (p, p)-, o si por otra parte:

1
w{xeR" : Tf(x)>A)r §C(f f(x)”w(x)dx)p 7
R’l

para cierta C > 0, para toda f € L? (w), y para todo 4 > 0 -tipo débil (p, p)-.
Cuando un operador satisface la desigualdad (7) para toda f € L? (w) decimos que es de tipo débil (p, p).
Es decir que el tipo fuerte (p, p) implica el tipo débil (p, p), y la reciproca en general no es cierta.

Observacion 9. Si w es un peso tal que w(E) = 0 si y solo |[E| = 0 es inmediato de la definicion de
M que M fllon < Wfllisqy de modo que M es de tipo débil y fuerte (oo, 00) con norma de operadores
menor o igual que 1. De hecho tomando la funcion caracteristica de un cubo: f = y¢ es fdcil ver que
1M flloay = 1fllzoqey = 1 de modo que la norma de M en el caso (o0, ) es 1.

Observacion 10. Aunque el tipo débil (p, p) no implica en general el tipo fuerte (p, p) hay situaciones
interesantes en que si ocurre, lo cual es importante, porque usualmente es mds fdcil demostrar que un
operador es de tipo débil. Por ejemplo, para el operador M sucede que el tipo débil (p, p) para p > 1
respecto de un peso w nos asegura que existe un € > 0 tal que M es de tipo débil (p — &, p — €), y esto, junto
con la observacion anterior de que M es de tipo débil (oo, o) nos pemite asegurar que, de hecho, M serd de
tipo fuerte (p, p), usando una técnica de interpolacion que permite probar acotaciones de tipo fuerte para
valores de p intermedios entre pyy p1 con 1 < pg < p < p1 < oo si un operador sublineal T es de tipo
débil para (po, po) y de tipo débil (p1, p1). El resultado fue anunciado en 1939 ([6]), mencionando que la
demostracion se publicaria en un articulo posterior por Josef Marcinkiewicz quien fallecié poco después
durante la segunda guerra mundial. Quince afios después Anthony Zygmund publico una demostracion
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completa -[7]-, y se hallaron posteriormente numerosas generalizaciones -ver, p. ej. [8]-. De hecho, ya el
resultado original permite interpolar entre (po,qo) y (p1,q1) con 1 < pg<p<p; <ocoyl<gy<g<gq; <
o0, pero en este articulo nos alcanza con la siguiente version.

Teorema 11. (de Interpolacion de Marcinkiewicz) Sean (X, u) y (Y, v) espacios de medida, 1 < py < p; < oo,
T un operador sublineal que va de LP° (u) + LP' (u) en las funciones medibles en (Y,v) tal que T es de tipo
débil (po, po) y de tipo débil (py, p1). Tenemos entonces que T es de tipo fuerte (p, p).

La demostracion de este resultado de interpolacién, usando s6lo conceptos habituales de medida e inte-
gracion, puede encontrarse, por ejemplo, en [9] (Cap 2, Teo. 2.4).

Definicién 12. Decimos que w estd en la clase A, para 1 < p < oo si existe una constante positiva C > 0
tal que para cualquier cubo Q se cumple que

p—1

1 1 =1
— il -1
0] Qj‘w(x) dx 0] Qj‘w(x)l’ dx <C ®)

Para p = 1 decimos que w estd en A si existe C > 0 tal que

% <C-wx) ©))

para casi todo x € Q. Equivalentemente w estd en A, si existe C > 0 tal que
Mw(x) < C - w(x) (10)

para casi todo x.
Tanto para las definiciones de las clases A, con p = 1y con p > 1 denotamos [A,] a la menor constante

1 1 L
C que verifica las desigualdades 8,9, o 10. Es decir que [A,] = sup ([@ fw (x) dx] [@ fw (x)p-1 dx] ]
e 0 (o)

(es fdcil ver a partir de la definicion de M que si w fuera nula en
(o8]

un conjunto de medida positiva entonces 9 o 10 sélo puede valer si w = 0 en casi todo punto).

M
sip>1,yparap =1es[A] = H—W'
w

Por un conocido teorema debido a Benjamin Muckenhoupt para n = 1 y Ronald Coifman y Charles
Fefferman para n > 1) la condicién A, es equivalente al tipo débil para 1 < p < co. (ver [1]y [3]).

Usando el resultado de interpolacién de Marcinkiewicz resulta que el dltimo teorema implica que si
w € A, entonces M es de tipo fuerte (p, p) para todo p > pg. Pero en realidad, si py > 1 puede probarse
que si w € A, no s6lo es de tipo débil (po, po) sino también de tipo fuerte (pg, po). Eso se debe al siguiente
resultado:

Teorema 13. (A, = A,_;)

Siw € Ay, con pg > 1 entonces w € Ap . para algiin e con 0 < & < pg — 1.

La demostracion puede hallarse, por ejemplo, en [5] o [9]. Esencialmente se apoya en el hecho de que
si w pertenece a alguna clase A, entonces satisface, para algin & > 0y alguna constante positiva C una

desigualdad de la forma:
1
o L) =i )
— | w'® <C— | w
(IQI 0 101 Jo
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Estas desigualdades se conocen como desigualdades de Holder inversas -debido a que la desigualdad opues-
ta vale con constante C = 1 como consecuencia fdcil de la desigualdad de Holder usual-.

También puede plantearse, en términos del operador maximal de Hardy-Littlewood ponderado respecto
de w, M,, f, otra condicién que recientemente se observo (ver [2]) que también es equivalente a la condicién
A,. Definamos M,, f:

Definicion 14. Sea f localmente integrable respecto de w, definimos el operador maximal de Hardy-Littlewood
ponderado respecto de w

Mof ()= sup f WOy (11)

w(Q)

Siw (Q) = 0 la expresién f |fO)| w(y)dy se interpreta como 0.

(Q)
Claramente siw = 1 es M,, M
De manera similar a la definicién de M¢ podemos definir también un operador maximal centrado ponde-
rado respecto de w, que notaremos M;,:

Definicion 15. Sea f localmente integrable respecto de w, definimos el operador maximal de Hardy-Littlewood
centrado ponderado respecto de w :

Mif ()= sup f O W)y (12)

w(Q)

Observacion 16. A diferencia del caso de M 'y M¢, en general los operadores M,, y M, no son equivalentes
salvo que w cumpla alguna condicion adicional. Claramente M, f (x) < M,, f (x) pero no siempre existe una
constante B > 0 que asegure que M,,f (x) < B.M{, f (x). Una propiedad que permite conseguir asegurar la
ultima desigualdad es que w sea un peso duplicante: Decimos que w es duplicante si existe una constante
positiva c tal que para todo cubo Q vale que w(2Q) < c.w(Q) donde llamando 2Q al cubo que tiene el
mismo centro que Q'y el doble de su lado. Luego si w es duplicante entonces M,, = M,.

Es facil ver, a partir de la definicion de las clases A, que si w € A, entonces existe una constante positiva
¢ > 0tal que Mf(x)? < c- M, (|fI”) (x). En efecto, si p = 1 tenemos que para w € A; por la desigualdad 9

) < C - w(x) en casi todo punto, y entonces para cualquier Q vale que

vale que existe C > 0 tal que i

¢

dy < 10 gy = f J
7 f Fody < f I Cw o) iy = [ VoI )dy

, de donde tomando supremos sobre Q se obtiene M f(x) < ¢ - M,, (f]) (x).
Por otra parte, para p > 1, aplicando la desigualdad de Holder respecto de la medida w(y)dy, y utilizando

-1
que para p’ talque — + — =l valeque 1 — p’ = p— y que ﬁ, = p—1, y usando la condicién A, dada en
p p p- 4

la definicién de arriba a tenemos que

1
= Qf -1y = o f FO =)y
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1
p

< o f o v | [ (— woy|
(0]

<=

IQI”

f L FOIP w(y)dy w(y)‘ ' dy J
pP—

1
1

-3 lQV,lflf(y)I”W(y)dy [worrTay
0

p-1

1 1 =1
— p dy-| — -1 4
< |Qlflf(y)l w(y)dy |ngfW(y)P 'y

r 4
IQlf FONwO)dy— f O w () dy
2

, y tomando de nuevo supremos sobre los cubos, tenemos:

Mf(x)P <C-M, (f1")(x) 13)

Es decir, revisando el razonamiento lo que vimos es que las condiciones A, implican, en cada cubo Q' y
para toda f localmente integrable, desigualdades locales de la forma

P

1
— » 14
IQ|Qf|f(y)|dy < (Q)flf(y)l w(y)dy (14)

; y de alli obtuvimos las desigualdades puntuales 13, tomando supremos sobre los cubos.
Por otra parte puede verse que si vale en cada cubo la condicion 14 entonces w € A,: En el caso
p = 1 para cualquier x del interior de Q tomamos una familia de aproximantes de J,, por ejemplo f, dada

1
por f(y) = TN

pequeio para que Q, C @, de modo que 14 para p = 1 implica que

IQlf oY Y=g (Q) |QX|XQA@> W) dy

(), donde y o, son caracteristicas de cubos centrados en x de lado lo suficientemente

, es decir

T fXQ* OB C G fXQ* OOy
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luego . R
|@@Mg“ M@@%[Mw@
de donde w(0) |
|@“@xf o
y como vale para todo cubo Q, centrado en x de lado suﬁmentemente pequefio tendremos
"L

para todo x que sea un punto de Lebesgue de w, por lo tanto eso serd para casi todo x € Q ya que un peso w
es localmente integrable (-ver, p. €j. [4], Teorema 7.10-), es decir w € A;.

, 1 1
Para p > 1, tomando f = w'™”" y usando que si — + — = lvale que p+ p’ = p- p’ tenemos que

fP = wPPP" = wP=P*P) = =P y reemplazando en la desigualdad 14 nos queda

p
1 1 ,
C——-: P d
IQIfW(y) <CL0 w» ™ w)dy
o
, y de alli, multiplicando y dividiendo por |Q] :
P

1 @|1Lf iy
|gfww @lia) "

y entonces
p-1

1 1-p’
% |—Q|fw(y) dy <C
(4]

-1 - .
yusandoque 1 — p’ = 1 yw(Q) = fw (y)1 dy obtenemos 8 es decir que w € A,,.
p- 0

3. EQUIVALENCIA DE LA DESIGUALDAD PUNTUAL CON LA CONDICION A p

Como mencionamos, debido al resultado de Muckenhoupt y Coifman-Fefferman mencionado previa-
mente se tiene que (8) -y por lo tanto también (14)- son equivalentes al tipo débil (p, p) para p > 1 y al tipo
fuerte (p, p) para p > 1, y una consecuencia bien conocida la desigualdad puntual M f(x)? < C-M,, (|f|") (x)
-inmediata, como vimos, tomando supremos en 13-, es decir se tienen los siguientes teorema y corolario:

Teorema 17. Sea w un peso en R", y 1 < p < oo son equivalentes las siguientes condiciones:
i) M es de tipo débil (p, p) respecto de w, es decir:

1

/lw({xE]R"'Mf(x)>/l (f f(x)pw(x)dx)
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para cierta C > 0, para toda f € L? (w), y para todo A > 0.
ii) w € A, esto siginfica que para cierta C > 0:
sip>1:
p-1

1 1 =1
— | w(x)dx —fwxl’—‘dx <C
IQIf Cdxl i J v
o o
para todo cubo Q,
ysip=1:
Mw(x) < C - w(x)

para casi todo x.

iii) w satisface:
P

1 1
— d C——- i d

para cierta C > 0, para todo cubo Q y para toda f localmente integrable.

Corolario 18. Si w es un peso que satisface cualquiera de las condiciones del teorema anterior entonces
para toda f localmente integrable y para casi todo x vale que:

Mf(x)? <C- M, (fI") (x)

Observacion 19. Una consecuencia elemental del teorema que nos conviene mencionar es que si se satisfa-
ce cualquiera de las condiciones i), ii) o iii) entonces w es duplicante. Como las condiciones son equivalentes
basta usar cualquiera de ellas, por ejemplo, a partir de iii), tomando 2Q en la desigualdad, con f = xo

tenemos »

1 1
@fXQ()’)dy < CWQ) fXQ(Y)"W()’)dy
20 20

, y usando la definicion de x o y que en R" es [20| = 2" |Q| queda

(IQI )p<c 1 w0)
20l w2O)

de donde simplificando |Q| y despejando se obtiene

w2Q) <k -w(Q)
conk =2"C.

Notacion 20. Para aligerar la notacion, dado p > 1, llamemos a la condicién iii) del teorema: Condicion
Maximal Local y notémosla CML,, y a la consecuencia del corolario la llamaremos Condicion Maximal
puntual y la notaremos CMP,,. El teorema precedente 'y su corolario pueden entonces enunciarse de manera
abreviada como:

(Débil (p.p) © A, & CML,) = CMP,
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Observacion 21. Se puede demostrar que, para p > 1, si M es de tipo débil (p, p) entonces M es de tipo
fuerte (p, p) -y la reciproca ya vimos que es inmediata-, de modo que en el caso p > 1 la condicion i) se

puede enunciar como
1 1

( Mf(x)”w(x)dx)p < c(f f(x)”w(x)dx)p
RVI n

y tenemos para p > 1 :
(Fuerte (p,p) & Débil (p,p) & A, & CML,,) = CMP,

La equivalencia entre las condiciones ii) y iii) del teorema las hemos probado en los parrafos anteriores,
y que i) equivale a ii) es el resultado de Muckenhoupt y Coifman-Fefferman (ver también [5] Teorema IV
2.1 y observaciones posteriores).

. Cabe destacar que las demostraciones de que ii) o iii) implican i) son en general considerablemente
mas dificiles véase, por ejemplo, [3], o [5] o también [9], mediante una descomposicién de tipo Calderén-
Zygmund.

En un trabajo bastante reciente ([2]) los autores muestran que la condicién del corolario, M f(x)? <
C - M, (IfI”) (x), aparentemente mas débil que i), ii) y iii) es en realidad equivalente a ellas, de modo que se
tiene

Fuerte (p, p) & Débil (p,p) © A, & CML, & CMP,

. La prueba de [2] requiere, en primer término, mostrar que la condicién CM P, implica directamente que
w es duplicante, de allf resulta que M,, es equivalente a M, y luego se alude a que el operador maximal
ponderado M;, es de tipo débil (1, 1) lo que se puede probar usando lemas de cubrimientos, por ejemplo (ver
[9]), el Lema de Besicovitch (que es un resultado profundo que se apoya fuertemente en la geometria de R”
y en el hecho de usar una base de cubos centrados). Luego, usando de nuevo la condiciéon CM P, resulta que
M es de tipo débil (p, p).

A continuacién presentamos nuestro resultado principal que es otra demostracién de la equivalencia de
CMP), con las demds condiciones que no requiere apoyarse en ningiin tipo de lema de cubrimiento. Es la
siguiente proposicion que demuestra directamente que CMP,, implica la condicion A, (y la reciproca sale
deque A, = CML, = CMP,).

Observacion 22. Como en todo el articulo cuando hablamos de cubos se trata de cubos con lados paralelos
a los ejes coordenados.

Teorema 23. Sea w es un peso que satisface la condicion CMP), es decir que para cada x vale que:
Mf(x)P < C- M, (IfI) (x) entonces:

a) Si Qo y Q1 son cubos contiguos por un vértice entonces w (Qg) = w (Q)), esto es que existen constantes
positivas Koy y Ky -independientes de Qo y Q1- tales que w(Qp) < Ki -w(Q1) y w(Q1) < Ko - w(Qop).

b) w es un peso que satisface la condicion CML,, es decir:

P
1

1
— d - I d
|Q|Qf|f(y)| y SCW(Q)Qflf(y)I w(y)dy

para cierta C > 0, para todo cubo Q y para toda f localmente integrable.
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Demostracion.

a) Para ilustrar la notacién observemos el dibujo en R? con Q; contiguo a Qq por abajo y la izquierda
-pero la situacién es similar con cubos contiguos por cualquier vértice en R”

-, ¥ QO es el menor cubo que
contiene a Qo y O1:
6 ~ 9_ - _;
| <6 |
+—1
Q,

Consideremos x el vértice de Qo opuesto a x;, donde x; es el vértice compartido por Qp y Q1. Como w

satisface la condicién CM P, para toda f € L,OC y para todo Q > x vale que:

P

3 f FOldy| < MfGY < C- M, (7))

. Para f = y,, la funcion caracteristica del cubo Q; tenemos que

1

M (f17) () = sup f O w()dy = sup—=w (01 0))
Osx W Q O3x W

Ahora si Q N Q1 = 0 entonces w (Q N Ql) 0, de modo que basta considerar el maximo entre aquellos

cubos Q > x que intersecan a Q. Pero si Qn 01 # 0 entonces x; € Q y como x € Q tenemos que {x, x;} C Q

y siendo x y x; vértices opuestos de Oy tenemos que Qp C Q Luego, observando que |Q| 2"101] (ya que
el lado de Q es el doble del lado de Q)

p

1 _lel_leng |1

o H - |a‘ ‘Q| fXQldy < Mf(x)p
0

w(0Nn01)  wio
<C-M, (fI")(x) < <.
< 1117 (x) < ZI; ) < W (00)

Luego, con constante K; = 2"C, que depende solo de n y de la constante C de la condicion CMP, de w
tenemos:

w(Qo) < K -w(Q1)
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Pero con un argumento similar, tomando en cambio como x el vértice de Q; opuesto a xi, (es decir el inferior
izquierdo, en el ejemplo) y usando f = y, obtenemos de manera andloga una constante K -de hecho puede
tomarse Ky igual a K- tal que:

w(Q1) < Ki - w(Qo)

Por lo tanto

w(Qo) = w(Q1)

b) Sea ahora un cubo cualquiera Q. Con la notacién de a) tomemos Q; = Q, y sea ahora f cualquier
funcién localmente integrable y usaremos CMP,, para f - xo, y para x el vértice del cubo Qy opuesto a x;
donde Q() N Q] = {X] }

Como (f - xg,) () = 0siy ¢ O, para cualquier O > x vale que:

f |(f - x0) O wdy = f |(f - x0) O wdy < f If OIF w () dy
QﬁQl

Por otra parte si O N Q; = 0 entonces f|(f -XQI)(y)ipw(y) dy=0.Y si QN Q; # 0 entonces {xo, x;} C Qy
0

0o C 0, luego tenemos que:

Mu((f o) o = s f I xo) O w)dy =

1
= sip — [ IF@IPwmdy
Qoco W
[alo

Como Qy C Q tenemos que w(Qy) < w(é) y usando la parte a) tenemos una constante K; tal que

1 — —
o w(Q1) <w(Qp) <w (@ entonces para cualquiera de tales Q, con Qg C Q, vale que:
1

1
—_— P d I d
W(Q)J F O w)dy < (Q)flf(y)l w () dy
oNQ,
y por lo tanto:
1
My (lf - xol” — » d f 4 d
(7 xol") @ = s~ | VO s o [F0rvmd
ong;

Entonces tomando Q el menor cubo que contiene a Qy y Q, y usando el hecho de que |§| = 2"|Qy|, la

definicién de M f (x), la condicion CMP,, para f - xo, con el vértice x € Qy C 0, y la dltima desigualdad
tenemos:
P P
1 1
o o7 [ oty - -5 ) f (Fxe) O dy| <M (7 oxo) 0P
0
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<M, (fxol )0 =C- @ﬂf@)ww@)dy

Es decir: »

1
— d 2MPC LK - P d
|Q1|Qf|f(y)| y| < (Q)flf(y)l w(y)dy

Y renombrando C a la constante 2"?KC, y observando que esto vale para cualquier cubo Q; = Q con
una constante que solo depende de w y de n obtenemos CML,,:

4

1
_ - 4
|Q|Qf|f(y)|dy <C (Q)flf(y)l w(y)dy

|
En consecuencia hemos obtenido una nueva prueba que excluye el uso de cubrimientos de las equivalen-
cias:
Débil (p,p) ® A, & CML, & CMP,

Si p > 1, como ya mencionamos, el teorema (A, = A,_,) implica también la equivalencia: Fuerte
(p, p) & Débil (p, p).

Como nota adicional obsérvese que el item a) de la proposicioén anterior puede usarse facilmente para
obtener otra demostracion de que si w € A, entonces es duplicante -basta usar una particién del cubo 2Q por
cubos de Q contiguos por el vértice y que en tales cubos vale w (Qg) = w (Q1).
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