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En el capitulo 2 consideramos dos problemas de decision asociados: en un caso, donde la
entrada es solo un grafo G y, en el otro caso, donde la entrada es un grafo G y un nimero
entero p > 2. En ambos casos, el problema de decision es: ¢ Tiene el grafo G un p-cubrimiento
C-convexo (respectivamente. p-particion C-convexa)? Tratamos los problemas de cubrir con
conjuntos convexos y de particionar en conjuntos convexos los vértices de un grafo bajo la
convexidad digital. Presentamos los resultados en relacidn con el problema de particionar los
vertices de un grafo en conjuntos convexos bajo la P;-convexidad y bajo la P;-convexidad, y
consideramos también el problema de cubrir los vértices de un grafo con P;-conjuntos
convexos. Abordamos estos problemas también bajo la convexidad monofénica. Los
resultados principales de este capitulo fueron publicados en 1).

En el capitulo 3 estudiamos la existencia de formulas para calcular el nimero de P5-intervalo,
el nimero de P;-capsula y el tiempo de percolacion bajo la P;-convexidad, para los grafos
caterpillar. En el caso de los grafos de intervalo unitario, encontramos una formula para el
tiempo de percolacion en términos del diametro de un determinado grafo de intervalo unitario
relacionado con el. Mas precisamente, tratamos el nimero de P5-intervalo y el numero de P;-
capsula de un grafo caterpillar. Asociamos una secuencia de nimeros enteros positivos a cada

grafo caterpillar, llamada secuencia basica, utilizada a lo largo del resto de la seccion.
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Presentamos una formula cerrada para el nimero de P;-intervalo y otra formula para el
namero de P;-cépsula de un grafo caterpillar, en términos de su secuencia basica asociada.
También presentamos formulas para el tiempo de percolacién para grafos caterpillar y grafos
de intervalo unitario. Estudiamos el tiempo de percolacion de un grafo caterpillar y nos
ocupamos del problema de encontrar el tiempo de percolacion de los grafos de intervalo
unitario. Luego, presentamos una clase de grafos hereditarios para la cual el tiempo de
percolacion de cualquier grafo en la clase es 1. Los resultados principales de este capitulo
fueron publicados en 2).

Y, por ultimo, en el capitulo 4, calculamos una férmula para calcular el nimero de
Carathéodory bajo la P;-convexidad en los grafos de Hamming de dimension menor a 7 y otra
férmula para cierta subfamilia de los grafos de Hamming de dimensién mayor o igual a 7, que
cumplen que son el producto cartesiano de grafos completos de 3 0 mas vértices.
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Resumen

En esta tesis estudiamos distintos tipos de convexidades en grafos y
parametros asociados a ellas. Una converidad en un grafo G es un par
(V(G),C) donde C es una familia de subconjuntos de V(G) que satisface
las siguientes condiciones: ) € C, V(G) € C, y C es cerrado bajo interseccio-
nes; es decir, V; NV; € C para cada Vi, V5 € C. A cada conjunto de la familia
C se lo llama C-convexo. Sea P un subconjunto de caminos de G. Si C es la
familia de todos los conjuntos S de vértices de GG tales que, para cada camino
P € P cuyos extremos pertenecen a S, todo vértice de P también pertenece
a S, entonces tenemos que (V(G),C) es una convexidad en G y nos referimos
a C como una convexidad de caminos generada por P.

Las distintas convexidades en grafos han sido ampliamente estudiadas en los
ultimos anos. Un problema interesante consiste en comparar el comporta-
miento de distintos parametros bajo diferentes convexidades.

En esta tesis estudiamos los siguientes problemas y convexidades:

1. Presentamos resultados sobre complejidad relacionados con el cubri-
miento de los vértices de un grafo mediante p conjuntos convexos, en
la seccion 2.1.4 bajo la convexidad digital, en la seccién 2.3 bajo la

convexidad monofénica y en la seccion 2.2 bajo la Ps-convexidad.

2. Presentamos resultados sobre complejidad relacionados con particionar
de los vértices de un grafo con p conjuntos convexos, en la seccién 2.3
bajo la convexidad monofénica, en la seccion 2.2 bajo la Ps-convexidad

y bajo la P;-convexidad.
3. Enlaseccién 3.1.2, presentamos una férmula para calcular el niimero de
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Ps-intervalo, en términos de ciertas secuencias asociadas a los vértices

del grafo estudiado.

En la seccién 3.1.3, presentamos una férmula para el nimero de Ps-
capsula, en términos de ciertas secuencias asociadas a los vértices del

grafo estudiado.

En la seccion 3.2.1, presentamos una férmula para el tiempo de per-
colacion bajo la P3-convexidad de un grafo caterpillar, en términos de
ciertas secuencias asociadas a los vértices del grafo estudiado. Ademas,
en la seccién 3.2.2, encontramos una relacién entre el tiempo de per-
colacion de un grafo de intervalo unitario y un parametro relacionado

con el didmetro de un grafo de intervalo unitario.

En la seccién 3.3, presentamos una familia de grafos hereditarios, de-
finidos por subgrafos inducidos prohibidos, tal que su tiempo de P;-

percolacién es igual a uno.

En la seccién 4.1, presentamos, una férmula para el nimero de ca-
rathéodory bajo la Ps-convexidad de los grafos de Hamming de di-
mension menor o igual a 6 y para los grafos de Hamming de dimension
mayor o igual a 7, que cumplen que son el producto cartesiano de grafos

completos de 3 o mas vértices.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Convexidad

El estudio de convexidad de conjuntos comenzé alrededor de 1960 por
Franklin y Clader, [33, 14]. Dado un conjunto finito de puntos S y la familia
de subconjuntos C C P(S) C R™, el par (5,C) es una convexidad si () € C,
S € C y C es cerrado bajo intersecciones. Un conjunto que pertenece a C es
un conjunto convexo. Luego en el ano 1984, Chepoi y Soltan, [22, 21], hacen
la analogia entre la convexidad de conjuntos continuos y la convexidad en
grafos tomando a los vértices del grafo como los elementos del conjunto y
como espacio métrico la distancia entre los vértices, que no es otra cosa que
la minima cantidad de aristas que tiene un camino entre dos vértices, de esa
forma un conjunto S C V(G) es convexo si contiene a todos los vértices de

los caminos minimos entre dos vértices de S.

Distintas convexidades en grafos han sido muy estudiadas. El interés en el
estudio se debe a sus amplias aplicaciones, por ejemplo: en marketing [42], en
procesamiento de imagenes digitales [50], en comportamientos sociales [49],
en biologia molecular [37], entre otras.

Un ejemplo de una aplicaciéon de las convexidades en grafos es el estu-
dio de la propagacion de cierta propiedad por una red, por ejemplo difundir
una noticia o un virus. Se considera un grafo G y un conjunto de vértices

S C V(G), que inicialmente tienen el virus que se va a propagar, los vértices



de S representan a las personas que estan infectadas y hay una arista entre
dos vértices si las personas representadas por esos vértices tienen contac-
to entre si, se define el patrén de contagio de como se van a ir infectando
los vértices a partir de los ya infectados, la iteracién se repite hasta que no
se pueda infectar ningtin vértice mas, quedando finalmente un conjunto de
vértices infectados que es convexo. Es interesante estudiar, por ejemplo, cua-
les son los conjuntos iniciales de vértices que terminan infectando a todos los
vértices del grafo, cual es la minima cantidad de vértices que debe tener un
conjunto inicialmente infectado para terminar infectando a todos los vértices
del grafo o cuanto tiempo se tarda en infectar a todos los vértices del grafo.
Por ejemplo, en la P3-convexidad, en cada iteracion se infecta a todos los
vértices de V(G) \ S que tienen al menos dos vecinos en S.

Una convexidad en un grafo G es un par (V(G),C) donde C es una familia

de subconjuntos de V(G) que satisface todas las siguientes condiciones:
» ) eC,
» V(G) e,

= C es cerrado bajo intersecciones, es decir, V,NV,y € C para cada Vy, V, €

C.

Cada conjunto de la familia C se llama C-convexo.

Sea P un conjunto de caminos en G y sea S C V(G). Si u y v son dos
vértices de GG, entonces el P-intervalo de u y v, denotado por Ip[u,v], es el
conjunto de todos los vértices que se encuentran en algiin camino P € P que
tienen a u y a v como vértices extremos. Sea Ip[S] = |, ,eq Ir[u, v]. Sea
C la familia de todos los conjuntos S de vértices de G tales que, para cada
camino P € P cuyos extremos pertenecen a S, todo vértice de P también
pertenece a S; es decir, C estd formada por aquellos subconjuntos S de V(G)
tales que Ip[S] = S. El par (V(G),C) es una convexidad de G y llamamos
a C converidad de caminos generada por P. De esta manera se define un
conjunto convexo en grafos de manera andloga que en el espacio euclideo, ya

que, un conjunto C' C R™ es convexo si dados dos puntos cualesquiera del



conjunto, el segmento lineal cerrado que une los dos puntos estd totalmente

contenido en el conjunto.

Algunas de las convexidades de caminos son:

= La convexidad geodésica, cuyos conjuntos convexos son generados por

el conjunto de todos los caminos minimos.

Uy
U1 U3

V4
(o Us

Vg

Figura 1.1: {v4,vs5,v6} es un conjunto g-convexo de G

» La converidad monofonica, cuyos conjuntos convexos son generados por

el conjunto de todos los caminos inducidos.

Uy
U1 U3

V4
(Ord Us

Vg

Figura 1.2: {vy, vs, U6, v7} €s un conjunto m-convexo de G

= La P3-convexidad, cuyos conjuntos convexos son generados por el con-

junto de todos los caminos de longitud dos.



o
V1 U3

V4
(% Us

V6

Figura 1.3: {v1,v9,v7} es un conjunto Ps-convexo de G

» La Py -converidad, cuyos conjuntos convexos son generados por el con-

junto de todos los caminos inducidos de longitud dos.

U1 V3

Vg
(%4 Vs

(%3

Figura 1.4: {vy,v3,v4,v5} es un conjunto Pj-convexo de G

Hay otras alternativas para generar una convexidad que no depende de

una familia de caminos en el grafo, como por ejemplo la convexidad digital,

que introdujeron Rosenfeld y Pfaltz en [50], como una herramienta para el

procesamiento de imagenes digitales. Un conjunto S de vértices de un grafo GG

es digitalmente convezo si, para cada vértice v de G, Ng[v] C Ng[S] entonces
v € S. La convexidad digital de un grafo G es el par (V(G),C) donde C es el

conjunto de todos los conjuntos digitalmente convexos de G.
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U1

U3

U7 Us s

V6

Figura 1.5: {v1, v9, v, v7} es un conjunto d-convexo de G

Una familia {Vi,...,V,} de p conjuntos no vacios C-convexos, todos di-
ferentes de V(G), es un p-cubrimiento C-convezo si ViU ---UV, = V(G) y
una p-particion C-conveza si, ademéds, V; NV, = () por cada ¢,j € {1,...,p}
con i # j.

Desde una perspectiva algoritmica, hay varios resultados en relaciéon con
diferentes pardametros relacionados con la convexidad en grafos. Algunos
parametros fueron definidos en un principio en el continuo, luego se definie-
ron parametros analogos para convexidades en grafos. Por ejemplo la capsula
convexa de un conjunto dado C' C R" es el menor conjunto convexo que con-
tiene a C'. El analogo en grafos es lo que definimos como la cdpsula C-conveza
de un conjunto R C V(G) que es el minimo conjunto C-convexo de G que
contiene a R, lo notamos H¢(R), ver ejemplo en la figura 1.6. Un conjunto de
capsula C-convezra de GG es un conjunto de vértices cuyo conjunto de capsula
C-convexa coincide con V(G), y la cardinalidad minima de un conjunto de
cépsula C-convexa de G, denotado he(G), es el nimero de C-cdpsula. En [15],
Cappelle y otros encuentran una cota superior para el nimero de Ps-capsula
en grafos de didmetro dos. En [23], Coelho y otros dan una cota inferior y
superior para el numero de Ps-capsula del grafo GLJH y hallan el niimero de
Ps-cépsula del grafo GOK,,. En [11], Bresar y Valencia-Pabon, encuentran
una férmula para el nimero de P3-capsula en grafos de Hamming, que son
el producto cartesiano de n grafos completos. En esta tesis encontramos una
formula para el nimero de P3-capsula en grafos caterpilar, que son los arboles

que si se le sacan las hojas queda un camino, forma parte del trabajo [36].
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Figura 1.6: Si R = {1, 2}, su capsula Ps-convexa es {1,2,3,4, 8}.

Otro parametro relacionado con la convexidad es el nimero de intervalo
de un grafo. Un conjunto S C V(G) se llama Ps-intervalo si para cada vértice
v € V(G): v € S o v tiene al menos dos vecinos en S, ver ejemplo en
la figura 1.7. La cardinalidad minima de un conjunto Ps-intervalo de G,
indicado como ¢(G), se denomina numero Ps-intervalo de G. Observamos
que, por definicion, un conjunto Ps-intervalo también es un conjunto capsula
Ps-convexa de G y, por lo tanto, h(G) < ¢g(G) para todo grafo G. Centeno y
otros en [19], muestran que bajo la Ps-convexidad, el nimero de Ps-intervalo

coincide con el numero de 2-dominacién.

Figura 1.7: S = {2,3,6,7,8} es un conjunto Ps-intervalo.

Consideramos las convexidades de caminos en GG. Si S es un conjunto de
capsula C-convexa de G, es decir, Hc(S) = V(G) entonces decimos que S
percola a GG. Para decidir si un conjunto S percola a GG, podemos construir una
secuencia Sy, S1,99,... en la que Sy = S y S;+1 se obtiene de S; agregando
a éste conjunto los vértices de G que estan dentro de un camino, con la
condicién de la convexidad, que tiene sus extremos en .S;, asi el conjunto
Siy+1 queda C-convexo. Usamos I5[S] para indicar Si. Si existe algin ¢ tal
que S; = V(G), entonces S percola a G y definimos 75(G) como el minimo ¢

tal que S; = V(G), ver ejemplo en la figura 1.8. También definimos el tiempo
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de percolacion de G como 7(G) = max{7g(G): S percola G}. Sea G un grafo
y sea v € V(G). Decimos que S percola a v si v € I5[S] para algin entero
k, y Ts(v) representa el minimo entero k con esta propiedad. Si A C V(G)
y S percola a cada vértice v € A, 75(A) representa el méximo 7s(w) entre
todos los vértices w € A. Cuando el contexto sea lo suficientemente claro,

usaremos 7(v) y 7(A) para abreviar.

Figura 1.8: El tiempo de percolaciéon bajo la Ps-convexidad de S =
{2,3,6,7,8} es 75(G) = 1, se puede probar que el tiempo de percolacién
de 7(G) =5, con S = {1,2, 7}, por ejemplo.

El nimero de Carathéodory definido para grafos es también muy estudia-
do bajo distintas convexidades. Se puede hacer la analogia entre el ntimero
de Carathéodory en matematica discreta y la geometria convexa, ya que
el teorema de Carathéodory establece que si un punto = de R? se encuen-
tra en la capsula convexa de un conjunto P, entonces x puede escribirse
como la combinacién convexa de como maximo d + 1 puntos en P. Es de-
cir, hay un subconjunto P’ de P que consta de d + 1 o menos puntos tales
que x se encuentra en la capsula convexa de P’. De manera equivalente, x
se encuentra en un r-simplex con vértices en P, donde r < d. El r mas
pequeno que hace que la tultima afirmacion sea valida para cada x en la
capsula convexa de P se define como el nimero de Carathéodory de P. En
matematica discreta, el nimero de Carathéodory, que notamos c(G), es el
nimero entero mas pequeno ¢ tal que para cada S C V(G) y p € Hel[S],
existe F' C S con |F| < ctal que p € Hc[F]. Definimos la frontera de S como
OHe(S) = He(S) \ Uyes He(S \ {u}). Un conjunto S C V(G) es un conjun-
to de Carathéodory de G si su frontera es no vacia, es decir, 9Hc(S) # 0.
El niimero de Carathéodory de G es el cardinal mas grande de un conjunto

de Carathéodory de G. En [24], Cohelo y otros describen un algoritmo po-
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linomial para encontrar el nimero de Carathéodory bajo la Ps-convexidad
en grafos cordales. En [7], Barbosa y otros encuentran el nimero de Ca-
rathéodory, bajo la Ps-convexidad, para los arboles y encuentran una cota
superior del nimero de Carathéodory para los grafos en general. En esta tesis
estudiamos el numero de Carathéodory, bajo la Ps-convexidad, en los grafos

de Hamming.

1.2. Complejidad computacional

La teoria de la complejidad computacional trata de clasificar los pro-
blemas segun su dificultad y si se pueden o no se pueden resolver con un
algoritmo en una cantidad determinada de operaciones con una maquina de
Turing. La maquina de Turing fue descrita en [53] en el ano 1936, se puede
pensar en la maquina de Turing como un ordenador moderno simplificado,
especialmente en el caso determinista, que surgié como un modo de forma-
lizar los algoritmos, para poder razonar mateméticamente sobre ellos. Cada
maquina resuelve un problema y representa un algoritmo. En 1965, Edmonds
definié un buen algoritmo como uno con un tiempo de ejecuciéon polinémico,
[40]. La clase de problemas P (Polinomial) contiene a aquellos problemas que
se resuelven en tiempo polinomial por una méaquina de Turing determinista,
[26]. La clase de problemas NP (polinomial no-deterministicamente) contiene
a aquellos problemas que se resuelven en tiempo polinomial por una maquina
de Turing no determinista, [34]. Se sabe que la relacién entre las clases es
P C NP. Para algunos problemas no se conocen algoritmos que los resuel-
van en tiempo polinomial. Cook y Levin, alrededor del ano 1971, trabajando
de manera independiente, probaron que existen problemas que son compu-
tacionalmente intratables y son mas dificiles que todos los problemas NP,
a estos problemas los llamaron NP-completos, [25]. En 1972, Karp continué
trabajando sobre esta teoria y demostré que existen existen 21 problemas
combinatorios y de teoria de grafos que son NP-completos, [41].

Un problema computacional constituye una pregunta a ser respondida,
teniendo generalmente varios parametros o variables libres, cuyos valores no

se han especificado. Un problema computacional se describe mediante una



descripcion general de todos sus pardmetros (de entrada y de salida) y una
sentencia que describa las propiedades que la solucién debe cumplir. Una
instancia de un problema se obtiene cuando se especifican valores particulares

para todos los parametros del problema.

Un problema de decision es un tipo especial de problema computacional
cuya respuesta es solamente si o no (o, la respuesta puede ser también 1 o
0). Los problemas de decisién constituyen uno de los principales objetos de
estudio de la teoria de la complejidad computacional, pues la NP-completitud
se aplica directamente a este tipo de problemas. Estos problemas tienen gran
importancia porque casi todo problema puede transformarse en un problema
de decision.

Un problema de decisién pertenece a la clase NP si dada una instancia de
SI y evidencia de la misma, puede ser verificada en tiempo polinomial. La
pregunta si P es igual a NP es una de las mas importantes en el campo de
la ciencia de la computacion, debido a las grandes repercusiones que habria
en caso de encontrarse una soluciéon. Se cree que las clases no son iguales
ya que si P=NP, cualquier problema verificable en tiempo polinomial seria

polinomial.

Una reducciéon es una transformacién de un problema en otro problema.
Intuitivamente, un problema () puede ser reducido a otro problema Q’, si
cualquier instancia del problema Q puede ser expresada como una instancia
del problema Q’ y cuya soluciéon proporcione una solucién para la instancia
de Q y viceversa, [26]. Una reduccién polinomial de un problema de decisién
problema 1 a otro problema 2 es una funcién polinomial que transforma cada
instancia I1 del problema 1 en una instancia 12 del problema 2 de modo tal
que I1 tiene respuesta SI para el problema 1 si y solo si 12 tiene respuesta
SI para el problema 2. El problema de decision 1 se reduce polinomialmente
a otro problema de decisién 2, si existe una transformacion polinomial de
problema 1 al problema 2. Las reducciones en tiempo polinomial nos dotan de
elementos para probar, de una manera formal, que un problema es al menos
tan dificil como otro, con una diferencia de un factor polinomial. Estas son
esenciales para definir a los problemas NP-completos, ademas de ayudarnos

a comprender los mismos.



Un problema de decisién, llamémoslo m, es NP-completo si m pertenece
a la clase NP y ademads si para todo problema 7’ € NP, 7’ se reduce po-
linomialmente a 7. La clase de los problemas NP-completos contiene a los
problemas més dificiles en NP, en el sentido de que son los que estan mas

lejos de estar en la clase P.

1.3. Problemas de complejidad computacio-

nal en convexidades

Con respecto a la complejidad computacional hay varios resultados para
diferentes parametros relacionados con la convexidad en grafos. Centeno y
otros demostraron en [18], que es NP-completo decidir si el nimero de Ps-
capsula de un grafo es como méximo k. En [7], Barbosa demuestra que es
NP-completo decidir si, dados un grafo bipartito G y un entero k, el nimero
de Carathéodory de G es al menos k. En [47, 48], Penso y otros investigaron
aspectos de la complejidad del nimero de Ps-capsula y del nimero de Ps-
intervalo para grafos de grado acotado y grafos planares, demostraron que
decidir si hay un conjunto de P3-capsula de tamano como méximo k en
un grafo dado es NP-completo incluso para grafos planares con vértices de
grado méaximo cuatro y que es NP-completo decidir si hay un conjunto de Ps-
capsula de tamano como maximo k en un grafo con vértices de grado méaximo
tres. Demuestran también que el problema de decidir si hay un conjunto Ps-
intervalo de tamano como maximo k, de un grafo planar G' con vértices de
grado maximo tres, es NP-completo.

Determinar el tiempo de percolacion de un grafo bajo distintas convexida-
des es un problema interesante para estudiar, consiste en decidir si el tiempo
de percolacion es al menos £ bajo la convexidad que se esta estudiando. En
8], Benevides y otros, prueban que es NP-completo decidir si 7(G) = k para
k > 4 fijo, prueban también que es NP-completo en grafos bipartitos para
k > 7y en grafos planares. En esta tesis encontramos el nimero de percola-

cién para los grafos caterpillar, resultado que forma parte de [36].
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El problema de decidir si G tiene una p-particion C-convexa fue presentado
por Artigas y otros en [5], demostraron que el problema es NP-completo
para cada entero fijo p > 2, bajo la convexidad geodésica. Centeno y otros,
en [17], demostraron que el problema es también NP-completo bajo la Ps-
convexidad si se dan como entrada un grafo G'y un entero p > 2. El problema
de decidir si un grafo tiene un p-cubrimiento C-convexo fue presentado en [6],
por Artigas y otros, donde probaron que este problema es NP-completo bajo
la convexidad geodésica para cada entero fijo p > 3 y Buzatu y otros en
[13], donde probaron que el problema es NP-completo para p = 2. En [17],
Centeno y otros demostraron que es NP-completo decidir si, dado un grafo
G y un entero p, V(G) puede dividirse en p conjuntos Ps-convexos. En estd
tesis estudiamos estos problemas bajo distintas convexidades, y los resultados

estan publicados en [35].

1.4. Definiciones basicas y preliminares

Un grafo G estd formado por un par ordenado (V(G), E(G)). donde V(G)
es el conjunto de vértices de G, que es finito y E(G) es el conjunto de pa-
res no ordenados de vértices distintos de GG, que llamamos aristas de G, las
notamos como uv y decimos que los vértices u y v son los extremos de la
arista uv. Todos los grafos en esta tesis son finitos, no dirigidos, sin aristas
multiples, ni bucles, que son aristas que conectan un vértice consigo mismo,
es decir, un bucle es la arista uu. Los grafos simples son los grafos que no
tienen bucles ni aristas multiples.

Dos grafos simples, G y H, son isomorfos si existe una funcién f : V(G) —
V(H) biyectiva, tal que uv € E(G) siy solo si f(u)f(v) € E(H), es decir, f
preserva adyacencias.

Si X es un conjunto, | X| denota su cardinalidad. El orden de un grafo es la
cantidad de vértices del grafo, es decir, |V (G)].

Dados u y v en V(G), decimos que u es adyacente o vecino de v siuv € E(G).
La vecindad de un vértice v de G es el conjunto de los vértices de G con al

menos un vecino en S, se denota por Ng(v), y Ng[v] representa el conjunto
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Ng(v) U{v}. El grado de un vértice u es la cardinalidad de su vecindad, es
decir, |[Ng(u)| y lo notamos gr(v).

Un camino de un grafo G es una secuencia de vértices distintos, P = vivy - - - v,
tal que v;v;11 € E(G) para todo 1 < i < k — 1. Un ciclo en un grafo G
es una secuencia de vértices distintos, C, = vjvg---vg, donde vy = v y
vv;+1 € E(G) para todo 1 < i < k — 1, los ciclos son caminos cerrados con
igual cantidad de vértices y aristas. Un grafo aciclico es un grafo que no
contiene ciclos.

La longitud de un camino es igual a la cantidad de aristas. La distancia entre
dos vértices u y v de G, denotada por dg(u,v), es la longitud minima de un
camino que tiene a v y a v como vértices extremos.

Un grafo G es conezo si para todo par de vértices distintos v y w de G existe
un camino de v a w.

El diametro de un grafo G conexo, denotado por diam(G), es la méxima dis-
tancia entre todos los pares u,v € V(G), diam(G) = Wr}relé)((a)d(u, v); es decir,
el didmetro de un grafo es la distancia maxima entre dos vértices cualesquiera
del grafo.

Un camino P que tiene sus vértices extremos a distancia diam(G) se llama
camino de diametro.

Un camino es inducido si no hay una arista que una dos vértices no conse-
cutivos del camino.

Un vértice pendiente es un vértice de grado 1. Un wvértice soporte es un vértice
adyacente a un vértice pendiente.

Un drbol es un grafo aciclico conexo. Una hoja de un arbol es un vértice
pendiente del arbol. Un grafo caterpillar es un arbol al que si le eliminamos

todos sus vértices pendientes queda un camino, ver ejemplo en la figura 1.9.

Figura 1.9: G es un grafo caterpillar.
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Dado un grafo G y un subconjunto S C V(G). El subgrafo de G inducido
por S es el subgrafo H de G tal que V(H) = S y E(H) es el conjunto de
aristas de G' que tiene ambos extremos en S, lo notamos G[S5].

Una componente conexa de un grafo es un subgrafo de G que es conexo ma-
ximal.

Denotamos el grafo complemento de G por G, donde V(G) = V(G) y uv €
E(G) si y sélo si uv ¢ E(G).

Un grafo es bipartito si no contiene como subgrafo un ciclo de longitud impar.
Un grafo G es co-bipartito si G es bipartito.

Un conjunto dominante de un grafo GG es un conjunto S de vértices de G tales
que cada vértice v € V(G) \ S tiene al menos un vecino en S. Un camino
dominante en un grafo G es un camino P cuyo conjunto de vértices es un
conjunto dominante de G.

Un conjunto estable es un conjunto de vértices no adyacentes de a pares.
También se lo conoce como conjunto independiente. La cardinalidad maxima
de un conjunto independiente de G se denota por a(G).

Una clique es un conjunto de vértices adyacentes de a pares.

Un grafo split es un grafo cuyo conjunto de vértices se puede particionar en
un conjunto estable S y una clique K; el par (K, .S) se llama particion split.
Un subconjunto S C V(G) es un conjunto separador si existen dos vértices
que estan en la misma componente conexa de GG y estan en diferentes compo-
nentes conexas de G \ S. Una clique separadora de un grafo conexo G es un
conjunto separador de vértices mutuamente adyacentes. Un vértice de corte
de G es un vértice v tal que el nimero de componentes conexas de G \ {v}
es mayor que el nimero de componentes conexas de G.

Un corte de un grafo G es una particion de V(G) en dos conjuntos X e Y,
denotada por (X,Y). El conjunto de todas las aristas que tienen un extremo
en X y el otro en Y se llama aristas de corte del corte (X,Y"). Un matching
cut set es un conjunto de aritas de corte (posiblemente vacia), es decir, no
hay dos aristas de corte que compartan un extremo.

A un grafo G se lo llama grafo cordal si para todo ciclo C' de al menos 4
vértices, existe una arista entre un par de vértices no consecutivos de C, esto

quiere decir que G no tiene como subgrafo inducido a un ciclo inducido C}%
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con k > 4.

A un grafo G, se lo llama grafo de intervalos, si existe una familia de interva-
los abiertos, o cerrados, de la recta real I = {Iy, I, ..., I,,} tal que I; N I; = {)
si y solo si v;v; € E(G). A I se lo llama modelo de intervalos. Si todos los
intervalos son de la misma longitud, se lo llama grafo de intervalo unitario,
es decir, es un grafo tal que existe una asignaciéon uno a uno entre su con-
junto de vértices y una familia de intervalos cerrados de longitud unitaria en
la recta real, tal que dos vértices diferentes son adyacentes si y solo si sus
intervalos correspondientes se intersecan, ver figura 1.10. De manera equiva-
lente, G es un grafo de intervalo unitario si existe un orden lineal, llamado
orden de intervalo unitario, de sus vértices de modo que la vecindad cerrada
de cada vértice es un intervalo bajo ese orden; es decir, una secuencia de
vértices consecutivos.

U3
U1
U3 Vg
U2 Us
U1 V4

V2 (o Us

V6

Figura 1.10: Grafo de intervalo unitario y su modelo de intervalo. El orden
de intervalo unitario de sus vértices en este caso es vqUaU3V4U50g

Sean G;, 1 <1 < n, grafos arbitrarios. El producto cartesiano
G.0G-.0---0G, tiene a V(Gy) x --- x V(G,) como conjunto de vértices.
Dos vértices (z1,--- ,x,) y (Y1, -+ ,yn) son adyacentes si existe un indice
jeA{l,---,n} tal que z;y;, € E(G;) y x; = y; para todo i # j, [39].

Si para cada i € {1,--- ,n} el grafo G; es isomorfo a un grafo completo K,
entonces H = G;00---0G,, = K,,0---UK,, es un grafo de Hamming. Si
r; = 1 para algin 1 <i <n, es decir, V(K,,) = {z}, notamos

H=K,O - 0K, 00K

Ti4+1

O..-UK,, y lo llamamos subgrafo Hamming,
que es un subgrafo de un grafo de Hamming isomorfo a un grafo de Hamming.

La dimension de un grafo de Hamming es el nimero de sus factores, es
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decir, el nimero de coordenadas de sus vértices. La dimension de un subgrafo
Hamming es el nimero de sus factores que no estan fijos, es decir, el nimero
de coordenadas de sus vértices que no son fijos. Sea ¥ un alfabeto finito.
Dadas dos r-uplas w; y we de elementos de X, su distancia de Hamming,
H(wy,ws) es el nimero de posiciones en las que difieren. Los vértices de
un grafo de Hamming se pueden etiquetar de tal manera que la distancia
entre dos vértices coincida con la distancia de Hamming de sus etiquetas, ver
ejemplo en la figura 1.11. Un grafo G es un grafo de Hamming si y sélo si cada
vértice v € V(G) puede etiquetarse mediante una tupla w(v) de longitud fija
tal que H(w(u),w(v)) = dg(u,v) para todo u,v € V(G), a tal etiquetado se

lo conoce como etiquetado de Hamming, [39].

(1,0,0)
(0,0,0)
(1,1,0)
R
(1,1,1) 010

Figura 1.11: ¢ = K)OKpK2. V(K;) = {0,1}, entonces V(G) =
{(0,0,0); (0,0,1); (1,0,0); (1,0,1); (1,1,1);(1,1,0); (0, 1,0); (0,1, 1) }.

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 2 consideramos dos problemas de decisién asociados: en
un caso, donde la entrada es solo un grafo G y, en el otro caso, donde la
entrada es un grafo GG y un ntmero entero p > 2. En ambos casos, el pro-
blema de decisién es: ;Tiene el grafo G un p-cubrimiento C-convexo (resp.
p-particiéon C-convexa)?. En la Seccion 2.1, tratamos los problemas de cubrir
con conjuntos convexos y de particionar en conjuntos convexos un grafo bajo
la convexidad digital. En la Seccion 2.2, presentamos los resultados en rela-

cién con el problema de particionar un grafo en conjuntos convexos bajo la
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Ps-convexidad y bajo la P5-convexidad, y consideramos también el problema
de cubrir un grafo con Ps-conjuntos convexos. En la Seccién 2.3, abordamos
estos problemas bajo la convexidad monofénica.

En el capitulo 3 estudiamos la existencia de féormulas para calcular el
nimero de Ps-intervalo, el nimero de Ps-cédpsula y el tiempo de percolacion,
bajo la P3-convexidad, para los grafos caterpillar. En el caso de los grafos de
intervalo unitario, encontramos una férmula para el tiempo de percolacién
en términos del diametro de un determinado grafo de intervalo unitario re-
lacionado con él. Mas precisamente, en la Seccién 3.1 tratamos el nimero de
Ps-intervalo y el nimero de Ps-cdpsula de un grafo caterpillar. En la Sub-
seccion 3.1.1, asociamos una secuencia de nimeros enteros positivos a cada
grafo caterpillar, llamada secuencia béasica, utilizada a lo largo del resto de
la seccion: en la Subseccién 3.1.2 y en la Subseccion 3.1.3 presentamos una
férmula cerrada para el nimero de Ps-intervalo y el nimero de P3-capsula
de un grafo caterpillar, respectivamente, en términos de su secuencia bési-
ca asociada. La seccion 3.2 estd dedicada a dar féormulas para el tiempo de
percolacién para grafos caterpillar y grafos de intervalo unitario. En la Sub-
section 3.2.1 estudiamos el tiempo de percolacion de un grafo caterpillar y
en la Subsection 3.2.2 resumimos algunos resultados conocidos de grafos de
intervalos unitarios y luego nos ocupamos del problema de encontrar el tiem-
po de percolacion de un grafo de intervalo unitario. Luego, en la Seccion
3.3 presentamos una clase de grafos hereditarios para la cual el tiempo de
percolacién de cualquier grafo en la clase es 1.

Y por iltimo en el capitulo 4 calculamos una formula para calcular el
numero de Carathéodory bajo la Ps-convexidad en los grafos de Hamming y
para cierta subfamilia de los grafos de Hamming de dimensién mayor o igual
ar.
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Capitulo 2

Problemas de cubrimientos y

particiones de grafos con

conjuntos convexos

En este capitulo estudiamos la complejidad computacional de los proble-

mas de decisién de cubrimientos con conjuntos convexos y de particionar en

conjuntos convexos los vértices de un grafo bajo distintas convexidades.

Los problemas de decision que estudiamos son:

Problema de cubrimiento C'-convero: dado un grafo G y un numero

entero p, nos preguntamos si V(G) tiene un p-cubrimiento C-convexo.

Problema de p-cubrimiento C'-convexo: dado un grafo G, nos pregun-

tamos si V(G) tiene un p-cubrimiento C-convexo.

Problema de particion C-conveza: dado un grafo G y un ntimero entero

p, nos preguntamos si V(@) tiene una p-particiéon C-convexa.

Problema de p-particion C'-convezxa: dado un grafo GG, nos preguntamos

si V(G) tiene una p-particién C-convexa.

Los cuatro problema para la convexidad geodésica y el problema de p

particion con p variable bajo la P3- convexidad ya estaban resueltos cuando

arrancamos a trabajar.
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Los resultados principales de este capitulo fueron publicados en [35].

2.1. Convexidad digital

Recordamos que un conjunto S de vértices de un grafo G es digitalmente
convexo si, para cada vértice v de V(G), Ng[v] C Ng[S] entonces v € S. Usa-
mos d-convexo para denotar cualquier conjunto convexo bajo la convexidad
digital.

Nuestro primer resultado caracteriza a los conjuntos d-convexos como

complementos de las vecindades cerradas de conjuntos de vértices.

Proposicién 2.1.1. Sea G un grafo, S CV(G) y W = V(G) \ Ng[S]. Para
cada vértice v de G, Ngv] C Ng[S] si y solo si v ¢ Ng[W].

Demostracion. Tenemos que Ng[v] C Ng[S] es equivalente a Nglv] N W

=0
que, a su vez, es equivalente a v ¢ Ng|[W]. ]

Lema 2.1.2. Un conjunto de vértices S de un grafo G es d-convexo si y solo

si S =V(G)\ Ng|W| = Ng[W]| para algin conjunto W C V(G).

Demostracion. Supongamos que S es un conjunto d-convexo de G y sea
W = V(G) \ Ng[S]. Definimos S = V(G) \ Ng[W]. Por un lado, si v € S,
entonces Nglv] € Ng[S] y, por la proposiciéon 2.1.1, v ¢ Ng[W] . Por otro
lado, si v ¢ Ng[W], entonces, por proposicién 2.1.1, Ng[v] C Ng[S] y, dado
que S es d-convexo, v € S. Concluimos que S = V(G) \ Ng[W].
Reciprocamente, sea W C V(G) y S = V(G) \ Ng[W]. Sea v € V(G) tal
que Ng[v] € Ng[S]. En particular, v € Ng[S]. Observamos que Ng[S]|NW =
() (de hecho, si hubiera algin vértice w € W N N¢[S], entonces habria algin
vértice s € Ng[W] NS, contradiccién). Por lo tanto, Ng[v] "W = ) o, de
manera equivalente, {v} N Ng[W] = 0. Por lo tanto, v € V(G) \ Ng[W] = S.

Esto prueba que S es un conjunto d-convexo de G. O

Un conjunto totalmente dominante de un grafo G es un conjunto S de

vértices de G tales que cada vértice de GG tiene al menos un vecino en S.

18



Nuestro siguiente resultado muestra que la existencia de un cubrimien-
to con p conjuntos digitalmente convexos (p suficientemente chico) es equi-
valente a la existencia de conjuntos totalmente dominantes suficientemente

pequenos en el complemento.

Teorema 2.1.3. Un grafo G tiene un p-cubrimiento d-convexo si y solo si

G tiene un conjunto totalmente dominante de tamano como mdximo p.

Demostracion. Sea X = {wy,ws,...,wx} € V(G) un conjunto totalmente
dominante de G con k < p. En virtud del lema 2.1.2, V; = V(G)\ Ng[w;] es un
conjunto d-convexo para cadai € {1,...,k} . Afirmamos que {V, V5,..., Vi}
es un cubrimiento de V(G). Dado que X es un conjunto totalmente domi-
nante de G, para cada v en V(G) = V(G), existe algin i € {1,...,k} tal
que v € Ng(w;) = V(G) \ Ng[w;] = V;. Por lo tanto, V(G) = Ule Vi.
Reciprocamente, sea {V1,...,V,} un p-cubrimiento d-convexo de G. Por
lo tanto, por el lema 2.1.2) V; = V(G) \ Ng[W;] para algin W; C V(G).
Elegimos un vértice w; € W, para cada i € {1,...,p}. Tenemos en cuenta
que puede suceder que w; = w;j incluso si ¢ # j. Sea W = {wy,...,w,}.
Por construccién, |W| < p. Como {V4,...,V,} es un cubrimiento de G, por
cada v € V(G) hay algiin i € {1,...,p} tal que v € V; = V(G) \ Ng[W;] C
V(G) \ Nglw;] = Ng(w;). Esto prueba que W es un conjunto totalmente

dominante de G con como maximo p vértices. O

Dado que el problema de decidir si, dado un grafo G y un entero positivo
p, G tiene un conjunto totalmente dominante de tamano a lo sumo p es

NP-completo [43], el Teorema 2.1.3 implica lo siguiente.

Corolario 2.1.4. Es NP-completo decidir si, dado un grafo G' y un entero

p > 2, G tiene un p-cubrimiento d-convexo.

Observamos que el Corolario 2.1.4 demuestra la NP-completitud de de-
cidir si un grafo G tiene un p-cubrimiento d-convexo cuando p es parte del
input. Sin embargo, se desconoce la complejidad del caso en el que p es un

nimero entero fijo.
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Se desconoce la complejidad computacional del problema de decidir, dado
un grafo G y un entero p, si el grafo G tiene una p-particién d-convexa. Si se
asume que el grafo GG es bipartito y fijamos p = 2, entonces el problema se
puede resolver en tiempo polinomial.

Empezamos probando el siguiente lema.

Lema 2.1.5. Sea G un grafo conexo. St G tiene una 2-particion d-convexa,

entonces G tiene didmetro al menos 3.

Demostracion. Sea {Vi, Va} una 2-particién d-convexa de un grafo conexo G.
Como G es conexo, existe u; € V; para cada ¢ € {1, 2} tal que u; es adyacente
a uy. Dado que u; € Ng[Viy1] (donde las sumas deben considerarse médulo
2) y Vi41 es un conjunto d-convexo, existe un vértice v; adyacente a u; tal que
v; € Ng|Viy1]. Por construccion, vququavy es un camino inducido de longitud

tres de GG. En consecuencia, el didmetro de G es al menos 3. O
Ahora estamos listos para probar el siguiente resultado.

Teorema 2.1.6. Un grafo bipartito G tiene una 2-particion d-convezxa si y
solo si G tiene didmetro al menos 3. Ademds, si dicha particion existe, se

puede encontrar en tiempo polinomial.

Demostracion. Si G es disconexo y C' es cualquier componente conexa de G,
entonces {C,V(G) \ C} es una 2-particién d-convexa de G que, ademds, se
puede construir en tiempo polinomial. Por lo tanto, asumamos, sin pérdida
de generalidad, que G es conexo. Ya hemos probado en el Lema 2.1.5 que si
G es un grafo conexo que tiene una 2-particién d-convexa, entonces G tiene
didmetro al menos 3.

Por el contrario, supongamos ahora que G es un grafo bipartito conexo
con biparticién {X, Y} y didmetro 3. Sean u,v € V(G) dos vértices tales que
dg(u,v) = 3, u € X y los dos conjuntos V; = Nglu| U{z € X: Ng(x) C
Nglul} y Vo = V(G)\ Vi se pueden calcular en tiempo polinomial. En efecto,
{V1,V2} es una 2-particién d-convexa de G, ya que, observemos que u y v
estédn en conjuntos distintos de la biparticién { X, Y'}. Suponemos, sin pérdida
de generalidad, que v € X. Decimos que {Vi, V,}, donde Vi = Ng[u] U {x €
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X: Ng(z) € Nglul} vy Vo = V(G) \ Vi, es una 2-particién d-convexa de G.
No es dificil ver que V; es d-convexo por definicién. De hecho, sea v € V(G)
tal que Ng[v] € Ng[Vi] y probaremos que v € V;. Por un lado, si v € X,
entonces v € V; porque Ng(v) C Ng[Vi|NY = Ng(ViNnX)NY C Ng[ul. Por
otro lado, si v € Y, entonces v € Ng[V1]NY C Nglu] C V;. Por tanto, Vi es
un conjunto d-convexo de G. Ademés, dado que V; = Ng[V1NX], se sigue que
Vo = V(G)\ Ng[ViNX]y, en virtud del Lema 2.1.2, V5 tambén es un conjunto
d-convexo de G. Dado que V; UV, = V(G) y Vi N Va = (), concluimos que
{V1, V2} es una 2-particién d-convexa de GG. Claramente, si G tiene didmetro
al menos 3, entonces u y v se pueden encontrar en tiempo polinomial y, por

tanto, Vi y V5 también se pueden construir en tiempo polinomial. O

2.2. Ps-convexidad

Recordamos que en la Ps-convexidad los conjuntos convexos son gene-
rados por el conjunto de todos los caminos de longitud dos. Llamamos P;-
convezxo a cualquier conjunto convexo bajo la Ps-convexidad. Se puede demos-
trar facilmente que el problema de decidir si un grafo tiene una 2-particion
Ps-convexa y el problema de decidir si un grafo tiene un matching cut set

son equivalentes, y es el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Un grafo G tiene una 2-particion Pz-convexa si y solo st G

tiene un matching cut set.

Demostracion. Sea {Vi, V,o} una 2-particion Ps-convexa de V(G). Afirmamos
que el conjunto de aristas M = {uv: u € V} y v € V3} es un matching cut set
de G. Claramente, M es un conjunto de aristas de corte. Argumentando por
el absurdo, supongamos que existen dos aristas uv, v'v" € M tales que u = u'.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que u € V; y por lo tanto v, v’ € V5.
Por lo tanto, como V5 es un conjunto P3-convexo, u € V5, contradiciendo
Vi NV, = 0. Esto prueba que M es un matching cut set.

Reciprocamente, supongamos que M es un matching cut set de G del
corte (Vi, Vs). Probaremos que V; es un conjunto Ps-convexo. Supongamos,

por el absurdo, que existe un vértice v € Vj tal que |Ng(v) N Va| > 2y sea
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w,z € Ng(v) NV, En consecuencia, wvz es un camino de tres vértices en
G vy, por lo tanto, u € V5, lo que contradice que V; NV, = (). Por lo tanto,
V1 es un conjunto Ps-convexo. Por simetria, se sigue que V5 también es un

conjunto Ps-convexo. O

En el siguiente lema vamos a usar la siguiente construccion: sea G un
grafo y sea p un ntmero entero tal que p > 2. Construimos un grafo G’ de
la siguiente manera: tomamos una copia de G y un grafo bipartito completo
K,, donde r = max{p + 2, |V(G)|}, agregamos una arista conectando cada
vértice de V(G) con un vértice de uno de los conjuntos de la particién de
K, ,, de modo que no haya dos vértices de la copia de G en G’ adyacentes
al mismo vértice en el grafo bipartito completo K, ,., ver ejemplo en la figura
2.1. Vamos a probar cual es la relacién entre una p-particién Ps-convexa de

G con una de G".

p=2
r=max{p+2,|V(G)|} =4

Figura 2.1: Dado G construimos G’

Lema 2.2.2. Sea p un entero tal que p > 2. Un grafo G tiene una p-particion

Ps-conveza si y solo si G' tiene una (p + 1)-particion Ps-conveza.

Demostracion. Vemos la idea de la demostracion en la siguiente figura
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Do

w

Vi ={1,2,3} Vo = {4} Vs = {5,6,7,8,9,10,11,12}

Figura 2.2: {V1, V4} es una 2-particiéon Ps-convexa de G'y {Vi, Va, V3} es una
3-particién Ps-convexa de G’

Si G tiene una p-particiéon Ps-convexa, {V4,...,V,}, entonces G’ tiene una
(p+1)-particién Ps-convexa, {Vi,...,V,, V 11}, donde V,1 es el conjunto de
vértices de la copia de K., en G'. Por el contrario, supongamos que G’ tiene
una (p + 1)-particién Ps-convexa {Vi,...,V,,V,11}. Sea V el conjunto de
vértices de la copia de G en G’ y sea V' el conjunto de vértices de la copia
de K, en G'. Afirmamos que V' C V; para algin i € {1,...,p,p+ 1}. En
efecto, dado que r > p + 2, existen al menos dos vértices no adyacentes
{z,y} e V"NV, para algin i € {1,...,p,p+ 1} y como V; es Ps-convexo se
tiene que V' C V;. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que i = p + 1;
es decir, V! C V1. Sea W = V,41 N V. Argumentando por el absurdo,
supongamos que W # (). Observamos que si ningin vértice de W tiene un
vecino en V; para cualquier i € {1,...,p}, entonces {Vi,...,V,—1,V, UW}
es una p-particion Ps-convexa de la copia G en G’ y, en particular, una p-
particion Ps-convexa de G, como se desea probar. Por lo tanto, asumimos,
sin pérdida de generalidad, que hay algun vértice a € W adyacente a algin
vértice b € V; para algun ¢ € {1,...,p}. Por construccion de G’, existe
un vértice ¢ € V' C V,41 que es adyacente a b y no adyacente a a. En
consecuencia, abc es un camino de tres vértices de G’ tal que {a,c} € V41
pero b ¢ V41, contradiciendo la hecho de que V,41 es un conjunto Ps-convexo
de G'. Esta contradiccién surgié de suponer que W # (). Por lo tanto, W = 0y
por lo tanto V,1 1 = V. Entonces, {V1,...,V,} es una p-particién Ps-convexa

de la copia de G en G’ y, en particular, una p-particién Ps-convexa de G. [
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Dado que el problema de matching cut set es NP-completo incluso cuan-
do la entrada es un grafo bipartito [54] y usando los lemas 2.2.1 y 2.2.2

obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.3. Para cada entero fijo p > 2, es NP-completo decidir, dado
un grafo G, si G tiene una p-particion Ps-conveza, incluso si G es un grafo

bipartito.

Demostracion. Como ya probamos en el Lema 2.2.1, el problema de decidir
si existe una 2-particiéon bajo la Ps-convexidad en un grafo G es equivalente
al problema de decidir si existe un matching cut set en GG, ademas sabe-
mos que el problema de matching cut set es NP-completo incluso cuando la
entrada es un grafo bipartito, [54]. Entonces el problema de 2-particién en
grafos bipartitos es NP-completo. Luego en el lema 2.2.2 probamos que si el
problema es NP- completo para p entonces lo es para (p+ 1). Entonces como

para p = 2 es NP-completo, también lo es para todo p > 2. O

Corolario 2.2.4. Para cada entero fijo p > 2, es NP-completo decidir st,
dado un grafo G, G tiene una p-particion Py -conveza, incluso si G es un

grafo bipartito.

Demostracion. Observamos que, en un grafo bipartito, la familia de conjun-
tos Ps-convexos de G’ coincide con la familia de conjuntos Pj-convexos de G'.
Por lo tanto, el Teorema 2.2.3 sigue siendo valido si ‘ P3-convexo’ se reemplaza

por ‘Pj-convexo’. O

Lema 2.2.5. Sea G un grafo split con particion split (K, S) y p un nimero
entero tal que p > 2. Si cada vértice s € S tiene grado al menos dos, entonces
G tiene una p-particion Ps-conveza si y solo si G tiene un p-cubrimiento Ps-

CONvexro.

Demostracion. La parte ‘solo si’ es clara. Supongamos que G tiene un p-
cubri-miento Ps-convexo {V},Va,...,V,}. Notamos que |V; N K| < 1, para
cadai € {1,...,p}, porque de lo contrario todo vértice x € K perteneceria a
V;. Ademsds, dado que cada vértice de S es adyacente al menos a dos vértices
de K, y € V; para cada vértice y € S, contradice que V; # V(G). Ademas,
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siz € K ey € S son adyacentes, entonces no existe ¢ € {1,...,p} tal que
{z,y} € V; de lo contrario, cualquier otro vecino z de y en C perteneceria
a V; y por lo tanto {z,z} € V; N K. Hemos probado que V; es un conjunto
estable para cada ¢ € {1,...,p}. Sea V{ = V; y sea V/;; = Vi1 \ (U;:1 Vi)
para cada j € {2,...,p}. Por construccién, {V/,...,V]} es una particién.
Afirmamos que, para cada i € {1,...,p}, V/ es un conjunto Pj3-convexo.
Argumentando por el absurdo, supongamos que existe algin ¢ € {1,...,p}
y algun vértice x € V(G) \ V/ tal que {u,v} C Ng(z) N V. En particular,
{u,v} € V; y, dado que V; es Ps-convexo, x € V;, contradiciendo el hecho de
que V; es un conjunto estable. Esta contradiccion prueba la afirmacion. Por

lo tanto, {V{, V5, ..., V]} es una p-particién Ps-convexa de G. ]

En [17], Centeno y otros demuestran que es NP-completo decidir si dado
un grafo G tiene una p-particiéon Ps-convexa cuando p es parte del input,

incluso cuando G es un grafo split.

Teorema 2.2.6 ([17, Teorema 2.1]). El problema de decidir si, dado un grafo
split G y un entero positivo p, G tiene una p-particion P3-convexa es NP-

completo, incluso si G es un grafo split.

Demostracion. Para poder hacer la demostracion de ese teorema, los autores,
Centeno y otros, presentan un reduccién polinomial del problema del niimero
cromdtico al problema de p-particién Ps-convexa. Dada una instancia (H, k),
donde H es un grafo y k£ un entero positivo, construyen un grafo split G con
una particién split (K, S) de la siguiente manera. El conjunto independiente
S tiene |V(H)| vértices y la clique K tiene 2|V (H)| + |E(H)| vértices. Sea
f:V(H) — S una funcién biyectiva. Para cada vértice u € V(H), f(u) tiene
dos vecinos g(u) y ¢'(u) en K. Ademds, si uv € E(H), entonces f(u)y f(v)
tienen un vecino en comun h(uv) en K. Todos los vértices especificados en K
son distintos y K = {g(u): v e V(H)}U{¢'(u): ve V(H)}U{h(uwv): uv €
E(H)}. Sea p =k + |K|. Vemos un ejemplo en la figura 2.3.
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Finalmente, se prueba que H tiene una coloracion de vértices propia con
k colores si y solo si G tiene una p-particién Ps-convexa. Se sabe que el
problema del nimero cromatico es NP-completo, [34], por lo tanto, se cumple
el resultado. O

De la demostracién del teorema 2.1 de [17], podemos observar que cada
vértice en el conjunto independiente S del grafo split G tiene al menos grado

dos, con lo cual vale el siguiente teorema.

Teorema 2.2.7 ([17]). El problema de decidir si, dado un grafo split G con
una particion split (K,S) y un entero positivo p, G tiene una p-particion
Ps-convexa es NP- completo, incluso si cada vértice en S tiene al menos dos

Vecinos.
Por lo tanto, por el Lema 2.2.5, se muestra el siguiente resultado.

Corolario 2.2.8. El problema de decidir si, dado un grafo G y un entero
positivo p > 2, G tiene un p-cubrimiento Ps-convexo es NP-completo, incluso

si G es un grafo split.

Demostracion. El resultado se obtiene combinando el Lema 2.2.5 y el Teo-
rema 2.2.7. O

2.3. Convexidad monofdnica

Usamos m-convexo para denotar cualquier conjunto convexo bajo la con-

vexidad monofdnica.
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Probaremos que es NP-completo decidir, dado un grafo G y un entero
p > 3, si GG tiene una p-particién m-convexa, adaptando la demostracién del

Teorema 1 de [6] para el resultado andlogo para la convexidad geodésica.

Teorema 2.3.1 ([6, Teorema 1]). Sea G un grafo y p > 3 un enetro fijo. Es

NP-completo decidir si G tiene un p-cubrimiento g-convexo.

En [56], Whitesides demuestra que una clique separadora se puede en-
contrar en tiempo O(nm). En [28], Dorado y otros demuestran que si C es
una clique separadora de un grafo conexo GG y S es la unién de los conjuntos
de vértices de algunas componentes conexas de G \ C, entonces S UC es un

conjunto m-convexo de G.

Si p es un entero positivo, CLIQUE p-PARTITION es el problema de decidir,
dado un grafo G, si el conjunto de vértices de G se puede dividir en p cliques
de G.

Teorema 2.3.2 ([34]). El problema Clique p-Partition es NP-completo para
todo p > 3.

Teorema 2.3.3. Es NP-completo decidir si, dado un grafo G y un entero

p > 3, G tiene una p-particion m-convexa.

Demostracion. Sabemos que decidir si un conjunto S C V(G) es m-convexo
se puede hacer en tiempo polinomial, [28], y por lo tanto el problema de
decidir si un grafo G tiene un p-cubrimiento m-convexo pertenece a la clase
de problemas N P. La prueba sigue de la misma manera que la prueba de
la completitud NP del problema p-particién g-convexa del teorema 3 de [5],
adaptado a la convexidad monofénica. Sea G una instancia del problema
CLIQUE p-PARTITION. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que |V(G)| >
2 y que G no es un grafo completo. Construimos un grafo G’ cuyo conjunto
de vértices es V(G) U{u,v} y E(G") = E(G) U{uzx,vz: z € V(G)}.
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Figura 2.4: Ejemplo de G y G’

Probaremos que existe una CLIQUE p-PARTITION de V(G) si y sélo si
existe una p-particién m-convexa de V(G’). Como toda clique de G es un
conjunto m-convexo de V(G), entonces toda particién en cliques, es una
particién en conjuntos m-convexos de V(G).

Todo conjunto m-convexo propio de V(G') es una clique, porque si exis-
tiera un C' C V(G), m-convexo que no es una clique, entonces {u,v} € C,
pues para todo x € V(G), ury es un camino inducido en G’. Entones,
H({u,v}) =V(G), con lo cual C' =V (G’'), absurdo.

Si V(@) tiene una particién en p cliques, p > 3, entonces formamos la
p-particion m-convexa de V(G') agregando u a una clique y v a otra clique
diferente a la anterior. Si V(G’) tiene una p-particién m-convexa con p > 3,
eso induce una particién de V(G) en [ cliques, p—2 < [ < p. Sil # p, divimos
una clique de G’ en dos cliques y asi obtemos una particién de V(G) en [ + 1
cliques. Si [ + 1 # p, hacemos lo mismo con otra clique, y asi hasta obtener

la p-particién clique de V(G). ]

A continuacién, probaremos que decidir si un grafo G tiene un 2-cubrimiento

m-convexo se resuelve en tiempo polinomial.

Lema 2.3.4 ([28]). Sea G un grafo conexo, C una clique separadora de G y S
la union de los conjuntos de vértices de algunas de las componentes conexas

de G\ C. Entonces SUC es un conjunto m-convezo de G.

Corolario 2.3.5. Si G es un grafo conexo que tiene una clique separadora,

entonces G tiene un 2-cubrimiento m-convexo.
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Demostracion. Si C es una clique separadora de G y (G; es cualquier compo-
nente conexa de G\ C, entonces, en virtud del lema 2.3.4, {V(G)UC, (V(G)\
V(G1)) UC} es un 2-cubrimiento m-convexo de G. O

Dorado y otros probaron el siguiente lema:

Lema 2.3.6 ([28]). Si G es un grafo conexo no completo que no tiene una
clique separadora, entonces cada par de vértices no adyacentes es una m-

capsula convexa de G.
El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema 2.3.6.

Corolario 2.3.7. 5i G es un grafo conexo que no tiene una clique separadora,
entonces todo conjunto m-convero propio de G es una clique. Ademds, G

tiene un 2-cubrimiento m-convexo si y solo si G es un grafo co-bipartito.

Demostracion. Sea P el conjunto de todos los caminos inducidos de G. Ar-
gumentando por el absurdo, supongamos que S es un conjunto m-convexo
de G tal que S # V(@) y hay dos vértices no adyacentes {v,w} € S. Como
S es un conjunto m-convexo, Ip[S] = S. Por lo tanto, en virtud del Lema
2.3.6, V(G) = Ip[v,w] C Ip[S] = S, absurdo.

Un grafo co-bipartito tiene siempre un 2-cubrimiento m-convexo, pues sea
{V1,Va} la biparticién de G, V; y V5 son conjuntos independientes en G, con
lo cual son cliques en G, con lo cual V; y V5 son conjuntos m-convexos en G,
entonces tenemos que G tiene un 2-cubrimiento m-convexo que es (V;, V3).
Por el contrario, si G tiene un 2-cubrimiento m-convexo (Vi, V), sabemos
que V1 y V5 son cliques de G, por lo tanto {V;, V5 \ V1} es una biparticién de
G. O

Teorema 2.3.8. El problema de dado un grafo G, decidir si G tiene un

2-cubrimiento m-convexo, se puede resolver en tiempo polinomial.

Demostracion. Para decidir si un grafo conexo G tiene un 2-cubrimiento
m-convexo, primero buscamos una clique separadora, que se encuentra en
tiempo O(nm) [56]. Si se encuentra una clique separadora, entonces, por

Corolario 2.3.5, G tiene un 2-cubrimiento m-convexo. Si G' no tiene una
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clique separadora, probamos que G es co-bipartito, lo que se puede realizar
en tiempo lineal. En consecuencia, se puede decidir en tiempo O(nm) si un

grafo dado G tiene o no tiene un 2-cubrimiento m-convexo. O
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Capitulo 3

Formulas para calcular
parametros en los grafos
caterpillar y de intervalo

unitario en la P3-convexidad

En este capitulo nos ocuparemos tnicamente de la P3-convexidad. Enton-
ces, de ahora en adelante, en algunos casos, omitiremos el prefijo ‘P3-" y P

denotara el conjunto de caminos de tres vértices.

Todos los pardametros que usaremos en este capitulo estan vinculadas
con la la P3-convexidad, que es la convexidad de caminos generada por el
conjunto de todos los caminos de longitud dos. Una definicién equivalente que
usaremos es la siguiente: un conjunto Ps-convexo es un conjunto S C V(G)

tal que para cada vértice v € V(G) \ S, v tiene como méximo un vecino en

S.

Los resultados principales de este capitulo fueron publicados en [36].
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3.1. Ntumero de P;-intervalo y niimero de P;-

capsula de un grafo caterpillar

3.1.1. Secuencia basica de un grafo caterpillar

Sea T' un grafo caterpillar. Por definicién, 7' tiene algin camino domi-
nante P. Sea P = wv;...v; elegido para que sus extremos sean hojas de
T. Para cada vértice w de T, definimos el grado reducido de w en T por
dr(w) = min{dy(w),4} . La secuencia dr(vy),dr(vs), ..., dr(vg), denotada
por s(T'), se denomina secuencia reducida de grados de T. Dado que un ca-
mino dominante de T que tiene hojas como vértices finales es inico cuando
se definen sus puntos finales, la secuencia reducida de grados de T esta bien
definida. Por construccién, el primer y tltimo término de s(7") son iguales a
1, es decir, dp(vy) = dp(vy,) = 1.

Sea « una secuencia. La longitud de «, indicada como |«|, es el nimero
de términos de «. Para cada i € {1,...,|a|}, denotamos por «; el i-ésimo
término de a. Sean o' y a? dos secuencias de longitud n; y ns, respectiva-
mente. La concatenacién de o' y o, denotada por a'a?, es la secuencia 3
de longitud n; + ny caracterizada por 3; = «} por cada i € {1,2,...,n;}
Y Bnyei = o2 por cada i € {1,2,...,ny}. Si @' 0 a? es la secuencia vacia,
entonces a'a? es a? o al, respectivamente. Sea I' la familia de secuencias,
posiblemente vacias, 7y tales que todos los términos de 7 son iguales a 4.

Una secuencia bdsica A es una secuencia que satisface exactamente una

de las siguientes condiciones:
= A =1 (tipo I)

» )\ € {21,22,23,24}, donde cada elemento del conjunto debe pensarse
como una secuencia, o A € {zyy, v € {3,4}, y € {1,2} y v € T'} (tipo
I7)

» A e {ay3y, x € {3,4}, y € {1,2,3,4} y v € I'} (tipo III).

Denotamos por A a la familia de todas las secuencias bésicas. Un prefijo de

una secuencia « es una secuencia (3 tal que o = [fn para alguna secuencia,
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posiblemente vacia, 1. Si 17 no es vacia, entonces 3 es un prefijo propio de c.
Observe que ninguna secuencia bésica es un prefijo propio de otra secuencia

basica. Ver figura 3.1.1.

v31

Figura 3.1: En este arbol de prefijos estan agrupadas todas las secuencias de
grados posibles que pueden quedar.

Lema 3.1.1. Sea 0 una secuencia finita cuyos términos pertenecen a {1,2,3,4}
y cuyo ultimo término es 1. Entonces, existe algin entero p > 0 y algin
ML NP €A tal que o = NONE - WP Ademds, el entero p y las sucesio-

nes \°, A\, ... NP estdn determinadas de forma inica.

Demostracion. Probamos el lema por induccion sobre la longitud de . Dado
que el dltimo término de o es igual a 1, es posible definir un prefijo \° de &

de la siguiente manera:
(1) si oy = 1, ponemos \° =1 (tipo I);
(11) si oy = 2, ponemos \° = o109 = 205 (tipo II);

(111) si oy € {3,4} y j es el entero mas chico menor que 1 tal que o; # 4,

entonces:

a) sio; € {1,2}, ponemos \° = o105 - - - 0; = 0170, para algin v € T
(tipo II);

b) si 0; = 3, ponemos N = o059 <0041 = 0173041 para algun
v €T (tipo III).
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Por construccién, \> € A. Si ¢ = A\, el lema se cumple trivialmente. De
lo contrario, o = A¢’ para alguna secuencia ¢’ cuyo tltimo término es 1
y, por la hipétesis inductiva, hay algin p > 1 y algin \,..., AP € A tal
que o/ = A ---\P; por lo tanto o = A°Al.-- M. Por la unicidad de p y
A0 AL L, AP se sigue inmediatamente por induccién del hecho de que ningtin

elemento de A es un prefijo propio de otro elemento de A. O

De ahora en adelante, todas los grafos caterpillar considerados en este

trabajo tienen al menos dos vértices.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema 3.1.1.

Lema 3.1.2. Si T es un grafo caterpillar y s(T') es una secuencia de gra-
dos reducidos de el, entonces existe algiun niumero entero p > 1 y algin
MONZ LN € A tal que s(T) = 1NA2--- \P. Ademds, el entero p y las

secuencias \', N2, ... \P estdn determinadas de manera inica.

Ahora, estamos listos para introducir un pardmetro p(7") definido para
cada grafo caterpillar 7"y una secuencia de grados reducida s(7). El nidmero
de secuencia bdsica de un grafo caterpillar T', indicado por p(7'), es el unico
entero positivo p tal que s(T) = 1A'A?---\P, donde \' € A para cada i €

{1,2,...,p}. Se muestra un ejemplo en la figura 3.2.

Figura 3.2: Las dos posibles secuencias de grado reducido del grafo caterpillar
representado 1" son 14342331 y 13324341. Observe que la segunda secuencia
es la primera recorrida hacia atras. Ambas son la concatenacién de cuatro
secuencias bésicas 1, 434, 23, 31 y 1, 332, 434, 1, respectivamente. Por lo
tanto, p(7) = 3.
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3.1.2. Numero Ps-intervalo

Recordemos que un conjunto de Ps-intervalo de un grafo G es un conjunto
S de vértices tales que cada vértice fuera de S tiene al menos dos vecinos en

Sy g(G) representa el tamano de un conjunto de Ps-intervalo minimo de G.

Usamos ¢(T') (respectivamente £(7T')) para indicar la cantidad de hojas

(respectivamente el conjunto de hojas) de un arbol 7.

Teorema 3.1.3. Si T es un grafo caterpillar que tiene al menos 2 vértices,

entonces
9(T) = p(T) + UT) — 1.

Demostracion. Sea P = vjvy ... v un camino dominante de T" donde v; y v
son hojas de T Sea 0 = s(T') = dp(vy)dr(vs) - - - dp(vg). Por el lema 3.1.2,
o = 1A' AP para algunos A!,..., A\’ € A, donde p = p(T). Sea ty = 1y
sea t; = [NV M| =1+ |A| 4 -+ |N| para cada j € {1,2,...,p}. Asi
L=ty <t <. <t,=~k (sito=1,1 =k),y o, =dr(v,) = N,
para cada j € {0,1,...,p}. Sea S el conjunto {vy,vy,,..., v, } U L(T).
Como ninguno de los vértices vy, vs,,...,v;,_, es una hoja de T', entonces
|S| =p(T)+0(T) — 1.

Afirmamos que S es un conjunto de intervalos de T. Sea v un vértice
en V(T)\ S. Dado que L(T') € S, v € V(P). Por lo tanto, v = v, para
algin h € {1,2,...,k}. Ademads, dado que vy, vy, ..., vy, son vértices de S,
se sigue que h # t; para cada j € {0,1,...,p}. Sea j € {1,...,p} tal que
ti.1 < h < t; yseaital que h = t;_1 + 1. Observe que, CZT(Uh) = 0p = )\‘g
para algin 1 < i < |[M|, porque o = 1A' ... \P. Como h ¢ {to,t,}, N # 1.

Supongamos primero que A} = 2. Por lo tanto, M € {21,22,23,24} e
i =1, porque N € A. En consecuencia t;_; = h—1y t; = h+1. Por lo tanto,
v, es adyacente a vy,_, y a vy,. Supongamos ahora que A{ = 3. Por lo tanto,
N e Ay X €{3,4}. Ademds, i =10 = |NM|—1. Observe que t; ; = h—1,
ti=h+1ydp(vy) > JT(vh) = )\g = 3. Por un lado, si ¢ = 1, entonces v, es
adyacente a vy, _, y a alguna hoja de T'. Por otro lado, si ¢ = |A7| -1, entonces
vy, es adyacente a vy, y a alguna hoja de T'. Por lo tanto, v es adyacente a por

lo menos dos vértices en S. Queda por considerar el caso en el que N = 4.
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En este caso, JT(Uh) = ,\g' = 4. Por tanto, v, es adyacente al menos a dos
hojas de T'. Por lo tanto, v, tiene al menos dos vecinos en S. Esto completa
la prueba de nuestra afirmacion.

Ahora debemos demostrar que S es un conjunto de intervalos de T' de
minimo cardinal. Considere cualquier conjunto de intervalos S’ de Ty sea j €
{1,2,...,p—1}. Decimos que v, € S' paraalgin h € {t;_1+1,t;_1+2,...,t;}.
Supongamos primero que N tiene algin término igual a 2. Como M € A,
el primer o el dltimo término de M es igual a 2. Por un lado, si el primer
término de M es igual a 2, entonces JT(vtjflﬂ) = 2 y por lo tanto v, € 5’
para h = t;_; + 1 o h = t;. Por otro lado, si el dltimo término de N es
igual a 2, entonces JT(vtj) = 2 y por lo tanto v, € S para h = t; — 1
o h = t;. En ambos casos la afirmacién vale. Podemos suponer ahora, sin
pérdida de generalidad, que A’ no tiene un término igual a 2. Como j # p,
ningin término de M es igual a 1. Por tanto, cada término de \ es igual a
3 0 a 4. Observe que t; —2 > t;_1 + 1, porque [N| > 3. Ademés, dado que
N e A, JT(vtj_l) = 3 y por tanto v, € S’ para algin h € {t; —2,t; — 1,¢;}.
Asi S’ contiene al menos p — 1 vértices no pendientes de P. Dado que S’
contiene todas las hojas de T', |S'| > p+{(T') — 1 = |S|. Ya hemos probado
que S es un conjunto de intervalos de T" de minimo cardinal. Por lo tanto
g(T) = p(T) + ((T) — 1. =
Observacion 3.1.4. Del Teorema 3.1.3 se sigue que p(T') no depende de la
eleccion entre los dos posibles érdenes lineales de los vértices de un camino

dominante de T, ver figura 3.2.

3.1.3. Numero de Ps;-capsula
Observaciéon 3.1.5. Los vértices pendientes pertenecen a cada conjunto
capsula convexa de cualquier grafo conexo.

Lema 3.1.6. Si G es un drbol, entonces hay un conjunto cdpsula convexa

minimo que no tiene vértices de grado 3 adyacentes a un vértice pendiente
de G.

Demostracion. Argumentando por el absurdo, supongamos que cada conjun-

to capsula convexa minimal de algin arbol G tiene al menos un vértice de
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soporte de grado 3. Sea S un conjunto capsula convexa minimal de G que tie-
ne el menor nimero posible s de vértices de soporte de grado 3 de GG. Suponga
que vy es un vértice de soporte de grado 3 de S, donde Ng(vi) = {a,b,c} y a
es un vértice pendiente de G. Si b fuera también un vértice pendiente de G,
entonces b € S y vy tendria como vecinos dos vértices pendientes, a y b. Por
lo tanto, S C IS\ {v1}] lo que implica que S\ {v;} es un conjunto capsula
convexa de G, lo que contradice que S es un conjunto capsula convexa mi-
nimal de GG. Por tanto, b no es un vértice pendiente de G. Por simetria, ¢ no
es un vértice pendiente de G. Ademas, b y ¢ no pertenecen a S. Si b € 5,
ya que a € S, entonces S C Ip[S \ {v1}] y por lo tanto S\ {v;} no serfa un

conjunto capsula convexa minimal.

Sea vy = c. Tengamos en cuenta que S; = (S \ {v1}) U {v2} también es
un conjunto capsula convexa de T'. Esto implica que, si vy no es un vértice
de soporte de grado 3, entonces S; es un conjunto capsula convexa minimal
con s — 1 vértices de soporte de grado 3, contradiciendo que s es el minimo
numero de vértices de soporte de grado 3 para un conjunto cédpsula convexa
de (. Siguiendo esta construccién, obtenemos un camino P = vyvy... v, en
G tal que, por cada i € {1,2,...,k}, v; es un vértice de soporte de grado 3 y
v € S, donde k es el maximo entero positivo que tiene esta propiedad para
algiin conjunto capsula convexa S de G. Por lo tanto, v, tiene dos vecinos,
un vértice pendiente w; y, dado que G es un arbol, un vértice wy diferente
de los de {vq,...,vx_1} tal que wy no es un vértice pendiente de grado 3.
De lo contrario, P’ = vy...v,ws seria un camino mas largo que P con la
misma propiedad que P para S’ = (5 \ {vx}) U {ws}. Por otro lado, ws
no es un vértice pendiente porque, de lo contrario, vy seria adyacente a dos
vértices pendientes y, por lo tanto, S\ {vx} seria un conjunto cédpsula convexa
minimo con menos vértices que s vértices de soporte de grado 3. Por lo tanto,
(S\ {vx}) U{wa} es un conjunto cépsula convexa minimal que tiene s — 1
vértices de soporte de grado 3, absurdo. La contradiccién provino de suponer
que GG no tiene un conjunto capsula convexa minimal sin vértices de soporte
de grado 3. O]

Observacién 3.1.7. Sea G un grafo y S un conjunto capsula convexa.
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= Si u y v son vértices adyacentes de grado 2 de G, entonces u € S o
ves.

» Sea u un vértice de corte de grado 2 de G tal que u ¢ Sy cuyos vecinos
son vy w. Si G, y G, son las componentes conexas de G \ {u} tales
que v € V(G,) y w € V(G,), entonces V(G,) NSy V(G,) NS son

conjuntos de capsula convexa de G, y G, respectivamente.

Sea s una secuencia de enteros positivos. Usamos Z(s) para denotar la su-
matoria ) |3 | tomada sobre todas las longitudes z; en s de las subsecuencias

consecutivas maximas que contienen solo al entero 2.

Teorema 3.1.8. Sea T un grafo caterpillar tal que |V(T)| > 2. Si §'(T) es
la secuencia que se obtiene al eliminar de s(T) los términos correspondientes
al entero 3 (es decir, s'(T') es la subsecuencia cuyos términos pertenecen a
{1,2,4}), entonces

h(T)=UT)+ Z(s'(T)).

Demostracion. Sea P = vjvs ... v, un camino dominante maximal de T'. Sea
S(T) = dp(vy),dp(vs), . .., dr(vg). Recordar que dp(vy) = dp(vr) = 1. Sea
B; = {v;,,vj,, ... ,vjzj} un conjunto de vértices maximal en P que satisface

las siguientes condiciones:

. JT(vji) =2, paratodo 1 <i <z y
" jis1 = Ji+1lparatodol < i<z —1o JT(vh) = 3 para todo
Ji <h <jiy1.

Sea J el nimero de esas subsecuencias méximas en s(7") y S un conjunto
minimal de 7" sin vértices de grado 3. El lemma 3.1.6 nos garantiza la exis-
tencia de este conjunto capsula convexa minimal. Sabemos que £(T') C S.
Todo vértice v tal que CZT(U) = 4 no pertenece a S porque es adyacente a
al menos dos vértices en L£(7T) y por lo tanto v € Ip[S] para cada conjunto
capsula convexa S. Consideramos los subconjuntos A; = {vj,, ,,v;,, } de B,
para cada 1 < i < z;/2 si z; es par y los subconjuntos A; = {v),, ,,v;,} de

Bj, para cada 1 < i < (z; —3)/2y Az ={v), 5, vj. ;05 } sl z; es impar
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y mayor que uno. En virtud del primer enunciado de la observacion3.1.7,
|S N A;] > 1 para todo 1 < i < [%]. Por lo tanto, |S N B;| > |3]. Este
limite inferior se mantiene trivialmente incluso cuando z; = 1. Por lo tanto,
MT) > UT)+ Z(s'(T)).

Queda por probar que existe un conjunto capsula convexa S tal que |S| =

UT)+Z(s'(T)). Por cada 1 < j < J, sea Cj = {vj,,vj,, -+, v, } C Bj donde
., Sizj esimpar y vj, = v, si z; es par. Sea § = L(T)U <U;.7:1 Oj).

Ujhj - sz]
No es dificil demostrar que S es un conjunto capsula convexa.

Hemos probado que el cardinal del minimo conjunto capsula convexa es
igual a £(T') més Z}]:1 | % ]. Entonces, h(T) = ((T) + Z(s'(T)). O

En la figura 3.3 se muestra un ejemplo del Teorema 3.1.8.

V12 U1 V10 Vg g U7

U1 U2 U3 Vg Us V6

Figura 3.3: En este grafo caterpillar T, tenemos que s'(T') = 1224222222421,
UT) =8y Z(s'(T)) = 4. Con lo cual, h(T) = 12. Un conjunto de capsula
convexa de T es S = {Ul, U9, V3, U4, U5, Vg, U7, Ug, Vg, V10, V11, 1112}, no es unico.

3.2. Tiempo de percolacion

En esta seccion presentamos dos resultados sobre el tiempo de percolacién
de un grafo bajo la P3-convexidad.

Si S es un conjunto de capsula Ps-convexa de G, es decir, Hp,(S) = V(G)
entonces decimos que S percola a GG. Para decidir si un conjunto S percola a
GG, podemos construir una secuencia Sy, S1, .52, ... en la que Sy = Sy S;y1 se
obtiene de S; agregando los vértices de G que tienen como méaximo un vecino
en U;;ll S; v al menos dos vecinos en U;Zl S;. Usamos I}, [S] para indicar
Sk. Si existe algun ¢ tal que S; = V(G), entonces S percola a Gy definimos
7s(G) como el minimo ¢ tal que S; = V(G). El tiempo de percolacién de G es
7(G) = méx{71g(G): S percolaa G}.Sea G un grafoy seav € V(G). Decimos
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que S percola a v si v € I}, [S] para algtn entero k, y 7g(v) representa el
minimo entero k con esta propiedad. Si A C V(G) y S percola a cada vértice
v € A, 75(A) representa el maximo 75(w) entre todos los vértices w € A.
Cuando el contexto sea lo suficientemente claro, usaremos 7(v) y 7(A) para
abreviar.

Consideramos dos clases de grafos: los grafos caterpillar y grafos de in-

tervalo unitario.

3.2.1. Tiempo de percolacién de un grafo caterpillar

En [8] se demostrd que si T' es un érbol, entonces 7(T") se puede calcular
en tiempo lineal. En esta subseccién damos una formula cerrada simple para
7(T) cuando T es un grafo caterpillar, en términos de ciertas secuencias
asociadas a 7T'.

Sea T un grafo caterpillar y sea s(7") una sucesién de grado reducido de
T. Sea £(i) definido recursivamente para cada 1 < i < |s(T)| de la siguiente
forma: (1) =1y

0 —1)+1 sid(v)#3,0dwv) =3y duvi_y) # 3,

(i —1) en caso contrario .

(i) =

Denotamos, para cada i € {1,...,|s(T)|}, por n(i) (respectivamente m(z)) el
minimo (respectivamente maximo) entero j tal que ¢(j) = £(i). Por ejemplo
consideramos el grafo de la Figura 3.2, en este ejemplo s = 14342331, ( =
12345667, n = 12345668 y m = 12345778.

Definimos la secuencia f(7T'), llamada secuencia de percolacion de T', como

sigue. Sea i un entero tal que 1 <i < |s(T)].

fi(T) =0, si d(v;) = 1.

fi(T) =1, sid(v;) =2y d(vi_y), d(visq) € {1,2}.

fi(T) = fir(T) + 1, sid(v;) =2, d(vi_1) € {1,2} v d(vis1) ¢ {1,2}.

fi(T) = fii(T) + 1, sid(v;) =2, d(vi—1) ¢ {1,2} v d(vis1) € {1,2}.
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F(T) = max{fi s (T), fin(T)} + 1, si d(vi) = 2, d(v;1),d(vir1) ¢
(1,2},

FAT) = min{i—n(i), m(i) i} +1, 51 d(ve) = 3y d(vue)-1) = (i) =
1.

£fi(T) = méx{i — n(i),m(i) —i} + 1, si d(v;) = 3y d(va@_1) =

d(vm(i)+1) = 2.

s fi(T) =i—n(i)+1, s d(v;) =3, d(Vagiy1) = 1y d(Vmgiys1) = 2-

L] fz(T> = m(z) —1 + 1, si g(Uz) = 3, J(Un(i)—l) =2 y d(vm(i)—i-l) =1.

£i(T) = min{i —n(i) + 1,m(i) — i+ 2}, sid(v;) =3, d(va@wy1) =1y

d(Vm(iy+1) = 4.

£i(T) = min{i —n(i) +2,m(i) —i+ 1}, si d(v;) = 3, d(va@y_1) =4y

d(Vm(iy+1) = 1.

s fil(T) =i —n(i) +2, 51 d(v;) =3, d(Vgiy—1) = 4 ¥ d(Vm(iys1) = 2-

L] fz(T) = TTL(Z) —1 + 2, si CZ(’Uz) = 3, J(Un(i)—l) =2 y d(vm(i)—l—l) = 4.

£i(T) = min{i — n(@),m@i) — i} +2, si d(v;) = 3, d(va@)_1) =

d(Vm(iy41) = 4.

[ ]
—

|

s
o

= fi(T) =1, sid(v;) = 4.

Definimos F(T') = maxi<;<, fi(T). En el ejemplo de la figura 3.2, f =
01213210, y por lo tanto F' = 3, y en el ejemplo de la figura 3.3, f =
01212212112120 y por tanto F = 2. Observamos que en ambos ejemplos
el maximo se alcanza en alguno de los términos, es decir, segtin el teorema
siguiente, el tiempo maximo de percolacién se alcanza tunicamente en los

vértices correspondientes a esos términos.

Teorema 3.2.1. Si G es un grafo caterpillar, entonces 7(T') = F(T).
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Demostracion. Sea P = v vy ... v un camino dominante de T" donde vy y vy
son hojas de T Sea s(T") = dp(vy)dy(vy) - - - dp(v,). Sip € {1,2}, el resultado
vale.

Por cadai € {1,...,p},sid(v;) =10 d(v;) = 4 como el conjunto de hojas
estd contenido en cualquier conjunto cépsula convexa, entonces 7r(v;) = 0 o
7r(v;) = 1, respectivamente. Asi 7(v;) = fi(T).

Sea 7 un entero tal que 1 < ¢ < k. Supongamos que ci(vz) = 3. Observamos
que cada conjunto capsula convexa S de T verifica £L(T') C S. De ahora en
adelante, estamos considerando un conjunto de percolacion de un vértice
dado que contiene L£(T). Si d(vn (i)-1) = d(vp, ()+1) = 1, entonces L£(T') es
un conjunto capsula convexa de 7'y por lo tanto 7g(v;) < 7z1)(vs) para
cada conjunto cépsula convexa S de T'. Es facil probar que 7.(v;)(T) =
min{i — n(i),m(i) —i} + 1 y por lo tanto 7r(v;) = f;(T). Supongamos que
J(vn(i)_l) =1y cz(vm(i)ﬂ) = 2. Notamos que si S percola a v; en T, ya
que L(T) C S, entonces R(S) = S\ {Un@),---,Um@)+1} también percola
a v;. Por lo tanto, 7¢(v;) < Treg)(vi) = @ — n( ) + 1 para cada conjunto
capsula convexa S de T'. Observamos que S = V(T') \ {Vn@); - -+ Um(i)+1}
es un conjunto cépsula convexa tal que 7¢(v;) = i — n(i) + 1. Por lo tanto
7r(v;) = fi(T). Simétricamente, si j(vn(i),l) =2y J(vm(i)ﬂ) = 1, entonces
mr(v;) = m(i)—i+1 = fi(T). Andlogamente, si J(vn(i)_l) =1y J(Um(i)+1) =4,
S percola a v;, entonces R(S) = S\ {Un@); - - Um(i)+1} percola a v;, porque
L(T) C S. Ademas, Trs)(vi) = fi(T) = mln{z —n(i) + 1,m(i) — 7 + 2},
Por lo tanto, usando un argumento similar al tltimo caso, concluimos que
7r(vi) = fi(T). Simétricamente, 7r(v;) = fi(T) = min{i — n(i) + 2, m(i) —
i+ 1}, si cZ(vn(i)_l) =4y J(vm(i)ﬂ) = 1. Los siguientes casos, enumerados a
continuacion, pueden probarse siguiendo la misma linea de argumentacion y

por lo tanto se omiten sus pruebas.
= Si J(vn(i)_l) =2y cZ(vm(i)H) =4, entonces 7r(v;) =i —n(i) + 2.
» Si d(vn(i),l) =4y ci(vm(i)ﬂ) = 2, entonces 7p(v;) = m(i) — i+ 2.

= Si d(vn@)-1) = 4 ¥ d(Vm@)11) = 4, entonces 77(v;) = min{i — n(i) +
2, m(i) — i} + 2.
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Supongamos ahora que J(vn(i)_l) = d(Vm(iy11) = 2. Sea S un conjunto tal
que S percola a v;. Por un lado, si v; € S para algin entero j tal que
n(i) < j < m(i), entonces 75(v;) < |i—j| < méx{i—n(i)+1,m(:)—i+1}. Por
otro lado, si S percola a v; y no contiene ningin vértice en {vna), ..., Um@)},
entonces, por la observaciéon 3.1.7, alguno de v,;)—1 0 Up)4+1 pertenece a
S. Ademds, si vp;)-1 € S (respectivamente vy,;41 € ), entonces R(S) =
S\{Vn(i)s - - - s Um(i)41} (vespectivamente R(S) = S\ {vn@i)-1, - - - Um() }) tam-
bién percola a v;. Por lo tanto 75(v;) < 7ps)y = @ — n(i) + 1 (respectiva-
mente 7g(v;) < Trsy = m(i) — i+ 1). En consecuencia, 7g(v;) > max{i —
n(i) + 1,m(i) — i + 1} para cada conjunto S que percola a v;. Dado que
V(T)\{vn@i), - - Um@)+1} ¥ V(T)\{Vn(i)-1, - - - , Um(i) } son conjuntos de capsu-
la convexa de T', 77 (v;) = max{i —n(i) + 1,m(i) —i+ 1} = fi(T).

Queda por considerar el caso d(v;) = 2. Si d(vi_1) € {1,2} v d(viy1) €
{1,2}, por la observacién 3.1.7 y dado que L(T) C S, 75(v;) = 1 para cada
conjunto S que percola a v; tal que v; € S.

De ahora en adelante, estamos considerando un conjunto S que per-
cola a v; tal que £(T) C S. Supongamos ahora que d(v;_1) ¢ {1,2} ¥y
d(vii1) € {1,2}. Notamos que v;4; € S para cada conjunto S que perco-
la a v; tal que v; ¢ S por la observacién 3.1.7. Si J(vi,l) = 4, entonces
Ts(v;) < 2 para cada conjunto S que percola a v; tal que v; ¢ S. Como
S"=V(T)\ {vis1,v;} percola a v; y 7s/(v;) = 2, 7p(v;) = 2. Simétricamente,
sid(vipi) =4y d(vi_1) € {1,2}, entonces 77(v;) = f;(T). Supongamos ahora
que d(vi_1) = 3y d(vi11) € {1,2}. Por lo tanto, si S es un conjunto capsula
convexa y por lo tanto percola a v; y v; ¢ S, entonces v;11 € S (ver observa-
cion 3.1.7). Ademas, si L(T') C S entonces S percola a v,;)—1 € S siempre que
d(vpiy—1) & {1,2}. Por lo tanto, R(S) = S\ {Un(i)_1,- - -, viy1} también per-
cola a v; cuando J(vn(i),l) =4,y de lo contrario R(S) = S\ {vn@), .-, Viq1}
también percola a v;. Asi 75(v;) < Tr(sy = fi(T) + 1 por cada S que percola
a v;. Ademas, dado que S" = V(1) \ {vn@)-1,.-.,v;} es un conjunto capsula
convexa de T'si d(vns)_1) = 4 y de lo contrario ' = V(T) \ {va@, . - -, vi} es
un conjunto capsula convexa de T,y 75/ (v;) = fi(T)+1, se sigue que 7r(v;) =
fi(T) + 1. Por simetria, si d(v;_1) € {1,2} v d(vip1) ¢ {1,2}, luego 7 (v;) =

fiz1(T) + 1. Siguiendo una linea similar de argumentacién se puede probar
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que si cz(vi_l), CZ(“Z’H) ¢ {1,2}, entonces 77(v;) = max{f;(T), fis1(T)} + 1.
Dado que 7(7T) es el maximo 7¢(v) entre todos los vértices en Ty S es

conjunto capsula convexa de T, el resultado se deduce de lo anterior. O

Terminamos la seccion presentando un ejemplo para ilustrar el teorema
anterior. Consideramos el grafo caterpillar 7' de la figura 3.4. Observamos
que s(T) = 143333221, ((T) = 123333456, n(T) = 123333789, m(T) =
126666789 y, por lo tanto, f(T') = 012345610. Solo tenemos dos posibles
conjuntos de percolacién minimales, bajo inclusién, R y R/, el que incluye
todas las hojas mas el primer vértice v de grado dos de izquierda a derecha,
y el que incluye todas las hojas mas el ultimo vértice w de grado dos de
izquierda a derecha. Por lo tanto, 7r(T) =3 y 7/(T) = 6 = F(T).

Figura 3.4: Las etiquetas de cada vértice en ambos grafos representan g,
donde S esta formado por aquellos vértices con etiqueta igual a 0.

3.2.2. Grafos de intervalo unitario

En [8] se demostré que el tiempo de percolacion se puede calcular en tiem-
po polinomial para grafos cordales. A continuacién presentamos una férmula
bastante simple para el tiempo de percolacion cuando el grafo es de intervalo
unitario y por lo tanto cordal. Ademads, mostramos una conexién entre este
pardmetro y el diametro de un grafo de intervalo unitario relacionado con el
grafo de intervalo unitario considerado.

Sea (G, <) el orden lineal de los vértices de un grafo G tal que N[v] es
un intervalo en ese orden, para cada v € V(G). Denotamos por vy, y vg el

vértice minimo y maximo bajo ese orden, respectivamente.
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Proposicion 3.2.2. Sea G un grafo de intervalo unitario con un orden de
intervalo unitario (G,<). Si u < v, entonces cada camino minimo u =

Y1 ... Yr = v verifica que y; < y;r1 para cada entero i tal que 1 < i <r — 1.

Demostracion. Consideremos un camino minimo v = y; ...y, = v en G.
Dado que P es un camino minimo, P resulta ser un camino inducido de G.
Supongamos, por el absurdo, que existe un entero j tal que y; < u y sea
¢ el mayor entero tal que y; < u. Como y; < u < y;11, u es adyacente a
Yi+1, lo que contradice que P es un camino inducido. Por lo tanto u < y;
por cada 1 < ¢ < r. Andlogamente, se puede demostrar que y; < v para
todo 1 <4 < r. Ahora, supongamos por el absurdo que y;+1 < y; para algin
entero j tal que 1 < 7 < r. Como y; < ¥y, = v, existe un entero ¢ tal que
J<j+1<l<l+1<rtalquey, <y; <yeqr. Porlo tanto, y; es adyacente

a Ypi1, lo que contradice que P es un camino inducido de G. O

Proposicion 3.2.3. Sea G un grafo de intervalo unitario conexo con un

orden de intervalo unitario (G, <). Siu < v < w, entonces d(u,v) < d(u,w).

Demostracion. Sea P = u = y; ---y, = w un camino minimo. Por la pro-
posicién 3.2.2, existe un entero j tal que 1 < j < rey; < v < yjq1. Si
y; = v, entonces d(u,v) = j —1 < r —1 = d(u,w). Supongamos ahora que
y; < v < yj+1 Y, por lo tanto, v es adyacente a y;. Como u =y ...y;v es un
camino, d(u,v) < j <r—1=d(u,w). O

Denote por ar(v) (respectivamente ay(v) al vértice adyacente mas a la

derecha (respectivamente mas a la izquierda) de v.
Corolario 3.2.4. Sea GG un grafo de intervalo unitario.

1. Si P:u = wv;-- v, = w es un camino tal que v;41 = ag(v;) por cada
1 <i < k—1,entonces d(u,w) = k—1; es decir, P es el camino minimo

entre u y w.

2. Si P:u = vy -+ v = w es un camino tal que v;41 = ar(v;) por cada
1 <i<k—1,entonces d(u,w) = k—1; es decir, P es el camino minimo

entre u y w.
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Demostracion. Sea P': w = vj -+ v, = w un camino minimo; es decir, s—1 =
d(u,w). Claramente, vy < ag(v;) = ve. Supongamos, por hipétesis inductiva,
que v;, < v, para todo entero h tal que 1 < h < k < s. Probaremos que
vy, < vg. Supongamos, por el absurdo, que v, > vg. Por hipdtesis inductiva,
Uy < g1 < v < vy Dado que vy, es adyacente a v, vy es adyacente
a v. Por lo tanto ag(vg—1) = vp < v, < ag(vg_1), contradiccién. Esta
contradiccién provino de suponer que v, > vi. En consecuencia vy, < vg. Ya
hemos probado por induccién que v, < v; por cada 1 < i < s lo que implica
que k < sy por lo tanto, dado que P’ es un camino minimo que conecta u y
w, d(u,w) = k — 1, como queremos demostrar. Supongamos, por el absurdo,
que s < k y por lo tanto vs < w. Por lo tanto, v, ; < v,01 < v, = w
lo que implica que v,_; es adyacente a w. Entonces, vs = ar(vs_1) > w,
contradiciendo que v, < w. Por lo tanto, £k < s. La segunda afirmacion se

demuestra simétricamente. O

Combinando la proposicién 3.2.3 y el corolario 3.2.4, obtenemos el si-

guiente resultado.

Corolario 3.2.5. Si GG es un grafo de intervalo unitario conexo, entonces
d = diam(GQ) = d(vy,vg). Ademds, PL: v, = viag(vy)...ar(vp_1) = vr y

PR vr =wviag(vi)...ar(vgp_1) = vp son caminos de didmetro de G.

3.2.2.1. Tiempo de percolacion de un grafo de intervalo unitario

Si G es un grafo de intervalo unitario, decimos que un subconjunto S C
V(G) es un intervalo con respecto a ese orden si todos los vértices en S
aparecen consecutivamente. Observemos que las cliques en G son intervalos.

El siguiente resultado de Centeno y otros es una herramienta muy util

para el resto de la seccidn.

Teorema 3.2.6 ([18]). Sea G un grafo cordal 2-conexo. Si uw y v son dos
vértices que comparten al menos un vecino, entonces H = {u,v} es un con-

junto de Ps-cdpsula conveza de G.

Dado que todo conjunto de capsula Ps-convexa contiene al menos dos

vértices que comparten al menos un vecino, el teorema 3.2.6 juega un papel
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central en los resultados de esta seccion.

Lema 3.2.7. Sea G un grafo de intervalo unitario 2-conexo. Si H = {u, v}

es un conjunto capsula conveza de G tal que H # {vp,vr}, entonces Ty (G) =

max{7y (vL), Ta(vr)}-

Demostracion. A lo largo de la demostracién consideraremos que los vértices
de G tienen un orden de intervalo unitario “<”. Suponemos que u < wv.
Dividiremos la prueba en dos afirmaciones.

Afirmacién 1: Si I*[H] es un intervalo para algtin entero no negativo k,
entonces I*1[H] es un intervalo.

Supongamos que I*[H] = [a,b] para alglin entero no negativo k. Por lo
tanto, A = I**[H]\ I*[H] = |JC, donde la unién es tomada sobre todas las
cliques C' de modo que |C N [a,b]| > 2; observamos que, dado que H es un
conjunto capsula convexa, A # () siempre que I*[H] # V(G). Dado que A
es la unién de intervalos que tiene interseccién no vacia con I*[H] que es un
intervalo, se deduce que I*"1[H] = AU I*[H] también es un intervalo.

Afirmacién 2: I*[H] es un intervalo.

Primero, supongamos que uv ¢ F(G). Observamos que si x € I'[H]\ H,
entonces u < x < v, porque de lo contrario u seria adyacente a v. Ademas,
H, = I'[H] \ H es una clique. Supongamos, por el absurdo, que existen dos
vértices no adyacentes x, y € H;. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que x < y. Por tanto, dado que z < y < vy xv € E(G), = es adyacente a
y, llegando a una contradiccion. Dado que H; es una clique, resulta ser un
intervalo [ur,ug] bajo el orden de intervalo unitario considerado. Si no hay
un vértice x tal que u < ¥ < uy, 0 ug < x < v, entonces I'[H]| es un intervalo
y la afirmacién sigue por la Afirmacién 1. Supongamos ahora que este no
es el caso anterior, y que existe un vértice ¢ I'[H]| tal que u < x < uy,.
Como u es adyacente a uy, x es adyacente a u y ur. Andlogamente, si existe
un vértice x tal que ug < x < v, entonces x es adyacente a ur y v. Asi
[u,v] C I*[H]. Ademds, si z < y < uy z € I*[H]|, entonces y € I*[H|.
Porque z es adyacente a algin vértice x € H; y por lo tanto z también es
adyacente a u, lo que implica que y es adyacente a v y a x. Simétricamente,
siv <y < zyz € I*H|, entonces y € I*[H]. Por lo tanto, I*[H| es un
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intervalo.

Finalmente, supongamos que v es adyacente a v. Por lo tanto, x € H; si
y solo si R = {x,u,v} estd contenido en una clique C' en G. Por lo tanto,
I'[H] = |J C donde la uni6n es tomada sobre todas las cliques que contienen a
H. Dado que todas esas cliques son intervalos, I'[H] resulta ser un intervalo,
lo que implica, segiin la Afirmacién 2, que I?[H| también es un intervalo.

Por un lado, dado que H # {vp,vg}, si Ty(G) = 1, entonces el resultado
se cumple. Por otro lado, si k > 2, dado que I*¥[H]| es un intervalo para cada
k > 2 debido a las afirmaciones 1y 2, vy, ¢ I*[H] o vg ¢ I*[H] por cada

1 <k < 75(G). El resultado se sigue de estas observaciones. O

Sea “<” un orden de intervalo unitario de un grafo de intervalo unitario
G. Usamos v | v v 1 para indicar el vértice inmediatamente anterior a v
y el vértice inmediatamente posterior a v, respectivamente. Denotamos por
Vi.(H) el conjunto de vértices con tiempo de percolacién k bajo el conjunto
capsula convexa H. Denotamos L(I) y R(I) al vértice més a la izquierda y

al vértice més a la derecha del conjunto I C V(G) bajo el orden “<”.

Corolario 3.2.8. Si G es un grafo de intervalo unitario tal que |V (G)| > 3,
con cada dos cliques maximales con interseccion no vacia, tienen al menos dos

vértices comunes, entonces 7({vp,v;1}) = 7({vrl,vr}) = diam(G) = 7(G).

Demostracion. Observamos que G es 2-conexo. De lo contrario, G tendria
un vértice de corte v y, por lo tanto, dado que G es cordal, {v} = C N’
donde C'y C’ son cliques maximales de G (ver [46]). Ademds, dos cliques
maximales con interseccién no vacia tienen al menos dos vértices comunes
v |[V(G)] > 3, la tnica clique maximal que contiene a vy, (respectivamente
a vg) contiene al menos tres vértices. Por lo tanto, por el Teorema 3.2.6,

{vr,Tvr} (respectivamente {Jvg,vg}) es un conjunto capsula convexa de G

Dado que G es un grafo 2-conexo, es facil ver, aplicando el Teorema 3.2.6,
que 7(G) = 1 si y solo si G es un grafo completo. De ahora en adelan-
te, supondremos que 7(G) > 2. Sea H un conjunto cépsula convexa de
G. Podemos suponer por Teorema 3.2.6 y Lema 3.2.7, sin pérdida de ge-

neralidad, que H = {u,v} para dos vértices u y v que tienen un vecino
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en comin, y 7(G) = 7y(G) = 7g(vg). Supongamos, sin pérdida de ge-
neralidad, que v < v, y por lo tanto vy, < w y vryT < wv. Por lo tan-
to R(I'[{vr,vrt}]) < R(I'[H]). En consecuencia, se puede demostrar por
induccién que R(I*[{vy,vr1}]) < R(IF[H]) por cada 1 < k < 7(G). Asi
7(G) = TH(vR) < Tpop w13 (vR). Por lo tanto 7(G) = 7({vy, v 1}). Por si-
metria, si 7(G) = 74 (G) = 7y (v), entonces 7(G) = 7({vrl, vr}).
Observemos que Qy = [ar(R(I*[H]])), R(I*[H])] es una clique maximal.
De lo contrario, existiria una clique maximal @ = [z, y] que contiene a Qj
con R(I*[H]) < y, ya que @ contiene al menos dos vértices en I*71[H],
y € I*[H]. Dado que no hay dos cliques maximales con interseccién no vacia
que tengan como maximo un vértice en comun, ar(R[I*[H]]) = R[I*[H]].
De lo contrario, existirfa un vértice  adyacente a R(I*[H]) y no adyacen-
te a R(I*[H])} y por lo tanto la clique maximal [R[I*[H]], ar(R(I*[H]))]
serfa una clique maximal que tiene exactamente un vértice en comin con
la clique maximal [ar(R(I*[H]])), R(I*[H])], que es precisamente el vértice
R(I*[H]). Por el corolario 3.2.5, el camino vy R(I'[H])... R(I"'®[H])vg es
un camino de didmetro. Por simetria, si H' = {vgrl,vg}, entonces el ca-
mino vpL(I'[H')) ... LUI™9[H'])v;, también es un camino de didmetro. Fi-
nalmente, por el lema 3.2.7 y la discusién anterior, concluimos que 7(G) =

diam(G) = 7({vr,vr1}) = 7({vrd, vr}). O

Leyendo detenidamente la primera parte de la demostracién del corolario
3.2.8 podemos derivar la siguiente observacion, donde se descarta la hipétesis
de que cada par de cliques maximales que se intersecan comparten al menos

dos vértices.

Observaciéon 3.2.9. Si G es un grafo de intervalo unitario 2-conexo tal que
[V(G)| > 3, entonces 7(G) = 7({vr,vrT}) o 7(G) = 7¢({vrl, vr}).

Teorema 3.2.10. Si G es un grafo de intervalo unitario 2-conexo tal que
|[V(G)| > 3, entonces existe un grafo de intervalo unitario 2-conexzo G* tal que
cada interseccion no vacias de dos cliques maximales tiene al menos dos vérti-
ces comunes y T(G) = 7(G*) = diam(G*). Ademds, 7(G) = 7({vg,vT}) =
7a({vrd, VRr}).
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Demostracion. Dado que G es 2-conexo y no contiene ningun ciclo inducido
con al menos cuatro vértices, cada clique maxima de GG tiene al menos tres
vértices. En efecto, si C' = [a, ] es una clique con dos vértices, entonces ab
es un puente de G, es decir, una arista cuya eliminacién desconecta el grafo,
y por lo tanto, ya que |V (G)| > 3, a o b es un vértice de corte, lo que con-
tradice que G es 2-conexo. Por tanto, ab es una arista de un grafo completo
con tres vértices. Sea vy, vs, . .., v, un orden de intervalo unitario para V(G).
Recuerde que una clique maximal de G es un intervalo méaximo de vértices
adyacentes de a pares. Ademas, dos vértices son adyacentes si y solo si per-
tenecen a al menos uno de estos intervalos méaximos de vértices adyacentes
de a pares. En otras palabras, estos intervalos definen las adyacencias de G,
una vez establecido el orden de intervalo unitario de |V(G)|. Vamos a definir
los intervalos méaximos de un grafo G* obtenido a partir de G anadiendo ade-
cuadamente algunos vértices sin modificar el orden relativo de esos vértices

en V(G). Ver ejemplo en la figura 3.5.

Primero, ponemos w; = v; para cada 1 < i < n. Recorreremos los vértices
de G desde w, hasta w,. Establecemos G = (G1; y cada vez que encontremos
un vértice wy, tal que {w,} = C N C’, donde C'y C’ son cliques maximales
de G;, aplicamos la siguiente transformacién; llamaremos a tales vértices,
vértices singulares. Agregamos un vértice w,, al final, donde k—1 representa
el nimero de vértices singulares previamente agregados, uno para cada grafo
G, por cada 1 < j < i— 1,y reemplazamos cada clique C' = [a,b] por
C" = la,b] si b < wy, por C" = [a,b1] si a < w, < b, por C" = [aT,b]] si
a > wp. Observamos que si b = w,4_1, entonces b1 = w, ;. Las nuevas

cliques definen un grafo de intervalo unitario G* con el conjunto de vértices

{v1...,Unim}, donde m es el nimero de vértices singulares de G. Observamos
que el nimero maximo de cliques de G y G* coinciden. Si (', . .., C,. denotan
el conjunto de cliques maximales de (G, denotamos por C7F, ..., C” las cliques

maximales obtenidas por la transformaciéon de G en G*, donde C} es la
clique correspondiente a C; para cada 1 < i < k, bajo la transformacién
descrita anteriormente. Ademas, el orden relativo de los extremos izquierdos
(respectivamente extremos derechos) de las cliques maximales de G no se
modifica al transformar G en G*, y C; N C; # 0 siy solo si |C; N Cj| > 2.
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Es facil probar que dos cliques con intersecion no vacias en G* tienen al
menos dos vértices en comun. Ademas, G* es 2-conexo. Dado que cada par
de cliques que se intersecan tiene al menos dos vértices en comun, basta con
probar que G* es conexo. Vamos a proceder a demostrarlo por induccion. Re-
cordemos que, si G* tiene un vértice de corte v, dado que G* es cordal [46],
entonces {v} = CNC" donde C'y C’ son cliques maximales de G*. Suponga-
mos, por el absurdo, que G* es disconexo. Por tanto, existe un entero positivo
1 tal que 1 < i < n+m en G*, tal que cada vértice v de G* tal que v < w; no
es adyacente a cada vértice w de G* tal que w;;; < w. Por lo tanto, existe
un indice j tal que la clique maximal [w;;1, ag(w;t1)] de G411 proviene de la
clique maximal [w;, ag(w;)] y por lo tanto w11 = w;T, ar(w;y1) = ag(w;)T
y w; es un vértice singular de G;. Dado que G; es 2-conexo, por hipétesis
inductiva, y por lo tanto w; no es un vértice de corte de G, existe una clique
maximal [z,y] en G, tal que ar(w;) < z < w; y w; < y < agr(w;). Por
construccion, x < w; en G, wip <yt en G, y @ es adyacente a yT en
G 41, contradiccion. Por lo tanto, G4 es conexo.

Queda por probar que 7(G*) = 7(G). Consideramos C4,...,Csy Cf, ..., CF
las cliques maximales de Gy G* respectivamente ordenadas por sus ex-
tremos izquierdos. Dado que G y G* son 2-conexos, basta con probar que
7o+ ({wr, wa}) = ¢ ({v1,v2}) = T6¢({vn-1,vn}) = 7o+ (Wntm—1, W) (ver el co-
rolario 3.2.8 y la observacién 3.2.9). Para probarlo, tenemos que notar que
I*[{vi, v2}] = I[[vr, ven]] = [v1, o] y TF{wn, wao}] = 1w, wi]] = [w, wi]
donde vy = ar(vk_1) y wr = ar(wy) = ar(wi_1), y ademds existe un entero
ttal que 1 <7 < sysiCy C*son las cliques maximales de G y G* res-
pectivamente, que contienen ar(vg_1}) y ar(wy) como su extremo izquierdo,
entonces C' = C; y C* = Cf. Por lo tanto, 7¢+({wy,wa}) = 7¢({v1,v2}).
Recordemos que el orden relativo de los extremos derechos e izquierdos
de las cliques maximales correspondientes de G* no sufrié ninguna modi-

ficacién respecto a las cliques maximales de GG. Por lo tanto, por simetria,

TG<{UN—17U71}) = TG*({wn-‘rm—lawn-i-m})- ]

o1



o o 1 1 2 2 2 3 4 o 0o 1 1 2 2 2 3 3 4

I ROLIODL TeB Do oG OO

c C, Cs Cy & & & Ci

Figura 3.5: Solo dibujamos los vértices de los dos grafos de intervalos unita-
rios, siendo dos vértices adyacentes si y solo si pertenecen a la misma elipse.
Las elipses representan las cliques maximas del grafo G a la izquierda y su
grafo correspondiente G* a la derecha. Los niimeros indican el tiempo de per-
colacion de cada vértice dado el conjunto capsula convexa de esos vértices
etiquetados con 0.

Teorema 3.2.11. Sea G un grafo de intervalo unitario. Si G es 2-conexo,
entonces T(G) = k donde k es la longitud del camino P = wy ... wy, definida

como: wy = vy, wy = ar(wy) y w; = ag(vy_1)}, por cada 2 < i < k.

Demostracion. Observe que si cada dos cliques de interseccién no vacia tienen
al menos dos vértices comunes, entonces w; = v; para cada 0 < ¢ < k, donde
vg = wo y v; = ar(v;—1) por cada 1 < ¢ < k. Por lo tanto diam(G) = 7(G).
En caso contrario, por el Teorema 3.2.10, k = diam(G*) = 7(G*) = 7(G). O

Ahora tenemos que considerar el caso en el que G tiene al menos un

vértice de corte.

Proposicién 3.2.12. Sea G un grafo conexo. Si Cy,...,C, son las compo-
nentes 2-conezas de G, entonces 7(G) <> 7(C}).

Demostracion. Sea S un conjunto capsula convexa de . Denotamos por s;
el minimo A > 0 tal que V(C;) N V4[S] es un conjunto capsula convexa de
C;; v denotamos por t; el mfnimo h tal que V(C;) C I"[S]. Observamos que
para cada 1 < i < r, siv € Cy, ts(v) > 0y no es un vértice de corte de G,

entonces v es adyacente al menos a dos vértices en V(C;). Por lo tanto

Teorema 3.2.13. Si G es un grafo de intervalo unitario conexo sin vértices
de corte de grado 2 y sin vértices de grado 1, entonces 7(G) = 3 ._, diam(C}).
Ademas, 7(G) = 7(v) = 7(vR).
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Demostracion. Como G no tiene vértices de grado 1, gr(vy) > 2y gr(v,) >
2. Cada componente 2-conexa es un intervalo de vértices consecutivos en
el orden de intervalo unitario vq,...,v, de G, donde ambos extremos son
vértices de corte excepto vy y wvy; es decir, V(C;) = [Um,_,,Vm,| por cada
1 <i<r, donde m; = 2;21 V(C;)] —i+1 (mg = 1). Como G no tiene
vértices de corte de grado 2, es facil ver, usando el teorema 3.2.10, que S =

{1, V2, Uity s Um,_ 41} (respectivamente {vn, Un 1, Um, 15+« Umi—1})
es un conjunto cdpsula convexa, y 7¢(S) = Y., 7(C;) = 7(v,) (respectiva-
mente 7¢(S) = Y.._, 7(C;) = 7(v1)). Por tanto, por la proposicién 3.2.12,

7(G) =Y, diam(C}) = 7(v) = 7(vR). O

Sea GG un grafo de intervalo unitario conexo cuyas componentes 2-conexas
son Gy,...,G, yxz <yparacadaz € V(G;) ey € V(G;) tal que 1 <i <
j < r. Definimos G* como los grafos de intervalo unitario cuyas componentes
2-conexas son G7, ..., Gy yr < yparacadaz € V(G}) ey € V(G) tales que
1 <14 < j <r.Observamos que en ambos casos la igualdad se cumple cuando
x = y es un vértice de corte. Ademas, si G no tiene vértices de grado 1 y
no tiene vértices de corte de grado 2, por el teorema 3.2.13, 7(G) = 7(G*) =
iy diam(GY).

Sea GG un grafo de intervalo unitario conexo con al menos tres vértices
que tienen un orden de intervalo unitario de sus vértices vy,...,v,. Si u es
un vértice de grado 1, dado que G es conexo, u = v 0 u = v,. Ademas, si
u es un vértice de corte de grado 2 cuyos tinicos vecinos son v y w, entonces
v no es adyacente a wy v < u < w o w < u < v. Llamaremos subgrafo
especial a un subgrafo inducido por esos vértices en un intervalo maximal
[a, b] tal que 2 < gr(v) por cada vértice de corte v de G tal que a < v < by
también se cumple una de las siguientes afirmaciones: (i) a (respectivamente
b) pertenece a {vy,v,} o (ii) a (respectivamente b) es un vértice de corte de
grado 2 de G. A tal intervalo [a, b] lo llamaremos intervalo especial.

Si H es un subgrafo especial de G inducido por [a, b] definimos t(H) como

sigue:
» t(H)=1,si |[V(H)| =2.

w t(H)=7(H"),sivy =a,v,=0,2<gr(vy) y2<gr(v,).
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w t(H)=7(H—-a)")+1,si[(vu=aygr(v)=1)owv <al, v, =b,y
2 < gr(v).

t(H)=7(H=0b0*41,siv; =a, 2 < gr(v1) y [(9r7(v,) =1y v, =0)
0b <.

» t(H)=7((H —{a,b})")+1,si vy = a, v, =b, gr(v1) = gr(v,) = L.

t(H) =7((H—{a,b})")+2si (v1 <a, vy =b,ygr(va) =1),0 (11 = a,
b<uv,ygr(vy)=1),0 vy <ayb<uv,).

Definimos €(G) como el maximo t(H) entre todos los subgrafos especiales
H de G. Note que si G es un camino de n vértices con n > 3 entonces
¢(G) = 1. En la figura 3.6 se puede ver un ejemplo de un grafo de intervalo

unitario G con dos subgrafos especiales y €(G) = 6.

c 1 0 2 2 3 3 3 4 5 6 1 0 0
SOCCICDCO DD

4 3 Cy G5 Csy C7 Cy

Figura 3.6: En este ejemplo, el grafo de intervalo unitario GG contiene dos inter-
valos especiales cuyos extremos son vértices grises, considerando los vértices
ordenados de izquierda a derecha. Para las aristas de G' seguimos la conven-
cién de la figura 3.5. Ademds, 7(G) = 6.

Teorema 3.2.14. Si GG es un grafo de intervalo unitario conexo tal que
[V(G)| > 3, entonces 7(G) = €(G).

Demostracion. Supongamos primero que G no tiene un vértice de corte de
grado 2. Si G no tiene un vértice de grado 1, el resultado sigue el teorema
3.2.13. Supongamos ahora que G tiene al menos un vértice de grado 1. Dicho
vértice podria ser v; o v,. Supongamos que gr(v;) =1y gr(v,) > 2. Por lo
tanto, v; € S para cada conjunto capsula convexa S de G. Dado que G\ {v;}
es un grafo de intervalo unitario 2-conexo y no tiene un vértice de corte de

grado 2 ni un vértice de grado 1, si S\ {v1} es un conjunto cdpsula convexa
de G\ {v1}, entonces 75(G) = To\(u,} (G \ {v1}) < 7((G\ {v1})*) < t(G).
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Supongamos que S \ {v1} no es un conjunto cdpsula convexa de G\ {v;}.
Asi existe un vértice u € V(G \ {v1}) tal que v; y u tienen un vecino comin
en (G, este vértice sélo puede ser wvo; es decir, u = vy, lo que implica que
{va,v3} C IR [S]. En consecuencia, por el teorema 3.2.13, 75(G) < 7((G'\
{n1})*) +1 = t(G). Como S = {v;,v3} es un conjunto capsula convexa e
Ip,[S]\ {v1} = {v2,v3}, se sigue que 75(G) = 7((G \ {v1})*) + 1. Por lo
tanto, 7(G) = t(G). Simétricamente, si gr(vy) > 2y gr(v,) = 1, entonces
7(G) = t(G). Siguiendo la misma linea de argumentacion, se puede probar
que el resultado también se cumple si gr(vy) = gr(v,) = 1. Por eso se omiten
los detalles.

Supongamos ahora que G tiene al menos un vértice de corte v de grado 2 y
sea [a, b] un intervalo especial tal que |[a,b]| > 3y H = G[[a, b]]. Supongamos
que a o b es un vértice de corte de grado 2 en (G, digamos a. Utilizando técnicas

similares a las del parrafo anterior, se puede demostrar que:

= 7(H\{a}) = mix{7a(at), 76(b)} = max{7((H\{a})"), 7((H\{a})")+
1} = 7((H \{a})") + 1, si gr(b) > 2,

= 7(H\{a,b}) = méx{ra(at), 7¢(bl)} = max{7((H \{a,0})") +1,7((H\
{a,0})*)+ 1} = 7((H \ {a,b})*) + 1, si gr(b) = 1 0 b es un vértice de
corte de grado 2.

Anélogamente, si b es un vértice de corte de grado 2, entonces se cumplen

las dos siguientes condiciones.

= 7(H \ {b}) = mix{r(a),7a(bd)} = max{r((H \ {b})") + 1,7((H \
{01)7)} = 7((H\A{b})") + 1, si gr(a) = 2,

= 7(H\{a,b}) = mix{ra(al), 76(bl)} = max{7((H \{a,0})") +1,7((H\
{a,0})*) + 1} = 7((H \ {a,b})*) + 1, si gr(a) = 1 0 a es un vértice de
corte de grado 2.

El resultado se sigue combinando estos hechos con lo siguiente: si v es un
vértice de corte de G tal que gr(v) = 2 entonces 7(v) = max{r(vl), 7(v1)}.
O
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3.3. Una clase especial de grafos

Un grafo G satisface la propiedad P si I}, [S] = Ip,[S] para todo conjunto
S C V(G). Es facil ver que esta propiedad es hereditaria y todo grafo G
perteneciente a esta clase satisface 7(G) < 1. El siguiente resultado caracte-
riza, mediante subgrafos inducidos prohibidos minimales, aquellos grafos que

satisfacen la propiedad P.

Teorema 3.3.1. Sea G un grafo. Entonces, G satisface la propiedad P si y

solo si no contiene como subgrafo inducido ningun grafo representado en la

figura 3.7.

Gy Go G

G4 G5
Figura 3.7: G es el diamante, G es la pata, G es la silla, y G4 es Ko 3.

Demostracion. Es facil comprobar que G; no satisface la propiedad P para
cada 1 <7 <5b.

Por el contrario, si G no satisface la propiedad P, entonces G contiene,
como subgrafo inducido, uno de los grafos representados en la figura 3.7. Sea
S un subconjunto de vértices de G tal que Ip,[S] esté totalmente contenido
en I3, [S]. Por lo tanto existen dos vértices u y v tales que u € Ip,[S]\ Sy
v € I3,[S]\ Ip,[S]. Dividiremos la prueba en dos casos.

Caso 1: N(v) NS # 0.

Supongamos primero que existe z € N(v)NN(u)NS. Dado que u € Ip,[S],

existe un vértice w distinto de z que es adyacente a v y no es adyacente a v,
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porque de lo contrario v € Ip,[S]. Si w es adyacente a z, entonces {z, u, v, w}
induce G (siv es adyacente a u) o {z,u, v, w} induce G (si v no es adyacente
a u). Por lo tanto, w no es adyacente a z. Ademds, u no es adyacente a v,
porque de lo contrario {u,v,w,z} induce a Gy. Como v € I}, [S], existe un
vértice z € Ip,[S]\ {u} que es adyacente a v. Si  es adyacente a z, entonces
{u,v,z, 2z} induce G; (si z es adyacente a u) o induce G (si z no es adyacente
a u). Por lo tanto, = no es adyacente a z. Por un lado, si = es adyacente a u
y a w, entonces {u,v, w,x} induce G;. Por otro lado, si x es adyacente a u
y no es adyacente a w, entonces {u, v, w, z, z} induce Gs. Por tanto, z no es
adyacente a u. Dado que z € Ip,[S]\ S, existe un vértice s; € S\ {w, z} que
es adyacente a z. Si x es adyacente a w y w no es adyacente a sy, entonces
{v,w, z, s, 2z} induce G3. Ademas, si x es adyacente a w y w es adyacente
a sy, entonces {v, s;,w,x} induce Gy. Por lo tanto, x no es adyacente a w.
Observemos también que s; no es adyacente a z. Si s; es adyacente a z y a
u, entonces {s1,u, z, 2z} induce Gs. Si s; es adyacente a z y no adyacente a u,
entonces {s1,u, v, z, z} induce G5. Por lo tanto, s; no es adyacente a z. Dado
que x no es adyacente a z y a w, existe un vértice s € S\ {s1,w, 2z} que es
adyacente a x. Por simetria, sy no es adyacente a v y a z. Si s es adyacente
a Sg, entonces {s1, $2,v, 2} induce Gy. Por lo tanto, si s; no es adyacente a

So, entonces {si, S2,x, v, 2z} induce G3, contradiccion.

Supongamos ahora que N (v)NN (u)NS = @y por lo tanto existe un vértice
z € S adyacente a v pero no adyacente a u, y existen dos vértices wq, wy € S
adyacentes a u y no adyacentes a v. Supongamos, por el absurdo, que u es
adyacente a v. Por lo tanto, w; no es adyacente a wy, porque de lo contrario
{u, v, wy, ws} induce Gy. Por un lado, si z es adyacente a w; y a ws, entonces
{u, v, wy,wq, z} induce Gy4. Por otro lado, si z es adyacente exactamente a uno
de los vérticess wy 0 wy, entonces {u, v, wy, wsy, 2z} induce Gs. Por lo tanto, z
no es adyacente a wy ni a wy. Asi {u,v,w;, ws, z} induce G3, contradiccion.
Por lo tanto, u no es adyacente a v lo que implica que existe un vértice
x € Ip,[S]\ S adyacente a v. Podemos suponer, por lo dicho en el parrafo
anterior, que z no es adyacente a z, de lo contrario N(v) N N(z)NS # ). En
consecuencia, existen dos vértices a y b en S\ {z} adyacentes a x. Dado que G

no tiene a (G5 como subgrafo inducido, a no es adyacente a b. Ademas, como
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G no tiene a G4 ni a G5 como subgrafo inducido, a y b no son adyacentes a
z. Por lo tanto, {a,b,z,v, z} induce Gs.

Caso 2: N(v) NS = (). Existen dos vértices uy,us € Ip,[S]\ S que son
adyacentes a v. Ademads, existen dos vértices x1, x5 € S que son adyacentes a
u1. Si x; es adyacente a xq, entonces {uy, v, x1, 22} induce Gy. Por lo tanto,
21 no es adyacente a xo. Por un lado, si x1 es adyacente a us y u; es adyacente
a ug entonces {uy, v, us, us} induce Gy. Por otro lado, si ;1 es adyacente a us
y up no es adyacente a uy entonces {uy, v, uy, us} induce Gy. Por lo tanto, x;
no es adyacente a us. Por simetria, x5 no es adyacente a us. En consecuencia,
u1 no es adyacente a ug, porque de lo contrario {uy, us, v, x} induce a Gy v,
por lo tanto, u; no es adyacente a uy. Por lo tanto, {uy, us, v, z1, 2} induce
G3.

Ya hemos probado que en todos los casos posibles el grafo G que no satis-
face la propiedad P contiene uno de los grafos representados en la Figura 3.7

como un subgrafo inducido. O]

Corolario 3.3.2. Sea GG un grafo. Si GG satisface la propiedad P, entonces
gprs (G) = hPs (G)

El corolario 3.3.2 muestra que el Teorema 3.3.1 es una caracterizacion
de una subclase de esos grafos G tal que h(H) = g(H) para cada subgrafo

inducido de G, caracterizado en[19].
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Capitulo 4

Foérmulas para calcular
parametros en grafos de

Hamming

En este capitulo trabajaremos solamente con grafos de Hamming,
H,(r,..., ) =K,0K,O---OK, ,conn>1yr;>1paral <i<n.

Sir; =1 para algin 1 < i < n, es decir, V(K,,) = {z}, notamos
H,(r,...,m) =K, 0---0K,_ O0K, O---0OK,,.

Tit1
Cuando el contexto sea claro escribiremos H,, en vez de H,(r1,..., ).

4.1. P;-convexidad

En esta seccién vamos a presentar una férmula para calcular el niimero
de Carathéodory en grafos de hamming bajo la Ps-convexidad, cuando el
contexto sea claro vamos a omitir el prefijo P; dado que esta seccién estd
dedicada a dicha convexidad.

El siguiente resultado de Barbarosa recopila varias propiedades elementa-

les de los conjuntos Carathéodory que vamos a utilizar en nuestros resultados.

Proposicién 4.1.1. [7, Proposicion 2.1]. Sea G un grafo y sea S un conjunto
de Carathéodory de G.
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1. 8i G tiene al menos 2 vértices y es completo, un camino o un ciclo,

entonces ¢(G) = 2.

2. 5i S tiene al menos 2 vértices, entonces todo vértice u en S se encuentra
en un camino de 3 vértices, vow, tal que {v,w} C V(G)\ Ha(S\{u}).

3. Ningun subconjunto propio S" de S satisface Hg(S") = V(G).
4. La cdpsula conveza de S, Ha(S), induce un subgrafo conexo de G.

Los siguientes dos resultados de Bresar y Valencia-Pabon son sobre con-
juntos P3-convexos en grafos de Hamming que nos dan una idea de céomo se
puede construir la capsula Ps-convexa en grafos de Hamming. Estas son otras
propiedades que también usaremos en nuestros resultados y constituyen una

herramienta central para probar el principal resultado de este capitulo.

Sea H, un grafo de Hamming. El primer resultado nos muestra una idea
de como se forma el conjunto capsula convexa entre un conjunto Ps-convexo
S C V(H,) y un vértice {z}, es decir, H(S U {z}), dependiendo de la dis-

tancia del vértice al conjunto S y la dimensién de H[S].

Lema 4.1.2. [11, Lema 3J. Sea H,, = K,,0K,,0---0K,, un grafo de Ham-
ming, conn > 1 yr; > 1 paral < i <n,yS C V(H,) un conjunto
Ps-convexo de H,, tal que el subgrafo H[S] es isomorfo a un grafo de Ham-

ming de dimension k.

» Six e V(H,) tal que dy, (x,S) = 1, entonces H(S U {x}) induce un

subgrafo Hamming de dimension k + 1.

» Six € V(H,) tal que dy, (x,S) = 2, entonces H(S U {x}) induce un

subgrafo Hamming de dimension k + 2.

» Siz e V(H,) tal que dg, (x,S) > 2, entonces H(S U {x}) es la union
disjunta de H[S] y {x}.
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El segundo resultado nos muestra una idea de cémo se forma la cédpsula
convexa de dos conjuntos Ps-convexos, H' C V(H,) y H?* C V(H,), es
decir, H(V(H') U V(H?)), dependiendo de la distancia entre H' y H? y la
dimensién de H' y H?.

Lema 4.1.3. [11, Lema 4]. Sea H,, = K,,0K,,00---0OK,, un grafo de Ham-
ming, conn > 1 yr; > 1 paral < i < n, y sean H' y H* dos subgrafos

Hamming de H,, con dimension k y k', respectivamente.

» Sidg,(V(HY),V(H?)) = 1, entonces H(V(H') U V(H?)) induce un

subgrafo Hamming de dimension a lo sumo k + k' + 1.

» Sidy,(V(HY),V(H?)) = 2, entonces H(V(H") U V(H?)) induce un

subgrafo Hamming de dimension a lo sumo k + k' + 2.

» Sidy, (V(HY),V(H?) > 2, entonces H(V(H') UV (H?)) es la unidn
disjunta de V(H') y V(H?).

La siguiente observacion nos da una cota inferior para el nimero de Ca-
rathéodory de un grafo de Hamming de dimensién n. En el caso de n €

{1,2,3} nos da el nimero de Carathéodory exacto.

Observacién 4.1.4. Sea G = H,(rq,..., r,) = K, ,OK,,0---0K, un gra-

fo de Hamming de dimension n, conn > 1y r; > 1 para todo 1 < i < n.
1. C(Hl(’l“l)) = C(HQ(?”l,TQ)) =2 y C<H3(7’1,7”2,7“3)) = 3.
2. ¢(Hp(r1,..., 7)) > n, para todo n > 4.

Demostracion. 1. Como G = Hi(rq) es un completo con al menos 2 vérti-
ces, entonces ¢(H;(ry)) = 2, ver la proposicién 4.1.1.
Usaremos en reiteradas ocasiones el lema 4.1.2 pero no lo citaremos.
Caso 1:
Vamos a probar el resultado para n = 2.
Supongamos que G = Hy(ry,7m9) = K,,0K,,, con r; > 1. Sea S =
{(1,0),(0,1)}, S es un conjunto de Carathéodory de G porque OH(S) =
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V(G)\ {(1,0),(0,1)} # 0, luego ¢(G) > 2. Supongamos por el ab-
surdo que ¢(G) > 3. Sea S un conjunto de Carathéodory de G tal
que |S| > 3. Afirmamos que S es una cédpsula convexa de G. Pues,
si no lo fuera, tendria un conjunto de Carathéodory de cardinal 3 de
un grafo completo K,, y eso seria absurdo, ya que sabemos por la
proposicién 4.1.1 que ¢(H;) = 2. En efecto, si S no es un conjunto
de cdpsula convexa de G, nos queda que G[H(S)] = K,,[0b = K,, o
GIH(S)] = a0OK,, = K,,, es decir, el subgrafo Hamming inducido por
la capsula convexa de S tiene dimension 1. Sin pérdida de generalidad,
suponemos que G[H(S)] = K,,00b = K, , y sabemos que ¢(K,,) = 2,

absurdo. Entonces S es un conjunto de capsula convexa de G.

Sea {x1, 9, z3} C S. Supongamos que G[H(S\{z1})] = K,,0b, porque
no es posible que G[H(S\{x1})] sea un grafo con un tinico vértice (a, b).
Si x; = (a,b) entonces G[H(S \ {z1})] = G[H(S)] € K,,0K,, pero
S es un conjunto capsula convexa, luego x; = (a,c) con b # ¢. Como
G[H(S\{z1})] = K,,0b, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que o = (d,b), z3 = (a”,b) con a # a’ 0 a # a”. Suponemos que
a # d, luego d(zy,x2) = d((a,c),(a’,b)) = 2 y por el lema 4.1.2,
G[H({z1,x2})] = G, contradiccién. Entonces ¢(G) = 2.

Caso 2:
Vamos a probar el resultado cuando n = 3.

Supongamos que G = Hs(ry,re,r3) = K,,0K,,0K,, vy

S =4{(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} es un conjunto de Carathéodory de G,
porque OH(S) = H(S)N\U,es H(S\{u}) = V(G)\(H((1,0,1),(1,1,0))U
H((0,1,1),(1,1,0))UH((0,1,1),(1,0,1))) = V(G)\ (V(1OK,,0K,,)U
V(K. O010K,,) UV (K, OK,,0O1)), luego tenemos que (0,0,0) € IH(.S)
con lo cual ¢(G) > 3. Supongamos por el absurdo que ¢(G) > 4. Sea S
un conjunto de Carathéodory de G tal que |S| > 4, sabemos que S es

un conjunto cépsula convexa de G. Sea S = {1, ¥, T3, Ty, -+ , Ty}

SiGH(S\{z;})] = K,,0000c. Sea S" = {x1, 22} C S tal que G[H(S")] =
K, ,ObOec, y sea x5 € S tal que 1 < d(z3,5") < 2. Luego, si d(z3,5") =
1, por el lema 4.1.2, tenemos que G[H(S" U {z3})] = K, 0K,,Oc =
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K, ,0K,,, es decir, " U {z3} es un conjunto de cépsula convexa de
K, 0K,,, contradiccién. Si d(x3,S’) = 2, por el lema 4.1.2, tenemos
que G[H(S" U {z3})] = K,,0K,,0K,, = G, es decir, S’ U {x3} es un
conjunto de capsula convexa de GG, luego S no es un conjunto de Ca-

rathéodory, contradicciéon. Entonces ¢(G) = 3.

. Sin>4.Sea G = H,(r1,..., )y S ={v1,v2,- -+ ,v,} con (v;); =0
sij=1y (v;); = 1sij# i Esclaro que S es un conjunto cépsula
convexa de G, es decir, G[H(S)] = G. Vamos a ver como esté formada
la 0H(S) = H(S) \ Upes H(S \ {u}) y con eso concluir que S es un
conjunto de Carathéodory de G.

s GIH(S\ {0))] = 10K,,0---0K,, ,

« GIH(S \ {vi})] = K, 0K,,0- 0K, 0K, 0 0K, si
29<i<n—1,
» GIH(S\{v.})] = K,,0K,,0O---0K, 01
Entonces, v = (0,0,---,0) € 0H(S), con lo cual S es un conjunto de
Carathéodory de G y ¢(G) > n.
0

El siguiente resultado nos da un cota inferior para la dimensién de un

conjunto capsula convexa de un conjunto maximo de Carathéodory.

Lema 4.1.5. Sea G = H,(ry,...,r,) = K,,0K,0---0K,, un grafo de

Hamming de dimension n, conn >1yr; > 1 para cada 1 <i<n. S S es

un conjunto de Carathéodory mdzimo de G, entonces dim(G[H(S)]) > n—1

para todo n > 4.

Demostracion. Si S es un conjunto de Carathéodory maximo de GG, entonces

H = G[H(S)] es un subgrafo conexo de G, por proposicién 4.1.1.

Supongamos por el absurdo que dim(G[H(S)]) < n — 2, sin pérdida de

generalidad, podemos asumir que A = K, UK,,00---0OK, 0J0O---0J0 con
h<n-—2.
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Sea u = (dy,--- ,dp,0,---,0) € OH(S) = H(S) \ Upes H(S \ {v}), con
0<d; <r;—1paratodo 1 <i < h, sabemos que el vértice u existe porque
S es un conjunto de Carathéodory.

Sea S" = SU{w}, donde w = (dy,- -+ ,dp,1,1,0--- ,0); por definicién

OH(S") = H(S)\ [ H(S"\ {v}) = H(S)\ (U H(S"\ {v}) UH(S)>

ves’ veS

es facil ver que d(w, H(S)) = 2, luego por el lema 4.1.2 podemos afirmar que
GH(S)] = K,,0K,,0---0K,,0K,, 0K, 000 --00.

Th+1 Th+2
Afirmamos que w' = (d},dy- -+ ,dp,1,1,0---,0) € OH(S"), con 0 < d} <
T — 1 y d/l 7é dl.

Es claro que w’ € H(S"). Vamos a probar que

w' & [ JHE\ o) JH S {w)).

vES

Primero observamos que w' ¢ H(S"\ {w}) = H(S) porque
GIH(S)] = K,,OK,,0- --0OK,, 000 - - 00,

Como u € OH(S), entonces u ¢ H(S \ {v}) para todo v € S y por lo
tanto d(u, H(S \ {v})) > 1 para todo v € S. Claramente d(u,w) = 2y
por lo tanto d(w,H(S \ {v})) > 3 para todo v € S. Combinando esto con
el lema 4.1.2 podemos concluir que H(S" \ {v}) = H(S U{w} \ {v}) =
H(S \ {v}) U{w} para todo v € S. Como w' ¢ H(S \ {v}) para todo v € S,
porque d(w',H(S \ {v})) > 2 para todo v € Sy w' # w, es claro que
w' & H(S"\ {v}), luego podemos afirmar que w’ € 9H(S’). Por lo tanto S’

es un conjunto de Carathéodory y |S’| > |S|, contradiccién. O

El siguiente resultado indica que si, dado un grafo de Hamming G, existe
un conjunto de Carathéodory de dimensién k < n en V(G), entonces existe

otro conjunto de Carathéodory de dimensién k£ + 1 en V(G).

Lema 4.1.6. Sea G = H,(ry,...,r,) = K,,0K,,0---0K,, un grafo de

Hamming de dimension n, conn >1 yr; > 1 para todo 1 <i<n. S S es
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un conjunto de Carathéodory de G tal que dima(G[H(S)]) = k < n, entonces
existe un congunto de Carathéodory T' de G tal que dimg(G[H(T)]) =k + 1.

Demostracion. Sea S = {vy,...,v,} un conjunto de Carathéodory de G.
Asumamos, sin pérdida de generalidad, que dim(G[H(S)]) = n—1y G[H(S)] =
K, O.---0K,, _100. Como S es un conjunto de Carathéodory de G,

0 < d(v;, H(S\ {v;})) < 2 para todo 1 < i < r, por el lema 4.1.2.

Caso 1:

Supongamos que existe i, 1 < i < r, tal que d(v;, H(S \ {v})) = 1,
digamos que i = 1. Sea vy = (dy, ..., dp-1,0) y G[H(S\{v1})] = Ci1+- - -+C,
donde C; es una componente conexa de G[H (S \ {v1})] para cada 1 < i < k.
Existe un solo 1 < i < k tal que d(v,C;) = 1 y v; es adyacente a un
solo vértice w € C;. Por lo tanto d(vy,C;) > 1 para todo j # i. Definimos
Vg1 = (dy, ..., dp_1,1). Sea " = (S\ {v1}) U{v,51}. Como d(vy,C;) =1y
vy es adyacente a v,,1, podemos afirmar que v; € H(S’). Luego G[H(5')] =
G[H((S\{v1})U{v,41})]. Concluimos que dim(G[H(S")]) = dim(G[H(S)])+
1, es decir, G[H(S")] = G.

Vamos a probar ahora que S’ es un conjunto de Carathéodory de G.
Supongamos que v = (Y1, ,Yn_1,0) € IH(S), afirmamos que
V= (Y1, ,Yn-1,1) € OH(S'). Es claro que v/ € H(S") = V(G) y V' ¢
H(S' \ {vr1}). Siu € 5, como v € OH(S), entonces v ¢ H(S \ {u}) vy
d(v, GH(S \ {u})]) > 1. Sea u € S, para cada w € H(S \ {u}), al menos
una de las primeras n — 1 coordenadas de v es diferente de las primeras
n — 1 coordenadas de w. Ademas, v es adyacente a lo sumo a un vértice
w € H(S \ {u}) para cada u € S. Como las primeras n — 1 coordenadas de v
son las mismas que las de v’ al igual que sucede con vy y v,,1, las primeras
n — 1 coordenadas son iguales. Por lo tanto para cada w € H(S"\ {v;}), para
todo 2 < j < r, al menos una de las primeras n — 1 coordenadas de v’ es
diferente de las primeras n — 1 coordenadas de w y v’ es adyacente a lo sumo
a un vértice w € H(S"\ {v;}) para todo 2 < j < r. Luego, v ¢ H(S"\ {u})
para todo u € S’, entonces S’ es un conjunto de Carathéodory.

Caso 2:

Si d(v;, H(S \ {v:})) = 2 para todo 1 < i < r, en particular, d(vy, H(S \
{n})) = 2. Sea v; = (di,...,d,_1,0) entonces G[H(S \ {v1})] = C1 +
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-+« + C}, con C; componentes conexas de G[H(S \ {v1})]. Definimos v, 1 =
(dy,...,dn_1,1). Es claro que d(vy,v,41) = 1 y la dltima coordenada de v,44
es diferente de la tltima coordenada de todo v € H(S), entonces d(v, 41, H(S\
{v1})) = 3. Asumamos, sin pérdida de generalidad, que d(vy, Cy) = 2, enton-
ces d(vy41,C1) = 3, y por el lema 4.1.2, sabemos que dim(G[H(C;, U {v;} U
{vr1})]) = dim(G[H(C,U{v1})])+1. Por lo tanto, si " = SU{v,41}, enton-
ces, dim(G[H(SU{v,41})]) = dim(G[H(S)])+1, es decir, GIH(SU{v,11})] =
G.

Vamos a probar que S’ es un conjunto de Carathéodory de G. Supongamos
que v = (Y1, ,Yn-1,0) € OH(S), afirmamos que v/ = (y, -+ ,Yn_1,1) €
OH(S"). Es claro que v’ € H(S") = V(G). Sabemos que v' ¢ H (S \ {v,41}),
porque la tltima coordenada de v" es 1 y la ultima coordenada de todo w €
H(S"\{vr+1}) es 0. Como v € OH(S), v ¢ H(S\{u}) y d(v,H(S\{u})) > 1
para todo u € S. Si u € S, entonces para cada w € H(S \ {u}), al menos
una de las primeras n — 1 coordenadas de v es diferente de las primeras
n — 1 coordenadas de w. Ademads, v es adyacente a lo sumo a un vértice
w € H(S\ {u}) para cada u € S. Como las primeras n — 1 coordenadas de v
son las mismas que las de v, al igual sucede con vy y v,,1, luego para cada
w € H(S"\ {v,}), para todo 2 < j < r, al menos una de las primeras n — 1
coordenadas de v’ es diferente de las primeras n — 1 coordenadas de w y v’
es adyacente a lo sumo a un vértice w € H(S"\ {v;}) para todo 2 < j <r.
Luego, v' ¢ H(S' \ {u}) para todo u € S’, entonces S” es un conjunto de
Carathéodory. O

De este lema se deduce el siguiente corolario.

Corolario 4.1.7. Sea G = H,(ry,..., r,) = K,,0K,,0---0K,, un grafo
de Hamming de dimensién n, conn > 1y r; > 1 paral <7 < n.Si S es
un conjunto maximo de Carathéodory de G, entonces S es un conjunto de

capsula convexa de G.

Recordemos que un conjunto de cdpsula convexa minimal de G es un
conjunto capsula convexa que no contiene un subconjunto propio de otra
capsula convexa de G, es decir, H(S) = V(G) y H(R) € V(G) para todo
RCS.
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Definimos p(H,(r1,..., r,)) como el cardinal méximo de un conjunto
cédpsula convexa minimal S de H,(rq,..., 7).
De la misma manera en que demostramos el lemma 4.1.6, se demuestra

la siguiente observacion:

Observaciéon 4.1.8. Sean H,,_1(ry,..., rn_1) y Hpa(r1,..., rn—2) dos gra-
fos de Hamming de dimensiéon n — 1 y n — 2 respectivamente, con n > 3 y

r; > 1 para cada 1 < i <n. Entonces p(H,,—1) > p(Hp,_2).

La siguiente observacion nos da una relacion entre c¢(H,(r1,..., ) y
p(Hp(ry, ...y ).

Observaciéon 4.1.9. Sea GG un grafo. Si S es un conjunto de Carathéodory

maximo de (G, entonces S es un conjunto capsula convexa minimal de GG, con

lo cual, ¢(G) < p(G).

Demostracion. Si S es un conjunto de Carathéodory maximo de G, es decir,
H(S) = V(G), entonces S es un conjunto cépsula convexa minimal de G,

por la proprosicién 4.1.1. Luego, ¢(G) < p(G). O

Usaremos el siguiente lema, més adelante, para encontrar una cota supe-

rior para el numero de Carathéodory de los grafos de Hamming.

Lema 4.1.10. Sea G = H,(r1,..., r,) = K,,0K,,0---0K,, un grafo de
Hamming de dimension n, conn > 1 yr; > 1 para todo 1 <1 < n. Entonces,
p(Hy,) < max{2p(H,,—3),p(Hn—1) + 1} para todo n > 4.

Demostracion. Sea S una capsula convexa minimal de maximo cardinal de
G. Y sea T un subconjunto propio maximo de S, tal que H(7T') es conexo y
dim(G[H(T)]) < n.

Caso 1:

Si dim(G[H(T)]) = n— 1. Afirmamos que |S\T| = 1. Supongamos por el
absurdo que |S\ 7| > 2. Seav € S\ T, es claro que d(v, H(T)) < 2 porque S
es un conjunto de capsula convexa. Y por lo tanto dim(G[H(T) U {v}]) = n.
Definimos S’ = T'U {v} entonces dim(G[H(S")]) = n, contradiccién. El
conjunto 7' es minimal, porque si existe 7" C T, tal que H(T") = H(T),
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entonces H(T" U (S\T)) = H(S) y |[T"U (S\ T)| < |S] contradiccidn,
porque S es una capsula convexa minimal de G. Podemos afirmar, por la
observacién 4.1.8, que p(H,—1) > p(H,—2). Luego p(H,(r1,..., rn)) = |S| =
IS\NT|+|T| < 1+ p(Hn-1).

Caso 2:

Si dim(G[H(T')]) = n — 2. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que H(T) = K, 0K,,0---0K, ,0000. Afirmamos que |S\ 7| = 1. Su-
pongamos por el absurdo que |S\ T| > 2. Sea v € S\ T, es claro que,
d(v,H(T)) < 2 porque S es un conjunto de capsula convexa. Si d(v, H(T)) =
2, por lo tanto, dim(G[H(T) U {v}]) = n se sigue igual que en el caso 1. Si
d(v,H(T)) = 1 para todo v € S\ T, sean vy = (vy,,- -+ ,v1, ,,01,) € S\ T
y vy = (vo, -+ ,v9, ,,v9,) € S\ T, tal que vy, , =0, v, =1, vy, _, =1y
vy, = 0. Definimos v' = (vy,, - ,v1,_,,1,1), luego d(v', H(T')) = 2, por lo
tanto dim(G[H(T) U {v'}]) = n. Definimos ' = T'U {v'}, y se sigue igual
que en el caso 1.

Caso 3:

Si dim(G[H(T')]) < n—3. Como en el caso 1, T" es minimal y se deduce que
|T| < p(H,,—3). Afirmamos que G[H(S\T)] es conexo. Si G[H(S\T)] no fuera
conexo, GIH(S\T)] =Ci1+---+Cr y d(C;, H(T)) <2 para algin 1 <i < k
porque H(S) =H(S\T)UT) = V(G). Entonces G[H(T U C;)] es conexo,
(TUC;) C Sy dim(GH(T)]) < dim(G[H(T U C;)]) < n, contradiccion,

entonces G[H(S \ T)] es conexo. Como, T es maximo, entonces |S| = |S '\
TV4IT] < p(Hos)+p(Hos), Tuego p(Ho(rr, ., 7)) < p(Hos)+p(H,5) =
2p(Hp-3).

Luego, p(H,) < max{2p(H,_3),p(H,—1) + 1} para todo n > 4. O

Corolario 4.1.11. Sea G = H,(r1,..., ) = K,,0K,,0---0K,, un grafo
de Hamming de dimensién n, con 4 <n < 6y r; > 1 para todo 1 <1 < n.

Entonces ¢(H,(r1,..., ry)) = n.

Demostracion. Por las observaciones 4.1.4 y 4.1.9, sabemos que n < ¢(H,(r1, . ..

p(Hp (1,05 ).
Si n = 3, entonces G = Hs(ry,ro,13) = K, OK,,0K,, vy p(G) > 3.

Supongamos que p(G) > 4 y sea S’ un conjunto capsula convexa mini-
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mal de G. Sea {xy,x9, 23,24} C S'. Si G[H(S"\ {z1})] = K,,00b0c, en-
tonces {x9,x3, 24} C K,,0O0b0c y x; = (a/,0/,) con b # b y ¢ # . Po-
demos suponer que s = (a,b,c) y x3 = (a”,b,c) con a # a”, entonces
H({x1, 29, 23}) = V(G), contradiccién. Si G[H(S \ {z:1})] = K,,0K,,Oc,
entonces {zy, 3,24} C K, OK,,0Ocy z; = (A, B,) con ¢ # . Podemos
suponer que x5 = (a,b,c), x3 = (a/,0/,c) y x4 = (a",0",¢c). Sia#d yb#¥,
entonces H({x1,x2,24}) = V(G), contradiccién. Si a” # d', @’ # a, b =1V
y U # V', entonces H({z1,z3,24}) = V(G). Sia” = d y b # b” entonces
H({x1, 22, 24}) = V(G), contradiccion. Luego p(Hs(rq,72,73)) = 3.

Combinando esto con el lema 4.1.10

4 < c(Hy) < p(Hy) <méx{2p(H),p(Hs3)+ 1} =4

5 < c¢(Hs) < p(Hs) <méx{2p(Hs),p(Hy) +1} =5

6 < c(Hg) < p(Hg) < max{2p(Hs),p(Hs) + 1} = 6,

(H ) =

se concluye que, ¢(H,(r1,..., r,)) = n para todo 4 < n < 6. ]

El siguiente lema nos da una cota superior para el nimero de Carathéodory
de los grafos de Hamming de dimensién mayor o igual a 7 y lo usaremos para

probar el resultado principal de este capitulo.

Lema 4.1.12. Sea G = H,(ry,..., ) = K,,0K,,0---0K,, un grafo de

Hamming de dimension n, conn > 7 yr; > 1 para todo 1 <1 < n.

Sin = 1(3), entonces c(Hy(r1, ..., 1)) < p(Hp(ry, ..., r)) < 2"5 1,
Sin=2(3), entonces c(H,(r1,..., ) < p(Hu(r1, ..., 1)) <5-2"5 L,
Sin = 0(3), entonces ¢(H,(r1,. .., rn)) < p(Hu(ry,...,mn)) <3-2571

Demostracion. De la observacion 4.1.9 y de el lema 4.1.10 sabemos que
c(Hp(ry, ..., rn)) < p(Hp(ry, ..., r)) < max{2p(H,_3),p(H, 1) + 1}.

Consideramos ¢, € Z, tal que ¢, = n paratodo 1 < n < 6y q, =
max{2¢,_3,q,—1 + 1} para todo n > 7. Afirmamos que para todo n > 7,
c(Hpy(ri, oy rn)) <p(Hu(r1, ..., 1)) < méx{2p(Hn—3), p(Hp—1) + 1} < qy.

Lo probamos por inducciéon en n. Primero probamos los casos base.

Si n = 7, entonces ¢; = max{2qs,qs + 1} = 8. Luego, tenemos que
c(Hy(ry, ..., 7)) < p(Hp(ry, ..., 7)) < méx{2p(H7_3),p(H7_1)+1} = max{2-
4,6 +1} =8<q;.
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Si n = 8, entonces gz = max{2¢gs,q7 + 1} = 10. Luego, tenemos que
c(Hs(ry, ..., rs)) < p(Hg(r,..., rs)) < max{2p(Hs_3),p(Hs_1)+1} = max{2-
5,8+ 1} =10 < gs.

Si n = 9, entonces g9 = max{2¢gs,qs + 1} = 12. Luego, tenemos que
c(Ho(ry, ..., r9)) < p(Ho(r,..., 1m9)) < max{2p(Hg_3),p(Ho_1)+1} = max{2-
6,10 + 1} = 12 < gy.

Consideramos la hipétesis inductiva p(H,_3) < go—3 V¥ p(Hp—1) < @n_1
para todo 9 < k < n, luego p(H,(r1,..., ry)) < méax{2p(H,_3),p(H,_1) +
1} < méx{2¢,—3,qn-1+ 1} = ¢n.

Es facil ver que ¢, = max{2¢,_3,¢,_1 + 1} = 2¢,,_3 para todo n > 7, de
donde se deduce:
si n = 1(3), entonces ¢, =2 ¢,_3 = 2"5 +1,
sin =2(3), entonces ¢, =2-¢,_3=25" 2%2_1,

si n = 0(3), entonces ¢, = 2 - ¢,_3 = 3-257L, O
Ahora si estamos en condiciones de probar nuestro resultado principal.

Teorema 4.1.13. Sea G = H,(r1,..., r,) = K,,O0K,,0---0K, un grafo
de Hamming de dimension n, conn > 7 yr; > 3 para todo 1 <1 < n.

Sin = 1(3), entonces c(Hp(r1,..., 1)) =2"5 TL.

Sin = 2(3), entonces ¢(H,(r1,..., 1)) =523
Sin = 0(3), entonces c(Hy,(ry,..., rn)) =3-2571

Demostracion. Por el lema 4.1.12 tenemos una cota superior para
c(Hy(r1,. .., rn)). Construiremos conjuntos de Carathéodory de H,(r1, ..., )
del tamano de la cota superior que tenemos para todo n > 7. Usaremos en

reiteradas ocasiones el lema 4.1.2 pero no lo citaremos.
1. Caso n =1(3)
Sean =3¢+ 1conqgeN.
Construimos el conjunto S™ = S U g{™ U S U 5™: donde
S = {(w™,0,0),1 <i <201}
S5V = {(wl,,,,0,0),1 <i <2071}
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S = {(v™,2,2),1 < i< 201}
S = {05, ,,,2.2),1 <i <2071}
con

w!” = (0,0,0,0,0)

wl” = (0,1,0,0,0)

wl” = (1,2,1,1,0)

w” =(1,2,2,1,0)

ol =(2,2,2,2,2)
ol =(2,2,2,1,2)
ol” =(2,1,1,0,1)
o{” =1(2,1,0,0,1)
y luego para todo n > 10 recursivamente construimos

™ — (0,w"™,0,0),1 < i< 201

'l,Uz =

wi = (Lo 1,0),1<i <20,
v§n> - (2,1)1(”*3)72’2)’ l<i<2ely
vl = (2, L w11 <i <20,

Vamos a probar que S™ es un conjunto de Carathéodory de H,,(r, . ..

con | M |=2"5 1,

En primer lugar, vamos a considerar los conjuntos de vértices S =
{wl(") 1<i<2}y S = {vl(") 1 <4 <29} y la siguiente hipdtesis

que vamos a probar por induccién y consideramos verdadera para todo

7<k<n,keN k=1(3).
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§
El conjunto de vértices S es un conjunto cédpsula convexa minimal de

H,, 300 y ademas todos los vértices, x = (21, ,x,_2), de cada
componente conexa de H(Sfun) \ {wj(n)}) para cada 1 < j <29,

es tal que x; es constante y ademés 1 =00 x; = 1.

El conjunto de vértices S es un conjunto cépsula convexa minimal de
20H,,_3 y ademads todos los vértices, © = (1, -+ ,x,_2), de cada

componente conexa de H (S5 \ {UJ(")}) para cada 1 < j < 29,

[ es tal que x,_o es constante y ademas x,,_o =10 x,_o = 2.

Probaremos primero el caso base para n = 7.

Observamos que G[H({w!”, w"})] = 00K,,00000010 y
GHEw”, wi"})] = 1020K,,0100; como
d(HEw”, WD), H{ws”, wi”})) = 2, entonces G[H(SY))] = H4O0.

Ademés S es un conjunto minimal de H4[J0 ya que

GHST N\ {w})] = {wi”} U1D20K,, 0100 si i = 1y j = 2, 0
i =2yj =1y GHEST\ {w"})] = 00K,,000000 U {w"} si
1t =3y j=401=4yj =3 Queda claro que las componentes
conexas de G[H(Sg) \ {w§7)})] para todo 1 < ¢ < 4 estan a distancia
al menos 3 entre ellas. Observamos también que todos los vértices,
z = (z1, - ,x5), de cada componente conexa de H(S4 \ {wzm}) para
todo 1 <4 < 4, son tales que la coordenada x; es constante y es 1 = 0

oz = 1.

Por otra parte, observamos que G[H ({v\"”,v{"})] = 202020K,,02 y
G[H ({037 0] = 2010K, ,000001; como
d(H (", v57), H({u5” 0" })) = 2, tenemos que G[H(SS")] = 20H,.

De manera similar a lo anterior, tenemos que G[H(SS” \ {v{"})] =
{v{"}U2010K,, 0001 sii =1y j =2, oi—2yj:1 y

GIH(ST\ {ui"})] = 202020K,,020 {v\"} sii =3y j=4,0i =4y
j = 3. Tenemos que las componentes conexas de G[H({v\", v{”})] para
todo 1 < ¢ < 4 estdn a distancia al menos 3 entre ellas. Observamos

también que todos los vértices, x = (x1,--- ,x5), de cada componente
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conexa de H(Sq()n \ {vlm}) para todo 1 < i < 4, son tales que x5 es
constante y x5 = 1 o 5 = 2. Con lo cual S es un conjunto minimal

de 200H,.
Para todon > 7y n=1(3) es decir,n =3¢+ 1, ¢ € N.
Vemos que los vértices como los definimos cumplen las hipotesis:

Usamos la H para n — 3 que dice G[H (S5 )] = H,_¢00 y
G[H(S™)] = 20H,_g. Entonces nos queda G[”H({wgn) 1 <i <
20-11)] = 00H, 0000000 y G[H({w!™ : 2071 +1 < i < 24})] =
1020H,,_¢0100. Como d(H({w!™ : 1 < i < 2071}, H({w!™ : 2071 +
1 < i < 2}}) = 2 tenemos que GH{w!™ : 1 < i < 29})] =
H,,_300. De la misma forma vemos que G[H({v\™ : 1 <i < 2071})] =
20020020H,, 2 y G[H({v™ : 207141 < i < 29})] = 2010H,,_¢0001.
Como d('H({vZ(") 1 <i < 2‘1_1}),7{({1)1(”) 207 41 < < 2))) =2
tenemos que G[H({v{™ : 1 <i < 29})] = 20H,,_s.

Por construccién, todos los vértices, z = (xy, - ,x,), de las compo-
nentes conexas de G[H (S5 \ {w§”)})], para todo 1 < j < 27 son tales
que r1 = 0 o ;7 = 1. Y, todos los vértices, x = (x1, - ,xz,), de las

componentes conexas de G[H (S \ {v](n)})] para todo 1 < j < 27 son

tales que z,, = 1 o x,, = 2, con lo cual vale H para n.

Ahora probaremos que S™ es un conjunto cépsula convexa minimal
de H,(ry,..., ry) con | S™ |= 2" +1, Vemos que

G[H(S™)] = H,(r1,. .., ry), pues usando la H, sabemos que G[H(5"U
SY] = H,_s000000 y GIH(SSY U s™)] = 20H,_s0202. Como
d(HSM™ U ST, 1 (S U SM™M)) = 2 tenemos que G[H(S™ U S U
S U S = Hy(re, . ).

Ademés vemos que es minimal pues, todos los vértices, z = (x1, -+ , x,),
de las componentes conexas de G[’H(SYL) U Sén) \ {(wj(»n), 0,0)})], para
todo1 <5 <29 son talesque zy =002y =1, 2,1 =0y x, =0
y todos los vértices, x = (x1, -+ ,2,), de G['H(Sén) U S son ta-
les que =, = 2, x,1 = 2y x, = 2, con lo cual d(?—[(an) U Sén) \
{(wj(-n),O, 0)}), H(SS™ U S™)) > 3, para 1 < j < 27 Ademés obser-
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vamos que, todos los vértices, © = (z1,--- ,x,), de las componentes
conexas de G[’H(S S(n) \ {( ") 9 ,2)})] para todo 1 < j < 29, son
talesque z,, 3=10x, 3=2yx, 1 =2y x, =2y todos los vértices,
z= (11, x,), de G[H (ST UST)] son tales que z,_y = 0, 2,y =0
y 2, = 0, con lo cual d(?—l(Sgn)USén)),H(Sén)USin)\{(v](-"), 2,2)})) > 3,
para todo 1 < j <29,

Entonces probamos que S es un conjunto capsula convexa minimal de

H,(r1,..., r,) de cardinal 25" 1. Ademés observamos que (1, - - ,1) ¢
H(S™ \ {u}) para todo u € S™, por construccién de S™ todos los
vértices, x = (x1,---,x,), de S™ son tales que {z,_1,z,} € {0,2},
entonces (1,---,1) € OH(S™) = H(S™)\ U,c5em H(S™ \ {u}), con
lo cual S es un conjunto de Carathéodory. Luego c(H,, (71, ..., 1)) =
2"5 1,

. Caso n = 2(3)

Cambia un poco la idea, pero es casi la misma. Paran = 3¢+ 2, ¢ € N.

Nos formamos el conjunto capsula convexa minimal de H,(ry, ..., ry,),
S = {u(n)} us™usiusius™u{ul”}; donde:

™ 0,0),1<i<201}

w, . 0,0),1<i<201}

24 144

v;”,1,2,2),1 < i <2071}

{(0,
{(0,
{(v"
{(vgi101,2,2),1 < i <2071}

Ccon:
u'® = (1,2,2,2,2,0,0,0)
w!® = (0,0,0,0,0
w® =(0,1,0,0,0

w® =(1,2,1,1,0

)
)

= ( )
w® =(1,2,2,1,0)
ol¥ = (2,2,2,2,2)

? = =
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ol =(2,2,2,1,2)
ol¥ =(2,1,1,0,1)
&) = (2,1,0,0,1)
WP =(2,0,0,0,0,2,2,2)

y recursivamente nos construimos los vértices
(n) _
uy =(1,2,---,2,0,0,0)

w™ = (0,w",0,0),1 <i< 201

7 A

wi, = (1,0",1,0),1 < i < 207!

o™ = (2,200 2),1 < i < 20!

2

U§Z)2q—1 = (2, 17w§n73)7 1),1<i< 2071

ud” = (2,0,--+,0,2,2,2)

Probamos que S™ es un conjunto de Carathéodory de H,(ry,..., )
con | S™ |=5.2"5 1,

Vamos a considerar en este caso los conjuntos de vértices S5 = {wgn) :
1<i<2}y s — {vf”) : 1 < i < 2%} y la siguiente hipdtesis que
probaremos que vale para todo n y consideraremos verdadera para todo
EeN,8<k<nyk=2(3):

El conjunto de vértices S es un conjunto capsula convexa minimal de
H, 400 y ademads todos los vértices, x = (21, ,x,_3), de cada
componente conexa de H(S4” \ {w](")}) para cada 1 < j < 29,

es tal que x; es constante y ademés 1 =00 x; = 1.

El conjunto de vértices S es un conjunto capsula convexa minimal de
20H,,_4 y ademés todos los vértices, x = (x1,- -+ ,x,_3), de cada

componente conexa de H(S{" \ {UJ(")}) para cada 1 < j < 24,

es tal que x,_3 es constante y ademas z,,_3 =10 x,_3 = 2.

Probamos el caso base para n = 8.
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(7)

De manera andloga a la del caso n = 1(3) para los w;"’, ya que son los

mismos vértices, tenemos que H(Sfug)) = H,00.Y SY es un conjunto

minimal de H,JO.

También tenemos que 7-[(5758)

de 2|:|H4

)=20H,. Y 55 es un conjunto minimal

Para todo n > 8 y n = 2(3) es decir n =3¢+ 2, ¢ € N.

™) ™ como los definimos cumplen las

hip6tesis. Usamos la H para n — 3 que dice G[H(SY"™)] = H,_,00 y
GH(S!™N] = 20H,,_+.

Vamos a ver que los vértices, w

Entonces observamos que

GHEw™ : 1 <i < 20°1})] = 00H, 7000000, G[H({w™ : 297 +
1 <4 < 29))] = 1020H,_,0100. Como d(H({w™ : 1 < i <
2‘1_1}),7{({11)1(") £ 2071 41 < i < 27})) = 2 tenemos que G[H (S =
H,,_4[0. Ademas vemos que

GMH{v™ 1 < i< 2071})] = 202020H,, 02, G[H({v\™ : 207141 <

i <291 = 2010H,,_,0001. Como d(H({v\™ : 1 < i < 2¢-1}), H({o!™ :
2971 + 1 <4 < 29})) = 2 tenemos que G[H(Sq()"))] = 20H,,_4. Con lo

cual se cumple la H.

Todos los vértices, © = (1, ,x,_3), de las componentes conexas de
G[H(Sl(un)\{w](-")})], para todo 1 < j < 27 son talesquez; = 0ox; = 1.
Ademas observamos que, todos los vértices, x = (x1,- - ,x,_3), de las
componentes conexas de G[H (S5 \ {v](”)})] para todo 1 < j < 2%, son

tales que, x,,_3 =10 x,_3 = 2, con lo cual se cumple la H para todo n.

Ahora vemos que G[H(S™)] = H,(ry,..., r,). Usando la H, sabe-
mos que G[H(S™ U S{”) = 00H, 4000000 y GIH(Sy” U S{”) =
200H,, 001012012,

Vemos también que d({ugn)}, (o,wE"),0,0)) > 3 para todo 1 <4 < 24,
También d({u{™}, H({(0,w™,0,0) : 1 <i<2071})) >3y

d({ul™Y, H{(0,w™,0,0) : 207141 < i < 29})) > 3. Ademés d({u{™}U
H(SMUSSMY) = 2, entonces GIH ({{u{”}UsM US| = H,,_s000000.
Vemos que d({u{}, (v{™,1,2,2)) > 3 para todo 1 < i < 2,
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d({ud”, H{(w™,1,2,2) : 1 <i < 271)) > 3, d({ul”}, HE{ (0™, 1,2,2) :
201 41 < i < 20}) > 3y d({udV, H(S{™ U S™M)) = 2, enton-
ces GIH{{uS"Y U S U SSMY)] = 20H,,_s0202. Como d(H({{u{™}U
S{n)USén)}), H({{ug")}US§n)US£")})) = 2, tenemos que G[H({{uﬁ”’}u

ST USM ULy U S U ST = Ha(r, .. ).

Ademads vemos que es minimal pues, todos los vértices, x = (1, -+ ,z,),
de las componentes conexas de G[H (5™ U S\ {(0, wj(.n), 0,0)}), para
todo 1 < 5 < 27 son tales que ;1 = 0, xo =00 axy =1, z,_3 =0
0 %p3 =1 2,9 =0, 2,1 =0y x, =0,y todos los vértices,
x= (21, 2), de G[H(SSY UST)], son tales que 21 = 2, 2,1 =2y
x, = 2, con lo cual d(H(an)US§n)\{(0,w§n), 0,0)}), H(SSMUsM)) > 3,
para todo 1 < j < 29. Ademés también vemos que d(’H(SYL) U Sé") \
{(O,w§-"),0,0)}),{u,g")}) > 3, para todo 1 < j < 29 y para todo
1<k <2.

Ademads observamos que todos los vértices, © = (x1, -+ ,x,), de las
componentes conexas de G[H (S U 5™\ {(vj(-n), 1,2,2)})] para todo
1 <5 <29 son tales que vy = 2, 29 = 1 02y = 2, x,3 =10
Tp_g =2, Tp1 =2y x, =2,y todos los vértices, x = (1, ,z,), de
G[H(an)USén))], son tales que x,_» = 0, z,,_; = 0y x,, = 0, con lo cual
d(H(Sgn)USén)),H(Sén)USin)\{(v](-n), 1,2,2)})) > 3, paratodo 1 < j <
27. Ademds observamos que d(H(S{M U S\ {(v§n), 1,2,2)}), {ul”}) >
3, para todo 1 < j < 27y para todo 1 < k < 2.

Entonces probamos que S™ es un conjunto capsula convexa mini-
mal de H,(ry,..., r,) de cardinal 5 - 2"5°~1. Ademas obsevamos que
(1,---,1) ¢ H(S™\ {u}) para todo u € S™ ya que todos los vértices,
= (z1, -+ ,2,), de S™ son tales que {x,_1,z,} € {0,2}, entonces
(1,---,1) € OH(S™) = H(S™)N\U,eg0m H(S™\{u}), conlo cual S

es un conjunto de Carathéodory. Luego ¢(H,(r1,..., ) =5 - 2"5 1,

. Caso n =0(3)
Se prueba de manera casi andloga al caso n = 1(3).

Sin = 3q, g € N. Nos formamos el conjunto capsula convexa minimal
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de H, (7’1’--- rn), S = 8" U S U S U S con
M= {(w™,0,0),1<i <3203}

S2n = {(w?, ,,0,0),1<i<3.20%)
S = {(v\",2,2),1<i <3208}
SV = {(vgehs 5 2,2),1 < < 3-207%)

0,0,0,0,0,0,0
0,1,2,2,0,0,0

(9) 1,2,2,2,2,1,0

(9) 1,2,0,0,1,1,0

(9)

= ( )
= )
w® =(0,1,1,1,0,0,0)
= )
= )
= )

1,2,1,1,1,1,0

,2,2,2,2,2,2

2,2,2,0,0,1,2

(2
(
(2,2,2,1,1,1,2
=(2,1,0,0,0,0,1
=

)
)
)
)
2,1,1,2,2,0,1)
)

() =(2,1,1,1,1,0,1

y construimos los vértices de la siguiente forma recursiva usando los de

la capsula convexa minimal de H,,_3 para todo n > 10:
w™ = (0,w",0,0),1 <i<3. 203,

wi?, = (1,0 1,0),1 <i <3208

z(n) (271]2'(717 )7272),1 §i§3.2q—3
(

Moo=, 1),1<i<3. 203

V=144 =

Probamos que S™ es un conjunto cépsula convexa minimal de
H,(r1,..., m) con | S |=3-237",
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\

Vamos a considerar los conjuntos de vértices S = {w(n) 1< <
3-217%) y S = {v; M. 1<i<3.20- 2} y la siguiente hip6tesis que
probaremos que vale para todo n y suponemos que es verdadera para
todo ke N, 9<k<nyk=0(3):

El conjunto de vértices S es un conjunto capsula convexa minimal
de H,_300 y todos los vértices, x = (z1,- -+ ,T,_2), de cada componente
conexa de H (S5 \ {wj(.")}), para cada 1 < j < 3-2972

son tales que x; es constante y ademés 1 =1 0 x; = 0.

El conjunto de vértices Sq()") es un conjunto capsula convexa minimal
de 20H,,_3 y todos los vértices, z = (x1,- -+ ,x,_2), de cada componente
conexa de H (S5 \ {v](-")}), para cada 1 < j < 3-2972,

son tales que z,_o es constante y ademas x,,_o =10 x,_o = 2.

Observamos que G[H({wgg),wég),wég)})] = 00K,,0K,,0K,,000000020
G[H ({wflg),wt—) ,wég)})] = 1020K,.,0k,, 0K, 0100; como
< (!l w”, wy), 1w, wi”, wg”})) = 2, entonces GH(SE)] =
Hg10, con lo cual cumple la H.

Ademés {S} es un conjunto minimal de Hg[l0 ya que G[H(S% \
{w?1)] = {w'?} V1020 K, Ok, 0K, 0100 para todo 1 < i # j < 3.
Ademés G[H(SE\ {w!P')] =

00K,,0K,,0K,,000000 U {w”} si 3 < i # j < 6. Queda claro que
las componentes conexas de G[H(SE) \ {wfg)})] para todo 1 < u <
6, estan a distancia al menos 3 entre ellas. Observamos también que
todos los vértices, x = (x1,---,x7), de cada componente conexa de
G[H(Sl(ug) \ {wgg)})] para todo 1 < i < 6, es tal que, x; es constante y

ademas r1 =0 o0 xy = 1, y cumple la H.

Observamos ahora que, G[H ({v1 0 ,vé )})] = 200200200K,, 0K, 0K, ,[02
y GIH{v" ,v5 0 9)})] 2010K,.,0OFk,, 0K, 00001; como
AH {087 o). 1o o, ")) = 2, entonces GIH(SL”)] =

HgJO, con lo cual cumplen la H.
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De manera similar al caso anterior, tenemos que G[H(SS \ {v\?})] =
{v\”}U2010K,, 0001 si 1 < i # j < 3y ademds G[H(SS” \ {v{”})] =
2002020K,,02 U {v\”} sii = 3y 4 < i # j < 6. Tenemos que
las componentes conexas de G[H(Sﬁg) \ {v§9)})] para todo 1 < i <
6, estan a distancia al menos 3 entre ellas. Observamos también que
todos los vértices, + = (x1,---,x7), de cada componente conexa de
GIH(SE\ {0P'})] para todo 1 < i < 6, son tal que, z7 ess constante
y ademas x7 = 1 o x7 = 2. Con lo cual 51(,9) es un conjunto minimal de
20H.

Paran > 9 y n = 0(3), la demostracién se sigue igual que en el caso
n = 1(3).
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Capitulo 5

Problemas abiertos y futuros

trabajos

5.0.1. Problemas de cubrimientos y particiones de gra-

fos con conjuntos convexos

En el capitulo 2 consideramos dos problemas de decisién asociados: en
un caso, donde la entrada es solo un grafo G y, en el otro caso, donde la
entrada es un grafo G y un ntimero entero p > 2. En ambos casos, el pro-
blema de decisién es: ;jTiene el grafo G un p-cubrimiento C-convexo (resp.
p-particién C-convexa)? Estudiamos la complejidad computacional de los
problemas de cubrir con conjuntos convexos y de particionar en conjuntos
convexos los vértices de un grafo bajo la convexidad digital. Presentamos los
resultados de la complejidad computacional de el problema de particionar los
vértices de un grafo en conjuntos convexos bajo la Ps-convexidad y bajo la
Pj-convexidad, y también de la complejidad computacional de el problema
de cubrir los vértices de un grafo con Ps-conjuntos convexos. Nos quedaron

algunos problemas abiertos para seguir estudiando que son:

= La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo
G, el grafo G tiene una p-particiéon d-convexa con p > 3. Si se asume
que el grafo G es bipartito con didmetro al menos tres y fijamos p = 2,

entonces el problema se puede resolver en tiempo polinomial, [35].
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= La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo

G y un entero p, el grafo GG tiene una p-particiéon d-convexa.

= La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo

G, el grafo G tiene un p-cubrimiento d-convexo para p > 3.

= La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo

G, el grafo G tiene un p-cubrimiento Ps-convexo para p > 2.

= La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo

G, el grafo G tiene un p-cubrimiento Pj-convexo para p > 2.

» La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo
G, el grafo G tiene un p-cubrimiento m-convexo para p > 3. Sabemos

que el problema es polinomial si p = 2, [35].

= La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo

G y un entero p, el grafo GG tiene una p-particion m-convexa.

= La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo
G, el grafo G tiene una 2-particion m-convexa. Sabemos que es NP-
completo decidir si, dado un grafo G' y un entero p > 3, el grafo G

tiene una p-particién m-convexa, [35].

El dltimo problema de la lista, encontrar la complejidad computacional del
problema de decidir si, dado un grafo G, el grafo GG tiene una 2-particién m-
convexa, fue estudiado y resuelto en el ano 2024 casi de manera simultanea
por dos grupos distintos de investigadores, en los trabajos [9, 32] ambos llegan
a que es polinomial y describen un algoritmo polinomial que encuentra la 2-

particion.

5.0.2. Foérmulas para calcular parametros

En el capitulo 3 encontramos una férmula para calcular el nimero de
Ps-intervalo, otra para el nimero de Ps-capsula y otra para el tiempo de
percolacién bajo la Ps-convexidad, para los grafos caterpillar. Encontramos

también una férmula para el tiempo de percolacion de los grafos de intervalo
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unitario, en términos del diametro de un determinado grafo de intervalo uni-
tario relacionado con él. Luego, presentamos una clase de grafos hereditarios
para la cual el tiempo de percolacion de cualquier grafo en la clase es 1.
Nos quedo por realizar un analisis sobre otras familias de grafos bien estruc-
turadas que den lugar a férmulas cerradas para algunos de los parametros

considerados.

= Realizar el andlisis de los pardametros en la familia de los grafos de
Kneser, donde el grafo de Kneser, K(n,k), es el grafo cuyos vértices
corresponden a los subconjuntos de k elementos de un conjunto de
n elementos, y donde dos vértices son adyacentes si y solo si los dos
correspondientes conjuntos son disjuntos. En [38], Grippo y otros, es-
tudian el nimero de Ps-capsula en los grafos de Kneser, pero quedan

por estudiar los otros parametros.

= También nos queda por estudiar los parametros en otras convexidades.

5.0.3. Foérmulas para calcular parametros en grafos de

Hamming

En el capitulo 4, buscamos férmulas cerradas para el nimero de Ca-
rathéodory en los grafos de Hamming. Calculamos una férmula para calcular
el nimero de Carathéodory bajo la Ps-convexidad en los grafos de Hamming
de dimensién menor a 7 y otra férmula para cierta subfamilia de los grafos de
Hamming de dimensiéon mayor o igual a 7, que cumplen que son el producto
cartesiano de grafos completos de 3 o mas vértices. Nos queda por resolver

los problemas de:

= Encontrar una féormula cerrada para ntimero de Carathéodory en los
hipercubos, que son los grafos de Hamming donde los completos son
todos K5, problema que estamos estudiando pero todavia no pudimos

resolver.

» Encontrar una férmula cerrada para el nimero de Radom en los grafos
de Hamming. El ndmero de Radon r(G) de un grafo G = (V, E) es el
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minimo entero 7 tal que para todo R C V(G) con |R| > r, R se puede
particionar en dos conjuntos R = Ry U Ry tal que H(Ry) N H(Rs) # 0.

Encontrar una férmula cerrada para el niumero de Helly en los grafos de
Hamming. El nimero de Helly es el mayor entero k tal que toda familia
de k£ conjuntos convexos mutuamente intersecantes tienen al menos un

vértices en comun.

Encontrar una férmula cerrada para el nimero de percolacion en los

grafos de Hamming.
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