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En el capítulo 2 consideramos dos problemas de decisión asociados: en un caso, donde la 

entrada es solo un grafo G y, en el otro caso, donde la entrada es un grafo G y un número 

entero p ≥ 2. En ambos casos, el problema de decisión es: ¿Tiene el grafo G un p-cubrimiento 

C-convexo (respectivamente. p-partición C-convexa)? Tratamos los problemas de cubrir con 

conjuntos convexos y de particionar en conjuntos convexos los vértices de un grafo bajo la 

convexidad digital. Presentamos los resultados en relación con el problema de particionar los 

vértices de un grafo en conjuntos convexos bajo la 𝑃3-convexidad y bajo la 𝑃3
∗-convexidad, y 

consideramos también el problema de cubrir los vértices de un grafo con 𝑃3-conjuntos 

convexos. Abordamos estos problemas también bajo la convexidad monofónica.  Los 

resultados principales de este capítulo fueron publicados en 1). 

En el capítulo 3 estudiamos la existencia de fórmulas para calcular el número de 𝑃3-intervalo, 

el número de 𝑃3-cápsula y el tiempo de percolación bajo la 𝑃3-convexidad, para los grafos 

caterpillar. En el caso de los grafos de intervalo unitario, encontramos una fórmula para el 

tiempo de percolación en términos del diámetro de un determinado grafo de intervalo unitario 

relacionado con él. Más precisamente, tratamos el número de 𝑃3-intervalo y el número de 𝑃3-

cápsula de un grafo caterpillar. Asociamos una secuencia de números enteros positivos a cada 

grafo caterpillar, llamada secuencia básica, utilizada a lo largo del resto de la sección. 
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Presentamos una fórmula cerrada para el número de 𝑃3-intervalo y otra fórmula para el 

número de 𝑃3-cápsula de un grafo caterpillar, en términos de su secuencia básica asociada. 

También presentamos fórmulas para el tiempo de percolación para grafos caterpillar y grafos 

de intervalo unitario. Estudiamos el tiempo de percolación de un grafo caterpillar y nos 

ocupamos del problema de encontrar el tiempo de percolación de los grafos de intervalo 

unitario. Luego, presentamos una clase de grafos hereditarios para la cual el tiempo de 

percolación de cualquier grafo en la clase es 1. Los resultados principales de este capítulo 

fueron publicados en 2). 

Y, por último, en el capítulo 4, calculamos una fórmula para calcular el número de 

Carathéodory bajo la 𝑃3-convexidad en los grafos de Hamming de dimensión menor a 7 y otra 

fórmula para cierta subfamilia de los grafos de Hamming de dimensión mayor o igual a 7, que 

cumplen que son el producto cartesiano de grafos completos de 3 o más vértices. 
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Resumen

En esta tesis estudiamos distintos tipos de convexidades en grafos y

parámetros asociados a ellas. Una convexidad en un grafo G es un par

(V (G), C) donde C es una familia de subconjuntos de V (G) que satisface

las siguientes condiciones: ∅ ∈ C, V (G) ∈ C, y C es cerrado bajo interseccio-

nes; es decir, V1 ∩V2 ∈ C para cada V1, V2 ∈ C. A cada conjunto de la familia

C se lo llama C-convexo. Sea P un subconjunto de caminos de G. Si C es la

familia de todos los conjuntos S de vértices de G tales que, para cada camino

P ∈ P cuyos extremos pertenecen a S, todo vértice de P también pertenece

a S, entonces tenemos que (V (G), C) es una convexidad en G y nos referimos

a C como una convexidad de caminos generada por P .

Las distintas convexidades en grafos han sido ampliamente estudiadas en los

últimos años. Un problema interesante consiste en comparar el comporta-

miento de distintos parámetros bajo diferentes convexidades.

En esta tesis estudiamos los siguientes problemas y convexidades:

1. Presentamos resultados sobre complejidad relacionados con el cubri-

miento de los vértices de un grafo mediante p conjuntos convexos, en

la sección 2.1.4 bajo la convexidad digital, en la sección 2.3 bajo la

convexidad monofónica y en la sección 2.2 bajo la P3-convexidad.

2. Presentamos resultados sobre complejidad relacionados con particionar

de los vértices de un grafo con p conjuntos convexos, en la sección 2.3

bajo la convexidad monofónica, en la sección 2.2 bajo la P3-convexidad

y bajo la P ∗3 -convexidad.

3. En la sección 3.1.2, presentamos una fórmula para calcular el número de
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P3-intervalo, en términos de ciertas secuencias asociadas a los vértices

del grafo estudiado.

4. En la sección 3.1.3, presentamos una fórmula para el número de P3-

cápsula, en términos de ciertas secuencias asociadas a los vértices del

grafo estudiado.

5. En la sección 3.2.1, presentamos una fórmula para el tiempo de per-

colación bajo la P3-convexidad de un grafo caterpillar, en términos de

ciertas secuencias asociadas a los vértices del grafo estudiado. Además,

en la sección 3.2.2, encontramos una relación entre el tiempo de per-

colación de un grafo de intervalo unitario y un parámetro relacionado

con el diámetro de un grafo de intervalo unitario.

6. En la sección 3.3, presentamos una familia de grafos hereditarios, de-

finidos por subgrafos inducidos prohibidos, tal que su tiempo de P3-

percolación es igual a uno.

7. En la sección 4.1, presentamos, una fórmula para el número de ca-

rathéodory bajo la P3-convexidad de los grafos de Hamming de di-

mensión menor o igual a 6 y para los grafos de Hamming de dimensión

mayor o igual a 7, que cumplen que son el producto cartesiano de grafos

completos de 3 o más vértices.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Convexidad

El estudio de convexidad de conjuntos comenzó alrededor de 1960 por

Franklin y Clader, [33, 14]. Dado un conjunto finito de puntos S y la familia

de subconjuntos C ⊂ P (S) ⊂ Rn, el par (S, C) es una convexidad si ∅ ∈ C,
S ∈ C y C es cerrado bajo intersecciones. Un conjunto que pertenece a C es

un conjunto convexo. Luego en el año 1984, Chepoi y Soltan, [22, 21], hacen

la analoǵıa entre la convexidad de conjuntos continuos y la convexidad en

grafos tomando a los vértices del grafo como los elementos del conjunto y

como espacio métrico la distancia entre los vértices, que no es otra cosa que

la mı́nima cantidad de aristas que tiene un camino entre dos vértices, de esa

forma un conjunto S ⊂ V (G) es convexo si contiene a todos los vértices de

los caminos mı́nimos entre dos vértices de S.

Distintas convexidades en grafos han sido muy estudiadas. El interés en el

estudio se debe a sus amplias aplicaciones, por ejemplo: en marketing [42], en

procesamiento de imágenes digitales [50], en comportamientos sociales [49],

en bioloǵıa molecular [37], entre otras.

Un ejemplo de una aplicación de las convexidades en grafos es el estu-

dio de la propagación de cierta propiedad por una red, por ejemplo difundir

una noticia o un virus. Se considera un grafo G y un conjunto de vértices

S ⊆ V (G), que inicialmente tienen el virus que se va a propagar, los vértices
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de S representan a las personas que están infectadas y hay una arista entre

dos vértices si las personas representadas por esos vértices tienen contac-

to entre si, se define el patrón de contagio de como se van a ir infectando

los vértices a partir de los ya infectados, la iteración se repite hasta que no

se pueda infectar ningún vértice más, quedando finalmente un conjunto de

vértices infectados que es convexo. Es interesante estudiar, por ejemplo, cua-

les son los conjuntos iniciales de vértices que terminan infectando a todos los

vértices del grafo, cual es la mı́nima cantidad de vértices que debe tener un

conjunto inicialmente infectado para terminar infectando a todos los vértices

del grafo o cuánto tiempo se tarda en infectar a todos los vértices del grafo.

Por ejemplo, en la P3-convexidad, en cada iteración se infecta a todos los

vértices de V (G) \ S que tienen al menos dos vecinos en S.

Una convexidad en un grafo G es un par (V (G), C) donde C es una familia

de subconjuntos de V (G) que satisface todas las siguientes condiciones:

∅ ∈ C,

V (G) ∈ C,

C es cerrado bajo intersecciones, es decir, V1∩V2 ∈ C para cada V1, V2 ∈
C.

Cada conjunto de la familia C se llama C-convexo.

Sea P un conjunto de caminos en G y sea S ⊆ V (G). Si u y v son dos

vértices de G, entonces el P-intervalo de u y v, denotado por IP [u, v], es el

conjunto de todos los vértices que se encuentran en algún camino P ∈ P que

tienen a u y a v como vértices extremos. Sea IP [S] =
⋃
u,v∈S IP [u, v]. Sea

C la familia de todos los conjuntos S de vértices de G tales que, para cada

camino P ∈ P cuyos extremos pertenecen a S, todo vértice de P también

pertenece a S; es decir, C está formada por aquellos subconjuntos S de V (G)

tales que IP [S] = S. El par (V (G), C) es una convexidad de G y llamamos

a C convexidad de caminos generada por P . De esta manera se define un

conjunto convexo en grafos de manera análoga que en el espacio euclideo, ya

que, un conjunto C ⊂ Rn es convexo si dados dos puntos cualesquiera del
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conjunto, el segmento lineal cerrado que une los dos puntos está totalmente

contenido en el conjunto.

Algunas de las convexidades de caminos son:

La convexidad geodésica, cuyos conjuntos convexos son generados por

el conjunto de todos los caminos mı́nimos.

v1
v2

v3

v4
v5

v6

v7

Figura 1.1: {v4, v5, v6} es un conjunto g-convexo de G

La convexidad monofónica, cuyos conjuntos convexos son generados por

el conjunto de todos los caminos inducidos.

v1
v2

v3

v4
v5

v6

v7

Figura 1.2: {v2, v5, v6, v7} es un conjunto m-convexo de G

La P3-convexidad, cuyos conjuntos convexos son generados por el con-

junto de todos los caminos de longitud dos.
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v1
v2

v3

v4
v5

v6

v7

Figura 1.3: {v1, v2, v7} es un conjunto P3-convexo de G

La P ∗3 -convexidad, cuyos conjuntos convexos son generados por el con-

junto de todos los caminos inducidos de longitud dos.

v1
v2

v3

v4
v5

v6

v7

Figura 1.4: {v2, v3, v4, v5} es un conjunto P ∗3 -convexo de G

Hay otras alternativas para generar una convexidad que no depende de

una familia de caminos en el grafo, como por ejemplo la convexidad digital,

que introdujeron Rosenfeld y Pfaltz en [50], como una herramienta para el

procesamiento de imágenes digitales. Un conjunto S de vértices de un grafo G

es digitalmente convexo si, para cada vértice v de G, NG[v] ⊆ NG[S] entonces

v ∈ S. La convexidad digital de un grafo G es el par (V (G), C) donde C es el

conjunto de todos los conjuntos digitalmente convexos de G.
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v1
v2

v3

v4v5

v6

v7

Figura 1.5: {v1, v2, v6, v7} es un conjunto d-convexo de G

Una familia {V1, . . . , Vp} de p conjuntos no vaćıos C-convexos, todos di-

ferentes de V (G), es un p-cubrimiento C-convexo si V1 ∪ · · · ∪ Vp = V (G) y

una p-partición C-convexa si, además, Vi ∩ Vj = ∅ por cada i, j ∈ {1, . . . , p}
con i 6= j.

Desde una perspectiva algoŕıtmica, hay varios resultados en relación con

diferentes parámetros relacionados con la convexidad en grafos. Algunos

parámetros fueron definidos en un principio en el continuo, luego se definie-

ron parámetros análogos para convexidades en grafos. Por ejemplo la cápsula

convexa de un conjunto dado C ⊂ Rn es el menor conjunto convexo que con-

tiene a C. El análogo en grafos es lo que definimos como la cápsula C-convexa

de un conjunto R ⊆ V (G) que es el mı́nimo conjunto C-convexo de G que

contiene a R, lo notamos HC(R), ver ejemplo en la figura 1.6. Un conjunto de

cápsula C-convexa de G es un conjunto de vértices cuyo conjunto de cápsula

C-convexa coincide con V (G), y la cardinalidad mı́nima de un conjunto de

cápsula C-convexa de G, denotado hC(G), es el número de C-cápsula. En [15],

Cappelle y otros encuentran una cota superior para el número de P3-cápsula

en grafos de diámetro dos. En [23], Coelho y otros dan una cota inferior y

superior para el número de P3-cápsula del grafo G�H y hallan el número de

P3-cápsula del grafo G�Kn. En [11], Bresar y Valencia-Pabon, encuentran

una fórmula para el número de P3-cápsula en grafos de Hamming, que son

el producto cartesiano de n grafos completos. En esta tesis encontramos una

fórmula para el número de P3-cápsula en grafos caterpilar, que son los árboles

que si se le sacan las hojas queda un camino, forma parte del trabajo [36].
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G
1

2

3 4

5

6

7

8

Figura 1.6: Si R = {1, 2}, su cápsula P3-convexa es {1, 2, 3, 4, 8}.

Otro parámetro relacionado con la convexidad es el número de intervalo

de un grafo. Un conjunto S ⊆ V (G) se llama P3-intervalo si para cada vértice

v ∈ V (G): v ∈ S o v tiene al menos dos vecinos en S, ver ejemplo en

la figura 1.7. La cardinalidad mı́nima de un conjunto P3-intervalo de G,

indicado como g(G), se denomina número P3-intervalo de G. Observamos

que, por definición, un conjunto P3-intervalo también es un conjunto cápsula

P3-convexa de G y, por lo tanto, h(G) ≤ g(G) para todo grafo G. Centeno y

otros en [19], muestran que bajo la P3-convexidad, el número de P3-intervalo

coincide con el número de 2-dominación.

G
1

2

3 4

5

6

7

8

Figura 1.7: S = {2, 3, 6, 7, 8} es un conjunto P3-intervalo.

Consideramos las convexidades de caminos en G. Si S es un conjunto de

cápsula C-convexa de G, es decir, HC(S) = V (G) entonces decimos que S

percola a G. Para decidir si un conjunto S percola a G, podemos construir una

secuencia S0, S1, S2, . . . en la que S0 = S y Si+1 se obtiene de Si agregando

a éste conjunto los vértices de G que están dentro de un camino, con la

condición de la convexidad, que tiene sus extremos en Si, asi el conjunto

Si+1 queda C-convexo. Usamos IkC [S] para indicar Sk. Si existe algún t tal

que St = V (G), entonces S percola a G y definimos τS(G) como el mı́nimo t

tal que St = V (G), ver ejemplo en la figura 1.8. También definimos el tiempo
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de percolación de G como τ(G) = máx{τS(G) : S percola G}. Sea G un grafo

y sea v ∈ V (G). Decimos que S percola a v si v ∈ IkC [S] para algún entero

k, y τS(v) representa el mı́nimo entero k con esta propiedad. Si A ⊆ V (G)

y S percola a cada vértice v ∈ A, τS(A) representa el máximo τS(w) entre

todos los vértices w ∈ A. Cuando el contexto sea lo suficientemente claro,

usaremos τ(v) y τ(A) para abreviar.

G
1

2

3 4

5

6

7

8

Figura 1.8: El tiempo de percolación bajo la P3-convexidad de S =
{2, 3, 6, 7, 8} es τS(G) = 1, se puede probar que el tiempo de percolación
de τ(G) = 5, con S = {1, 2, 7}, por ejemplo.

El número de Carathéodory definido para grafos es también muy estudia-

do bajo distintas convexidades. Se puede hacer la analoǵıa entre el número

de Carathéodory en matemática discreta y la geometŕıa convexa, ya que

el teorema de Carathéodory establece que si un punto x de Rd se encuen-

tra en la cápsula convexa de un conjunto P , entonces x puede escribirse

como la combinación convexa de como máximo d + 1 puntos en P . Es de-

cir, hay un subconjunto P ′ de P que consta de d + 1 o menos puntos tales

que x se encuentra en la cápsula convexa de P ′. De manera equivalente, x

se encuentra en un r-simplex con vértices en P , donde r ≤ d. El r más

pequeño que hace que la última afirmación sea válida para cada x en la

cápsula convexa de P se define como el número de Carathéodory de P . En

matemática discreta, el número de Carathéodory, que notamos c(G), es el

número entero más pequeño c tal que para cada S ⊆ V (G) y p ∈ HC[S],

existe F ⊆ S con |F | ≤ c tal que p ∈ HC[F ]. Definimos la frontera de S como

∂HC(S) = HC(S) \⋃u∈SHC(S \ {u}). Un conjunto S ⊆ V (G) es un conjun-

to de Carathéodory de G si su frontera es no vaćıa, es decir, ∂HC(S) 6= ∅.
El número de Carathéodory de G es el cardinal más grande de un conjunto

de Carathéodory de G. En [24], Cohelo y otros describen un algoritmo po-
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linomial para encontrar el número de Carathéodory bajo la P3-convexidad

en grafos cordales. En [7], Barbosa y otros encuentran el número de Ca-

rathéodory, bajo la P3-convexidad, para los árboles y encuentran una cota

superior del número de Carathéodory para los grafos en general. En esta tesis

estudiamos el número de Carathéodory, bajo la P3-convexidad, en los grafos

de Hamming.

1.2. Complejidad computacional

La teoŕıa de la complejidad computacional trata de clasificar los pro-

blemas según su dificultad y si se pueden o no se pueden resolver con un

algoritmo en una cantidad determinada de operaciones con una máquina de

Turing. La máquina de Turing fue descrita en [53] en el año 1936, se puede

pensar en la máquina de Turing como un ordenador moderno simplificado,

especialmente en el caso determinista, que surgió como un modo de forma-

lizar los algoritmos, para poder razonar matemáticamente sobre ellos. Cada

máquina resuelve un problema y representa un algoritmo. En 1965, Edmonds

definió un buen algoritmo como uno con un tiempo de ejecución polinómico,

[40]. La clase de problemas P (Polinomial) contiene a aquellos problemas que

se resuelven en tiempo polinomial por una máquina de Turing determinista,

[26]. La clase de problemas NP (polinomial no-determińısticamente) contiene

a aquellos problemas que se resuelven en tiempo polinomial por una máquina

de Turing no determinista, [34]. Se sabe que la relación entre las clases es

P ⊆ NP . Para algunos problemas no se conocen algoritmos que los resuel-

van en tiempo polinomial. Cook y Levin, alrededor del año 1971, trabajando

de manera independiente, probaron que existen problemas que son compu-

tacionalmente intratables y son más dif́ıciles que todos los problemas NP,

a estos problemas los llamaron NP-completos, [25]. En 1972, Karp continuó

trabajando sobre esta teoŕıa y demostró que existen existen 21 problemas

combinatorios y de teoŕıa de grafos que son NP-completos, [41].

Un problema computacional constituye una pregunta a ser respondida,

teniendo generalmente varios parámetros o variables libres, cuyos valores no

se han especificado. Un problema computacional se describe mediante una
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descripción general de todos sus parámetros (de entrada y de salida) y una

sentencia que describa las propiedades que la solución debe cumplir. Una

instancia de un problema se obtiene cuando se especifican valores particulares

para todos los parámetros del problema.

Un problema de decisión es un tipo especial de problema computacional

cuya respuesta es solamente śı o no (o, la respuesta puede ser también 1 o

0). Los problemas de decisión constituyen uno de los principales objetos de

estudio de la teoŕıa de la complejidad computacional, pues la NP-completitud

se aplica directamente a este tipo de problemas. Estos problemas tienen gran

importancia porque casi todo problema puede transformarse en un problema

de decisión.

Un problema de decisión pertenece a la clase NP si dada una instancia de

SI y evidencia de la misma, puede ser verificada en tiempo polinomial. La

pregunta si P es igual a NP es una de las más importantes en el campo de

la ciencia de la computación, debido a las grandes repercusiones que habŕıa

en caso de encontrarse una solución. Se cree que las clases no son iguales

ya que si P=NP, cualquier problema verificable en tiempo polinomial seŕıa

polinomial.

Una reducción es una transformación de un problema en otro problema.

Intuitivamente, un problema Q puede ser reducido a otro problema Q’, si

cualquier instancia del problema Q puede ser expresada como una instancia

del problema Q’ y cuya solución proporcione una solución para la instancia

de Q y viceversa, [26]. Una reducción polinomial de un problema de decisión

problema 1 a otro problema 2 es una función polinomial que transforma cada

instancia I1 del problema 1 en una instancia I2 del problema 2 de modo tal

que I1 tiene respuesta SI para el problema 1 si y solo si I2 tiene respuesta

SI para el problema 2. El problema de decisión 1 se reduce polinomialmente

a otro problema de decisión 2, si existe una transformación polinomial de

problema 1 al problema 2. Las reducciones en tiempo polinomial nos dotan de

elementos para probar, de una manera formal, que un problema es al menos

tan dif́ıcil como otro, con una diferencia de un factor polinomial. Estas son

esenciales para definir a los problemas NP-completos, además de ayudarnos

a comprender los mismos.
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Un problema de decisión, llamémoslo π, es NP-completo si π pertenece

a la clase NP y además si para todo problema π′ ∈ NP , π′ se reduce po-

linomialmente a π. La clase de los problemas NP-completos contiene a los

problemas más dif́ıciles en NP, en el sentido de que son los que están más

lejos de estar en la clase P.

1.3. Problemas de complejidad computacio-

nal en convexidades

Con respecto a la complejidad computacional hay varios resultados para

diferentes parámetros relacionados con la convexidad en grafos. Centeno y

otros demostraron en [18], que es NP-completo decidir si el número de P3-

cápsula de un grafo es como máximo k. En [7], Barbosa demuestra que es

NP-completo decidir si, dados un grafo bipartito G y un entero k, el número

de Carathéodory de G es al menos k. En [47, 48], Penso y otros investigaron

aspectos de la complejidad del número de P3-cápsula y del número de P3-

intervalo para grafos de grado acotado y grafos planares, demostraron que

decidir si hay un conjunto de P3-cápsula de tamaño como máximo k en

un grafo dado es NP-completo incluso para grafos planares con vértices de

grado máximo cuatro y que es NP-completo decidir si hay un conjunto de P3-

cápsula de tamaño como máximo k en un grafo con vértices de grado máximo

tres. Demuestran también que el problema de decidir si hay un conjunto P3-

intervalo de tamaño como máximo k, de un grafo planar G con vértices de

grado máximo tres, es NP-completo.

Determinar el tiempo de percolación de un grafo bajo distintas convexida-

des es un problema interesante para estudiar, consiste en decidir si el tiempo

de percolación es al menos k bajo la convexidad que se esta estudiando. En

[8], Benevides y otros, prueban que es NP-completo decidir si τ(G) = k para

k ≥ 4 fijo, prueban también que es NP-completo en grafos bipartitos para

k ≥ 7 y en grafos planares. En esta tesis encontramos el número de percola-

ción para los grafos caterpillar, resultado que forma parte de [36].
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El problema de decidir siG tiene una p-partición C-convexa fue presentado

por Artigas y otros en [5], demostraron que el problema es NP-completo

para cada entero fijo p ≥ 2, bajo la convexidad geodésica. Centeno y otros,

en [17], demostraron que el problema es también NP-completo bajo la P3-

convexidad si se dan como entrada un grafo G y un entero p ≥ 2. El problema

de decidir si un grafo tiene un p-cubrimiento C-convexo fue presentado en [6],

por Artigas y otros, donde probaron que este problema es NP-completo bajo

la convexidad geodésica para cada entero fijo p ≥ 3 y Buzatu y otros en

[13], donde probaron que el problema es NP-completo para p = 2. En [17],

Centeno y otros demostraron que es NP-completo decidir si, dado un grafo

G y un entero p, V (G) puede dividirse en p conjuntos P3-convexos. En está

tesis estudiamos estos problemas bajo distintas convexidades, y los resultados

están publicados en [35].

1.4. Definiciones básicas y preliminares

Un grafo G está formado por un par ordenado (V (G), E(G)). donde V (G)

es el conjunto de vértices de G, que es finito y E(G) es el conjunto de pa-

res no ordenados de vértices distintos de G, que llamamos aristas de G, las

notamos como uv y decimos que los vértices u y v son los extremos de la

arista uv. Todos los grafos en esta tesis son finitos, no dirigidos, sin aristas

múltiples, ni bucles, que son aristas que conectan un vértice consigo mismo,

es decir, un bucle es la arista uu. Los grafos simples son los grafos que no

tienen bucles ni aristas múltiples.

Dos grafos simples, G y H, son isomorfos si existe una función f : V (G) −→
V (H) biyectiva, tal que uv ∈ E(G) si y solo si f(u)f(v) ∈ E(H), es decir, f

preserva adyacencias.

Si X es un conjunto, |X| denota su cardinalidad. El orden de un grafo es la

cantidad de vértices del grafo, es decir, |V (G)|.
Dados u y v en V (G), decimos que u es adyacente o vecino de v si uv ∈ E(G).

La vecindad de un vértice v de G es el conjunto de los vértices de G con al

menos un vecino en S, se denota por NG(v), y NG[v] representa el conjunto
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NG(v) ∪ {v}. El grado de un vértice u es la cardinalidad de su vecindad, es

decir, |NG(u)| y lo notamos gr(v).

Un camino de un grafoG es una secuencia de vértices distintos, P = v1v2 · · · vk,
tal que vivi+1 ∈ E(G) para todo 1 ≤ i ≤ k − 1. Un ciclo en un grafo G

es una secuencia de vértices distintos, Ck = v1v2 · · · vk, donde v1 = vk y

vivi+1 ∈ E(G) para todo 1 ≤ i ≤ k − 1, los ciclos son caminos cerrados con

igual cantidad de vértices y aristas. Un grafo aćıclico es un grafo que no

contiene ciclos.

La longitud de un camino es igual a la cantidad de aristas. La distancia entre

dos vértices u y v de G, denotada por dG(u, v), es la longitud mı́nima de un

camino que tiene a u y a v como vértices extremos.

Un grafo G es conexo si para todo par de vértices distintos v y w de G existe

un camino de v a w.

El diámetro de un grafo G conexo, denotado por diam(G), es la máxima dis-

tancia entre todos los pares u, v ∈ V (G), diam(G) = máx
u,v∈V (G)

d(u, v); es decir,

el diámetro de un grafo es la distancia máxima entre dos vértices cualesquiera

del grafo.

Un camino P que tiene sus vértices extremos a distancia diam(G) se llama

camino de diámetro.

Un camino es inducido si no hay una arista que una dos vértices no conse-

cutivos del camino.

Un vértice pendiente es un vértice de grado 1. Un vértice soporte es un vértice

adyacente a un vértice pendiente.

Un árbol es un grafo aćıclico conexo. Una hoja de un árbol es un vértice

pendiente del árbol. Un grafo caterpillar es un árbol al que si le eliminamos

todos sus vértices pendientes queda un camino, ver ejemplo en la figura 1.9.

Figura 1.9: G es un grafo caterpillar.
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Dado un grafo G y un subconjunto S ⊂ V (G). El subgrafo de G inducido

por S es el subgrafo H de G tal que V (H) = S y E(H) es el conjunto de

aristas de G que tiene ambos extremos en S, lo notamos G[S].

Una componente conexa de un grafo es un subgrafo de G que es conexo ma-

ximal.

Denotamos el grafo complemento de G por G, donde V (G) = V (G) y uv ∈
E(G) si y sólo si uv /∈ E(G).

Un grafo es bipartito si no contiene como subgrafo un ciclo de longitud impar.

Un grafo G es co-bipartito si G es bipartito.

Un conjunto dominante de un grafo G es un conjunto S de vértices de G tales

que cada vértice v ∈ V (G) \ S tiene al menos un vecino en S. Un camino

dominante en un grafo G es un camino P cuyo conjunto de vértices es un

conjunto dominante de G.

Un conjunto estable es un conjunto de vértices no adyacentes de a pares.

También se lo conoce como conjunto independiente. La cardinalidad máxima

de un conjunto independiente de G se denota por α(G).

Una clique es un conjunto de vértices adyacentes de a pares.

Un grafo split es un grafo cuyo conjunto de vértices se puede particionar en

un conjunto estable S y una clique K; el par (K,S) se llama partición split.

Un subconjunto S ⊆ V (G) es un conjunto separador si existen dos vértices

que están en la misma componente conexa de G y están en diferentes compo-

nentes conexas de G \ S. Una clique separadora de un grafo conexo G es un

conjunto separador de vértices mutuamente adyacentes. Un vértice de corte

de G es un vértice v tal que el número de componentes conexas de G \ {v}
es mayor que el número de componentes conexas de G.

Un corte de un grafo G es una partición de V (G) en dos conjuntos X e Y ,

denotada por (X, Y ). El conjunto de todas las aristas que tienen un extremo

en X y el otro en Y se llama aristas de corte del corte (X, Y ). Un matching

cut set es un conjunto de aritas de corte (posiblemente vaćıa), es decir, no

hay dos aristas de corte que compartan un extremo.

A un grafo G se lo llama grafo cordal si para todo ciclo C de al menos 4

vértices, existe una arista entre un par de vértices no consecutivos de C, esto

quiere decir que G no tiene como subgrafo inducido a un ciclo inducido Ck
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con k ≥ 4.

A un grafo G, se lo llama grafo de intervalos, si existe una familia de interva-

los abiertos, o cerrados, de la recta real I = {I1, I2, ..., In} tal que Ii ∩ Ij = ∅
si y solo si vivj ∈ E(G). A I se lo llama modelo de intervalos. Si todos los

intervalos son de la misma longitud, se lo llama grafo de intervalo unitario,

es decir, es un grafo tal que existe una asignación uno a uno entre su con-

junto de vértices y una familia de intervalos cerrados de longitud unitaria en

la recta real, tal que dos vértices diferentes son adyacentes si y solo si sus

intervalos correspondientes se intersecan, ver figura 1.10. De manera equiva-

lente, G es un grafo de intervalo unitario si existe un orden lineal, llamado

orden de intervalo unitario, de sus vértices de modo que la vecindad cerrada

de cada vértice es un intervalo bajo ese orden; es decir, una secuencia de

vértices consecutivos.

v1
v3

v5v4

v6

v2
v1

v2

v3

v4

v5

v6

Figura 1.10: Grafo de intervalo unitario y su modelo de intervalo. El orden
de intervalo unitario de sus vértices en este caso es v1v2v3v4v5v6

Sean Gi, 1 ≤ i ≤ n, grafos arbitrarios. El producto cartesiano

G1�G2� · · ·�Gn tiene a V (G1) × · · · × V (Gn) como conjunto de vértices.

Dos vértices (x1, · · · , xn) y (y1, · · · , yn) son adyacentes si existe un ı́ndice

j ∈ {1, · · · , n} tal que xjyj ∈ E(Gj) y xi = yi para todo i 6= j, [39].

Si para cada i ∈ {1, · · · , n} el grafo Gi es isomorfo a un grafo completo Kri ,

entonces H = G1� · · ·�Gn = Kr1� · · ·�Krn es un grafo de Hamming. Si

ri = 1 para algún 1 ≤ i ≤ n, es decir, V (Kri) = {x}, notamos

H = Kr1� · · ·�Kri−1
�x�Kri+1

� · · ·�Krn y lo llamamos subgrafo Hamming,

que es un subgrafo de un grafo de Hamming isomorfo a un grafo de Hamming.

La dimensión de un grafo de Hamming es el número de sus factores, es

14



decir, el número de coordenadas de sus vértices. La dimensión de un subgrafo

Hamming es el número de sus factores que no están fijos, es decir, el número

de coordenadas de sus vértices que no son fijos. Sea Σ un alfabeto finito.

Dadas dos r-uplas w1 y w2 de elementos de Σ, su distancia de Hamming,

H(w1, w2) es el número de posiciones en las que difieren. Los vértices de

un gráfo de Hamming se pueden etiquetar de tal manera que la distancia

entre dos vértices coincida con la distancia de Hamming de sus etiquetas, ver

ejemplo en la figura 1.11. Un grafo G es un grafo de Hamming si y sólo si cada

vértice v ∈ V (G) puede etiquetarse mediante una tupla w(v) de longitud fija

tal que H(w(u), w(v)) = dG(u, v) para todo u, v ∈ V (G), a tal etiquetado se

lo conoce como etiquetado de Hamming, [39].

(1, 0, 0)
(0, 0, 0)

(0, 0, 1)

(0, 1, 0)

(0, 1, 1)

(1, 0, 1)

(1, 1, 0)

(1, 1, 1)

Figura 1.11: G = K2�K�K22. V (K2) = {0, 1}, entonces V (G) =
{(0, 0, 0); (0, 0, 1); (1, 0, 0); (1, 0, 1); (1, 1, 1); (1, 1, 0); (0, 1, 0); (0, 1, 1)}.

Esta tesis está organizada de la siguiente manera:

En el caṕıtulo 2 consideramos dos problemas de decisión asociados: en

un caso, donde la entrada es solo un grafo G y, en el otro caso, donde la

entrada es un grafo G y un número entero p ≥ 2. En ambos casos, el pro-

blema de decisión es: ¿Tiene el grafo G un p-cubrimiento C-convexo (resp.

p-partición C-convexa)?. En la Sección 2.1, tratamos los problemas de cubrir

con conjuntos convexos y de particionar en conjuntos convexos un grafo bajo

la convexidad digital. En la Sección 2.2, presentamos los resultados en rela-

ción con el problema de particionar un grafo en conjuntos convexos bajo la
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P3-convexidad y bajo la P ∗3 -convexidad, y consideramos también el problema

de cubrir un grafo con P3-conjuntos convexos. En la Sección 2.3, abordamos

estos problemas bajo la convexidad monofónica.

En el caṕıtulo 3 estudiamos la existencia de fórmulas para calcular el

número de P3-intervalo, el número de P3-cápsula y el tiempo de percolación,

bajo la P3-convexidad, para los grafos caterpillar. En el caso de los grafos de

intervalo unitario, encontramos una fórmula para el tiempo de percolación

en términos del diámetro de un determinado grafo de intervalo unitario re-

lacionado con él. Más precisamente, en la Sección 3.1 tratamos el número de

P3-intervalo y el número de P3-cápsula de un grafo caterpillar. En la Sub-

sección 3.1.1, asociamos una secuencia de números enteros positivos a cada

grafo caterpillar, llamada secuencia básica, utilizada a lo largo del resto de

la sección: en la Subsección 3.1.2 y en la Subsección 3.1.3 presentamos una

fórmula cerrada para el número de P3-intervalo y el número de P3-cápsula

de un grafo caterpillar, respectivamente, en términos de su secuencia bási-

ca asociada. La sección 3.2 está dedicada a dar fórmulas para el tiempo de

percolación para grafos caterpillar y grafos de intervalo unitario. En la Sub-

section 3.2.1 estudiamos el tiempo de percolación de un grafo caterpillar y

en la Subsection 3.2.2 resumimos algunos resultados conocidos de grafos de

intervalos unitarios y luego nos ocupamos del problema de encontrar el tiem-

po de percolación de un grafo de intervalo unitario. Luego, en la Sección

3.3 presentamos una clase de grafos hereditarios para la cual el tiempo de

percolación de cualquier grafo en la clase es 1.

Y por último en el caṕıtulo 4 calculamos una fórmula para calcular el

número de Carathéodory bajo la P3-convexidad en los grafos de Hamming y

para cierta subfamilia de los grafos de Hamming de dimensión mayor o igual

a 7.
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Caṕıtulo 2

Problemas de cubrimientos y

particiones de grafos con

conjuntos convexos

En este caṕıtulo estudiamos la complejidad computacional de los proble-

mas de decisión de cubrimientos con conjuntos convexos y de particionar en

conjuntos convexos los vértices de un grafo bajo distintas convexidades.

Los problemas de decisión que estudiamos son:

Problema de cubrimiento C-convexo: dado un grafo G y un número

entero p, nos preguntamos si V (G) tiene un p-cubrimiento C-convexo.

Problema de p-cubrimiento C-convexo: dado un grafo G, nos pregun-

tamos si V (G) tiene un p-cubrimiento C-convexo.

Problema de partición C-convexa: dado un grafo G y un número entero

p, nos preguntamos si V (G) tiene una p-partición C-convexa.

Problema de p-partición C-convexa: dado un grafo G, nos preguntamos

si V (G) tiene una p-partición C-convexa.

Los cuatro problema para la convexidad geodésica y el problema de p

partición con p variable bajo la P3- convexidad ya estaban resueltos cuando

arrancamos a trabajar.
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Los resultados principales de este caṕıtulo fueron publicados en [35].

2.1. Convexidad digital

Recordamos que un conjunto S de vértices de un grafo G es digitalmente

convexo si, para cada vértice v de V (G), NG[v] ⊆ NG[S] entonces v ∈ S. Usa-

mos d-convexo para denotar cualquier conjunto convexo bajo la convexidad

digital.

Nuestro primer resultado caracteriza a los conjuntos d-convexos como

complementos de las vecindades cerradas de conjuntos de vértices.

Proposición 2.1.1. Sea G un grafo, S ⊆ V (G) y W = V (G) \NG[S]. Para

cada vértice v de G, NG[v] ⊆ NG[S] si y solo si v /∈ NG[W ].

Demostración. Tenemos que NG[v] ⊆ NG[S] es equivalente a NG[v]∩W = ∅
que, a su vez, es equivalente a v /∈ NG[W ].

Lema 2.1.2. Un conjunto de vértices S de un grafo G es d-convexo si y solo

si S = V (G) \NG[W ] = NG[W ] para algún conjunto W ⊆ V (G).

Demostración. Supongamos que S es un conjunto d-convexo de G y sea

W = V (G) \ NG[S]. Definimos S = V (G) \ NG[W ]. Por un lado, si v ∈ S,

entonces NG[v] ⊆ NG[S] y, por la proposición 2.1.1, v /∈ NG[W ] . Por otro

lado, si v /∈ NG[W ], entonces, por proposición 2.1.1, NG[v] ⊆ NG[S] y, dado

que S es d-convexo, v ∈ S. Concluimos que S = V (G) \NG[W ].

Rećıprocamente, sea W ⊆ V (G) y S = V (G) \NG[W ]. Sea v ∈ V (G) tal

que NG[v] ⊆ NG[S]. En particular, v ∈ NG[S]. Observamos que NG[S]∩W =

∅ (de hecho, si hubiera algún vértice w ∈ W ∩NG[S], entonces habŕıa algún

vértice s ∈ NG[W ] ∩ S, contradicción). Por lo tanto, NG[v] ∩W = ∅ o, de

manera equivalente, {v}∩NG[W ] = ∅. Por lo tanto, v ∈ V (G) \NG[W ] = S.

Esto prueba que S es un conjunto d-convexo de G.

Un conjunto totalmente dominante de un grafo G es un conjunto S de

vértices de G tales que cada vértice de G tiene al menos un vecino en S.
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Nuestro siguiente resultado muestra que la existencia de un cubrimien-

to con p conjuntos digitalmente convexos (p suficientemente chico) es equi-

valente a la existencia de conjuntos totalmente dominantes suficientemente

pequeños en el complemento.

Teorema 2.1.3. Un grafo G tiene un p-cubrimiento d-convexo si y solo si

G tiene un conjunto totalmente dominante de tamaño como máximo p.

Demostración. Sea X = {w1, w2, . . . , wk} ⊆ V (G) un conjunto totalmente

dominante de G con k ≤ p. En virtud del lema 2.1.2, Vi = V (G)\NG[wi] es un

conjunto d-convexo para cada i ∈ {1, . . . , k} . Afirmamos que {V1, V2, . . . , Vk}
es un cubrimiento de V (G). Dado que X es un conjunto totalmente domi-

nante de G, para cada v en V (G) = V (G), existe algún i ∈ {1, . . . , k} tal

que v ∈ NG(wi) = V (G) \NG[wi] = Vi. Por lo tanto, V (G) =
⋃k
i=1 Vi.

Rećıprocamente, sea {V1, . . . , Vp} un p-cubrimiento d-convexo de G. Por

lo tanto, por el lema 2.1.2, Vi = V (G) \ NG[Wi] para algún Wi ⊆ V (G).

Elegimos un vértice wi ∈ Wi para cada i ∈ {1, . . . , p}. Tenemos en cuenta

que puede suceder que wi = wj incluso si i 6= j. Sea W = {w1, . . . , wp}.
Por construcción, |W | ≤ p. Como {V1, . . . , Vp} es un cubrimiento de G, por

cada v ∈ V (G) hay algún i ∈ {1, . . . , p} tal que v ∈ Vi = V (G) \ NG[Wi] ⊆
V (G) \ NG[wi] = NG(wi). Esto prueba que W es un conjunto totalmente

dominante de G con como máximo p vértices.

Dado que el problema de decidir si, dado un grafo G y un entero positivo

p, G tiene un conjunto totalmente dominante de tamaño a lo sumo p es

NP-completo [43], el Teorema 2.1.3 implica lo siguiente.

Corolario 2.1.4. Es NP-completo decidir si, dado un grafo G y un entero

p ≥ 2, G tiene un p-cubrimiento d-convexo.

Observamos que el Corolario 2.1.4 demuestra la NP-completitud de de-

cidir si un grafo G tiene un p-cubrimiento d-convexo cuando p es parte del

input. Sin embargo, se desconoce la complejidad del caso en el que p es un

número entero fijo.
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Se desconoce la complejidad computacional del problema de decidir, dado

un grafo G y un entero p, si el grafo G tiene una p-partición d-convexa. Si se

asume que el grafo G es bipartito y fijamos p = 2, entonces el problema se

puede resolver en tiempo polinomial.

Empezamos probando el siguiente lema.

Lema 2.1.5. Sea G un grafo conexo. Si G tiene una 2-partición d-convexa,

entonces G tiene diámetro al menos 3.

Demostración. Sea {V1, V2} una 2-partición d-convexa de un grafo conexo G.

Como G es conexo, existe ui ∈ Vi para cada i ∈ {1, 2} tal que u1 es adyacente

a u2. Dado que ui ∈ NG[Vi+1] (donde las sumas deben considerarse módulo

2) y Vi+1 es un conjunto d-convexo, existe un vértice vi adyacente a ui tal que

vi /∈ NG[Vi+1]. Por construcción, v1u1u2v2 es un camino inducido de longitud

tres de G. En consecuencia, el diámetro de G es al menos 3.

Ahora estamos listos para probar el siguiente resultado.

Teorema 2.1.6. Un grafo bipartito G tiene una 2-partición d-convexa si y

solo si G tiene diámetro al menos 3. Además, si dicha partición existe, se

puede encontrar en tiempo polinomial.

Demostración. Si G es disconexo y C es cualquier componente conexa de G,

entonces {C, V (G) \ C} es una 2-partición d-convexa de G que, además, se

puede construir en tiempo polinomial. Por lo tanto, asumamos, sin pérdida

de generalidad, que G es conexo. Ya hemos probado en el Lema 2.1.5 que si

G es un grafo conexo que tiene una 2-partición d-convexa, entonces G tiene

diámetro al menos 3.

Por el contrario, supongamos ahora que G es un grafo bipartito conexo

con bipartición {X, Y } y diámetro 3. Sean u, v ∈ V (G) dos vértices tales que

dG(u, v) = 3, u ∈ X y los dos conjuntos V1 = NG[u] ∪ {x ∈ X : NG(x) ⊆
NG[u]} y V2 = V (G)\V1 se pueden calcular en tiempo polinomial. En efecto,

{V1, V2} es una 2-partición d-convexa de G, ya que, observemos que u y v

están en conjuntos distintos de la bipartición {X, Y }. Suponemos, sin pérdida

de generalidad, que u ∈ X. Decimos que {V1, V2}, donde V1 = NG[u] ∪ {x ∈
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X : NG(x) ⊆ NG[u]} y V2 = V (G) \ V1, es una 2-partición d-convexa de G.

No es dif́ıcil ver que V1 es d-convexo por definición. De hecho, sea v ∈ V (G)

tal que NG[v] ⊆ NG[V1] y probaremos que v ∈ V1. Por un lado, si v ∈ X,

entonces v ∈ V1 porque NG(v) ⊆ NG[V1]∩Y = NG(V1∩X)∩Y ⊆ NG[u]. Por

otro lado, si v ∈ Y , entonces v ∈ NG[V1] ∩ Y ⊆ NG[u] ⊆ V1. Por tanto, V1 es

un conjunto d-convexo de G. Además, dado que V1 = NG[V1∩X], se sigue que

V2 = V (G)\NG[V1∩X] y, en virtud del Lema 2.1.2, V2 tambén es un conjunto

d-convexo de G. Dado que V1 ∪ V2 = V (G) y V1 ∩ V2 = ∅, concluimos que

{V1, V2} es una 2-partición d-convexa de G. Claramente, si G tiene diámetro

al menos 3, entonces u y v se pueden encontrar en tiempo polinomial y, por

tanto, V1 y V2 también se pueden construir en tiempo polinomial.

2.2. P3-convexidad

Recordamos que en la P3-convexidad los conjuntos convexos son gene-

rados por el conjunto de todos los caminos de longitud dos. Llamamos P3-

convexo a cualquier conjunto convexo bajo la P3-convexidad. Se puede demos-

trar fácilmente que el problema de decidir si un grafo tiene una 2-partición

P3-convexa y el problema de decidir si un grafo tiene un matching cut set

son equivalentes, y es el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Un grafo G tiene una 2-partición P3-convexa si y solo si G

tiene un matching cut set.

Demostración. Sea {V1, V2} una 2-partición P3-convexa de V (G). Afirmamos

que el conjunto de aristas M = {uv : u ∈ V1 y v ∈ V2} es un matching cut set

de G. Claramente, M es un conjunto de aristas de corte. Argumentando por

el absurdo, supongamos que existen dos aristas uv, u′v′ ∈M tales que u = u′.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que u ∈ V1 y por lo tanto v, v′ ∈ V2.
Por lo tanto, como V2 es un conjunto P3-convexo, u ∈ V2, contradiciendo

V1 ∩ V2 = ∅. Esto prueba que M es un matching cut set.

Rećıprocamente, supongamos que M es un matching cut set de G del

corte (V1, V2). Probaremos que V1 es un conjunto P3-convexo. Supongamos,

por el absurdo, que existe un vértice v ∈ V1 tal que |NG(v) ∩ V2| ≥ 2 y sea
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w, x ∈ NG(v) ∩ V2. En consecuencia, wvx es un camino de tres vértices en

G y, por lo tanto, u ∈ V2, lo que contradice que V1 ∩ V2 = ∅. Por lo tanto,

V1 es un conjunto P3-convexo. Por simetŕıa, se sigue que V2 también es un

conjunto P3-convexo.

En el siguiente lema vamos a usar la siguiente construcción: sea G un

grafo y sea p un número entero tal que p ≥ 2. Construimos un grafo G′ de

la siguiente manera: tomamos una copia de G y un grafo bipartito completo

Kr,r donde r = máx{p + 2, |V (G)|}, agregamos una arista conectando cada

vértice de V (G) con un vértice de uno de los conjuntos de la partición de

Kr,r, de modo que no haya dos vértices de la copia de G en G′ adyacentes

al mismo vértice en el grafo bipartito completo Kr,r, ver ejemplo en la figura

2.1. Vamos a probar cual es la relación entre una p-partición P3-convexa de

G con una de G′.

G G′

p = 2

r = max{p+ 2, |V (G)|} = 4

Figura 2.1: Dado G construimos G′

Lema 2.2.2. Sea p un entero tal que p ≥ 2. Un grafo G tiene una p-partición

P3-convexa si y solo si G′ tiene una (p+ 1)-partición P3-convexa.

Demostración. Vemos la idea de la demostración en la siguiente figura
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V1 = {1, 2, 3} V2 = {4} V3 = {5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

Figura 2.2: {V1, V2} es una 2-partición P3-convexa de G y {V1, V2, V3} es una
3-partición P3-convexa de G′

Si G tiene una p-partición P3-convexa, {V1, . . . , Vp}, entonces G′ tiene una

(p+1)-partición P3-convexa, {V1, . . . , Vp, Vp+1}, donde Vp+1 es el conjunto de

vértices de la copia de Kr,r en G′. Por el contrario, supongamos que G′ tiene

una (p + 1)-partición P3-convexa {V1, . . . , Vp, Vp+1}. Sea V el conjunto de

vértices de la copia de G en G′ y sea V ′ el conjunto de vértices de la copia

de Kr,r en G′. Afirmamos que V ′ ⊆ Vi para algún i ∈ {1, . . . , p, p + 1}. En

efecto, dado que r ≥ p + 2, existen al menos dos vértices no adyacentes

{x, y} ∈ V ′ ∩ Vi para algún i ∈ {1, . . . , p, p + 1} y como Vi es P3-convexo se

tiene que V ′ ⊆ Vi. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que i = p + 1;

es decir, V ′ ⊆ Vp+1. Sea W = Vp+1 ∩ V . Argumentando por el absurdo,

supongamos que W 6= ∅. Observamos que si ningún vértice de W tiene un

vecino en Vi para cualquier i ∈ {1, . . . , p}, entonces {V1, . . . , Vp−1, Vp ∪W}
es una p-partición P3-convexa de la copia G en G′ y, en particular, una p-

partición P3-convexa de G, como se desea probar. Por lo tanto, asumimos,

sin pérdida de generalidad, que hay algún vértice a ∈ W adyacente a algún

vértice b ∈ Vi para algún i ∈ {1, . . . , p}. Por construcción de G′, existe

un vértice c ∈ V ′ ⊆ Vp+1 que es adyacente a b y no adyacente a a. En

consecuencia, abc es un camino de tres vértices de G′ tal que {a, c} ∈ Vp+1

pero b /∈ Vp+1, contradiciendo la hecho de que Vp+1 es un conjunto P3-convexo

deG′. Esta contradicción surgió de suponer queW 6= ∅. Por lo tanto,W = ∅ y

por lo tanto Vp+1 = V ′. Entonces, {V1, . . . , Vp} es una p-partición P3-convexa

de la copia de G en G′ y, en particular, una p-partición P3-convexa de G.
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Dado que el problema de matching cut set es NP-completo incluso cuan-

do la entrada es un grafo bipartito [54] y usando los lemas 2.2.1 y 2.2.2

obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.3. Para cada entero fijo p ≥ 2, es NP-completo decidir, dado

un grafo G, si G tiene una p-partición P3-convexa, incluso si G es un grafo

bipartito.

Demostración. Como ya probamos en el Lema 2.2.1, el problema de decidir

si existe una 2-partición bajo la P3-convexidad en un grafo G es equivalente

al problema de decidir si existe un matching cut set en G, además sabe-

mos que el problema de matching cut set es NP-completo incluso cuando la

entrada es un grafo bipartito, [54]. Entonces el problema de 2-partición en

grafos bipartitos es NP-completo. Luego en el lema 2.2.2 probamos que si el

problema es NP- completo para p entonces lo es para (p+ 1). Entonces como

para p = 2 es NP-completo, también lo es para todo p > 2.

Corolario 2.2.4. Para cada entero fijo p ≥ 2, es NP-completo decidir si,

dado un grafo G, G tiene una p-partición P ∗3 -convexa, incluso si G es un

grafo bipartito.

Demostración. Observamos que, en un grafo bipartito, la familia de conjun-

tos P3-convexos de G′ coincide con la familia de conjuntos P ∗3 -convexos de G′.

Por lo tanto, el Teorema 2.2.3 sigue siendo válido si ‘P3-convexo’ se reemplaza

por ‘P ∗3 -convexo’.

Lema 2.2.5. Sea G un grafo split con partición split (K,S) y p un número

entero tal que p ≥ 2. Si cada vértice s ∈ S tiene grado al menos dos, entonces

G tiene una p-partición P3-convexa si y solo si G tiene un p-cubrimiento P3-

convexo.

Demostración. La parte ‘solo si’ es clara. Supongamos que G tiene un p-

cubri-miento P3-convexo {V1, V2, . . . , Vp}. Notamos que |Vi ∩ K| ≤ 1, para

cada i ∈ {1, . . . , p}, porque de lo contrario todo vértice x ∈ K perteneceŕıa a

Vi. Además, dado que cada vértice de S es adyacente al menos a dos vértices

de K, y ∈ Vi para cada vértice y ∈ S, contradice que Vi 6= V (G). Además,
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si x ∈ K e y ∈ S son adyacentes, entonces no existe i ∈ {1, . . . , p} tal que

{x, y} ∈ Vi; de lo contrario, cualquier otro vecino z de y en C perteneceŕıa

a Vi y por lo tanto {x, z} ∈ Vi ∩ K. Hemos probado que Vi es un conjunto

estable para cada i ∈ {1, . . . , p}. Sea V ′1 = V1 y sea V ′i+1 = Vi+1 \ (
⋃i
j=1 Vj)

para cada j ∈ {2, . . . , p}. Por construcción, {V ′1 , . . . , V ′p} es una partición.

Afirmamos que, para cada i ∈ {1, . . . , p}, V ′i es un conjunto P3-convexo.

Argumentando por el absurdo, supongamos que existe algún i ∈ {1, . . . , p}
y algún vértice x ∈ V (G) \ V ′i tal que {u, v} ⊆ NG(x) ∩ V ′i . En particular,

{u, v} ∈ Vi y, dado que Vi es P3-convexo, x ∈ Vi, contradiciendo el hecho de

que Vi es un conjunto estable. Esta contradicción prueba la afirmación. Por

lo tanto, {V ′1 , V ′2 , . . . , V ′p} es una p-partición P3-convexa de G.

En [17], Centeno y otros demuestran que es NP-completo decidir si dado

un grafo G tiene una p-partición P3-convexa cuando p es parte del input,

incluso cuando G es un grafo split.

Teorema 2.2.6 ([17, Teorema 2.1]). El problema de decidir si, dado un grafo

split G y un entero positivo p, G tiene una p-partición P3-convexa es NP-

completo, incluso si G es un grafo split.

Demostración. Para poder hacer la demostración de ese teorema, los autores,

Centeno y otros, presentan un reducción polinomial del problema del número

cromático al problema de p-partición P3-convexa. Dada una instancia (H, k),

donde H es un grafo y k un entero positivo, construyen un grafo split G con

una partición split (K,S) de la siguiente manera. El conjunto independiente

S tiene |V (H)| vértices y la clique K tiene 2|V (H)| + |E(H)| vértices. Sea

f : V (H)→ S una función biyectiva. Para cada vértice u ∈ V (H), f(u) tiene

dos vecinos g(u) y g′(u) en K. Además, si uv ∈ E(H), entonces f(u) y f(v)

tienen un vecino en común h(uv) en K. Todos los vértices especificados en K

son distintos y K = {g(u) : u ∈ V (H)}∪{g′(u) : u ∈ V (H)}∪{h(uv) : uv ∈
E(H)}. Sea p = k + |K|. Vemos un ejemplo en la figura 2.3.
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H G S K

w

u

v

f(w)

f(u)

f(v) h(uv)

g′(v)

g(v)

g(w)

g′(w)

g′(u)

g(u)

Figura 2.3: |V (H)| = 3; k = 2; |K| = 7; p = 9

Finalmente, se prueba que H tiene una coloración de vértices propia con

k colores si y solo si G tiene una p-partición P3-convexa. Se sabe que el

problema del número cromático es NP-completo, [34], por lo tanto, se cumple

el resultado.

De la demostración del teorema 2.1 de [17], podemos observar que cada

vértice en el conjunto independiente S del grafo split G tiene al menos grado

dos, con lo cual vale el siguiente teorema.

Teorema 2.2.7 ([17]). El problema de decidir si, dado un grafo split G con

una partición split (K,S) y un entero positivo p, G tiene una p-partición

P3-convexa es NP- completo, incluso si cada vértice en S tiene al menos dos

vecinos.

Por lo tanto, por el Lema 2.2.5, se muestra el siguiente resultado.

Corolario 2.2.8. El problema de decidir si, dado un grafo G y un entero

positivo p ≥ 2, G tiene un p-cubrimiento P3-convexo es NP-completo, incluso

si G es un grafo split.

Demostración. El resultado se obtiene combinando el Lema 2.2.5 y el Teo-

rema 2.2.7.

2.3. Convexidad monofónica

Usamos m-convexo para denotar cualquier conjunto convexo bajo la con-

vexidad monofónica.
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Probaremos que es NP-completo decidir, dado un grafo G y un entero

p ≥ 3, si G tiene una p-partición m-convexa, adaptando la demostración del

Teorema 1 de [6] para el resultado análogo para la convexidad geodésica.

Teorema 2.3.1 ([6, Teorema 1]). Sea G un grafo y p ≥ 3 un enetro fijo. Es

NP-completo decidir si G tiene un p-cubrimiento g-convexo.

En [56], Whitesides demuestra que una clique separadora se puede en-

contrar en tiempo O(nm). En [28], Dorado y otros demuestran que si C es

una clique separadora de un grafo conexo G y S es la unión de los conjuntos

de vértices de algunas componentes conexas de G \ C, entonces S ∪ C es un

conjunto m-convexo de G.

Si p es un entero positivo, Clique p-Partition es el problema de decidir,

dado un grafo G, si el conjunto de vértices de G se puede dividir en p cliques

de G.

Teorema 2.3.2 ([34]). El problema Clique p-Partition es NP-completo para

todo p ≥ 3.

Teorema 2.3.3. Es NP-completo decidir si, dado un grafo G y un entero

p ≥ 3, G tiene una p-partición m-convexa.

Demostración. Sabemos que decidir si un conjunto S ⊆ V (G) es m-convexo

se puede hacer en tiempo polinomial, [28], y por lo tanto el problema de

decidir si un grafo G tiene un p-cubrimiento m-convexo pertenece a la clase

de problemas NP . La prueba sigue de la misma manera que la prueba de

la completitud NP del problema p-partición g-convexa del teorema 3 de [5],

adaptado a la convexidad monofónica. Sea G una instancia del problema

Clique p-Partition. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que |V (G)| ≥
2 y que G no es un grafo completo. Construimos un grafo G′ cuyo conjunto

de vértices es V (G) ∪ {u, v} y E(G′) = E(G) ∪ {ux, vx : x ∈ V (G)}.
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G G′

Figura 2.4: Ejemplo de G y G’

Probaremos que existe una clique p-partition de V (G) si y sólo si

existe una p-partición m-convexa de V (G′). Como toda clique de G es un

conjunto m-convexo de V (G), entonces toda partición en cliques, es una

partición en conjuntos m-convexos de V (G).

Todo conjunto m-convexo propio de V (G′) es una clique, porque si exis-

tiera un C ( V (G), m-convexo que no es una clique, entonces {u, v} ∈ C,

pues para todo x ∈ V (G), uxy es un camino inducido en G′. Entones,

H({u, v}) = V (G′), con lo cual C = V (G′), absurdo.

Si V (G) tiene una partición en p cliques, p ≥ 3, entonces formamos la

p-partición m-convexa de V (G′) agregando u a una clique y v a otra clique

diferente a la anterior. Si V (G′) tiene una p-partición m-convexa con p ≥ 3,

eso induce una partición de V (G) en l cliques, p−2 ≤ l ≤ p. Si l 6= p, divimos

una clique de G′ en dos cliques y aśı obtemos una partición de V (G) en l+ 1

cliques. Si l + 1 6= p, hacemos lo mismo con otra clique, y aśı hasta obtener

la p-partición clique de V (G).

A continuación, probaremos que decidir si un grafoG tiene un 2-cubrimiento

m-convexo se resuelve en tiempo polinomial.

Lema 2.3.4 ([28]). Sea G un grafo conexo, C una clique separadora de G y S

la unión de los conjuntos de vértices de algunas de las componentes conexas

de G \ C. Entonces S ∪ C es un conjunto m-convexo de G.

Corolario 2.3.5. Si G es un grafo conexo que tiene una clique separadora,

entonces G tiene un 2-cubrimiento m-convexo.
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Demostración. Si C es una clique separadora de G y G1 es cualquier compo-

nente conexa de G\C, entonces, en virtud del lema 2.3.4, {V (G1)∪C, (V (G)\
V (G1)) ∪ C} es un 2-cubrimiento m-convexo de G.

Dorado y otros probaron el siguiente lema:

Lema 2.3.6 ([28]). Si G es un grafo conexo no completo que no tiene una

clique separadora, entonces cada par de vértices no adyacentes es una m-

cápsula convexa de G.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema 2.3.6.

Corolario 2.3.7. Si G es un grafo conexo que no tiene una clique separadora,

entonces todo conjunto m-convexo propio de G es una clique. Además, G

tiene un 2-cubrimiento m-convexo si y solo si G es un grafo co-bipartito.

Demostración. Sea P el conjunto de todos los caminos inducidos de G. Ar-

gumentando por el absurdo, supongamos que S es un conjunto m-convexo

de G tal que S 6= V (G) y hay dos vértices no adyacentes {v, w} ∈ S. Como

S es un conjunto m-convexo, IP [S] = S. Por lo tanto, en virtud del Lema

2.3.6, V (G) = IP [v, w] ⊆ IP [S] = S, absurdo.

Un grafo co-bipartito tiene siempre un 2-cubrimiento m-convexo, pues sea

{V1, V2} la bipartición de G, V1 y V2 son conjuntos independientes en G, con

lo cual son cliques en G, con lo cual V1 y V2 son conjuntos m-convexos en G,

entonces tenemos que G tiene un 2-cubrimiento m-convexo que es (V1, V2).

Por el contrario, si G tiene un 2-cubrimiento m-convexo (V1, V2), sabemos

que V1 y V2 son cliques de G, por lo tanto {V1, V2 \ V1} es una bipartición de

G.

Teorema 2.3.8. El problema de dado un grafo G, decidir si G tiene un

2-cubrimiento m-convexo, se puede resolver en tiempo polinomial.

Demostración. Para decidir si un grafo conexo G tiene un 2-cubrimiento

m-convexo, primero buscamos una clique separadora, que se encuentra en

tiempo O(nm) [56]. Si se encuentra una clique separadora, entonces, por

Corolario 2.3.5, G tiene un 2-cubrimiento m-convexo. Si G no tiene una
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clique separadora, probamos que G es co-bipartito, lo que se puede realizar

en tiempo lineal. En consecuencia, se puede decidir en tiempo O(nm) si un

grafo dado G tiene o no tiene un 2-cubrimiento m-convexo.
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Caṕıtulo 3

Fórmulas para calcular

parámetros en los grafos

caterpillar y de intervalo

unitario en la P3-convexidad

En este caṕıtulo nos ocuparemos únicamente de la P3-convexidad. Enton-

ces, de ahora en adelante, en algunos casos, omitiremos el prefijo ‘P3-’ y P
denotará el conjunto de caminos de tres vértices.

Todos los parámetros que usaremos en este caṕıtulo están vinculadas

con la la P3-convexidad, que es la convexidad de caminos generada por el

conjunto de todos los caminos de longitud dos. Una definición equivalente que

usaremos es la siguiente: un conjunto P3-convexo es un conjunto S ⊆ V (G)

tal que para cada vértice v ∈ V (G) \ S, v tiene como máximo un vecino en

S.

Los resultados principales de este caṕıtulo fueron publicados en [36].
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3.1. Número de P3-intervalo y número de P3-

cápsula de un grafo caterpillar

3.1.1. Secuencia básica de un grafo caterpillar

Sea T un grafo caterpillar. Por definición, T tiene algún camino domi-

nante P . Sea P = v1 . . . vk elegido para que sus extremos sean hojas de

T . Para cada vértice w de T , definimos el grado reducido de w en T por

d̃T (w) = mı́n{dT (w), 4} . La secuencia d̃T (v1), d̃T (v2), . . . , d̃T (vk), denotada

por s(T ), se denomina secuencia reducida de grados de T . Dado que un ca-

mino dominante de T que tiene hojas como vértices finales es único cuando

se definen sus puntos finales, la secuencia reducida de grados de T está bien

definida. Por construcción, el primer y último término de s(T ) son iguales a

1, es decir, d̃T (v1) = d̃T (vk) = 1.

Sea α una secuencia. La longitud de α, indicada como |α|, es el número

de términos de α. Para cada i ∈ {1, . . . , |α|}, denotamos por αi el i-ésimo

término de α. Sean α1 y α2 dos secuencias de longitud n1 y n2, respectiva-

mente. La concatenación de α1 y α2, denotada por α1α2, es la secuencia β

de longitud n1 + n2 caracterizada por βi = α1
i por cada i ∈ {1, 2, . . . , n1}

y βn1+i = α2
i por cada i ∈ {1, 2, . . . , n2}. Si α1 o α2 es la secuencia vaćıa,

entonces α1α2 es α2 o α1, respectivamente. Sea Γ la familia de secuencias,

posiblemente vaćıas, γ tales que todos los términos de γ son iguales a 4.

Una secuencia básica λ es una secuencia que satisface exactamente una

de las siguientes condiciones:

λ = 1 (tipo I)

λ ∈ {21, 22, 23, 24}, donde cada elemento del conjunto debe pensarse

como una secuencia, o λ ∈ {xγy, x ∈ {3, 4}, y ∈ {1, 2} y γ ∈ Γ} (tipo

II)

λ ∈ {xγ3y, x ∈ {3, 4}, y ∈ {1, 2, 3, 4} y γ ∈ Γ} (tipo III).

Denotamos por Λ a la familia de todas las secuencias básicas. Un prefijo de

una secuencia α es una secuencia β tal que α = βη para alguna secuencia,
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posiblemente vaćıa, η. Si η no es vaćıa, entonces β es un prefijo propio de α.

Observe que ninguna secuencia básica es un prefijo propio de otra secuencia

básica. Ver figura 3.1.1.

1

1

2

1

2
3 4

21

22
23

24

γ ∈ Γ

1

γ1

γ2

γ31 γ32

γ33

γ34

2 3

1 2
3

4

Figura 3.1: En este árbol de prefijos estan agrupadas todas las secuencias de
grados posibles que pueden quedar.

Lema 3.1.1. Sea σ una secuencia finita cuyos términos pertenecen a {1, 2, 3, 4}
y cuyo último término es 1. Entonces, existe algún entero p ≥ 0 y algún

λ0, λ1, . . . , λp ∈ Λ tal que σ = λ0λ1 · · ·λp. Además, el entero p y las sucesio-

nes λ0, λ1, . . . , λp están determinadas de forma única.

Demostración. Probamos el lema por inducción sobre la longitud de σ. Dado

que el último término de σ es igual a 1, es posible definir un prefijo λ0 de σ

de la siguiente manera:

(i) si σ1 = 1, ponemos λ0 = 1 (tipo I);

(ii) si σ1 = 2, ponemos λ0 = σ1σ2 = 2σ2 (tipo II);

(iii) si σ1 ∈ {3, 4} y j es el entero más chico menor que 1 tal que σj 6= 4,

entonces:

a) si σj ∈ {1, 2}, ponemos λ0 = σ1σ2 · · ·σj = σ1γσj para algún γ ∈ Γ

(tipo II);

b) si σj = 3, ponemos λ0 = σ1σ2 · · ·σjσj+1 = σ1γ3σj+1 para algún

γ ∈ Γ (tipo III).
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Por construcción, λ0 ∈ Λ. Si σ = λ0, el lema se cumple trivialmente. De

lo contrario, σ = λ0σ′ para alguna secuencia σ′ cuyo último término es 1

y, por la hipótesis inductiva, hay algún p ≥ 1 y algún λ1, . . . , λp ∈ Λ tal

que σ′ = λ1 · · ·λp; por lo tanto σ = λ0λ1 · · ·λp. Por la unicidad de p y

λ0, λ1, . . . , λp se sigue inmediatamente por inducción del hecho de que ningún

elemento de Λ es un prefijo propio de otro elemento de Λ.

De ahora en adelante, todas los grafos caterpillar considerados en este

trabajo tienen al menos dos vértices.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema 3.1.1.

Lema 3.1.2. Si T es un grafo caterpillar y s(T ) es una secuencia de gra-

dos reducidos de el, entonces existe algún número entero p ≥ 1 y algún

λ1, λ2, . . . , λp ∈ Λ tal que s(T ) = 1λ1λ2 · · ·λp. Además, el entero p y las

secuencias λ1, λ2, . . . , λp están determinadas de manera única.

Ahora, estamos listos para introducir un parámetro p(T ) definido para

cada grafo caterpillar T y una secuencia de grados reducida s(T ). El número

de secuencia básica de un grafo caterpillar T , indicado por p(T ), es el único

entero positivo p tal que s(T ) = 1λ1λ2 · · ·λp, donde λi ∈ Λ para cada i ∈
{1, 2, . . . , p}. Se muestra un ejemplo en la figura 3.2.

Figura 3.2: Las dos posibles secuencias de grado reducido del grafo caterpillar
representado T son 14342331 y 13324341. Observe que la segunda secuencia
es la primera recorrida hacia atrás. Ambas son la concatenación de cuatro
secuencias básicas 1, 434, 23, 31 y 1, 332, 434, 1, respectivamente. Por lo
tanto, p(T ) = 3.
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3.1.2. Número P3-intervalo

Recordemos que un conjunto de P3-intervalo de un grafo G es un conjunto

S de vértices tales que cada vértice fuera de S tiene al menos dos vecinos en

S y g(G) representa el tamaño de un conjunto de P3-intervalo mı́nimo de G.

Usamos `(T ) (respectivamente L(T )) para indicar la cantidad de hojas

(respectivamente el conjunto de hojas) de un árbol T .

Teorema 3.1.3. Si T es un grafo caterpillar que tiene al menos 2 vértices,

entonces

g(T ) = p(T ) + `(T )− 1.

Demostración. Sea P = v1v2 . . . vk un camino dominante de T donde v1 y vk

son hojas de T . Sea σ = s(T ) = d̃T (v1)d̃T (v2) · · · d̃T (vk). Por el lema 3.1.2,

σ = 1λ1 · · ·λp para algunos λ1, . . . , λp ∈ Λ, donde p = p(T ). Sea t0 = 1 y

sea tj = |1λ1 · · ·λj| = 1 + |λ1| + · · · + |λj| para cada j ∈ {1, 2, . . . , p}. Aśı

1 = t0 < t1 < · · · < tp = k. (si, t0 = 1, tp = k), y σtj = d̃T (vtj) = λjrj
para cada j ∈ {0, 1, . . . , p}. Sea S el conjunto {vt1 , vt2 , . . . , vtp−1} ∪ L(T ).

Como ninguno de los vértices vt1 , vt2 , . . . , vtp−1 es una hoja de T , entonces

|S| = p(T ) + `(T )− 1.

Afirmamos que S es un conjunto de intervalos de T . Sea v un vértice

en V (T ) \ S. Dado que L(T ) ⊆ S, v ∈ V (P ). Por lo tanto, v = vh para

algún h ∈ {1, 2, . . . , k}. Además, dado que vt0 , vt1 , . . . , vtp son vértices de S,

se sigue que h 6= tj para cada j ∈ {0, 1, . . . , p}. Sea j ∈ {1, . . . , p} tal que

tj−1 < h < tj y sea i tal que h = tj−1 + i. Observe que, d̃T (vh) = σh = λji
para algún 1 ≤ i < |λj|, porque σ = 1λ1 . . . λp. Como h /∈ {t0, tp}, λji 6= 1.

Supongamos primero que λji = 2. Por lo tanto, λj ∈ {21, 22, 23, 24} e

i = 1, porque λj ∈ Λ. En consecuencia tj−1 = h−1 y tj = h+1. Por lo tanto,

vh es adyacente a vtj−1
y a vtj . Supongamos ahora que λji = 3. Por lo tanto,

λj ∈ Λ y λj1 ∈ {3, 4}. Además, i = 1 o i = |λj| − 1. Observe que tj−1 = h− 1,

tj = h+ 1 y dT (vh) ≥ d̃T (vh) = λji = 3. Por un lado, si i = 1, entonces vh es

adyacente a vtj−1
y a alguna hoja de T . Por otro lado, si i = |λj|−1, entonces

vh es adyacente a vtj y a alguna hoja de T . Por lo tanto, v es adyacente a por

lo menos dos vértices en S. Queda por considerar el caso en el que λji = 4.
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En este caso, d̃T (vh) = λji = 4. Por tanto, vh es adyacente al menos a dos

hojas de T . Por lo tanto, vh tiene al menos dos vecinos en S. Esto completa

la prueba de nuestra afirmación.

Ahora debemos demostrar que S es un conjunto de intervalos de T de

mı́nimo cardinal. Considere cualquier conjunto de intervalos S ′ de T y sea j ∈
{1, 2, . . . , p−1}. Decimos que vh ∈ S ′ para algún h ∈ {tj−1+1, tj−1+2, . . . , tj}.
Supongamos primero que λj tiene algún término igual a 2. Como λj ∈ Λ,

el primer o el último término de λj es igual a 2. Por un lado, si el primer

término de λj es igual a 2, entonces d̃T (vtj−1+1) = 2 y por lo tanto vh ∈ S ′
para h = tj−1 + 1 o h = tj. Por otro lado, si el último término de λj es

igual a 2, entonces d̃T (vtj) = 2 y por lo tanto vh ∈ S ′ para h = tj − 1

o h = tj. En ambos casos la afirmación vale. Podemos suponer ahora, sin

pérdida de generalidad, que λj no tiene un término igual a 2. Como j 6= p,

ningún término de λj es igual a 1. Por tanto, cada término de λ es igual a

3 o a 4. Observe que tj − 2 ≥ tj−1 + 1, porque |λj| ≥ 3. Además, dado que

λj ∈ Λ, d̃T (vtj−1) = 3 y por tanto vh ∈ S ′ para algún h ∈ {tj − 2, tj − 1, tj}.
Aśı S ′ contiene al menos p − 1 vértices no pendientes de P . Dado que S ′

contiene todas las hojas de T , |S ′| ≥ p + `(T )− 1 = |S|. Ya hemos probado

que S es un conjunto de intervalos de T de mı́nimo cardinal. Por lo tanto

g(T ) = p(T ) + `(T )− 1.

Observación 3.1.4. Del Teorema 3.1.3 se sigue que p(T ) no depende de la

elección entre los dos posibles órdenes lineales de los vértices de un camino

dominante de T , ver figura 3.2.

3.1.3. Número de P3-cápsula

Observación 3.1.5. Los vértices pendientes pertenecen a cada conjunto

cápsula convexa de cualquier grafo conexo.

Lema 3.1.6. Si G es un árbol, entonces hay un conjunto cápsula convexa

mı́nimo que no tiene vértices de grado 3 adyacentes a un vértice pendiente

de G.

Demostración. Argumentando por el absurdo, supongamos que cada conjun-

to cápsula convexa minimal de algún árbol G tiene al menos un vértice de
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soporte de grado 3. Sea S un conjunto cápsula convexa minimal de G que tie-

ne el menor número posible s de vértices de soporte de grado 3 de G. Suponga

que v1 es un vértice de soporte de grado 3 de S, donde NG(v1) = {a, b, c} y a

es un vértice pendiente de G. Si b fuera también un vértice pendiente de G,

entonces b ∈ S y v1 tendŕıa como vecinos dos vértices pendientes, a y b. Por

lo tanto, S ⊆ I[S \ {v1}] lo que implica que S \ {v1} es un conjunto cápsula

convexa de G, lo que contradice que S es un conjunto cápsula convexa mi-

nimal de G. Por tanto, b no es un vértice pendiente de G. Por simetŕıa, c no

es un vértice pendiente de G. Además, b y c no pertenecen a S. Si b ∈ S,

ya que a ∈ S, entonces S ⊆ IP [S \ {v1}] y por lo tanto S \ {v1} no seŕıa un

conjunto cápsula convexa minimal.

Sea v2 = c. Tengamos en cuenta que S1 = (S \ {v1}) ∪ {v2} también es

un conjunto cápsula convexa de T . Esto implica que, si v2 no es un vértice

de soporte de grado 3, entonces S1 es un conjunto cápsula convexa minimal

con s− 1 vértices de soporte de grado 3, contradiciendo que s es el mı́nimo

número de vértices de soporte de grado 3 para un conjunto cápsula convexa

de G. Siguiendo esta construcción, obtenemos un camino P = v1v2 . . . vk en

G tal que, por cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, vi es un vértice de soporte de grado 3 y

vk ∈ S, donde k es el máximo entero positivo que tiene esta propiedad para

algún conjunto cápsula convexa S de G. Por lo tanto, vk tiene dos vecinos,

un vértice pendiente w1 y, dado que G es un árbol, un vértice w2 diferente

de los de {v1, . . . , vk−1} tal que w2 no es un vértice pendiente de grado 3.

De lo contrario, P ′ = v1 . . . vkw2 seŕıa un camino más largo que P con la

misma propiedad que P para S ′ = (S \ {vk}) ∪ {w2}. Por otro lado, w2

no es un vértice pendiente porque, de lo contrario, vk seŕıa adyacente a dos

vértices pendientes y, por lo tanto, S\{vk} seŕıa un conjunto cápsula convexa

mı́nimo con menos vértices que s vértices de soporte de grado 3. Por lo tanto,

(S \ {vk}) ∪ {w2} es un conjunto cápsula convexa minimal que tiene s − 1

vértices de soporte de grado 3, absurdo. La contradicción provino de suponer

que G no tiene un conjunto cápsula convexa minimal sin vértices de soporte

de grado 3.

Observación 3.1.7. Sea G un grafo y S un conjunto cápsula convexa.
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Si u y v son vértices adyacentes de grado 2 de G, entonces u ∈ S o

v ∈ S.

Sea u un vértice de corte de grado 2 de G tal que u /∈ S y cuyos vecinos

son v y w. Si Gv y Gw son las componentes conexas de G \ {u} tales

que v ∈ V (Gu) y w ∈ V (Gw), entonces V (Gv) ∩ S y V (Gw) ∩ S son

conjuntos de cápsula convexa de Gv y Gw, respectivamente.

Sea s una secuencia de enteros positivos. Usamos Z(s) para denotar la su-

matoria
∑b zi

2
c tomada sobre todas las longitudes zi en s de las subsecuencias

consecutivas máximas que contienen solo al entero 2.

Teorema 3.1.8. Sea T un grafo caterpillar tal que |V (T )| ≥ 2. Si s′(T ) es

la secuencia que se obtiene al eliminar de s(T ) los términos correspondientes

al entero 3 (es decir, s′(T ) es la subsecuencia cuyos términos pertenecen a

{1, 2, 4}), entonces

h(T ) = `(T ) + Z(s′(T )).

Demostración. Sea P = v1v2 . . . vk un camino dominante maximal de T . Sea

s(T ) = d̃T (v1), d̃T (v2), . . . , d̃T (vk). Recordar que d̃T (v1) = d̃T (vk) = 1. Sea

Bj = {vj1 , vj2 , . . . , vjzj } un conjunto de vértices maximal en P que satisface

las siguientes condiciones:

d̃T (vji) = 2, para todo 1 ≤ i ≤ zj, y

ji+1 = ji + 1 para todo 1 ≤ i ≤ zj − 1 o d̃T (vh) = 3 para todo

ji < h < ji+1.

Sea J el número de esas subsecuencias máximas en s(T ) y S un conjunto

minimal de T sin vértices de grado 3. El lemma 3.1.6 nos garantiza la exis-

tencia de este conjunto cápsula convexa minimal. Sabemos que L(T ) ⊂ S.

Todo vértice v tal que d̃T (v) = 4 no pertenece a S porque es adyacente a

al menos dos vértices en L(T ) y por lo tanto v ∈ IP [S] para cada conjunto

cápsula convexa S. Consideramos los subconjuntos Ai = {vj2i−1
, vj2i} de Bj,

para cada 1 ≤ i ≤ zj/2 si zj es par y los subconjuntos Ai = {vj2i−1
, vj2i} de

Bj, para cada 1 ≤ i ≤ (zj − 3)/2 y Ab zi
2
c = {vjzj−2 , vjzj−1 , vjzj } si zj es impar
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y mayor que uno. En virtud del primer enunciado de la observación3.1.7,

|S ∩ Ai| ≥ 1 para todo 1 ≤ i ≤ b zi
2
c. Por lo tanto, |S ∩ Bj| ≥ b zj2 c. Este

ĺımite inferior se mantiene trivialmente incluso cuando zj = 1. Por lo tanto,

h(T ) ≥ `(T ) + Z(s′(T )).

Queda por probar que existe un conjunto cápsula convexa S tal que |S| =
`(T )+Z(s′(T )). Por cada 1 ≤ j ≤ J , sea Cj = {vj2 , vj4 , · · · , vjhj } ⊂ Bj donde

vjhj = vjzj−1 si zj es impar y vjhj = vjzj si zj es par. Sea S = L(T )∪
(⋃J

j=1Cj

)
.

No es dif́ıcil demostrar que S es un conjunto cápsula convexa.

Hemos probado que el cardinal del mı́nimo conjunto cápsula convexa es

igual a L(T ) más
∑J

j=1b
zj
2
c. Entonces, h(T ) = `(T ) + Z(s′(T )).

En la figura 3.3 se muestra un ejemplo del Teorema 3.1.8.

v1 v2 v3 v4 v5 v6

v7v8v9v10v11v12

Figura 3.3: En este grafo caterpillar T , tenemos que s′(T ) = 1224222222421,
`(T ) = 8 y Z(s′(T )) = 4. Con lo cual, h(T ) = 12. Un conjunto de cápsula
convexa de T es S = {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10, v11, v12}, no es único.

3.2. Tiempo de percolación

En esta sección presentamos dos resultados sobre el tiempo de percolación

de un grafo bajo la P3-convexidad.

Si S es un conjunto de cápsula P3-convexa de G, es decir, HP3(S) = V (G)

entonces decimos que S percola a G. Para decidir si un conjunto S percola a

G, podemos construir una secuencia S0, S1, S2, . . . en la que S0 = S y Si+1 se

obtiene de Si agregando los vértices de G que tienen como máximo un vecino

en
⋃i−1
j=1 Sj y al menos dos vecinos en

⋃i
j=1 Sj. Usamos IkP3

[S] para indicar

Sk. Si existe algún t tal que St = V (G), entonces S percola a G y definimos

τS(G) como el mı́nimo t tal que St = V (G). El tiempo de percolación de G es

τ(G) = máx{τS(G) : S percola aG}. SeaG un grafo y sea v ∈ V (G). Decimos
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que S percola a v si v ∈ IkP3
[S] para algún entero k, y τS(v) representa el

mı́nimo entero k con esta propiedad. Si A ⊆ V (G) y S percola a cada vértice

v ∈ A, τS(A) representa el máximo τS(w) entre todos los vértices w ∈ A.

Cuando el contexto sea lo suficientemente claro, usaremos τ(v) y τ(A) para

abreviar.

Consideramos dos clases de grafos: los grafos caterpillar y grafos de in-

tervalo unitario.

3.2.1. Tiempo de percolación de un grafo caterpillar

En [8] se demostró que si T es un árbol, entonces τ(T ) se puede calcular

en tiempo lineal. En esta subsección damos una fórmula cerrada simple para

τ(T ) cuando T es un grafo caterpillar, en términos de ciertas secuencias

asociadas a T .

Sea T un grafo caterpillar y sea s(T ) una sucesión de grado reducido de

T . Sea `(i) definido recursivamente para cada 1 ≤ i ≤ |s(T )| de la siguiente

forma: `(1) = 1 y

`(i) =

`(i− 1) + 1 si d̃(vi) 6= 3, o d̃(vi) = 3 y d̃(vi−1) 6= 3,

`(i− 1) en caso contrario .

Denotamos, para cada i ∈ {1, . . . , |s(T )|}, por n(i) (respectivamente m(i)) el

mı́nimo (respectivamente máximo) entero j tal que `(j) = `(i). Por ejemplo

consideramos el grafo de la Figura 3.2, en este ejemplo s = 14342331, ` =

12345667, n = 12345668 y m = 12345778.

Definimos la secuencia f(T ), llamada secuencia de percolación de T , como

sigue. Sea i un entero tal que 1 ≤ i ≤ |s(T )|.

fi(T ) = 0, si d̃(vi) = 1.

fi(T ) = 1, si d̃(vi) = 2 y d̃(vi−1), d̃(vi+1) ∈ {1, 2}.

fi(T ) = fi+1(T ) + 1, si d̃(vi) = 2, d̃(vi−1) ∈ {1, 2} y d̃(vi+1) /∈ {1, 2}.

fi(T ) = fi−1(T ) + 1, si d̃(vi) = 2, d̃(vi−1) /∈ {1, 2} y d̃(vi+1) ∈ {1, 2}.
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fi(T ) = máx{fi−1(T ), fi+1(T )} + 1, si d̃(vi) = 2, d̃(vi−1), d̃(vi+1) /∈
{1, 2}.

fi(T ) = mı́n{i−n(i),m(i)−i}+1, si d̃(vi) = 3 y d̃(vn(i)−1) = d̃(vm(i)+1) =

1.

fi(T ) = máx{i − n(i),m(i) − i} + 1, si d̃(vi) = 3 y d̃(vn(i)−1) =

d̃(vm(i)+1) = 2.

fi(T ) = i− n(i) + 1, si d̃(vi) = 3, d̃(vn(i)−1) = 1 y d̃(vm(i)+1) = 2.

fi(T ) = m(i)− i+ 1, si d̃(vi) = 3, d̃(vn(i)−1) = 2 y d̃(vm(i)+1) = 1.

fi(T ) = mı́n{i − n(i) + 1,m(i) − i + 2}, si d̃(vi) = 3, d̃(vn(i)−1) = 1 y

d̃(vm(i)+1) = 4.

fi(T ) = mı́n{i − n(i) + 2,m(i) − i + 1}, si d̃(vi) = 3, d̃(vn(i)−1) = 4 y

d̃(vm(i)+1) = 1.

fi(T ) = i− n(i) + 2, si d̃(vi) = 3, d̃(vn(i)−1) = 4 y d̃(vm(i)+1) = 2.

fi(T ) = m(i)− i+ 2, si d̃(vi) = 3, d̃(vn(i)−1) = 2 y d̃(vm(i)+1) = 4.

fi(T ) = mı́n{i − n(i),m(i) − i} + 2, si d̃(vi) = 3, d̃(vn(i)−1) = 4 y

d̃(vm(i)+1) = 4.

fi(T ) = 1, si d̃(vi) = 4.

Definimos F (T ) = máx1≤i≤r fi(T ). En el ejemplo de la figura 3.2, f =

01213210, y por lo tanto F = 3, y en el ejemplo de la figura 3.3, f =

01212212112120 y por tanto F = 2. Observamos que en ambos ejemplos

el máximo se alcanza en alguno de los términos, es decir, según el teorema

siguiente, el tiempo máximo de percolación se alcanza únicamente en los

vértices correspondientes a esos términos.

Teorema 3.2.1. Si G es un grafo caterpillar, entonces τ(T ) = F (T ).
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Demostración. Sea P = v1v2 . . . vk un camino dominante de T donde v1 y vk

son hojas de T . Sea s(T ) = d̃T (v1)d̃T (v2) · · · d̃T (vp). Si p ∈ {1, 2}, el resultado

vale.

Por cada i ∈ {1, . . . , p}, si d̃(vi) = 1 o d̃(vi) = 4 como el conjunto de hojas

está contenido en cualquier conjunto cápsula convexa, entonces τT (vi) = 0 o

τT (vi) = 1, respectivamente. Aśı τ(vi) = fi(T ).

Sea i un entero tal que 1 < i < k. Supongamos que d̃(vi) = 3. Observamos

que cada conjunto cápsula convexa S de T verifica L(T ) ⊆ S. De ahora en

adelante, estamos considerando un conjunto de percolación de un vértice

dado que contiene L(T ). Si d̃(vn(i)−1) = d̃(vm(i)+1) = 1, entonces L(T ) es

un conjunto cápsula convexa de T y por lo tanto τS(vi) ≤ τL(T )(vi) para

cada conjunto cápsula convexa S de T . Es fácil probar que τL(vi)(T ) =

mı́n{i − n(i),m(i) − i} + 1 y por lo tanto τT (vi) = fi(T ). Supongamos que

d̃(vn(i)−1) = 1 y d̃(vm(i)+1) = 2. Notamos que si S percola a vi en T , ya

que L(T ) ⊆ S, entonces R(S) = S \ {vn(i), . . . , vm(i)+1} también percola

a vi. Por lo tanto, τS(vi) ≤ τR(S)(vi) = i − n(i) + 1 para cada conjunto

cápsula convexa S de T . Observamos que S = V (T ) \ {vn(i), . . . , vm(i)+1}
es un conjunto cápsula convexa tal que τS(vi) = i − n(i) + 1. Por lo tanto

τT (vi) = fi(T ). Simétricamente, si d̃(vn(i)−1) = 2 y d̃(vm(i)+1) = 1, entonces

τT (vi) = m(i)−i+1 = fi(T ). Análogamente, si d̃(vn(i)−1) = 1 y d̃(vm(i)+1) = 4,

S percola a vi, entonces R(S) = S \ {vn(i), . . . , vm(i)+1} percola a vi, porque

L(T ) ⊆ S. Además, τR(S)(vi) = fi(T ) = mı́n{i − n(i) + 1,m(i) − i + 2}.
Por lo tanto, usando un argumento similar al último caso, concluimos que

τT (vi) = fi(T ). Simétricamente, τT (vi) = fi(T ) = mı́n{i − n(i) + 2,m(i) −
i+ 1}, si d̃(vn(i)−1) = 4 y d̃(vm(i)+1) = 1. Los siguientes casos, enumerados a

continuación, pueden probarse siguiendo la misma ĺınea de argumentación y

por lo tanto se omiten sus pruebas.

Si d̃(vn(i)−1) = 2 y d̃(vm(i)+1) = 4, entonces τT (vi) = i− n(i) + 2.

Si d̃(vn(i)−1) = 4 y d̃(vm(i)+1) = 2, entonces τT (vi) = m(i)− i+ 2.

Si d̃(vn(i)−1) = 4 y d̃(vm(i)+1) = 4, entonces τT (vi) = mı́n{i − n(i) +

2,m(i)− i}+ 2.
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Supongamos ahora que d̃(vn(i)−1) = d̃(vm(i)+1) = 2. Sea S un conjunto tal

que S percola a vi. Por un lado, si vj ∈ S para algún entero j tal que

n(i) ≤ j ≤ m(i), entonces τS(vi) ≤ |i−j| ≤ máx{i−n(i)+1,m(i)−i+1}. Por

otro lado, si S percola a vi y no contiene ningún vértice en {vn(i), . . . , vm(i)},
entonces, por la observación 3.1.7, alguno de vn(i)−1 o vm(i)+1 pertenece a

S. Además, si vn(i)−1 ∈ S (respectivamente vm(i)+1 ∈ S), entonces R(S) =

S \ {vn(i), . . . , vm(i)+1} (respectivamente R(S) = S \ {vn(i)−1, . . . , vm(i)}) tam-

bién percola a vi. Por lo tanto τS(vi) ≤ τR(S) = i − n(i) + 1 (respectiva-

mente τS(vi) ≤ τR(S) = m(i) − i + 1). En consecuencia, τS(vi) ≥ máx{i −
n(i) + 1,m(i) − i + 1} para cada conjunto S que percola a vi. Dado que

V (T )\{vn(i), . . . , vm(i)+1} y V (T )\{vn(i)−1, . . . , vm(i)} son conjuntos de cápsu-

la convexa de T , τT (vi) = máx{i− n(i) + 1,m(i)− i+ 1} = fi(T ).

Queda por considerar el caso d̃(vi) = 2. Si d̃(vi−1) ∈ {1, 2} y d̃(vi+1) ∈
{1, 2}, por la observación 3.1.7 y dado que L(T ) ⊆ S, τS(vi) = 1 para cada

conjunto S que percola a vi tal que vi /∈ S.

De ahora en adelante, estamos considerando un conjunto S que per-

cola a vi tal que L(T ) ⊆ S. Supongamos ahora que d̃(vi−1) /∈ {1, 2} y

d̃(vi+1) ∈ {1, 2}. Notamos que vi+1 ∈ S para cada conjunto S que perco-

la a vi tal que vi /∈ S por la observación 3.1.7. Si d̃(vi−1) = 4, entonces

τS(vi) ≤ 2 para cada conjunto S que percola a vi tal que vi /∈ S. Como

S ′ = V (T ) \ {vi+1, vi} percola a vi y τS′(vi) = 2, τT (vi) = 2. Simétricamente,

si d̃(vi+1) = 4 y d̃(vi−1) ∈ {1, 2}, entonces τT (vi) = fi(T ). Supongamos ahora

que d̃(vi−1) = 3 y d̃(vi+1) ∈ {1, 2}. Por lo tanto, si S es un conjunto cápsula

convexa y por lo tanto percola a vi y vi /∈ S, entonces vi+1 ∈ S (ver observa-

ción 3.1.7). Además, si L(T ) ⊆ S entonces S percola a vn(i)−1 ∈ S siempre que

d̃(vn(i)−1) /∈ {1, 2}. Por lo tanto, R(S) = S \ {vn(i)−1, . . . , vi+1} también per-

cola a vi cuando d̃(vn(i)−1) = 4, y de lo contrario R(S) = S \ {vn(i), . . . , vi+1}
también percola a vi. Aśı τS(vi) ≤ τR(S) = fi(T ) + 1 por cada S que percola

a vi. Además, dado que S ′ = V (T ) \ {vn(i)−1, . . . , vi} es un conjunto cápsula

convexa de T si d̃(vn(i)−1) = 4 y de lo contrario S ′ = V (T ) \ {vn(i), . . . , vi} es

un conjunto cápsula convexa de T , y τS′(vi) = fi(T )+1, se sigue que τT (vi) =

fi(T ) + 1. Por simetŕıa, si d̃(vi−1) ∈ {1, 2} y d̃(vi+1) /∈ {1, 2}, luego τT (vi) =

fi+1(T ) + 1. Siguiendo una ĺınea similar de argumentación se puede probar
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que si d̃(vi−1), d̃(vi+1) /∈ {1, 2}, entonces τT (vi) = máx{fi(T ), fi+1(T )}+ 1.

Dado que τ(T ) es el máximo τS(v) entre todos los vértices en T y S es

conjunto cápsula convexa de T , el resultado se deduce de lo anterior.

Terminamos la sección presentando un ejemplo para ilustrar el teorema

anterior. Consideramos el grafo caterpillar T de la figura 3.4. Observamos

que s(T ) = 143333221, `(T ) = 123333456, n(T ) = 123333789, m(T ) =

126666789 y, por lo tanto, f(T ) = 012345610. Solo tenemos dos posibles

conjuntos de percolación minimales, bajo inclusión, R y R′, el que incluye

todas las hojas más el primer vértice v de grado dos de izquierda a derecha,

y el que incluye todas las hojas más el último vértice w de grado dos de

izquierda a derecha. Por lo tanto, τR(T ) = 3 y τR′(T ) = 6 = F (T ).

Figura 3.4: Las etiquetas de cada vértice en ambos grafos representan τS,
donde S está formado por aquellos vértices con etiqueta igual a 0.

3.2.2. Grafos de intervalo unitario

En [8] se demostró que el tiempo de percolación se puede calcular en tiem-

po polinomial para grafos cordales. A continuación presentamos una fórmula

bastante simple para el tiempo de percolación cuando el grafo es de intervalo

unitario y por lo tanto cordal. Además, mostramos una conexión entre este

parámetro y el diámetro de un grafo de intervalo unitario relacionado con el

grafo de intervalo unitario considerado.

Sea (G,<) el orden lineal de los vértices de un grafo G tal que N [v] es

un intervalo en ese orden, para cada v ∈ V (G). Denotamos por vL y vR el

vértice mı́nimo y máximo bajo ese orden, respectivamente.
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Proposición 3.2.2. Sea G un grafo de intervalo unitario con un orden de

intervalo unitario (G,<). Si u < v, entonces cada camino mı́nimo u =

y1 . . . yr = v verifica que yi < yi+1 para cada entero i tal que 1 ≤ i ≤ r − 1.

Demostración. Consideremos un camino mı́nimo u = y1 . . . yr = v en G.

Dado que P es un camino mı́nimo, P resulta ser un camino inducido de G.

Supongamos, por el absurdo, que existe un entero j tal que yj < u y sea

i el mayor entero tal que yi < u. Como yi < u < yi+1, u es adyacente a

yi+1, lo que contradice que P es un camino inducido. Por lo tanto u < yi

por cada 1 < i ≤ r. Análogamente, se puede demostrar que yi < v para

todo 1 ≤ i < r. Ahora, supongamos por el absurdo que yj+1 < yj para algún

entero j tal que 1 < j < r. Como yj < yr = v, existe un entero ` tal que

j < j+1 ≤ ` < `+1 ≤ r tal que y` < yj < y`+1. Por lo tanto, yj es adyacente

a y`+1, lo que contradice que P es un camino inducido de G.

Proposición 3.2.3. Sea G un grafo de intervalo unitario conexo con un

orden de intervalo unitario (G,<). Si u < v < w, entonces d(u, v) ≤ d(u,w).

Demostración. Sea P = u = y1 · · · yr = w un camino mı́nimo. Por la pro-

posición 3.2.2, existe un entero j tal que 1 < j < r e yj ≤ v < yj+1. Si

yj = v, entonces d(u, v) = j − 1 < r − 1 = d(u,w). Supongamos ahora que

yj < v < yj+1 y, por lo tanto, v es adyacente a yj. Como u = y1 . . . yjv es un

camino, d(u, v) ≤ j ≤ r − 1 = d(u,w).

Denote por aR(v) (respectivamente aL(v) al vértice adyacente más a la

derecha (respectivamente más a la izquierda) de v.

Corolario 3.2.4. Sea G un grafo de intervalo unitario.

1. Si P : u = v1 · · · vk = w es un camino tal que vi+1 = aR(vi) por cada

1 ≤ i ≤ k−1, entonces d(u,w) = k−1; es decir, P es el camino mı́nimo

entre u y w.

2. Si P : u = v1 · · · vk = w es un camino tal que vi+1 = aL(vi) por cada

1 ≤ i ≤ k−1, entonces d(u,w) = k−1; es decir, P es el camino mı́nimo

entre u y w.

45



Demostración. Sea P ′: u = v′1 · · · v′s = w un camino mı́nimo; es decir, s−1 =

d(u,w). Claramente, v′2 ≤ aR(v1) = v2. Supongamos, por hipótesis inductiva,

que v′h ≤ vh para todo entero h tal que 1 < h < k ≤ s. Probaremos que

v′k ≤ vk. Supongamos, por el absurdo, que v′k > vk. Por hipótesis inductiva,

v′k−1 ≤ vk−1 < vk < v′k. Dado que v′k−1 es adyacente a v′k, vk−1 es adyacente

a v′k. Por lo tanto aR(vk−1) = vk < v′k ≤ aR(vk−1), contradicción. Esta

contradicción provino de suponer que v′k > vk. En consecuencia v′k ≤ vk. Ya

hemos probado por inducción que v′i ≤ vi por cada 1 ≤ i ≤ s lo que implica

que k ≤ s y por lo tanto, dado que P ′ es un camino mı́nimo que conecta u y

w, d(u,w) = k− 1, como queremos demostrar. Supongamos, por el absurdo,

que s < k y por lo tanto vs < w. Por lo tanto, v′s−1 ≤ vs−1 < v′s = w

lo que implica que vs−1 es adyacente a w. Entonces, vs = aR(vs−1) ≥ w,

contradiciendo que vs < w. Por lo tanto, k ≤ s. La segunda afirmación se

demuestra simétricamente.

Combinando la proposición 3.2.3 y el corolario 3.2.4, obtenemos el si-

guiente resultado.

Corolario 3.2.5. Si G es un grafo de intervalo unitario conexo, entonces

d = diam(G) = d(vL, vR). Además, PL: vL = v1aR(v1) . . . aR(vk−1) = vR y

PR: vR = v1aL(v1) . . . aL(vk−1) = vL son caminos de diámetro de G.

3.2.2.1. Tiempo de percolación de un grafo de intervalo unitario

Si G es un grafo de intervalo unitario, decimos que un subconjunto S ⊆
V (G) es un intervalo con respecto a ese orden si todos los vértices en S

aparecen consecutivamente. Observemos que las cliques en G son intervalos.

El siguiente resultado de Centeno y otros es una herramienta muy útil

para el resto de la sección.

Teorema 3.2.6 ([18]). Sea G un grafo cordal 2-conexo. Si u y v son dos

vértices que comparten al menos un vecino, entonces H = {u, v} es un con-

junto de P3-cápsula convexa de G.

Dado que todo conjunto de cápsula P3-convexa contiene al menos dos

vértices que comparten al menos un vecino, el teorema 3.2.6 juega un papel
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central en los resultados de esta sección.

Lema 3.2.7. Sea G un grafo de intervalo unitario 2-conexo. Si H = {u, v}
es un conjunto cápsula convexa de G tal que H 6= {vL, vR}, entonces τH(G) =

máx{τH(vL), τH(vR)}.

Demostración. A lo largo de la demostración consideraremos que los vértices

de G tienen un orden de intervalo unitario “<”. Suponemos que u < v.

Dividiremos la prueba en dos afirmaciones.

Afirmación 1: Si Ik[H] es un intervalo para algún entero no negativo k,

entonces Ik+1[H] es un intervalo.

Supongamos que Ik[H] = [a, b] para algún entero no negativo k. Por lo

tanto, A = Ik+1[H] \ Ik[H] =
⋃
C, donde la unión es tomada sobre todas las

cliques C de modo que |C ∩ [a, b]| ≥ 2; observamos que, dado que H es un

conjunto cápsula convexa, A 6= ∅ siempre que Ik[H] 6= V (G). Dado que A

es la unión de intervalos que tiene intersección no vaćıa con Ik[H] que es un

intervalo, se deduce que Ik+1[H] = A ∪ Ik[H] también es un intervalo.

Afirmación 2: I2[H] es un intervalo.

Primero, supongamos que uv /∈ E(G). Observamos que si x ∈ I1[H] \H,

entonces u < x < v, porque de lo contrario u seŕıa adyacente a v. Además,

H1 = I1[H] \H es una clique. Supongamos, por el absurdo, que existen dos

vértices no adyacentes x, y ∈ H1. Supongamos, sin pérdida de generalidad,

que x < y. Por tanto, dado que x < y < v y xv ∈ E(G), x es adyacente a

y, llegando a una contradicción. Dado que H1 es una clique, resulta ser un

intervalo [uL, uR] bajo el orden de intervalo unitario considerado. Si no hay

un vértice x tal que u < x < uL o uR < x < v, entonces I1[H] es un intervalo

y la afirmación sigue por la Afirmación 1. Supongamos ahora que este no

es el caso anterior, y que existe un vértice x /∈ I1[H] tal que u < x < uL.

Como u es adyacente a uL, x es adyacente a u y uL. Análogamente, si existe

un vértice x tal que uR < x < v, entonces x es adyacente a uR y v. Aśı

[u, v] ⊆ I2[H]. Además, si z < y < u y z ∈ I2[H], entonces y ∈ I2[H].

Porque z es adyacente a algún vértice x ∈ H1 y por lo tanto z también es

adyacente a u, lo que implica que y es adyacente a u y a x. Simétricamente,

si v < y < z y z ∈ I2[H], entonces y ∈ I2[H]. Por lo tanto, I2[H] es un
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intervalo.

Finalmente, supongamos que u es adyacente a v. Por lo tanto, x ∈ H1 si

y solo si R = {x, u, v} está contenido en una clique C en G. Por lo tanto,

I1[H] =
⋃
C donde la unión es tomada sobre todas las cliques que contienen a

H. Dado que todas esas cliques son intervalos, I1[H] resulta ser un intervalo,

lo que implica, según la Afirmación 2, que I2[H] también es un intervalo.

Por un lado, dado que H 6= {vL, vR}, si τH(G) = 1, entonces el resultado

se cumple. Por otro lado, si k ≥ 2, dado que Ik[H] es un intervalo para cada

k ≥ 2 debido a las afirmaciones 1 y 2, vL /∈ Ik[H] o vR /∈ Ik[H] por cada

1 ≤ k < τH(G). El resultado se sigue de estas observaciones.

Sea “<” un orden de intervalo unitario de un grafo de intervalo unitario

G. Usamos v ↓ y v ↑ para indicar el vértice inmediatamente anterior a v

y el vértice inmediatamente posterior a v, respectivamente. Denotamos por

Vk(H) el conjunto de vértices con tiempo de percolación k bajo el conjunto

cápsula convexa H. Denotamos L(I) y R(I) al vértice más a la izquierda y

al vértice más a la derecha del conjunto I ⊆ V (G) bajo el orden “<”.

Corolario 3.2.8. Si G es un grafo de intervalo unitario tal que |V (G)| ≥ 3,

con cada dos cliques maximales con intersección no vaćıa, tienen al menos dos

vértices comunes, entonces τ({vL, vL↑}) = τ({vR↓, vR}) = diam(G) = τ(G).

Demostración. Observamos que G es 2-conexo. De lo contrario, G tendŕıa

un vértice de corte v y, por lo tanto, dado que G es cordal, {v} = C ∩ C ′
donde C y C ′ son cliques maximales de G (ver [46]). Además, dos cliques

maximales con intersección no vaćıa tienen al menos dos vértices comunes

y |V (G)| ≥ 3, la única clique maximal que contiene a vL (respectivamente

a vR) contiene al menos tres vértices. Por lo tanto, por el Teorema 3.2.6,

{vL, ↑vL} (respectivamente {↓vR, vR}) es un conjunto cápsula convexa de G

.

Dado que G es un grafo 2-conexo, es fácil ver, aplicando el Teorema 3.2.6,

que τ(G) = 1 si y solo si G es un grafo completo. De ahora en adelan-

te, supondremos que τ(G) ≥ 2. Sea H un conjunto cápsula convexa de

G. Podemos suponer por Teorema 3.2.6 y Lema 3.2.7, sin pérdida de ge-

neralidad, que H = {u, v} para dos vértices u y v que tienen un vecino
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en común, y τ(G) = τH(G) = τH(vR). Supongamos, sin pérdida de ge-

neralidad, que u < v, y por lo tanto vL ≤ u y vL↑ ≤ v. Por lo tan-

to R(I1[{vL, vL↑}]) ≤ R(I1[H]). En consecuencia, se puede demostrar por

inducción que R(Ik[{vL, vL↑}]) ≤ R(Ik[H]) por cada 1 ≤ k ≤ τ(G). Aśı

τ(G) = τH(vR) ≤ τ{vL,vL↑}(vR). Por lo tanto τ(G) = τ({vL, vL↑}). Por si-

metŕıa, si τ(G) = τH(G) = τH(vL), entonces τ(G) = τ({vR↓, vR}).
Observemos que Qk = [aL(R(Ik[H]])), R(Ik[H])] es una clique maximal.

De lo contrario, existiŕıa una clique maximal Q = [x, y] que contiene a Qk

con R(Ik[H]) < y, ya que Qk contiene al menos dos vértices en Ik−1[H],

y ∈ Ik[H]. Dado que no hay dos cliques maximales con intersección no vaćıa

que tengan como máximo un vértice en común, aR(R[Ik[H]]) = R[Ik+1[H]].

De lo contrario, existiŕıa un vértice x adyacente a R(Ik[H]) y no adyacen-

te a R(Ik[H])↓ y por lo tanto la clique maximal [R[Ik[H]], aR(R(Ik[H]))]

seŕıa una clique maximal que tiene exactamente un vértice en común con

la clique maximal [aL(R(Ik[H]])), R(Ik[H])], que es precisamente el vértice

R(Ik[H]). Por el corolario 3.2.5, el camino vLR(I1[H]) . . . R(Iτ(G)[H])vR es

un camino de diámetro. Por simetŕıa, si H ′ = {vR↓, vR}, entonces el ca-

mino vRL(I1[H ′]) . . . L(Iτ(G)[H ′])vL también es un camino de diámetro. Fi-

nalmente, por el lema 3.2.7 y la discusión anterior, concluimos que τ(G) =

diam(G) = τ({vL, vL↑}) = τ({vR↓, vR}).

Leyendo detenidamente la primera parte de la demostración del corolario

3.2.8 podemos derivar la siguiente observación, donde se descarta la hipótesis

de que cada par de cliques maximales que se intersecan comparten al menos

dos vértices.

Observación 3.2.9. Si G es un grafo de intervalo unitario 2-conexo tal que

|V (G)| ≥ 3, entonces τ(G) = τ({vL, vL↑}) o τ(G) = τG({vR↓, vR}).

Teorema 3.2.10. Si G es un grafo de intervalo unitario 2-conexo tal que

|V (G)| ≥ 3, entonces existe un grafo de intervalo unitario 2-conexo G∗ tal que

cada intersección no vaćıas de dos cliques maximales tiene al menos dos vérti-

ces comunes y τ(G) = τ(G∗) = diam(G∗). Además, τ(G) = τ({vL, vL↑}) =

τG({vR↓, vR}).
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Demostración. Dado que G es 2-conexo y no contiene ningún ciclo inducido

con al menos cuatro vértices, cada clique máxima de G tiene al menos tres

vértices. En efecto, si C = [a, b] es una clique con dos vértices, entonces ab

es un puente de G, es decir, una arista cuya eliminación desconecta el grafo,

y por lo tanto, ya que |V (G)| ≥ 3, a o b es un vértice de corte, lo que con-

tradice que G es 2-conexo. Por tanto, ab es una arista de un grafo completo

con tres vértices. Sea v1, v2, . . . , vn un orden de intervalo unitario para V (G).

Recuerde que una clique maximal de G es un intervalo máximo de vértices

adyacentes de a pares. Además, dos vértices son adyacentes si y solo si per-

tenecen a al menos uno de estos intervalos máximos de vértices adyacentes

de a pares. En otras palabras, estos intervalos definen las adyacencias de G,

una vez establecido el orden de intervalo unitario de |V (G)|. Vamos a definir

los intervalos máximos de un grafo G∗ obtenido a partir de G añadiendo ade-

cuadamente algunos vértices sin modificar el orden relativo de esos vértices

en V (G). Ver ejemplo en la figura 3.5.

Primero, ponemos wi = vi para cada 1 ≤ i ≤ n. Recorreremos los vértices

de G desde w1 hasta wn. Establecemos G = G1; y cada vez que encontremos

un vértice wh tal que {wh} = C ∩ C ′, donde C y C ′ son cliques maximales

de Gi, aplicamos la siguiente transformación; llamaremos a tales vértices,

vértices singulares. Agregamos un vértice wn+k al final, donde k−1 representa

el número de vértices singulares previamente agregados, uno para cada grafo

Gj por cada 1 ≤ j ≤ i − 1 , y reemplazamos cada clique C = [a, b] por

C ′ = [a, b] si b ≤ wh, por C ′ = [a, b↑] si a < wh < b, por C ′ = [a↑, b↑] si

a ≥ wh. Observamos que si b = wn+k−1, entonces b↑ = wn+k. Las nuevas

cliques definen un grafo de intervalo unitario G∗ con el conjunto de vértices

{v1 . . . , vn+m}, donde m es el número de vértices singulares de G. Observamos

que el número máximo de cliques de G y G∗ coinciden. Si C1, . . . , Cr denotan

el conjunto de cliques maximales de G, denotamos por C∗1 , . . . , C
∗
r las cliques

maximales obtenidas por la transformación de G en G∗, donde C∗i es la

clique correspondiente a Ci para cada 1 ≤ i ≤ k, bajo la transformación

descrita anteriormente. Además, el orden relativo de los extremos izquierdos

(respectivamente extremos derechos) de las cliques maximales de G no se

modifica al transformar G en G∗, y C∗i ∩ C∗j 6= ∅ si y solo si |Ci ∩ Cj| ≥ 2.
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Es fácil probar que dos cliques con interseción no vaćıas en G∗ tienen al

menos dos vértices en común. Además, G∗ es 2-conexo. Dado que cada par

de cliques que se intersecan tiene al menos dos vértices en común, basta con

probar que G∗ es conexo. Vamos a proceder a demostrarlo por inducción. Re-

cordemos que, si G∗ tiene un vértice de corte v, dado que G∗ es cordal [46],

entonces {v} = C ∩C ′ donde C y C ′ son cliques maximales de G∗. Suponga-

mos, por el absurdo, que G∗ es disconexo. Por tanto, existe un entero positivo

i tal que 1 < i < n+m en G∗, tal que cada vértice v de G∗ tal que v ≤ wi no

es adyacente a cada vértice w de G∗ tal que wi+1 ≤ w. Por lo tanto, existe

un ı́ndice j tal que la clique maximal [wi+1, aR(wi+1)] de Gj+1 proviene de la

clique maximal [wi, aR(wi)] y por lo tanto wi+1 = wi↑, aR(wi+1) = aR(wi)↑
y wi es un vértice singular de Gj. Dado que Gj es 2-conexo, por hipótesis

inductiva, y por lo tanto wi no es un vértice de corte de Gj, existe una clique

maximal [x, y] en Gj tal que aL(wj) < x < wj y wj < y < aR(wj). Por

construcción, x < wj en Gj+1, wj+1 < y↑ en Gj+1, y x es adyacente a y↑ en

Gj+1, contradicción. Por lo tanto, Gj+1 es conexo.

Queda por probar que τ(G∗) = τ(G). Consideramos C1, . . . , Cs y C∗1 , . . . , C
∗
s

las cliques maximales de G y G∗ respectivamente ordenadas por sus ex-

tremos izquierdos. Dado que G y G∗ son 2-conexos, basta con probar que

τG∗({w1, w2}) = τG({v1, v2}) = τG({vn−1, vn}) = τG∗(wn+m−1, wm) (ver el co-

rolario 3.2.8 y la observación 3.2.9). Para probarlo, tenemos que notar que

Ik[{v1, v2}] = I[[v1, vk−1]] = [v1, vk] y Ik[{w1, w2}] = I[[w,wk−1]] = [w1, wk] ,

donde vk = aR(vk−1↓) y wk = aR(wk) = aR(wk−1), y además existe un entero

i tal que 1 < i ≤ s y si C y C∗ son las cliques maximales de G y G∗ res-

pectivamente, que contienen aR(vk−1↓) y aR(wk) como su extremo izquierdo,

entonces C = Ci y C∗ = C∗i . Por lo tanto, τG∗({w1, w2}) = τG({v1, v2}).
Recordemos que el orden relativo de los extremos derechos e izquierdos

de las cliques maximales correspondientes de G∗ no sufrió ninguna modi-

ficación respecto a las cliques maximales de G. Por lo tanto, por simetŕıa,

τG({vn−1, vn}) = τG∗({wn+m−1, wn+m}).
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Figura 3.5: Solo dibujamos los vértices de los dos grafos de intervalos unita-
rios, siendo dos vértices adyacentes si y solo si pertenecen a la misma elipse.
Las elipses representan las cliques máximas del grafo G a la izquierda y su
grafo correspondiente G∗ a la derecha. Los números indican el tiempo de per-
colación de cada vértice dado el conjunto cápsula convexa de esos vértices
etiquetados con 0.

Teorema 3.2.11. Sea G un grafo de intervalo unitario. Si G es 2-conexo,

entonces τ(G) = k donde k es la longitud del camino P = w0 . . . wk definida

como: w0 = vL, w1 = aR(w0) y wi = aR(vw−1)↓, por cada 2 ≤ i ≤ k.

Demostración. Observe que si cada dos cliques de intersección no vaćıa tienen

al menos dos vértices comunes, entonces wi = vi para cada 0 ≤ i ≤ k, donde

v0 = w0 y vi = aR(vi−1) por cada 1 ≤ i ≤ k. Por lo tanto diam(G) = τ(G).

En caso contrario, por el Teorema 3.2.10, k = diam(G∗) = τ(G∗) = τ(G).

Ahora tenemos que considerar el caso en el que G tiene al menos un

vértice de corte.

Proposición 3.2.12. Sea G un grafo conexo. Si C1, . . . , Cr son las compo-

nentes 2-conexas de G, entonces τ(G) ≤∑r
i=1 τ(Ci).

Demostración. Sea S un conjunto cápsula convexa de G. Denotamos por si

el mı́nimo h > 0 tal que V (Ci) ∩ Vh[S] es un conjunto cápsula convexa de

Ci; y denotamos por ti el mı́nimo h tal que V (Ci) ⊆ Ih[S]. Observamos que

para cada 1 ≤ i ≤ r, si v ∈ Ci, tS(v) > 0 y no es un vértice de corte de G,

entonces v es adyacente al menos a dos vértices en V (Ci). Por lo tanto

τ(G) ≤
r∑
i=1

(ti − si + 1) ≤
r∑
i=1

τ(Ci).

Teorema 3.2.13. Si G es un grafo de intervalo unitario conexo sin vértices

de corte de grado 2 y sin vértices de grado 1, entonces τ(G) =
∑r

i=1 diam(C∗i ).

Además, τ(G) = τ(vL) = τ(vR).
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Demostración. Como G no tiene vértices de grado 1, gr(v1) ≥ 2 y gr(vn) ≥
2. Cada componente 2-conexa es un intervalo de vértices consecutivos en

el orden de intervalo unitario v1, . . . , vn de G, donde ambos extremos son

vértices de corte excepto v1 y vn; es decir, V (Ci) = [vmi−1
, vmi

] por cada

1 ≤ i ≤ r, donde mi =
∑i

j=1 |V (Cj)| − i + 1 (m0 = 1). Como G no tiene

vértices de corte de grado 2, es fácil ver, usando el teorema 3.2.10, que S =

{v1, v2, vm1+1, · · · , vmr−1+1} (respectivamente {vn, vn−1, vmr−1−1, . . . , vm1−1})
es un conjunto cápsula convexa, y τG(S) =

∑r
i=1 τ(Ci) = τ(vn) (respectiva-

mente τG(S) =
∑r

i=1 τ(Ci) = τ(v1)). Por tanto, por la proposición 3.2.12,

τ(G) =
∑r

i=1 diam(C∗i ) = τ(vL) = τ(vR).

Sea G un grafo de intervalo unitario conexo cuyas componentes 2-conexas

son G1, . . . , Gr y x ≤ y para cada x ∈ V (Gi) e y ∈ V (Gj) tal que 1 ≤ i <

j ≤ r. Definimos G∗ como los grafos de intervalo unitario cuyas componentes

2-conexas son G∗1, . . . , G
∗
r y x ≤ y para cada x ∈ V (G∗i ) e y ∈ V (G∗j) tales que

1 ≤ i < j ≤ r. Observamos que en ambos casos la igualdad se cumple cuando

x = y es un vértice de corte. Además, si G no tiene vértices de grado 1 y

no tiene vértices de corte de grado 2, por el teorema 3.2.13, τ(G) = τ(G∗) =∑r
i=1 diam(G∗i ).

Sea G un grafo de intervalo unitario conexo con al menos tres vértices

que tienen un orden de intervalo unitario de sus vértices v1, . . . , vn. Si u es

un vértice de grado 1, dado que G es conexo, u = v1 o u = vn. Además, si

u es un vértice de corte de grado 2 cuyos únicos vecinos son v y w, entonces

v no es adyacente a w y v < u < w o w < u < v. Llamaremos subgrafo

especial a un subgrafo inducido por esos vértices en un intervalo maximal

[a, b] tal que 2 < gr(v) por cada vértice de corte v de G tal que a < v < b y

también se cumple una de las siguientes afirmaciones: (i) a (respectivamente

b) pertenece a {v1, vn} o (ii) a (respectivamente b) es un vértice de corte de

grado 2 de G. A tal intervalo [a, b] lo llamaremos intervalo especial.

Si H es un subgrafo especial de G inducido por [a, b] definimos t(H) como

sigue:

t(H) = 1, si |V (H)| = 2.

t(H) = τ(H∗), si v1 = a, vn = b, 2 ≤ gr(v1) y 2 ≤ gr(vn).
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t(H) = τ((H − a)∗) + 1, si [(v1 = a y gr(v1) = 1) o v1 < a], vn = b, y

2 ≤ gr(vn).

t(H) = τ((H − b)∗) + 1, si v1 = a, 2 ≤ gr(v1) y [(gr(vn) = 1 y vn = b)

o b < vn].

t(H) = τ((H − {a, b})∗) + 1, si v1 = a, vn = b, gr(v1) = gr(vn) = 1.

t(H) = τ((H−{a, b})∗)+2 si (v1 < a, vn = b, y gr(vn) = 1), o (v1 = a,

b < vn, y gr(v1) = 1), o (v1 < a y b < vn).

Definimos ε(G) como el máximo t(H) entre todos los subgrafos especiales

H de G. Note que si G es un camino de n vértices con n ≥ 3 entonces

ε(G) = 1. En la figura 3.6 se puede ver un ejemplo de un grafo de intervalo

unitario G con dos subgrafos especiales y ε(G) = 6.

C3C1 C2

0 01 22 3 33 4

C4

5 0 016

C5 C6 C7 C8

Figura 3.6: En este ejemplo, el grafo de intervalo unitarioG contiene dos inter-
valos especiales cuyos extremos son vértices grises, considerando los vértices
ordenados de izquierda a derecha. Para las aristas de G seguimos la conven-
ción de la figura 3.5. Además, τ(G) = 6.

Teorema 3.2.14. Si G es un grafo de intervalo unitario conexo tal que

|V (G)| ≥ 3, entonces τ(G) = ε(G).

Demostración. Supongamos primero que G no tiene un vértice de corte de

grado 2. Si G no tiene un vértice de grado 1, el resultado sigue el teorema

3.2.13. Supongamos ahora que G tiene al menos un vértice de grado 1. Dicho

vértice podŕıa ser v1 o vn. Supongamos que gr(v1) = 1 y gr(vn) ≥ 2. Por lo

tanto, v1 ∈ S para cada conjunto cápsula convexa S de G. Dado que G\{v1}
es un grafo de intervalo unitario 2-conexo y no tiene un vértice de corte de

grado 2 ni un vértice de grado 1, si S \ {v1} es un conjunto cápsula convexa

de G \ {v1}, entonces τS(G) = τS\{v1}(G \ {v1}) ≤ τ((G \ {v1})∗) < t(G).
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Supongamos que S \ {v1} no es un conjunto cápsula convexa de G \ {v1}.
Aśı existe un vértice u ∈ V (G \ {v1}) tal que v1 y u tienen un vecino común

en G, este vértice sólo puede ser v2; es decir, u = v2, lo que implica que

{v2, v3} ⊆ I1P3
[S]. En consecuencia, por el teorema 3.2.13, τS(G) ≤ τ((G \

{v1})∗) + 1 = t(G). Como S = {v1, v3} es un conjunto cápsula convexa e

I1P3
[S] \ {v1} = {v2, v3}, se sigue que τS(G) = τ((G \ {v1})∗) + 1. Por lo

tanto, τ(G) = t(G). Simétricamente, si gr(v1) ≥ 2 y gr(vn) = 1, entonces

τ(G) = t(G). Siguiendo la misma ĺınea de argumentación, se puede probar

que el resultado también se cumple si gr(v1) = gr(vn) = 1. Por eso se omiten

los detalles.

Supongamos ahora que G tiene al menos un vértice de corte v de grado 2 y

sea [a, b] un intervalo especial tal que |[a, b]| ≥ 3 y H = G[[a, b]]. Supongamos

que a o b es un vértice de corte de grado 2 enG, digamos a. Utilizando técnicas

similares a las del párrafo anterior, se puede demostrar que:

τ(H \{a}) = máx{τG(a↑), τG(b)} = máx{τ((H \{a})∗), τ((H \{a})∗)+

1} = τ((H \ {a})∗) + 1, si gr(b) ≥ 2,

τ(H \{a, b}) = máx{τG(a↑), τG(b↓)} = máx{τ((H \{a, b})∗)+1, τ((H \
{a, b})∗) + 1} = τ((H \ {a, b})∗) + 1, si gr(b) = 1 o b es un vértice de

corte de grado 2.

Análogamente, si b es un vértice de corte de grado 2, entonces se cumplen

las dos siguientes condiciones.

τ(H \ {b}) = máx{τG(a), τG(b↓)} = máx{τ((H \ {b})∗) + 1, τ((H \
{b})∗)} = τ((H \ {b})∗) + 1, si gr(a) ≥ 2,

τ(H \{a, b}) = máx{τG(a↑), τG(b↓)} = máx{τ((H \{a, b})∗)+1, τ((H \
{a, b})∗) + 1} = τ((H \ {a, b})∗) + 1, si gr(a) = 1 o a es un vértice de

corte de grado 2.

El resultado se sigue combinando estos hechos con lo siguiente: si v es un

vértice de corte de G tal que gr(v) = 2 entonces τ(v) = máx{τ(v↓), τ(v↑)}.
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3.3. Una clase especial de grafos

Un grafo G satisface la propiedad P si I2P3
[S] = IP3 [S] para todo conjunto

S ⊂ V (G). Es fácil ver que esta propiedad es hereditaria y todo grafo G

perteneciente a esta clase satisface τ(G) ≤ 1. El siguiente resultado caracte-

riza, mediante subgrafos inducidos prohibidos minimales, aquellos grafos que

satisfacen la propiedad P .

Teorema 3.3.1. Sea G un grafo. Entonces, G satisface la propiedad P si y

solo si no contiene como subgrafo inducido ningún grafo representado en la

figura 3.7.

G1 G2 G3

G4 G5

Figura 3.7: G1 es el diamante, G2 es la pata, G3 es la silla, y G4 es K2,3.

Demostración. Es fácil comprobar que Gi no satisface la propiedad P para

cada 1 ≤ i ≤ 5.

Por el contrario, si G no satisface la propiedad P , entonces G contiene,

como subgrafo inducido, uno de los grafos representados en la figura 3.7. Sea

S un subconjunto de vértices de G tal que IP3 [S] esté totalmente contenido

en I2P3
[S]. Por lo tanto existen dos vértices u y v tales que u ∈ IP3 [S] \ S y

v ∈ I2P3
[S] \ IP3 [S]. Dividiremos la prueba en dos casos.

Caso 1: N(v) ∩ S 6= ∅.
Supongamos primero que existe z ∈ N(v)∩N(u)∩S. Dado que u ∈ IP3 [S],

existe un vértice w distinto de z que es adyacente a u y no es adyacente a v,
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porque de lo contrario v ∈ IP3 [S]. Si w es adyacente a z, entonces {z, u, v, w}
induce G1 (si v es adyacente a u) o {z, u, v, w} induce G2 (si v no es adyacente

a u). Por lo tanto, w no es adyacente a z. Además, u no es adyacente a v,

porque de lo contrario {u, v, w, z} induce a G2. Como v ∈ I2P3
[S], existe un

vértice x ∈ I1P3
[S] \ {u} que es adyacente a v. Si x es adyacente a z, entonces

{u, v, x, z} induce G1 (si x es adyacente a u) o induce G2 (si x no es adyacente

a u). Por lo tanto, x no es adyacente a z. Por un lado, si x es adyacente a u

y a w, entonces {u, v, w, x} induce G1. Por otro lado, si x es adyacente a u

y no es adyacente a w, entonces {u, v, w, x, z} induce G5. Por tanto, x no es

adyacente a u. Dado que x ∈ IP3 [S] \S, existe un vértice s1 ∈ S \ {w, z} que

es adyacente a x. Si x es adyacente a w y w no es adyacente a s1, entonces

{v, w, x, s1, z} induce G3. Además, si x es adyacente a w y w es adyacente

a s1, entonces {v, s1, w, x} induce G2. Por lo tanto, x no es adyacente a w.

Observemos también que s1 no es adyacente a z. Si s1 es adyacente a z y a

u, entonces {s1, u, x, z} induce G2. Si s1 es adyacente a z y no adyacente a u,

entonces {s1, u, v, x, z} induce G5. Por lo tanto, s1 no es adyacente a z. Dado

que x no es adyacente a z y a w, existe un vértice s ∈ S \ {s1, w, z} que es

adyacente a x. Por simetŕıa, s2 no es adyacente a v y a z. Si s1 es adyacente

a s2, entonces {s1, s2, v, x} induce G2. Por lo tanto, si s1 no es adyacente a

s2, entonces {s1, s2, x, v, z} induce G3, contradicción.

Supongamos ahora queN(v)∩N(u)∩S = ∅ y por lo tanto existe un vértice

z ∈ S adyacente a v pero no adyacente a u, y existen dos vértices w1, w2 ∈ S
adyacentes a u y no adyacentes a v. Supongamos, por el absurdo, que u es

adyacente a v. Por lo tanto, w1 no es adyacente a w2, porque de lo contrario

{u, v, w1, w2} induce G2. Por un lado, si z es adyacente a w1 y a w2, entonces

{u, v, w1, w2, z} induce G4. Por otro lado, si z es adyacente exactamente a uno

de los vérticess w1 o w2, entonces {u, v, w1, w2, z} induce G5. Por lo tanto, z

no es adyacente a w1 ni a w2. Aśı {u, v, w1, w2, z} induce G3, contradicción.

Por lo tanto, u no es adyacente a v lo que implica que existe un vértice

x ∈ I1P3
[S] \ S adyacente a v. Podemos suponer, por lo dicho en el párrafo

anterior, que x no es adyacente a z, de lo contrario N(v)∩N(x)∩S 6= ∅. En

consecuencia, existen dos vértices a y b en S\{z} adyacentes a x. Dado que G

no tiene a G2 como subgrafo inducido, a no es adyacente a b. Además, como
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G no tiene a G4 ni a G5 como subgrafo inducido, a y b no son adyacentes a

z. Por lo tanto, {a, b, x, v, z} induce G3.

Caso 2: N(v) ∩ S = ∅. Existen dos vértices u1, u2 ∈ IP3 [S] \ S que son

adyacentes a v. Además, existen dos vértices x1, x2 ∈ S que son adyacentes a

u1. Si x1 es adyacente a x2, entonces {u1, v, x1, x2} induce G2. Por lo tanto,

x1 no es adyacente a x2. Por un lado, si x1 es adyacente a u2 y u1 es adyacente

a u2 entonces {u1, v, u1, u2} induce G1. Por otro lado, si x1 es adyacente a u2

y u1 no es adyacente a u2 entonces {u1, v, u1, u2} induce G2. Por lo tanto, x1

no es adyacente a u2. Por simetŕıa, x2 no es adyacente a u2. En consecuencia,

u1 no es adyacente a u2, porque de lo contrario {u1, u2, v, x} induce a G2 y,

por lo tanto, u1 no es adyacente a u2. Por lo tanto, {u1, u2, v, x1, x2} induce

G3.

Ya hemos probado que en todos los casos posibles el grafo G que no satis-

face la propiedad P contiene uno de los grafos representados en la Figura 3.7

como un subgrafo inducido.

Corolario 3.3.2. Sea G un grafo. Si G satisface la propiedad P , entonces

gP3(G) = hP3(G).

El corolario 3.3.2 muestra que el Teorema 3.3.1 es una caracterización

de una subclase de esos grafos G tal que h(H) = g(H) para cada subgrafo

inducido de G, caracterizado en[19].
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Caṕıtulo 4

Fórmulas para calcular

parámetros en grafos de

Hamming

En este caṕıtulo trabajaremos solamente con grafos de Hamming,

Hn(r1, . . . , rn) = Kr1�Kr2� · · ·�Krn , con n > 1 y ri ≥ 1 para 1 ≤ i ≤ n.

Si ri = 1 para algún 1 ≤ i ≤ n, es decir, V (Kri) = {x}, notamos

Hn(r1, . . . , rn) = Kr1� · · ·�Kri−1
�x�Kri+1

� · · ·�Krn .

Cuando el contexto sea claro escribiremos Hn en vez de Hn(r1, . . . , rn).

4.1. P3-convexidad

En esta sección vamos a presentar una fórmula para calcular el número

de Carathéodory en grafos de hamming bajo la P3-convexidad, cuando el

contexto sea claro vamos a omitir el prefijo P3 dado que esta sección está

dedicada a dicha convexidad.

El siguiente resultado de Barbarosa recopila varias propiedades elementa-

les de los conjuntos Carathéodory que vamos a utilizar en nuestros resultados.

Proposición 4.1.1. [7, Proposición 2.1]. Sea G un grafo y sea S un conjunto

de Carathéodory de G.
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1. Si G tiene al menos 2 vértices y es completo, un camino o un ciclo,

entonces c(G) = 2.

2. Si S tiene al menos 2 vértices, entonces todo vértice u en S se encuentra

en un camino de 3 vértices, uvw, tal que {v, w} ⊆ V (G)\HG(S \{u}).

3. Ningún subconjunto propio S ′ de S satisface HG(S ′) = V (G).

4. La cápsula convexa de S, HG(S), induce un subgrafo conexo de G.

Los siguientes dos resultados de Brešar y Valencia-Pabon son sobre con-

juntos P3-convexos en grafos de Hamming que nos dan una idea de cómo se

puede construir la cápsula P3-convexa en grafos de Hamming. Estas son otras

propiedades que también usaremos en nuestros resultados y constituyen una

herramienta central para probar el principal resultado de este caṕıtulo.

Sea Hn un grafo de Hamming. El primer resultado nos muestra una idea

de cómo se forma el conjunto cápsula convexa entre un conjunto P3-convexo

S ⊂ V (Hn) y un vértice {x}, es decir, H(S ∪ {x}), dependiendo de la dis-

tancia del vértice al conjunto S y la dimensión de H[S].

Lema 4.1.2. [11, Lema 3]. Sea Hn = Kr1�Kr2� · · ·�Krn un grafo de Ham-

ming, con n > 1 y ri > 1 para 1 ≤ i ≤ n, y S ⊂ V (Hn) un conjunto

P3-convexo de Hn tal que el subgrafo H[S] es isomorfo a un grafo de Ham-

ming de dimensión k.

Si x ∈ V (Hn) tal que dHn(x, S) = 1, entonces H(S ∪ {x}) induce un

subgrafo Hamming de dimensión k + 1.

Si x ∈ V (Hn) tal que dHn(x, S) = 2, entonces H(S ∪ {x}) induce un

subgrafo Hamming de dimensión k + 2.

Si x ∈ V (Hn) tal que dHn(x, S) > 2, entonces H(S ∪ {x}) es la unión

disjunta de H[S] y {x}.
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El segundo resultado nos muestra una idea de cómo se forma la cápsula

convexa de dos conjuntos P3-convexos, H1 ⊂ V (Hn) y H2 ⊂ V (Hn), es

decir, H(V (H1) ∪ V (H2)), dependiendo de la distancia entre H1 y H2 y la

dimensión de H1 y H2.

Lema 4.1.3. [11, Lema 4]. Sea Hn = Kr1�Kr2� · · ·�Krn un grafo de Ham-

ming, con n > 1 y ri > 1 para 1 ≤ i ≤ n, y sean H1 y H2 dos subgrafos

Hamming de Hn con dimensión k y k′, respectivamente.

Si dHn(V (H1), V (H2)) = 1, entonces H(V (H1) ∪ V (H2)) induce un

subgrafo Hamming de dimensión a lo sumo k + k′ + 1.

Si dHn(V (H1), V (H2)) = 2, entonces H(V (H1) ∪ V (H2)) induce un

subgrafo Hamming de dimensión a lo sumo k + k′ + 2.

Si dHn(V (H1), V (H2)) > 2, entonces H(V (H1) ∪ V (H2)) es la unión

disjunta de V (H1) y V (H2).

La siguiente observación nos da una cota inferior para el número de Ca-

rathéodory de un grafo de Hamming de dimensión n. En el caso de n ∈
{1, 2, 3} nos da el número de Carathéodory exacto.

Observación 4.1.4. Sea G = Hn(r1, . . . , rn) = Kr1�Kr2� · · ·�Krn un gra-

fo de Hamming de dimensión n, con n ≥ 1 y ri > 1 para todo 1 ≤ i ≤ n.

1. c(H1(r1)) = c(H2(r1, r2)) = 2 y c(H3(r1, r2, r3)) = 3.

2. c(Hn(r1, . . . , rn)) ≥ n, para todo n ≥ 4.

Demostración. 1. Como G = H1(r1) es un completo con al menos 2 vérti-

ces, entonces c(H1(r1)) = 2, ver la proposición 4.1.1.

Usaremos en reiteradas ocasiones el lema 4.1.2 pero no lo citaremos.

Caso 1:

Vamos a probar el resultado para n = 2.

Supongamos que G = H2(r1, r2) = Kr1�Kr2 , con ri > 1. Sea S =

{(1, 0), (0, 1)}, S es un conjunto de Carathéodory de G porque ∂H(S) =
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V (G) \ {(1, 0), (0, 1)} 6= ∅, luego c(G) ≥ 2. Supongamos por el ab-

surdo que c(G) ≥ 3. Sea S un conjunto de Carathéodory de G tal

que |S| ≥ 3. Afirmamos que S es una cápsula convexa de G. Pues,

si no lo fuera, tendŕıa un conjunto de Carathéodory de cardinal 3 de

un grafo completo Kr1 y eso seŕıa absurdo, ya que sabemos por la

proposición 4.1.1 que c(H1) = 2. En efecto, si S no es un conjunto

de cápsula convexa de G, nos queda que G[H(S)] = Kr1�b ∼= Kr1 o

G[H(S)] = a�Kr2
∼= Kr2 , es decir, el subgrafo Hamming inducido por

la cápsula convexa de S tiene dimensión 1. Sin pérdida de generalidad,

suponemos que G[H(S)] = Kr1�b ∼= Kr1 , y sabemos que c(Kr1) = 2,

absurdo. Entonces S es un conjunto de cápsula convexa de G.

Sea {x1, x2, x3} ⊆ S. Supongamos que G[H(S\{x1})] = Kr1�b, porque

no es posible que G[H(S\{x1})] sea un grafo con un único vértice (a, b).

Si x1 = (a, b) entonces G[H(S \ {x1})] = G[H(S)] ( Kr1�Kr2 pero

S es un conjunto cápsula convexa, luego x1 = (a, c) con b 6= c. Como

G[H(S\{x1})] = Kr1�b, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,

que x2 = (a′, b), x3 = (a′′, b) con a 6= a′ o a 6= a′′. Suponemos que

a 6= a′, luego d(x1, x2) = d((a, c), (a′, b)) = 2 y por el lema 4.1.2,

G[H({x1, x2})] = G, contradicción. Entonces c(G) = 2.

Caso 2:

Vamos a probar el resultado cuando n = 3.

Supongamos que G = H3(r1, r2, r3) = Kr1�Kr2�Kr3 y

S = {(0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)} es un conjunto de Carathéodory de G,

porque ∂H(S) = H(S)\⋃u∈SH(S\{u}) = V (G)\(H((1, 0, 1), (1, 1, 0))∪
H((0, 1, 1), (1, 1, 0))∪H((0, 1, 1), (1, 0, 1))) = V (G)\ (V (1�Kr2�Kr3)∪
V (Kr1�1�Kr3)∪V (Kr1�Kr2�1)), luego tenemos que (0, 0, 0) ∈ ∂H(S)

con lo cual c(G) ≥ 3. Supongamos por el absurdo que c(G) ≥ 4. Sea S

un conjunto de Carathéodory de G tal que |S| ≥ 4, sabemos que S es

un conjunto cápsula convexa de G. Sea S = {x1, x2, x3, x4, · · · , xk}.
SiG[H(S\{xj})] = Kr1�b�c. Sea S ′ = {x1, x2} ⊆ S tal queG[H(S ′)] =

Kr1�b�c, y sea x3 ∈ S tal que 1 ≤ d(x3, S
′) ≤ 2. Luego, si d(x3, S

′) =

1, por el lema 4.1.2, tenemos que G[H(S ′ ∪ {x3})] = Kr1�Kr2�c ∼=
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Kr1�Kr2 , es decir, S ′ ∪ {x3} es un conjunto de cápsula convexa de

Kr1�Kr2 , contradicción. Si d(x3, S
′) = 2, por el lema 4.1.2, tenemos

que G[H(S ′ ∪ {x3})] = Kr1�Kr2�Kr3 = G, es decir, S ′ ∪ {x3} es un

conjunto de cápsula convexa de G, luego S no es un conjunto de Ca-

rathéodory, contradicción. Entonces c(G) = 3.

2. Si n ≥ 4. Sea G = Hn(r1, . . . , rn) y S = {v1, v2, · · · , vn} con (vi)j = 0

si j = i y (vi)j = 1 si j 6= i. Es claro que S es un conjunto cápsula

convexa de G, es decir, G[H(S)] = G. Vamos a ver como está formada

la ∂H(S) = H(S) \ ⋃u∈SH(S \ {u}) y con eso concluir que S es un

conjunto de Carathéodory de G.

G[H(S \ {v1})] = 1�Kr2� · · ·�Krn ,

G[H(S \ {vi})] = Kr1�Kr2� · · ·�Kri−1
�1�Kri+1

� · · ·�Krn si

2 ≤ i ≤ n− 1,

G[H(S \ {vn})] = Kr1�Kr2� · · ·�Krn−1�1.

Entonces, v = (0, 0, · · · , 0) ∈ ∂H(S), con lo cual S es un conjunto de

Carathéodory de G y c(G) ≥ n.

El siguiente resultado nos da un cota inferior para la dimensión de un

conjunto cápsula convexa de un conjunto máximo de Carathéodory.

Lema 4.1.5. Sea G = Hn(r1, . . . , rn) = Kr1�Kr2� · · ·�Krn un grafo de

Hamming de dimensión n, con n > 1 y ri > 1 para cada 1 ≤ i ≤ n. Si S es

un conjunto de Carathéodory máximo de G, entonces dim(G[H(S)]) ≥ n− 1

para todo n ≥ 4.

Demostración. Si S es un conjunto de Carathéodory máximo de G, entonces

H = G[H(S)] es un subgrafo conexo de G, por proposición 4.1.1.

Supongamos por el absurdo que dim(G[H(S)]) ≤ n − 2, sin pérdida de

generalidad, podemos asumir que H = Kr1�Kr2� · · ·�Krh�0� · · ·�0 con

h ≤ n− 2.
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Sea u = (d1, · · · , dh, 0, · · · , 0) ∈ ∂H(S) = H(S) \ ⋃v∈SH(S \ {v}), con

0 ≤ di ≤ ri − 1 para todo 1 ≤ i ≤ h, sabemos que el vértice u existe porque

S es un conjunto de Carathéodory.

Sea S ′ = S ∪ {w}, donde w = (d1, · · · , dh, 1, 1, 0 · · · , 0); por definición

∂H(S ′) = H(S ′) \
⋃
v∈S′
H(S ′ \ {v}) = H(S ′) \

(⋃
v∈S

H(S ′ \ {v})
⋃
H(S)

)

es fácil ver que d(w,H(S)) = 2, luego por el lema 4.1.2 podemos afirmar que

G[H(S ′)] = Kr1�Kr2� · · ·�Krh�Krh+1
�Krh+2

�0� · · ·�0.

Afirmamos que w′ = (d′1, d2 · · · , dh, 1, 1, 0 · · · , 0) ∈ ∂H(S ′), con 0 ≤ d′1 ≤
r1 − 1 y d′1 6= d1.

Es claro que w′ ∈ H(S ′). Vamos a probar que

w′ /∈
⋃
v∈S

H(S ′ \ {v})
⋃
H(S ′ \ {w}).

Primero observamos que w′ /∈ H(S ′ \ {w}) = H(S) porque

G[H(S)] = Kr1�Kr2� · · ·�Krh�0� · · ·�0.

Como u ∈ ∂H(S), entonces u /∈ H(S \ {v}) para todo v ∈ S y por lo

tanto d(u,H(S \ {v})) ≥ 1 para todo v ∈ S. Claramente d(u,w) = 2 y

por lo tanto d(w,H(S \ {v})) ≥ 3 para todo v ∈ S. Combinando esto con

el lema 4.1.2 podemos concluir que H(S ′ \ {v}) = H(S ∪ {w} \ {v}) =

H(S \ {v}) ∪ {w} para todo v ∈ S. Como w′ /∈ H(S \ {v}) para todo v ∈ S,

porque d(w′,H(S \ {v})) > 2 para todo v ∈ S y w′ 6= w, es claro que

w′ /∈ H(S ′ \ {v}), luego podemos afirmar que w′ ∈ ∂H(S ′). Por lo tanto S ′

es un conjunto de Carathéodory y |S ′| > |S|, contradicción.

El siguiente resultado indica que si, dado un grafo de Hamming G, existe

un conjunto de Carathéodory de dimensión k < n en V (G), entonces existe

otro conjunto de Carathéodory de dimensión k + 1 en V (G).

Lema 4.1.6. Sea G = Hn(r1, . . . , rn) = Kr1�Kr2� · · ·�Krn un grafo de

Hamming de dimensión n, con n > 1 y ri > 1 para todo 1 ≤ i ≤ n. Si S es
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un conjunto de Carathéodory de G tal que dimG(G[H(S)]) = k < n, entonces

existe un conjunto de Carathéodory T de G tal que dimG(G[H(T )]) = k+ 1.

Demostración. Sea S = {v1, . . . , vr} un conjunto de Carathéodory de G.

Asumamos, sin pérdida de generalidad, que dim(G[H(S)]) = n−1 yG[H(S)] =

Kr1� · · ·�Krn−1�0. Como S es un conjunto de Carathéodory de G,

0 < d(vi,H(S \ {vi})) ≤ 2 para todo 1 ≤ i ≤ r, por el lema 4.1.2.

Caso 1:

Supongamos que existe i, 1 ≤ i ≤ r, tal que d(vi,H(S \ {vi})) = 1,

digamos que i = 1. Sea v1 = (d1, . . . , dn−1, 0) y G[H(S\{v1})] = C1+· · ·+Ck,
donde Ci es una componente conexa de G[H(S \ {v1})] para cada 1 ≤ i ≤ k.

Existe un solo 1 ≤ i ≤ k tal que d(v1, Ci) = 1 y v1 es adyacente a un

solo vértice w ∈ Ci. Por lo tanto d(v1, Cj) > 1 para todo j 6= i. Definimos

vr+1 = (d1, . . . , dn−1, 1). Sea S ′ = (S \ {v1}) ∪ {vr+1}. Como d(v1, Ci) = 1 y

v1 es adyacente a vr+1, podemos afirmar que v1 ∈ H(S ′). Luego G[H(S ′)] =

G[H((S\{v1})∪{vr+1})]. Concluimos que dim(G[H(S ′)]) = dim(G[H(S)])+

1, es decir, G[H(S ′)] = G.

Vamos a probar ahora que S ′ es un conjunto de Carathéodory de G.

Supongamos que v = (y1, · · · , yn−1, 0) ∈ ∂H(S), afirmamos que

v′ = (y1, · · · , yn−1, 1) ∈ ∂H(S ′). Es claro que v′ ∈ H(S ′) = V (G) y v′ /∈
H(S ′ \ {vr+1}). Si u ∈ S, como v ∈ ∂H(S), entonces v /∈ H(S \ {u}) y

d(v,G[H(S \ {u})]) ≥ 1. Sea u ∈ S, para cada w ∈ H(S \ {u}), al menos

una de las primeras n − 1 coordenadas de v es diferente de las primeras

n − 1 coordenadas de w. Además, v es adyacente a lo sumo a un vértice

w ∈ H(S \ {u}) para cada u ∈ S. Como las primeras n− 1 coordenadas de v

son las mismas que las de v′, al igual que sucede con v1 y vr+1, las primeras

n−1 coordenadas son iguales. Por lo tanto para cada w ∈ H(S ′ \{vj}), para

todo 2 ≤ j ≤ r, al menos una de las primeras n − 1 coordenadas de v′ es

diferente de las primeras n− 1 coordenadas de w y v′ es adyacente a lo sumo

a un vértice w ∈ H(S ′ \ {vj}) para todo 2 ≤ j ≤ r. Luego, v′ /∈ H(S ′ \ {u})
para todo u ∈ S ′, entonces S ′ es un conjunto de Carathéodory.

Caso 2:

Si d(vi,H(S \ {vi})) = 2 para todo 1 ≤ i ≤ r, en particular, d(v1,H(S \
{v1})) = 2. Sea v1 = (d1, . . . , dn−1, 0) entonces G[H(S \ {v1})] = C1 +
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· · · + Ck, con Ci componentes conexas de G[H(S \ {v1})]. Definimos vr+1 =

(d1, . . . , dn−1, 1). Es claro que d(v1, vr+1) = 1 y la última coordenada de vr+1

es diferente de la última coordenada de todo v ∈ H(S), entonces d(vr+1,H(S\
{v1})) = 3. Asumamos, sin pérdida de generalidad, que d(v1, C1) = 2, enton-

ces d(vr+1, C1) = 3, y por el lema 4.1.2, sabemos que dim(G[H(C1 ∪ {v1} ∪
{vr+1})]) = dim(G[H(C1∪{v1})])+1. Por lo tanto, si S ′ = S∪{vr+1}, enton-

ces, dim(G[H(S∪{vr+1})]) = dim(G[H(S)])+1, es decir, G[H(S∪{vr+1})] =

G.

Vamos a probar que S ′ es un conjunto de Carathéodory deG. Supongamos

que v = (y1, · · · , yn−1, 0) ∈ ∂H(S), afirmamos que v′ = (y1, · · · , yn−1, 1) ∈
∂H(S ′). Es claro que v′ ∈ H(S ′) = V (G). Sabemos que v′ /∈ H(S ′ \ {vr+1}),
porque la última coordenada de v′ es 1 y la última coordenada de todo w ∈
H(S ′ \{vr+1}) es 0. Como v ∈ ∂H(S), v /∈ H(S \{u}) y d(v,H(S \{u})) ≥ 1

para todo u ∈ S. Si u ∈ S, entonces para cada w ∈ H(S \ {u}), al menos

una de las primeras n − 1 coordenadas de v es diferente de las primeras

n − 1 coordenadas de w. Además, v es adyacente a lo sumo a un vértice

w ∈ H(S \ {u}) para cada u ∈ S. Como las primeras n− 1 coordenadas de v

son las mismas que las de v′, al igual sucede con v1 y vr+1, luego para cada

w ∈ H(S ′ \ {vj}), para todo 2 ≤ j ≤ r, al menos una de las primeras n − 1

coordenadas de v′ es diferente de las primeras n − 1 coordenadas de w y v′

es adyacente a lo sumo a un vértice w ∈ H(S ′ \ {vj}) para todo 2 ≤ j ≤ r.

Luego, v′ /∈ H(S ′ \ {u}) para todo u ∈ S ′, entonces S ′ es un conjunto de

Carathéodory.

De este lema se deduce el siguiente corolario.

Corolario 4.1.7. Sea G = Hn(r1, . . . , rn) = Kr1�Kr2� · · ·�Krn un grafo

de Hamming de dimensión n, con n > 1 y ri > 1 para 1 ≤ i ≤ n. Si S es

un conjunto máximo de Carathéodory de G, entonces S es un conjunto de

cápsula convexa de G.

Recordemos que un conjunto de cápsula convexa minimal de G es un

conjunto cápsula convexa que no contiene un subconjunto propio de otra

cápsula convexa de G, es decir, H(S) = V (G) y H(R) ( V (G) para todo

R ⊂ S.
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Definimos p(Hn(r1, . . . , rn)) como el cardinal máximo de un conjunto

cápsula convexa minimal S de Hn(r1, . . . , rn).

De la misma manera en que demostramos el lemma 4.1.6, se demuestra

la siguiente observación:

Observación 4.1.8. Sean Hn−1(r1, . . . , rn−1) y Hn−2(r1, . . . , rn−2) dos gra-

fos de Hamming de dimensión n − 1 y n − 2 respectivamente, con n > 3 y

ri > 1 para cada 1 ≤ i ≤ n. Entonces p(Hn−1) ≥ p(Hn−2).

La siguiente observación nos da una relación entre c(Hn(r1, . . . , rn)) y

p(Hn(r1, . . . , rn)).

Observación 4.1.9. Sea G un grafo. Si S es un conjunto de Carathéodory

máximo de G, entonces S es un conjunto cápsula convexa minimal de G, con

lo cual, c(G) ≤ p(G).

Demostración. Si S es un conjunto de Carathéodory máximo de G, es decir,

H(S) = V (G), entonces S es un conjunto cápsula convexa minimal de G,

por la proprosición 4.1.1. Luego, c(G) ≤ p(G).

Usaremos el siguiente lema, más adelante, para encontrar una cota supe-

rior para el número de Carathéodory de los grafos de Hamming.

Lema 4.1.10. Sea G = Hn(r1, . . . , rn) = Kr1�Kr2� · · ·�Krn un grafo de

Hamming de dimensión n, con n > 1 y ri > 1 para todo 1 ≤ i ≤ n. Entonces,

p(Hn) ≤ máx{2p(Hn−3), p(Hn−1) + 1} para todo n ≥ 4.

Demostración. Sea S una cápsula convexa minimal de máximo cardinal de

G. Y sea T un subconjunto propio máximo de S, tal que H(T ) es conexo y

dim(G[H(T )]) < n.

Caso 1:

Si dim(G[H(T )]) = n−1. Afirmamos que |S \T | = 1. Supongamos por el

absurdo que |S \T | ≥ 2. Sea v ∈ S \T , es claro que d(v,H(T )) ≤ 2 porque S

es un conjunto de cápsula convexa. Y por lo tanto dim(G[H(T )∪ {v}]) = n.

Definimos S ′ = T ∪ {v} entonces dim(G[H(S ′)]) = n, contradicción. El

conjunto T es minimal, porque si existe T ′ ⊂ T , tal que H(T ′) = H(T ),
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entonces H(T ′ ∪ (S \ T )) = H(S) y |T ′ ∪ (S \ T )| < |S| contradicción,

porque S es una cápsula convexa minimal de G. Podemos afirmar, por la

observación 4.1.8, que p(Hn−1) ≥ p(Hn−2). Luego p(Hn(r1, . . . , rn)) = |S| =
|S \ T |+ |T | ≤ 1 + p(Hn−1).

Caso 2:

Si dim(G[H(T )]) = n − 2. Supongamos, sin pérdida de generalidad,

que H(T ) = Kr1�Kr2� · · ·�Krn−2�0�0. Afirmamos que |S \ T | = 1. Su-

pongamos por el absurdo que |S \ T | ≥ 2. Sea v ∈ S \ T , es claro que,

d(v,H(T )) ≤ 2 porque S es un conjunto de cápsula convexa. Si d(v,H(T )) =

2, por lo tanto, dim(G[H(T ) ∪ {v}]) = n se sigue igual que en el caso 1. Si

d(v,H(T )) = 1 para todo v ∈ S \ T , sean v1 = (v11 , · · · , v1n−1 , v1n) ∈ S \ T
y v2 = (v21 , · · · , v2n−1 , v2n) ∈ S \ T , tal que v1n−1 = 0, v1n = 1, v2n−1 = 1 y

v1n = 0. Definimos v′ = (v11 , · · · , v1n−2 , 1, 1), luego d(v′,H(T )) = 2, por lo

tanto dim(G[H(T ) ∪ {v′}]) = n. Definimos S ′ = T ∪ {v′}, y se sigue igual

que en el caso 1.

Caso 3:

Si dim(G[H(T )]) ≤ n−3. Como en el caso 1, T es minimal y se deduce que

|T | ≤ p(Hn−3). Afirmamos que G[H(S\T )] es conexo. Si G[H(S\T )] no fuera

conexo, G[H(S \T )] = C1 + · · ·+Ck y d(Ci, H(T )) ≤ 2 para algún 1 ≤ i ≤ k

porque H(S) = H((S \ T ) ∪ T ) = V (G). Entonces G[H(T ∪ Ci)] es conexo,

(T ∪ Ci) ⊂ S y dim(G[H(T )]) < dim(G[H(T ∪ Ci)]) < n, contradicción,

entonces G[H(S \ T )] es conexo. Como, T es máximo, entonces |S| = |S \
T |+|T | ≤ p(Hn−3)+p(Hn−3), luego p(Hn(r1, . . . , rn)) ≤ p(Hn−3)+p(Hn−3) =

2p(Hn−3).

Luego, p(Hn) ≤ máx{2p(Hn−3), p(Hn−1) + 1} para todo n ≥ 4.

Corolario 4.1.11. Sea G = Hn(r1, . . . , rn) = Kr1�Kr2� · · ·�Krn un grafo

de Hamming de dimensión n, con 4 ≤ n ≤ 6 y ri > 1 para todo 1 ≤ i ≤ n.

Entonces c(Hn(r1, . . . , rn)) = n.

Demostración. Por las observaciones 4.1.4 y 4.1.9, sabemos que n ≤ c(Hn(r1, . . . , rn)) ≤
p(Hn(r1, . . . , rn)).

Si n = 3, entonces G = H3(r1, r2, r3) = Kr1�Kr2�Kr3 y p(G) ≥ 3.

Supongamos que p(G) ≥ 4 y sea S ′ un conjunto cápsula convexa mini-
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mal de G. Sea {x1, x2, x3, x4} ⊆ S ′. Si G[H(S ′ \ {x1})] = Kr1�b�c, en-

tonces {x2, x3, x4} ⊆ Kr1�b�c y x1 = (a′, b′, c′) con b 6= b′ y c 6= c′. Po-

demos suponer que x2 = (a, b, c) y x3 = (a′′, b, c) con a 6= a′′, entonces

H({x1, x2, x3}) = V (G), contradicción. Si G[H(S \ {x1})] = Kr1�Kr2�c,

entonces {x2, x3, x4} ⊆ Kr1�Kr2�c y x1 = (A,B, c′) con c 6= c′. Podemos

suponer que x2 = (a, b, c), x3 = (a′, b′, c) y x4 = (a′′, b′′, c). Si a 6= a′ y b 6= b′,

entonces H({x1, x2, x4}) = V (G), contradicción. Si a′′ 6= a′, a′ 6= a, b = b′

y b′ 6= b′′, entonces H({x1, x3, x4}) = V (G). Si a′′ = a′ y b 6= b′′ entonces

H({x1, x2, x4}) = V (G), contradicción. Luego p(H3(r1, r2, r3)) = 3.

Combinando esto con el lema 4.1.10

4 ≤ c(H4) ≤ p(H4) ≤ máx{2p(H1), p(H3) + 1} = 4

5 ≤ c(H5) ≤ p(H5) ≤ máx{2p(H2), p(H4) + 1} = 5

6 ≤ c(H6) ≤ p(H6) ≤ máx{2p(H3), p(H5) + 1} = 6,

se concluye que, c(Hn(r1, . . . , rn)) = n para todo 4 ≤ n ≤ 6.

El siguiente lema nos da una cota superior para el número de Carathéodory

de los grafos de Hamming de dimensión mayor o igual a 7 y lo usaremos para

probar el resultado principal de este caṕıtulo.

Lema 4.1.12. Sea G = Hn(r1, . . . , rn) = Kr1�Kr2� · · ·�Krn un grafo de

Hamming de dimensión n, con n ≥ 7 y ri > 1 para todo 1 ≤ i ≤ n.

Si n ≡ 1(3), entonces c(Hn(r1, . . . , rn)) ≤ p(Hn(r1, . . . , rn)) ≤ 2
n−1
3

+1.

Si n ≡ 2(3), entonces c(Hn(r1, . . . , rn)) ≤ p(Hn(r1, . . . , rn)) ≤ 5 · 2n−2
3
−1.

Si n ≡ 0(3), entonces c(Hn(r1, . . . , rn)) ≤ p(Hn(r1, . . . , rn)) ≤ 3 · 2n
3
−1.

Demostración. De la observación 4.1.9 y de el lema 4.1.10 sabemos que

c(Hn(r1, . . . , rn)) ≤ p(Hn(r1, . . . , rn)) ≤ máx{2p(Hn−3), p(Hn−1) + 1}.
Consideramos qn ∈ Z, tal que qn = n para todo 1 ≤ n ≤ 6 y qn =

máx{2qn−3, qn−1 + 1} para todo n ≥ 7. Afirmamos que para todo n ≥ 7,

c(Hn(r1, . . . , rn)) ≤ p(Hn(r1, . . . , rn)) ≤ máx{2p(Hn−3), p(Hn−1) + 1} ≤ qn.

Lo probamos por inducción en n. Primero probamos los casos base.

Si n = 7, entonces q7 = máx{2q4, q6 + 1} = 8. Luego, tenemos que

c(H7(r1, . . . , r7)) ≤ p(H7(r1, . . . , r7)) ≤ máx{2p(H7−3), p(H7−1)+1} = máx{2·
4, 6 + 1} = 8 ≤ q7.
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Si n = 8, entonces q8 = máx{2q5, q7 + 1} = 10. Luego, tenemos que

c(H8(r1, . . . , r8)) ≤ p(H8(r1, . . . , r8)) ≤ máx{2p(H8−3), p(H8−1)+1} = máx{2·
5, 8 + 1} = 10 ≤ q8.

Si n = 9, entonces q9 = máx{2q6, q8 + 1} = 12. Luego, tenemos que

c(H9(r1, . . . , r9)) ≤ p(H9(r1, . . . , r9)) ≤ máx{2p(H9−3), p(H9−1)+1} = máx{2·
6, 10 + 1} = 12 ≤ q9.

Consideramos la hipótesis inductiva p(Hn−3) ≤ qn−3 y p(Hn−1) ≤ qn−1

para todo 9 < k < n, luego p(Hn(r1, . . . , rn)) ≤ máx{2p(Hn−3), p(Hn−1) +

1} ≤ máx{2qn−3, qn−1 + 1} = qn.

Es fácil ver que qn = máx{2qn−3, qn−1 + 1} = 2qn−3 para todo n ≥ 7, de

donde se deduce:

si n ≡ 1(3), entonces qn = 2 · qn−3 = 2
n−1
3

+1,

si n ≡ 2(3), entonces qn = 2 · qn−3 = 5 · 2n−2
3
−1,

si n ≡ 0(3), entonces qn = 2 · qn−3 = 3 · 2n
3
−1.

Ahora si estamos en condiciones de probar nuestro resultado principal.

Teorema 4.1.13. Sea G = Hn(r1, . . . , rn) = Kr1�Kr2� · · ·�Krn un grafo

de Hamming de dimensión n, con n ≥ 7 y ri ≥ 3 para todo 1 ≤ i ≤ n.

Si n ≡ 1(3), entonces c(Hn(r1, . . . , rn)) = 2
n−1
3

+1.

Si n ≡ 2(3), entonces c(Hn(r1, . . . , rn)) = 5 · 2n−2
3
−1.

Si n ≡ 0(3), entonces c(Hn(r1, . . . , rn)) = 3 · 2n
3
−1.

Demostración. Por el lema 4.1.12 tenemos una cota superior para

c(Hn(r1, . . . , rn)). Construiremos conjuntos de Carathéodory deHn(r1, . . . , rn)

del tamaño de la cota superior que tenemos para todo n ≥ 7. Usaremos en

reiteradas ocasiones el lema 4.1.2 pero no lo citaremos.

1. Caso n ≡ 1(3)

Sea n = 3q + 1 con q ∈ N.

Construimos el conjunto S(n) = S
(n)
1 ∪ S(n)

2 ∪ S(n)
3 ∪ S(n)

4 ; donde

S
(n)
1 = {(w(n)

i , 0, 0), 1 ≤ i ≤ 2q−1}
S
(n)
2 = {(w(n)

2q−1+i, 0, 0), 1 ≤ i ≤ 2q−1}
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S
(n)
3 = {(v(n)i , 2, 2), 1 ≤ i ≤ 2q−1}

S
(n)
4 = {(v(n)2q−1+i, 2, 2), 1 ≤ i ≤ 2q−1}

con

w
(7)
1 = (0, 0, 0, 0, 0)

w
(7)
2 = (0, 1, 0, 0, 0)

w
(7)
3 = (1, 2, 1, 1, 0)

w
(7)
4 = (1, 2, 2, 1, 0)

v
(7)
1 = (2, 2, 2, 2, 2)

v
(7)
2 = (2, 2, 2, 1, 2)

v
(7)
3 = (2, 1, 1, 0, 1)

v
(7)
4 = (2, 1, 0, 0, 1)

y luego para todo n ≥ 10 recursivamente construimos

w
(n)
i = (0, w

(n−3)
i , 0, 0), 1 ≤ i ≤ 2q−1;

w
(n)

2q−1+i = (1, v
(n−3)
i , 1, 0), 1 ≤ i ≤ 2q−1;

v
(n)
i = (2, v

(n−3)
i , 2, 2), 1 ≤ i ≤ 2q−1 y

v
(n)

2q−1+i = (2, 1, w
(n−3)
i , 1), 1 ≤ i ≤ 2q−1.

Vamos a probar que S(n) es un conjunto de Carathéodory deHn(r1, . . . , rn)

con | S(n) |= 2
n−1
3

+1.

En primer lugar, vamos a considerar los conjuntos de vértices S
(n)
w =

{w(n)
i : 1 ≤ i ≤ 2q} y S

(n)
v = {v(n)i : 1 ≤ i ≤ 2q} y la siguiente hipótesis

que vamos a probar por inducción y consideramos verdadera para todo

7 ≤ k < n, k ∈ N, k ≡ 1(3).
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H:



El conjunto de vértices S
(n)
w es un conjunto cápsula convexa minimal de

Hn−3�0 y además todos los vértices, x = (x1, · · · , xn−2), de cada

componente conexa de H(S
(n)
w \ {w(n)

j }) para cada 1 ≤ j ≤ 2q,

es tal que x1 es constante y además x1 = 0 o x1 = 1.

El conjunto de vértices S
(n)
v es un conjunto cápsula convexa minimal de

2�Hn−3 y además todos los vértices, x = (x1, · · · , xn−2), de cada

componente conexa de H(S
(n)
v \ {v(n)j }) para cada 1 ≤ j ≤ 2q,

es tal que xn−2 es constante y además xn−2 = 1 o xn−2 = 2.

Probaremos primero el caso base para n = 7.

Observamos que G[H({w(7)
1 , w

(7)
2 })] = 0�Kr2�0�0�0 y

G[H({w(7)
3 , w

(7)
4 })] = 1�2�Kr3�1�0; como

d(H({w(7)
1 , w

(7)
2 }),H({w(7)

3 , w
(7)
4 })) = 2, entonces G[H(S

(7)
w )] = H4�0.

Además S
(7)
w es un conjunto minimal de H4�0 ya que

G[H(S
(7)
w \ {w(7)

i })] = {w(7)
j } ∪ 1�2�Kr3�1�0 si i = 1 y j = 2, o

i = 2 y j = 1, y G[H(S
(7)
w \ {w(7)

i })] = 0�Kr2�0�0�0 ∪ {w(7)
j } si

i = 3 y j = 4, o i = 4 y j = 3. Queda claro que las componentes

conexas de G[H(S
(7)
w \ {w(7)

i })] para todo 1 ≤ i ≤ 4 están a distancia

al menos 3 entre ellas. Observamos también que todos los vértices,

x = (x1, · · · , x5), de cada componente conexa de H(S
(7)
w \ {w(7)

i }) para

todo 1 ≤ i ≤ 4, son tales que la coordenada x1 es constante y es x1 = 0

o x1 = 1.

Por otra parte, observamos que G[H({v(7)1 , v
(7)
2 })] = 2�2�2�Kr3�2 y

G[H({v(7)3 , v
(7)
4 })] = 2�1�Kr3�0�1; como

d(H({v(7)1 , v
(7)
2 }),H({v(7)3 , v

(7)
4 })) = 2, tenemos que G[H(S

(7)
v )] = 2�H4.

De manera similar a lo anterior, tenemos que G[H(S
(7)
v \ {v(7)i })] =

{v(7)j } ∪ 2�1�Kr3�0�1 si i = 1 y j = 2, o i = 2 y j = 1, y

G[H(S
(7)
v \{v(7)i })] = 2�2�2�Kr4�2∪{v(7)j } si i = 3 y j = 4, o i = 4 y

j = 3. Tenemos que las componentes conexas de G[H({v(7)1 , v
(7)
2 })] para

todo 1 ≤ i ≤ 4 están a distancia al menos 3 entre ellas. Observamos

también que todos los vértices, x = (x1, · · · , x5), de cada componente
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conexa de H(S
(7)
v \ {v(7)i }) para todo 1 ≤ i ≤ 4, son tales que x5 es

constante y x5 = 1 o x5 = 2. Con lo cual S
(7)
v es un conjunto minimal

de 2�H4.

Para todo n > 7 y n ≡ 1(3) es decir, n = 3q + 1, q ∈ N.

Vemos que los vértices como los definimos cumplen las hipótesis:

Usamos la H para n− 3 que dice G[H(S
(n−3)
w )] = Hn−6�0 y

G[H(S
(n−3)
v )] = 2�Hn−6. Entonces nos queda G[H({w(n)

i : 1 ≤ i ≤
2q−1})] = 0�Hn−6�0�0�0 y G[H({w(n)

i : 2q−1 + 1 ≤ i ≤ 2q})] =

1�2�Hn−6�1�0. Como d(H({w(n)
i : 1 ≤ i ≤ 2q−1}),H({w(n)

i : 2q−1 +

1 ≤ i ≤ 2q}})) = 2 tenemos que G[H({w(n)
i : 1 ≤ i ≤ 2q})] =

Hn−3�0. De la misma forma vemos que G[H({v(n)i : 1 ≤ i ≤ 2q−1})] =

2�2�2�Hn−6�2 yG[H({v(n)i : 2q−1+1 ≤ i ≤ 2q})] = 2�1�Hn−6�0�1.

Como d(H({v(n)i : 1 ≤ i ≤ 2q−1}),H({v(n)i : 2q−1 + 1 ≤ i ≤ 2q})) = 2

tenemos que G[H({v(n)i : 1 ≤ i ≤ 2q})] = 2�Hn−3.

Por construcción, todos los vértices, x = (x1, · · · , xn), de las compo-

nentes conexas de G[H(S
(n)
w \ {w(n)

j })], para todo 1 ≤ j ≤ 2q son tales

que x1 = 0 o x1 = 1. Y, todos los vértices, x = (x1, · · · , xn), de las

componentes conexas de G[H(S
(n)
v \ {v(n)j })] para todo 1 ≤ j ≤ 2q, son

tales que xn = 1 o xn = 2, con lo cual vale H para n.

Ahora probaremos que S(n) es un conjunto cápsula convexa minimal

de Hn(r1, . . . , rn) con | S(n) |= 2
n−1
3

+1. Vemos que

G[H(S(n))] = Hn(r1, . . . , rn), pues usando la H, sabemos queG[H(S
(n)
1 ∪

S
(n)
2 )] = Hn−3�0�0�0 y G[H(S

(n)
3 ∪ S(n)

4 )] = 2�Hn−3�2�2. Como

d(H(S
(n)
1 ∪ S(n)

2 ),H(S
(n)
3 ∪ S(n)

4 )) = 2 tenemos que G[H(S
(n)
1 ∪ S(n)

2 ∪
S
(n)
3 ∪ S(n)

4 ] = Hn(r1, . . . , rn).

Además vemos que es minimal pues, todos los vértices, x = (x1, · · · , xn),

de las componentes conexas de G[H(S
(n)
1 ∪ S(n)

2 \ {(w(n)
j , 0, 0)})], para

todo 1 ≤ j ≤ 2q, son tales que x1 = 0 o x1 = 1, xn−1 = 0 y xn = 0

y todos los vértices, x = (x1, · · · , xn), de G[H(S
(n)
3 ∪ S(n)

4 )] son ta-

les que x1 = 2, xn−1 = 2 y xn = 2, con lo cual d(H(S
(n)
1 ∪ S(n)

2 \
{(w(n)

j , 0, 0)}),H(S
(n)
3 ∪ S(n)

4 )) ≥ 3, para 1 ≤ j ≤ 2q. Además obser-
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vamos que, todos los vértices, x = (x1, · · · , xn), de las componentes

conexas de G[H(S
(n)
3 ∪ S(n)

4 \ {(v(n)j , 2, 2)})] para todo 1 ≤ j ≤ 2q, son

tales que xn−3 = 1 o xn−3 = 2 y xn−1 = 2 y xn = 2 y todos los vértices,

x = (x1, · · · , xn), de G[H(S
(n)
1 ∪S(n)

2 )] son tales que xn−2 = 0, xn−1 = 0

y xn = 0, con lo cual d(H(S
(n)
1 ∪S(n)

2 ),H(S
(n)
3 ∪S(n)

4 \{(v(n)j , 2, 2)})) ≥ 3,

para todo 1 ≤ j ≤ 2q.

Entonces probamos que S(n) es un conjunto cápsula convexa minimal de

Hn(r1, . . . , rn) de cardinal 2
n−1
3

+1. Además observamos que (1, · · · , 1) /∈
H(S(n) \ {u}) para todo u ∈ S(n), por construcción de S(n), todos los

vértices, x = (x1, · · · , xn), de S(n) son tales que {xn−1, xn} ∈ {0, 2},
entonces (1, · · · , 1) ∈ ∂H(S(n)) = H(S(n)) \⋃u∈S(n)H(S(n) \ {u}), con

lo cual S(n) es un conjunto de Carathéodory. Luego c(Hn(r1, . . . , rn)) =

2
n−1
3

+1.

2. Caso n ≡ 2(3)

Cambia un poco la idea, pero es casi la misma. Para n = 3q+ 2, q ∈ N.

Nos formamos el conjunto cápsula convexa minimal de Hn(r1, . . . , rn),

S(n) = {u(n)1 } ∪ S(n)
1 ∪ S(n)

2 ∪ S(n)
3 ∪ S(n)

4 ∪ {u(n)2 }; donde:

S
(n)
1 = {(0, w(n)

i , 0, 0), 1 ≤ i ≤ 2q−1}

S
(n)
2 = {(0, w(n)

2q−1+i, 0, 0), 1 ≤ i ≤ 2q−1}

S
(n)
3 = {(v(n)i , 1, 2, 2), 1 ≤ i ≤ 2q−1}

S
(n)
4 = {(v(n)2q−1+i, 1, 2, 2), 1 ≤ i ≤ 2q−1}

con:

u
(8)
1 = (1, 2, 2, 2, 2, 0, 0, 0)

w
(8)
1 = (0, 0, 0, 0, 0)

w
(8)
2 = (0, 1, 0, 0, 0)

w
(8)
3 = (1, 2, 1, 1, 0)

w
(8)
4 = (1, 2, 2, 1, 0)

v
(8)
1 = (2, 2, 2, 2, 2)
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v
(8)
2 = (2, 2, 2, 1, 2)

v
(8)
3 = (2, 1, 1, 0, 1)

v
(8)
4 = (2, 1, 0, 0, 1)

u
(8)
2 = (2, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 2)

y recursivamente nos construimos los vértices

u
(n)
1 = (1, 2, · · · , 2, 0, 0, 0)

w
(n)
i = (0, w

(n−3)
i , 0, 0), 1 ≤ i ≤ 2q−1

w
(n)

i+2q−1 = (1, v
(n−3)
i , 1, 0), 1 ≤ i ≤ 2q−1

v
(n)
i = (2, 2, v

(n−3)
i , 2), 1 ≤ i ≤ 2q−1

v
(n)

i+2q−1 = (2, 1, w
(n−3)
i , 1), 1 ≤ i ≤ 2q−1

u
(n)
2 = (2, 0, · · · , 0, 2, 2, 2)

Probamos que S(n) es un conjunto de Carathéodory de Hn(r1, . . . , rn)

con | S(n) |= 5 · 2n−2
3
−1.

Vamos a considerar en este caso los conjuntos de vértices S
(n)
w = {w(n)

i :

1 ≤ i ≤ 2q} y S
(n)
v = {v(n)i : 1 ≤ i ≤ 2q} y la siguiente hipótesis que

probaremos que vale para todo n y consideraremos verdadera para todo

k ∈ N, 8 ≤ k < n y k ≡ 2(3):

H:



El conjunto de vértices S
(n)
w es un conjunto cápsula convexa minimal de

Hn−4�0 y además todos los vértices, x = (x1, · · · , xn−3), de cada

componente conexa de H(S
(n)
w \ {w(n)

j }) para cada 1 ≤ j ≤ 2q,

es tal que x1 es constante y además x1 = 0 o x1 = 1.

El conjunto de vértices S
(n)
v es un conjunto cápsula convexa minimal de

2�Hn−4 y además todos los vértices, x = (x1, · · · , xn−3), de cada

componente conexa de H(S
(n)
v \ {v(n)j }) para cada 1 ≤ j ≤ 2q,

es tal que xn−3 es constante y además xn−3 = 1 o xn−3 = 2.

Probamos el caso base para n = 8.
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De manera análoga a la del caso n ≡ 1(3) para los w
(7)
i , ya que son los

mismos vértices, tenemos que H(S
(8)
w ) = H4�0. Y S

(8)
w es un conjunto

minimal de H4�0.

También tenemos que H(S
(8)
v ) = 2�H4. Y S

(8)
v es un conjunto minimal

de 2�H4.

Para todo n > 8 y n ≡ 2(3) es decir n = 3q + 2, q ∈ N.

Vamos a ver que los vértices, w
(n)
i , v

(n)
i , como los definimos cumplen las

hipótesis. Usamos la H para n− 3 que dice G[H(S
(n−3)
w )] = Hn−7�0 y

G[H(S
(n−3)
v )] = 2�Hn−7.

Entonces observamos que

G[H({w(n)
i : 1 ≤ i ≤ 2q−1})] = 0�Hn−7�0�0�0, G[H({w(n)

i : 2q−1 +

1 ≤ i ≤ 2q})] = 1�2�Hn−7�1�0. Como d(H({w(n)
i : 1 ≤ i ≤

2q−1}),H({w(n)
i : 2q−1 + 1 ≤ i ≤ 2q})) = 2 tenemos que G[H(S

(n)
w )] =

Hn−4�0. Además vemos que

G[H({v(n)i : 1 ≤ i ≤ 2q−1})] = 2�2�2�Hn−7�2, G[H({v(n)i : 2q−1+1 ≤
i ≤ 2q})] = 2�1�Hn−7�0�1. Como d(H({v(n)i : 1 ≤ i ≤ 2q−1}),H({v(n)i :

2q−1 + 1 ≤ i ≤ 2q})) = 2 tenemos que G[H(S
(n)
v )] = 2�Hn−4. Con lo

cual se cumple la H.

Todos los vértices, x = (x1, · · · , xn−3), de las componentes conexas de

G[H(S
(n)
w \{w(n)

j })], para todo 1 ≤ j ≤ 2q, son tales que x1 = 0 o x1 = 1.

Además observamos que, todos los vértices, x = (x1, · · · , xn−3), de las

componentes conexas de G[H(S
(n)
v \ {v(n)j })] para todo 1 ≤ j ≤ 2q, son

tales que, xn−3 = 1 o xn−3 = 2, con lo cual se cumple la H para todo n.

Ahora vemos que G[H(S(n))] = Hn(r1, . . . , rn). Usando la H, sabe-

mos que G[H(S
(n)
1 ∪ S(n)

2 ) = 0�Hn−4�0�0�0 y G[H(S
(n)
3 ∪ S(n)

4 ) =

2�Hn−4�1�2�2.

Vemos también que d({u(n)1 }, (0, w(n)
i , 0, 0)) ≥ 3 para todo 1 ≤ i ≤ 2q.

También d({u(n)1 },H({(0, w(n)
i , 0, 0) : 1 ≤ i ≤ 2q−1})) ≥ 3 y

d({u(n)1 },H({(0, w(n)
i , 0, 0) : 2q−1+1 ≤ i ≤ 2q})) ≥ 3. Además d({u(n)1 }∪

H(S
(n)
1 ∪S(n)

2 )) = 2, entoncesG[H({{u(n)1 }∪S(n)
1 ∪S(n)

2 })] = Hn−3�0�0�0.

Vemos que d({u(n)2 }, (v(n)i , 1, 2, 2)) ≥ 3 para todo 1 ≤ i ≤ 2q,
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d({u(n)2 ,H({(v(n)i , 1, 2, 2) : 1 ≤ i ≤ 2q−1})) ≥ 3, d({u(n)2 },H({(v(n)i , 1, 2, 2) :

2q−1 + 1 ≤ i ≤ 2q})) ≥ 3 y d({u(n)2 },H(S
(n)
3 ∪ S(n)

4 )) = 2, enton-

ces G[H({{u(n)2 }∪S(n)
3 ∪S(n)

4 })] = 2�Hn−3�2�2. Como d(H({{u(n)1 }∪
S
(n)
1 ∪S(n)

2 }),H({{u(n)2 }∪S(n)
3 ∪S(n)

4 })) = 2, tenemos que G[H({{u(n)1 }∪
S
(n)
1 ∪ S(n)

2 ∪ {u(n)2 } ∪ S(n)
3 ∪ S(n)

4 })] = Hn(r1, . . . , rn).

Además vemos que es minimal pues, todos los vértices, x = (x1, · · · , xn),

de las componentes conexas de G[H(S
(n)
1 ∪S(n)

2 \ {(0, w(n)
j , 0, 0)}), para

todo 1 ≤ j ≤ 2q son tales que x1 = 0, x2 = 0 o x2 = 1, xn−3 = 0

o xn−3 = 1, xn−2 = 0, xn−1 = 0 y xn = 0, y todos los vértices,

x = (x1, · · · , xn), de G[H(S
(n)
3 ∪S(n)

4 )], son tales que x1 = 2, xn−1 = 2 y

xn = 2, con lo cual d(H(S
(n)
1 ∪S(n)

2 \{(0, w(n)
j , 0, 0)}),H(S

(n)
3 ∪S(n)

4 )) ≥ 3,

para todo 1 ≤ j ≤ 2q. Además también vemos que d(H(S
(n)
1 ∪ S(n)

2 \
{(0, w(n)

j , 0, 0)}), {u(n)k }) ≥ 3, para todo 1 ≤ j ≤ 2q y para todo

1 ≤ k ≤ 2.

Además observamos que todos los vértices, x = (x1, · · · , xn), de las

componentes conexas de G[H(S
(n)
3 ∪ S(n)

4 \ {(v(n)j , 1, 2, 2)})] para todo

1 ≤ j ≤ 2q, son tales que x1 = 2, x2 = 1 o x2 = 2, xn−3 = 1 o

xn−3 = 2, xn−1 = 2 y xn = 2, y todos los vértices, x = (x1, · · · , xn), de

G[H(S
(n)
1 ∪S(n)

2 )], son tales que xn−2 = 0, xn−1 = 0 y xn = 0, con lo cual

d(H(S
(n)
1 ∪S(n)

2 ),H(S
(n)
3 ∪S(n)

4 \{(v(n)j , 1, 2, 2)})) ≥ 3, para todo 1 ≤ j ≤
2q. Además observamos que d(H(S

(n)
3 ∪S(n)

4 \{(v(n)j , 1, 2, 2)}), {u(n)k }) ≥
3, para todo 1 ≤ j ≤ 2q y para todo 1 ≤ k ≤ 2.

Entonces probamos que S(n) es un conjunto cápsula convexa mini-

mal de Hn(r1, . . . , rn) de cardinal 5 · 2n−2
3
−1. Además obsevamos que

(1, · · · , 1) /∈ H(S(n)\{u}) para todo u ∈ S(n), ya que todos los vértices,

x = (x1, · · · , xn), de S(n) son tales que {xn−1, xn} ∈ {0, 2}, entonces

(1, · · · , 1) ∈ ∂H(S(n)) = H(S(n))\⋃u∈S(n)H(S(n)\{u}), con lo cual S(n)

es un conjunto de Carathéodory. Luego c(Hn(r1, . . . , rn)) = 5 · 2n−2
3
−1.

3. Caso n ≡ 0(3)

Se prueba de manera casi análoga al caso n ≡ 1(3).

Si n = 3q, q ∈ N. Nos formamos el conjunto cápsula convexa minimal
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de Hn(r1, . . . , rn), S(n) = S
(n)
1 ∪ S(n)

2 ∪ S(n)
3 ∪ S(n)

4 con

S
(n)
1 = {(w(n)

i , 0, 0), 1 ≤ i ≤ 3 · 2q−3}

S
(n)
2 = {(w(n)

2q−1+i, 0, 0), 1 ≤ i ≤ 3 · 2q−3}

S
(n)
3 = {(v(n)i , 2, 2), 1 ≤ i ≤ 3 · 2q−3}

S
(n)
4 = {(v(n)2q−1+i, 2, 2), 1 ≤ i ≤ 3 · 2q−3}

donde:

w
(9)
1 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

w
(9)
2 = (0, 1, 2, 2, 0, 0, 0)

w
(9)
3 = (0, 1, 1, 1, 0, 0, 0)

w
(9)
4 = (1, 2, 2, 2, 2, 1, 0)

w
(9)
5 = (1, 2, 0, 0, 1, 1, 0)

w
(9)
6 = (1, 2, 1, 1, 1, 1, 0)

v
(9)
1 = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)

v
(9)
2 = (2, 2, 2, 0, 0, 1, 2)

v
(9)
3 = (2, 2, 2, 1, 1, 1, 2)

v
(9)
4 = (2, 1, 0, 0, 0, 0, 1)

v
(9)
5 = (2, 1, 1, 2, 2, 0, 1)

v
(9)
6 = (2, 1, 1, 1, 1, 0, 1)

y construimos los vértices de la siguiente forma recursiva usando los de

la cápsula convexa minimal de Hn−3 para todo n > 10:

w
(n)
i = (0, w

(n−3)
i , 0, 0), 1 ≤ i ≤ 3 · 2q−3;

w
(n)

2q−1+i = (1, v
(n−3)
i , 1, 0), 1 ≤ i ≤ 3 · 2q−3

v
(n)
i = (2, v

(n−3)
i , 2, 2), 1 ≤ i ≤ 3 · 2q−3

v
(n)

2q−1+i = (2, 1, w
(n−3)
i , 1), 1 ≤ i ≤ 3 · 2q−3

Probamos que S(n) es un conjunto cápsula convexa minimal de

Hn(r1, . . . , rn) con | S |= 3 · 2n
3
−1.
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Vamos a considerar los conjuntos de vértices S
(n)
w = {w(n)

i : 1 ≤ i ≤
3 · 2q−2} y S

(n)
v = {v(n)i : 1 ≤ i ≤ 3 · 2q−2} y la siguiente hipótesis que

probaremos que vale para todo n y suponemos que es verdadera para

todo k ∈ N, 9 ≤ k < n y k ≡ 0(3):

H:



El conjunto de vértices S
(n)
w es un conjunto cápsula convexa minimal

de Hn−3�0 y todos los vértices, x = (x1, · · · , xn−2), de cada componente

conexa de H(S
(n)
w \ {w(n)

j }), para cada 1 ≤ j ≤ 3 · 2q−2,
son tales que x1 es constante y además x1 = 1 o x1 = 0.

El conjunto de vértices S
(n)
v es un conjunto cápsula convexa minimal

de 2�Hn−3 y todos los vértices, x = (x1, · · · , xn−2), de cada componente

conexa de H(S
(n)
v \ {v(n)j }), para cada 1 ≤ j ≤ 3 · 2q−2,

son tales que xn−2 es constante y además xn−2 = 1 o xn−2 = 2.

Observamos que G[H({w(9)
1 , w

(9)
2 , w

(9)
3 })] = 0�Kr2�Kr3�Kr4�0�0�0

y G[H({w(9)
4 , w

(9)
5 , w

(9)
6 })] = 1�2�Kr3�kr4�Kr5�1�0; como

d(H({w(9)
1 , w

(9)
2 , w

(9)
3 }),H({w(9)

4 , w
(9)
5 , w

(9)
6 })) = 2, entoncesG[H(S

(9)
w )] =

H6�0, con lo cual cumple la H.

Además {S(9)
w } es un conjunto minimal de H6�0 ya que G[H(S

(9)
w \

{w(9)
i })] = {w(9)

j } ∪ 1�2�Kr3�kr4�Kr5�1�0 para todo 1 ≤ i 6= j ≤ 3.

Además G[H(S
(9)
w \ {w(9)

i })] =

0�Kr2�Kr3�Kr4�0�0�0 ∪ {w(9)
j } si 3 ≤ i 6= j ≤ 6. Queda claro que

las componentes conexas de G[H(S
(9)
w \ {w(9)

i })] para todo 1 ≤ u ≤
6, están a distancia al menos 3 entre ellas. Observamos también que

todos los vértices, x = (x1, · · · , x7), de cada componente conexa de

G[H(S
(9)
w \ {w(9)

i })] para todo 1 ≤ i ≤ 6, es tal que, x1 es constante y

además x1 = 0 o x1 = 1, y cumple la H.

Observamos ahora que,G[H({v(9)1 , v
(9)
2 , v

(9)
3 })] = 2�2�2�Kr4�Kr5�Kr6�2

y G[H({v(9)4 , v
(9)
5 , v

(9)
6 })] = 2�1�Kr3�kr4�Kr5�0�1; como

d(H({v(9)1 , v
(9)
2 , v

(9)
3 }),H({v(9)4 , v

(9)
5 , v

(9)
6 })) = 2, entonces G[H(S

(9)
v )] =

H6�0, con lo cual cumplen la H.
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De manera similar al caso anterior, tenemos que G[H(S
(9)
v \ {v(9)i })] =

{v(9)j }∪2�1�Kr3�0�1 si 1 ≤ i 6= j ≤ 3 y además G[H(S
(9)
v \{v(9)i })] =

2�2�2�Kr4�2 ∪ {v(9)j } si i = 3 y 4 ≤ i 6= j ≤ 6. Tenemos que

las componentes conexas de G[H(S
(9)
v \ {v(9)i })] para todo 1 ≤ i ≤

6, están a distancia al menos 3 entre ellas. Observamos también que

todos los vértices, x = (x1, · · · , x7), de cada componente conexa de

G[H(S
(9)
v \ {v(9)i })] para todo 1 ≤ i ≤ 6, son tal que, x7 ess constante

y además x7 = 1 o x7 = 2. Con lo cual S
(9)
v es un conjunto minimal de

2�H6.

Para n > 9 y n ≡ 0(3), la demostración se sigue igual que en el caso

n ≡ 1(3).
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Caṕıtulo 5

Problemas abiertos y futuros

trabajos

5.0.1. Problemas de cubrimientos y particiones de gra-

fos con conjuntos convexos

En el caṕıtulo 2 consideramos dos problemas de decisión asociados: en

un caso, donde la entrada es solo un grafo G y, en el otro caso, donde la

entrada es un grafo G y un número entero p ≥ 2. En ambos casos, el pro-

blema de decisión es: ¿Tiene el grafo G un p-cubrimiento C-convexo (resp.

p-partición C-convexa)? Estudiamos la complejidad computacional de los

problemas de cubrir con conjuntos convexos y de particionar en conjuntos

convexos los vértices de un grafo bajo la convexidad digital. Presentamos los

resultados de la complejidad computacional de el problema de particionar los

vértices de un grafo en conjuntos convexos bajo la P3-convexidad y bajo la

P ∗3 -convexidad, y también de la complejidad computacional de el problema

de cubrir los vértices de un grafo con P3-conjuntos convexos. Nos quedaron

algunos problemas abiertos para seguir estudiando que son:

La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo

G, el grafo G tiene una p-partición d-convexa con p ≥ 3. Si se asume

que el grafo G es bipartito con diámetro al menos tres y fijamos p = 2,

entonces el problema se puede resolver en tiempo polinomial, [35].
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La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo

G y un entero p, el grafo G tiene una p-partición d-convexa.

La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo

G, el grafo G tiene un p-cubrimiento d-convexo para p ≥ 3.

La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo

G, el grafo G tiene un p-cubrimiento P3-convexo para p ≥ 2.

La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo

G, el grafo G tiene un p-cubrimiento P ∗3 -convexo para p ≥ 2.

La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo

G, el grafo G tiene un p-cubrimiento m-convexo para p ≥ 3. Sabemos

que el problema es polinomial si p = 2, [35].

La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo

G y un entero p, el grafo G tiene una p-partición m-convexa.

La complejidad computacional del problema de decidir si, dado un grafo

G, el grafo G tiene una 2-partición m-convexa. Sabemos que es NP-

completo decidir si, dado un grafo G y un entero p ≥ 3, el grafo G

tiene una p-partición m-convexa, [35].

El último problema de la lista, encontrar la complejidad computacional del

problema de decidir si, dado un grafo G, el grafo G tiene una 2-partición m-

convexa, fue estudiado y resuelto en el año 2024 casi de manera simultánea

por dos grupos distintos de investigadores, en los trabajos [9, 32] ambos llegan

a que es polinomial y describen un algoritmo polinomial que encuentra la 2-

partición.

5.0.2. Fórmulas para calcular parámetros

En el caṕıtulo 3 encontramos una fórmula para calcular el número de

P3-intervalo, otra para el número de P3-cápsula y otra para el tiempo de

percolación bajo la P3-convexidad, para los grafos caterpillar. Encontramos

también una fórmula para el tiempo de percolación de los grafos de intervalo
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unitario, en términos del diámetro de un determinado grafo de intervalo uni-

tario relacionado con él. Luego, presentamos una clase de grafos hereditarios

para la cual el tiempo de percolación de cualquier grafo en la clase es 1.

Nos quedo por realizar un análisis sobre otras familias de grafos bien estruc-

turadas que den lugar a fórmulas cerradas para algunos de los parámetros

considerados.

Realizar el análisis de los parámetros en la familia de los grafos de

Kneser, donde el grafo de Kneser, K(n, k), es el grafo cuyos vértices

corresponden a los subconjuntos de k elementos de un conjunto de

n elementos, y donde dos vértices son adyacentes si y solo si los dos

correspondientes conjuntos son disjuntos. En [38], Grippo y otros, es-

tudian el número de P3-cápsula en los grafos de Kneser, pero quedan

por estudiar los otros parámetros.

También nos queda por estudiar los parámetros en otras convexidades.

5.0.3. Fórmulas para calcular parámetros en grafos de

Hamming

En el caṕıtulo 4, buscamos fórmulas cerradas para el número de Ca-

rathéodory en los grafos de Hamming. Calculamos una fórmula para calcular

el número de Carathéodory bajo la P3-convexidad en los grafos de Hamming

de dimensión menor a 7 y otra fórmula para cierta subfamilia de los grafos de

Hamming de dimensión mayor o igual a 7, que cumplen que son el producto

cartesiano de grafos completos de 3 o más vértices. Nos queda por resolver

los problemas de:

Encontrar una fórmula cerrada para número de Carathéodory en los

hipercubos, que son los grafos de Hamming donde los completos son

todos K2, problema que estamos estudiando pero todav́ıa no pudimos

resolver.

Encontrar una fórmula cerrada para el número de Radom en los grafos

de Hamming. El número de Radon r(G) de un grafo G = (V,E) es el
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mı́nimo entero r tal que para todo R ⊂ V (G) con |R| ≥ r, R se puede

particionar en dos conjuntos R = R1 ∪R2 tal que H(R1)∩H(R2) 6= ∅.

Encontrar una fórmula cerrada para el número de Helly en los grafos de

Hamming. El número de Helly es el mayor entero k tal que toda familia

de k conjuntos convexos mutuamente intersecantes tienen al menos un

vértices en común.

Encontrar una fórmula cerrada para el número de percolación en los

grafos de Hamming.
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[11] B. Brešar and M. Valencia-Pabon. On the P3-hull number

of Hamming graphs, Discrete Applied Mathematics (2019).

https://doi.org/10.1016/j.dam.2019.11.011.

[12] L. R. Bueno, L. D. Penso, F. Protti, V. R. Ramos, D. Rautenbach and U.

S. Souza, On the hardness of finding the geodetic number of a subcubic

graph, Inform. Process. Lett., 135, (2018), 22-27.

[13] Buzatu, Radu and Cataranciuc, Sergiu, Convex graph covers, Comput.

Sci. J. Moldova, 23, (2015), 3, 251–269.

[14] J. R. Calder. Some elementary properties of interval convexities. Journal

of the London Mathematical Society, 2(3),(1971) 422-428.

[15] M. R. Cappelle, E. M. M. Coelho, H. Coelho, B. R. Silva, F. Protti

and U. S. Souza. P3-hull number of graphs with diameter two, In G.

Coutinho, Y. Kohayakawa, V. F. dos Santos and S. Urrutia, editors,

Proceedings of the tenth Latin and American Algorithms, Graphs and

Optimization Symposium, LAGOS 2019, Belo Horizonte, Brazil, June

2-7, 2019, volume 346 of Electron. Notes Theor. Comput. Sci., Elsevier,

(2019), 309-320.

[16] M. T. Carvalho, S. Dantas, M. C. Dourado, D. F. D. Posner and J. L.

Szwarcfiter. On the computational complexity of the Helly number in

the P3 and related convexities. In G. Coutinho, Y. Kohayakawa, V. F.

dos Santos and S. Urrutia, editors, Proceedings of the tenth Latin and

86



American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium, LAGOS

2019, Belo Horizonte, Brazil, June 2-7, 2019, volume 346 of Electron.

Notes Theor. Comput. Sci., Elsevier, (2019), 285-297.

[17] C. C. Centeno, S. Dantas, M. C. Dourado, D. Rautenbach and J. L.

Szwarcfiter. Convex partitions of graphs induced by paths of order three,

Discrete Math. Theor. Comput. Sci., 12(5), (2010), 175-184.

[18] C. C. Centeno, M. C. Dourado, L. D. Penso, D. Rautenbach and J. L.

Szwarcfiter. Irreversible conversion of graphs, Theoret. Comput. Sci.,

412(29), (2011), 3693-3700.

[19] C. C. Centeno, L. D. Penso, D. Rautenbach and V. G. Pereira de Sá.
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