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RESUMEN

En una investigacion colaborativa entre docentes de escuela secundaria y docentes
investigadores universitaries'
primer ano de la escuela secundaria que permitiera un tejido entre las experiencias
aritméticas de les estudiantes y las practicas algebraicas en las que se les quiere involucrar.
En el contexto de la divisibilidad, comenzamos proponiendo un trayecto que tiene por
objetivo introducir a les estudiantes en un tipo de tratamiento algebraico de expresiones

numéricas que incluyen varias operaciones. El nicleo central de este articulo es el andlisis

, nos propusimos disefar y estudiar un trayecto para el

de ciertos episodios recortados a partir de lo acontecido en un aula cuando les estudiantes
resuelven el primer problema de la secuencia. Nuestro estudio permite entender que ese
objetivo necesita un recorrido que contemple tanto el inevitable aporte de le docente
ofreciendo escrituras como la discusion colectiva en el aula en torno a ellas.
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géneros que de otra manera no estarfan incluidos.



ABSTRACT

El valor mostrativo de las expresiones numéricas... V. Borsani, J. P Luna, C. Sessa

Withina collaborative research among secondary school teachers and university teachers-

researchers, we laid out and tracked an educational itinerary for the first year of secondary

school that would allow the articulation between students’ arithmetic experiences and

the algebraic practices they are expected to get involved in. In the context of divisibility,

we began by proposing an itinerary that aims to introduce students to a type of algebraic

treatment of numerical expressions including several operations. The central core of

this article is the analysis of certain episodes selected among the events that took place

in a classroom while students were solving the sequence’s first problem. Our research

allows for the conclusion that such a goal requires an itinerary that includes both the

unavoidable contribution of the teacher offering their particular writings as well as the

classroom collective discussion around them.

keyworels

arithmetic-algebra transition - numerical expressions

Introduccion

| desarrollo del algebra escolar ha sido

y es un tema de indagacion recurrente

en el campo de investigacion en Edu-
cacion Matematica, como demuestran varios
nimeros especiales en revistas (por ejemplo,
Coulange, Drouhard, Dorier y Robert, 2012)
y diversos surveys (visiones de conjunto) que
sintetizan diferentes estudios internacionales
referidos a esta tematica (ver, por ejemplo,
Kieran, Pang, Schifter y Ng, 2016; Stacey, Chick
y Kendal, 2004; Socas, 2011). En nuestro pais,
desde fines del siglo XX, varias investigaciones
abordan aspectos de esta problematica (Cam-
briglia, 2018; Panizza, Sadovsky y Sessa, 1996,
1999; Sadovsky, 2004).

Godino, Neto, Wilhelmi, Aké, Etchegaray
y Lasa (2015) sostienen que, si bien “se ha avan-
zado mucho en la caracterizacion del algebra
escolar, el problema no estd completamente
resuelto, particularmente en lo que se refiere
a la conexion entre el algebra en Primaria y Se-
cundaria” (p. 3). La tesis de Sadovsky (2004) se
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classroom interactions

ubica en este espacio, considerando la produc-
cién enun aula del dltimo afio de la escuela pri-
maria, cuando les estudiantes enfrentan activi-
dades que suponen algin grado de ruptura con
las practicas tradicionales aritméticas. Nuestra
investigacion recoge también la inquietud de
Godino et al. (2015) y se propone estudiar con-
diciones para un “tejido” entre las practicas
aritméticas y algebraicas.” Mas precisamente,
nos proponemos estudiar —en un grupo co-
laborativo que relne a profesores de escuela
secundaria y docentes/investigadores de la
Universidad Pedagégica Nacional- las posibi-
lidades y potencialidades de un tipo de trabajo
algebraico, al inicio de la escuela secundaria,
que recupere practicas aritméticas de les es-
tudiantes en su transito por la escuela primaria
y permita poner en juego modos de abordaje

2 En el marco del proyecto de la Universidad Pedagdgica
Nacional, Picto 2017-0024. “Las expresiones algebraicas
como generalizacion de los calculos aritméticos: una posible
entrada al algebra en la escuela secundaria. Investigacion
colaborativa de disefio y andlisis”.
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Pags. 29 - 47

propios del experto en édlgebra.® Asumimos la
necesidad de enfrentar a les estudiantes con
estas nuevas practicas aun antes del primer
contacto con las expresiones algebraicas.

¢ Nos proponemos
estudiar las posibilidades
y potencialidades de un
tipo de trabajo algebraico,
al inicio de la escuela
secundaria, que recupere

practicas aritmeticas
de les estudiantes en su
transito por la escuela
primaria y permita
poner en juego modos
de abordaje propios del

experto en dlgebra.”’

Con ese objetivo, en una primera etapa
de la investigacion, hemos disefado y llevado
al aula una secuencia de actividades que se ubi-
can en la zona del tratamiento algebraico de lo
numérico e involucran a les estudiantes en un
trabajo con expresiones numéricas que inclu-
yen varias operaciones.” No esperdbamos que
la produccién de este tipo de expresiones sur-
giera como respuesta a un tarea dada y, desde
el disefio de la propuesta, asumimos la necesi-
dad de pensar en intervenciones docentes que
las ofrezcan. Aqui abordaremos la complejidad
y la riqueza de los intercambios colectivos en
torno a estas escrituras.

3 Unfundamento de este trayecto puede leerse en Borsani
y Sessa (2020).
4 Para una segunda etapa de la investigacidn, hemos

disefiado una continuacién de la secuencia con actividades
que incluyen el estudio de condiciones de validez de
enunciados que contienen expresiones con variables
(Sackur, Drouhard, Maurel y Pécal, 1997).
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El nicleo central de este articulo es el
analisis de ciertos episodios en el aula que re-
velan el necesario caracter colectivo del pro-
ceso de apropiacion de estas nuevas escrituras
por parte de les estudiantes.

““El nicleo central de
este articulo es el andlisis
de ciertos episodios

en el aula que revelan

el necesario cardcter

colectivo del proceso de
apropiacion de estas
nuevas escrituras por
parte de les estudiantes. ”

Elementos teéricos que
enmarcan nuestro trabajo

Diferentes investigaciones (Vergnaud,
Cortés y Favre-Artigue, 1988; Chevallard,
1984; Sadovsky, 2004; Godino et al, 2015
Grugeon-Allys y Pilet, 2017) que toman como
objeto de estudio las entradas al algebra han
puesto en evidencia que el pensamiento al-
gebraico se construye con apoyo en el pen-
samiento aritmético y, al mismo tiempo, con
importantes marcas de rupturas con él.

En un texto fundante, Chevallard (1984)
senal6é que existe una dialéctica en el corazén
de la aritmética que se remonta a una distin-
cién hecha por los griegos: la aritmética logis-
tica, de los calculadores, y la aritmética “propia
de los fil6sofos”. La primera, denominada tam-
bién aritmética practica, tiene por objeto la
realizacion de operaciones y esta regida por el
principio de finalizacion del calculo. La segun-
da se ocupa del estudio de propiedades de los
nameros y las operaciones (teoria de nimeros)
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y estad organizada a partir de la conservacion
de la traza de las operaciones efectuadas.
Mientras que la aritmética practica utiliza el
lenguaje numérico por su poder designativo, la
aritmética “algebraica”, por el contrario, apro-
vecha el valor mostrativo de las escrituras, que
constituye la caracteristica esencial del lengua-
je algebraico. Es asi como, en el corazén mismo
del lenguaje numérico, existe una tensién en-
tre dos modos de funcionamiento.

Nuestra investigacion se ubica en la bus-
queda de condiciones para involucrar a les
estudiantes en un tratamiento algebraico de
lo numérico como via de entrada al trabajo
algebraico.

Mas recientemente, Arcavi, Drijver y Stacey
(2017) senalan que “una fuerte comprension de los
ndmeros y la aritmética es fundamental para apren-
der algebra, pero la transicion hacia el dlgebra requiere
considerables reorientaciones de ideas” (p. 49, la tra-
duccion es nuestra). Por ejemplo, estos autores subra-
yan que en el algebra se opera con los signos > = <,
que son muy familiares para les estudiantes desde sus
primeras practicas aritméticas y cuyo nuevo uso inclu-
ye “sutilezas”/“subtitulos” que no siempre se explici-
tan al trabajar en lgebra. En particular, en las practicas
aritméticas, el signo igual se suele interpretar como el
anuncio de unresultado. Esta forma de comprender el
signo igual puede resultar inapropiada para el dlgebra,
ya que, al trabajar también con asuntos estructurales
de los nimeros y las operaciones, es necesario inter-
pretarlo de una manera relacional, como la afirmacion
de una igualdad. Estas ideas resultan fundamentales
como marco para nuestras indagaciones, que parten
de asumir la posibilidad y fertilidad de que les alumnes
construyan laidea de equivalencia de expresiones nu-
méricas como un modo de otorgar otro sentido a la
igualdad, aun en el campo de la aritmética.

La consideracion de la igualdad como relacion
de equivalencia es una de las ideas que Squalli consi-
dera para caracterizar el pensamiento algebraico que,
como él senala, puede ser movilizado sin hacer uso del
lenguaje simbdlico algebraico:
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(..) el pensamiento algebraico se despliega
por medio de un conjunto de razonamien-
tos particulares y de modos de acercarse a
los conceptos en juego en las actividades
algebraicas, por ejemplo, una tendencia a
ver laigualdad como unarelacion de equiva-
lencia, una tendencia a dejar las operaciones
en suspenso, una tendencia a simbolizar y a
operar sobre los simbolos, una tendencia a
tener una vision estructural (ver, por ejem-
plo, una expresién numérica como un objeto
en si y no Unicamente como una cadena de
calculo). (Squalli, 2015, p. 347; la traduccién

es nuestra)

En consonancia con estas ideas, soste-
nemos que las actividades que no involucran
un lenguaje algebraico pero que enfatizan una
mirada sobre la estructura del calculo ofrecen
a les estudiantes experiencias algebraicas me-
diante el trabajo con expresiones numéricas;
en ese sentido, ayudan a construir “puentes”
desde la aritmética hacia el algebra. Es esta via
la que exploramos en nuestra investigacion.

Sackur, Drouhard, Maurel y Pécal (1997)
retoman la distincion establecida por Frege
(1892, 1971) entre sentido y denotacion de una
expresion algebraica. Estos autores sostienen
que modificar el sentido conservando la
denotaciéon de las expresiones y de las
ecuaciones es una de las caracteristicas
fundamentales del trabajo con el lenguaje
algebraico y es lo que le otorga su potencia.
Nos interesa senalar que el lenguaje algebraico
—gracias a lo que Chevallard (1984) denomina
el valor mostrativo de las escrituras— ofrece la
posibilidad de producir informacién a partir de
la lectura de una expresion; el nacleo central
del trabajo algebraico estaria dado por la
bisqueda de informaciones diferentes que se
logran modificando la escritura de los objetos
y conservando su denotacion.

Arcavi (2005) destaca que la habilidad
de manipular y también de “leer a través” de
expresiones simbdlicas es un componente
fundamental de un “sentido del simbolo”.
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En un texto precedente (Arcavi, 1994), el
autor realiza una descripcion y discusién de
“conductas” prototipicas que él presenta como
ejemplos de “tener sentido del simbolo”. Nos
interesamos en lo que él llama “Manipulaciones
y mas alla: la lectura a través de los simbolos” y,
particularmente, en dos aspectos especificos
de larelacién entre leer y manipular:

v leer en lugar de manipular;

v manipular para leer, o la lectura como
objetivo de las transformaciones.

Nos interesa resaltar el vinculo estrecho
entre la posibilidad de modificar el sentido de
las escrituras algebraicas conservando su de-
notacion (Sackur et al,, 1997) y las conductas
“leer en lugar de manipular” y “manipular para
leer” (Arcavi, 1994). Si bien los autores desa-
rrollan estas ideas referidas al trabajo con ex-
presiones algebraicas, retenemos su potencial
para nuestro estudio de actividades que impli-
can un tratamiento algebraico de expresiones
numeéricas.

Arcavi et al. (2017), en un intento de ca-
racterizar “qué es lo que hacemos en realidad
cuando hacemos algebra”, introducen también
la accion de desimbolizar, que consiste en la
inspeccion de una expresion algebraica con el
objetivo de extraer informacion de ella. En el
ejemplo que ellos proponen, a partir de una
expresion algebraica que se presenta como
modelo de una situacién extramatematica,
se trata de inspeccionarla para reconstruir su
sentido —de cada uno de los elementos y de las
operaciones que la componen- en términos
de la situacién que esta modelizando. Retene-
mos esta idea para el estudio que proponemos
en este articulo.

Figura 1

12 3 4

7 8 9 10 11 45

Acerca del problema que
resolvieron les estudiantes

Como dijimos en la introduccion, hemos
disenado una propuesta de ensenanza que tie-
ne el propésito de introducir a les estudiantes
en la practica de la lectura de informacion de
expresiones numéricas que combinan varias
operaciones. La divisibilidad entre nameros
naturales es la zona del curriculum en la cual se
ubican las diferentes actividades que llevamos
al aula. Por ejemplo, en el problema 7 de la se-
cuencia se pide a les estudiantes que decidan,
sin hacer la cuenta, si expresiones numéricas
como 22x35, 10x42+42, 6x55+10 o 5x13+6x13
son multiplos de 11. Para poder leer la informa-
cion pertinente, en algunos casos sera necesa-
rio transformar la escritura dada, conservando
la equivalencia de las expresiones. En el primer
problema de la secuencia —en el cual nos va-
mos a centrar en este articulo—, este tipo de
expresiones numericas no son necesarias para
responder, pero estaran presentes en la instan-
cia de la discusion colectiva.

Problema 1

En un hilo se enhebran los siguientes tipos
de mostacillas: 3 bolitas negras, 1 cubito negro y 2
cubitos blancos, repitiendo la secuencia que muestra
la imagen. Los niimeros que se encuentran arriba del
collar indican el orden en el que fueron enhebradas
las mostacillas. (Figura 1)

a) Armé un collar con 32 mostacillas
siguiendo esta secuencia, {de qué tipo serd la ultima
mostacilla? ¢Y si el collar tiene 622 mostacillas?

b) Si se quiere armar un collar con 133
mostacillas, écudntos cubitos negros se necesitan?
Escriban cémo lo pensaron. Y si se arma uno con 239
mostacillas, écudntos cubitos negros se necesitan?
Escriban cémo lo pensaron.

18
13 14 1516 7

w—'w oo0o?®
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El item a) apunta a la identificacion
de la regularidad del disefio del collar cada
6 mostacillas. Si bien es posible abordar la
cantidad 32 desde el conteo sobre un dibujo
ampliado del collar, el nimero 622 obliga a
pensar en estrategias de calculo: avanzar de a
seis o multiplos de seis hastallegar aun nimero
cercano al 622, o apelar a la divisién entera de
622 por 6y utilizar el resto para caracterizar la
mostacilla final.

El item b) introduce novedades respecto
del anterior, ya que, si se buscan multiplos de 6
cercanos al 133 o al 239, sera necesario cono-
cer el factor que multiplica al 6. La escritura de
las cuentas intermedias en un procedimiento
se constituye en un apoyo necesario para re-
cuperar la cantidad de grupos de 6 que entran
en el nimero de mostacillas en estudio y para
analizar si la cantidad de mostacillas restantes
agrega o no un cubito negro. En caso de que se
apoyen en la division entera, tanto el cociente
como el resto son necesarios para producir la
respuesta.

En el primer dia de trabajo, les estudian-
tes llegaron a resolver el item b) y produjeron
escritos grupalmente que contenian cuentas
y explicaciones en lenguaje coloquial de las
ideas puestas en juego. Como era esperable,
les estudiantes no produjeron autbnomamen-
te escrituras de un calculo como sintesis de
las cuentas realizadas. La clase finaliz6 en ese
momento y el docente recogié estos escritos.

En este articulo, centraremos nuestra
mirada en las discusiones que tuvieron lugar
en la segunda clase, en torno a esas resolucio-
nes del item b).

La nueva tarea que propone
el docente para trabajar
con las producciones de

les estudiantes

Como ya dijimos, nuestra propuesta tie-
ne el propésito de introducir a les estudiantes
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en la practica de la lectura de informacion de
expresiones numéricas que combinan varias
operaciones. Eso comienza a desplegarse en el
problema siguiente de la secuencia:

Problema 2

Sin obtener el resultado de la cuenta, decidir si
los siguientes nimeros son miiltiplos de 6. Expliquen
sus respuestas.

120 + 600 125 + 600
72 +186 + 12

72 +18
1206 + 46

En este problema, se presentan expre-
siones algebraicas numéricas sin un contexto
extramatemdtico. Les estudiantes tienen que
interpretar esas escrituras y obtener informa-
cion pertinente para responder la pregunta
planteada.

Tal como habiamos anticipado, hay una
gran distancia entre las producciones escritas
de les estudiantes para el item b) del primer
problema y aquellas escrituras que deberan
abordar en el segundo.

Con el objetivo de tender puentes hacia
el trabajo que les esperaba, finalizada la clase 1
y a partir del analisis de las producciones de sus
estudiantes, el docente elabora una actividad
particular para organizar la discusién colecti-
va del item b) del Problema 1: produce, entre
clase y clase, diferentes escrituras de calcu-
los horizontales que reflejan, de algiin modo,
las estrategias desarrolladas por cada grupo.
Las presenta de a una en el pizarrén y, en un
primer momento, solicita a los grupos que la
analicen para ver si reconocen en esa escritura
la estrategia que utilizaron para responder (de
algin modo, propone ese calculo como repre-
sentacion resumida de la estrategia utilizada).
En caso de que ese reconocimiento se pro-
duzca, planea dar la palabra a les productores,
con el objeto de hacer publicas las relaciones e
ideas que irian cargando de sentido a esa escri-
tura. Sea o no reconocida por algin grupo, en
un segundo momento va a proponer a toda la
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clase el anélisis de esa escritura en relacién con
su eficacia y pertinencia para determinar la
cantidad de cubitos negros presentes en cada
collar (de 133 y 239 mostacillas). Con esta pro-
puesta, el docente apunta a que se entienda
y reconstruya colectivamente el sentido de la
expresion en funcion de la pregunta que todes
les chiques ya respondieron, quizas de modos
bien diferentes.

Nos interesa senalar el papel del contex-
to tanto en la instancia de reconocimiento por
parte del grupo productor como en el trabajo
de toda la clase dotando de sentido a esa es-
critura. En particular, la construccién colecti-
va de ese sentido a la cual les estudiantes son
convocades requiere reconstruir —a partir de
la escritura simbdlica— un procedimiento que
involucra acciones enunciadas verbalmente en
términos del contexto del problema (“sacar
una mostacilla”, “saltar de a seis para repetir el
tipo de mostacilla”). Entendemos que en esta
bisqueda de sentido se estaria poniendo en
juego un proceso de desimbolizacion (Arcavi
et al, 2017). Esta nocién, considerada por les
autores como una de las acciones involucradas
en el trabajo con expresiones algebraicas, nos
resulta fértil para pensar el tratamiento de
calculos que combinan varias operaciones, en
tanto expresiones simbélicas nuevas para mu-
ches chiques.

En el texto recién mencionado, les auto-
res proponen como ejemplo de desimboliza-
cion la accién que desarrollan les estudiantes
cuando, después de trabajar con actividades
de produccién de férmulas para contar colec-
ciones, se les presentan expresiones con varia-
bles para que elles las acepten o no como mo-
delo de conteo de una cierta
Senalamos que,
en ese caso, el proceso de
desimbolizacién tiene como
punto de apoyo el hecho de
que les estudiantes fueron
antes productores de expre-

situacion.
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siones similares, contrariamente a lo que ocu-
rre en la tarea que estamos analizando ahora.
La expresion a “desimbolizar” es producida por
el docente tras escasa experiencia previa de les
estudiantes con expresiones de este tipo.

En el Problema 2, las expresiones pro-
puestas no se presentaran como respuesta a
ninguna pregunta y, por eso mismo, no habra
una estrategia o procedimiento a reconstruir.
Pensamos que el tratamiento de las escrituras
que propone el docente como cierre del Pro-
blema 1 -muy mediado por el contexto, que
ofrece palabras— va a permitir un abordaje del
siguiente problema enriquecido con la expe-
riencia de haber discutido sobre ellas.

En lo que sigue de este articulo analiza-
remos las discusiones que tienen lugar en el
aula a propésito de las dos primeras escrituras
que propone el docente y la totalidad -y com-
plejidad— del texto que queda plasmado en el
pizarrén al finalizar la clase.

Algunos recortes delo
acontecido en el aula

Episodio 1

Nos ubicamos en el momento en que les
estudiantes van a comenzar a trabajar con las
respuestas que elles habian producido para la
segunda pregunta del item b) del Problema 1:
{cuantas cubitos negros se necesitan para ar-
mar un collar de 239 mostacillas?

El profesor explica la consigna de traba-
jo y escribe un primer célculo en el pizarrén:
6x40=240. Como se ver4, refiere a la produc-
cion del grupo 1 (ver Figura 1).

Figura 1. Produccion del grupo 1
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Detengamonos a analizar esta produc-
cion. El contexto del problema, el dibujo del
collar que se presenta y las discusiones que se
hicieron con las preguntas anteriores llevan
a este grupo a considerar grupos/saltos de 6
mostacillas. En este item se pregunta por 239
mostacillas. Es interesante notar que en la
respuesta que arman estas chicas, no aparece
escrito el nimero 239. Ese nimero no es utili-
zado para hacer ninguna cuenta, aunque esta
implicito en la produccién escrita tanto para
controlar qué multiplicaciéon por 6 les sirve
(buscan aproximarse al 239) como para justi-
ficar, implicitamente, la Gltima accién realizada
(“a 240 le restamos 1”). La primera oracion es
un relato que tiene las marcas de las acciones
que realizaron (en pasado) en el momento de
exploracion. No sabemos si las cuentas inter-
medias fueron escritas, pero probablemente
no las consideran importantes como parte de
la respuesta. Notemos que aun la cuenta final
“40x6" es relatada usando palabras —obede-
ciendo seguramente a cuestiones de contra-
to— ante el pedido de “Escriban cémo lo pen-
saron”.

Cuando el profesor escribe la cuenta
“6x40=240" se hace un silencio, nadie la toma
como propia, posiblemente muches chiques
todavia no entienden bien qué tienen que ha-
cer. El siguiente fragmento reproduce las inte-
racciones en la clase a partir de ese momento.

1-Profesor (P): Alguien puso lo mismo, “fui-
mos multiplicando a 6 y sirvié 6x40”, iqué
grupo hizo 6x40?

2-Alumne (A) (del grupo 2): Nosotros.
3-A (del grupo 1): Nosotros.

4-P: {Ustedes lo hicieron? ¢éGrupo 1? Bueno,
ahora vemos si es esta. Hicieron 6x40 y les
dio 240, pero ahi me paso de 239, {qué hi-
cieron?

5- A (del grupo 1): Le restamos 1.

6- P: 240-1... 239 (mientras expresa esto, el
profesor va escribiendo “240-1=239", ver
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Figura 2). {De qué me sirve restarle ese 1?
{De qué me sirve identificar ese 1?

7- A (del grupo 1): Para que te dé la cuenta,
porque como se pasaba, necesitaba...

(hablan varios juntos).

8- P: De a uno. A ver all3, ¢{ustedes hicieron
algo parecido o no? (Les pregunta a las chi-
cas del grupo 3).

9- A (del grupo 3): No.

10- P: Bueno, {pero por qué piensan que me
sirve restarle ese 1? La cuenta me va a dar
239, ya sé que 240-1me da 239.

11- A (del grupo 3): Porque una mostacilla
que saques no hace dano.

12- A (del grupo 4): O que sobre.

13- P: {Por qué no hace dano? (varios alum-
nos hablan a la vez). De a uno...

14- A (del grupo 3): Porque no va a sacar al
cubito negro.

15- A (del grupo 4): Porque no es un cubito
negro. Si fuera un cubito negro...

16- P: Bien, porque no es un cubito negro.
Si fuera negro, lo tengo que contar, éesta?
Bien, y entonces, de lo que escribieron, {en
donde veo el nimero que me dice la res-
puesta?

17- A (del grupo 1): Del 40.

18- P: De 40 porque estoy multiplicando 6.
Es lamisma idea que antes (se refiere a la dis-
cusion que habian tenido acerca de la prime-
ra pregunta del problema): por cada 6 tengo
1. (Esta?

19- A: Ok.

Figura 2. Escritura que resulta en el pizarrén
a partir de la linea 6 del fragmento.

La escritura que resulta en el pizarrén
(ver Figura 2), a partir de la produccién del
grupo 1, se forma entonces en dos instancias.
La primera (6x40=240) la ofrece el profesor y
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agrega oralmente informacion: “fuimos multi-
plicando por 6 y vimos que 6x40 servia”. Estas
palabras remiten a unaaccién que el grupo des-
plegd antes de llegar a la operacién que queda
expresada en la cuenta del pizarrén. Pensamos
que, de esta manera, el profesor trata de ayu-
dar al grupo productor a que se reconozca y
asi iniciar la discusion colectiva sobre ese cal-
culo. El grupo productor tiene dos elementos
para reconocerse: los dichos del profesor y la
escritura que él propone en el pizarrén. En-
tendemos que esta distincion entre lo que él
decide escribir y lo que decide decir ayudara a
que les estudiantes vayan construyendo la idea
de que hay escrituras que permiten condensar
la informacién necesaria para responder a lo
que se pregunta. Es desde lo oral que agrega
una temporalidad, al relatar cémo llegaron a
esa cuenta. Para les productores, esa cuenta es
el punto de llegada de la bisqueda de mualti-
plos de 6 cercanos a 239. Mientras que, para el
resto del curso, es un célculo que puede o no
guardar relaciéon con las estrategias que cada
grupo desplegé.

Luego de que el grupo 1 se reconoce en
esa escritura, sus integrantes avanzan contan-
do cudles fueron sus siguientes acciones (linea
5), dando lugar al otro calculo que escribe el
profesor. Como puede verse en el resto del
fragmento, el profesor convoca a todes a dis-
cutir sobre esta escritura y logra la participa-
ciéon de muches estudiantes. En la linea 6, la
intervencion del docente tiene por objetivo
que les estudiantes relacionen el calculo 240-1
con el conteo de mostacillas negras; sin em-
bargo, hasta la linea 10, las afirmaciones de les
estudiantes hacen referencia solamente a las
cuentas realizadas. Recién en la linea 11, una
alumna asocia la cuenta 240-1=239 a la idea
de que “una mostacilla que saques no hace
dano”. El profesor, tomando el modo de decir
de la estudiante, invita a que ella explique “por
qué no hace dano”. Se toma como compartido
el significado de la expresion “no hace dano”
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como un modo de decir que no va a influir en
la cantidad de cubitos negros que se tenian
contados. La pregunta de este “por qué” del
docente podria albergar explicaciones en dos
planos diferentes:

* Por un lado, la explicacién que une estu-
diante da en la linea 14: “no va a sacar al
cubito negro” (probablemente evocando
la accion de sacar la daltima mostacilla al
collar de 240). En esta respuesta, queda
implicito que entonces no cambiaria la
cantidad de cubitos negros (cantidad
que aun no se explicito: recién en la linea
17,y ante una pregunta del docente, apa-
rece la cantidad de mostacillas negras).

* Por otro lado, se podria dar un argumen-
to de por qué la mostacilla 240 del collar
no sera un cubito negro: la mostacilla
240 cierra un “ciclo” de 6 y, entonces,
mirar la mostacilla 240 es como mirar la
mostacilla 6, que se sabe que es blanca.
Por eso, quitar una “no hace dano”, por
eso no hay “riesgo” de sacar un cubito
negro.

Entendemos que les estudiantes estan
teniendo en cuenta estos dltimos argumen-
tos, aunque no aparecen como contenidos
explicitos de los intercambios que estamos
analizando y no son requeridos por el profe-
sor. Posiblemente porque ya fueron suficiente-
mente expuestos y aceptados en el trabajo con
el item a) y el primer nimero del item b). Por
ejemplo, ya forma parte de los acuerdos de la
clase que “si un collar tiene un namero total
de mostacillas multiplo de 6, mirar la Gltima es
como mirar la mostacilla sexta”, y que “en cada
tira de 6 hay un cubito negro”.

En las dltimas lineas del fragmento, el
profesor restituye la pregunta inicial invitando
a buscar la respuesta entre los nimeros escri-
tos en el pizarrén, reforzando la idea de que la
escritura de los dos célculos contiene la infor-
macién necesaria para responder la pregunta.
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Las relaciones que identificamos, explici-
tadas o no en este didlogo entre estudiantes
y docente, forman parte del proceso de dotar
de sentido a las escrituras de los calculos como
modelo de la situacion que se esta estudiando
y condensar en ellas, entre todas las ideas, es-
trategias y acciones desplegadas para resolver
y comunicadas oralmente, las relaciones sufi-
cientes para dar respuesta al problema.

Nos interesa detenernos en el hecho de
que el profesor elige no poner de entrada la
escritura de la estrategia completa y, recién
después de las interacciones con el grupo
productor, agrega “240-1=239". Recorre asi la
temporalidad de la estrategia del grupo, remi-
tiendo al “paso a paso” caracteristico del tra-
bajo aritmético que les estudiantes traen de su
experiencia en la escuela primaria. Entendemos
que esta escritura secuenciada de dos calculos
es preliminar a una Gnica expresién numérica
que combine las dos operaciones, tal como
las que aparecen en problemas posteriores
de la secuencia. En sus primeras interacciones
con tales escrituras, les estudiantes podrian
asignarle una cierta temporalidad, ligada a ac-
ciones, como un modo de dotar de sentido a
toda la expresion. Una temporalidad de la cual
deberan desprenderse para ir avanzando en el
trabajo algebraico.

Episodio 2

Hemos estado analizando las discusiones
en el aula en torno a las dos primeras cuentas
que el docente escribié en el pizarrén, recono-
cidas por las autoras. Algo muy diferente va a
pasar con la segunda escritura que el docente
propone, cuyo tratamiento en el aula sera ana-
lizado en esta seccion. Se trata, en este caso,
de un calculo que él produjo en relacién con
las respuestas de dos grupos.” Antes de dete-
nernos en los didlogos que tienen lugar en la

4 Esto fue confirmado en conversaciones posteriores con
él.
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clase a partir de que el docente propone esa
nueva escritura, comencemos analizando las
producciones que esos dos grupos realizaron
la clase anterior (ver Figuras 3y 4).
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Figura 3. Produccidn del grupo 2.
&Y si se arma uno -\or-.‘}i:_{ mostacillas, cudntos cubitos negros se necesitan? Escriban

como lo pensaron.

Figura 4. Produccion del grupo 3.

Transcribimos el texto de la Figura 4:
39 no es justo porque sobran 5 y ya pasa el cubito
negro entonces se podria contar un cubito negro y
tiene que contar 40 cubitos negros. De todas las
cuentas que figuran mas abajo, la Gltima de la
derecha es la que corresponde a la pregunta
que estamos analizando.

Les estudiantes de estos dos grupos uti-
lizaron la cuenta de dividir 239:6 para obtener
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la cantidad de “ciclos de 6” —o “tiras de 6"-
contenidos en 239. Ambas producciones tam-
bién muestran una comprensién de que las 5
unidades restantes aportan otro cubito negro.

Sin embargo, algo las distingue: mientras
que el grupo 3 puede producir la respuesta a
partir de los resultados que arroja la cuenta de
dividir, el grupo 2, una vez obtenido el cociente
39, introduce la cuenta 39x6=234. Interpreta-
mos que este Gltimo grupo necesita el resul-
tado de la cuenta de multiplicar para poder
expresar el 239 como un miltiplo de 6 més un
namero suficientemente pequeno para que no
alcance a completar otra tira: la suma que es-
criben es “234+5=239". En el renglén siguiente,
agregan la expresion “6x39” debajo del 234 y
una flecha vertical que parte del 5 para recién
después, en un renglén mas abajo, contabilizar
la cantidad de cubitos negros. Tal como habia-
mos anticipado al planificar esta actividad, les
estudiantes no producen la escritura que com-
bina los dos célculos (239=6x39+5), expresién
que podria haberse obtenido directamente de
la cuenta de dividir. Pareciera que les estudian-
tes de este grupo —no asi les del grupo 3- no
atrapan totalmente la informacién que porta
dicha cuenta, quizas insegures por la presencia
de un resto que complejiza la relacién entre
los datos (dividendo y divisor) y los resultados
(cociente y resto).

El siguiente fragmento reproduce las inte-
racciones en la clase a partir del momento
en que el docente escribe “39x6=234".

1-P (escribiendo): Otros hicieron esto: 39x6
y les dio 234. {Quién hizo esto? ¢Cuantos
cubitos tengo hasta la mostacilla 234?

2- A (del grupo 1): 39.

3- P: 39, la misma idea que antes, {no? Lopez,
{se entiende? Por cada seis tengo una, mul-
tiplico por 39.. (Como ve que el alumno
asiente, continta) Barbaro... {Me faltan o me
sobran?
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4- A (del grupo 4): Me faltan 5, pero no sé si
modifica.

5- P: {Me modifica ahora lo que falta?

(Alumnas del grupo 4 hablan entre ellas)
{Cuéntas faltan? ¢5?1, 2, 3, 4, 5... si, modifica.

(Alumnes del grupo 3 hablan entre elles) Si,
porque son 5y en medio de esas 5 hay una
mostacilla negra.

6- P: Tengo las 234. (Cual es la dltima de las
234? {Qué mostacilla es la 234?

7- A (del grupo 3): Una blanca, creo.
8- A (del grupo 4): Blanca.

9- A (del grupo 4): Termina en un cubito
blanco.

10- P: Me faltan 5, ino? {Esas 5 me modifican
ahora?

11- Varies: Si.
El docente agrega la cuenta “234+5=239".

12- A (del grupo 4): Si, te modifica, porque se
suma un cubito.

13- P: Pasa un cubito, éno?
14- A (del grupo 4): Pasas un cubito negro.

15- P: ¢{Acd cuantos tengo? (sefialando el 234
en el pizarrén) 39x6, o sea son 39 cubitos y
aca (senalando el 5 que suma) tengo un cu-
bito mas, ¢no? (dibujando un cubito negro
debajo del 5, ver Figura 5). Y ahi estan los 40.
(Esta bien?

16- Varies: Si.

17- P: Bueno algunos lo tenian mas comple-
to que otros en el grupo, pero ¢quién hizo
esto? {Grupo...? (silencio) {Quién? De algin
grupo lo saqué. Algo parecido, por ahi expli-
cado con palabras, (no?

Elsilencio continta, ningiin grupo relaciona su
produccidn con la escritura que propone el docente.

: .
24, ¢ 4
-

Figura 5. Escritura del docente en el pizarrén.
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Hemos analizado que ambos grupos
comenzaron la resolucién con una cuenta de
dividir y llegaron al nimero 39 como resulta-
do de esa cuenta. En cambio, en la cuenta que
propone inicialmente el docente (39x6=234),
ese nimero aparece de entrada. El no recono-
cimiento por parte de les estudiantes nos ad-
vierte que el camino que llevaria de la cuenta
de multiplicar a la de dividir —cuando se trata
de una divisién con resto— necesita de relacio-
nes que no necesariamente tienen disponibles
les estudiantes (por ejemplo, entender que
39x6 es igual a 239 menos el resto que se ob-
tiene al dividir 239 por 6).

Senalemos que el no reconocimiento de
autoria para la escritura que el docente propo-
ne no impide que todes les chiques participen,
coordinados por el docente, en la elaboracién
de una estrategia a partir del calculo 39x6=234.
Las interacciones orales llevan a la escritura de
una segunda cuenta: 234+5=239.Y, en la inter-
vencion 15, el docente organiza el conteo de
cubitos negros, agregando la expresién “39x6”
y el dibujo de un rombo negro (ver Figura 5). La
escritura completa viene a condensar nueva-
mente las relaciones necesarias para contestar
la pregunta.

Destaquemos que las discusiones colec-
tivas que tuvieron lugar movilizaron ideas que
van construyendo un sentido compartido de
las escrituras y una manera de responder la
pregunta con la informacién que ellas portan.
La estrategia que se configura se aleja posible-
mente de aquellas que desplegaron los grupos
2y 3 en su produccién inicial, y esto explica el
silencio que se obtiene a las preguntas del do-
cente en la intervencion 17.

La dltima intervencion del docente (“De
algan grupo lo saqué. Algo parecido, por ahi
explicado con palabras, ino?”) nos da pistas
de que él intenta hacer visible el vinculo con la
explicacion producida por el grupo 3. Posible-
mente, el docente identificé esta explicacion
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con la estrategia multiplicativa del grupo 1:
pensar multiplicaciones por 6 cercanas al 239
y luego ver si se modifica la cantidad de negras
al ajustar sumando o restando algo.

Este episodio nos revela la complejidad
de la nueva tarea que plantea el docente: en-
tre las producciones de les estudiantes y las
escrituras que él propone, se cuelan las inter-
pretaciones que el propio docente hace de los
escritos de les chiques y también las relaciones
que él establece entre la multiplicacion y la di-
vision, previsiblemente distantes de aquellas
que, de manera diversa, estan disponibles para
les estudiantes.

¢..entre las
producciones de les
estudiantes y las escrituras
que él propone, se cuelan
las interpretaciones que
el propio docente hace de
los escritos de les chiques
y también las relaciones
que €l establece entre

la multiplicacién y la
division, previsiblemente
distantes de aquellas

que, de manera diversa,
estan disponibles para les
estudiantes. ”’

Totalidad del pizarrén

Al finalizar la clase, el pizarrén recoge el
trabajo de todos los grupos (Figura 6).
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El trabajo de cada grupo, identificado
con un punto, queda representado con uno
o varios calculos —si bien eran cinco grupos,
como vimos antes, una de las escrituras pro-
puestas por el docente se relaciona con las
producciones de dos grupos-—.

Las dos expresiones que aparecen arriba
a la izquierda (correspondientes a tres grupos)
son las primeras que se trabajan en el aula y
ya han sido comentadas en este articulo. En
cuanto a la tercera que aparece a la izquierda,
recoge la manera de proceder de un grupo que
se apoyo en un collar de 120 mostacillas para
responder la primera pregunta del item b). Las
multiplicaciones por 6 no aparecen explicita-
mente porque ya se sabia que en un collar de
120 mostacillas habia 20 cubitos negros.

En estos tres casos, el procedimiento de
cada grupo quedo representado por dos cuen-
tas que atrapan todas las relaciones necesarias
para responder. Notemos que, en la tercera
produccion, a diferencia de las dos primeras, la
segunda cuenta (120+120-1=239) no muestra
el resultado de la primera operacién (240).

En la expresién que aparece arriba a la
derecha del pizarrén, referida a la produccion
del grupo 5 y muy cercana a la escritura que
presentaron sus autoras, todas las relaciones
estan atrapadas en una expresion, formada
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Figura 6. Imagen del pizarrén al finalizar la clase.

por una descomposicion aditiva del 239 y es-
crituras auxiliares que aportan otras informa-
ciones (en la Figura 7 reprodujimos ese sector
del pizarrén).

$ &
g.\2 brb5

239 =132 +96 +11

21e |

& ticas de
12
16 ®

Figura 7. Escritura en relacién
con la produccién del grupo 5.

Las estudiantes de este grupo se apo-
yaron en un collar de 132 mostacillas (analiza-
do en la primera pregunta de este item) para
luego estudiar la cantidad de cubitos negros
presentes en el resto del collar. En el nimero
restante (239-132), encontraron que hay 8 ti-
ras de 12 mostacillas cada una y construyeron
el 239 sumando 132+96+11. Notemos que el
nimero 96 es el resultado de la multiplicacién
8x12. Las autoras privilegian escribir el 96 en
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la descomposicién aditiva del 239, lo cual hace
necesario agregar, como calculo auxiliar, “8x12”
para computar la cantidad de cubitos negros
presentes en ese sumando. Incluir ese calculo
como uno de los sumandos que reconstruyen
el 239 podria no estar habilitado aln para es-
tas estudiantes.

Para cada uno de estos cuatro procedi-
mientos, el calculo Gnico que reuniria la infor-
macién ya desplegada seria:

239=6x40-1
239=6x39+5
239=6x20+6x20-1
239=12x11+12x8+11

Este es el tipo de calculo para estudiar
cuestiones de divisibilidad que se presentara
a les estudiantes en los préximos problemas y
que sera el soporte para, en el futuro, traba-
jar con expresiones algebraicas. Concebir que
toda la informacién necesaria para responder
quede condensada en una Unica expresion nu-
mérica que combine diferentes calculos es algo
que se ira construyendo en el trayecto de en-
sefianza que pensamos para estes estudiantes.

¢ Concebir que toda

la informacién necesaria
para responder quede
condensada en una unica
expresion numerica

que combine diferentes
calculos es algo que se
ird construyendo en el
trayecto de ensenanza
que pensamos para estes
estudiantes.”’
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En relacion con la accidon del docente,
entendemos una intencién en el orden en que
fueron proponiendo las escrituras: las dos
primeras escrituras que se discutieron estan
conformadas por dos calculos con una cierta
temporalidad implicita, mientras que la Gltima
recupera en una sola expresiéon -y sus calcu-
los auxiliares— todas las cuentas involucradas
en el procedimiento. Entre estas, podriamos
decir que la tercera produccién es una escri-
tura “puente”, ya que el calculo “120+120-1"
conserva la traza de la cuenta escrita a la iz-
quierda sin retomar su resultado (240), hacien-
do innecesaria la primera suma. Gracias a esta
progresividad en la complejidad de las escritu-
ras propuestas por el docente, las relaciones
construidas y las palabras dichas en torno a los
primeros calculos generan buenas condiciones
para que mas estudiantes de la clase lleguen
a interpretar producciones escritas como la
Cuarta.

Senalemos ademas que, en un problema
en contexto como este, para lograr que las
cuentas reflejen ideas de un proceso de calculo
que da respuesta a una pregunta se requiere la
inclusién de marcas del contexto en las escri-
turas. En nuestro ejemplo, quedaron escrituras
“mixtas” —expresiones de célculos y dibujos de
mostacillas— en las cuales la cantidad de cubi-
tos negros contabilizados era controlada por
el contexto (el disefo particular del collar).

Finalmente, nos interesa destacar que,
con el trabajo colectivo que se generé a par-
tir de las producciones de todos los grupos, se
termina construyendo un pizarrén en el que
aparecen diferentes escrituras, composicio-
nes y descomposiciones del nimero 239 que
hacen visibles diferentes formas en las que se
lo puede expresar, identificando multiplos de
6 o de 12. Si bien no se menciona de manera
explicita laidea de equivalencia de expresiones
numéricas, esta nocion esta latente en el aula.
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Pags. 29- 47

Reflexiones finales

Elegimos comenzar la secuencia con un
problema en contexto, con el objetivo de que
el estudio de diferentes descomposiciones de
los nimeros pudiera anclarse en las caracteris-
ticas de una situacioén particular. Pensabamos
que, de este modo, los calculos tendrian una
finalidad relativa a la situacion contextual. En
particular, les estudiantes podrian disponer de
palabras familiares para discutir en el espacio
colectivo en torno a la relacion entre las estra-
tegias desplegadas por elles y cada escritura,
dotando de significado a las diferentes com-
ponentes de un calculo: factores o términos.

El anélisis que hemos presentado de las
producciones de tres grupos y de las discu-
siones que surgieron en el espacio colectivo
a partir de la nueva tarea que propone el do-
cente nos permite reafirmar el papel valioso
del contexto: muchas expresiones de les estu-
diantes al referirse a las escrituras se vinculan
con relaciones particulares que, en cada caso,
se recortan del contexto. Las marcas iconicas
(dibujos de cubitos negros) y las frases (por
ejemplo “8 tiras de 12”) que se van incorpo-
rando a las expresiones propuestas por el pro-
fesor permitieron reconstruir el modo en que
se llegaba a la respuesta. Tanto las expresiones
orales de les estudiantes como las marcas que
se plasmaron en las escrituras dan cuenta del
proceso de construccion de sentido con fuerte
apoyo en el contexto.

En relacién con la tarea nueva que pro-
pone el docente, el analisis que hemos presen-
tado pone de relieve su potencia para que les
estudiantes vayan cargando de sentido a las
escrituras de calculos horizontales que com-
binan operaciones. En particular, en el punto
5.1 identificamos que, al presentar dos calculos
consecutivos, el docente respeta una tempo-
ralidad —propia de las experiencias aritméticas
de sus estudiantes— que habra que abandonar
al trabajar en algebra. De este modo, teje una

Revista EFI- DGES \/ol.6 - N° 11

V. Borsani, J. P Luna, C. Sessa  El valor mostrativo de las expresiones numéricas...

¢ Tanto las

expresiones orales de

les estudiantes como las
marcas que se plasmaron

en las escrituras dan
cuenta del proceso de
construccion de sentido
con fuerte apoyo en el
contexto. ”?

transicion entre esas experiencias y las nuevas
practicas algebraicas que estan en el horizonte
de su ensenanza.

Mirando en conjunto los Episodios 1y 2
analizados anteriormente, destacamos que el
par de célculos que el profesor escribe en cada
caso se va configurando para les estudiantes
como un modelo de la situacion en estudio y,
al mismo tiempo, como portador de toda la
informacién necesaria para responder.

En el tercer episodio, miramos la totali-
dad de un pizarrén que fue construido por el
docente “progresivamente” en relacién con
la complejidad de las escrituras que presenta
(desde los dos calculos consecutivos que se
van escribiendo en el primer y segundo ejem-
plo hasta la cuenta Unica que se presenta en
el cuarto). Los intercambios entre el docente y
les estudiantes relevados en los dos primeros
episodios nos permiten reconocer que tam-
bién existe una progresion en la complejidad
de las ideas puestas en juego. El discurso que
les estudiantes comparten en la clase —con el
sostén del profesor— en torno a las primeras
escrituras propuestas genera buenas condicio-
nes para que mas estudiantes de la clase lle-
guen a interpretar producciones escritas como
la cuarta.
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El Episodio 2 nos permite relevar tam-
bién la complejidad de la actividad nueva que
plantea el docente. Entre las producciones de
les estudiantes y las escrituras que él propone
se cuelan las interpretaciones que el propio
docente hace de los escritos de les chiques y
también las relaciones que él establece entre
la multiplicacién y la division, previsiblemente
distantes de aquellas que, de manera diversa,
estan disponibles para les estudiantes.

En nuestra investigacion nos propusi-
mos disefar y estudiar un trayecto que tien-
de puentes entre las experiencias aritméticas
de les estudiantes y las practicas algebraicas,
coincidiendo con las preocupaciones de otres
investigadores. Nuestro objetivo fue involu-
crar a les estudiantes en un tipo de practica
algebraica, a partir del trabajo con expresiones
numeéricas que incluyen varias operaciones. El
problema en cuyo analisis nos hemos deteni-
do en este articulo permite entender que este
objetivo necesita un recorrido que contemple
tanto el inevitable aporte del docente ofre-
ciendo escrituras como la discusién colectiva
enelaulaentornoacellas.” M|
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