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l. Alcance geográfico y/o temporal de la Tesis: El trabajo de Tesis posee un 

alcance internacional ya que trata sobre modelos matemáticos generales que pueden 

aplicarse a sistemas biológicos independientemente de su localización geográfica. 

 
m. Temas tratados en la Tesis (palabras claves): 

optimización, modelos matemáticos, restricciones, inferencia, estadística, modelo 

probabilístico, teoría axiomática de la probabilidad, teoría de la medida. 

 
n. Resumen en español: 

Aunque diversos modelos de optimización se encuentran en la base de gran parte 

de la biología teórica, no existe en la actualidad una metodología general para su 

evaluación empírica. Este trabajo de tesis busca establecer si es posible evaluar de 

forma general el sustento empírico de estos modelos mediante métodos estándar de 

inferencia estadística. En el Capítulo 1 se ofrece una breve introducción a la temática. 

En el Capítulo 2 se presenta una revisión bibliográfica que analiza cuál es la relevancia 

actual de las críticas planteadas a la aproximación teórico-metodológica de la 

optimización en la biología. En el Capítulo 3 se presenta una generalización de los 

modelos de optimización basada en la teoría axiomática de la probabilidad que 

permite una evaluación empírica exenta de las limitaciones de los métodos 

tradicionalmente utilizados. En el Capítulo 4 se presenta una primera aplicación de la 

metodología desarrollada a modelos de forrajeo óptimo. Finalmente, se presenta una 

discusión general de los aportes de este trabajo y sus potenciales contribuciones al 

estudio de procesos de optimización como principios generales de organización de los 

sistemas biológicos. 

 
o. Resumen en portugués: 

Embora diversos modelos de otimização encontram-se na base de uma grande 

parte da biologia teórica, não existe atualmente uma metodologia geral para sua 

avaliação empírica. Este trabalho de tese procura estabelecer si é possível avaliar de 

forma geral o sustento empírico desses modelos através de métodos padronizados de 

inferência estatística. Uma breve introdução ao assunto é apresentada no Capítulo 1. 

No Capítulo 2 é apresentado um trabalho de revisão bibliográfica com o objetivo de 

analisar qual é atualmente a relevância das críticas à aproximação teórico- 

metodológica da otimização na biologia. No Capítulo 3 é apresentada uma 
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generalização dos modelos de otimização baseada na teoria axiomática da 

probabilidade que permite uma avaliação empírica isenta das limitações dos métodos 

tradicionalmente utilizados. No Capítulo 4 é apresentada uma primeira aplicação da 

metodologia desenvolvida a modelos de forragem ótimo. Finalmente, apresenta-se 

uma discussão geral dos aportes deste trabalho e suas potenciais contribuições ao 

estudo de processos de otimização como princípios gerais de organização dos sistemas 

biológicos. 

 
p. Resumen en inglés: 

Although a variety of optimization models lie at the foundations of theoretical 

biology, a general methodology for the empirical evaluation of these models is still 

lacking. This work seeks to establish whether it is possible to perform a general 

evaluation of the empirical support of optimization models using standard methods of 

statistical inference. Chapter 1 offers a general introduction to the subject. In Chapter 2 

we present a bibliographic review with the objective to analyze which is the current 

relevance of the critics aimed at the theoretical and empirical optimization approach in 

biology. In Chapter 3 we present a generalization of optimization models based on 

axiomatic probability theory that allows an empirical evaluation without the 

limitations of traditionally used methods. In Chapter 4 we present the first application 

of the developed methodology to models of optimal foraging. Finally, we present a 

general discussion of the main contributions of this work and its potential implications 

to the study of optimization phenomena as general organization principles of 

biological systems. 
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metodología de evaluación y aplicaciones 
 
 

 
Publicaciones: 

 
No se han realizado a la fecha publicaciones que abarquen el contenido de este 

trabajo de Tesis. 

 

 
Aportes originales: 

 
En el Capítulo 2 se presenta una síntesis de las críticas que han sido realizadas a 

los modelos de optimización en biología, tanto en su fundamentación teórica como en 

su evaluación empírica, y un análisis de la prevalencia de deficiencias metodológicas 

en una selección de publicaciones recientes. El principal aporte de este trabajo de tesis 

se presenta en el Capítulo 3 y consiste en una formulación basada en la teoría 

axiomática de la probabilidad que generaliza los modelos de optimización y permite, 

bajo ciertas condiciones generales, una evaluación empírica objetiva mediante una 

inferencia estadística basada en la función de verosimilitud. En el Capítulo 4 se 

presenta una primer aplicación de la metodología desarrollada a la evaluación de 

modelos de optimización de forrajeo a través de una implementación basada en 

métodos de Monte Carlo. 
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R E S U M E N 

 
 

Un modelo de optimización plantea que el estado observado de un sistema se pro- 

duce porque dicho estado posee un valor máximo o mínimo de una función objetivo 

dentro de los estados posibles en que se podría encontrar el sistema. El ejemplo más 

emblemático de un fenómeno de optimización en la biología consiste en una población 

que se enriquece progresivamente en aquella variante fenotípica que posee una mayor 

aptitud biológica, y constituye el caso paradigmático de evolución por selección natu- 

ral. Diversos modelos de optimización se encuentran en la base de una gran parte de 

la biología teórica del siglo XX, y han tenido en consecuencia un papel destacado en 

áreas de la biología tan diversas como la biología evolutiva, la ecología, la fisiología y, 

de forma más reciente, la biología de sistemas. Varios de los debates más intensos en 

la historia de la biología han estado relacionados de una manera u otra al concepto 

de optimización y, a pesar de que en reiteradas oportunidades han sido severamente 

criticados, el número de estudios que involucran modelos de optimización ha conti- 

nuado en aumento. La persistencia en el uso de estos modelos puede atribuirse a que 

representan un abordaje general a uno de los interrogantes más importantes de la bio- 

logía: en qué medida la estructura y dinámica de los sistemas biológicos deriva de 

principios generales de organización. A pesar de algunos avances recientes, no existe 

en la actualidad una metodología general para la evaluación empírica de modelos de 

optimización, y esto representa un impedimento para el avance de este campo del cono- 

cimiento. Este trabajo de tesis busca establecer si es posible evaluar de forma general el 

sustento empírico de un modelo de optimización mediante métodos estándar de infe- 

rencia estadística. Luego de una introducción general a la temática, en el Capítulo 2 se 

presenta un trabajo de revisión bibliográfica con el fin de analizar cuál es en la actua- 

lidad la relevancia de las críticas planteadas a la aproximación teórico-metodológica 

de la optimización en la biología. En primer lugar se identificaron críticas dirigidas 

tanto a la fundamentación teórica de los modelos como a los métodos utilizados en 

su evaluación empírica. Se encontró que existen posiciones con asiento en escuelas de 

pensamiento filosófico que brindan sustento a los modelos de optimización, aún en el 

caso de críticas a sus fundamentos teóricos en las que no se ha llegado a un consen- 

so. En el resto de las críticas identificadas se encontró que existe un consenso acerca 

de que es efectivamente necesario corregir las falencias señaladas. Con el objetivo de 

evaluar cuál es el estado de las prácticas actuales en la formulación y evaluación de 

modelos de optimización se analizó una selección de publicaciones recientes sobre la 

modelización del metabolismo celular, un área en la que se han publicado un gran 

número de trabajo en los últimos años. Los resultados muestran que las deficiencias 
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en la evaluación de los modelos son todavía comunes en la actualidad. En el Capítulo 

3 se presenta una metodología basada en la teoría axiomática de la probabilidad que 

permite una evaluación de modelos de optimización exenta de las limitaciones de los 

métodos tradicionalmente utilizados. La metodología propuesta tiene como punto de 

partida una generalización de los modelos de optimización y el planteo de un modelo 

nulo, lo que hace posible su expresión en la forma de un modelo probabilístico bajo 

ciertas condiciones generales y permite, en consecuencia, analizar de forma objetiva el 

soporte empírico de un modelo de optimización mediante una inferencia estadística. 

Al estar planteada de una manera general con asiento en la teoría matemática de la 

medida, la metodología desarrollada puede aplicarse a modelos de optimización de sis- 

temas biológicos independientemente de su nivel de organización o de la complejidad 

del modelo matemático subyacente. En el Capítulo 4 se presenta una primera aplica- 

ción de la metodología desarrollada a modelos de forrajeo óptimo, uno de los campos 

de la biología donde se ha trabajado con modelos de optimización con mayor énfasis. 

Se reanalizaron los modelos planteados por Belovsky (1986b) para explicar la compo- 

sición de la dieta de campo de 14 especies de hervíboros, donde los parámetros del 

modelo son constantes, y también una versión no determinista donde los parámetros 

poseen una distribución de probabilidad. Los resultados fueron, en líneas generales, 

concordantes con los de Belovsky (1986b), pero al ser producto de métodos estadísti- 

cos estándar permiten realizar una inferencia que carece de las deficiencias que varios 

autores señalan respecto del trabajo original. El análisis del modelo nulo mostró ade- 

más que la dieta de una de las especies resulta incompatible con el modelo planteado, 

algo que no es mencionado en el trabajo original ni en otras publicaciones que también 

analizan los modelos de este estudio. Finalmente, se presenta una discusión general de 

los aportes de este trabajo y de las potenciales contribuciones al estudio de procesos 

de optimización como principios generales de organización de los sistemas biológicos. 
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1.1 RElEVAncIA DE lA OpTIMIZACIÓn En lAs cIEncIAs BIOlóGICAs 

 
La mayoría de los científicos busca explicar además de describir y predecir regu- 

laridades empíricas, y con frecuencia dichas explicaciones involucran argumentos de 

optimización (Schoemaker 1991). En términos simples, se dice que existe optimización 

en un sistema dado cuando el estado observado posee un valor mínimo o máximo 

para un cierto criterio con respecto al conjunto de estados posibles en que se podría 

encontrar el sistema. La teoría de evolución por selección natural propuesta por Dar- 

win (1859) constituye el ejemplo más emblemático de optimización en la biología. En 

términos modernos, para que en una población ocurra evolución por este mecanismo 

deben cumplirse tres condiciones: variabilidad fenotípica, heredabilidad y reproduc- 

ción diferencial (Lewontin 1978). La condición de reproducción diferencial se verifica 

cuando existen diferencias en la aptitud biológica (es decir, en el valor promedio de 

descendientes que producen) entre individuos que poseen diferentes variantes feno- 

típicas. En caso cumplirse las tres condiciones mencionadas, la teoría predice que la 

población se enriquecerá, generación tras generación, en aquella variante fenotípica 

que posea una mayor aptitud biológica. Es clara la identidad entre una optimización y 

esta descripción de la evolución por selección natural: después de un número suficien- 

te de generaciones, la variante fenotípica observada en la población será aquella que 

posea un valor máximo de la aptitud biológica respecto de las variantes fenotípicas 

preexistentes, que constituyen los estados alternativos posibles. 

Dado que la selección natural es considerada con un amplio consenso como la prin- 

cipal fuerza determinista en la evolución biológica y es caracterizada como un proceso 

de optimización (e.g. Haldane 1957; Rosen 1967; Cody 1974; Yoshimura y Shields 1987; 

Parker y Maynard Smith 1990; Richardson 1994), este concepto ha desempeñado un 

rol central en múltiples áreas de la biología: diversos argumentos de optimización se 

encuentran en la base de una gran parte de la biología teórica. Si bien esta visión 

de la evolución por selección natural está expresada en la obra de Darwin (1859), su 

popularización puede atribuirse al impacto del trabajo pionero de Wright (1931) y es- 

pecialmente de Fisher (1930) en genética de poblaciones. Fisher demostró por primera 

vez el célebre Teorema Fundamental de la selección natural, del que se obtiene como 

corolario que la aptitud biológica de una población bajo ciertas condiciones tenderá a 
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alcanzar un valor máximo si las condiciones ambientales se mantienen constantes 1. Si 

bien Fisher se abstiene de darle a su teorema el estatus de un principio variacional a 

la manera tradicional de la física, él mismo es quien lo compara con la Segunda Ley 

de la termodinámica (Fisher 1930, p. 39). A partir de la segunda mitad del siglo XX 

el desarrollo de la matemática de la optimización en el ámbito de la ingeniería sirvió 

de inspiración y estímulo para la aplicación de modelos matemáticos basados en op- 

timización en la biología, mientras que el avance de las ciencias de la computación 

permitió el abordaje de modelos progresivamente más complejos (Oster y Wilson 1979, 

capítulo 8). 

El estudio de los sistemas biológicos mediante un abordaje basado en la optimi- 

zación ha sido especialmente prolífico a un nivel de organización individual. En el 

campo de la biología evolutiva y la ecología, por ejemplo, los modelos matemáticos de 

optimización tienen un papel central en la teoría de forrajeo (Emlen 1966; MacArthur 

y Pianka 1966; Schoener 1969; Werner y Hall 1974; Charnov 1976a, 1976b; Pyke y col. 

1977; Belovsky 1986b; Mangel y Clark 1986; Stephens y Krebs 1986; Werner y Anholt 

1993; Robinson y Wilson 1998; Plath y Boersma 2001; Simpson y col. 2004; Plank y Ja- 

mes 2008; Jensen y col. 2012) y en la teoría de evolución de historias de vida (Smith 

y Fretwell 1974; Brown y col. 1993; Charnov 1993; Koziowski y Weiner 1997; Cichon 

y Kozlowski 2000; Hatchwell y Komdeur 2000; Roff 2002; Kozłowski y col. 2004; Char- 

nov y Ernest 2006; Öckinger y col. 2010; Williams y col. 2010; Flatt y Heyland 2011; 

Rytwinski y Fahrig 2012). En el campo de la fisiología, por otra parte, han sido uti- 

lizados para explicar la alometría existente entre tamaño corporal y tasa metabólica 

(West y col. 1997; Banavar y col. 1999; West y col. 1999; Dodds y col. 2001; Kozłowski 

y col. 2003; Glazier 2005), y en el análisis del metabolismo y productividad en vege- 

tales (Horn 1971; King 1990; Makela y col. 2002; Anten 2005; Katul y col. 2010; Anten 

y During 2011; Valentine y Mäkelä 2012). De forma más reciente, han sido empleados 

en el análisis y predicción de redes metabólicas en el marco de la metodología de aná- 

lisis de balance de flujo (Edwards y col. 2002; Kauffman y col. 2003; Price y col. 2003; 

Reed y Palsson 2003; Lee y col. 2006; Raman y Chandra 2009; Bull y Wang 2010; Orth 

y col. 2010; Velenich y Gore 2012; Harcombe y col. 2013). Los modelos matemáticos 

utilizados en la gran mayoría de estos trabajos representan o bien una hipótesis de 

maximización de la aptitud biológica, o bien de una propiedad que se considera una 

medida indirecta de ésta; por ejemplo, el uso de una hipótesis de maximización de la 

velocidad de adquisición de energía en el marco de la teoría de forrajeo óptimo (Parker 

y Maynard Smith 1990). 

La aplicación de modelos de optimización también se ha dado en niveles de orga- 

nización superiores al individual, y en este caso se pueden distinguir dos líneas de 

trabajo de acuerdo a la naturaleza de la propiedad que se hipotetiza sujeta a una op- 

1 Fisher (1930) demostró, específicamente, que la velocidad de cambio de la aptitud biológica en una po- 
blación es igual al componente génico de su varianza para el caso particular de un gen con dos alelos 
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timización. Una línea de trabajo ha consistido en la aplicación de la selección natural 

más allá del nivel individual, y es más conocida por el debate clásico respecto de la se- 

lección de grupo y la selección de parentesco (Wynne-Edwards 1962; Hamilton 1964a, 

1964b; Maynard Smith 1964; Williams 1966, 1972; Wilson 1975, 1983; Grafen 1984; Wil- 

son y Sober 1994; Leigh 2010). En los últimos años ha tenido lugar una nueva síntesis 

que parece ampliar definitivamente el horizonte de aplicabilidad de la selección na- 

tural a niveles superiores al individual (e.g. Goodnight 2005; Traulsen y Nowak 2006; 

Godfrey-Smith 2008; Gardner y Grafen 2009; Okasha 2009; Massimo Pigliucci 2010). En 

este sentido, cabe señalar que en la última edición de su influyente libro sobre biología 

evolutiva Williams (1966) rechaza explícitamente la arraigada noción de que la selec- 

ción a niveles superiores al individual debe ser descartada. Sin embargo, esta línea 

de investigación se encuentra todavía ligada a la controversia en torno de la selección 

de grupo (e.g. Eldakar y Wilson 2011), y es en esta temática en donde se enfocan la 

mayoría de los trabajos, salvo interesantes excepciones (e.g. Goodnight 2000; Swenson 

y col. 2000a; Swenson y col. 2000b; Whitham y col. 2003, 2006; Williams y Lenton 2007). 

Es probable que el debate en torno a la selección de grupo, sumado a la dificultad en 

la definición y estudio de unidades de variación y herencia en niveles superiores al 

individual, sean responsables de un desarrollo relativamente limitado en este campo. 

De forma paralela, se ha trabajado con hipótesis de optimización basadas en fun- 

damentos de índole termodinámica (e.g. Fath y col. 2001; Jørgensen y Fath 2004; Ray 

2006; Yen y col. 2014; Chapman y col. 2015; Skene 2017). Este marco teórico fue popu- 

larizado por el trabajo pionero de Lotka (1922a, 1944), quién enunció la hipótesis de 

la máxima potencia como un principio de organización general de los sistemas bioló- 

gicos, y es notorio que Lotka señalase que esta idea fue planteada originalmente nada 

menos que por Boltzmann (1886), quien sentó las bases de la mecánica estadística. Es- 

ta línea de investigación ha sido aplicada especialmente a un nivel de organización 

ecosistémico, y se han planteado en este marco varios principios de optimización alter- 

nativos (Prigogine y Wiame 1946; Margalef 1963; Jorgensen y Mejer 1979; Ulanowicz 

y Hannon 1987; Odum 1988; Schneider y Kay 1994). En los últimos años este enfoque 

ha despertado un renovado interés, particularmente en torno del principio de máxima 

producción de entropía (e.g. Martyushev y Seleznev 2006; Dewar 2010; Kleidon y col. 

2010; Martyushev 2010; Meysman y Bruers 2010; Vallino 2010; Chapman y col. 2015; 

Vallino y Algar 2016). Aunque el enfoque termodinámico ha dominado los estudios 

basados en optimización a nivel ecosistémico, ha tenido un escaso contacto con la lí- 

nea dominante desarrollada a nivel individual y de grupo en el marco de la biología 

evolutiva (algunas notables excepciones son Weber y col. 1989; Brown y col. 1993; De- 

pew y Weber 1996; Weber y Depew 1996; Matthen y Ariew 2002; Hoelzer y col. 2006). 

Sin embargo, es importante destacar que Lotka (1922b) intentó tempranamente sentar 

las bases para una unificación de la teoría de la evolución por selección natural y de 

la termodinámica, y muchos autores han sostenido con posterioridad que un enfoque 
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integrado podría sentar las bases para hallar principios de organización comunes a 

todos los niveles de organización biológica (e.g. Weber y col. 1989; Hoelzer y col. 2006; 

Batten y col. 2008; Pennell y O’Connor 2017; Skene 2017). 

 
1.2 conTROVERsIAs  Y  DEsAFíos  En  lA  AplICACIÓn  dE  OpTIMIZACIÓn  En  BIO- 

loGíA 

 
Dada la estrecha relación entre optimización y selección natural, así como la variedad 

de temáticas que han sido abordadas en este contexto, no resulta extraño que varios 

de los debates más intensos en la historia de la biología hayan estado relacionados de 

una manera u otra al concepto de optimización. Se pueden mencionar, entre otros, el 

extenso debate entre Fisher y Wright en el marco de la teoría de genética de poblaciones 

(Wright 1929; Fisher 1930; Wright 1931; Fisher 1934; Fisher, Ford y col. 1950; Wright 

1951, 1982), cuya influencia continúa hasta la actualidad (e.g. Coyne y col. 1997; Wade 

y Goodnight 1998; Orr 2005; Pigliucci 2008; Svensson y Calsbeek 2012; Hill 2014); la 

ya citada controversia en torno de la selección de grupo; y el debate existente respecto 

de la relación entre el tamaño corporal y la tasa metabólica (e.g. Agutter y Wheatley 

2004; Kozlowski y Konarzewski 2004; Brown y col. 2005; O’Connor y col. 2007; Savage 

y col. 2008; Agutter y Tuszynski 2011; Glazier 2014; Ballesteros y col. 2018). Por este 

mismo motivo no es llamativo que, en reiteradas oportunidades, se hayan planteado 

críticas al uso de modelos de optimización en la biología. Especialmente a partir del 

trabajo clásico de Gould y Lewontin (1979), varios autores han cuestionado diferentes 

aspectos del uso de hipótesis de optimización (e.g. Levins y Lewontin 1985; Gray 1987; 

Pierce y Ollason 1987; Ward 1992; Khalil 1997; Pellis 2002; Fetzer 2010). 

Quienes consideran que los principios de optimización son una herramienta funda- 

mental para comprender a los sistemas biológicos sostienen asimismo que su utilidad 

debería ser evaluada de acuerdo a su poder predictivo (e.g. Parker y Maynard Smith 

1990; Orzack y Sober 1994a; Gardner 2009; Bull y Wang 2010). Sin embargo, la me- 

todología utilizada para evaluar hipótesis de optimización ha sido en particular obje- 

to de severas críticas (e.g. Huggard 1994; Orzack y Sober 1994b; Owen-Smith 1996). 

Se han señalado numerosos problemas relacionados con aspectos básicos del método 

hipotético-deductivo en el trabajo con hipótesis de optimización. En muchos casos los 

trabajos de optimización en biología parecen orientados a mostrar un acuerdo entre 

datos empíricos y procesos de optimización antes que a poner a prueba una hipótesis 

de optimización. De hecho, en varios trabajos el principio de optimización representa 

un supuesto del trabajo antes que una hipótesis a poner a prueba (e.g. Gould y Le- 

wontin 1979; Kamil 1983; Gray 1987). En el campo de los análisis de balance de flujos 

metabólicos, por ejemplo, Sánchez, Sáez y col. (2014) plantean que, si bien múltiples 

principios de optimización han sido propuestos para explicar el metabolismo celular, 
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típicamente los trabajos en esta área abordan un único principio de optimización en 

lugar de someter hipótesis alternativas a un contraste cuantitativo . Se puede agregar 

además que sería cauteloso no asumir que el metabolismo celular se encuentra bajo 

optimización sino que esto debería ser también evaluado de manera objetiva. Una si- 

tuación similar existe respecto de las hipótesis de optimización termodinámica, donde 

un abundante cuerpo de desarrollo teórico y trabajos donde se interpretan datos ex- 

perimentales contrastan con el bajo número de trabajos dedicados a una evaluación 

empírica. 

Más allá de los cuestionamientos, el número de estudios que involucran hipótesis 

de optimización ha continuado en aumento y con aplicaciones a nuevos campos de la 

investigación en biología (Figura 1.1). Parker y Maynard Smith (1990) plantean que la 

optimización es una de las herramientas más poderosas y elegantes para la compren- 

sión de la adaptación. Dekel y Alon (2005), por su parte, concluyen que un enfoque 

basado en principios de optimización podría contribuir a una descripción fundamental 

de la interacción entre el metabolismo, la evolución y el entorno. En suma, el uso inin- 

terrumpido de modelos matemáticos de optimización puede atribuirse a que, a pesar 

de las críticas recibidas, este enfoque permite abordar uno de los interrogantes más 

importantes de la biología: en qué medida la estructura y dinámica de los sistemas 

biológicos deriva de principios generales de organización. 

Las problemáticas previamente señaladas se pueden relacionar con la metodología 

comúnmente usada en trabajos de optimización con predicciones cuantitativas. De ma- 

nera general, se parte de un modelo que asume que ciertas restricciones operan sobre 

el sistema bajo estudio y, a partir de un principio de optimización, se deriva mediante 

un método matemático un estado óptimo. La relativa facilidad con la que se obtiene de 

esta manera una predicción contrasta con la dificultad en su interpretación. Al carecer 

de un método estándar que permita hacer una inferencia estadística de los resultados 

hallados, diferentes autores utilizan criterios disímiles, lo que dificulta la comparación 

entre trabajos similares dada la dispersión de los método utilizados (Orzack y Sober 

1996). En una revisión reciente, Yen y col. (2014) plantean que un punto clave para 

el avance de la aplicación de principios de optimización con fundamentos termodiná- 

micos en el campo de la ecología es la generación de predicciones cuantitativas que 

permitan una validación empírica. A pesar de algunos avances recientes en el cam- 

po del análisis del metabolismo celular en el contexto de la biología de sistemas (e.g. 

Burgard y Maranas 2003; Pérez-Escudero y col. 2009; Wintermute y col. 2013; Zhao 

y col. 2016), no existe en la actualidad un consenso sobre una metodología general que 

permita contrastar hipótesis de optimización en el marco de una inferencia estadísti- 

ca formal. La falta de una metodología con tales características parece representar un 

impedimento para el avance del conocimiento sobre el grado en que los procesos de 

optimización influencian los sistemas biológicos. 
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Figura 1.1: Evolución de la publicación de artículos originales en el área del análisis de los flujos 
metabólicos que aplican modelos matemáticos de optimización hasta el año 2017 
inclusive. Datos obtenidos de la base de datos bibliográfica Web of Science (Reuters 
2019) para la búsqueda “flux balance analysis” OR ((“flux balance” OR “flux analysis”) 
AND (metabolism OR metabolic)) AND “objective function”, lo que arrojó 1137 artículos 
originales en total. Para evaluar que las publicaciones resultantes sean efectivamente 
de la temática de interés se revisó el texto completo de 25 trabajos al azar; el 100 % 
de estos cumplió con el criterio de analizar y/o aplicar modelos matemáticos de 
optimización. 

 

1.3 dEFInICIOnEs 

 
En los textos científicos en lengua inglesa se han utilizado múltiples términos como 

sinónimos o para referirse a conceptos estrechamente relacionados: optimization princi- 

ples, optimality principles, extremum principles y extremal principles, en orden decreciente 

de frecuencia de uso 2. En el ámbito particular de la biología es común el uso de opti- 

mality; si bien el término optimalidad se ha usado con frecuencia en textos en español, 

 
2 Se realizaron las siguientes búsquedas en el servicio Google Scholar (https://scholar.google.com, 

15/07/2017) para evaluar la frecuencia de los términos en la literatura científica, con los siguientes resul- 
tados: “optimization principle” OR “optimization principles” OR “optimisation principle” OR “optimi- 
sation principles”, 16600 resultados; “optimality principle” OR “optimality principles”, 13700 resultados; 
“extremum principle” OR “extremum principles”, 8360 resultados; “extremal principle” OR “extremal 
principles”, 2860 resultados. 
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constituye un anglicismo que no  está reconocido oficialmente en la lengua española 

(Real Academia Española 2017). Se ha optado en este trabajo por denominar de ma- 

nera colectiva como principios de optimización a cualquier postulado que afirme que los 

sistemas tienen una tendencia a alcanzar un estado en particular entre los muchos 

posibles, aquel donde una función alcanza un valor máximo o mínimo (i.e. óptimo). 

El término optimización se utilizará para designar de manera global el marco teórico 

y conjunto de herramientas metodológicas utilizadas en el estudio de sistemas ma- 

teriales basados en principios de optimización. Asimismo, se ha optado por utilizar 

hipótesis de optimización para designar cualquier hipótesis de trabajo que se basa en un 

principio de optimización, ya sea este un componente fundamental de la hipótesis o 

un simple supuesto asociado. Se define como modelo de optimización la formalización 

de una hipótesis de optimización en la forma de un constructo matemático utilizado 

para el planteo general de problemas de optimización en el campo de la matemática y 

las ciencias de la computación, y del cual pueden derivarse predicciones cuantitativas. 

Un modelo de optimización consta en su formulación típica de tres componentes: un 

espacio muestral, un conjunto de restricciones y una función objetivo. El dominio so- 

bre el que están definidas las restricciones y la función objetivo incluye necesariamente 

al espacio muestral, pero de forma más general estas funciones pueden estar definidas 

además sobre un espacio de parámetros que no está sujeto a una optimización. Esta 

formulación es la que se utiliza con mayor frecuencia en el estudio de sistemas bio- 

lógicos y es la que será tratada en este trabajo de tesis, pero cabe aclarar que existen 

generalizaciones de este modelo. Cuando sea necesario distinguir el modelo típico de 

otras formulaciones más generales, nos referiremos al primer caso como modelo de 

optimización simple. Ejemplos de generalizaciones de esta formulación son los mode- 

los multi-objetivo, que poseen más de una función objetivo (Collette y Siarry 2013), y 

los modelos multi-nivel, que se caracterizan por un conjunto jerárquico de modelos de 

optimización simples donde el espacio muestral de funciones objetivo de menor jerar- 

quía es parte del espacio de parámetros de las funciones objetivo de mayor jerarquía 

(Migdalas y col. 2013). 

La solución a un problema de optimización se denomina óptimo global, y está for- 

mada por aquellos elementos del dominio que cumplen con las restricciones y en los 

que el valor de la función objetivo es óptimo, es decir, representa un máximo o mí- 

nimo entre los valores posibles. Se define como subespacio de soluciones el conjunto de 

elementos del dominio que satisfacen las restricciones planteadas para un modelo de 

optimización dado. Si bien el término restricción es de uso común en el lenguaje, se 

utilizará o bien de acuerdo a la definición precedente, o bien para referirse a factores 

que sin estar expresados en una forma matemática podrían ser formalizados de esta 

manera en el contexto de un modelo de optimización. 
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1.4 oBjETIVOs 

 
El objetivo general de este trabajo de tesis es generar conocimiento sobre la aplica- 

ción y evaluación de modelos de optimización en las ciencias biológicas. 

Los objetivos particulares de esta tesis son: 
 

Elaborar una síntesis de las críticas a la aproximación de la optimización en bio- 

logía, evaluar si existe un consenso en cuanto a la validez de dichos cuestiona- 

mientos, y analizar su relevancia en las prácticas utilizadas en la actualidad en la 

formulación y evaluación empírica de los modelos de optimización. 

Establecer las bases de una metodología para la formulación y evaluación em- 

pírica de modelos de optimización que sea de aplicación general, carezca de 

deficiencias señaladas en los métodos comúnmente utilizados, y permita realizar 

una inferencia estadística basada en la función de verosimilitud. 

Aplicar la metodología desarrollada para evaluar modelos de optimización en el 

marco de la teoría de forrajeo sobre datos publicados, comparar los resultados 

de la inferencia con aquellos obtenidos previamente mediante otros métodos, 

y analizar los efectos que puede tener sobre las conclusiones de trabajos que 

plantean hipótesis de optimización. 

 
1.5 EsTRUCTURA  DE lA TEsIs 

 
Se describe a continuación la estructura general de este trabajo de tesis. En el Ca- 

pítulo 2 se presenta una revisión de los principales cuestionamientos que ha recibido 

la aplicación de modelos de optimización en la biología. Se analizan en primer lugar 

aspectos de la fundamentación de las hipótesis de optimización en calidad de cons- 

tructos teóricos. En segunda instancia se realiza una síntesis de las críticas dirigidas a 

la evaluación del valor empírico de los modelos de optimización. Finalmente se evalúa 

la relevancia de las críticas en la actualidad a través del análisis de trabajos recientes 

de referencia. 

En el Capítulo 3 se presentan las bases de una metodología que permite realizar 

una evaluación objetiva de modelos de optimización basada en la generación de un 

modelo nulo y que carece de las falencias que han sido típicamente señaladas. La 

metodología presentada permite derivar predicciones en forma de distribuciones de 

probabilidad tanto para la hipótesis de optimización como para una hipótesis nula 

carente de optimización y, de esta forma, hace posible aplicar métodos estándar de 

inferencia estadística. Se aplica esta metodología al reanálisis de un caso de estudio 

del área de teoría de forrajeo óptimo con el fin de ejemplificar los pasos involucrados 
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para su uso y permitir una comparación con los métodos que han sido comúnmente 

utilizados. 

En el Capítulo 4 se presenta una primer aplicación de la metodología desarrollada 

al análisis de modelos de composición de la dieta de herbívoros de Belovsky (1986b) 

planteados en el marco de la teoría de forrajeo, uno de las campos de la biología donde 

se ha trabajado con modelos de optimización con mayor énfasis. 

Finalmente, en el Capítulo 5 se presenta una discusión general sobre la relevancia 

de los aportes del presente trabajo para el establecimiento de la evidencia empírica 

de principios de optimización planteados por distintos autores, el estudio del valor 

empírico de las idealizaciones de los modelos de optimización, y el análisis de las 

restricciones que podrían afectar la dinámica y estructura de los sistemas biológicos. 



 



 
 
 
 
 

U N A R E V I S I Ó N C R Í T I C A  D E  L A  F U N D A M E N TA C I Ó N  T E Ó R I C A 

Y E VA L U A C I Ó N D E M O D E L O S D E O P T I M I Z A C I Ó N 

 

 

Resumen 
 

Los modelos de optimización han tenido un rol importante en diversas áreas de la bio- 

logía desde mediados del siglo XX y, al mismo tiempo, han sido objeto de una serie de 

críticas de diversa índole, especialmente a partir del trabajo clásico de Gould y Lewontin 

(1979). Si bien gran parte de los cuestionamientos apuntan a los fundamentos y racio- 

nalidad de los modelos en su calidad de constructos teóricos, un punto en el que tanto 

proponentes como críticos coinciden es en la necesidad de una evaluación empírica rigu- 

rosa. Sin embargo, la metodología usada para evaluar el ajuste de los modelos también 

ha sido severamente cuestionada, lo que dificulta arribar a conclusiones sólidas respecto 

de su poder predictivo. 

En este trabajo intentamos abordar cuál es en la actualidad la relevancia de las críticas 

planteadas a la aproximación teórico-metodológica de la optimización en la biología. 

En primera instancia buscamos identificar mediante una revisión bibliográfica aspectos 

de los modelos de optimización que han sido criticados en la literatura, tanto a nivel 

de su fundamentación teórica como de la evaluación del sustento empírico. En cada 

caso evaluamos si existe un consenso respecto de la relevancia de los cuestionamientos, 

así como acerca de las prácticas que deberían seguirse para subsanar los problemas 

señalados. En una segunda instancia analizamos las prácticas utilizadas en la evaluación 

empírica de los modelos de optimización en una selección de 20 de los trabajos más 

citados en el campo del análisis del metabolismo celular, un área de aplicación reciente 

que cuenta con un gran número de publicaciones. 

Encontramos que la fundamentación teórica de los modelos de optimización ha sido 

criticada respecto de los supuestos ontológicos utilizados, la exclusión de mecanismos 

causales, el tratamiento de la optimización como un supuesto antes que como una hi- 

pótesis de trabajo, y el uso de supuestos de optimización y de monotonía estricta. A 

nivel de la evaluación del sustento empírico identificamos las siguientes problemáticas: 

evaluación subjetiva de las predicciones, falta de hipótesis alternativas, y ausencia de 

hipótesis nula. Con respecto a las prácticas actuales en la evaluación empírica de los 

modelos, encontramos que la totalidad de artículos analizados adolecen de deficiencias. 

La mayoría de los trabajos realiza únicamente una evaluación subjetiva de las predic- 

ciones (65 %) y/o carece de hipótesis alternativas (60 %). Solo un artículo plantea una 

hipótesis nula respecto de la optimización, pero posee igualmente falencias en el análisis 

estadístico. 

A pesar de que la aplicación de principios de optimización tiene una popularidad 

sostenida en la biología y continua en aumento, los resultados obtenidos sugieren que 

las críticas dirigidas a la evaluación empírica de los modelos mantienen su vigencia en 

la actualidad. Se espera que este trabajo de síntesis pueda servir a la hora de diseñar y 
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evaluar estudios que tengan como objetivo analizar el soporte empírico de modelos de 

optimización en sistemas biológicos. 

 

2.1 InTRODUCCIÓn 

 
Los modelos matemáticos basados en principios de optimización han tenido un rol 

importante en la biología desde mediados del siglo XX, y varios autores han planteado 

que el estudio de los sistemas biológicos mediante un enfoque de optimización repre- 

senta el abordaje más prometedor para otorgar a la biología de poder predictivo (e.g. 

Rosen 1967; Parker y Maynard Smith 1990; Dekel y Alon 2005; Sutherland 2005). En la 

actualidad, el planteo de hipótesis de optimización en la forma de modelos matemá- 

ticos es una práctica que se utiliza no solo en áreas donde su uso se popularizó hace 

varias décadas, como en el caso de la teoría de forrajeo y la teoría de historias de vida, 

sino que su aplicación continúa extendiéndose a nuevos campos de la biología. De ma- 

nera reciente, por ejemplo, se ha empleado en el análisis y predicción del metabolismo 

celular en base a información obtenida mediante técnicas de biología molecular en el 

marco de la llamada biología de sistemas (e.g. Edwards y col. 2002; Kauffman y col. 

2003; Price y col. 2003; Reed y Palsson 2003; Lee y col. 2006; Raman y Chandra 2009; 

Bull y Wang 2010; Orth y col. 2010; Velenich y Gore 2012; Harcombe y col. 2013). A 

pesar de tener un uso cada vez más extendido, o quizás debido precisamente a este 

hecho, el uso de hipótesis de optimización en biología ha estado sujeto a una serie de 

críticas de diversa índole. Este aparente contraste invita a examinar cuál es la relación 

entre los aspectos de los modelos de optimización que han sido cuestionados y su uso 

en la actualidad. 

Al examinar el origen de las críticas a los modelos de optimización, la influencia de 

Gould y Lewontin (1979) se destaca de forma notoria: desde su publicación ha resulta- 

do una referencia casi obligada no solo para quienes critican el uso de estos modelos, 

sino también para quienes intentan refutar dichos cuestionamientos. Los autores de 

esta publicación desarrollan un severo cuestionamiento del abordaje dominante en bio- 

logía evolutiva, basado en la aplicación de modelos matemáticos en los que la selección 

natural se trata como un agente de optimización, y al que los autores denominan pro- 

grama adaptacionista o simplemente adaptacionismo. Es importante destacar que las 

críticas al adaptacionismo preceden a dicho trabajo; Williams (1966), por ejemplo, afir- 

ma que gran parte de su libro está destinado a la crítica de lo que considera un uso 

injustificado del concepto de adaptación, y esta obra tuvo una gran influencia en el 

desarrollo de la biología evolutiva en su forma contemporánea. Sin embargo, el artícu- 

lo de Gould y Lewontin tuvo una repercusión inmediata, probablemente debido a una 

combinación de factores que lo hacen difícil de ignorar: la popularidad de las expli- 

caciones basadas en el concepto de optimización, la reconocida trayectoria de ambos 
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Figura 2.1: Evolución de la publicación de trabajos científicos que citan a Gould y Lewontin 

(1979) hasta el año 2017 inclusive. Datos obtenidos de la base de datos bibliográfica 
Web of Science (Reuters 2019). 

 

autores y una redacción tan elegante como provocadora. Con el paso del tiempo, este 

trabajo se ha convertido en un clásico cuya influencia ha sido destacada en múltiples 

oportunidades (e.g. Beatty 1987; Parker y Maynard Smith 1990; Reeve y Sherman 1993; 

Lauder 1996; Arthur 2001; Andrews y col. 2002a; Stoltzfus 2012; Linde-Medina y Diogo 

2014), y su impacto perdura hasta la actualidad (Figura 2.1). 

A partir de la publicación de Gould y Lewontin (1979) el estudio de los sistemas 

biológicos a través de un enfoque de optimización ha sido objeto de un extenso deba- 

te. Las opiniones sobre la utilidad de esta aproximación han variado entre extremos: 

mientras que algunos aseguran que representa una de las herramientas más poderosas 

y elegantes para comprender fenómenos biológicos (Parker y Maynard Smith 1990), 

otros han llegado a sostener que debería ser abandonada por completo (Pierce y Olla- 

son 1987). Una cantidad considerable de trabajos ha realizado un análisis crítico del 

uso de modelos de optimización bajo el formato de revisiones y artículos de opinión, 

así como parte de números especiales y libros dedicados al tema (e.g. Dupré 1987; Or- 

zack y Sober 2001). Una parte de las críticas cuestionan la racionalidad y fundamentos 

de los modelos de optimización en sí, es decir, en su calidad de constructos teóricos, 
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independientemente de su poder predictivo. Un punto en el que tanto críticos como 

defensores del enfoque de optimización en la biología coinciden es en la necesidad de 

una evaluación rigurosa del sustento empírico de los modelos matemáticos formulados. 

Sin embargo, la metodología aplicada comúnmente en la evaluación de los modelos ha 

sido justamente uno de los puntos cuestionados en repetidas oportunidades (e.g. Gray 

1987; Orzack y Sober 1994b; Olson y Arroyo-Santos 2015), lo que dificulta arribar a 

conclusiones respecto de su valor empírico. Este es un aspecto especialmente relevante 

dado que, más allá del sustento teórico que posea, si la hipótesis que subyace a un 

modelo matemático carece de poder predictivo al ser evaluada en repetidas ocasiones 

debería ser desechada, o sufrir al menos una profunda revisión. A la inversa, si se da el 

caso opuesto y se concluye que efectivamente un modelo posee sustento empírico esto 

no implica que su fundamentación teórica sea correcta. Sin embargo, las problemáticas 

asociadas a la evaluación empírica de los modelos de optimización no han sido en 

general abordadas con el mismo énfasis con el que se han tratado aspectos referidos a 

la fundamentación de las hipótesis en sí. 

Es su gran mayoría, las críticas a los modelos de optimización se circunscriben a un 

campo particular de aplicación, como la teoría de forrajeo óptimo (e.g. Pyke 1984; Gray 

1987; Pierce y Ollason 1987; Ward 1992, 1993; Sih y Christensen 2001), la fisiología vege- 

tal (e.g. Anten y During 2011), la ecología del comportamiento (e.g. Mayhew 1997), o el 

análisis de metabolismo celular (e.g. Bull y Wang 2010).El disponer de análisis críticos 

enfocados en aplicaciones específicas no parece haber contribuido a la obtención de 

conclusiones generales que trasciendan un área de estudio específica o la naturaleza 

del sistema biológico bajo estudio. La situación descripta no solo dificulta el recono- 

cimiento de problemáticas comunes, sino que también disminuye las chances de que 

nuevas herramientas metodológicas desarrolladas en un cierto ámbito de aplicación 

sean aplicadas al estudio de sistemas biológicos en otros campos de la biología. 

Dado el sostenido interés en los modelos de optimización en la biología, creemos 

que es relevante explorar cuál es en la actualidad la relevancia de las críticas plantea- 

das a esta aproximación teórico-metodológica a cuarenta años de publicado el trabajo 

de Gould y Lewontin. ¿Representan acaso las críticas realizadas verdaderos impedi- 

mentos para el avance del conocimiento, o se trata de asuntos con una importancia 

únicamente histórica, sin relevancia en la actualidad? ¿Es la popularidad actual del 

enfoque de optimización una indicación de que se han resuelto o superado los as- 

pectos cuestionados, o que, por el contrario, estos han sido simplemente ignorados? 

El presente capítulo aborda estos interrogantes a través de una metodología de revi- 

sión bibliográfica de acuerdo a la estructura que se describe a continuación. La primer 

sección tiene como objetivos identificar aspectos de la fundamentación y evaluación 

empírica de modelos de optimización en biología que han sido criticados en la literatu- 

ra, así como evaluar si en cada caso existe un consenso establecido acerca de la validez 

de las críticas y, si es este el caso, qué lineamientos o prácticas deberían seguirse para 
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subsanar las falencias señaladas. La segunda sección, por su parte, tiene como objetivo 

examinar cuáles son las prácticas utilizadas en la evaluación de modelos de optimiza- 

ción en artículos recientes en el campo del análisis del metabolismo celular, un ámbito 

donde la aplicación de estos modelos se ha convertido en una técnica estándar y que 

cuenta con un gran número de publicaciones en la última década. 

 
2.2 MÉTODOs 

 
Con el fin de encontrar publicaciones que realicen un análisis crítico del uso de mo- 

delos de optimización se siguió la metodología de búsqueda bibliográfica prospectiva 

y retrospectiva propuesta por Webster y Watson (2002), con el trabajo de Gould y Le- 

wontin (1979) como punto de partida. Esta metodología combina la revisión de una 

selección inicial de trabajos con un proceso iterativo que consta de dos etapas: un paso 

prospectivo de búsqueda de trabajos que citen dichos artículos y un paso retrospectivo 

de revisión de trabajos relevantes citados. Se optó por utilizar este método debido a 

que la realización de una revisión bibliográfica exhaustiva no resulta factible dada la 

diversidad de áreas temáticas de la biología en las que se han utilizado modelos de op- 

timización, así como a la naturaleza usualmente multidisciplinaria de dichos estudios. 

En los artículos encontrados se buscó identificar críticas que hayan sido tratadas por 

varios autores y cuya relevancia fuese independiente del campo disciplinar específico 

de aplicación del modelo de optimización, de forma tal que su análisis sea aplicable a 

la aplicación de modelos de optimización en general. A fin de organizar el tratamiento 

de la información y facilitar la lectura, cada crítica identificada se analiza en apartados 

independientes a los que se les intentó dar una estructura común que se describe a 

continuación. En primer lugar se presenta una breve introducción al aspecto de los 

estudios que se ha sido cuestionado. A continuación se realiza una síntesis de los cues- 

tionamientos planteados al respecto y una breve descripción de su fundamentación. En 

caso de haberse encontrado en la revisión bibliográfica publicaciones donde se plantea 

un rechazo a las críticas, se exponen y analizan a su vez los argumentos de estos auto- 

res. Por último, se intenta establecer si se ha arribado a un consenso en el tema, y se 

evalúa si a partir de lo expuesto pueden derivarse recomendaciones concretas para el 

planteo y/o evaluación de las hipótesis de optimización. 

Con el objetivo de analizar las prácticas utilizadas en la actualidad para la evaluación 

de modelos de optimización, se optó por realizar una revisión bibliográfica sistemática 

en el área del análisis del metabolismo celular, ya que esta es el área que más desa- 

rrollo ha tenido en los últimos 20 años. Se realizó una búsqueda de publicaciones en 

el período 2007 - 2016 utilizando el servicio bibliográfico Web of Science (Reuters, 2017 

(accecido el 25 de julio de 2017)) de los siguientes términos: “flux balance analysis” 

OR ((“flux balance” OR “flux analysis”) AND (metabolism OR metabolic)). A fin de 



16 REVIsIÓn dE FUndAMEnTOs Y EVAlUACIÓn dE MODElos dE OpTIMIZACIÓn 

 
 

obtener una muestra acotada pero representativa de artículos influyentes se realizó el 

procedimiento que se describe a continuación. Los resultados de la búsqueda se orde- 

naron en función del número promedio de citas por año recibidas desde su publicación 

durante el mismo período (2007 a 2016 inclusive). El número de citas por año es una 

variable comúnmente utilizada como un indicador de la influencia de una publicación 

(e.g. Callaham y col. 2002; Uthman y col. 2013). Al utilizarse para comparar trabajos 

pertenecientes a una temática específica no fue necesario realizar normalización alguna 

(Hutchins y col. 2016). Se realizó una revisión a texto completo en orden decreciente de 

promedio citas por año con el objetivo de seleccionar los 20 artículos más influyentes 

que realizaron una evaluación de predicciones derivadas de uno o más modelos de 

optimización mediante algún tipo de comparación con datos experimentales. La defi- 

nición de este criterio de selección se basó en la noción elemental de que el grado en 

que los datos experimentales dan respaldo a un modelo matemático refleja el apoyo 

relativo a las hipótesis asociadas (Johnson y Omland 2004). El criterio utilizado per- 

mitió incluir tanto a publicaciones que tienen un objetivo manifiesto de realizar una 

evaluación de una hipótesis de optimización en la forma de un modelo matemático 

como a aquellas donde la optimización es considerada como un supuesto, dado que 

en ambos casos la optimización se trata de una hipótesis asociada. 

A continuación se describen brevemente los aspectos que se analizaron en cada uno 

de los trabajos seleccionados y el criterio utilizado en cada caso: 

Principales aportes: las contribuciones más importantes del trabajo de acuerdo a 

lo expresado por los autores. 

Tipo de modelo de optimización: se registró si se utilizaba un modelo simple 

que posee una formulación clásica con una única función objetivo, o una versión 

generalizada de este, como los modelos multi-objetivo (Collette y Siarry 2013) o 

multi-nivel (Migdalas y col. 2013). 

Justificación de la función objetivo utilizada: se analizó cómo se justifica la fun- 

ción objetivo utilizada en el modelo de optimización. En caso de no encontrarse 

una justificación explícita, se buscaron en el texto del artículo los términos evo- 

lutio* 1, natural selection, adaptation y fitness con el fin de evaluar si los autores 

asumen de forma implícita que la evolución por selección natural optimiza la 

función objetivo utilizada. Por último, en caso contrario, se asumió que la justifi- 

cación es similar a la expuesta en las referencias del trabajo. 

Supuesto de optimización estricta: considera al óptimo global como única predic- 

ción del modelo de optimización. 

 
1 Se utilizó el modificador de búsqueda “*” para incluir una conjunto de términos relacionados como 

evolution, evolutionary, etc.. 
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Supuesto de monotonía estricta: las predicciones se derivan de la optimización 

de una función objetivo diferente de la que se hipotetiza optimizada en última 

instancia, y con la que se asume posee una relación monótonamente creciente. 

Evaluación objetiva de predicciones: realiza una evaluación del ajuste de las pre- 

dicciones mediante el planteo explícito de un criterio a priori. En el caso de utilizar 

métodos estadísticos se consideró que realizan una evaluación objetiva si el crite- 

rio de evaluación de los resultados es el utilizado de forma estándar aún si no era 

explicitado por los autores, por ejemplo un criterio de rechazo para una prueba 

de significación estadística del 5 %. 

Análisis de sensibilidad: realiza una evaluación de la respuesta de las predic- 

ciones de un modelo de optimización a variaciones en los parámetros y/o for- 

mulaciones alternativas de sus restricciones y/o función objetivo, siempre que 

éstas representen la incertidumbre asociada a una implementación de un misma 

misma hipótesis de optimización. 

Inferencia estadística: realiza una evaluación objetiva de modelos de optimiza- 

ción mediante algún tipo de método estadístico. En este caso se evaluó además si 

se utiliza una prueba de significación clásica (Chow 1998), una selección de mo- 

delos a través de un criterio de derivado de la teoría de la información (Burnham 

y Anderson 2002), o un análisis en el marco de la estadística bayesiana (Ando 

2010). 

Hipótesis alternativas: compara las predicciones de un modelo de optimización 

con otros modelos alternativos. En caso de plantearse en el trabajo múltiples 

hipótesis, se registró si se trataba de una formulación alternativa, como modelos 

dinámicos del sistema por ejemplo, o de modelos de optimización que diferían en 

la función objetivo y/o en las restricciones. En este último caso, no se considera 

que un modelo de optimización tenga restricciones alternativas si poseen una 

misma forma funcional pero cambian los parámetros, lo que sucede por ejemplo 

en caso de que se realicen predicciones en diferentes condiciones ambientales. 

En caso de formulaciones alternativas, se consideró que si éstas no alteran la 

lógica y fundamentación del modelo de optimización en su calidad de hipótesis 

sino que representan una forma de evaluar una incertidumbre en la correcta 

implementación de dicha hipótesis, no constituyen modelos alternativos. 

Hipótesis nula: compara la predicción de un modelo de optimización con la ob- 

tenida por un modelo alternativo pero que difiere únicamente por no incluir la 

hipótesis de optimización. 
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2.3 cRíTICAs Al Uso dE MODElos dE OpTIMIZACIÓn 

 
Las críticas a los modelos de optimización cubren diversos aspectos de la investiga- 

ción científica. Por una cuestión tanto de organización como de jerarquía de los argu- 

mentos involucrados hemos agrupado el análisis de las críticas en dos grandes grupos, 

de acuerdo a si cuestionan fundamentos teóricos de los modelos de optimización o si 

se focalizan en su evaluación empírica. Como es esperable, en algunos casos se da un 

solapamiento en la fundamentación de diferente tipo de críticas. A fin de evitar una re- 

petición innecesaria, los argumentos se presentan en el apartado en el que la temática 

surge en primera instancia y, en caso de ser necesario, son analizados posteriormente 

con una mayor profundidad. 

 
2.3.1 Críticas a la fundamentación teórica 

 
El análisis de críticas a la fundamentación de las hipótesis de optimización conduce 

invariablemente al abordaje de aspectos filosóficos de la práctica científica. Al igual 

que en la práctica dominante tanto en la biología como en las ciencias naturales en 

general, en los trabajos en que se utilizan modelos de optimización no se suelen in- 

cluir reflexiones acerca de los fundamentos del propio quehacer científico, menos aún 

referencias explícitas a cuestiones filosóficas. Como consecuencia, queda en general a 

cargo del lector interesado la tarea de reconstruir los fundamentos sobre en los que 

implícitamente se sostiene una hipótesis de optimización y el subsecuente modelo ma- 

temático. A este hecho se le agrega la variedad de posiciones que pueden asumirse en 

el marco de diferentes escuelas de pensamiento filosófico. Por lo tanto, no es extraño 

que los autores presenten puntos de vista que parecen incompatibles entre sí, o incon- 

mensurables en el sentido planteado por Kuhn (1962). En este sentido, cabe aclarar que 

está fuera de los objetivos y alcances del presente trabajo realizar un análisis exhausti- 

vo sobre aspectos filosóficos relacionados a las hipótesis de optimización. Se pretende 

presentar aquí, en cambio, una síntesis de los principales cuestionamientos al estudio 

de los sistemas biológicos en el marco de la optimización que involucran aspectos a un 

nivel ontológico y epistemológico. 

 
2.3.1.1 Supuestos ontológicos 

En el aspecto más fundamental, los modelos de optimización han sido criticados a 

nivel ontológico. En el ámbito de la filosofía de la ciencia, la ontología de una teoría 

científica es definida como la clase de entidades teóricas y de procesos que reconoce 

(Depew y Weber 1996). En otros términos, las teorías científicas realizan dos tipos de 

compromisos ontológicos en la explicación de la experiencia fenomenológica: acerca 
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de qué entidades existen, y respecto de cuáles son las fuerzas que actúan sobre dichas 

entidades (Mitchell 2003). 

Las críticas que invocan argumentos ontológicos se han centrado en cuestionar las 

entidades a las que apelan este tipo de explicaciones antes que a los procesos involucra- 

dos, probablemente debido al consenso que existe en la biología acerca de la selección 

natural como un agente de optimización (e.g. Haldane 1957; Rosen 1967; Cody 1974; 

Yoshimura y Shields 1987; Parker y Maynard Smith 1990; Richardson 1994). Esta temá- 

tica se ha tratado de forma extensa dentro de la de la biología evolutiva en el marco 

del debate sobre las unidades de selección. En su artículo titulado justamente “Las uni- 

dades de la selección”, Lewontin (1970) plantea que la teoría de evolución propuesta 

por Darwin es un esqueleto lógico que resulta un poderoso sistema predictivo para 

cambios en todos los niveles de organización. En palabras de Wilson (2007), la teoría 

de evolución por selección natural es general en el sentido de que las condiciones que 

se consideran necesarias, variación heredable en el fitness asociado a un carácter dentro 

de una población, son en sí neutrales respecto a sobre qué tipo de entidades opera la 

selección natural. La discusión respecto a las unidades de selección ha sido abordada 

extensamente en torno a la selección de grupo (Wynne-Edwards 1962; Hamilton 1964a, 

1964b; Maynard Smith 1964; Williams 1966; Wilson 1975, 1983; Grafen 1984; Wilson 

y Sober 1994). De forma sintética, la posición que se impuso considera que los proce- 

sos selectivos tienen lugar a nivel de los organismos individuales. Esta fue la postura 

sostenida por Williams y llevada a un extremo por Dawkins (1976), dando lugar al 

llamado neo-darwinismo contemporáneo (Gould 1984). Khalil (1997) plantea que la 

ortodoxia neo-darwinista es reduccionista a nivel ontológico ya que se encuentra an- 

clada en la tradición naturalista, y como consecuencia afirma que unidades de nivel 

jerárquico superior al individual no pueden ser objeto de optimización. 

La postura dominante en biología evolutiva no ha sido compartida en todas las 

áreas de la biología. En claro contraste, el planteo de optimización en unidades de 

nivel jerárquico superior al individuo no ha sido objeto de controversia alguna desde 

un enfoque termodinámico, sino que los artículos en este ámbito usualmente plantean 

una optimización a nivel ecosistémico (e.g. Cai y col. 2006; Meysman y Bruers 2007; 

Vallino 2010). El origen de esta postura se puede rastrear en la influencia del trabajo 

de Odum y Pinkerton (1955) en el ámbito de la ecología, autores influidos a su vez por 

Lotka (1922a, 1922b), para quién las unidades sujetas a procesos selectivos podían ser 

de cualquier índole. 

De manera reciente varios autores han instado a la adopción de una visión pluralista 

en el estudio de los sistemas biológicos. Desde un enfoque anclado en la filosofía de la 

ciencia, Mitchell (2003) argumenta que la complejidad del objeto de estudio de la cien- 

cias biológicas, así como las limitaciones de las representaciones utilizadas, requiere 

de un modelo de ciencia integrador que permita ontologías pluralistas. En los últimos 

años ha tomado forma una nueva síntesis evolutiva que parece ampliar definitivamen- 
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te el horizonte de aplicabilidad de la selección natural respecto del neodarwinismo 

ortodoxo (e.g. Wilson y Sober 1994; Goodnight 2005; Traulsen y Nowak 2006; Godfrey- 

Smith 2008; Gardner y Grafen 2009; Okasha 2009; Massimo Pigliucci 2010). Si bien la 

mayoría de los trabajos sobre optimización en niveles superiores al individual trata el 

caso particular de la selección de grupo, existen también algunos ejemplos en el marco 

de la biología evolutiva a nivel comunitario y especialmente a nivel ecosistémico (e.g. 

Goodnight 2000; Swenson y col. 2000a; Swenson y col. 2000b; Whitham y col. 2003, 

2006; Williams y Lenton 2007). 

Sería arriesgado decir que se ha alcanzado un consenso amplio en la biología respec- 

to de la posibilidad de optimización en niveles superiores al individual, especialmente 

cuando esta posición parece seguir dominando en los hechos, incluso cuando parte de 

sus fundamentos en torno a la selección de grupo hayan sido virtualmente descartados 

(Eldakar y Wilson 2011). Sí podemos afirmar, en cambio, que no existen motivos que 

justifiquen descartar a priori modelos de optimización en niveles de organización por 

encima del individual esgrimiendo argumentos ontológicos . 

 
2.3.1.2 Exclusión de mecanismos causales 

Los modelos de optimización suelen apelar a idealizaciones sobre el sistema bajo es- 

tudio en lugar de representar de manera explícita una compleja dinámica subyacente 

(Potochnik 2010). Richardson (1994) denomina a un modelo como dinámicamente co- 

rrecto si refleja los mecanismos causales involucrados en la producción del resultado. 

Varios autores han criticado el uso de la optimización en sistemas biológicos por este 

motivo, amparándose en la noción de que una explicación científica válida debe repre- 

sentar, al menos en parte, aquellos mecanismos que dieron lugar al estado actual del 

sistema bajo estudio. 

En el ámbito de la biología evolutiva, en particular, los modelos de optimización 

han sido criticados por ignorar mecanismos genéticos (Parker y Maynard Smith 1990). 

Estas críticas provienen en general de la genética de poblaciones, donde el consenso 

mayoritario sostiene que no posible ignorar los mecanismos de la herencia y expresión 

génica (Birch 2016). Por un lado, diferentes trayectorias genotípicas pueden llevar a 

un mismo fenotipo actual, y este ha sido uno de los intereses fundamentales de la 

biología evolutiva. Un modelo de optimización típico no puede aportar información 

sobre trayectorias genéticas, y por lo tanto carece de interés para aquellos interesados 

en este aspecto de la dinámica evolutiva. En palabras de Levins y Lewontin (1985), al 

carecer de una descripción de la dinámica, estos modelos simplemente asumen que la 

evolución lleva el sistema a su óptimo. Sin embargo, trabajos clásicos de la genética 

cuantitativa demostraron que poblaciones sujetas a un proceso de selección natural no 

necesariamente alcanzan una máxima aptitud biológica promedio. La probabilidad de 

fijación de un alelo depende tanto de la ventaja selectiva que este otorgue como de 
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una dinámica estocástica (Kimura 1962), e incluso la fijación puede verse directamente 

impedida por fenómenos genéticos como la epistasis (Moran 1964). Aún cuando la 

dinámica de un sistema sea tal que asegure que eventualmente se alcanzará un óptimo 

global, el tiempo de evolución podría no ser suficiente para alcanzar dicho estado. Este 

es un punto especialmente importante en el análisis de experimentos manipulativos, 

donde no puede asumirse que los tiempos de evolución y/o la intensidad del proceso 

de optimización en el sistema sean suficientes para alcanzar un estado óptimo (Bull 

y Wang 2010). 

En contraste, desde el campo de la filosofía de la ciencia se han elaborado argumen- 

tos que afirman lo contrario. En el ámbito de la biología evolutiva, Potochnik (2007) 

sostiene que la aproximación de la optimización tiene un rol explicativo asegurado 

cuando el interés se centra en los efectos de la selección natural sobre el fenotipo, y 

que la inclusión de mecanismos causales tales como la transmisión de la información 

genética puede conducir a una pérdida de generalidad. En un marco más amplio, Rice 

(2012, 2015) afirma que la independencia de relaciones causales no es un defecto, sino 

una virtud de los modelos de optimización. De acuerdo a Rice, la idealización y abs- 

tracción propias de estos modelos pueden jugar un rol importante en las explicaciones 

científicas justamente porque elimina o abstrae los mecanismos causales de un sistema 

con el fin de capturar las características dominantes de un fenómeno. Por ejemplo, las 

condiciones iniciales y la trayectoria causal del sistema pueden no ser importantes para 

comprender por qué ha ocurrido lo que se pretende explicar si diferentes historias cau- 

sales hubieran llevado a un mismo resultado. De igual manera, Irvine (2015) considera 

que una característica destacable de las explicaciones que apelan a la optimización es 

su robustez a las condiciones iniciales. Estos argumentos son similares a los señalados 

respecto al uso de modelos matemáticos en la física (Batterman 2000, 2001), y se en- 

marcan en un creciente interés por las así llamadas explicaciones no-causales (Pincock 

2015; Lange 2017; Reutlinger 2017a, 2017b). Por lo tanto, desde el punto de vista de la 

filosofía de la ciencia, los modelos de optimización como explicaciones de fenómenos 

biológicos no solo poseen sustento aún cuando omiten una descripción de los mecanis- 

mos causales involucrados, sino que esto puede ser visto como una fortaleza de esta 

aproximación. 

El uso de una idealización tal como la exclusión de mecanismos causales representa 

un supuesto de la mayoría de los modelos de optimización. Orzack y Sober (1994b) 

apuntan que la racionalidad de focalizarse en el fenotipo está sostenida en la noción 

de que la selección natural superará cualquier restricción genética o del desarrollo en 

el caso de caracteres que afecten de manera significativa la aptitud biológica; esto no 

es otra cosa que un supuesto de la hipótesis de trabajo. Parker y Maynard Smith (1990) 

plantean que, salvo que posean defectos formales, los modelos de optimización no 

pueden calificarse de erróneos, sino que pueden resultar inapropiados para describir 

el sistema bajo estudio si están basados en supuestos equivocados. Esta no es otra 
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que la posición dominante respecto del uso de modelos matemáticos en la biología: 

por definición se considera que los modelos son aproximaciones que pueden resultar 

útiles para representar algunos aspectos de la realidad. Si se establece que un modelo 

posee sustento empírico, esto indica únicamente que los supuestos en los que se basa 

representan una aproximación aceptable de la realidad. Desde esta óptica se puede 

afirmar que la exclusión de mecanismos causales, en su calidad de idealización de una 

realidad más compleja, debería ser evaluada con el mismo criterio que cualquier otro 

supuesto de un modelo matemático: en función de su poder predictivo. 

 
2.3.1.3 Optimización como supuesto 

Una de las principales críticas a los trabajos que utilizan modelos de optimización 

en la biología evolutiva es que tratan a la optimización como un supuesto antes que 

como una hipótesis de trabajo. Es en este aspecto que el cuestionamiento al programa 

adaptacionista planteado por Gould y Lewontin orilla la denuncia, algo que ha sido 

reforzado y ampliado por otros autores (e.g. Kamil 1983; Gray 1987). 

Potochnik (2009) sostiene que el uso general de los modelos de optimización difiere 

del que se les ha dado típicamente en la biología evolutiva. Esta autora plantea que 

el debate en torno al adaptacionismo se ha centrado en un uso particular de estos 

modelos: demostrar que el estado actual de un carácter fenotípico es ante todo una 

consecuencia de un proceso de evolución por selección natural. Este tipo de uso se co- 

rresponde con lo que Godfrey-Smith (2001) denomina adaptacionismo empírico. Orzack 

y Sober (1994b) señalan que esta escuela de la biología evolutiva tiene la tesis de que la 

selección natural es una explicación suficiente para la evolución de un carácter fenotí- 

pico bajo estudio, del que se espera que su estado actual sea localmente óptimo. Es esta 

concepción de la biología evolutiva a la que dirigieron sus críticas Gould y Lewontin 

(1979), y es en este caso que la utilidad de los modelos de optimización queda ligada 

a la validez de la tesis adaptacionista. 

Bajo la concepción del adaptacionismo empírico, la falta de soporte empírico de un 

modelo justifica la formulación de otro modelo de optimización en lugar de considerar 

alternativas no adaptativas, lo que podría interpretarse como una falla de la tesis adap- 

tacionista en sí. Uno de los defensores más notorios y extremos de esta postura resulta 

Mayr (1983), que afirma que solo cuando todos los intentos de explicar los fenómenos 

biológicos a través de la selección natural han fallado se deberían buscar alternativas. 

Pérez-Escudero y col. (2009) destacan que cuando se encuentra que el estado observado 

difiere del óptimo global, típicamente se busca aplicar un nuevo modelo de optimiza- 

ción que provea un mejor ajuste en lugar de explorar otras alternativas. Richardson 

(1994) afirma que este tipo de reajuste de los modelos no es objetable en sí, pero que 

de esta forma se encontrará eventualmente algún modelo de optimización que pueda 

ajustar los datos que se pretenden explicar. En una misma línea, Schoemaker (1991) 
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considera que un punto clave resulta a qué nivel se da la reformulación de un modelo, 

y cuántos rechazos son necesarios antes de que la teoría o paradigma subyacente sea 

cuestionado. 

Potochnik (2009) distingue un uso alternativo de los modelos de optimización cuan- 

do estos son utilizados con el fin de representar el rol de la selección natural, pero sin 

afirmar que esta sea la única fuerza que influencia el resultado del proceso evolutivo. 

Tal uso se corresponde con lo que Godfrey-Smith (2001) denomina adaptacionismo me- 

todológico, marco en el que un modelo puede servir para dilucidar el rol de factores no 

selectivos relacionados con el desarrollo o la genética. Milo y Last (2012) afirman que 

los estudios basados en la optimización deberían tener como objetivo identificar las 

fuerzas que dan forma y restringen a los sistemas biológicos, antes que preguntarse si 

su biología es óptima. Es claro que el uso de modelos de optimización en este contexto 

resulta un caso más general que su uso en el marco del adaptacionismo empírico, ya 

que la utilidad de los modelos resulta independiente de la valoración del principio de 

optimización. 

En la actualidad existe una virtual unanimidad en que debe considerarse a la optimi- 

zación como una hipótesis de trabajo antes que como un supuesto (e.g. Reeve y Sher- 

man 1993; Mayhew 1997; Watt 2000; Makela y col. 2002; Anten y During 2011; Milo 

y Last 2012; Birch 2016). Podemos concluir que la utilidad de un modelo de optimiza- 

ción, en caso de poseer sustento empírico, radica en aportar información no solo sobre 

la acción del principio de optimización postulado, sino también sobre las restricciones 

que operan sobre el sistema bajo estudio, así como sobre el efecto de las idealizaciones 

en las que está basado dicho modelo. 

 
2.3.1.4 Supuesto de optimización estricta 

Cuando se considera al óptimo global como única predicción de un modelo de op- 

timización se asume un supuesto de optimización en sentido estricto. Este supuesto 

descansa en la presunción de que, en caso de existir una optimización, la dinámica 

del proceso asegura que el sistema bajo estudio haya alcanzado el óptimo global. Sin 

embargo, en general se carece de un conocimiento sobre la dinámica del sistema que 

dé sustento a este supuesto. Los trabajos que aplican modelos de optimización asumen 

típicamente una optimización estricta, ya sea de forma explícita o implícita. 

Varios autores han resaltado que los sistemas biológicos pueden encontrarse en un 

estado subóptimo aún cuando efectivamente exista un fenómeno de optimización, y 

que esta posibilidad debería ser explícitamente considerada como una hipótesis alter- 

nativa (e.g. Gladstein y col. 1991; Carlin y Gladstein 1992; Ward 1992, 1993; Callebaut 

1998; Bull y Wang 2010). Como se expuso previamente (Sección 2.3.1.2), a diferencia 

de lo que usualmente se asume, la dinámica de un sistema bajo optimización podría 

ser tal que impidiese alcanzar el estado óptimo global. Por lo tanto, un sistema podría 
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encontrarse en estados subóptimos aún si efectivamente se halla sujeto a una optimiza- 

ción. 

En el ámbito de la teoría de forrajeo, varios autores han abogado por una relajación 

del supuesto de optimización estricta apelando al concepto de suficiencia. La noción de 

suficiencia fue introducida por Simon (1956) en el contexto de su teoría de racionalidad 

limitada de los agentes económicos en oposición al supuesto de toma de decisiones 

óptimas de los modelos económicos clásicos, trabajo por el que fue reconocido con 

el Premio Nobel de Economía en 1978. Apelando a este marco teórico, Ward (1992, 

1993) plantea que junto con un modelo de optimización estricta deberían evaluarse 

alternativas subóptimas, ya que si dichas opciones no son consideradas el valor del 

modelo de optimización estricta resultará desconocido. Callebaut (1998) argumenta 

que la optimización estricta debería verse como un caso límite de la suficiencia, y 

que a través de esta aproximación la potencia real y limitaciones de las hipótesis de 

optimización pueden ser valoradas en un contexto más amplio. 

Como ya se señaló en relación a la exclusión de mecanismos causales, los supuestos 

de un modelo matemático, en su calidad de idealización de una realidad más compleja, 

deberían evaluarse en función del soporte empírico. Para evaluar la validez del supues- 

to de optimización estricta, en particular, es necesario construir modelos alternativos 

que consideren optimización pero que relajen este supuesto, de manera de comparar 

las predicciones de ambos modelos. Por este motivo, el caso típico de considerar al 

óptimo global como única predicción, sin tener en cuenta configuraciones subóptimas, 

impide la evaluación empírica de dicho supuesto. Se puede concluir, por lo tanto, que 

la construcción de modelos en los que se relaje el supuesto de optimización permite 

su evaluación, así como una eventual generalización de la hipótesis de optimización 

planteada. 

 
2.3.1.5 Supuesto de monotonía estricta 

El estudio de sistemas biológicos en condiciones de campo o laboratorio suele verse 

afectado por limitaciones en la adquisición de datos. En los estudios basados en la opti- 

mización puede suceder que existan limitantes que impidan el cómputo de la función 

objetivo del modelo planteado. El caso más común se da con hipótesis fundamenta- 

das en la selección natural: cuantificar la aptitud biológica requiere un seguimiento 

de la descendencia muy trabajoso y poco factible en la mayoría de los casos (Parker 

y Maynard Smith 1990). Es por este motivo que en diferentes campos de la biología se 

utiliza a veces una función objetivo sucedánea en lugar de aquella que se hipotetiza 

realmente optimizada. Por ejemplo, en el marco de la teoría de forrajeo es común utili- 

zar la energía asimilada como función objetivo en lugar de la aptitud biológica (e.g. Sih 

y Christensen 2001; Stephens y col. 2007), mientras que en el análisis del metabolismo 

celular con frecuencia se utiliza la velocidad de crecimiento individual (e.g. Kauffman 
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y col. 2003; Schuetz y col. 2007). El uso de una función objetivo sucedánea se justifi- 

ca en el supuesto de que existe una relación de monotonía con la verdadera función 

objetivo. Para los ejemplos citados, asumir que la velocidad de crecimiento o de ad- 

quisición de energía guardan una relación creciente con la aptitud biológica tiene una 

justificación trivial si se considera el rango inferior de valores. Un caso típico es que se 

considere al óptimo global del modelo como única predicción. En tal caso, se asume 

que los óptimos globales de ambas funciones objetivo coinciden, y esto significa que 

se asume una relación de monotonía estricta cuya justificación dista de ser elemental o 

evidente. 

Como sucede con todo supuesto, que se asuma una relación de monotonía estric- 

ta no significa que ésta se dé efectivamente en la realidad. Gray (1987) plantea que 

no existe un sustento alguno que permita simplemente asumir dicha relación en el 

caso de la teoría de forrajeo. En la misma línea, Ward (1992) destaca la necesidad de 

considerar modelos alternativos que no asuman una relación de monotonía estricta, 

y menciona casos de estudio donde se ha efectivamente descripto que a partir de un 

umbral mínimo de energía ingerida no se observan diferencias en el valor de aptitud 

biológica (Nonacs y Dill 1990). Algo similar puede suceder en el análisis del metabolis- 

mo celular: una mayor velocidad de crecimiento podría no estar ligada con una mayor 

aptitud biológica a partir de cierto umbral. En este punto se aplica nuevamente lo an- 

tes mencionado: los supuestos de un modelo deberían ser evaluados en función de su 

poder predictivo. En este caso el supuesto es independiente de la hipótesis de optimi- 

zación, y puede ser por lo tanto evaluado separadamente estudiando la relación que 

efectivamente existe entre la función objetiva sucedánea y la del principio de optimi- 

zación en la que se basa el modelo. Al igual que con la optimización estricta, también 

es posible su evaluación empírica si se comparan las predicciones de un modelo que 

asume monotonía estricta con otro modelo más general en el que este supuesto ha sido 

relajado. 

 
2.3.2 Críticas a la evaluación del sustento empírico 

 
En esta sección nos focalizamos en cuestionamientos dirigidos a la evaluación em- 

pírica de los modelos de optimización. Si bien la metodología de evaluación de un 

modelo es independiente de su fundamentación teórica, se verá que, en los hechos, el 

origen de las prácticas cuestionadas al analizar el soporte empírico se relacionan con 

aspectos vistos en la sección previa. 

 
2.3.2.1 Evaluación subjetiva de las predicciones 

Una de las principales críticas que han recibido los estudios sobre optimización en 

biología es que, en muchos casos, un extenso análisis cuantitativo culmina con un 
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evaluación cualitativa de las predicciones del modelo (e.g. Cashdan 1983; Pyke 1984; 

Orzack y Sober 1993, 1994b; Olson y Arroyo-Santos 2015). Orzack y Sober (1994b) se- 

ñalan que los análisis cualitativos típicamente carecen de un criterio previo acerca de 

qué diferencia entre predicciones y observaciones debería tomarse como una falta de 

congruencia, lo cual resulta particularmente problemático porque puede llevar a una 

aceptación acrítica de las hipótesis de optimización. En este sentido, la gran discrepan- 

cia en el criterio que utilizan los investigadores para determinar cuándo un modelo 

de optimización es aceptado o rechazado socava la relevancia de estos análisis en su 

conjunto (Orzack y Sober 1996). Por su parte, Olson y Arroyo-Santos (2015) sostienen 

que la falta de objetividad de los análisis cualitativos constituye un defecto grave en el 

contraste de modelos de optimización. Una práctica poco estricta a la hora de evaluar 

modelos matemáticos no es exclusiva del campo de la optimización, sino común en 

toda la biología, donde la noción de que la naturaleza es compleja parece otorgar licen- 

cia para confirmar la validez de un modelo siempre que una predicción sea cercana a 

los datos (Orzack 2012). 

La necesidad y relevancia de realizar una evaluación de los modelos de optimiza- 

ción mediante pruebas cuantitativas ha sido señalada en múltiples oportunidades (e.g. 

King 1987; Mayhew 1997). Orzack y Sober (1994a) plantean que un análisis cuantitativo 

mediante criterios estadísticos estándar debería ser un requerimiento para el contraste 

de modelos de optimización. En la misma línea, Sober (2008) destaca la importancia 

de utilizar inferencia estadística a la hora de evaluar el ajuste de las predicciones de 

modelos de optimización. Varios autores coinciden con este criterio y recomiendan el 

uso de herramientas que permitan realizar una selección de modelos, ya sea en el mar- 

co de la máxima verosimilitud (e.g. Greeff y Newman 2011), el criterio de información 

de Akaike proveniente de la teoría de información (e.g. Ward 1992), o mediante el uso 

de estadística bayesiana (e.g. Kitcher 1987). Para la aplicación de cualesquiera de estos 

métodos es un requisito la definición de una función de verosimilitud (Burnham y An- 

derson 2002; Ando 2010). Sin embargo, varios autores subrayan que típicamente las 

predicciones realizadas en base a hipótesis de optimización son puntuales en lugar de 

probabilísticas (e.g. Cashdan 1983), haciendo por lo tanto imposible la derivación de 

una función de verosimilitud. Desde una visión general sobre el tema, Cashdan (1983) 

sostiene que es justamente la falta de predicciones probabilísticas lo que imposibilita 

una evaluación objetiva de las hipótesis de optimización, ya que al carecer de varianza 

no es posible ponderar diferencias entre lo predicho y lo observado. 

 

2.3.2.2 Ausencia de hipótesis alternativas 

La imposibilidad de aplicar una estrategia de selección de modelos mencionada 

anteriormente está relacionada a su vez con una problemática más general, que es 

la ausencia de hipótesis alternativas a la de optimización, un punto que también ha 
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sido criticado de manera recurrente (e.g. King 1987; Pierce y Ollason 1987; Gladstein 

y col. 1991; Carlin y Gladstein 1992; Ward 1993; Pellis 2002). En el contexto de la teoría 

de forrajeo, Ward (1993) señala que, ante la ausencia de hipótesis alternativas, una 

congruencia entre datos observados y predicciones del modelo no resulta de utilidad, 

dado que otros modelos podrían producir similares predicciones sin hacer uso de una 

hipótesis de optimización. Desde una óptica complementaria, Andrews y col. (2002b) 

resaltan que el uso de múltiples hipótesis no sólo es necesario para poner a prueba a 

una hipótesis de optimización, sino que la consideración de ésta puede ser igualmente 

necesaria para evaluar explicaciones alternativas. En campos como la fisiología (Anten 

y During 2011) y el metabolismo celular (Raman y Chandra 2009; Sánchez, Sáez y col. 

2014) se ha destacado la necesidad de trabajar con múltiples hipótesis con el fin de 

comparar el soporte empírico de diferentes principios de optimización alternativos. 

La ventaja de considerar múltiples hipótesis de trabajo fue planteada a fines del 

siglo XIX por Chamberlin (1890) y luego popularizada por Platt (1964). Es importante 

destacar que la ausencia de hipótesis alternativas no es una crítica exclusiva a los 

estudios sobre optimización, sino que su relevancia ha sido resaltada en el contexto de 

las ciencias biológicas en general (e.g. Johnson y Omland 2004; Elliott y Brook 2007). En 

suma, existe un amplio consenso en la necesidad de considerar modelos alternativos a 

la hora de evaluar un modelo de optimización. Lógicamente, la comparación con otros 

modelos implica una mayor carga de trabajo que la evaluación de un único modelo de 

optimización, pero no parecen existir razones que justifiquen obviar este requisito. 

 
2.3.2.3 Ausencia de una hipótesis nula 

Al destacar la importancia del uso de hipótesis alternativas, tanto Johnson y Omland 

(2004) como Elliott y Brook (2007) plantean que el uso estándar de una hipótesis nula 

en el estudio de sistemas biológicos no es suficiente. Sin embargo, varios autores han 

criticado a los trabajos sobre optimización porque no suelen incluir siquiera una hipó- 

tesis nula (e.g. Ward 1993; Garland Jr y Carter 1994; Watt 2000; Andrews y col. 2002a; 

LaMunyon y Shackelford 2002; Orzack 2002; Sober 2008). Es notorio que incluso au- 

tores que destacan las ventajas de trabajar con hipótesis de optimización alternativas 

omitan mención alguna sobre la necesidad de considerar una hipótesis nula (e.g. Ra- 

man y Chandra 2009; Anten y During 2011; Sánchez, Sáez y col. 2014). En este contexto 

se entiende por nula a una hipótesis que se diferencia de la de optimización únicamente 

porque supone que la optimización es inexistente. En términos más específicos, la hi- 

pótesis nula debería poseer el mismo conjunto de restricciones que la de optimización, 

pero carecer de referencia alguna a la función objetivo. 

La ausencia de una hipótesis nula ha sido justificada en el marco del adaptacionis- 

mo, argumentando que una hipótesis de optimización puede servir como hipótesis 

nula amparándose en la supuesta ubicuidad de la selección natural. Tal como se dis- 
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cutió anteriormente (Sección 2.3.1.3), en este punto existe un consenso general en la 

necesidad de considerar a la optimización como una hipótesis de trabajo a ser evalua- 

da en función de su poder predictivo antes que como un supuesto. De forma un tanto 

contradictoria, Parker y Maynard Smith (1990) rechazan el trato de la optimización 

como un supuesto pero al mismo tiempo sostienen su uso como hipótesis nula, a la 

vez que reconocen la dificultad que esto conlleva dado que las técnicas estadísticas clá- 

sicas permiten el rechazo de una hipótesis nula antes que su confirmación. Garland Jr 

y Carter (1994) sostienen que considerar una hipótesis de optimización como una hi- 

pótesis nula es contrario a la manera que los modelos nulos son utilizados típicamente 

tanto en la biología a la hora de realizar una inferencia estadística. Watt (2000) coincide 

con este punto de vista, y agrega que el modelo nulo es justamente aquel carente del 

efecto bajo estudio, y en consecuencia un modelo de optimización no cumple con este 

requisito si el objetivo del trabajo es evaluar el soporte a una hipótesis de optimización. 

La importancia de trabajar con una hipótesis nula radica en que solo así puede 

evaluarse si el poder predictivo del modelo depende realmente de la hipótesis de opti- 

mización en sí. Al generar predicciones basándose en un argumento de optimización 

se utilizan modelos que incluyen necesariamente conocimiento sobre su estructura y/o 

dinámica, tanto en el planteo mismo del problema como en la formulación de las res- 

tricciones y en el valor de los parámetros. Es por esta razón que cuando se presenta 

un acuerdo entre observaciones y predicciones cuantitativas debería mostrarse que el 

poder predictivo depende de la optimización y no es un producto exclusivo de las res- 

tricciones planteadas en el modelo. Por lo tanto, se debería considerar como requisito 

metodológico indispensable una comparación del poder predictivo de un modelo de 

optimización con el de un modelo nulo. 

 

2.4 EVAlUACIÓn dE MODElos dE OpTIMIZACIÓn En AplICACIOnEs RECIEnTEs 

 
En esta sección describimos en primer lugar la selección de artículos analizados, para 

luego abordar aspectos relacionados con el planteo de los modelos de optimización 

como la función objetivo y supuestos asociados, y por último analizar las prácticas 

utilizadas en su evaluación empírica. 

La búsqueda bibliográfica en el campo del análisis de balance de flujos metabólicos 

arrojó en un total de 2.483 artículos publicados en el período 2007 - 2016. Los 20 ar- 

tículos más citados que realizan una evaluación empírica de modelos de optimización 

se ubicaron dentro de los 81 trabajos más citados; en la Tabla 2.1 se presentan datos 

bibliométricos de los trabajos analizados. El número de citas por año de los artículos 

seleccionados varió entre 59.2 y 12.7, y fueron publicados tanto en revistas de interés 

general (Science, Nature, PNAS y PLOS One) como de campos específicos (Molecular 

Systems Biology, PLOS Computational Biology, etc.). 
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Tabla 2.1: Datos bibliométricos de los 20 artículos analizados en el campo de análisis de flujos 
metabólicos publicados en el período 2007-2016; las citas recibidas se circunscriben 
al mismo período. 

 

Artículo 
Posición en Citas 

Citas 
Publicación 

 selección por año totales  

Feist y col. (2007) 4 59.2 592 Molecular Systems Biology 

Fan y col. (2014) 7 52.3 157 Nature 

Schuetz y col. (2007) 11 32.2 322 Molecular Systems Biology 

Schuetz y col. (2012) 12 31.2 156 Science 

Machado y Herrgård (2014) 22 22.3 67 PLOS Computational Biology 

Harcombe y col. (2014) 27-29 20.0 60 Cell Reports 

Nogales y col. (2012) 27-29 20.0 100 PNAS 

Chang y col. (2011) 31 19.2 115 Molecular Systems Biology 

Chandrasekaran y Price (2010) 32 18.7 131 PNAS 

Lewis y col. (2010) 33 18.4 129 Molecular Systems Biology 

Colijn y col. (2009) 39 17.0 136 PLOS Computational Biology 

Stolyar y col. (2007) 44 16.5 165 Molecular Systems Biology 

Poolman y col. (2009) 47 16.1 129 Plant Physiology 

Zomorrodi y Maranas (2012) 55 14.8 74 PLOS Computational Biology 

Selvarasu y col. (2012) 66 13.6 68 Biotechnology and Bioingineering 

Wintermute y Silver (2010) 67 13.6 95 Molecular Systems Biology 

Covert y col. (2008) 72 13.1 118 Bioinformatics 

Saha y col. (2011) 73-78 13.0 78 Plos One 

Vazquez y col. (2010) 73-78 13.0 91 BMC Systems Biology 

Oberhardt y col. (2008) 79-81 12.7 114 Journal of Bacteriology 

 
En la tabla Tabla 2.2 se presenta una breve descripción de los principales aportes de 

los artículos analizados que da cuenta de la variedad de temáticas y modelos biológicos 

abordados. Una porción de los artículos se centra en la evaluación de una metodología 

original para la construcción de modelos del flujo metabólico (Covert y col. 2008; Colijn 

y col. 2009; Chandrasekaran y Price 2010; Lewis y col. 2010; Wintermute y Silver 2010; 

Selvarasu y col. 2012; Zomorrodi y Maranas 2012; Harcombe y col. 2014), o bien anali- 

zan metodologías propuestas por terceros (Machado y Herrgård 2014). Otros artículos 

utilizan modelos de optimización con el fin de realizar una primer estimación de los 

flujos metabólicos en una especie dada (Oberhardt y col. 2008; Poolman y col. 2009; 

Chang y col. 2011; Saha y col. 2011), una actualización de un modelo previo mediante 
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mejoras en la metodología (Feist y col. 2007; Nogales y col. 2012), y en el caso de Stolyar 

y col. (2007) el primer modelo a escala genómica de una comunidad microbiana. De 

hecho, un 20 % de los trabajos consisten en análisis de comunidades mediante modelos 

de optimización (Stolyar y col. 2007; Wintermute y Silver 2010; Zomorrodi y Maranas 

2012; Harcombe y col. 2014). Finalmente, solo un 15 % de los artículos plantean como 

un objetivo explícito poner a prueba una hipótesis de optimización (Schuetz y col. 2007; 

Vazquez y col. 2010; Schuetz y col. 2012). 

Los modelos de optimización planteados en el 80 % de los artículos analizados son 

de tipo simple, mientras que un 15 % es de tipo multi-nivel, y Schuetz y col. (2012) 

presenta el único modelo multi-objetivo, donde múltiples funciones objetivo son op- 

timizadas en un mismo espacio muestral (Tabla 2.3). En la mayoría de los artículos 

analizados se utiliza la maximización del crecimiento celular como función objetivo: 

en el 50 % de los casos es la única función usada, mientras que en un 25 % del total 

se incluyen además modelos con otras funciones objetivo (Tabla 2.3). La minimización 

de la sumatoria de flujos metabólicos, por su parte, es utilizada como función objeti- 

vo en un 25 % de los artículos. En ambos casos, la justificación de la función objetivo 

es su (hipotético) vínculo con la aptitud biológica. El máximo crecimiento celular se 

hipotetiza asociado a una máxima velocidad de reproducción en organismos unicelu- 

lares (Feist y Palsson 2010), mientras que la mínima sumatoria de flujos metabólicos se 

asume relacionada a una máxima eficiencia enzimática en el crecimiento celular y de 

esta forma a una máxima aptitud biológica (Bonarius y col. 1996). Otra función objeti- 

vo utilizada es la máxima producción de ATP, que también se asume representa una 

adaptación (Ebenhöh y Heinrich 2001). En consecuencia, el fundamento de la función 

objetivo utilizada en los modelos de optimización planteados se basa en el 90 % en los 

artículos en una hipótesis de evolución por selección natural. Sin embargo, cabe desta- 

car que solo cinco de estos dieciocho trabajos plantean una justificación de la función 

objetivo de forma explícita (Schuetz y col. 2007; Oberhardt y col. 2008; Lewis y col. 

2010; Zomorrodi y Maranas 2012; Harcombe y col. 2014). Si bien en algunos trabajos 

se da cuenta de un marco teórico evolutivo, lo que podría permitir al lector inferir un 

vínculo entre la función objetivo y la evolución por selección natural (Feist y col. 2007; 

Nogales y col. 2012; Schuetz y col. 2012), la mayoría de los artículos omiten mención 

alguna al razonamiento que sostiene la elección de la función objetivo. Finalmente, los 

únicos dos artículos en que el uso de la función objetivo no está basado en una hipó- 

tesis de evolución por selección natural presentan una justificación explícita (Poolman 

y col. 2009; Wintermute y Silver 2010). 

Ninguno de los artículos analizados hace referencia alguna a los supuestos de op- 

timización estricta o de monotonía estricta, típicamente utilizados en los modelos de 

optimización. Los modelos planteados en el 85 % de los artículos asumen una optimiza- 

ción estricta, donde la predicción del modelo está compuesta por los estados óptimos 

únicamente (Sección 2.3.1.4). Los trabajos en donde este supuesto es relajado plantean 
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Tabla 2.2: Breve reseña de los principales aportes de la selección de artículos analizados en el 
campo de análisis de flujos metabólicos en el período 2007-2016. 

Artículo Principales aportes 
 

Feist y col. (2007)  Reconstrucción de red metabólica a nivel de genoma de Escherichia coli y 

primer análisis de consistencia termodinámica 

Fan y col. (2014) Establecimiento de nueva vía metabólica en la producción de NADPH en 

células humanas mediante combinación de técnicas analíticas y modeliza- 

ción matemática 

Schuetz y col. (2007) Evaluación sistemática de múltiples modelos de optimización para predecir 

flujos metabólicos en E. coli 

Schuetz y col. (2012) Muestran que E. coli opera de forma cercana a una superficie óptima de 

Pareto en un espacio de tres dimensiones 

Machado y Herrgård 

(2014) 

Evaluación de diferentes métodos para integrar información del transcrip- 

toma en modelos metabólicos de E. coli y Saccharomyces cerevisiae 

Harcombe y col. (2014) Entorno de modelización que permite predecir la dinámica de comunida- 

des microbianas de un bajo número de especies 

Nogales y col. (2012) Análisis del proceso fotosintético en el alga Synechocystis sp. mediante mo- 

delo de la red metabólica a escala del genoma 

Chang y col. (2011) Reconstrucción de red metabólica de Chlamydomonas reinhardtii a escala ge- 

nómica y predicción del crecimiento en función de fuente lumínica 

Chandrasekaran y Price 

(2010) 

Método que integra de forma automatizada datos de redes de transcripción 

regulatoria en modelos de la red metabólica 

Lewis y col. (2010) Evaluación del soporte de modelo de red metabólica en E. coli en la predic- 

ción de información del transcriptoma y proteoma 

Colijn y col. (2009)  Método de modelización del metabolismo celular que utiliza y define nue- 

vas restricciones en base a datos de expresión génica 

Stolyar y col. (2007) Primer modelo metabólico multi-específico basado en datos de sequencia- 

ción de Desulfovibrio vulgaris y Methanococcus maripaludis 

Poolman y col. (2009) Construcción y análisis de modelo metabólico a escala genómica de Arabi- 

dopsis thaliana 

Zomorrodi y Maranas 

(2012) 

Entorno de modelización de comunidades microbianas mediante análisis 

de flujo con optimización mutli-nivel y multi-objetivo 

Selvarasu y col. (2012) Análisis de la fisiología de líneas celulares de mamíferos mediante integra- 

ción de datos de cultivo y perfíles metabólicos en un modelo 
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Tabla 2.2 Breve reseña de los principales aportes de la selección de artículos analizados en el 
campo de análisis de flujos metabólicos en el período 2007-2016 (continuación). 

 
 

Artículo Principales aportes 
 
 

Wintermute y Silver 

(2010) 

Construcción de modelo que permite predecir el surgimiento de interaccio- 

nes metabólicas complejas en comunidades microbianas 

Covert y col. (2008) Método de modelización que combina análisis de balance de flujos con 

regulación por lógica booleana y ecuaciones diferenciales ordinarias 

Saha y col. (2011) Primer modelo metabólico a escala genómica de Zea mays y su análisis bajo 

diferentes condiciones fisiológicas 

Vazquez y col. (2010) Análisis de alta velocidad de glicólisis en células cancerosas aún en presen- 

cia de oxígeno mediante modelo metabólico de producción de ATP 

Oberhardt y col. (2008) Primer modelo del metabolismo a escala genómica de Pseudomonas aerugi- 

nosa 

 
 

modelos del metabolismo celular cuyas predicciones consideran el conjunto de estados 

que poseen una velocidad de crecimiento celular que resulta, como mínimo, un cierto 

porcentaje del óptimo global (Lewis y col. 2010; Zomorrodi y Maranas 2012; Machado 

y Herrgård 2014). 

El supuesto de monotonía estricta, por su parte, solo puede darse cuando la función 

objetivo del modelo se justifica por una relación supuesta con la aptitud biológica, 

lo que, como antes se mencionó, sucede en el 90 % de los artículos analizados. En 

consonancia con lo antes expuesto, en ninguno de estos trabajos se discute cuál es 

la relación específica entre dichas variables. En 15 de los 18 trabajos se asume una 

optimización estricta, y esto permite concluir que los modelos planteados asumen una 

monotonía estricta entre la función objetivo y la aptitud biológica, ya que en caso 

contrario la predicción del modelo debería incluir estados subóptimos (Sección 2.3.1.5). 

Con respecto a los tres artículos en donde se relaja el supuesto de optimización estricta, 

en ninguno encontramos una mención explícita a la relación entre la aptitud biológica y 

la velocidad de crecimiento, la función objetivo utilizada en dichos trabajos. Zomorrodi 

y Maranas (2012) y Lewis y col. (2010) hacen mención a estados subóptimos para 

referirse a aquellos donde la velocidad de crecimiento es menor a la del óptimo global, 

pero dado que no discuten el sentido que otorgan a óptimo en este contexto no es 

posible establecer si asumen o no de hecho una monotonía estricta. 

El análisis de la metodología usada en la evaluación de los modelos de optimización 

analizados se presenta en la Tabla 2.4. Encontramos que el 65 % de los artículos evalúa 

de forma únicamente subjetiva las predicciones de los modelos planteados, es decir, no 
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Figura 2.2: Ejemplos de figuras de algunos de los artículos analizados que son utilizadas en la 
evaluación subjetiva de predicciones de modelos de optimización. ¿En qué casos los 
resultados brindan soporte empírico a la hipótesis de optimización planteada? (a) 
Reproducido de Fan y col. (2014). (b) Reproducido de Machado y Herrgård (2014). 
El valor observado corresponde a la barra de la extrema izquierda mientras que el 
resto de los valores son predicciones de modelos de optimización a excepción de 
“iMAT”, “Lee-12”b y “REALTECH*”, cuya formulación no involucra una función 
objetivo. (c) Reproducido de Harcombe y col. (2014). La leyenda “COMETS” co- 
rresponde al modelo de optimización. (d) Reproducido de Stolyar y col. (2007). La 
predicción del modelo de optimización en color negro, mientras los valores experi- 
mentales se indican con un color gris claro. (e) Reproducido de Zomorrodi y Ma- 
ranas (2012). La predicción del modelo de optimización en color negro, mientras 
los valores experimentales se indican con un color gris claro. (f) Reproducido de 
Selvarasu y col. (2012). La leyenda “Simulation 1” y “Simulation 2” corresponden 
a modelos de optimización que varían únicamente en la fórmula de la biomasa 
celular utilizada en la función objetivo de maximización del crecimiento celular. 



34 REVIsIÓn dE FUndAMEnTOs Y EVAlUACIÓn dE MODElos dE OpTIMIZACIÓn 

 
 

explicitan el criterio con el que evalúan el ajuste de los modelos a los datos experimen- 

tales. Este tipo de evaluación se realiza en la mayoría de los casos en la forma de una 

comparación gráfica; en la Figura 2.2 presentamos algunos ejemplos extraídos de los 

artículos analizados. Feist y col. (2007) comparan la relación predicha por el modelo de 

optimización entre el crecimiento celular y el consumo y producción de compuestos 

en cultivos de E. coli bajo distintas condiciones experimentales (Figura 2.2a). Si bien se 

observa un aparente ajuste entre el modelo y los valores observados, al mismo tiempo 

varios puntos caen fuera de la predicción del modelo: no es claro qué alejamiento de 

lo predicho representaría una falta de ajuste. En el caso la Figura 2.2b de Machado 

y Herrgård (2014) esto es más notorio todavía, ya que se comparan las predicciones 

de varios modelos alternativos cuya distancia al valor observado es variable. Parece 

una obviedad que mientras menor sea la distancia entre predicción y valor observa- 

do existe un mayor soporte de un cierto modelo, pero ¿qué distancia es indicativa en 

dicha figura de que un modelo no provee un ajuste adecuado? Poolman y col. (2009) 

y Saha y col. (2011) prescinden incluso de un recurso gráfico y realizan únicamente 

unas comparaciones puntuales entre valores predichos y observados en el cuerpo del 

texto, lo que limita aún más la capacidad de evaluar los modelos de optimización que 

presentan. 

Aquellos artículos que evalúan de forma objetiva el soporte empírico de los modelos 

de optimización lo hacen a través de métodos estadísticos. En todos los casos, la infe- 

rencia está basada en una estadística de tipo frecuentista en la forma de una prueba de 

significación, ya sea a través de un análisis de correlación lineal entre observaciones y 

predicciones de variables continuas (Chandrasekaran y Price 2010; Wintermute y Silver 

2010), análisis de tabla de contingencia en el caso de variables discretas (Nogales y col. 

2012), o mediante la implementación de un análisis ad hoc basado en un método de 

Monte Carlo (Lewis y col. 2010; Chang y col. 2011; Schuetz y col. 2012). Como excep- 

ción, Schuetz y col. (2007), explicitan a a priori una región de rechazo para la diferencia 

entre predicciones y datos experimentales. 

Un 60 % de los artículos plantea un único modelo de optimización del sistema bajo 

estudio, y por lo tanto carece de hipótesis alternativas. Entre aquellos trabajos que 

presentan modelos alternativos, todos evalúan múltiples modelos de optimización, que 

se diferencian en las restricciones (Covert y col. 2008; Chandrasekaran y Price 2010; 

Lewis y col. 2010), la función objetivo (Colijn y col. 2009; Schuetz y col. 2012; Fan y col. 

2014), o ambas (Schuetz y col. 2007; Machado y Herrgård 2014). En contraste, solo tres 

artículos evalúan modelos alternativos a los de optimización. Machado y Herrgård 

(2014) incluyen modelos cuya formulación se basa en el planteo de restricciones pero 

carecen de una función objetivo, o en el caso de incluirla se utiliza para maximizar el 

ajuste a los flujos metabólicos a datos de expresión génica. Covert y col. (2008), por 

su parte, incluye un modelo basado en ecuaciones diferenciales ordinarias, y se trata 

del único caso que analiza un modelo que carece de restricciones. Por último, Schuetz 
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Tabla 2.3: Caracterización de los modelos de optimización planteados en los artículos analiza- 
dos en el campo de análisis de flujos metabólicos publicados en período 2007-2016. 

Artículo 
Modelo de 

Función objetivo 
Optimización

 
Monotonía 

 optimización  estricta estricta 

Feist y col. (2007) Simple Máximo crecimiento C C 

Fan y col. (2014) Simple Mínima suma de flujos 
Máximo crecimiento 

C C 

Schuetz y col. (2007) Simple Máximo crecimiento 
10 funciones alternativas 

C C 

Schuetz y col. (2012) Multi-objetivo Máximo crecimiento 
53 funciones alternativas 

C C 

Machado y Herrgård 
(2014) 

Simple Máximo crecimiento × ? 

Harcombe y col. (2014) Simple Máximo crecimiento C C 

Nogales y col. (2012) Simple Máximo crecimiento C C 

Chang y col. (2011) Simple Máximo crecimiento C C 

Chandrasekaran y Price 
(2010) 

Simple Máximo crecimiento C C 

Lewis y col. (2010) Multi-nivel Máximo crecimiento 
con mínima suma de flu- 
jos 

× ? 

Colijn y col. (2009) Simple Máximo crecimiento 
Máx. producción de ác. 

C C 

 
Stolyar y col. (2007) 

 
Multi-nivel 

micólico 

Máx. crecimiento de D. 
vulgaris 
con máx. crecimiento de 

 
C 

 
C 

 

Poolman y col. (2009) 

 

Simple 

M. maripaludis 

Mínima suma de flujos 

 
C 

 

- 

Zomorrodi y Maranas 
(2012) 

Multi-nivel Máx. biomasa de cada es- 
pecie 
con máx. biomasa de la 

× ? 

 
Selvarasu y col. (2012) 

 
Simple 

comunidad 

Máximo crecimiento 

 
C 

 
C 

Wintermute y Silver 
(2010) 

Simple Mínimo ajuste metabóli- 
co 

C - 

Covert y col. (2008) Simple Máximo crecimiento C C 

Saha y col. (2011) Simple Máximo crecimiento C C 

Vazquez y col. (2010) Simple Máxima producción de 
ATP 

C C 

Oberhardt y col. (2008) Simple Máximo crecimiento C C 
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y col. (2012) consideran un modelo alternativo que comparte con el de optimización 

las restricciones pero carece de función objetivo. 

De lo antes expuesto se desprende que solo uno de entre veinte trabajos analizados 

compara predicciones de un modelo de optimización con una hipótesis nula. El que 

varios trabajos utilicen pruebas de significación estadística pero, a la vez, carezcan de 

una hipótesis nula con respecto a la optimización puede parecer contradictorio, dado 

que toda prueba de esta naturaleza está basada en un modelo nulo por definición. La 

explicación de este hecho reside en cómo son construidas las pruebas estadísticas, ya 

que en todos los casos la hipotesis nula no corresponde a una ausencia de optimiza- 

ción. En el caso del análisis de correlación, por ejemplo, Chandrasekaran y Price (2010) 

evalúan la capacidad de un modelo de optimización de predecir la velocidad de cre- 

cimiento de diferentes fenotipos de E. coli en condiciones aeróbicas y anaeróbicas. La 

hipótesis nula de la prueba estadística utilizada corresponde a la ausencia de una re- 

lación lineal entre la tasa de crecimiento observada y predicha, pero no a la relación 

que se esperaría en ausencia de la hipótesis de máximo crecimiento celular. Nogales 

y col. (2012) utilizan un modelo de optimización para predecir si un gen es esencial 

para el crecimiento de Synechocystis sp., y evalúan los resultados mediantes un análisis 

de tabla de contingencia. La hipótesis nula consiste, en este caso, en que existe una re- 

lación aleatoria entre la predicción del modelo acerca de cuales genes son esenciales y 

aquello que se observa en el laboratorio, pero nada indica que un modelo que carezca 

de optimización necesariamente predice una ausencia de relación. En lugar de utilizar 

una prueba estadística estándar, Chang y col. (2011) construyen un análisis ad hoc. Pero 

este análisis tiene un objetivo diferente que el de evaluar que se esperaría si no se da 

una optimización: la hipótesis nula corresponde a una aleatorización de la longitud 

de onda de la luz incidente, un parámetro del modelo, y esto les permite evaluar si el 

espectro de la radiación incidente afecta el ajuste del modelo. Lewis y col. (2010) consi- 

deran varias hipótesis nulas construidas por aleatorización que les permiten evaluar si 

datos de regulación génica se parecen a las predicciones del modelo de optimización 

más de lo esperable por efecto del azar. De esta manera, en ninguno de los casos las 

hipótesis consideradas nulas lo son en relación a la optimización propiamente dicha. 

En todos los casos la hipótesis nula se construye suponiendo que la relación entre las 

variables relevantes son al azar, pero nada indica que esta es la situación que se espe- 

raría de un modelo que carezca de optimización pero preserve las restricciones en su 

formulación. 

El trabajo de Schuetz y col. (2012), por lo tanto, es el único entre los analizados que 

cumple con todos los requerimientos en la evaluación empírica de modelos de optimi- 

zación establecidos en la sección anterior. Sin embargo, en la metodología utilizada en 

este trabajo se pueden identificar igualmente falencias. Los autores evalúan un modelo 

de optimización mediante una prueba de significación en la que se compara la dis- 

tancia al óptimo teórico de datos experimentales con las predicciones derivadas de la 
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Tabla 2.4: Análisis de la metodología de evaluación empírica de modelos de optimización en 
artículos seleccionados en el campo del análisis de flujos metabólicos. 

Artículo 
Evaluación Inferencia Hipótesis Hipótesis 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
hipótesis nula. Ahora bien, el modelo evaluado con dicha metodología no fue estableci- 

do a priori, sino que es seleccionado de entre un total de 151,686 modelos de optimiza- 

ción alternativos 2. Más allá de la prueba de significación utilizada, la probabilidad de 

rechazar una hipótesis nula siendo verdadera aumenta cuando se realizan múltiples 

pruebas de significación, lo que se conoce como el problema de las comparaciones múl- 

tiples (Benjamini 2010). Cuando se utiliza una gran cantidad de modelos alternativos, 

especialmente, es necesario aplicar algún tipo de metodología que tenga en cuenta las 

múltiples comparaciones para evitar obtener resultados espurios, por ejemplo aque- 

llas que permiten controlar la tasa de rechazos de hipótesis nula verdaderas (Yekutieli 

y Benjamini 1999; Pike 2011). En consecuencia, una correcta inferencia estadística en 

 objetiva estadística alternativas nula 

Feist y col. (2007) × × × × 

Fan y col. (2014) × × C × 

Schuetz y col. (2007) C × C × 

Schuetz y col. (2012) C C C C 

Machado y Herrgård (2014) × × C × 

Harcombe y col. (2014) × × × × 

Nogales y col. (2012) C C × × 

Chang y col. (2011) C C × × 

Chandrasekaran y Price (2010) C C C × 

Lewis y col. (2010) C C C × 

Colijn y col. (2009) × × C × 

Stolyar y col. (2007) × × × × 

Poolman y col. (2009) × × × × 

Zomorrodi y Maranas (2012) × × × × 

Selvarasu y col. (2012) × × × × 

Wintermute y Silver (2010) C C × × 

Covert y col. (2008) × × C × 

Saha y col. (2011) × × × × 

Vazquez y col. (2010) × × × × 

Oberhardt y col. (2008) × × × × 
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este contexto requeriría la aplicación de un método de corrección por pruebas múlti- 

ples, lo que conduce al interrogante acerca de si los resultados de Schuetz y col. (2012) 

representan una evidencia sobre la existencia de optimización en E. coli o son, por el 

contrario, un artefacto producto de una metodología estadística deficiente. 

 
2.5 dIscUsIÓn 

 
Al comienzo de este trabajo nos planteamos como interrogante si las críticas a la 

aproximación de la optimización son todavía relevantes hoy en día en la biología, o 

si por el contrario revisten en la actualidad una importancia únicamente histórica. La 

metodología de revisión bibliográfica nos permitió identificar un conjunto de críticas 

de diversa índole dirigidas tanto a la fundamentación teórica de las modelos de opti- 

mización como a la evaluación de su soporte empírico. En la mayoría de las críticas 

analizadas en este trabajo encontramos un consenso acerca de la validez e importancia 

de los argumentos involucrados, lo que nos permite concluir que son efectivamente 

relevantes y no deberían ser ignoradas. 

Al analizar los cuestionamientos a los fundamentos teóricos de los modelos de opti- 

mización, en ningún caso encontramos un consenso que plantee que deban ser deste- 

rrados de la investigación científica de la biología. En relación a las críticas motivadas 

por supuestos ontológicos y por exclusión de mecanismos causales se han planteado 

posiciones contrapuestas entre las que parece difícil que se pueda arribar a un consen- 

so. ¿Poseen entonces los modelos de optimización sustento desde un punto de vista 

filosófico? Más allá de las controversias, en ambos casos existen argumentos con asien- 

to en escuelas de pensamiento filosófico que brindan efectivamente sustento a estos 

modelos. La exclusión de mecanismos causales, de hecho, es identificada en el marco 

de la filosofía de la ciencia como una ventaja: no solo es posible plantear explicaciones 

en términos de un principio de optimización aún cuando el modelo utilizado ignore la 

dinámica del sistema, sino que el hecho de no realizar suposiciones adicionales podría 

tener como resultados la producción de explicaciones más robustas. 

Con respecto a los demás cuestionamientos a los modelos de optimización en su 

calidad de constructos teóricos, encontramos que existe un consenso mayoritario acer- 

ca de su relevancia. El tratamiento de la optimización como un supuesto antes que 

como una hipótesis de trabajo es una práctica de difícil justificación en el estado actual 

de la biología, así como de la ciencias fácticas en general. Por su parte, los supuestos 
 

2 A partir de un conjunto de 54 funciones objetivo, los autores seleccionaron 5 en base al ajuste a datos 
experimentales. Evaluaron luego todos los modelos de optimización múltiple de Pareto basados en com- 
binaciones de a dos funciones de entre las cinco seleccionadas. Al no obtener en ninguno de los casos un 

ajuste satisfactorio, evaluaron entonces todas las combinaciones de tres funciones objetivo previamente 
seleccionadas, y encontraron que una de estas sí presenta un buen ajuste. Este fue finalmente el modelo 
de optimización evaluado. Dado que se partió de 54 funciones objetivo, la cantidad de combinaciones de 
2 y/o 3 elementos que podrían haber sido evaluadas resulta de: (54) + (54) = 151,686. 

2 3 
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de optimización y monotonía estricta presentes en la gran mayoría de los modelos de 

optimización representan idealizaciones sobre las que no puede afirmarse a priori que 

resulten erradas. Hecha esta aclaración, resultarían una limitante en la formulación de 

los modelos en caso de que efectivamente exista una optimización pero no se cumpla 

alguno de los supuestos antes mencionados.Por lo tanto, la relajación de dichos su- 

puestos y la consiguiente generalización de los modelos representaría una ventaja sin 

perjuicio alguno. El análisis de estas críticas nos permite concluir, a su vez, que si se 

desea trabajar con modelos de optimización es importante tener conciencia de aquellos 

supuestos que les otorgan sustento. Asimismo, el postulado de optimización sobre el 

sistema bajo estudio no se debe encontrar entre dichos supuestos sino que debe cons- 

tituir una hipótesis de trabajo que se someta a evaluación. A su vez, la evaluación del 

poder predictivo de modelos alternativos aporta información sobre la validez empírica 

de las idealizaciones en las que están basados, lo que resalta la importancia de una 

evaluación empírica rigurosa desde el punto de vista de su fundamentación teórica. 

Las críticas a la evaluación empírica de los modelos de optimización gozan de un 

consenso aún mayor que reconoce la validez de las falencias señaladas y, como conse- 

cuencia, la necesidad de que la metodología de evaluación cumpla con ciertos estánda- 

res. Una evaluación de las predicciones establecida a priori y que considere hipótesis 

alternativas parece ser un requisito mínimo e indispensable para evaluar objetivamente 

si un trabajo brinda o no soporte empírico a un modelo de optimización. Existe tam- 

bién un consenso en que la forma menos arbitraria de realizar una evaluación objetiva 

implica el uso de algún tipo de inferencia estadística estándar, así como en la ventaja 

de que dicha inferencia esté basada en la función de verosimilitud, ya sea mediante el 

uso de métodos de máxima verosimilitud, selección de modelos mediante el criterio de 

Akaike, o estadística bayesiana. Si se desea evaluar el soporte empírico de la hipótesis 

de optimización en sí, es necesario contar además con una hipótesis nula que difiera 

del modelo de optimización únicamente en que no considera una función objetivo. 

El segundo interrogante que nos planteamos al inicio de este trabajo es si la popu- 

laridad actual de los modelos de optimización indica que los aspectos cuestionados 

se han resuelto o superado, o si, por el contrario, han sido simplemente ignorados. 

Teniendo en cuenta el consenso sobre los cuestionamientos a la metodología de evalua- 

ción empírica, sumado al hecho de que en ningún caso se trata de planteos recientes, 

sería razonable esperar que artículos recientes en un área con un importante desarro- 

llo cumplan los requisitos anteriormente descriptos. Sin embargo, en la mayoría de los 

artículos que analizamos en el campo del análisis de metabolismo celular encontramos 

deficiencias metodológicas en la evaluación empírica de los modelos. Si bien represen- 

tan una muestra acotada, los artículos analizados son los más citados en un área que 

ha tenido un crecimiento exponencial en la última década. El hecho de tratarse de los 

trabajos más citados en su ámbito disciplinar no necesariamente implica que la meto- 

dología empleada sea superior a la de otros artículos similares pero menos citados. No 
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obstante, el número de citas es ampliamente utilizado en análisis bibliométricos como 

una medida del impacto de un artículo científico (e.g. Callaham y col. 2002; Uthman 

y col. 2013). Parece prudente afirmar que los artículos analizados han servido de refe- 

rencia para otros estudios sobre el metabolismo celular. En virtud de esto, entendemos 

que el conjunto de prácticas metodológicas que siguen dichos artículos representa efec- 

tivamente una muestra de lo que en este ámbito se considera como prácticas aceptadas. 

En conclusión, entendemos que las deficiencias metodológicas encontradas en estos ar- 

tículos indican que los cuestionamientos a la evaluación empírica de los modelos de 

optimización mantienen su vigencia en la actualidad, al menos en el campo particular 

del análisis del metabolismo celular. 

En este punto es posible preguntarse cuál es la causa de que los trabajos en opti- 

mización continúen sufriendo de deficiencias metodológicas que han sido señaladas 

hace tiempo y sobre las que existe un amplio consenso. A fin de abordar este inte- 

rrogante, consideraremos tres alternativas que cubren en cierta manera el conjunto de 

posibilidades. Podría suceder que los autores de los trabajos que poseen falencias en 

la evaluación de las hipótesis desconozcan las críticas y recomendaciones sobre este 

asunto. En caso de estar al tanto de los argumentos involucrados, es posible que los 

investigadores desestimen las críticas por no considerarlas pertinentes, o bien que aún 

cuando las consideren relevantes existan limitaciones metodológicas que les impidan 

atenderlas. Sin la pretensión de realizar un examen exhaustivo, analizaremos a conti- 

nuación algunos factores que podrían contribuir a perpetuar defectos en la evaluación 

de hipótesis en cada uno de estos escenarios. 

Dada la abundante bibliografía sobre esta temática, un investigador que realice una 

búsqueda de una profundidad suficiente encontrará sin dudas la existencia de cuestio- 

namientos al uso de modelos de optimización. Podemos señalar, sin embargo, algunos 

aspectos que podrían contribuir a brindar un panorama diferente en caso de realizar 

una revisión bibliográfica acotada. Un porcentaje mayoritario de los artículos que plan- 

tean críticas a los modelos de optimización se han centrado en aspectos filosóficos, 

mientras que las cuestiones metodológicas han sido abordadas con menos énfasis. Es 

posible que ante una exploración superficial de la bibliografía aquellos interesados en 

aplicaciones concretas de la optimización puedan considerar que las críticas a la apli- 

cación de optimización en biología tratan únicamente aspectos filosóficos poco dados 

a una formalización matemática y sin consecuencias para su trabajo concreto. El dis- 

poner de análisis típicamente enfocados de acuerdo al campo de aplicación tampoco 

facilita encontrar información relevante. 

Como segunda posibilidad, consideramos que los investigadores podrían elegir ig- 

norar las críticas por considerarlas carentes de sustento. Este es un aspecto difícil de 

analizar, ya que los trabajos sobre optimización no suelen tomar una posición explí- 

cita respecto de tales cuestiones. Cuando se profundiza en el análisis de las críticas a 

la metodología de evaluación empírica parece evidente su relación con cuestiones de 
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nivel filosófico. En particular, un punto que observamos de forma recurrente es la aso- 

ciación entre deficiencias en las prácticas de evaluación empírica con el asumir que el 

principio de optimización del modelo opera de hecho en el sistema bajo estudio. Esto 

es especialmente notorio en la ausencia de hipótesis nula, pero también se relaciona 

con la falta de hipótesis alternativas en general, y a su vez con el problema más amplio 

de una evaluación subjetiva de las hipótesis. Sin embargo, ya se ha mencionado en va- 

rias oportunidades que existe un virtual acuerdo en tratar a la optimización como una 

hipótesis de trabajo; lo mismo puede decirse acerca de la importancia de las críticas a 

la evaluación empírica de los modelos. Por lo tanto, en este punto creemos que una 

mayor difusión sobre la relevancia de las deficiencias señaladas contribuiría a que un 

mayor número de autores realizase un análisis crítico sobre la forma en que evalúa 

modelos de optimización. 

Como tercera alternativa, existe la posibilidad de que los autores, aún reconocien- 

do la relevancia de los cuestionamientos en la evaluación de hipótesis, incurran en 

deficiencias metodológicas debido a una incapacidad para cumplir con las exigencias 

planteadas. En esta instancia, creemos que puede echar luz al respecto un análisis de 

trabajos basados en principios de optimización con fundamento en la termodinámica. 

En esta área de estudio se han planteado múltiples principios candidatos que derivan 

de una variedad de consideraciones teóricas, pero que carecen de un sustento empí- 

rico concluyente, así como de una aceptación general en la biología. Los trabajos que 

evalúan este tipo de hipótesis de optimización no representan una excepción, sino que 

poseen el mismo tipo de deficiencias metodológicas señaladas anteriormente al mo- 

mento de evaluar las hipótesis (e.g. Jesus y col. 2012). En base a lo antes expuesto, 

parece justificado descartar que los autores de dichos estudios consideren como un 

supuesto el principio de optimización termodinámico sobre el que investigan, o que 

ésta sea la causa de una poca atención a las cuestiones metodológicas. De hecho, el 

objetivo explícito de estos trabajos suele ser brindar soporte empírico al principio de 

optimización en cuestión. Esto representa una diferencia fundamental con lo que su- 

cede al utilizar hipótesis de optimización sustentadas en la selección natural, donde el 

propósito de los trabajos puede variar pero nunca está dirigido a probar la existencia 

del principio de optimización. Como se ha visto, los estudios realizados en el marco 

de la biología evolutiva pueden incluir como objetivo obtener información sobre las 

restricciones que operan sobre el sistema así como la validez de las idealizaciones del 

modelo de optimización, pero nunca involucran una evaluación de la selección natural 

en sí debido a su aceptación universal en la biología. Cabe preguntarse cómo es que los 

estudios empíricos sobre optimización con fundamentos termodinámicos, en los que 

se esperaría una especial atención a la metodología de acuerdo a sus propios objetivos, 

adolecen igualmente de problemas en este aspecto. La situación descripta refuerza la 

idea de que las deficiencias señaladas pueden tener origen en la falta de una metodolo- 
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gía que permita evaluar hipótesis de optimización cumpliendo con los requerimientos 

ya mencionados. 

En este punto esperamos que los argumentos expuestos sirvan para establecer que, 

sin lugar a dudas, es fundamental un cuidado de la metodología de evaluación em- 

pírica de los modelos de optimización. Ahora bien, si se han publicado trabajos que 

no cumplen con los estándares señalados a la hora de analizar el sustento empírico de 

tales modelos, esto sugiere que el problema es más complejo que el desconocimiento 

o desinterés de los autores y/o limitaciones metodológicas. Creemos que, antes que 

ignorarlas, sería provechoso reconocer las limitaciones metodológicas que poseen los 

estudios que evalúan modelos de optimización: esto no solo permitiría un análisis más 

realista de sus resultados y conclusiones sino que contribuiría, a su vez, a identificar 

más claramente obstáculos al avance del conocimiento en esta área de trabajo. 

Por último, en base a la revisión realizada cabe señalar que entre los autores que han 

criticado aspectos de la evaluación empírica de los modelos de optimización predomi- 

nan aquellos que se limitan a señalar falencias antes que presentar posibles soluciones 

que permitan subsanar dichas deficiencias. Este situación no debería resultar llamativa, 

dado que es bien sabido que así como un análisis crítico de los métodos utilizados en 

una rama de la ciencia resulta valioso y necesario, encontrar una solución práctica a 

los problemas señalados suele representar un desafío de otra índole. En el caso par- 

ticular de la optimización, la dificultad a nivel metodológico podría tener origen en 

los diferentes objetivos de la biología y la ingeniería, de donde provienen las técnicas 

matemáticas y computacionales aplicadas típicamente en para abordar problemas de 

optimización. En palabras de Oster y Wilson (1979), mientras que la ingeniería busca 

diseñar una maquinaria o un proceso de la forma más eficiente posible, la biología bus- 

ca inferir los principios que rigen la organización de los sistemas biológicos. En vista 

del enfoque antagónico, no es extraño que el uso de técnicas generadas en el marco 

de la ingeniería no permitan cumplir con los estándares de evidencia utilizados en las 

ciencias biológicas. 
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Resumen 

 
Los modelos de optimización son utilizados en muchas áreas de la biología para explicar 

diversos fenómenos en sistemas de diferentes niveles de organización pero, sin embargo, 

su evaluación empírica suele poseer numerosas deficiencias. No hay disponible a la fecha 

una metodología que permita una evaluación de estos modelos libre de tales falencias y 

de aplicación general, y esto representa un obstáculo para establecer el poder predictivo 

de las hipótesis de optimización de forma objetiva. 

En este trabajo presentamos una generalización de los modelos de optimización típi- 

camente utilizados que posibilita su expresión en la forma de un modelo probabilístico 

bajo ciertas condiciones y, en consecuencia, hace posible analizar su soporte empírico 

mediante métodos estadísticos basados en la verosimilitud. En el planteo de la formu- 

lación general tomamos como punto de partida la noción de que el espacio muestral 

y las restricciones de un modelo de optimización constituyen un modelo nulo, lo que 

sumado a una relajación de los supuestos de optimización y monotonía estricta permite 

una generalización de los modelos típicamente utilizados. Con este fin introducimos dos 

tipos de funciones denominadas de transferencia y de normalización que permiten, res- 

pectivamente, la relajación de los supuestos y la aplicación a modelos no deterministas. 

La formulación resultante incluye como casos particulares tanto a la típica hipótesis de 

optimización estricta como a una hipótesis nula, así como a un abanico de situaciones 

intermedias. El desarrollo matemático requerido para la formalización de estas ideas se 

basa en la teoría axiomática de la probabilidad, y en consecuencia es válido para un 

modelo de optimización arbitrario siempre que cumpla con las condiciones establecidas. 

Al permitir el uso de una inferencia estadística estándar, el método propuesto carece 

de las limitaciones de los métodos habitualmente utilizados. La generalidad de la for- 

mulación matemática, a su vez, permite la evaluación de hipótesis de optimización más 

generales y sobre modelos de sistemas biológicos de complejidad arbitraria. Por lo tanto, 

se espera que la aplicación de lo aquí presentado contribuya a responder el interrogante 

de hasta qué punto las propiedades de los sistemas biológicos pueden ser predichas en 

base a principios de optimización. 

 

3.1 InTRODUCCIÓn 

 
A pesar del uso extendido de modelos de optimización en diversos campos de la 

biología, todavía se mantienen vigentes en la actualidad interrogantes srespecto de 

su real poder predictivo. De acuerdo a lo tratado en el Capítulo 2, uno de los pocos 
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puntos en que proponentes y críticos de los modelos de optimización coinciden es en 

la importancia de una evaluación rigurosa del soporte empírico de dichos modelos. Sin 

embargo, justamente la metodología utilizada para evaluar el poder predictivo ha sido 

objeto de numerosas críticas. 

El procedimiento más extendido para evaluar modelos de optimización consiste en 

una comparación de los óptimos globales predichos con los valores experimentales. 

Dicha comparación se da a veces basada únicamente en la forma de una comparación 

visual, o bien acompañada en algunos casos por de una prueba de significación. Ahora 

bien, la evaluación gráfica carece de un criterio de rechazo establecido a priori, y en 

consecuencia constituye una forma de evaluación subjetiva. Aún cuando se realiza 

una prueba de significación, por ejemplo en la forma de un análisis de correlación, 

la hipótesis nula de la prueba de significación suele corresponder a una ausencia de 

correlación, no a una ausencia de optimización (Sección 2.3.2.1). 

En vista de lo expuesto, cabe considerar qué atributos debería tener una metodolo- 

gía general para la evaluación de hipótesis de optimización. Una de las conclusiones 

del Capítulo 2 es que el poder predictivo de un modelo de optimización  solo puede 

ser evaluado en relación al de otros modelos alternativos. Si es un objetivo del trabajo 

establecer además el soporte empírico de la optimización en sí, de forma separada al 

resto de los componentes del modelo, es necesario que se incluya al menos una hipóte- 

sis nula que carezca del componente de optimización. La metodología debería permitir 

una evaluación objetiva de la hipótesis de optimización mediante la aplicación de al- 

gún tipo de inferencia estadística. Para esto, debería ser capaz de derivar predicciones 

en forma de distribuciones de probabilidad al menos en el caso de la hipótesis nula, 

para aplicar entonces una inferencia a través de una prueba de significación estadística 

clásica. Para permitir la aplicación de una inferencia en el marco de la teoría de infor- 

mación o de la estadística bayesiana es necesario además que se pueda obtener una 

predicción probabilística a partir de los modelos de optimización que se desean eva- 

luar. La utilidad de una metodología con tales características se incrementaría si hace 

posible además una relajación de los supuestos de optimización estricta y monotonía 

estricta, que son utilizados comúnmente en los estudios sobre optimización. Por últi- 

mo, para que una metodología sea de aplicación general y permita así realizar análisis 

comparativos entre diferentes sistemas, su formulación debería estar basada en elemen- 

tos comunes a cualquier modelo de optimización. El consenso existente respecto de las 

deficiencias metodológicas, así como en la identificación de requisitos que se deberían 

cumplir para evitarlas, contrasta con la ausencia de una metodología estándar que se 

encuentre libre de dichas falencias. 

En el marco del desarrollo que la biología de sistemas experimentó a partir del año 

2000, se han propuesto métodos alternativos para la evaluación de modelos de optimi- 

zación que dan respuesta a algunos de los requisitos planteados. Burgard y Maranas 

(2003) proponen un método que, de acuerdo con los autores, permite evaluar mode- 
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los de optimización alternativos. Otros trabajos han considerado de manera explícita 

estados subóptimos en las predicciones de los modelos como una forma de relajar los 

supuesto de optimización y/o monotonía estricta. Pérez-Escudero y col. (2009) parten 

de la noción de que en un sistema sujeto a optimización las variables que poseen un 

menor impacto en la función objetivo tienen una mayor probabilidad de desviarse del 

valor predicho por la configuración óptima. Partiendo de este concepto los autores eva- 

lúan hipótesis de optimización en dos sistemas experimentales a partir del cómputo de 

estados subóptimos, y por lo tanto esta metodología generaliza el tipo de predicciones 

que pueden derivarse a partir de un modelo de optimización. Wintermute y col. (2013) 

estudian el efecto de considerar estados subóptimos en el análisis y predicción del me- 

tabolismo celular, y resaltan que esto permite relajar al mismo tiempo los supuestos de 

optimización estricta y de monotonía estricta. Estas propuesta adolecen, sin embargo, 

de limitaciones ya mencionadas. La metodología propuesta por Burgard y Maranas 

(2003) parte del supuesto de que el sistema bajo estudio se encuentra sujeto a algún 

principio de optimización, y no se establece a priori en qué casos se debe concluir que 

ninguna de las hipótesis de optimización planteada es adecuada. De forma más gene- 

ral, ninguno de los métodos permite comparar las predicciones derivadas del modelo 

de optimización planteado con una hipótesis nula construida suponiendo ausencia de 

optimización. Por lo tanto, si bien los métodos descriptos brindan efectivamente una 

respuesta a alguna de las deficiencias típicas en la evaluación de los modelos, no ofre- 

cen una solución al conjunto de los problemas señalados. Asimismo, en ninguno de 

los casos queda establecido que la metodología de evaluación sea correcta desde un 

punto de vista matemático formal. 

Un aspecto de la evaluación de los modelos de optimización que a nuestro enten- 

dimiento no ha sido abordado con un énfasis suficiente es cómo debe formularse la 

hipótesis nula, lo que consideramos resulta crítico para el desarrollo de una metodolo- 

gía general. En las pruebas de significación la hipótesis nula es derivada a partir de un 

modelo estadístico, y dada su formulación es mutuamente excluyente con la hipótesis 

alternativa. Ambas hipótesis derivan en general de un mismo modelo estadístico, y 

lo usual es que en una hipótesis nula algunos de los parámetros tomen un valor fijo 

incluido en el modelo alternativo, que representa un caso más general. Muchas veces 

la hipótesis nula recibe el nombre de modelo nulo para indicar que en dicho modelo 

está ausente el efecto sobre el que se desea realizar una inferencia. La relevancia del 

uso de modelos nulos es bien conocida en varias áreas de la biología (Gotelli y Graves 

1996; Gotelli 2001; Gotelli y Ulrich 2012). La inclusión de modelos nulos puede modifi- 

car de forma determinante las conclusiones a las que se arriba, tal como atestigua un 

ejemplo en el ámbito de los modelos de optimización en biología que describimos a 

continuación. Un conjunto de trabajos en el marco de teoría de historia de vida predi- 

cen la existencia de relaciones aproximadamente constantes entre parámetros vitales 

basándose en modelos de optimización (e.g. Charnov 1993; Charnov y col. 2001). Estas 
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relaciones se han denominado rasgos invariantes de la historia de vida, y su existencia 

ha sido reportada en una variedad de taxones animales (e.g. Jensen 1996; Mangel 1996; 

Collin 2006). El método típicamente utilizado para evaluar estos modelos de optimi- 

zación ha sido un análisis de correlación lineal entre los parámetros cuya relación se 

presume invariante. Ahora bien, de acuerdo a lo antes expuesto este método carece 

de referencia a una hipótesis nula respecto de la optimización, y por lo tanto no cum- 

ple los requerimientos para una evaluación rigurosa del modelo en cuestión. Buston 

y col. (2004) utilizaron un modelo nulo para cuestionar los resultados de Allsop y West 

(2003). Posteriormente, y de forma más general, Nee y col. 2005 mostraron que un 

modelo nulo que supone relaciones aleatorias entre parámetros vitales genera predic- 

ciones similares a la hipótesis de optimización, desacreditando así el sustento empírico 

de este campo de investigación. Sin embargo, la capacidad de los modelos nulos em- 

pleados en estos trabajos puede ser a su vez cuestionada. Dichos modelos son “nulos” 

solo en relación a la correlación esperada entre los parámetros de la historia de vida, 

no en cuanto a que constituyen una hipótesis nula respecto de la optimización, lo que 

dio lugar a un debate respecto de la forma en que se debe generar el modelo nulo 

(Savage y col. 2006; Linde y Palmer 2008). Más allá de detalles específicos de un cierto 

modelo, es claro que un modelo nulo debería ser similar en todas sus características 

respecto al modelo de mayor generalidad para el que actúa como “nulo”, a excepción 

de el o los mecanismos de los que desea evaluar el soporte empírico. 

El objetivo del presente capítulo es desarrollar una metodología general con un sus- 

tento matemático formal que permita una evaluación objetiva del soporte empírico de 

modelos de optimización típicamente utilizados mediante el uso de inferencia estadís- 

tica. Como resultado de este trabajo presentamos una metodología basada en la teoría 

axiomática de la probabilidad que permite evaluar modelos de optimización bajo cier- 

tas condiciones generales y provee una solución a la totalidad de las críticas realizadas 

a los métodos comúnmente utilizados. 

La idea central de la que partimos en este capítulo es que si buscamos construir 

un modelo nulo apropiado para evaluar modelos de optimización es necesario incluir 

el espacio muestral y las restricciones que operan sobre el sistema bajo estudio; una 

vez formulado el modelo nulo este puede ser generalizado en un modelo de optimi- 

zación mediante la inclusión de la función objetivo. En la primer sección del trabajo 

abordamos el rol que tienen las restricciones en cualquier modelo de optimización de 

un sistema biológico. En la siguiente sección presentamos una generalización de los 

modelo de optimización típicos basada en una relajación de los supuestos de optimi- 

zación estricta y monotonía estricta, y donde la formulación resultante incluye como 

casos particulares tanto la típica hipótesis de optimización estricta como una hipótesis 

nula, así como un abanico de situaciones intermedias. Dado que el desarrollo matemá- 

tico requerido para la formalización de estas ideas se basa en la teoría axiomática de la 

probabilidad, se presenta una breve introducción a algunos de los principales concep- 
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tos de la teoría matemática de la medida. A continuación establecemos cómo y bajo 

qué condiciones es posible derivar de forma general un modelo nulo probabilístico a 

partir de un problema de optimización, y cómo mediante la definición de funciones de 

normalización y de transferencia es posible formular un modelo general en la forma de 

un espacio de probabilidad. En la última sección mostramos cómo realizar una inferen- 

cia estadística a partir del modelo general probabilístico de optimización presentado. 

Finalmente, se discuten las limitaciones y ventajas de la metodología propuesta y los 

aportes que podría brindar al estudio de problemas de optimización en biología. 

 
3.2 El ROl dE lAs REsTRICCIOnEs En los MODElos dE OpTIMIZACIÓn 

 
Si bien un modelo matemático de optimización puede plantearse sin restricción al- 

guna, cuando el objeto de estudio se trata de un sistema experimental siempre existirá 

alguna restricción a los valores que pueden tomar las variables de estado del sistema. 

Las restricciones sobre un sistema biológico pueden surgir a partir de una variedad 

de fenómenos biológicos, químicos y/o físicos, e imponen condiciones sobre las pro- 

piedades del sistema. Pueden originarse como consecuencia exclusiva de la estructura 

y funcionamiento de un sistema, es decir, a partir de características intrínsecas del 

sistema, independientemente de su entorno. Ejemplos de tales restricciones son la má- 

xima tasa metabólica sostenida que puede soportar un mamífero sin que aumente su 

temperatura (Speakman y McQueenie 1996; Bacigalupe y Bozinovic 2002), la tasa de 

crecimiento máxima que un individuo puede alcanzar en condiciones óptimas (Werner 

y Griebeler 2014), o la estequiometría en la composición química que caracteriza a una 

especie (Raubenheimer y Simpson 2004; Frost y col. 2005). Las restricciones pueden 

derivar asimismo de la relación entre un sistema y su entorno, y en este caso influi- 

rán factores extrínsecos al sistema. En un ecosistema, por ejemplo, la máxima biomasa 

posible dependerá de los nutrientes disponibles en el ambiente, mientras que su pro- 

ductividad máxima dependerá de la radiación solar incidente en el caso un sistema 

basado en la fotosíntesis (Berger y col. 2006; Wang y col. 2014). 

Desde un punto de vista matemático se pueden plantear, en general, dos tipos de 

restricciones en cuanto a su formulación: las restricciones de igualdad, que se expre- 

san en forma de ecuaciones; y las restricciones de desigualdad, expresadas en la forma 

de inecuaciones (Biegler 2010). Ambos tipos de restricciones imponen condiciones so- 

bre las propiedades de un sistema, pero difieren en el conjunto de valores que dicha 

propiedad puede tomar. Una restricción de igualdad expresa que una función de las 

variables y/o parámetros del sistema puede tomar únicamente un determinado valor. 

Este tipo de restricciones pueden expresar, por ejemplo, una estequiometría constante 

en la composición elemental de individuos de una misma especie. Dado que el sistema 

observado debe satisfacer, por definición, cualquier restricción a la que esté sujeto, el 
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valor de las restricciones de igualdad puede ser estimado directamente a partir del 

estado real del sistema simplemente utilizando el valor de los parámetros en la ecua- 

ción de la restricción, en contraste con lo que sucede con restricciones de desigualdad. 

Las restricciones de desigualdad, por su parte, plantean que una cierta propiedad del 

sistema puede adquirir un rango de valores pero no puede superar un cierto límite. 

Las restricciones de máxima biomasa o máxima productividad antes mencionadas son 

ejemplos de este tipo. En general, el valor límite de restricciones de desigualdad deberá 

ser estimado a partir de información adicional a la que permite caracterizar el estado 

del sistema. 

Si bien las restricciones poseen una definición matemática precisa en el marco de la 

formulación matemática de los modelos optimización, en el campo de la biología exis- 

te una importante variación en cuanto a qué se refieren los autores de un texto cuando 

hablan de restricción. Al realizar el trabajo de revisión bibliográfica que presentamos 

en el Capítulo 2 encontramos que el uso que diferentes autores hacen de este término 

es fuente de una cierta confusión. En efecto, pudimos identificar usos del término res- 

tricciones que no se corresponden con su definición matemática formal. A continuación 

presentamos una muy simple y breve clasificación orientativa teniendo como base la 

definición matemática de las restricciones de un modelo de optimización. 

dEFIn ICIÓn ACOTADA  : este uso ocurre cuando el uso de restricción se reserva para 

designar, de acuerdo a algún criterio, un subconjunto de las restricciones que 

cumplen con la definición matemática. El concepto de trade-off propio de la bio- 

logía evolutiva, por ejemplo, se utiliza muchas veces como perteneciente a una 

categoría diferente a la de restricción (e.g. Charnov y Downhower 1995; Pigliucci 

y Kaplan 2000), a pesar de que corresponde a su definición matemática. Amund- 

son (1994) señala que, en el contexto del paradigma adaptacionista, varios autores 

consideran que para una restricción sea considerada como tal su presencia debe 

prevenir que el sistema alcance un óptimo global, es decir, el valor de la función 

objetivo que se alcanzaría de no existir una restricción debería mayor en el caso 

de una maximización, o menor en el caso de una minimización. Este criterio pue- 

de resultar de utilidad respecto de qué procesos limitan efectivamente un proceso 

de optimización. Sin embargo, desde el punto de vista de su formulación mate- 

mática tal distinción es irrelevante: la definición matemática de una restricción es 

independiente de la función objetivo. 

dEFInICIÓn  AMplIADA  :  se  da  cuando  el  término  de  restricción  es  utilizado  para 

designar no solo a elementos que cumplen con la definición matemática, sino 

también a otros que no respetan esta definición. Este es el caso de las llamadas 

“restricciones selectivas” con las que a veces se hace referencia a aspectos de la 

geometría del espacio muestral, que de acuerdo al proceso de optimización en 

cuestión pueden evitar que se alcance un estado óptimo (Getty 2000). Si bien tal 
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propiedad del espacio muestral puede llegar ser relevante para el resultado de un 

proceso de optimización, esta característica no se corresponde con la definición 

matemática de restricción. 

Más allá del uso incorrecto del término en parte de la bibliografía desde el punto 

de vista matemático, las restricciones son frecuentemente reconocidas como un punto 

central de los modelos de optimización en biología (e.g. Yoshimura y Shields 1987; Klei- 

don y col. 2010; Volk y Pauluis 2010). Si un sistema biológico se encuentra sujeto a una 

optimización, el estado observado resultará ser uno de entre los óptimos disponibles 

de acuerdo a las restricciones que operen sobre el sistema. Aún si se sabe con certeza 

que un sistema está efectivamente sujeto a una optimización, esta información por sí 

sola puede tener un escaso poder predictivo si se desconocen las restricciones que li- 

mitan el fenómeno de optimización. Por lo tanto, el estado de un sistema dependerá 

tanto del principio de optimización involucrado como de las restricciones que definen 

las fronteras dentro de las que la optimización puede tener lugar. 

A pesar del lugar preponderante que tienen en la definición de los modelos de op- 

timización, son pocos los autores que plantean una relación entre las restricciones y la 

evaluación de hipótesis de optimización en sistemas biológicos. DeLong (2008) pone 

a prueba hipótesis de máxima potencia en experimentos de competencia en el labora- 

torio mediante el análisis de estados alternativos del sistema que se genera mediante 

una manipulación experimental. Esto resulta posible dada la naturaleza del sistema 

bajo estudio en dicho trabajo: un ensayo de laboratorio con unidades compuestas por 

individuos de un bajo número de especies. Tal manipulación experimental, no obstan- 

te, es impracticable en la mayoría de los casos. En la mayoría de los sistemas el número 

de configuraciones alternativas es muy elevado o directamente infinito. Asimismo, la 

manipulación experimental suele ser impracticable por múltiples razones. Cai y col. 

(2006) realizan un estudio experimental sobre la dinámica de un microcosmos de la- 

boratorio y, de forma coincidente, plantean que determinar si el estado observado del 

sistema es efectivamente un óptimo presenta dificultades debido a las innumerables 

configuraciones alternativas que puede asumir los componentes de un sistema com- 

plejo. Ahora bien, si es posible plantear las restricciones que operan sobre un sistema 

y construir de esta forma un modelo nulo, podría ser posible establecer justamente 

cuáles son las configuraciones alternativas en las que el sistema puede encontrarse en 

ausencia de optimización. Esto posibilitaría, a su vez, la evaluación de la hipótesis de 

optimización, ya que brindaría la hipótesis nula necesaria; es a esta tarea a la que nos 

abocamos en las siguientes secciones. 
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3.3 GEnERAlIZACIÓn  dEl  pROBlEMA  DE  OpTIMIZACIÓn 

 
La aplicación de una inferencia estadística sobre un modelo de optimización requiere 

la obtención de predicciones en la forma de una distribución de probabilidad, dado 

que únicamente a partir de esta es posible obtener una función de verosimilitud (Berger 

y Wolpert 1988). El problema radica en que, como ha sido previamente planteado, la 

predicción típica de los modelos de optimización es de tipo puntual, y plantea que el 

sistema se encuentra en un estado en el que la función objetivo posee un valor óptimo 

global. Esta predicción se deriva de un supuesto de optimización estricta, y en muchos 

de los casos está basada además en un supuesto de monotonía estricta. 

Veremos a continuación cómo es posible plantear una generalización de un proble- 

ma de optimización en su formulación típica que incluye la optimización estricta como 

un caso extremo y opuesto al de la hipótesis nula representada por un modelo nulo, 

así como un abanico de situaciones intermedias que permiten una relajación de los 

supuestos de optimización estricta y monotonía estricta. En esta sección delinearemos 

el razonamiento general mediante el uso de nociones básicas de probabilidad única- 

mente, para más adelante dar desarrollo a estas ideas en el marco formal de la teoría 

axiomática de la probabilidad basada en la teoría de la medida. 

 
foRMUlACIÓn dE MODElo dE OpTIMIZACIÓn EsTRICTA  

Los modelos de optimización suelen basarse en un supuesto de optimización estricta 

(Sección 2.3.1.4). En tales modelos se obtienen predicciones puntuales, pero aún en este 

caso es posible formular las predicciones en términos probabilísticos. Considérese un 

problema de optimización compuesto por un cierto espacio muestral Ω, un espacio 

de soluciones candidatas Ωc ⊆ Ω definido por un conjunto de restricciones, y una 

función objetivo f : Ω → R. La solución del problema de optimización se define como 

el conjunto de estados del sistema que pertenecen al espacio de soluciones y para los 

que el valor de la función objetivo es máximo1. El conjunto de soluciones óptimas 

ΩO ⊆ Ωc ⊆ Ω se define entonces como ΩO ≡ {ω : ω ∈ Ωc,  f (ω) = máxω∈Ωc   f (ω)}. 

Un modelo de optimización que supone una optimización estricta plantea que el 

sistema se encontrará en un estado ω ∈ ΩO. Si suponemos que existe un único estado 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 Se considerará aquí el máximo de la función objetivo porque es el caso más común en la biología a causa 
de la aptitud biológica, pero todo lo afirmado es igualmente válido si se considera una minimización. 
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óptimo global 2, entonces la predicción de un modelo tal se puede expresar en términos 

de la probabilidad de observar un cierto estado ω: 

P(ω) = 
1, si  ω Ωc y  f (ω) = máx  f (ω) 

ω∈Ωc (3.1) 
0, si  ω / Ωc y / o  f (ω) < máx  f (ω) . 

ω∈Ωc 

La expresión anterior permite observar que, de forma general, una hipótesis de op- 

timización afirma que la probabilidad de observar a un sistema en un cierto estado 

varía con el valor de la función objetivo. Cuando la optimización es estricta y existe un 

óptimo global, como en este caso, dicha relación es extrema: la probabilidad es 1 para 

el estado óptimo global, y nula para cualquier otro estado. 

 
RElAjACIÓn dEl sUpUEsTO DE OpTIMIZACIÓn EsTRICTA  

Supóngase ahora que el supuesto de optimización estricta es relajado, lo que implica 

que un estado puede ser una solución del problema de optimización aunque el valor 

de la función objetivo evaluada en dicho estado sea menor al máximo que toma en el 

espacio de soluciones candidatas. En este caso es posible generalizar la definición del 

conjunto de soluciones óptimas: 

ΩO ≡ {ω : ω ∈ Ωc,  f (ω) ≥ q · máx  f (ω)} , (3.2) 

con q ∈ (0, 1]. El parámetro q corresponde al parámetro de posición de una función 

escalonada, y representa la proporción de la función objetivo que un estado del espa- 

cio de soluciones candidatas debe poseer para pertenecer al conjunto de soluciones 

óptimas. 

Obsérvese que de esta manera se generaliza una hipótesis de optimización, ya que 

q = 1 corresponde a una optimización estricta, mientras 0 < q < 1 representa una 

optimización donde son posibles soluciones subóptimas. 

 
3.3.0.1 Relajación del supuesto de monotonía estricta 

 
La formulación antes expuesta permite relajar también, en caso de existir, el supuesto 

de monotonía estricta. Este supuesto es común en el planteo de modelos de optimiza- 

ción en biología, y se utiliza cuando la función objetivo que se hipotetiza optimizada, 

fV, no puede calcularse en base a los datos disponibles para un cierto sistema experi- 

mental. En estos casos, se asume que existe una relación de monotonía estricta entre fV 

y una función f que se utiliza como función objetivo: f (ω1) > f (ω2) ⇐⇒ fV(ω1) > 

2 Por simplicidad se considera la existencia de un estado óptimo global, pero este no siempre ocurre ya 
que pueden existir múltiples o infinitas soluciones óptimas alternativas. El caso general será analizado 
más adelante. 
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fV(ω2). El supuesto de monotonía estricta puede ser relajado por uno de monotonía 

no estricta si se considera que la relación entre fV y  f es de monotonía estricta hasta 

un cierto valor f , por encima del cual un aumento de f no implica un aumento de fV. 

El punto en el que cambia la relación de monotonía se puede expresar en función del 

valor máximo de la función objetivo como ρ máxω∈Ωc   f (ω), ρ ∈ (0, 1]. Una hipótesis de 

optimización en la que se relaja el supuesto de monotonía estricta pero se mantiene el 

de optimización estricta se puede representar entonces de acuerdo a la definición 3.2, 

donde q = ρ. En este caso, ρ = 1 representa el caso particular de monotonía estricta, y 

0 < ρ < 1 representa una relajación de dicho supuesto. 

 
3.3.0.2 Formulación general 

 
Considérese ahora el caso general de la definición 3.2 donde 0 ≤ q ≤ ρ ≤ 1. El caso 

particular q = ρ = 1 representa la hipótesis típica de optimización bajo los supuestos 

de optimización y monotonía estrictas. El caso de q = ρ < 1 representa una relajación 

del supuesto de optimización estricta, pero no del supuesto de monotonía estricta, 

mientras q < ρ < 1 implica una relajación de ambos supuestos. El caso de q = ρ = 0 

corresponde, en contraste, a una ausencia de optimización, donde todo estado que 

cumpla con las restricciones pertenece al conjuntos de soluciones óptimas: ΩO = Ωc. 

Por lo tanto, es posible abarcar con una misma expresión general el espectro de casos 

particulares, y, lo que resulta más relevante, formular una hipótesis nula asociada. 

En base a lo expuesto, queda de manifiesto la relación existente entre el modelo 

nulo y diferentes variantes de una hipótesis de optimización y el valor de q. Por lo 

tanto, realizar una inferencia sobre una hipótesis de optimización equivale a realizar 

una sobre q. Si se puede obtener la distribución de probabilidad de q en función de los 

datos disponibles sobre un sistema bajo estudio será posible entonces establecer una 

función de verosimilitud y realizar así una inferencia estadística de alguna clase; sobre 

este aspecto tratan las dos siguientes secciones. 

 
3.4 InTRODUCCIÓn A lA TEORíA DE lA MEDIDA  

 
La obtención de un modelo nulo y de un modelo general probabilístico de optimiza- 

ción que se presenta en las siguientes secciones depende de la capacidad de derivar un 

constructo matemático denominado espacio de probabilidad a partir de un problema 

arbitrario de optimización 3 , lo que permite aplicar métodos de inferencia estadística 

para evaluar el sustento empírico de hipótesis de optimización. El consiguiente desa- 

3 Estrictamente, se verá que se establecen un mínimo de requerimientos sobre el espacio muestral, las 
restricciones y la función objetivo, pero la clase de problemas que se abarcan es lo suficiente amplia como 
para incluir, sino la totalidad, la inmensa mayoría de los modelos de optimización que se encuentran en 
la bibliografía sobre optimización en biología. 
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rrollo matemático se basa en la teoría axiomática de la probabilidad, formalizada por 

primera vez por Kolmogorov (1956) y que tiene como sustento a la teoría de la medida. 

Si bien esta formalización de la teoría de la probabilidad es la de mayor popularidad, 

no es la única formalización existente. Se ha elegido utilizarla aquí dada la similitud 

que existe entre su formulación y la de un problema de optimización. Es importante 

aclarar, sin embargo, que Jaynes (2003) demuestra que la formalización de Kolmogorov 

es consistente con la teoría de la probabilidad también axiomática pero derivada a par- 

tir de postulados como una extensión de la lógica (Cox 1961) y que sirve de base para 

la estadística Bayesiana como una teoría de la inferencia. Por lo tanto, los resultados 

que se obtendrán en este trabajo a partir de la teoría de la probabilidad de Kolmogo- 

rov serán equivalentes a los que se arribaría partiendo de una teoría de la inferencia 

Bayesiana. 

La principal ventaja de formalizar la construcción de un modelo nulo mediante la 

teoría axiomática de la probabilidad consiste en el tratamiento unificado de cualquier 

tipo de problema, más allá de si se trata de un dominio continuo o discreto, finito 

o infinito. Esta generalidad posibilita, como se verá más adelante, la obtención de 

modelos a través de una misma formulación para problemas de optimización que 

usualmente son abordados de forma separada. Como contrapartida, resulta necesario 

trabajar con conceptos de la teoría de la medida, una rama del análisis matemático 

en la que se basa la teoría axiomática de la probabilidad. Es por este motivo que se 

presenta a continuación una breve introducción a conceptos básicos de la teoría de 

la medida dirigida a un público no especialista. Para la elaboración de este apartado 

hemos tomado de referencia los textos de Athreya y Lahiri (2006) y Pollard (2002), y 

hemos incluido lo que consideramos son los conceptos esenciales necesarios para dar 

sustento a lo desarrollado en las siguientes secciones de este capítulo; lógicamente, este 

apartado será omitido por quienes manejen conceptos elementales de la teoría de la 

medida. 

 
Espacio de medida 

 

Un espacio de probabilidad consiste en un caso particular de un constructo mate- 

mático denominado espacio de medida y que está formado por tres elementos que 

definiremos a continuación: un espacio muestral Ω, una σ-álgebra sobre dicho espacio, 

y una medida µ definida en base a los dos elementos anteriores. 

 
EspACIO MUEsTRAl     Un espacio muestral Ω es un conjunto de elementos ω ∈ Ω. 

Un espacio muestral puede ser definido de manera arbitraria, pero de acuerdo a su 

cardinalidad podrá ser: 
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Un espacio contable finito, si posee una cardinalidad menor a la del conjunto de 

los números naturales, es decir, Ω posee n elementos ω, con n ∈ N y n < ∞. 

Un espacio contable infinito, si posee una cardinalidad igual a la de los números 

naturales, es decir, una cantidad discreta pero infinita de elementos. 

Un espacio no contable, si posee una cardinalidad superior a la de los números 

naturales, por ejemplo cualquier intervalo de los reales (a, b) con a, b ∈ R, a < b. 

σ -ÁlGEBRA      Un concepto fundamental en la definición axiomática de probabilidad 

es el de σ-álgebra, también denominado campo de conjuntos por algunos autores (e.g. 

Kolmogorov 1956). Un conjunto Ω y una σ-álgebra F definida sobre Ω constituyen 

un espacio medible (Ω, F); los elementos de F son llamados conjuntos medibles. La 

relevancia de esta dupla para la teoría de la probabilidad radica en que solo es posible 

definir una medida de probabilidad sobre conjuntos medibles. 

Una σ-álgebra F sobre un conjunto Ω es una colección de subconjuntos de A ⊆ Ω 

que cumple con las siguientes condiciones: 
 

1. Es cerrada para operaciones de complementación, lo que significa que para todo 

elemento A de F su complemento Ω − A pertenece también a F: 

A ∈ F ⇐⇒ Ω − A ∈ F . 

2. Incluye a Ω, lo que dada la propiedad antes enunciada equivale a que el conjunto 

vacío ∅ también pertenece a F.  

3. Es cerrada frente a uniones contables, lo que significa que dado un conjunto 

contable de elementos su unión también pertenece a F: 

An ∈ F para n ≥ 1 =⇒  ∪n≥1 An ∈ F . 

Estas condiciones implican que una σ-álgebra es cerrada también para intersecciones 

contables: 

An ∈ F para n ≥ 1 =⇒  ∩n≥1 An ∈ F . 

La σ-álgebra generada por una cierta familia B de subconjuntos de Ω se designa 

como σ(B), y se define como la σ-álgebra más pequeña que contiene a B, y es aquella 

que resulta de la intersección de todos las σ-álgebras sobre Ω que contienen a B. 

 
MEDIDA    La medida de un conjunto resulta una generalización de la noción intui- 

tiva del largo de un segmento, el área de una figura y el volumen de un cuerpo, y 
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usualmente se dice que corresponde a la masa de un conjunto A ⊆ Ω dada una cierta 

distribución de masa sobre Ω. 

Una medida µ es una función de conjuntos definida sobre un espacio medible 

(Ω, F), 

µ : F → R+ , 

que satisface las siguientes propiedades: 

1. La medida del conjunto vacío es nula, µ(∅) = 0. 

2. La medida posee aditividad contable, esto es, la medida de una unión contable 

de elementos de F es igual a la suma de la medida de los elementos, 

∞ 

Ann≥1 ∈ F,  Ai ∩ Aj = ∅ si i /= j =⇒ µ(∪∞
 ) = ∑ µ(Ai) . 

i=1 
 

Una medida es finita cuando µ(Ω) < ∞, e infinita cuando  µ(Ω) = ∞.  Una  me- 

dida sobre una σ-álgebra F se denomina σ-finita si existe una colección contable de 

subconjuntos A1, A2, ... ∈ F que satisface: i) ∪n≥1 An = X y ii) µ(An) < ∞. 

 
Espacio de probabilidad 

 

Un concepto central en la teoría axiomática de la probabilidad es el constructo ma- 

temático denominado espacio de probabilidad. Un espacio de probabilidad es simple- 

mente un espacio de medida (Ω, F, µ) donde µ es una medida de probabilidad, es 

decir, cumple con la condición µ(Ω) = 1; por convención, una medida de probabili- 

dad se suele indicar con el símbolo P. En terminología tradicional, la probabilidad de 

que ocurra un cierto evento, un subconjunto A de Ω, varía en el rango [0, 1], con la 

condición de que debe suceder algún evento de Ω:  P(∅) = 0 y  P(Ω) = 1. Asimis- 

mo, la probabilidad de la unión de eventos disjuntos es igual a la sumatoria de la 

probabilidad de los eventos: P(  i Ai) = ∑i P(Ai). 

En el ámbito de la teoría de la probabilidad, el espacio muestral Ω representa el con- 

junto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio, también llamados 

sucesos elementales. Por su parte, una σ-álgebra F de Ω es una colección de subcon- 

juntos de Ω a los que puede asignarse una probabilidad de ocurrencia, y en este marco 

es común referirse a los conjuntos medibles A ∈ F como eventos o sucesos. 
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Generación de una función de medida 

 

La definición de un espacio de probabilidad, así como de un espacio de medida en 

el caso más general, depende de la capacidad de formular para un problema de interés 

dado una medida µ sobre una σ-álgebra F de un espacio muestreal Ω. Una posibilidad 

es realizar una representación explícita de una σ-álgebra sobre Ω, y mostrar luego que 

una función µ cumple con las propiedades de una medida. Esta estrategia, sin embargo, 

no es en general la recomendada en la bibliografía (Pollard 2002; Athreya y Lahiri 2006). 

En su lugar, se suele partir de una clase de subconjuntos de Ω que posean ciertas 

condiciones, y en donde sea sencillo definir una función µ con propiedades adecuadas, 

y que puede ser luego extendida a una σ-álgebra que contenga a dichos subconjuntos 

de Ω. 

 
MEDIDA  soBRE   UnA  sEMIÁlGEBRA    Para  poder  definir  una  medida,  y  así  luego 

un espacio de probabilidad, se debe partir de una colección de subconjuntos S de Ω 

que sea una semiálgebra de Ω, esto es, que cumpla las siguientes condiciones: 

1. S debe ser cerrada para intersecciones finitas: A, B ∈ S A ∩ B ∈ S. 

2. Para todo elemento de S, su complemento puede ser formado por la unión finita 

de elementos disjuntos de S: A ∈ S∃Bin ⊆ S, 1 < n < ∞, i /= j =⇒ Bi ∩ Bj = 

∅, Ac = ∪n  Bi. 
 

Una cierta función µ sobre una semiálgebra S, µ : S → R+, es una medida si: 

i) es nula para el conjunto vacío; y ii) posee aditividad contable, es decir, la medida 

de la unión de elementos disjuntos de S es igual a la suma de la medida de dichos 

elementos. 

 
IndUCCIÓn  dE UnA MEDIDA       Dada una medida µ sobre una semiálgebra S sobre 

Ω, se dice que µ induce una medida µ∗ sobre cualquier subconjunto de Ω. Sean SI y SU 

el conjunto de las uniones e intersecciones contables, respectivamente, de los elementos 

S, es posible aproximar el valor de µ∗ para cualquier elemento A de σ(S). Se dice que 

la medida µ∗ es aproximada por el interior si 

 

µ∗(A) ≡ sup{µ(F) : A ⊆ F ∈ SI} , 

mientras que es aproximada por el exterior si 

µ∗(A) ≡ ´ınf{µ(G) : A ⊇ G ∈ SU} . 

En otros términos, µ∗(A) puede ser aproximada como el supremo de las intersecciones 

contables de elementos de S, y también por el ínfimo de las uniones contables de 
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elementos de S. En ambos casos corresponderá a la colección contable de subconjuntos 

disjuntos de A donde ambas fórmulas son coincidentes. Un subconjunto A de Ω se 

define como µ∗-medible si para todo E ⊂ Ω: µ∗(E) = µ∗(E ∩ A) + µ∗(E ∩ Ac ). La 

colección de los subconjuntos µ∗-medibles constituyen una σ-álgebra, y µ∗ evaluada 
en dicho conjunto cumple por definición con los requisitos de una medida. 

El teorema de extensión de Caratheodory asegura que dada una medida µ sobre una 

semiálgebra S puede ser extendida a una medida µ∗ sobre una σ-álgebra formada por 

los subconjuntos µ∗-medibles, posibilitando de este manera la definición de un espacio 
de medida. 

 
Funciones medibles 

 

Dados dos espacios medibles (X, A) e (Y, B), se define una función (F, G)-medible 

como una f : X → Y que cumple con la condición 

B ∈ B =⇒ f −1(B) ∈ A 

es decir, en la que para todo elemento B ∈ B su imagen inversa f −1(B) es un conjunto 

medible de X. En el caso de las funciones reales sobre Ω, f : Ω → R, un tipo de σ-

álgebra muy importante resulta la de los conjuntos de Borel, formada por la clase 

de todos los subconjuntos abiertos y que se indica como B(R). Si f : Ω → (a, b) con 

a, b ∈ R y a < b, la σ-álgebra de Borel correspondiente se indica como B (a, b) . 

Dadas funciones f1, ..., fk(k ∈ N), con fi : Ω → R y en todos los casos (F, B(R)- 

medibles, se cumplen las siguientes condiciones: 

Su adición es una  función  (F, B(R)-medible. 

Su producto es una función (F, B(R)-medible. 

La función f ≡ ( f1, ... , fk) : Ω → Rk es (F, B(Rk)-medible. 

La composición de f ≡ ( f1, ..., fk) : Ω → Rk con una función continua g : Rk → 

Rp con p ∈ N, y por lo tanto medible, es una función (F, B(Rp)-medible. 

Por lo tanto, el conjunto de funciones (F, B(R))-medibles de Ω a R es cerrado bajo 

operaciones finitas de adición y multiplicación, así como de producto por un escalar. 

Si se considera el conjunto de los reales extendidos R̂  = R ∪ −∞, +∞, una σ-álgebra 

B(R̂ ) = σ(B(R) ∪ −∞, +∞),  y  una  secuencia  de  funciones  fn  :  Ω → R̂ ) medibles,  el 

supremo, ínfimo, y sus límites resultan funciones medibles. 

En la práctica, la verificación de que una función es medible puede ser difícil acuerdo 

a la definición dada, ya que se debería abarcar de forma explícita a todos los elementos 

de la σ-álgebra. Es posible utilizar la siguiente condición suficiente para la mensurabi- 

lidad de una función f : si la preimagen de todos los elementos de un conjunto A del 



58 GEnERAlIZACIÓn Y  EVAlUACIÓn dE  MODElos dE  OpTIMIZACIÓn 

 
 

codominio de f pertenecen al dominio, y A es utilizado para generar una σ-álgebra 

σ(A) que forma un espacio medible junto al codominio, entonces f es σ(A)-medible. 

 
Integral de Lebesgue–Stieltjes 

 
La integral de Lebesgue es una generalización que extiende la noción de la integral 

de Riemann, aquella enseñada tradicionalmente en cursos de cálculo integral y diferen- 

cial, a funciones para las que no está definida una integral de Riemann, y depende de la 

definición de la medida de Lebsegue sobre los reales. La integral de Lebesgue–Stieltjes 

es a su vez una generalización de la integral de Lebesgue para un conjunto de medidas; 

a veces de denomina también integral de Lebesgue–Radon. 

 
MEDIDAs  dE  lEBEsGUE-sTIElTjEs    Considérese  una  función  no  decreciente  F  : 

R → R, una semiálgebra 

S ≡ (a, b] : −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ ∪ (a, ∞) : −∞ ≤ a ≤ ∞ , 

y una medida sobre S definida como µF((a, b]) = F(b+) − F(a+), µF((a, ∞)) = F(∞) − 

F(a+), con F(∞) = l´ımx→∞ F(x). Entonces, el espacio generado por la extensión de 

Caratheodory  de  µF,  (R, Mµ∗
F 
, µ∗

F ) se  denomina  un  espacio  de  medida  de  Lebesgue- 

Stieltjes, y se dice que µ∗
F  es la medida de Lebesgue-Stieltjes generada por F. 

En  particular,  si  F(x)  ≡  x  con  x  ∈  R,  µ∗
F   se  denomina  medida  de  Lebesgue  en 

R,  y  Mµ∗
F    

es  denominada  la  clase  de  los  conjuntos  Lebesgue-medibles.  La  medida 

de Lebesgue de un conjunto Lebesgue-medible R coincide con la noción intuitiva de 

longitud de un intervalo, pero su definición es más general y hace posible su extensión 

a otros conjuntos a los que no es posible asignarles una longitud — pero sí una medida 

de Lebesgue. 

El argumento se puede generalizar para una función F : Rn → R; en este caso la me- 

dida de Lebesgue-Stieltjes coincide con la medida de Lebsegue cuando F(x1, ..., xn) = 
n 
i=1 xi. 

 

InTEGRAl  dE  FUncIOnEs  sIMplEs  no  nEGATIVAs Una  función  F -medible  f  : 

Ω → R̂   se  denomina  función  simple  si  toma  un  conjunto  finito  de  valores  posibles; 

formalmente, se define de la siguiente manera. Sea {α1, ..., αk} ∈ R̂  el conjunto finito de 

k ∈ N elementos de los reales extendidos que la función f puede tomar, y A1, ..., Ak ∈ 

F definidos como Ai = {ω : f (ω) = αi}. Una función simple f puede escribirse como 

k 

f (ω) = ∑ αi IAi 

i=1 

∏ 



(

≡

 

≡ 

n→∞ 

A 
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donde IAi es la función índice de Ai. La función índice de un conjunto A ⊆ Ω, también 

llamada función indicadora o característica, se define como 

I (ω) 
1 si ω ∈ A 

0 si ω ∈/  A . 

La integral una función f simple no negativa en el espacio de medida (Ω, F, µ), o más 

sintéticamente la integral de f respecto de µ, se define como 

∫

Ω 
f
 

(ω) 

 
k 

dµ(ω) ∑ αiµ( 
i=1 

 
Ai) . 

 

La notación µ( f ) también es utilizada para representar la integral de f en el espacio de 

medida (Ω, F, µ). La medida µ de un conjunto A ∈ F se suele indicar con la notación 

µ(A), y se define como la integral respecto de su función característica con respecto a 
µ se define como 

µ(A) ≡ 
∫

Ω 
IA(ω) dµ(ω) . 

Se observa que la integral de una función simple es la suma ponderada de los valores 

que toma la función por la medida del subconjunto del dominio en el que la función 

toma dicho valor. La integral se denomina de Lebesgue-Stieltjes si la medida µ es una 

medida de Lebesgue-Stieltjes. En el caso particular de que la medida µ se trate de la 

medida de Lebesgue se denomina integral de Lebesgue. 

 
InTEGRAl dE  FUncIOnEs MEDIBlEs no  nEGATIVAs     Dada una función medible 

no negativa  f  :  Ω → R̂ +  sobre el espacio de medida (Ω, F , µ), y  { fn}n≥1  una secuen- 

cia no decreciente de funciones simples no negativas, tal que aproximen por defecto 

fn(ω) ↑ f (ω) para todo ω ∈ Ω, la integral de f respecto de µ se define como: 

∫

Ω 
f (ω) dµ(ω) ≡ l´ım 

∫

Ω 
fn(ω) dµ(ω) . 

La integral de f sobre A ∈ F con respecto a µ se define como 

∫

A 
f (ω) dµ(ω) ≡ 

∫

Ω 
f (ω)IA(ω) dµ(ω) . 

Una función medible no negativa f es integrable respecto de µ si resulta 

∫

Ω 
f (ω) dµ(ω) < ∞ . 
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Dada una función medible no negativa f , siempre es posible construir una secuencia 

no decreciente de funciones simple que aproxime f por defecto. El llamado teorema 

de convergencia monótona asegura que la integral de Lebesgue–Stieltjes es válida en el 

caso más general de una secuencia fn de funciones medibles no negativas, no necesaria- 

mente simples, que converga a f en todo Ω excepto en el subconjutno de medida nula 

A : {ω : ω ∈ A, µ(A) = 0}, propiedad a la que se refiere con el léxico de convergencia 

en casi todo punto. 

 
Diferenciación 

 
dERIVADA DE RADOn-n IkodYM      Toda función medible  f en el espacio de medida 

(Ω, F, µ) define una nueva medida ν : F → R, 

ν(A) ≡ 
∫

Ω 
IA(ω) · f (ω) dµ(ω) , 

con A ∈ F, y ν resulta una medida en el espacio medible (Ω, F). Se dice que ν es 

absolutamente continua respecto de µ, o de forma equivalente que es dominada por µ, 

o que ν << µ . 

El teorema de Radon-Nikodym establece las condiciones que aseguran la existencia 

de tal función f . Dada las medidas σ-finitas ν y µ sobre un espacio medible (Ω, F), 

si ν está dominada por µ, es decir, µ(A) = 0   =⇒  ν(A) = 0, con A ∈ F, entonces 

existe una función f medible en el espacio (Ω, F, µ) para la que se verifica la ecuación 

precedente. Dicha función es llamada derivada de Radon-Nikodym de ν con respecto 

a µ, y se denota como 

f (ω) = 
dν(ω) 

. 
dµ(ω) 

Se dice que la medida ν posee la densidad f (ω) respecto de µ. 

 
dECOMposICIÓn dE lEBEsGUE Dadas dos medidas µ y ν sobre un espacio medi- 

ble (Ω, F), si existe un conjunto A ∈ F donde se cumple: 

µ(A) = 0, ν(Ω − A) = 0 , 

se dice que µ es singular respecto de ν y viceversa, y que µ y ν son mutuamente 

singulares, lo que se indica como µ ⊥ ν . 
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El teorema de decomposición de Lebesgue asegura que dadas dos µ y ν sobre un 

espacio medible (Ω, F), la medida µ puede descomponerse como la suma de dos 

medidas σ-finitas, una singular respecto de ν y otra dominada por ν: 

 

µ = µa + µs , 
 

de manera que µa << ν, y µs ⊥ ν. 

TEOREMA  FUndAMEnTAl dE lEBEsGUE DEl cÁlcUlo InTEGRAl   Una función 

F : [a, b] → R es absolutamente continua si y solo si existe una función f : [a, b] → R 

Lebesgue-medible e integrable respecto de la medida de Lebesgue m tal que: 

F(x) = F(a) + 
∫

[a,x] 
f (x) dm(x) , a ≤ x ≤ b . 

Una función F absolutamente continua es diferenciable respecto de la medida de Le- 

besgue, y la función f es la derivada de F respecto de la medida de Lebesgue. 

 
Variables aleatorias 

 

Dado un espacio de probabilidad (Ω, F, P), una variable aleatoria es una función 

real X : Ω → R que resulta (F, B(R)-medible. De forma análoga, un vector aleatorio k-

dimensional es una función X : Ω → Rk que resulta (F, B(Rk))-medible. De manera 

más general, un elemento aleatorio es una función X : Ω → E que resulta (F, E)- 
medible. 

 
dIsTRIBUCIÓn dE pROB ABIlIDAD Dados dos espacios medibles (Ω1, F1) y (Ω2, F2), 

y una función f : Ω1 → Ω2, cualquier medida µ sobre el espacio (Ω, F1) induce una 

medida sobre F2 definida como: 

µ f −1(A) ≡ µ( f −1(A)), A ∈ F2 . 

µ f −1 suele denominarse medida imagen de µ bajo f , y se puede designar también 

como f (µ). 

Dado un elemento aleatorio X : Ω → E, la distribución de probabilidad de X se 

suele indicar como PX, y es la medida inducida en E por X bajo P: 

PX(A) ≡ P(X−1(A)), A ∈ E . 

TIpos  dE   VARIABlEs  AlEATORIAs     Una variable aleatoria se denomina continua 

si PX(x) = 0 para todo x ∈ R, mientras que se denomina discreta si existe un conjunto 
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contable A ⊂ R tal que PX(A) = 1. Asimismo, una variable aleatoria puede ser mixta, 

y en ese caso su distribución puede ser descompuesta de acuerdo al teorema de des- 

composición de Lebesgue como una suma ponderada de una distribución continua y 

singular. 

 
fUncIÓn  dE  DIsTRIBUCIÓn      La función de distribución acumulada, o simplemen- 

te función de distribución, de una variable aleatoria X se define como 

FX(x) ≡ PX((−∞, x]), x ∈ R , 

y posee las siguientes propiedades: 

1. F es no decreciente en R. 

2. F es continua por derecha en R. 

3. l´ımx→−∞ F(x) = 0, y l´ımx→∞ F(x) = 1. 

De forma más general, dado un vector aleatorio X = (X1, ..., Xk), la función de distri- 

bución acumulada resulta FX = P(X ≤ x), x ∈ Rk, considerando que x, y ∈ Rk, x ≤ 

y ⇐⇒ xi ≤ yi con i = 1, ..., k. 

Dado que hay una correspondencia entre una variable aleatoria X y la medida de 

probabilidad Px inducida por X, se dice que PX tiene una función de distribución 

FX(x). De forma más general, se habla de que una medida sobre B(R) posee una 

función distribución F. Toda función de distribución acumulada es B(R)-medible. 

fUncIÓn cUAnTIl  La  inversa  de  una  función  de  distribución  acumulada  FX  de 

una variable aleatoria X : Ω → R se define como la función cuantil: 

FX
−1(y) ≡ ́ınf{X(ω) : FX(X(ω)) ≥ y} , 0 < y < 1 . (3.3) 

Espacios métricos 

 
Los espacios métricos son un tipo particular de espacio topológico y son una clase 

particularmente importante de espacio muestral ya que incluyen al espacio euclídeo 

Rn. 

 

EspACIO  TOpolóGICO       Un  espacio  topológico  es  la  clase  más  general  de  espacio 

matemático en el que pueden definirse conceptos como continuidad, conectividad y 

convergencia. Un espacio topológico está formado por un par (Ω, T), donde Ω es un 

espacio muestral y T es una colección de subconjuntos de Ω tal que: 

1. Ω ∈ T; 
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2. una unión de elementos de T, finita o infinita, pertenecen a T; 

3. y una intersección finita de elementos de T pertenecen a T. 

Se dice que T es una topología sobre Ω, y los elementos de T se denominan conjuntos 

abiertos. 

 
EspACIO DE  BOREl     La σ-álgebra de Borel de un espacio topológico se define como 

el σ-álgebra generado por el conjunto de conjuntos abiertos de un espacio topológico. 

De esta manera, un espacio de Borel designa a un espacio medible (Ω, B) conformado 

por un espacio topológico Ω y una σ-álgebra de Borel B. 

EspACIO MÉTRICO  Un espacio métrico es un espacio topológico en el que es posible 

asignar una distancia entre dos elementos cualesquiera. El concepto de métrica es una 

generalización de la distancia euclídea, aquella que se corresponde con el concepto 

intuitivo de distancia en línea recta. En términos formales, un espacio métrico consiste 

en un par (M, d), donde M es un conjunto y d una métrica que se define como una 

función d : M × M → R tal que para todo x, y, z ∈ M se cumple: i) d(x, y) = d(y, x), 

ii) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y, y iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z); de estas propiedades se 

deduce d(x, y) ≥ 0. Todo espacio métrico define un espacio topológico, y se dice que 

una métrica d induce una topología sobre M, debido a quedan definidos los conjuntos 

abiertos. 

 

3.5 foRMUlACIÓn dE Un MODElo nUlo pROBABIlísTICO A pARTIR DE Un pRO- 

BlEMA DE OpTIMIZACIÓn 

 
En esta sección se presenta cómo y en qué condiciones es posible derivar de forma 

general un modelo nulo a partir de un problema de optimización simple con sustento 

en la teoría axiomática de la probabilidad. Abordaremos el caso de un problema de 

optimización en su formulación clásica, conformada por un espacio muestral, restric- 

ciones y una única función objetivo, que constituye el planteo más común y que ha 

sido aplicado en mayor medida a la modelización de sistemas biológicos. 

Los modelos nulos tienen una larga tradición en el contraste de hipótesis en biología 

(Gotelli y Ulrich 2012; Veech 2012). Gotelli y Graves (1996) definen un modelo nulo 

como un modelo generador de patrones que se basa en la aleatorización, donde ciertos 

elementos del modelo son mantenidos constantes mientras que se permite que otros 

varíen estocásticamente para producir un patrón que se esperaría en ausencia de un fe- 

nómeno en particular. De esta manera, un modelo se considera como un modelo nulo 

cuando omite en su formulación únicamente un proceso o mecanismo de interés, y es 

típicamente utilizado para derivar una distribución de probabilidad que puede com- 

pararse con datos observados. Para la construcción de un modelo nulo que permita la 
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evaluación de hipótesis de optimización resulta necesario establecer qué se esperaría 

en ausencia del proceso de optimización. En consecuencia, en esta sección no se realiza- 

rá mención alguna a la función objetivo, sino que los únicos elementos que se tendrán 

en cuenta serán el espacio muestral y las restricciones de un modelo de optimización. 

En base a un desarrollo en el marco de la teoría axiomática de la probabilidad se 

verá cómo formular, a partir de modelo de optimización arbitrario, un modelo nulo en 

la forma de un espacio de medida, y bajo qué condiciones es posible definir un espacio 

de probabilidad. Las ideas centrales que se desarrollan en esta sección se enumeran a 

continuación: 

1. Es posible definir un espacio de medida sobre un espacio muestral arbitrario 

utilizando una medida que generaliza la noción de tamaño de un conjunto. 

2. Todo conjunto de restricciones medibles define un nuevo espacio de medida so- 

bre el espacio muestral. 

3. Para derivar un espacio de probabilidad es necesario y suficiente que la medida 

del espacio muestral definida por el conjunto de las restricciones sea finita. 

 
3.5.1 Definición de un espacio de medida estándar sobre el espacio muestral 

 

La generalidad de la teoría axiomática de la probabilidad deriva de la teoría de 

conjuntos, por lo que aquí se tratará al espacio muestral como un conjunto abstracto. 

Lógicamente, es deseable mantener el mayor grado de generalidad, pero se verá que 

resulta conveniente restringir el desarrollo que se presenta a continuación una clase 

de espacios medibles denominada Borel estándar, o simplemente estándar. Un espa- 

cio medible compuesto por un espacio muestral Ω y una σ-álgebra F resulta Borel 

estándar si es un isomorfismo de alguno de los siguientes casos: un espacio contable 

finito ({1, · · · n}) o contable infinito (N) con sus respectivas σ-álgebras discretas; el es- 

pacio medible ([0, 1], B([0, 1]), o productos de estos espacios (Çınlar 2011, p. 11); este 

es un resultado que depende del llamado teorema del isomorfismo (Kechris 2012, p. 

90). Los espacios medibles estándar incluyen una categoría extremadamente amplia de 

espacios muestrales, que incluyen a espacios contables y a espacios métricos comple- 

tos y separables, comúnmente denominados espacios polacos, que incluye el espacio 

euclídeo Rn, con 1 ≤ n ≤ ∞, así como espacios producto de dichos espacios. Por lo 

tanto, acotar el tratamiento a espacios estándar no representa una pérdida de generali- 

dad en la inmensa mayoría de los problemas de optimización, a la vez que se gana en 

conveniencia por las propiedades que estos espacios poseen. 

En el marco de la teoría de la medida es posible definir medidas que generalizan 

el concepto de tamaño de un conjunto, y que varían de acuerdo a la naturaleza del 

espacio muestral sobre el que se definen. Cuando el espacio muestral de un problema 
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de optimización se trata de un espacio contable Ω = {ω : ωi , i ∈ N}, es adecuada la 

medida de conteo, que se como el número de elementos de un conjunto dado. Cuando 

el espacio muestral es un espacio euclídeo  Ω ⊆ Rn se utiliza la medida de Lebesgue 

m (Elemento 3.4), cuyo valor coincide con la noción intuitiva de tamaño; la medida 

de Lebesgue de un segmento, por ejemplo, coincide con la noción intuitiva de largo 

(m([a, b]) = b − a si a ≤ b). El espacio euclídeo resulta un caso particular de un es- 

pacio métrico, un constructo matemático donde se asocia una distancia a cada par de 

elementos de un conjunto. La medida de Hausdorff resulta una generalización de la 

medida de Lebesgue definida para el caso general de los espacios métricos (Lawrence 

y Gariepy 2015, p. 84 y 91-92). La medida de Hausdorff s-dimensional, Hs, coincide 

con la medida de conteo cuando s = 0, mientras que equivale a la medida de Lebesgue 

para un espacio euclídeo Rn cuando s = n, n ∈ N. 

De forma aún más general, mediante la teoría de la medida de Loeb (1975) es posi- 

ble utilizar un análisis no estándar para construir la medida de Lebesgue (Anderson 

1982; Cutland 2000) y la medida de Hausdorff (Potgieter 2009) como una extensión de 

la medida de conteo. Considérese un espacio muestral Ω correspondiente a un cier- 

to problema de optimización. En base a lo antes expuesto, resulta posible en general 

definir una σ-álgebra F sobre Ω, así como una cierta medida τ : F → [0, ∞] que ge- 

neralice el concepto intuitivo de tamaño a la clase de subconjuntos de F, que resultan 

por definición τ-medibles. En adelante, utilizaremos τ para referirnos a una medida de 

tal naturaleza para un cierto Ω. En síntesis, para cualquier problema de optimización 

definido sobre un espacio muestral que sea Borel estándar se podrá definir un espacio 

de medida σ-finito (Ω, F, τ). 

 
3.5.2 Modelo nulo como una medida sobre el espacio muestral 

 

Un modelo nulo respecto de una hipótesis de optimización debe ser definido úni- 

camente a partir del espacio muestral Ω y las restricciones planteadas sobre este, sin 

referencia alguna a la función objetivo, ya que por definición ésta debe ser excluida 

del modelo nulo. Una restricción representa, como ya se ha descripto, una condición 

necesaria que debe cumplir un estado ω del espacio muestral Ω para ser una solución 

de un problema de optimización. El caso más sencillo y frecuente en problemas de 

optimización con restricciones se caracteriza por el planteo de una o más restricciones 

de tipo determinista. Las restricciones deterministas representan claramente una sim- 

plificación de la realidad para cualquier sistema biológico, ya que siempre se dispone 

de un conocimiento incompleto sobre éste; tal incertidumbre puede ser descripta me- 

diante el planteo de las llamadas restricciones probabilísticas. Se abordará en primer 

lugar el planteo de restricciones deterministas, para luego tratar el caso más amplio 

de las restricciones probabilísticas, y definir entonces una clase de funciones medibles 
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que permiten expresar cualquier conjunto de restricciones que puedan plantearse so- 

bre el espacio muestral de un problema de optimización. Finalmente mostraremos que 

todo conjunto de restricciones medibles permite definir un espacio de medida que 

generaliza el espacio de soluciones candidatas de un problema de optimización. 

 
3.5.2.1 Restricciones deterministas 

La definición de un problema de optimización con restricciones incluye, por defini- 

ción, el planteo de una o más restricciones al proceso de optimización que conforman 

un conjunto C = {C1, ..., Ck} k ∈ N. Una restricción determinista se caracteriza por 

definir un subconjunto del espacio muestral Ci ⊆ Ω sin incertidumbre alguna. Un 

conjunto de restricciones deterministas define, en consecuencia, un subconjunto del 

espacio muestral Ωc ⊆ Ω que se denomina espacio de soluciones candidatas: 

k 

Ωc = Ci . (3.4) 
i=1 

 

La solución a un problema de optimización con restricciones deterministas consiste 

en aquellos estados ω ∈ Ωc para los que la función objetivo toma un valor óptimo, es 

decir, un valor mínimo o máximo. La pertenencia de un estado del espacio muestral al 

subconjunto definido por una restricción, ω ∈ Ci, representa una condición necesaria 

que  debe  cumplir  la  solución  al  problema  de  optimización,  lo  que  significa  que  ω  ∈/ 

Ci  =⇒  ω ∈/ Ωc, así como que ω ∈ Ωc  =⇒  ω ∈ Ci. 
Restricciones de esta naturaleza pueden representarse mediante una función índice 

asociada al subconjunto Ci, que se define como 
 

ICi (ω) := 
1 si ω ∈ Ci , 

0 si ω ∈/ Ci . 

 
(3.5) 

 

La función índice asocia a cada elemento ω del espacio muestral un valor de 1 si 

cumple con la restricción, y un valor de 0 en caso contrario, de manera que resulta 

ICi (ω) = 0   =⇒  ω ∈/ Ωc, y de forma equivalente ω ∈ Ωc  =⇒  Ci(ω) = 1. En conjunto, 

por lo tanto, las funciones índice asociadas a las restricciones permiten obtener una 

función índice asociada al espacio de soluciones candidatas: 
 

k 

c(ω) = ∏ ICi (ω) , (3.6) 
i=1 

de manera que Ωc = {ω : c(ω) = 1}. De aquí en adelante designaremos como c a una 

función definida en base al conjunto de restricciones de un problema de optimización, 

y que de este modo define al espacio de soluciones candidatas. 
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3.5.2.2 Restricciones probabilísticas 

El planteo de restricciones deterministas es típico en el caso de problemas abstractos 

de optimización. Esta formulación presenta limitaciones cuando se trabaja con sistemas 

experimentales, donde habitualmente no es posible asignar una pertenencia binaria al 

espacio de soluciones candidatas a causa de una disponibilidad limitada de informa- 

ción. En estos casos, y de forma más general, las restricciones de un problema de opti- 

mización se pueden expresar como una función no solo del estado ω, sino también de 

parámetros, que en términos formales se representan como un elemento perteneciente 

a otro conjunto θ ∈ Θ. Este tipo de restricciones se suele designar como restricciones 

probabilísticas debido a que los parámetros poseen algún tipo de distribución de pro- 

babilidad. En términos de la teoría de la probabilidad, el espacio de parámetros Θ tiene 

asociado un cierto espacio de probabilidad (Θ, FΘ, PΘ), donde FΘ es una σ-álgebra de 

Θ y PΘ una medida de probabilidad. 

Dado un espacio muestral Ω y un espacio de parámetros Θ, su producto cartesiano 
se define como el conjunto de los pares ordenados de los elementos de ambos con- 

juntos: Ω × Θ ≡ {(ω, θ) : ω ∈ Ω, θ ∈ Θ}. Una restricción probabilística se define 

como una función ICi : Ω × Θ → {0, 1}. En esta formulación θ puede representar tanto 

un parámetro escalar, como un vector o una matriz. Una restricción de este tipo está 

asociada a un subconjunto Ci ⊆ Ω × Θ y la función índice asociada resulta: 
 

ICi (ω, θ) := 
1 si (ω, θ) ∈ Ci , 

0 si (ω, θ) ∈/ Ci . 

 
(3.7) 

 

Nótese que una restricción determinista representa un caso particular de la formula- 

ción más general de una restricción probabilística, ya que dado un espacio de paráme- 

tros arbitrario Θ, una restricción determinista ICi (ω) equivale a la restricción probabi- 

lística ICi (ω, θ) := ICi (ω). 

De forma similar a lo visto en al apartado anterior, un conjunto de restricciones 

que responden a la formulación general presentada en la Ecuación 3.7 determinan la 

función índice del espacio de soluciones candidatas: 
 

k 

c(ω, θ) = ∏ ICi (ω, θ) . (3.8) 
i=1 

Esta ecuación es válida para una combinación de cualquier tipo de restricciones dado 

que, como ya se dijo, las restricciones deterministas representan un caso particular de 

la formulación general. La función c(ω, θ) permite definir, a su vez, un subespacio de 

soluciones candidatas para un cierto θ que llamaremos Sθ ≡ {ω : c(ω, θ) = 1}. 

Trabajar con restricciones probabilísticas resulta necesario cuando un modelo de op- 

timización no se plantea como un problema matemático abstracto sino que se busca 
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representar el conocimiento que se tiene sobre un sistema concreto bajo estudio a partir 

de los datos disponibles. En vista de la incertidumbre inherente a cualquier proceso de 

medición, no será posible en general conocer con exactitud el valor de θ. En consecuen- 

cia, no se podrá asociar una pertenencia unívoca al espacio de soluciones candidatas 

para todos los estados ω, ya que esta dependerá del valor de θ, y no será posible es- 

tablecer taxativamente si cumple o no con una cierta restricción. En otros palabras, la 

incertidumbre en el valor de θ se traslada a la definición misma del espacio de solucio- 

nes candidatas. 

 
3.5.2.3 Definición de una medida σ-finita sobre el espacio de soluciones candidatas 

Como paso previo a la definición de una medida de probabilidad sobre el espacio 

muestral Ω es necesario poder definir una medida σ-finita sobre Ω que sea adecua- 

da para establecer la medida del espacio de soluciones candidatas definido por las 

restricciones; denominaremos τ a tal medida. 

A fin de simplificar el tratamiento matemático que sigue a continuación, asumiremos 

de aquí en adelante que si la función c(ω, θ) permite definir una medida de probabili- 

dad P sobre el espacio medible producto (Ω × Θ, F × FΘ), la medida de probabilidad 

marginal sobre Ω definida por c(ω, θ) es absolutamente continua respecto a una cier- 

ta medida σ-finita τ sobre sobre Ω. Para que se cumpla este supuesto es condición 

suficiente que: 

1. la medida PΘ sea absolutamente continua respecto de una cierta medida base 

sobre Θ, 

2. y que la medida de probabilidad P sobre Ω × Θ sea absolutamente continua 

respecto de τ × PΘ. 

Este supuesto no representa una pérdida de generalidad: lo tratado puede extenderse 

al caso de un problema de optimización que no cumpla este supuesto, ya que será po- 

sible descomponer tal problema en un conjunto contable de problemas que sí cumplen 

con la condición señalada. De acuerdo al teorema de descomposición de Lebesgue, to- 

da medida puede descomponerse respecto de otra medida σ-finita en la suma de dos 

medidas, una absolutamente continuta y otra mutuamente singular (Lawrence y Ga- 

riepy 2015, p. 52). Por lo tanto, si c(ω, θ) es tal que no cumple con el supuesto anterior 

será posible descomponer la medida P en una sumatoria contable de n ∈ N medidas 

Pi en la que cada una de estas es absolutamente continua respecto de una medida σ-

finita τi sobre Ω. 

Dada una función c(ω, θ) definida por un conjunto de restricciones probabilísticas 

asociadas a un espacio de parámetros (Θ, FΘ, PΘ), la medida τ debe cumplir con las 

siguientes condiciones: 

1. La medida debe ser σ-finita sobre Ω sobre una σ-álgebra F. 



3.5  foRMUlACIÓn  dE  Un  MODElo  nUlo  pROBABIlísTICO  69 

 
 

2. c(ω, θ) debe ser una función medible en el espacio medible (Ω × Θ, F × FΘ). 

3. La medida de c(ω, θ) debe ser no nula en dicho espacio 4. 

Estos requerimientos son, como se verá más adelante, condiciones necesarias y sufi- 

cientes para poder expresar el modelo nulo como un espacio de medida mediante 

la aplicación del teorema de Radon-Nikodym. De acuerdo a lo expuesto en la Sec- 

ción 3.5.1, la definición de una cierta medida σ-finita sobre un espacio muestral dado 

no representa desafío alguno. En virtud del teorema de Tonelli (Pollard 2002, p. 88), la 

condición de que c(ω, θ) sea (F × FΘ)-medible en el espacio producto es equivalente 

a que 

c(ω) ≡ 
∫

Θ 
c(ω, θ) dPΘ(θ) (3.9) 

sea una función τ-medible. Por último, la condición de que la medida de c(ω, θ) sea no 

nula significa que es la medida τ definida puede efectivamente cuantificar el tamaño 

del conjunto de soluciones candidatas. El cumplimiento de esta condición requiere de 

un abordaje más extenso ya que un conjunto no vacío puede tener una medida nula. 

En otros términos, la integral de una función respecto de una cierta medida puede ser 

nula aunque la función no lo sea, y en tal caso la medida no permitirá la definición de 

un espacio de probabilidad. 

Consideraremos la definición de una medida que cumpla con las condiciones seña- 

ladas para los casos donde el espacio muestral Ω sea: 

un espacio contable, 

un espacio métrico no contable, 

o el producto cartesiano de un número finito de espacios de los tipos menciona- 

dos. 

Estos casos son de una generalidad tal que incluyen los espacios muestrales tratados 

comúnmente en los modelos de optimización. 

EspACIO MUEsTRAl conTABlE En caso de  que  Ω se  trate  de  un  espacio  contable, 

la definición de τ como la medida de conteo satisface las tres condiciones antes 

señaladas. En primer lugar, resulta σ-finita sobre cualquier espacio contable. Por 

definición, cualquier subconjunto de un Ω contable es medible respecto de la 

medida de conteo, por lo que c(ω) resultará τ-medible. Por último, la medida 

de conteo es nula solo para un conjunto vacío, de manera que cumple la tercera 

condición. En este caso, cualquier subconjunto de Ω será un conjunto medible, y 

la σ-álgebra será entonces el conjunto potencia F = {A : A ⊆ Ω}, es decir, el 

conjunto formado por todos los subconjuntos posibles de Ω. 

4 Con excepción del caso trivial c(ω, θ) = 0 para todo ω y θ. 
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EspACIO MUEsTRAl MÉTRICO  En el caso de que Ω resulte un espacio métrico que 

no sea contable, se vio en la Sección 3.5.1 que una medida σ-finita sobre un Ω de 

dimensión n es la medida n-dimensional de Hausdorff, Hn. 

Ahora bien, en este caso existirán conjuntos no vacíos Hn-medibles que, sin em- 

bargo, tendrán una medida nula. Para comprender este hecho es necesario re- 

currir al concepto de la dimensión de Hausdorff de un conjunto, que se define 

como (Mattila 1999, p. 58): 
 

dimH A = sup{s : Hs (A) > 0} = sup{s : Hs (A) = ∞} 

= ´ınf{s : Hs (A) = 0} = ´ınf{s : Hs (A) < ∞} . 

Para aquellos  A  ⊂ Ω que sean Hn-medibles pero para los que se verifique 

dimH A < n resultará Hn (A) = 0; tales conjuntos se denominan Hn-nulos. 

Es posible que las restricciones definan conjuntos de una geometría compleja cu- 

ya dimensión de Hausdorff puede ser no entera, como resulta el caso de conjun- 

tos fractales (Falconer 2004). En términos formales, una función c(ω) puede ser 

tal que defina un conjunto de soluciones candidatas Ωc ≡ {ω : c(ω, θ) = 1} 

que sea Hn-nulo. En tal caso, Ωc tendrá una cierta dimensión de Hausdorff 

s = dimH Ωc < n, y resultará entonces un conjunto Hs-medible. Sin embargo, 

Hs resultará por definición σ-finita respecto de Ωc, pero no respecto de Ω 5. Aho- 

ra bien, es posible definir en base a Hs una medida σ-finita sobre Ω mediante su 

restricción a Ωc 6. Por último, cabe señalar que la condición de que Ωc sea un 

conjunto Hs-medible equivale a que c(ω) sea una función Hs-medible 7. 

Para que quede definido un espacio de medida σ-finito resta definir una σ- 

álgebra. Si se define F como la σ-álgebra completa de los conjuntos Hn-medibles, 

por definición ésta incluirá a todos los conjuntos Hn-nulos (Katzourakis y Varva- 

ruca 2018, p. 195). En consecuencia, los conjuntos Hs-medibles estarán incluidos 

en F, ya que para todo 0 ≤ s < n dichos conjuntos son Hn-nulos. Como la medi- 

da de Hausdorff coincide con la de Lebesgue para dimensiones enteras, entonces 

F = L(Rn), la σ-álgebra completa de los conjuntos Lebesgue-medibles de Rn. 
 
 
 
 

 
5 Un Ω n-dimensional no podrá ser expresado como la unión contable de conjuntos s-finitos con 0 s < 

n, ya que tales conjuntos de dimensión n tendrán medida infinita respecto de s (Lawrence y Gariepy 
2015, p. 86). 

6 La restricción de una medida µ por un A X se define como µ A(B) µ(A B) B X (Mattila 1999, 
p. 10). 

7 Sea MHs la σ-álgebra de los conjuntos Hs-medibles, y siendo el codominio de c(ω) el intervalo [0, 1], si 
c(ω) es una función (MHs , B([0, 1])-medible, la preimagen de (0, 1] será Ωc, que por definición estará 
incluido en MHs . 

(3.10) 
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En consecuencia, si c(ω) es Hs medible y Ωc = c(ω)−1((0, 1]) es Hs-medible, 

entonces la siguiente medida τ cumple las condiciones establecidas: 

 

τ(A) = Hs (A)   Ωc , s = dimH(Ωc) A ∈ F , (3.11) 

donde F es una σ-álgebra que incluye la σ-álgebra de los conjuntos Hs-medibles 

de Ω. Por lo tanto, para una τ definida de esta forma la medida de la función 

c(ω) será una generalización válida de la noción intuitiva de tamaño del conjunto 
de soluciones candidatas. 

cAso GEnERAl Consideremos ahora el caso donde el espacio muestral Ω es el pro- 

ducto cartesiano de un espacio contable Ω1 y un espacio métrico no contable Ω2: 

Ω = Ω1 × Ω2. En este caso, un conjunto de restricciones probabilísticas definirá 

una función c(ω1, ω2, θ) sobre Ω1 × Ω2 × Θ. Por el teorema de Tonelli resultará 
que si 

c(ω1, ω2) ≡ 
∫

Θ 
c(ω1, ω2, θ) dPΘ(θ) (3.12) 

es medible sobre una σ-álgebra de Ω1 × Ω2, entonces c(ω1, ω2, θ) resultará medi- 

ble en el correspondiente espacio producto. 

Se podrá definir una medida que cumpla las condiciones establecidas como la 

medida producto τ = τ1 × τ2, donde: 

τ1 será la medida de conteo sobre el espacio contable Ω1. 

La medida τ2 sobre el espacio métrico no contable se definirá como la restric- 

ción de la medida de Hausdorff Hs al conjunto {ω2 : c(ω1, ω2) > 0} ⊆ Ω2, 

con la dimensión s igual a la dimensión Hausdorff de dicho conjunto. 

A partir de las respectivas σ-álgebras F1 y F2 queda definida la σ-álgebra pro- 

ducto F = F1 × F2. 

La medida producto τ sobre el espacio medible producto (Ω, F) cumplirá las 

condiciones establecidas, y de acuerdo al teorema de Fubini (Athreya y Lahiri 

2006, p. 153) resulta 

∫

Ω1×Ω2 
c(ω1, ω2) d(τ1 × τ2) = 

∫

Ω
 

= 
∫

Ω

 

 ∫

Ω2

 

 ∫

Ω1

 

c(ω1, ω2) dτ2

   

dτ1 

c(ω1, ω2) dτ1

   

dτ2 . 

 

 
(3.13) 

 

Por último, dada las propiedades de un espacio producto, lo anterior se puede 

generalizar para el caso de un espacio muestral formado por el producto de un 

número contable de espacios contables y/o métricos no contables. 

1 

2 



72 GEnERAlIZACIÓn Y  EVAlUACIÓn dE  MODElos dE  OpTIMIZACIÓn 

 
 

3.5.2.4 Definición general de restricciones medibles 

En la sección anterior se trataron los requerimientos que debe cumplir una medida τ 

para que sea posible, aunque no esté asegurada, la definición un espacio de probabili- 

dad dado un espacio muestral y un conjunto arbitrario de restricciones. Abordaremos 

aquí la definición general de la clase de restricciones medibles para un problema de 

optimización sobre un espacio muestral Ω dada una cierta σ-álgebra F para la que se 

ha definido una medida τ que resulta σ-finita sobre Ω respecto de F. Es importante 

destacar que la mensurabilidad es una condición lo suficientemente laxa como para 

que la inmensa mayoría de las restricciones consideradas en la literatura sobre optimi- 

zación puedan expresarse mediante funciones medibles dado el espacio sobre el que 

están definidas. Todas las funciones continuas definidas sobre un espacio eúclideo Rn 

resultan, por ejemplo, Lebesgue-medibles. 

Una restricción probabilística, definida sobre un espacio medible producto (Ω × 

Θ, F × FΘ), la condición de mensurabilidad equivale a que sea posible asignar una 

medida al subconjunto de Ω × Θ, es decir, que sea (F × FΘ, σ({0, 1}))-medible. 8. 
Considérese ahora un espacio de probabilidad definido sobre el espacio de parámetros 

asociado a las restricciones (Θ, FΘ, PΘ). Como ya se mencionó, el teorema de Tonelli 

permite obtener una expresión de una restricción medible como función únicamente 

del espacio muestral mediante la integración de la distribución de probabilidad sobre 

el espacio de parámetros: 

c(ω) = 
∫

Θ 
c(ω, θ) dPΘ(θ) . (3.14) 

Dado que por definición c(ω, θ) toma valores de 0 o 1, esto implica que 0 ≤ c(ω) ≤ 1, 

es decir, y el codominio de c(ω) resulta [0, 1]. La Ecuación 3.16 también es válida 

para una función índice que define el espacio de soluciones candidatas de un conjunto 

arbitrario de restricciones (Ecuación 3.8), dado que el producto de funciones medibles 

resulta también una función medible. 

Dado un cierto problema de optimización, designaremos como C a la clase de fun- 

ciones c(ω) sobre el espacio muestral que cumplen con la definición 
 

c : (Ω, F) → ([0, 1], B([0, 1]) , (3.15) 

donde B([0, 1]) resulta la σ-álgebra de Borel sobre el intervalo [0, 1]. En adelante utiliza- 

remos el término restricciones medibles, o simplemente restricciones, para referirnos a 

c ∈ C. Asimismo, cuando se distinga entre restricciones de tipo deterministas o proba- 

bilísticas se asumirá en ambos casos que resultan funciones medibles, de manera que 

éstas definen a su vez una cierta c ∈ C . 

 

8  σ({0, 1}) representa la σ-álgebra sobre {0, 1}: {∅, 0, 1, {0, 1}}. 



dτ(ω) 
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3.5.2.5 Medida generada por las restricciones 

El teorema de Radon-Nikodym afirma que cualquier función medible no negativa 

sobre un espacio de medida σ-finito define una nueva medida y, en consecuencia, un 

nuevo espacio de medida. Por lo tanto, a partir de una medida τ tal como ha sido 

definida (Sección 3.5.2.3), una restricción c ∈ C define una nueva medida para todo 

A ∈ F que designaremos como τc: 

τc(A) = 
∫

Ω 
IA(ω) · c(ω) dτ(ω) , (3.16) 

donde IA es la función índice de A. De esta manera queda definido un nuevo espa- 

cio de medida (Ω, F, τc). La función c(ω) resulta la densidad o derivada de Radon- 

Nikodym de τC respecto de τ: c(ω) = dτc (ω) 
. 

EL espacio de medida (Ω, F, τc) resulta una representación general del espacio de 

soluciones candidatas del problema de optimización. En el caso particular de un con- 

junto de restricciones deterministas medibles, la función c(ω) se corresponde a una 

función índice de un subconjunto; en este caso dicho espacio de medida es equivalente 

a la definición del espacio de soluciones como un subconjunto del espacio muestral 

Ωc ⊆ Ω. En el caso más general de un conjunto de restricciones probabilísticas, c(ω) 

asigna valores en el rango [0, 1] a cada ω, y el valor de la función puede interpretarse 
como la probabilidad de que un ω dado pertenezca al espacio de soluciones candida- 

tas. Por lo tanto, de forma general c no puede ser equiparada con una función índice, 

sino que define un espacio de soluciones candidatas de una forma más general. 

 
3.5.3 Definición de una medida de probabilidad 

 

En esta sección veremos que, para una clase muy amplia de espacios muestrales, 

es condición necesaria y suficiente que el espacio de soluciones candidatas posea una 

medida finita para definir un modelo nulo como un espacio de probabilidad. Mostra- 

remos en primer lugar que, en caso de existir, una medida de probabilidad definida a 

partir de restricciones debe tener una distribución uniforme respecto de éstas. Anali- 

zaremos luego la definición de una medida de probabilidad sobre el espacio muestral 

Ω a partir del espacio de medida σ-finito (Ω, F, τc) definido en la sección anterior. 

A continuación mostraremos que, dado un problema de optimización arbitrario, está 

asegurada la existencia de restricciones medibles que, de ser incorporadas al proble- 

ma de optimización aseguran la definición de un espacio de probabilidad. Finalmente, 

trataremos la definición del modelo nulo como un espacio de probabilidad sobre el 

espacio producto Ω × Θ, lo que requiere un tratamiento explícito de distribuciones de 

probabilidad condicionales. 



× F × F × 

Ω dτc(ω) dτ(ω) 
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3.5.3.1 La medida de probabilidad debe tener una distribución uniforme 

Como se ha visto, un conjunto arbitrario de restricciones medibles equivalen a una 

función c(ω) (Ecuación 3.15), cuyo valor corresponde a la pertenencia de cada estado 

ω del espacio muestral al espacio de soluciones candidatas 9. De existir una medida 

de probabilidad definida a partir de las restricciones, dicha medida debe reflejar úni- 

camente la información aportada por tales restricciones respecto de la pertenencia al 

espacio de soluciones candidatas; tal información está contenida en la medida defini- 

da por las restricciones, τc. La distribución de probabilidad que posee una máxima 

entropía sobre un cierto dominio resulta ser la distribución uniforme (Cover y Thomas 

2012, p. 29). Por lo tanto, una medida de probabilidad definida por las restricciones, 

de existir, debe poseer una distribución uniforme, dado que solo tal medida posee- 

ría la información contenida en restricciones y solo dicha información. En el marco 

de la teoría de la medida, una distribución uniforme se caracteriza por una medida 

que posee una derivada de Radon-Nikodym constante respecto a una cierta medida 

base. Para una medida de probabilidad definida a partir de un espacio de medida 

(Ω, F, τc), la probabilidad de un cierto conjunto A ∈ F resultará proporcional a su 

medida: P(A) ∝ τc(A). 

 
3.5.3.2 Condiciones para la definición de una medida de probabilidad 

Supongamos que un espacio de medida (Ω, F, τc) definido en base a una restricción 

medible c permite definir un espacio de probabilidad (Ω, F, PΩ)10. De acuerdo a lo 

antes expuesto, PΩ poseerá una distribución uniforme respecto a τc. Dada la relación 

que existe entre la medida de un conjunto y la integral de su función índice, la medida 

de probabilidad de un conjunto A ∈ F resultará 

PΩ(A) = 
∫

Ω 
IA(ω) dPΩ(ω) . (3.17) 

De acuerdo al teorema de Radon-Nikodym, lo anterior puede expresarse como 

∫   

IA(ω) dPΩ(ω) = 
∫

 IA(ω) · 
dPΩ(ω) 

· 
dτc (ω) 

dτ(ω) , (3.18) 
 

Se ha visto que la derivada de Radon-Nikodym de τc respecto de τ es la función c(ω) 

(Ecuación 3.16). Asimismo, se vio que si la distribución de PΩ es uniforme respecto de 
 
 
 

9 Esta interpretación es posible si se asume que τc, la medida marginal sobre Ω definida respecto de un 

espacio de medida (Ω  Θ, Θ, (τ   PΘ)c ) es absolutamente continua respecto de una medida base, 

es decir, su componente singular es nulo. En este caso c(ω) resulta la derivada o densidad de Radon- 
Nikodym de τc respecto de τ. 

10 Utilizaremos PΩ para referirnos a la medida de probabilidad sobre Ω ya que, de existir, esta corresponde 
a la medida de probabilidad marginal de un espacio de probabilidad (Ω × Θ, F × FΘ, P). 

Ω 



dτc(ω) 

n→∞ 

∫ 
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τc su derivada de Radon-Nikodym, que denominaremos ν, es constante: ν ≡ 
dPΩ(ω) 

. 

Reemplazando estas expresiones en la Ecuación 3.18 se obtiene 

∫

Ω 
IA(ω) dPΩ(ω) = 

∫

Ω 
IA(ω) · ν · c(ω) dτ(ω) . (3.19) 

Por definición resulta 1 = 
∫

Ω dPΩ(ω), de manera que 

1 = ν 

∫

Ω 
c(ω) dτ(ω) . (3.20) 

La derivada de Radon-Nikodym (o densidad) de PΩ respecto de τc resulta por lo tanto 
 

  1 
. (3.21) 

ν = 
Ω c(ω) dτ(ω) 

Para que la constante de normalización ν esté definida resulta entonces necesario y 

suficiente que c(ω) sea una función  τ-integrable y que su integral sea finita, lo que 

por definición equivale a que su medida sea finita y no nula: 0 < τ(c) < ∞ ⇐⇒ 

0 < τc(Ω) < ∞. En otros términos, siempre que el espacio de soluciones candidatas 

definido por las restricciones posea una medida finita y no nula está asegurada la 

definición de un modelo nulo en la forma de un espacio de probabilidad. 

 
3.5.3.3 Existencia de restricciones medibles integrables 

La condición de un espacio de soluciones candidatas de medida finita es trivial 

cuando el espacio muestral Ω resulta finito. En este caso, cualquier restricción medible 

c ∈ C definirá un espacio de probabilidad. En el caso más general de que Ω sea un 

conjunto con una cardinalidad contable infinita(o superior), dada una cierta medida τ 

que sea σ-finita sobre Ω, las restricciones τ-medibles deberán tener una medida finita 

para definir un espacio de probabilidad. Verificaremos a continuación, recurriendo 

a nociones elementales de la teoría de la medida, que la existencia de restricciones τ-

medibles con medida finita y no nulas está asegurada para un espacio muestral arbitrario 

cualquier problema de optimización. 

La función índice del espacio muestral IΩ constituye por definición una restricción 

medible trivial, y en caso de que τ(Ω) = ∞ resultará una función no integrable. Para 
toda función medible no negativa está asegurada la existencia de una secuencia de 

funciones simples que converge por defecto a dicha función (Pollard 2002, p. 25). Dada 

una restricción τ-medible g ∈ C, sea {gS}n una secuencia de funciones simples que 

converge por defecto a g: 

 

g = l´ım {gS}n, , 0 < gS1   ≤ · · · gSn ≤ g . (3.22) 



n→∞ 

S 

→ 

τ(Ai) 

→ 
· 

∑ 

j=1 

Ω 
(ω) τ(ω) = 

n    ∞ ∑ αiτ( 
i=1 

i) 

Ω 
(ω) τ(ω) = 

n    ∞ ∑ αi   τ( 
i=1 
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De acuerdo al teorema de la convergencia monótona (Athreya y Lahiri 2006, p. 52), la 

integral de una función medible se define como el límite de la integral de una secuencia 

de funciones cuyo límite converge por defecto dicha función. Por lo tanto 

∫

Ω 
g(ω) dτ(ω) = l´ım 

∫

Ω 
gSn(ω) dτ(ω) . (3.23) 

Dado que τ es σ-finita, cualquier función simple gSn perteneciente a una secuencia 

{gS}n puede expresarse como 

n 

l´ım gSn(ω) = l´ım ∑ αj · IAj (ω) , (3.24) 
n→∞ n→∞ 

j=1
 

 

donde Ann ⊆ F es cualquier secuencia de conjuntos medibles disjuntos tales que 
∞ 
i=1 Ai = Ω y τ(Ai) < ∞. De forma equivalente, 

∫   

g d 
n 

l´ım 

 
A   . (3.25) 

 

Sea αi =  βi     , con β1, ..., βn, 0 ≤ βi ≤ 1, 1 ≤ n ≤ ∞, n ∈ N. Entonces resulta que 
 

∫   

g d 
n 

l´ım A 
 

´ 
n  

  βi  
= lım 

n→∞ 
i=1  τ(Ai ) 
n 

= l´ım ∑ βi . 
n→∞ 

i=1
 

· τ(Ai) (3.26) 

 

Si se define el conjunto de valores de β con la condición 0 < ∑n βi < ∞, de manera 

que resultará 
 

n 

0 < l´ım ∑ βi < ∞ . (3.27) 
n→∞ 

i=1
 

En consecuencia, está asegurada la existencia de secuencias cuyo límite es finito, y que 

por lo tanto convergen a restricciones medibles integrables en el espacio de medida 

(Ω, F, τ). 

3.5.3.4 Existencia de restricciones que de ser incorporadas aseguran la definición de un espacio 

de probabilidad 

Dado un problema de optimización con restricciones que no posean una medida 

finita, cabe preguntarse si está asegurada la existencia de nuevas restricciones que, de 

ser incorporadas, aseguren la definición de un espacio de probabilidad. Mostraremos 

i) 



· 

· 

n→∞ 

S 

n→∞ 

i · j · i 

k n 
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a continuación que la existencia de tales restricciones está asegurada para todo espacio 

muestral Ω y toda restricción medible pero no integrable que pueda planetarse. 

En términos formales, sea F ⊂ C el conjunto de las restricciones medibles pero no 

integrables sobre el espacio de medida (Ω, F, τ), 

F = { f (ω) :   f : Ω → [0, 1], 
∫

Ω 
f (ω) dτ(ω) = ∞} . (3.28) 

Se busca demostrar que para toda f existe un conjunto no nulo de restricciones 

G = {g(ω) : g : Ω → [0, 1] , 0 < 

∫

Ω 
f (ω) · g(ω) dτ(ω) < ∞} . (3.29) 

Dado que cualquier f ∈ F ⊂ C y g ∈ G ⊂ C son por definición funciones medibles 

no negativas, está asegurada la existencia de secuencias de funciones simples { fS}n y 

{gS}n que convergen por defecto a f y g respectivamente. Por propiedad del límite 

resultará que 
 

f (ω) · g(ω) = l´ım { fS}n · l´ım {gS}n 
n→∞ n→∞ (3.30) 

= l´ım { fS}n · {gS}n . 

Expresemos ahora las funciones simples fSn y gSn  como 

n 

fSn = ∑ αj   IAj (ω) 
j=1 
n 

gSn = ∑ βi   IAi (ω) , 
j=1 

 
 
 
 

 
(3.31) 

 

donde Ann ⊆ F es cualquier secuencia de conjuntos medibles disjuntos tales que 
∞ 
i=1 Ai = Ω y τ(Ai) < ∞. En consecuencia, 

∫

Ω 
f (ω) · g(ω) dτ(ω) = l´ım 

∫

Ω 
fSn (ω) · gSn (ω) dτ(ω) 

= ĺ ım ∑ ∑ α β τ(A ) . 
n→∞ 

i=1 j=1 

 
 

 
(3.32) 



τ(Ai) 

→ 
· · 

d(τ × P 

)cΘ 

Ω 
(ω) · (ω) τ(ω) = 

n    ∞ ∑ ∑ αi   βj   τ( 
i=1 j=1 

∫ 

Ω 
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Sea βi = αiγi , con γ1, ..., γn, 0 ≤ γi ≤ 1, 1 ≤ n ≤ ∞, n ∈ N. Entonces resulta que 
 

∫ 

f g d 
k n 

l´ım A 
 

´ 
k n αiγi   

= lım ∑ ∑ α 
n→∞ 

i=1 j=1 
τ(Ai) 

· τ(Ai) (3.33) 

k n 

= l´ım ∑ ∑ γi . 
n→∞ 

i=1 j=1 

Basta definir el conjunto de valores de γ de manera que cumpla con la condición 
n 
j=1 γi < ∞ para que resulte 

 

k n 

0 < l´ım ∑ ∑ γi < ∞ . (3.34) 
n→∞ 

i=1 j=1 

3.5.3.5 Definición de una medida de probabilidad sobre Ω × Θ 

Mostraremos en primer lugar que si las restricciones de un problema de optimi- 

zación cumplen la condición 0 < τ(c(ω)) < ∞ entonces aseguran la existencia de 

una medida de probabilidad P sobre Ω × Θ. Así como c(ω) define una medida τc 

sobre el espacio de medida   (Ω, F, τ), la función   c(ω, θ) definirá una medida sobre 

el espacio (Ω × Θ, F × FΘ, τ × PΘ) que designaremos como (τ × PΘ)c, y resultará 
d(τ×PΘ)c = c(ω, θ). Resulta entonces 
d(τ×PΘ) 

P(A) = 
∫

Ω×Θ 
IA(ω, θ) dP 

= 
∫ 

IA(ω, θ) ·
 dP 

· 
d(τ × PΘ)c d(τ × PΘ)  

(3.35) 
Ω×Θ d(τ × PΘ)c d(τ × PΘ) 

= 
Ω×Θ 

IA(ω, θ) ·
 dP 

· c(ω, θ) d(τ × PΘ) . 

 

La medida de probabilidad P debe ser uniforme respecto de (τ × PΘ)c, por lo que 
dP d( ) debe ser constante. Reemplazando A = Ω × Θ se obtiene 

τ×PΘ c 

dP 1 

d(τ × PΘ)c 
= ∫

 

= ∫ 

Ω×Θ 

∫ 
 

c(ω, θ) d(τ × PΘ) 

1 

c(ω, θ) dPΘ(θ) dτ(ω) 

 
 

(3.36) 

  1 
,
 

= 
c(ω) dτ(ω) 

y por lo tanto d( 
dP 

)  = ν. 
 

τ×PΘ c 

Θ 

i · 

0 < ∑ 

i) 

Ω 

∫ 



| 
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3.5.3.6 Existencia de kernel de probabilidad de (Θ, FΘ) a (Ω, F) 

Si bien hemos verificado que hasta este punto la existencia de una medida P sobre 

Ω × Θ dada la condición de restricciones de medida finita, para algunas aplicaciones 

será necesario que puedan definirse la distribución condicional sobre Ω dado Θ = 

θ. En términos más precisos, la distribución condicional corresponde a una variable 

aleatoria Ω × Θ → Ω definida por una función Ω(ω, θ) = ω respecto de una variable 

aleatoria Ω × Θ → Θ definida por una función Θ(ω, θ) = θ 11. La definición clásica de 
probabilidad condicional es 

P(A B) = 
P(A ∩ B) 

, P(B) > 0 , (3.37) 
P(B) 

que aplicada a este caso corresponde a A ∈ F y B ∈ FΘ. La distribución de probabi- 

lidad  condicional  se  indica  como  P(·|B) y  resulta  una  medida  de  probabilidad,  dado 

que P(Ω|B) = 1. Esta definición verifica P(B|B) = 1 y P(Θ − B|B) = 0, es decir que 

la  medida  de  probabilidad  condicional  P(·|B) está  concentrada  en  B  ∈ FΘ.  Tradicio- 

nalmente la distribución de probabilidad condicional de la variable-Ω respecto de la 

variable-Θ se expresa como P(Ω = ω|Θ = θ). 

Si el modelo nulo define una medida de probabilidad P sobre el espacio medible 

producto (Ω × Θ, F × FΘ), quedará definida una medida de probabilidad marginal 

PΩ, que no es otra cosa que la distribución de probabilidad de la variable-Ω definida 

sobre dicho espacio producto: 

 

PΩ(A) = P(A × Θ) , (3.38) 

con A ∈ F (Pollard 2002, p. 84). De acuerdo a lo ya visto resultará 

PΩ(A) ≡ 
∫

Ω 
IA(ω) · ν · c(ω) dτ(ω) , (3.39) 

con A ∈ F.  

Ahora bien, dado que en general θ1 /= θ2 =⇒ c(ω, θ1) /= c(ω, θ2) la medida de 

probabilidad sobre Ω × Θ no se podrá definir como la medida producto: PΩ × PΘ, ya 

que la variable-Ω y la variable-Θ no son variables independientes (Pollard 2002, 84). 

En otros términos, la distribución de probabilidad conjunta de las variables Ω y Θ no 
resulta el producto de su distribución marginal de probabilidad. 

Para especificar una medida de probabilidad sobre Ω × Θ será necesario entonces 

definir una familia de medidas de probabilidad {Pθ : θ ∈ Θ} sobre F que resulten 

distribuciones condicionales o kernel de probabilidad de (Θ, FΘ)a (Ω, F); es decir, 
 

11 A fin de evitar la introducción de nuevos símbolos, nos referiremos a las variables así definidas como 

variable-Ω y variable-Θ. Nótese que, tal como se definieron, estas variables resultan F × FΘ, F-medible 

y F × FΘ, FΘ-medible respectivamente. 
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que para todo θ resulte Pθ (Ω) = 1 y toda función θ → Pθ (A) sea FΘ-medible para 

A ∈ F. Designaremos la restricción de la función c(ω, θ) a cada θ mediante la notación 

 
cθ (ω) ≡ c(ω, θ)|θ . (3.40) 

Esta notación se utilizará de aquí en adelante para indicar la restricción de una función 

definida sobre el producto cartesiano de un número de conjuntos a alguno de los 

elementos de dichos conjuntos. 

Supongamos que una cθ (ω) permite definir una medida de probabilidad sobre Ω en 
12 

base al  espacio de  medida (Ω, F, τcθ ),  donde τcθ   es  la medida  generada por cθ (ω) . 

La medida de probabilidad Pθ de un A ∈ F resultará 

Pθ (A) = 
∫

Ω 
IA(ω) dPθ . (3.41) 

De acuerdo al teorema de Radon-Nikodym resulta 

∫   

IA(ω) dP  = 
∫

 IA(ω) · 
dPθ (ω) 

· 
dτcθ 

(ω) 
dτ(ω) . (3.42) 

 

De igual forma que lo visto anteriormente para c(ω), resulta por definición c (ω) = 
τcθ . 

 

θ τ 

Asimismo, la densidad de Radon-Nikodym de la medida de probabilidad Pθ respecto 

de τcθ debe ser constante, y la designaremos como νθ ≡
 dPθ . Resulta entonces 

∫

Ω 
IA(ω) dPθ (ω) = 

∫

Ω 
IA(ω) · νθ · cθ (ω) dτ(ω) . (3.43) 

Dado que Pθ (Ω) = 1 por definición, resulta 
  1 

, (3.44) 
νθ = 

Ω cθ (ω) dτ(ω) 

lo que da lugar a la definición de la función ν(θ) ≡ νθ. 

En esta punto cabe señalar que la existencia de una distribución de probabilidad 

condicional dado un espacio de probabilidad arbitrario no es en absoluto trivial (Po- 

llard 2002, pp. 112 y 339-343). Esto significa que, aún cuando esté probado que exista 

una medida P sobre Ω × Θ, puede no ser posible definir un kernel de probabilidad 

{Pθ : θ ∈ Θ}. Sin embargo, en el caso de que (Ω, F) sea un espacio medible estándar 

la existencia de una distribución de probabilidad condicional está asegurada (Çınlar 

2011, p. 152-156). Cómo ya hemos señalado, la clase de espacios medibles estándar 

es tan amplia que virtualmente la totalidad de modelos de interés biológicos han si- 
 

12 cθ (ω) es medible respecto de τ dado que c(ω, θ), ya que la restricción de una función medible resulta 
medible. 

Ω 



   ∫
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do planteados en espacios de esta naturaleza, por lo que el presente análisis es de 

aplicación general. 

Analizaremos de forma explícita, y a modo ilustrativo, el caso en que Θ sea un 

espacio contable. Si Θ se trata de un espacio veremos que τ(c(ω)) < ∞ =⇒ ν(θ) < ∞, 

de manera que para todo θ para el que resulte ν(θ) > 0 está asegurada la existencia de 

la medida de probabilidad condicional Pθ. De acuerdo a lo expuesto anteriormente, y 

en virtud del Teorema de Tonelli resulta 

∫

Θ 

∫

Ω 
c(ω, θ) dτ(ω) dPΘ(θ) = ∑ 

∫

Ω 
c(ω, θ) dτ(ω)PΘ(θ) 

 

 
 

y por lo tanto 

θ∈Θ 

= ∑ cθ (ω) dτ(ω)   PΘ(θ) , 
θ∈Θ 

(3.45) 

∞ > ∑ 
∫

Ω 
cθ (ω) dτ(ω)PΘ(θ) 

∞ > 

∫

Ω 
cθ (ω) dτ(ω) , θ ∈ Θ . 

 

 
(3.46) 

En consecuencia, si resulta cθ (ω) = 1 al menos un ω para todo θ, Pθ estará definido 

para todo θ. 13. 

La existencia de la distribución de probabilidad condicional en el caso de un espacio 

contable se deriva de forma general de la definición 3.37, dado que para cualquier 

B ∈ FΘ que no sea PΘ-nulo resulta P(B) > 0. En el caso de que Θ no sea un espacio 

contable, resultará PΘ(θ) = 0 para todo θ ∈ Θ. En consecuencia la definición 3.37, de 

forma más general, debe interpretarse en términos de la derivada de Radon-Nikodym 

o densidad de probabilidad. 

 

3.6 foRMUlACIÓn   dE   Un   MODElo   GEnERAl   pROBABIlísTICO   DE   OpTIMIZA- 

cIÓn 

 
En la formulación del modelo nulo probabilístico a partir de un problema de opti- 

mización ha sido omitida la función objetivo ya que, por definición, ésta debe estar 

ausente de la hipótesis nula asociada a dicho modelo. A continuación, mostraremos 

cómo incorporar la función objetivo al modelo nulo desarrollado, y formular así un 

modelo de optimización generalizado en la forma de un espacio de probabilidad. 

 
 
 
 
 

13 De existir un subconjunto no nulo N = {θ : cθ (ω) = 0, ω ∈ Ω} la condición establecida se cumplirá para 
todo θ ∈ (Θ − N), y la medida P se concentrará en (Θ − N) × Ω. 



{ ∈ 

∈ 

∈ 

82 GEnERAlIZACIÓn Y  EVAlUACIÓn dE  MODElos dE  OpTIMIZACIÓn 

 
 

3.6.1 Construcción de un modelo general de optimización 

 
En esta sección desarrollaremos la formulación de un modelo de optimización ge- 

neralizado en la forma de un espacio de medida que incluye como casos particulares 

al modelo nulo y a la optimización estricta. Esta formulación se logra incorporando 

la función objetivo a lo desarrollado previamente para el caso de un modelo nulo, e 

introduciendo los conceptos de función de normalización y función de transferencia. 

En primer lugar abordamos el caso particular de una optimización estricta con restric- 

ciones deterministas, para luego relajar el supuesto de optimización estricta y abordar 

el caso más general de restricciones probabilísticas. A continuación definimos las fun- 

ciones de normalización y de transferencia, y finalmente presentamos una formulación 

general de un problema de optimización arbitrario como un espacio de medida. 

 
3.6.1.1 Generalización del modelo de optimización mediante relajación de supuestos 

De acuerdo a lo expuesto en la Sección 3.3, dado un espacio muestral Ω y un con- 

junto de restricciones, la función objetivo de un problema de optimización define el 

conjunto de soluciones óptimas. Consideremos en principio el caso de restricciones de 

tipo deterministas en la forma c : Ω → {0, 1} que definen un espacio de soluciones 

candidatas como un conjunto Ωc ⊆ Ω. 

En un problema de optimización típico se asume una optimización estricta, y en ese 

caso se ha visto que el conjunto de soluciones óptimas ΩO ⊆ Ω se define como 14 

 

ΩO =  ω : ω Ωc, f (ω) = sup 
ω∈Ωc 

f (ω)} . (3.47) 

 

La función objetivo permite definir la función indicadora de ΩO, IΩO : Ω → {0, 1}, 

como: 
 

 
IΩO 

 
(ω) = 

1 si ω Ωc y f (ω) = sup  f (ω) 
ω∈Ωc 

 
(3.48) 

0 si ω / Ωc y / o f (ω) < sup 
ω∈Ωc 

f (ω) . 

 

De forma equivalente, es posible definir IΩO   a partir de la introducción de las funcio- 

nes que permitirán generalizar el problema de optimización. Introducimos con este fin 

una función n que denominaremos función de normalización. Más adelante presenta- 

mos una definición general de la función de normalización (Sección 3.6.1.2); en el caso 
 
 
 
 

14 A diferencia de lo utilizado tradicionalmente en la literatura de optimización, en lugar de elemento 
máximo utilizamos el elemento supremo para definir a las soluciones del problema de optimización; el 
motivo de esta discrepancia se explica más adelante. 
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particular de un problema determinista con optimización estricta n puede expresarse 

como: 

 

n(   ) = c(   )   
  f (ω) − ́ınfω∈C  f (ω)  

, (3.49) 
supω∈C f (ω) − ́ ınfω∈C f (ω) 

donde C = {ω : c(ω) = 1}. Esta función tomará valores en el rango [0, 1] 15, y resultará 

n(ω) = 1 para un estado óptimo. 

Introduciremos ahora una función t, que denominaremos función de transferencia, 

cuya definición general también presentamos más adelante (Sección 3.6.1.3); aplicada 

a la función n(ω), la función de transferencia dará como resultado el conjunto de 

soluciones óptimas: 

 

IΩO (ω) = c(ω) · t
 

n(ω)
 

. (3.50) 

En el caso de una optimización estricta y restricciones deterministas, la función de 

transferencia t : [0, 1] → {0, 1} resulta una función definida de a tramos: 
 

t(φ) = 
1 si φ = 1 

0 si φ < 1 , 

 
(3.51) 

 

con φ ∈ [0, 1]. 

Considérese ahora la formulación del problema de optimización presentado en la 

Sección 3.3.0.2, que permite relajar los supuestos asociados de optimización y monoto- 

nía estricta. De acuerdo a esta formulación, dada una función objetivo y un cierto valor 

del parámetro q queda determinado si un estado ω es o no una solución del problema 

de optimización, lo que equivale a asignar a cada par (ω, q) un valor de 0 o 1. En este 

caso, la función de transferencia resulta una función escalonada con un parámetro de 

posición q: 
 

t(φ, q) = 
1 si φ ≥ q , 

0 si φ < q . 

 
(3.52) 

 

En el caso de que las restricciones sean deterministas, la definición de la función 

indicadora del subconjunto de soluciones óptimas resulta similar a la Ecuación 3.55, 

con el agregado que depende del parámetro q de la función de transferencia 

IΩO (ω, q) = c(ω) · t
 

n(ω), q
 

, (3.53) 

 
 
 

 

15 El término f (ω)−´ınfω∈C f (ω)  
supω∈C f (ω)−´ınfω∈C  f (ω) será  negativo  si   f (ω)  <  ́ınfω∈C  f (ω),  y  será  mayor  a  1  si   f (ω)  > 

supω C f (ω), pero esto solo sucederá si c(ω) = 0, con lo que la multiplicación por dicho término ha- 

ce que n(ω) tenga a [0, 1] como codominio. 
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por lo que IΩO : Ω × [0, 1] → {0, 1}. 

Considérese ahora el caso general de un conjunto de restricciones probabilísticas que 

definen una función c : Ω × Θ → {0, 1}. Dado que a cada θ corresponde un problema 

de optimización determinista, la función objetivo dependerá en general de θ. En este 

caso, expresaremos la función de normalización n : Ω × Θ → R+ como: 

n(ω, θ) = c  (ω) · 
fθ (ω) − ́ınfω∈C

θ   
fθ (ω)  , (3.54) 

θ sup 
ω∈Cθ 

fθ (ω) − ́ınfω∈C
θ
 fθ (ω) 

 

donde Cθ ≡ {ω : cθ (ω) = 1}. El subconjunto de soluciones  óptimas queda definido 

como 

IΩO (ω, θ, q) = c(ω, θ) · t
 

n(ω, θ), q
 

, (3.55) 

por lo que IΩO : Ω × Θ × [0, 1] → {0, 1}. 

Es importante destacar que el ínfimo y el supremo de f (ω, θ) no están evaluados 

en todo el dominio Ω × Θ: dado que cada θ define un problema de optimización 
determinista, la notación supω∈Cθ 

indica su evaluación sobre un subconjunto formado 

por todos los pares (ω, θ) para un θ fijo en los que c(ω, θ) = 1 16. 

 
3.6.1.2 Definición de función de normalización 

Una función de normalización representa el criterio con el que se normalizan los va- 

lores de la función objetivo para distintos valores de θ. Dado que para cada θ ∈ Θ que- 

da definido un problema de optimización determinista y asociado a este una función 

objetivo fθ (ω), mediante la función de normalización se expresa cómo se ponderarán 

los diferentes valores de fθ (ω) para determinar el grado de pertenencia de un cierto ω 

al conjunto de soluciones óptimas. 

De forma general, dado un espacio medible (Ω × Θ, F × FΘ), definimos la función 

de normalización como una función F × FΘ, B([0, 1]) -medible n : Ω × Θ → [0, 1] 

que cumple con los siguientes requerimientos: 

1. La restricción  de la  función de  normalización  a cada θ ∈ Θ, nθ : Ω → [0, 1], 

resulta una función monótonamente no decreciente respecto de cθ (ω) · fθ (ω): 

cθ (ω1) · fθ (ω1) > cθ (ω2) · fθ (ω2) ⇐⇒ n(ω1, θ) ≥ n(ω2, θ) . (3.56) 
 
 
 

16 Dada la naturaleza del espacio de medida producto, a cada θ se asocia una cierta restricción cθ (ω) ≡ 
c(ω, θ) que resulta una función cθ : Ω → {0, 1}. De la misma forma, para un θ dado queda definida la 
función fθ (ω) ≡ f (ω, θ) que resulta una función fθ : Ω → [0, ∞). Por lo tanto, fijado un valor de θ queda 
definida una cierta cθ (ω), y con esta un subespacio de soluciones candidatas Ωcθ ≡ {ω : ω ∈ Ω , cθ (ω) = 

1} y, a su vez, un subconjunto de soluciones óptimas Ωoθ ⊆ Ωcθ . Dado que supω∈Ω c(ω, θ) · f (ω, θ) = 

supω∈Ωcθ 
f (ω, θ), consideramos que la primera expresión resulta más accesible que la segunda. 
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2. Para todo ω tal que cθ (ω) = 1 debe verificarse que 

fθ (ω) = ´ınf 
ω∈Cθ 

fθ (ω) =⇒ nθ (ω) = 0 , 
(3.57) 

fθ (ω) = sup fθ (ω) = nθ (ω) = 1 . 
ω∈Cθ 

De acuerdo a la definición dada, cualquier función n coincidirá en el caso de la 

optimización estricta, ya que nθ (ω) = 1 para los óptimos globales para cada θ. En 

contraste, diferentes funciones n plantean diferentes maneras de relajar el supuesto de 

optimización estricta. Trataremos a continuación dos tipos de funciones de acuerdo al 

criterio utilizado para realizar la normalización. 

 
noRMAlIZACIÓn poR VAloR  sUpREMO  E  ínfIMO  Esta es la formulación con la que 

se ha ejemplificado la función de normalización hasta ahora: 

n(ω, θ) = c  (ω) · 
fθ (ω) − ́ınfω∈C

θ   
fθ (ω)  , (3.58) 

θ sup 
ω∈Cθ 

fθ (ω) − ́ınfω∈C
θ
 fθ (ω) 

con Cθ ≡ {ω : cθ (ω) = 1} 17. 

Las funciones c y f son, por definición, funciones medibles en (Ω × Θ, F × FΘ). 

La suma, producto y cociente de funciones medibles resultan medibles, así como 

el ínfimo y el supremo (Folland 2013, p. 45). En consecuencia, la formulación de 

la función de normalización formulada presentada en la Ecuación 3.58 cumple 

el requisito de mensurabilidad; se verifican asimismo el resto de los requisitos 

antes establecidos en la definición general. 

Se ha utilizado el elemento supremo en lugar del máximo que se utiliza típica- 

mente en la formulación de modelos optimización a causa de su mayor generali- 

dad de aplicación. En caso de existir, el máximo de una función coincide con su 

supremo: 

∃ máx f (ω)  =⇒  máx f (ω) = sup  f (ω) . (3.59) 
ω∈Ω ω∈Ω ω∈Ω 

Sin embargo, puede darse que el supremo exista pero la función no tome el valor 

supremo, y en tal caso no existirá un elemento máximo: 

arg sup  f [Ω] ∈/ Ω  =⇒  $ máx f (ω) . (3.60) 

ω∈Ω ω∈Ω 

 

 
 

17 Hemos supuesto que la optimización corresponde a una maximización de la función objetivo, pero de 
tratarse una minimización basta con definir una nueva función objetivo invirtiendo el signo de la función 
original. 
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Esto ocurre cuando Ω se trata de un espacio métrico y el supremo de f (ω) coin- 

cide con la frontera de un conjunto abierto definido por una restricción de de- 

sigualdad. Por ejemplo, con Ωc = [0, 1) y f (ω) = ω resulta 

arg sup f (ω) = 1 / [0, 1) , (3.61) 
ω∈Ω 

y, por lo tanto, el máximo de la función objetivo no existe. Si se asume una optimi- 

zación estricta no existirá una diferencia entre utilizar el elemento supremo o el 

máximo en la formulación de un modelo de optimización, ya que un ω dado será 

una solución óptima solo si se verifica f (ω) = supω∈Ω f (ω) y esto solo sucede 

si el elemento máximo existe. En cambio, si se relaja el supuesto de optimización 

estricta, el elemento supremo permite definir un modelo de optimización aún si 

f (ω) /= supω∈Ω f (ω), con la salvedad que dicho modelo no podrá incluir la opti- 

mización estricta como caso particular; será posible, sin embargo, aproximarse a 

la hipótesis de optimización estricta tanto como se desee. 

noRMAlIZACIÓn cUAnTIl En BAsE Al MODElo nUlo Como alternativa, es posi- 

ble realizar una normalización de acuerdo a la distribución de probabilidad de 

la función objetivo para cada θ que se espera en base al modelo nulo. Dicha dis- 

tribución es la que se predice de acuerdo a la hipótesis nula y, por lo tanto, suele 

designarse como distribución nula. Se verá más adelante que esta normalización 

presenta una serie de ventajas en relación al planteo e interpretación de hipótesis, 

así como también en cuanto a la dificultad de obtener una aproximación numéri- 

ca, lo que será típicamente necesario para realizar una inferencia estadística. 

Una vez que a partir de un problema de optimización se ha definido el modelo 

nulo como un espacio de probabilidad (Ω × Θ, F × FΘ, P), tal como se vio en la 

Sección 3.5.3.5, está asegurada la existencia de una familia de medidas de distri- 

bución de probabilidad condicional Pθ (ω) para θ ∈ Θ. La función objetivo f (ω, θ) 

definirá una familia de funciones F-medibles fθ (ω) que resultarán variables alea- 

torias sobre las respectivas distribuciones condicionales Pθ (ω), e inducirán por lo 

tanto medidas de probabilidad Pf sobre B(R) 18: 

Pf (A) ≡ Pθ

  
f −1(A)

 
, A ∈ B(R) . (3.62) 

 

Dado que fθ (ω) es una función sobre los reales, la función de distribución acu- 

mulada resulta 

 

Ff
θ 
(x) ≡ Pf

θ    
(−∞, x] , x ∈ R . (3.63) 

 

18 A pesar de que es convención utilizar una letra mayúscula para indicar una variable aleatoria, nos refere- 

rimos a la variable aleatoria definida por una función fθ (ω) como fθ ya que el símbolo F se utiliza para 
la función de distribución acumulada. 



 
Nθ 
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Definimos la normalización cuantil como 

 
n(ω, θ) = cθ (ω) · Ff

θ ,qN 

    

fθ (ω)
 

, (3.64) 

donde Ff
θ ,qN designa la distribución acumulada de la función objetivo para Θ = θ 

de acuerdo a la distribución correspondiente al modelo nulo, Pf
θ ,qN   ; el significado 

de qN se verá en la siguiente sección, donde se da una definición general de la 

función de transferencia. El valor de esta función de normalización para un par 

(ω, θ) corresponde al cuantil de la función objetivo f (ω, θ) de acuerdo al modelo 

nulo y condicional a Θ = θ. 

La función definida cumple los requisitos establecidos para una función de nor- 

malización. Para todo θ ∈ Θ resulta por definición que Ff
θ ,qN es creciente respecto 

de cθ (ω) · fθ (ω), y resulta 

 
Ff ,q ı́nf 

ω∈Cθ 
fθ (ω)

 
= 0 

 
 

(3.65) 
Ff

θ ,qN      sup fθ (ω) = 1 . 
ω∈Cθ 

La función de normalización cuantil cumple asimismo el requisito de mensurabi- 

lidad, ya que la función de distribución acumulada es B(R)-medible. 

3.6.1.3 Definición de función de transferencia 

Se ha utilizado hasta aquí una función escalonada como la función de transferencia 

t que, a partir de una función de normalización n(ω, θ), define el conjunto de solu- 

ciones óptimas. La función escalonada resulta un ejemplo conveniente de función de 

transferencia porque posee un único un parámetro de posición, q ∈ [0, 1], pero se verá 

a continuación que representa solo un caso particular de una clase de funciones que 

definimos a continuación. 

De forma general, dado un espacio medible (Q, FQ definimos una función de trans- 

ferencia como una función B([0, 1]) × FQ, B([0, 1]) -medible t : [0, 1] × Q → [0, 1] que 

cumple con los siguientes requerimientos: 

El  MODElo  nUlo  REsUlTA  Un  cAso  pARTICUlAR  Existe un valor qN ∈ Q tal que 

t
 

n(ω, θ), qN

  
= 1 (3.66) 

para todo ω ∈ Ω y θ ∈ Θ, de manera que se verifique 

IΩO (ω, θ, qN) = c(ω, θ) , (3.67) 

 
y el modelo nulo resulte entonces un caso particular del modelo de optimización. 
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Es  no  dECRECIEnTE  pARA  RAnGO  InfERIOR  DEl  doMInIO  Para  todo  q ∈ Q exis- 

te un rango inferior del codominio [0, u] de la función de normalización n, con 

0 < u ≤ 1, donde se verifica una relación monótonamente no decreciente entre t 

y n: 
 

n1 < n2 ≤ u =⇒ t(n1, q) ≤ t(n2, q) . (3.68) 

Dependiendo de los supuestos asociados a las hipótesis de optimización, puede exis- 

tir un tercer requerimiento. Sea fv(ω, θ) la función objetivo que se hipotetiza verdade- 

ramente sujeta a optimización, y f (ω, θ) la efectivamente utilizada en el modelo de 

optimización: 

vAloR MÁxIMO  pARA RAnGO sUpERIOR DOMInIO Si resulta f  ≡ fv para todo q ∈ 

Q, o si f /= fv pero se supone una monotonía no estricta, debe resultar t(φ, q) = 1 

para φ ∈ [s, 1]. Esta condición, sumada al requerimiento de que T sea no decre- 

ciente para rango inferior del dominio, implica además que existirá una relación 

monótonamente no decreciente entre t(n(ω, θ), q) y n(ω, θ) para todo q y todo el 

rango de n. 

Estos requisitos representan un conjunto de características que consideramos esen- 

ciales para que la formulación general pueda representar efectivamente un modelo de 

optimización. En el caso de que resulte f /= fv y no se asuma una monotonía entre 

ambas, para n > u no existirá otro requerimiento en la relación entre t y n. En tal 

caso, una función t que cumpla con los tres requerimientos será adecuada pero, sin 

embargo, no abarcará todos los modelos posibles ya que será incapaz de representar 

el caso hipotético de una relación decreciente entre t y n para n(ω, θ) > u. 

En el caso particular de la función escalonada como función de transferencia resulta 

Q = [0, 1], y se verifica que cumple los requisitos establecidos: el modelo nulo se 

obtiene como caso particular cuando qN = 0; t resulta una función no decreciente para 

todo q ∈ Q; y t(φ, q) = 1 para φ ≥ q. 

3.6.1.4 Formulación general de un modelo de optimización 

Sean (Ω, F), (Θ, FΘ) y (Q, FQ) espacios medibles, dado un modelo de optimización 

definido por una restricción c(ω, θ) y una función objetivo f (ω, θ), y definidas una 

función de normalización n(ω, θ) y una función de transferencia t : [0, 1] × Q → [0, 1], 

queda definido un modelo general de optimización en la forma de una función o : 

Ω × Θ × Q → [0, 1], que denominaremos función de optimización, de acuerdo a 

o(ω, θ, q) ≡ c(ω, θ) · t
 

n(ω, θ), q
 

. (3.69) 



    

        
F 

× F BΘ
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La función de optimización o representa una generalización de un modelo de opti- 

mización: en lugar de definir un conjunto de soluciones óptimas define un grado de 

pertenencia a dicho conjunto para cada ω en función de los parámetros θ y q. 

Se mostrará a continuación que, tal como está definida, la función o resulta F × 

FΘ × FQ, B([0, 1])-medible, entonces o define un medida sobre el espacio de medida 

(Ω × Θ × Q, F × FΘ × FQ, τ × PΘ × PQ). Las funciones c, t y n son medibles en sus 

respectivos espacios medibles. Dado que el producto, composición y cociente entre 

funciones medibles para una cierta σ-álgebra resulta medible, es suficiente con mos- 

trar que dichas funciones son F × FΘ × FQ, B([0, 1])-medibles para demostrar que o 

lo es. Dado que la extensión de una función medible a un dominio más amplio resulta 

siempre una función medible 19, la extensión de c(ω, θ) al dominio Ω × Θ × Q resul- 

ta F × FΘ × FQ, B[0, 1] -medible. La función de transferencia tiene como entrada a 

n(ω, θ) y q. Una función g(q) ≡ q puede extenderse para definir una función g(ω, θ, q) 

que resultará F × FΘ × FQ, FQ-medible. La función de normalización n(ω, θ) resulta 

por definición una función , ([0, 1]) -medible. En consecuencia, t n(ω, θ), q 

resulta F × FΘ × FQ, B[0, 1] -medible, con lo que se verifica que la función o posee 

la propiedad de mensurabilidad requerida. 

 
3.6.2 Definición de una medida sobre el espacio muestral 

 
Trataremos en esta sección la definición de una medida sobre el espacio muestral 

a partir de la fórmulación general de un modelo de optimización en la forma de una 

función o(ω, θ, q). 

3.6.2.1 Espacio de medida sobre Ω × Θ 

En primer lugar, abordaremos como se puede definir una medida sobre (Ω × Θ, F × 

FΘ) a partir de la restricción de la función o(ω, θ, q) al dominio Ω × Θ × q; designare- 

mos a la restricción de la función general como oq(ω, θ), o simplemente oq, y como τq a 

la medida que definirá. Los requerimientos que debe cumplir una medida τq respecto 

de oq son los mismos que se establecieron en la Sección 3.5.1 para el caso particular del 

modelo nulo: 

1. τq debe ser una medida σ-finita sobre Ω para una σ-álgebra F. 
 
 

19 Dada una función f : X → Y que resulta (A, B)-medible, su extensión a un espacio medible (X × Ω, A × 
F) resulta una función g :  X × Ω → Y definida como  g(x, ω) = f (x) resulta (A × F, B)-medible. Que 

g(x, ω) sea medible significa que si B ∈ B, entonces su imagen inversa C = g−1[B] ≡ {(x, ω) : f (x, ω) ∈ 

B} debe estar incluida en A × F. Dado que f es medible por definición, f −1[B] ≡ {x :   f (x) ∈ B} = A ∈ A, 
y por lo tanto x ∈ A =⇒ x ∈ C. Dado que g es una extensión de f , el valor de g no varía con ω, por 

lo que resulta que ω ∈ Ω  =⇒  ω ∈ C. En consecuencia, C  = g−1[B] estará formado por todos los 
pares {(x, ω) : x ∈ A, ω ∈ Ω}, y esto resulta el producto cartesiano A × Ω, y por definición la σ-álgebra 
producto resulta entonces que A × Ω ∈ A × F, con lo que se verifica que g es medible. 



∫ 
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2. oq(ω, θ) debe resultar una función medible en el espacio medible (Ω × Θ, F × 

FΘ). 

3. La medida τq de oq(ω, θ) debe ser no nula a excepción del caso trivial en el que 

oq(ω, θ) = 0 para todo ω y θ. 

Es importante señalar que, a fin de simplificar el tratamiento matemático y sin pérdi- 

da de generalidad, en la Sección 3.5.2.3 se estableció el siguiente supuesto. Si la función 

c(ω, θ) define una medida de probabilidad sobre (Ω × Θ, F × FΘ), la medida de pro- 

babilidad marginal sobre Ω definida por c(ω, θ) es absolutamente continua respecto 

a una cierta medida σ-finita τ sobre sobre Ω. Extenderemos este supuesto a la fun- 

ción oq(ω, θ), de manera que si oq define efectivamente una medida de probabilidad 

Pq sobre Ω × Θ, la medida de probabilidad marginal sobre Ω resulta absolutamente 

continua respecto de una medida σ-finita τq. Al igual que lo indicado para el modelo 

nulo, si un problema de optimización no respeta este supuesto será posible expresar 

o aproximar dicho problema en un conjunto contable de modelos en el que cada oq 

defina una medida marginal sobre Ω que sea absolutamente continua respecto de una 

cierta τq. En consecuencia, si se puede definir tal medida τq, la función oq definirá una 

nueva medida sobre (Ω × Θ, F × FΘ) absolutamente continua respecto de la medida 

producto τq × PΘ. 

En el caso de que Ω se trate de un espacio contable, la definición de τ es trivial, ya 

que será la medida de conteo para cualquier q. 

Siguiendo un razonamiento similar al utilizado para el modelo nulo, en caso de que 

Ω sea un espacio métrico de dimensión n, la función oq define una conjunto Ωq = 

{ω : Θ oq(ω, θ) dPΘ(θ) > 0}. La geometría de Ωq dependerá en última instancia de 

las funciones de restricción, objetivo, de normalización y de transferencia, pero dado 

un cierto modelo de optimización variará únicamente con el parámetro q. Dada una oq, 

queda definida una medida τq como 

τq(A) = Hs (A     Ωq) ,  A ∈ F , s = dimH(Ωq) , (3.70) 

donde F es la σ-álgebra completa de los conjuntos Hn-medibles de Ω. En la Sec- 

ción 3.5.2.3 se estableció para el caso particular del modelo nulo (q = qN) que la 

medida τq definida es σ-finita; esto es asimismo válido para cualquier q ∈ Q. 

Dado que la función de optimización o(ω, θ, q) resulta una función medible, por 

el teorema de Tonelli su restricción oq(ω, θ) es una función medible sobre el espacio 

(Ω × Θ, F × FΘ). De acuerdo al teorema de la convergencia monótona, una función 
medible no negativa define una nueva medida sobre un espacio de medida σ-finito. 



q 

a 

Ω 
A(ω) · 

d
 
τqN τ N (ω) + τs ( 

θ d(τq   P  ) 
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Por lo tanto, a partir de una medida producto τq × PΘ sobre dicho espacio medible, oq 

define una medida 

 
τq × PΘ

 
o  (A) ≡ 

∫

 
Ω×Θ 

IA(ω, θ) · oq(ω, θ) d
 

τq × PΘ

 
, (3.71) 

y la función oq resulta la derivada de Radon-Nikodym (o densidad) de la nueva medida 

respecto de la medida base: oq(ω, ) = 
d(τq ×PΘ)oq . De esta manera, para un cierto q 

× Θ 

el modelo de optimización queda expresado en la forma de un espacio de medida 

(Ω × Θ, F × FΘ, (τq × PΘ)oq ). 

Por último, este resultado se extiende al caso general en que el espacio muestral 

resulte un espacio producto de un número contable de espacios contables y/o espacios 

métricos no contables, tal como se vio en la Sección 3.5.1; en otros términos, es válido 

para el caso general de espacios medibles estándar (Sección 3.5.1). 

 

3.6.2.2 Espacio de medida sobre Ω × Θ × Q 

Consideremos ahora la expresión del modelo general como una medida definida 

por la función o(ω, θ, q) sobre el espacio medible producto (Ω × Θ × Q, F × FΘ × FQ). 

Dado que o(ω, θ, q) es medible en dicho espacio por definición, de acuerdo al teorema 

de Radon-Nikodym la función definirá una nueva medida sobre cualquier medida σ-

finita en dicho espacio medible. 

Hasta ahora hemos asumido que se parte de un espacio de medida con una cierta 

medida base τ sobre Ω; de esta manera, hemos evitamos lidiar con medidas con com- 

ponentes singulares no nulos gracias a un supuesto que, como se ha visto, no implica 

una pérdida de generalidad. Sin embargo, hemos visto en la sección anterior que la 

definición de τq podría variar al en función de q en caso de ser Ω un espacio métrico 

no contable (Sección 3.6.2.2). Por lo tanto, para dar un tratamiento unificado al mode- 

lo general de optimización debemos considerar de forma explícita la posibilidad de 

que al variar q existan medidas τq con un componente singular no nulo respecto a la 

medida definida por el modelo nulo τqN . 

Tal como fue definida (Ecuación 3.70), τq es σ-finita sobre (Ω, F) para todo q ∈ Q. 

De acuerdo al teorema de descomposición de Lebesgue (Lawrence y Gariepy 2015, p. 

52), τq puede descomponerse respecto de la medida correspondiente al modelo nulo 

τqN como 

τq(A) = τq(A) + τq(A) 
a s 

∫  

I 
dτq   

d  q q A 
(3.72) 

 

para todo A ∈ F. τq(A) es el componente de τq que resulta absolutamente continuo 
respecto de τqN   (es decir, τqN (A)τq(A) = 0), y   dτq    

es la derivada de Radon-Nikodym 
a dτqN 

= ) 



s 

s 

a 

92 GEnERAlIZACIÓn Y  EVAlUACIÓn dE  MODElos dE  OpTIMIZACIÓn 

 
 

de τq respecto de τqN . τq, por su parte, es el componente de τq mutuamente singular 

respecto de τqN , lo que significa que existe un conjunto E ⊆ Ω tal que τq(Ω − B) = 

τqN (B) = 0. 

La descomposición de la medida τq para cada q respecto de τqN dependerá que cómo 

varíe la geometría del conjunto Ωq en función q. En primer lugar, nótese que por como 

fueron definidas las funciones de transferencia y normalización es trivial verificar que 

para cualquier q ∈ Q resulta 

oq(ω, θ) ≤ oqN (ω, θ) = c(ω, θ) , (3.73) 

y, por lo tanto, Ωq ⊆ ΩqN  = Ωc. La dimensión de Hausdorrff del espacio de solucio- 

nes candidatas Ωc resultará entonces igual o mayor a la dimensión del conjunto de 

soluciones Ωq (Mattila 1999, p. 59): 
 

dimH Ωq ≤ dimH Ωc ≤ dimH Ω . (3.74) 

Analizaremos en primer lugar el caso de que dimH Ωq = dimH Ωc; veremos que 

si esto sucede τq resultará absolutamente continua respecto de τqN . Efectivamente, en 

este caso se veriricará 
 

A ∩ Ωc = ∅ =⇒ A ∩ Ωq = ∅ 

A ∩ Ωc /= ∅ =⇒ A ∩ Ωq = ∅ , 

y en consecuencia 

 
(3.75) 

HsN (A Ωc) ≥ HsN (A Ωq) , sN = dimH Ωc . (3.76) 

Por lo tanto, τqN (A) ≥ τq(A), y 

τqN (A) = 0  =⇒ τq(A) = 0 , (3.77) 

lo que confirma τq      τqN . 

Por el contrario, en el caso de que dimH Ωq < dimH Ωc resultará que τqN y τq serán 

mutuamente singulares. La medida de Hausdorff de una cierta dimensión es nula 

para cualquier conjunto de dimensión menor, de manera que τqN (Ωq) = 0, y dado que 

(Ω − Ωq) ∩ Ωq = ∅ resulta τq(Ω − Ωq) = 0, lo que por definición significa τqN ⊥ τq. 

Ahora bien, incluso en el caso de que la definición de τq varíe con q, la familia 

de medidas {(τq × PΘ)oq , q ∈ Q} definida en la Sección 3.6.2.2 constituirá un kernel 

de (Q, FQ) a (Ω × Θ, F × FΘ) (Pollard 2002, p. 84). Por lo tanto, a fin de mantener 

una formulación general que incluya como instancias particulares todos los casos que 

han sido considerados, es conveniente definir la medida que genera o(ω, θ, q) sobre 

Ω × Θ × Q mediante el producto de PQ con dicho kernel. 



q 

I (ω, θ) · 

d(τq×P  )Θ  oq 
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3.6.3 Definición de un espacio de probabilidad 

 
En esta sección analizamos bajo qué condiciones un modelo general de optimiza- 

ción en la forma de la función o(ω, θ, q) permite definir un espacio de probabilidad 

sobre el espacio producto Ω × Θ × Q. Analizaremos en primer lugar qué condiciones 

deben darse para que la restricción de o(ω, θ, q) a un cierto valor de q, oq(ω, θ), defina 

un espacio de probabilidad correspondiente a una hipótesis particular donde q tiene 

un cierto valor, es decir, una distribución de probabilidad condicional de (Q, FQ) a 

(Ω × Θ, F × FΘ). A continuación veremos como la familia de distribuciones de pro- 
babiliad condicional definen un espacio de probabilidad que contiene el conjunto de 

hipótesis de optimización para cada q ∈ Q. Finalmente, presentaremos una expresión 

de la medida de probabilidad del modelo de optimización como una familia de distri- 

buciones de probabilidad condicional de (Θ × Q, FΘ × FQ) a (Ω, F). 

3.6.3.1 Definición de una medida de probabilidad en base a oq 

Se vio en la formulación del modelo nulo, que corresponde al caso particular oqN , 

que la derivada de Radon-Nikodym de la medida de probabilidad debe ser constante 

respecto a una cierta medida base (Sección 3.5.3.1). El mismo planteo es válido para 

cualquier oq; el análisis que sigue a continuación representa una generalización de 

tratado anteriormente para dicho caso particular. 

Supongamos que, una vez planteado un modelo general de optimización, para un 

cierto valor q ∈ Q la función oq(ω, θ) permite definir una medida de probabilidad 

en base al espacio de medida (Ω × Θ, F × FΘ, (τq × PΘ)oq ). Para un modelo dado, si 

tal medida de probabilidad existe dependerá únicamente del valor de q, por lo que 

designaremos tal medida como Pq. La medida Pq de un A ∈ F × FΘ resultará 

Pq(A) = 
∫

Ω×Θ 
IA(ω, θ) dPq . (3.78) 

Por el teorema de Radon-Nikodym resulta 
 

 

IA(ω, θ) dPq = 
Ω×Θ 

  dPq  

Ω×Θ  
A 

d(τq × PΘ)o 
·
 

d(τq × PΘ)oq d q 

d(τq × PΘ) 
(τ

 

× PΘ) . (3.79) 

Una distribución uniforme de probabilidad sobre Ω × Θ implica que la densidad de 

Radon-Nikodym de Pq respecto de la medida (τq × PΘ)oq   debe ser constante; designa- 

remos dicha densidad como νq ≡    dPq . Por su parte, de acuerdo a lo expuesto en 

la Sección 3.6.2.2, resulta d(τ
q ×PΘ)oq

 

d(τq×PΘ) 
= oq(ω, θ). Por lo tanto, 

∫

Ω×Θ 
IA(ω, θ) dPq = 

∫

Ω×Θ 
IA(ω, θ) · νq · oq(ω, θ) d(τq × PΘ) . (3.80) 

∫ ∫ 



× 

ln 3 

∫  ∫

× ≤

  × 

∫ 
Ω 
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Dado que 1 = 
∫

Ω×Θ dPq, se define entonces la siguiente función: 

q 
  1 

. (3.81) 
ν( ) ≡ ∫ 

Ω×Θ 
oq(ω, θ) d(τq × PΘ) 

De forma similar a lo visto en el caso del modelo nulo (Sección 3.5.3.2), la constante 

de normalización ν(q) 20 estará definida si la función oq(ω, θ) resulta una   función 

(τq × PΘ)-integrable y su integral resulta no nula, lo que equivale por definición a que 

su medida sea positiva y finita: 

 

0 < (τq × PΘ)(oq) < ∞ ⇐⇒ 0 < (τq × PΘ)oq (Ω × Θ) < ∞ . (3.82) 

Para el caso particular q = qN resulta oqN (ω, θ) = c(ω, θ), y en consecuencia 
 

q 
  1  

ν( N) = ∫ 
Ω×Θ c(ω, θ) d(τqN  × PΘ) 

1 
,
 

 
(3.83) 

= 
c(ω) dτqN 

con lo que se verifica la equivalencia con la condición obtenida para la definición de 

un espacio de probabilidad a partir del modelo nulo (Ecuación 3.21). 

Veremos ahora que si que la constante es finita y no nula para el modelo nulo (0 < 

ν(qN) < ∞), entonces lo mismo sucede para todo q para el que la medida definida por 

oq coincida con esta, es decir, donde se verifique τq(A) = τqN (A) para todo A ∈ F . De 

acuerdo a la definición de la función o, para cualquier q ∈ Q resulta oq(ω, θ) ≤ c(ω, θ). 

Dada la monotonía de la integración (Athreya y Lahiri 2006, p. 49), resulta 

 
oq(ω, θ) d(τqN PΘ) c(ω, θ) d(τqN PΘ) , (3.84) 

Ω×Θ Ω×Θ 

o de forma equivalente (τqN × PΘ)(oq) ≤ (τqN × PΘ)(oqN ). En consecuencia, si la restric- 

ción c(ω, θ) es integrable, cualquier oq(ω, θ) también lo será: (τ × PΘ)(oqN ) < ∞ =⇒ 

(τ × PΘ)(oq) < ∞ . 

Ahora bien, hemos vistos que si Ω es un espacio métrico no contable puede suceder 

que τq difiera de la medida τqN   definida por el modelo nulo. En este será necesario 

pero no suficiente que 0 < τqN (Ωc) < ∞, ya que puede ser que para q ∈ Q ocurra que 

τq(Ωq) = ∞ aún cuando Ωq ⊂ Ωc 21. Por lo tanto, se deberá verificar adicionalmente 

 
20 Para un cierto valor de q, ν(q) se trata de una constante de normalización ya que permite que Pq (Ω Θ) = 

1. Si bien el valor de ν(q) varía en función de q, optamos por referirnos a ésta con el término de constante 
en este constante en este contexto para no confundir con la función de normalización n. 

21 En general, un subconjunto de un conjunto de medida finita puede tener una medida infinita si posee 
una dimensión de Hausdorff menor. Un ejemplo clásico de tal caso es la curva denominada copo de nieve 

de Koch, que posee una dimensión de Hausdorff de ln 4 ≈ 1,2619 y un perímetro resulta infinito, si bien 
está incluido en un conjunto finito de R2. 
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que se pueda definir una medida de probabilidad para aquellos q ∈ Q para lo que 

τq(A) /= τqN (A), con A ∈ F. 

3.6.3.2 Definición de un espacio de probabilidad sobre Ω × Θ × Q 

El paso restante es la definición de un espacio de probabilidad en base a la función 

o(ω, θ, q) que incluya todos los casos particulares de modelos de optimización sobre el 

espacio de parámetros Q de la función de transferencia. Es posible definir tal espacio 

de probabilidad como el producto de la medida de probabilidad PQ sobre Q con la 

familia de distribuciones de probabilidad condicional {Pq : , q ∈ Q} definida en el 

apartado anterior. 

Definimos la medida de probabilidad P sobre el espacio producto Ω × Θ × Q para 

un A ∈ F × FΘ × FQ como: 

P(A) = 
∫

Q
 

∫

Ω×Θ 
IA(ω, θ, q) · νq · oq(ω, θ) d(τq × PΘ) dPQ(q) . (3.85) 

 

Verificaremos que P(Ω × Θ × Q) = 1. Por definición, para todo q ∈ Q resulta 

∫

Ω×Θ 
νq · oq(ω, θ, q) d(τq × PΘ) = 1 , (3.86) 

de manera que 

P(Ω × Θ × Q) = 
∫

Q
 

∫

Ω×Θ 

 
νq · oq(ω, θ) d(τq × PΘ) dPQ(q) 

 

 
 (3.87) 

= 
∫

Q 
dPQ(q) . 

Dado que la definición de la función de normalización v(q) depende de que se verifi- 

que 0 < τqN c(ω) < ∞, esta es condición necesaria y suficiente para la definición del 

espacio de probabilidad sobre Ω × Θ × Q. 

3.6.3.3 Kernel de probabilidad de (Θ × Q, FΘ × FQ) a (Ω, F) 

Para evaluar el soporte empírico de hipótesis en el espacio Θ × Q es necesario poder 

formular una familia de distribuciones de probabilidad condicional {Pθ,q :    (θ, q) ∈ 

Θ × Q}, lo que constituirá un kernel de probabilidad de (Θ × Q, FΘ × FQ) a (Ω, F). 

De igual manera que lo tratado en la Sección 3.5.3.5 para el modelo nulo, para un 

A ∈ F resultará 

Pθ,q(A) = 
∫

Ω 
IA(ω) · νθ,q · oθ,q(ω) dτ , (3.88) 

q 



96 GEnERAlIZACIÓn Y  EVAlUACIÓn dE  MODElos dE  OpTIMIZACIÓn 

 
 

con ν(θ, q) ≡ νθ,q dado por 

, q) =
 1 

. (3.89) 
ν(θ ∫

Ω o
  
θ,q (ω) dτq(ω) 

La existencia del kernel de probabilidad depende por lo tanto de que se cumpla la con- 

dición 0 < ν(θ, q) < ∞ para todo (θ, q) ∈ Θ × Q. Como se discutió en la Sección 3.5.3.6, 

si la medida P sobre Ω × Θ × Q está definida, la existencia de un kernel de probabili- 

dad sobre Ω está asegurada si (Ω, F) es un espacio medible estándar (Çınlar 2011, p. 

152-156). 

 
3.6.3.4 Kernel de probabilidad de (Θ, FΘ) a (Ω × Q, F × FQ) 

Finalmente, resta formular una familia de distribuciones de probabilidad condicio- 

nal {Pθ : θ ∈ Θ} que constituyan un kernel de probabilidad de (Θ, FΘ) a (Ω × Q, F × 

FQ). Para un A ∈ F × FQ resultará 

Pθ (A) = 
∫

 
 
Ω×Q 

IA(ω, q) · νθ · oθ (ω, q) d(τq × PQ) , (3.90) 

 

con ν(θ) ≡ νθ dado por 
  1 

. (3.91) 
ν(θ) = ∫ 

Ω×Q oθ (ω, q) d(τq × PQ) 

Como ya ha sido mencionado, si la medida P sobre Ω × Θ × Q está definida, la exis- 

tencia de un kernel de probabilidad sobre Ω × Q está asegurada si (Ω × Q, F × Q) es 

un espacio medible estándar, lo que se cumple si tanto (Ω, F) como (Q, FQ) lo son 
(Çınlar 2011, p. 152-156). 

 

3.7 InfEREncIA  EsTADísTICA  

 
Una vez expresado un modelo general de optimización en la forma de un espacio 

de probabilidad, se hace posible evaluar de forma objetiva el soporte empírico de una 

hipótesis mediante una inferencia estadística. Jaynes (2003) define la inferencia estadís- 

tica como una forma de razonamiento inductivo que, a diferencia del razonamiento 

deductivo, resulta óptima cuando se cuenta con información incompleta. Tradicional- 

mente, la disciplina de la inferencia estadística ha sido considerada como independien- 

te de la teoría de la probabilidad, si bien se nutre de ésta. Esta visión se opone a la 

promovida por Jaynes (2003) y, en general, por quienes abogan por una interpretación 

bayesiana objetiva de la probabilidad como una extensión de la lógica: de acuerdo a 

esta escuela de pensamiento, la distinción entre estas disciplinas es artificial. 
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En esta sección se abordará cómo realizar una inferencia estadística a partir de un 

modelo general de optimización. En primer lugar, trataremos la formulación de hipó- 

tesis y la consiguiente derivación de predicciones que puedan ser comparadas con las 

observaciones disponibles sobre el sistema bajo estudio. A continuación, introducire- 

mos una transformación cuantil en la función de transferencia que facilita el planteo e 

interpretación de hipótesis. Luego abordaremos la definición y cómputo de la función 

de verosimilitud, y cómo el uso de la transformación cuantil permite sortear limita- 

ciones inherentes al de la verosimilitud como base de una inferencia estadística. Por 

último, discutiremos la aplicación de los métodos más comunes de inferencia basa- 

das en una visión frecuentista o bayesiana de la probabilidad, que varían tanto en sus 

fundamentos como en su grado de complejidad. 

 
3.7.1 Hipótesis de optimización y predicciones 

 
3.7.1.1 Formulación de hipótesis 

Hemos visto cómo, mediante la variación del parámetro q, la función de optimi- 

zación o(ω, θ, q) permite generalizar un problema de optimización y representar un 

abanico de hipótesis entre el modelo nulo y la optimización estricta. Tal como fue de- 

finido, el espacio de parámetro Q asociado a la función de transferencia representa el 

espacio de las hipótesis de optimización consideradas. 

Hasta ahora hemos definido de forma arbitraria la medida de probabilidad sobre 

Q, pero es justamente al especificar una cierta distribución de probabilidad PQ que se 

realiza el planteo de una hipótesis particular sobre el modelo de optimización. En el 

caso de una función de transferencia escalonada, por ejemplo, q = 1 corresponde a 

la hipótesis de optimización estricta, q = 0 representa el modelo nulo, y el intervalo 

(0, 1) representa el conjunto de hipótesis de optimización en las que se ha relajado 

el supuesto de optimización estricta el supuesto y/ el de monotonía estricta. Tales 

hipótesis de tipo puntual se pueden plantear definiendo una medida PQ concentrada 

en q = 0 y q = 1 respectivamente. 

De forma general, la hipótesis nula de un modelo de optimización se asociará a una 

medida de probabilidad sobre Q concentrada en qN, que denominaremos PQN a fin de 

distinguirla de la distribución de probabilidad condicional PqN . En términos formales, 

PQN resulta una medida de Dirac concentrada en qN: para todo A ∈ FQ: 

P (A) ≡ 

( 
1 si qN ∈ A ,  

(3.92) 
QN 

0 si qN ∈/  A . 
 

Una hipótesis de optimización, por su parte, se representará mediante una cierta me- 

dida de probabilidad sobre Q, que denominaremos PQO .  Al contrario que la medida 
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correspondiente al modelo nulo, PQO estará concentrada en Q − qN, lo que significa 

que deberá ser mutuamente singular con respecto a la medida de probabilidad defini- 

da por el modelo nulo: PQO (qN) = PQN (Q − qN) = 0. 

3.7.1.2 Interpretación de hipótesis y función de normalización 

El planteo de una hipótesis de optimización particular dependerá, lógicamente, de la 

relación que guarde el valor de q con la función de transferencia utilizada en el modelo 

de optimización. Dado un conjunto de restricciones y una función objetivo, las predic- 

ciones de modelos con una distinta función de normalización y/o de transferencia 

coincidirán en los casos extremos del modelo nulo y de la optimización estricta, dada 

la forma en que fueron definidas (Sección 3.6.1.2 y Sección 3.6.1.3). Esto no sucederá 

para los casos intermedios que corresponden a una relajación de los supuestos de opti- 

mización estricta y/o monotonía estricta. Veremos que en tales casos la interpretación 

dependerá fundamentalmente del tipo de función de normalización que se utilice. 

Supondremos a partir de este punto que, más allá de la forma funcional específica 

que se utilice, la función de transferencia posee un parámetro de posición en el rango 

[0, 1], tal como es el caso de la función escalonada que se ha utilizado hasta ahora 

como ejemplo. Cuando se utiliza una función de normalización por valores ínfimo 

y supremo, la interpretación de una hipótesis parece sencilla a primera vista. Una 

hipótesis que plantea q = 0,95, por ejemplo, afirma que un estado ω ∈ Ωc pertenece 

al conjunto de soluciones óptimas si la función objetivo fθ (ω) tiene un valor igual o 

mayor al 95 % de su valor supremo evaluado en  Ωc. En consecuencia, si se observa 

que efectivamente tal valor de q posee sustento empírico puede parecer, en principio, 

que esto sería una evidencia unívoca en favor de la existencia de optimización. Ahora 

bien, ¿qué pasaría si la distribución de la función objetivo de acuerdo al modelo nulo 

se concentrase en torno de valores cercanos a un 95 % del valor supremo? No podría 

diferenciarse entonces entre tal hipótesis de optimización y la hipótesis nula, ya que a 

partir de ambas se derivarían predicciones similares. En un caso como este, por lo tanto, 

la interpretación de una hipótesis de optimización variará si se conoce la distribución 

de probabilidad de fθ (ω) que se espera de acuerdo al modelo nulo. 

Las dificultades descriptas al interpretar hipótesis y predicciones pueden evitarse si 

se utiliza una función de normalización cuantil basada en el modelo nulo. En este caso 

no se necesita de información extra para interpretar una hipótesis: un parámetro de 

posición q = 0,95 significa que un estado ω ∈ Ωc es un óptimo si la función objetivo 

fθ (ω) pertenece al percentil 95 de la distribución esperada de acuerdo al modelo nulo. 

 
3.7.1.3 Predicciones y observaciones 

Así como las hipótesis de optimización se plantean respecto de una probabilidad 

sobre el espacio de parámetros Q, las predicciones que se deriven de éstas depende- 
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rán de cuales sean los datos disponibles realizar su evaluación empírica. Los datos 

que pueden ser obtenidos de un sistema biológico que se hipotetiza bajo optimización 

representan información sobre el estado de una cierta propiedad del sistema. Eventual- 

mente, la información disponible puede ser suficiente para especificar unívocamente 

que el sistema se encuentra en un cierto estado ω ∈ Ω, pero típicamente esto no será 

posible. 

En términos de la teoría de la probabilidad, los datos representan un conjunto de 

observaciones sobre el estado de una variable aleatoria definida sobre un espacio mues- 

tral. Dado el espacio medible (Ω × Θ, F × FΘ) y un espacio medible (E, E), una varia- 

ble aleatoria X se define como cualquier función (F × FΘ, E)-medible X : Ω × Θ → E. 

El conjunto E se denomina espacio de observación, y los datos de los que se dispone 

permiten establecer el estado de una variable aleatoria X(ω) = x, con x ∈ E. Habitual- 

mente las variables aleatorias sean reales, con E = R, pero de forma general E será un 

conjunto cuya naturaleza dependerá de los datos disponibles. 

Dado que una variable aleatoria X es una función medible sobre (Ω × Θ, F × FΘ), 

su extensión a un dominio (Ω × Θ × Q, definida como X(ω, θ, q) ≡ X(ω, θ) es una 

función medible sobre (Ω × Θ × Q, F × FΘ × FQ). Por lo tanto, definido un modelo 

de optimización general en la forma de una medida de probabilidad P, se induce una 

medida de probabilidad PX sobre X: 

 

PX(A) ≡ P(X−1(A)) , A ∈ E . (3.93) 

Dado que la medida P depende de PQ, cada hipótesis determinará una cierta distribu- 

ción de probabilidad PX de cualquier variable aleatoria X que se defina: 

P
 
X−1(A)

  
= 

∫

 

∫

Ω×Θ 
IX−1 (A)(ω, θ, q) · νq · oq(ω, θ, q) d(τq × PΘ) dPQ(q) . (3.94) 

En el caso de una hipótesis que plantee un valor puntual de q ∈ Q para una hipótesis 

de optimización, la medida PX se obtendrá a partir de la distribución de probabilidad 

condicional para Q = q de acuerdo a la Ecuación 3.80: 

P
  

X−1(A)
  

= 
∫

 
 
Ω×Θ 

IX−1 (A)(ω, θ) · νq · oq(ω, θ, q) d(τq × PΘ) . (3.95) 

Denominaremos como x ∈ E a una única observación del estado de la variable X. 

Dado que el espacio de observación E es un conjunto abstracto, una variable X sobre 

(E, E) podrá utilizarse para designar a cualquier elemento aleatorio. Una observación 

x ∈ E podría resulta un único valor real, pero también un vector o una matriz, o 

cualquier otro elemento. 

Ya que x designa una observación de X, designaremos x a un conjunto de n observa- 

ciones de dicha variable: x = {x1, · · · , xn}, xi ∈ E, o de forma equivalente x ∈ n E. 

Q 



i=1 
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≡ 
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Dado que la distribución de una única observación sobre X resulta PX, la distribución 

de n observaciones independientes de una misma variable X resultará un vector aleato- 

rio que designaremos como X. El vector aleatorio así definido no será otra cosa que 

una variable aleatoria X : n n 
i=1 E, y su distribución de probabilidad estará 

dada por la medida PX n PX. 

Puede darse el caso de que se disponga de observaciones de variable aleatorias 

que no se distribuyan de manera independiente. Sean X1 y X2 variables aleatorias 

sobre  (Ω × Θ, F × FΘ) a  espacios  (E1, E1) y  (E2, E2).  Las  distribuciones  PX1    y  PX2 

no serán en general independientes, por lo que salvo en casos particulares resultará 

PX1,X2 (A) /= PX1 (A1) · PX2 (A2), con A = A1 × A2, A1 ∈ E1 y A2 ∈ E2. La distribu- 

ción de observaciones (x1, x2) ∈ X1×2 tendrá una distribución conjunta definida por 

la variable aleatoria X(ω, θ) ≡   X1(ω, θ), X2(ω, θ) , una función de (Ω × Θ, F × FΘ) 

a (E1 × E2, E1 × E2). Esta expresión se puede generalizar a un número contable de 
variables aleatorias y de observaciones sobre estas. 

Finalizamos esta sección con la definición de densidad de probabilidad, un concepto 

fundamental en la inferencia estadística debido a que es la base de la definición de la 

función de verosimilitud. Dada una observación x de una variable aleatoria X definida 

sobre Ω × Θ × Q, con una distribución PX, se define la densidad de probabilidad p(x) 

como la derivada de Radon-Nikodym de PX respecto de una medida base µ sobre 

(E, E): 

p(x) 
dPX (x) 

. (3.96) 
dµ(x) 

La densidad p(x) depende de la medida de probabilidad P sobre Ω × Θ × Q, que 

será la que determine la distribución PX de la variable aleatoria. A pesar de que en la 

literatura se suela mencionar a p(x) sin hacer referencia explícita a la medida base µ 

que domina a PX (e.g. Casella y Berger 2002; Cox 2006), la definición de p(x) descansa 

en la existencia de µ, por lo que creemos que sería más acertado hablar de densidad 

de probabilidad respecto de µ. Veremos en la siguiente sección que este hecho puede 

ser de suma importancia a la hora de comparar el soporte empírico de hipótesis de 

optimización. 

 
3.7.2 Función de verosimilitud 

 
En el marco del modelo general de optimización planteado, realizar una inferencia 

sobre hipótesis de optimización equivale a inferir la distribución del parámetro q a 

partir de los datos observacionales de los que se dispone sobre el sistema bajo estudio. 

Más allá del tipo de análisis estadístico que se utilice, la capacidad de realizar una 

inferencia dependerá en general de una estimación de la distribución de variables alea- 

Ω → 
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dµ(x) 

3.7  InfEREncIA EsTADísTICA 101 

 
 

torias sobre el espacio de probabilidad a fin de computar la función de verosimilitud 
22. 

 
3.7.2.1 Definición de verosimilitud 

Dado el modelo general de optimización planteado, la familia de medidas de pro- 

babilidad condicional {Pq : q ∈ Q} sobre Ω × Θ definen una familia de medidas de 

probabilidad condicional sobre Ω × Θ. Dado que con cada valor q variará la medida 

Pq sobre Ω × Θ, como consecuencia variará a su vez la distribución de X, lo que define 

una distribución condicional de X respecto de q: {PXq : q ∈ Q}. Vimos en la sección 

anterior que dada una observación x sobre una variable aleatoria definida por una 

función F × FΘ, E-medible X : Ω × Θ → E queda definida la densidad de probabili- 

dad p(x) (Ecuación 3.110). En consecuencia, queda también así definida la densidad 

de probabilidad condicional de x dado Q = q como: 

p (x) ≡ 
dPXq (x) 

. (3.97) 
 

Se suelen utilizar varias notaciones diferentes para designar a la función de densidad 

condicional: p(x, q), p(x | q), y p(x | Q = q). 

La función de verosimilitud de un parámetro q dada una observación x se define 

como 23: 

 

L(x | q) ≡ pq(x) . (3.98) 

La distinción entre L(x | q) y p(x, q) se debe a que la función de verosimilitud varía 

en función de q y la observación x es una constante, mientras que en la función de 

densidad pq(x) la variable es x mientras que q es fijo. 

La relevancia de la función de verosimilitud deriva del llamado Principio de la Ve- 

rosimilitud, que sostiene que toda la información que puede obtenerse sobre un pará- 

metro q a partir de un experimento que resulte en una observación x está contenida 

en la función de verosimilitud L(x | q) (Berger y Wolpert 1988). Esto significa que, al 

realizar una inferencia sobre q, conocer el valor de la observación  X = x no aporta 

información alguna si ya se conoce el valor de L(x | q) 24. Una inferencia basada en la 

 
22 Salvo para el caso de una prueba de significación, que como se verá depende únicamente del modelo 

nulo y no requiere necesariamente el cómputo de la función de verosimilitud. 

23 Salvo que Θ forme parte del espacio de observación E y θ sea por lo tanto observado, q no es el único 

parámetro del modelo de optimización y, en consecuencia, la función (x q) definida es estrictamente 
una función de verosimilitud marginal, ya que se obtiene mediante la marginalización de la distribución 

de probabilidad PΘ sobre Θ. 
24 En su formulación tradicional, el Principio de la Verosimilitud se aplica estrictamente si el parámetro q es 

el único que afecta la distribución de la variable aleatoria X. Sin embargo, si la distribución de probabili- 

dad de otros parámetros es conocida, como en el caso de θ ya que PΘ se asume conocida, entonces dicho 
principio se aplica efectivamente a la función de verosimilitud marginal. Berger y Wolpert (1988, sección 
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función de verosimilitud consiste en la comparación del valor de dicha función para 

diferentes valores del parámetro q en cuestión: mientras mayor sea la verosimilitud de 

un modelo para un cierto valor q se considera que hay una mayor evidencia en favor de 

dicho modelo, ya que la probabilidad de observar datos similares al observado resulta 

mayor. 

 
3.7.2.2 Limitantes de la inferencia mediante verosimilitud y normalización cuantil 

Como consecuencia de su definición, el uso de la función verosimilitud impone 

un requisito para realizar una inferencia respecto de q: las medidas de probabilidad 

condicional PXq sobre (E, E) deben ser absolutamente continuas respecto de una cier- 

ta medida base µ que resulte σ-finita sobre (E, E); en otras palabras, su componente 

singular respecto de µ debe ser nulo. Para que esto suceda, es condición necesaria y 

suficiente que las medida de probabilidad Pq sobre Ω × Θ sean absolutamente conti- 

nuas con respecto a una medida base sobre Ω × Θ (Albeverio y Torbin 2004, Teorema 

3). 

Este hecho cobra relevancia en los casos en que Ω se trata de un espacio métrico no 

contable. Como se ha visto en la Sección 3.6.2.2, puede suceder entonces que la medida 

τq sobre Ω no posea una misma medida base para todo q ∈ Q como consecuencia 

de una reducción en la dimensión de Hausdorff del espacio de soluciones óptimas 

definido ciertos valores de q. Si esto sucede solo sería posible realizar una inferencia 

sobre un subconjunto de valores de q que tengan una misma medida base, es decir, una 

medida de Hausdorff con una misma dimensión. Dado que resulta dimH Ωq ≤ Ωc, 

puede existir un valor crítico qD ∈ (0, 1] tal que si q > qD el espacio de soluciones 

candidatas definido tenga una dimensión de Hausdorff menor que la del modelo nulo: 

qD ≡ sup{q : dimH Ωq = Ωc} 25. 

Supongamos que un modelo de optimización describe adecuadamente un sistema 

bajo estudio con una normalización diferente de la cuantil; utilizaremos qˆ para referir- 

nos al parámetro de posición de este modelo, mientras que usaremos q para un modelo 

idéntico salvo por la aplicación de una normalización cuantil. Si existe efectivamente 

un valor crítico qˆD tal que qˆ > qˆD ⇐⇒ dimH Ωqˆ < Ωc, puede suceder que la verdade- 

ra distribución de probabilidad verificase PQ(qˆ > qˆD) > 0 26, es decir, que exista una 

probabilidad no nula de que qˆ > qˆD. 
 
 
 

3.5) discuten en profundidad la relación entre definiciones alternativas de la función de verosimilitud y 
la aplicación del Principio de Verosimilitud. 

25 Es importante recordar que, a fin de simplificar el razonamiento, que la función de transferencia posee 

un parámetro de posición en el rango [0, 1]. De cualquier forma, el desarrollo es válido para cualquier 
función de transferencia que cumpla con los requerimientos establecidos en la Sección 3.6.1.3. 

26 La interpretación de una distribución de probabilidad PQ sobre Q es directa en términos de estadística 
bayesiana, mientras que en términos frecuentistas correspondería al caso particular en donde PQ es una 
medida de Dirac concentrada en un cierto valor q̂ > q̂D . 
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Veremos a continuación que la aplicación de una normalización cuantil permite reali- 

zar una correcta inferencia sobre el parámetro qˆ a través de la función de verosimilitud 

si el modelo de optimización cumple con una condición que analizaremos luego, con 

la única limitante de que se podrá estimar la evidencia en favor del conjunto de valores 

q̂ > q̂D como un solo bloque. Llamaremos a Ωq̂D   al conjunto singular de soluciones óp- 

timas definido por qD. Sea Pf
θ ,qN la distribución de probabilidad de la función objetivo 

para un θ de acuerdo al modelo nulo, resultará 

Pf
θ ,qN     fθ (ω) > qˆD sup 

ω∈Ωc 

fθ (ω)
 

= 0 , (3.99) 

y por lo tanto 

 
Ff

θ ,qN  qˆD sup 
ω∈Ωc 

 
fθ (ω)

 
= 1 . (3.100) 

 

Esto significa que la medida de PQ sobre (qˆD, 1] se concentrará en q = 1 si se aplica en 

cambio una función de normalización cuantil. Aún si el sistema está sujeto en verdad 

a una optimización con un valor qD  o mayor y se encuentra en un estado ωobs  ∈ Ωq̂D , 

con una normalización cuantil resultará ωobs ∈ Ωq=1 y la función de verosimilitud será 

nula, ya que P(Ωqˆ) = 0. 

Ahora bien, si para un ωobs ∈ Ωq̂D   se cumple que 

l´ım (q   ωobs) = ∞ , (3.101) 
q→1 

si bien en q = 1 existirá una singularidad, se podrá realizar una aproximación para 

valores de q arbitrariamente cercanos a 1 y con una densidad absolutamente continua 

respecto de una misma medida base. Analizaremos cuándo se cumplirá esta condición. 

Dada una colección de conjuntos A ∈ A con A ⊂ Ω que constituya una cobertura de 

Vitali  de  Ωq̂D ,  es  decir  que  para  cada  ω  ∈ Ωq̂D   y  e > 0  existe  un  A tal  que  ω  ∈ A y 

A < e 27 (Edgar 2013, p. 10). La secuencia {Ωqi } con q1 < q2 < · · · < qn < 1, n ∈ N 

constituya una cobertura de Ωq̂D , dado que por definición Ωq̂D   ⊂ Ωqi .La condición que 

se debe cumplir es que para todo Ωqi   y todo ω ∈ Ωq̂D   y todo  A ∈ A con ω ∈ A resulta 
 
 

PqN (Ωq ∩ A) > 0 , (3.102) 
 

donde PqN
 es la medida de probabilidad marginal sobre Ω de acuerdo al modelo 

nulo, absolutamente contínua respecto de una medida base τqN sobre Ω. El espacio 

singular  de  soluciones  óptimas  Ωq̂D    constituye  por  definición  un  conjunto  τqN -nulo, 

pero si se cumple la condición anterior significa que para cualquier ω ∈ Ωq̂D   será parte 
 

27 El diámetro de un conjunto se define como  A ≡ sup{ρ(x, y) : x, y ∈ A}. 

i 
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de un subconjunto de Ωqi que tendrá una medida τqN no nula. En consecuencia, la 

densidad  de  probabilidad  sobre  ω  ∈ Ωq̂D   será  no  nula;  resta  probar  que  la  densidad 

de probabildad se incrementa cuando qi → 1. 

De acuerdo a lo visto en la Sección 3.6.3.1, ante un mismo valor de la función 

o (ω)    o (ω, θ) dP (θ) la densidad de probabilidad ν(q) sobre ω    será inver- 

samente proporcional a   Ω oq(ω) dτ(ω). Mientras mayor sea el valor de q mayor será 

el valor de ν(q) y por lo tanto mayor será la densidad sobre un ω ∈ ΩqD 
28. Por lo tanto, 

la verosimilitud de qi para un ωobs ∈ Ωq̂D   aumentará cuando qi → 1. El que un modelo 

de optimización cumpla con la condición descripta depende de las propiedades de las 

curvas de nivel de la función o(ω, θ, q), lo que a su vez dependerá de las funciones de 

restricción y objetivo. 

 
3.7.3 Cuantil de la función objetivo como variable aleatoria 

 
En función de la relevancia de la normalización cuantil, una variable aleatoria que 

resultará de suma importancia será el cuantil de la función objetivo al que pertenece 

un sistema bajo estudio de acuerdo a la distribución nula. 

En primer lugar definiremos una función medible X que, al aplicarse al espacio de 

probabilidad correspondiente a un modelo general de optimización, una observación x 

sobre X corresponda al cuantil de la distribución nula que se esperaría tenga la función 

objetivo para un cierto q ∈ Q. Tal como se vio al presentar la normalización cuantil 

en la Sección 3.6.1.2, dado un modelo nulo queda definida la distribución condicional 

Pf
θ,qN    

de la función objetivo dado Θ = θ, lo que define a su vez una distribución 

acumulada condicional Ff
θ,qN 

. Definimos una función medible h : R × Θ → [0, 1] como 

h(y, θ) = Ff
θ,qN 

(y) , y ∈ R , θ ∈ Θ . (3.104) 

La composición de la función h(y, θ) sobre f (ω, θ) define una función medible 
 

X( f (ω, θ), θ) ≡ Ff
θ,qN  

    

f (ω, θ)
 

. (3.105) 

Dado un cierto sistema bajo estudio, la función X así definida será observable si y solo 

si se dan las siguientes condiciones: 

 

 
28 Dada la definición de la función o y de la función de transferencia t, para un parámetro de posición 

q1 < q2 resulta oq1 (ω) ≥ oq2 (ω), y dada la monotonía de la integración resultará 

∫

Ω 
oq1 (ω) dτ(ω) > 

∫

Ω 
oq2 (ω) dτ(ω) , (3.103) 

y en consecuencia v(q1) < v(q2). La densidad de probabilidad pq (ω) definida por una oq es igual a 
oq (ω) · v(q). Por lo tanto, si para un valor observado ωobs dado resulta oq1 (ωobs ) = oq2 (ωobs ), entonces 
resultará L(ωobs | q2) > L(ωobs | q1). 



θ 

θ,q 

θ 
   

f

 

   
f

 

    

        
= PX

 
FX

−1(a) < X ≤ FX
−1(b)
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1. El valor del parámetro θ al que corresponde una cierta observación debe ser 

conocido, es decir, Θ debe ser parte del espacio de observación experimental. 

2. El valor de la función objetivo debe ser observable, ya sea mediante una cuan- 

tificación directa de la función objetivo, en cuyo caso   X definirá una función 

R × Θ → [0, 1]; o mediante una determinación indirecta a partir de la observa- 

ción directa de ω, en cuyo X definirá una función Ω × Θ → [0, 1]. 

Cabe destacar que la primera condición está asegurada en el caso de un modelo de 

optimización determinista, donde existirá un único θ. 

Dado que la variable X está definida en el espacio medible Borel estándar ([0, 1], B([0, 1])), 

está asegurada la existencia de una distribución de probabilidad condicional respecto 

a cualquier elemento de F × FΘ × FQ. Una función hθ : R → [0, 1] aplicada a una 

variable aleatoria fθ : Ω → R define una variable aleatoria Xθ : Ω → [0, 1]. La distri- 

bución de probabilidad condicional Pθ,q sobre Ω (Sección 3.6.3.3) define la distribución 

condicional de la función objetivo: 

 
Pfθ,q (A) ≡ Pθ,q

  
f −1(A)

 
, A ∈ B(R) . (3.106) 

 

Al aplicar sobre esta distribución la función hθ (y) se puede obtener PX
θ,q como (Çınlar 

2011, p. 52) 

 
PXθ,q (A) ≡ Pθ,q

  
X−1(A)

 
 

= Pf 
 

θ,q 

 
h−1(A)

 
 (3.107) 

= Pf 
 

θ,q 
F−1 

θ,qN 
(A)

 
, 

 

donde A ∈ B([0, 1]). 

La distribución de probabilidad de X de acuerdo al modelo nulo resulta: 

PXθ,qN 

 

(A) = Pf 

 
 

θ,qN 

 

F−1 
θ,qN 

(A)
 

. (3.108) 
 

Por definición de la función cuantil, para un intervalo (a, b] con a < b y a, b ∈ [0, 1] 

resulta 

PX(FX
−1((a, b])) = PX  FX

−1(a), FX
−1(b) 

 

= FX  FX
−1(b)  − FX  FX

−1(a) 

= b − a . 

(3.109) 

 

La medida PX
θ,qN    

tiene por lo tanto una distribución uniforme en el intervalo [0, 1], y 

dado que la medida es igual para todo θ, PXqN 
posee la misma distribución. Para una 

distribución uniforme en [a, b], la derivada de Radon - Nikodym respecto de la medida 
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de Lebesgue resulta constante e igual a 1 
 

b−a 
. Por lo tanto, para una observación x la 

función de densidad de probabilidad condicional a Q = qN resulta 
 

pqN (x) = 
dPXqN 

(x) 

dµ(x) 

= 1 . 

 

(3.110) 

 

Por lo tanto, la verosimilitud de qN en función de una observación x resulta constante 

 

L(qN | x) = 1 . (3.111) 

Esto significa que de acuerdo al modelo nulo esperamos que la distribución de proba- 

bilidad del cuantil de una función objetivo observada es uniforme en [0, 1]. 

Para el caso general de una hipótesis Q = q resulta 

PXθ,q (A) = Pf 

 

 
θ,q 

F−1 
θ,qN 

(A)
 

. (3.112) 
 

Supongamos que la función de transferencia se trata de una función escalonada. Re- 

emplazando A = (q, 1] resulta 

PXθ,q ((q, 1]) = Pf 

= Pf 

= Pf 

 

 
θ,q 

 

θ,q 

 

θ,q 

F−1 
θ,qN 

F−1 
θ,qN 

F−1 
θ,qN 

((q, 1])
 
 

θ,qN 

(q), ∞
 
 

(1)
 
 

 

 

 
(3.113) 

= Ff 
 

θ,q 

 
∞) − Ff 

 

θ,q 
F−1 

θ,qN (q)
 
 

= 1 − Ff 
 

θ,q 
F−1 

θ,qN 
(q)

 
. 

 

Ahora bien, nótese que por definición F−1 
θ,qN 

(q) es el valor de fθ (ω) al que le corres- 
ponde el percentil q, pero de acuerdo a la función de transferencia escalonada para 

todo 0 < qi < q resultará t(F−1 
θ,qN 

(qi), q) = 0, y por lo tanto Ff 
 

θ,q 
F−1 

θ,qN (q)
  

= 0. En 

consecuencia, para todo θ ∈ Θ resulta PX
θ,q ((q, 1]) = 1, lo que significa que la medida 

de probabilidad está concentrada en (q, 1] y es uniforme en dicho intervalo, mientras 

que el intevalo (0, q] resulta un conjunto PX
θ,q -nulo. La derivada de Radon - Nikodym 

determina, de hecho, una densidad uniforme en el intervalo (q, 1]: 

 

pq(x) 

 

 

   1  
= 

1 − q 
si x ≥ q , 

= 0 si x < q . 

 
 

(3.114) 



 
   1     

si q ≤ x , 
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Por lo tanto, la verosimilitud de q en función de una observación x resulta 

L(q | x) = 
1 − q 

 0 si q > x . 

(3.115) 

Nótese que se verifica que si q = qN = 0 resulta L(q | x) = 1 para todo x ∈ E Para 

la función de transferencia escalonada, tanto para la hipótesis nula y la familia de 

hipótesis alternativas la variable aleatoria X posee una distribución uniforme en un 

intervalo [qm, 1] que difiere únicamente en el límite inferior qm: para la nula resulta 

qm = qN = 0, mientras que para una alternativa qm /= qN > 0. 

 
3.7.4 Métodos de inferencia estadística 

 
En esta sección trataremos brevemente los métodos estadísticos que pueden ser utili- 

zados para realizar una inferencia sobre las hipótesis de optimización. Comenzaremos 

por tratar el clásico contraste de una hipótesis nula mediante una prueba de significa- 

ción, análisis basado únicamente en el modelo nulo. A diferencia de este, los métodos 

más generales se basan la comparación entre el modelo nulo y diferentes hipótesis al- 

ternativas a través de la función de verosimilitud mediante, e incluyen a la prueba de 

cociente de verosimilitud, el enfoque de selección de modelos basado en la teoría de la 

información, y métodos estadísticos bayesianos. 

 
3.7.4.1 Prueba de significación de la hipótesis nula. 

El método de inferencia más simple que puede aplicarse a la evaluación de una 

hipótesis de optimización se trata de una prueba frecuentista de significación de hipó- 

tesis nula. La hipótesis nula supone la ausencia de un mecanismo de interés, que en 

caso de estudio es un fenómeno de optimización que se da para q = qN. La hipótesis 

alternativa debe ser mutuamente excluyente con la hipótesis nula, y en el caos de la 

optimización q /= qN; si se trabaja con la función de transferencia escalonada sería 

q > qN. 

Una prueba de significación se basa en la comparación del valor que toma una 

propiedad observada del sistema con la distribución de probabilidad que se espera 

de esta de acuerdo a una hipótesis nula. En primer lugar se debe especificar en base 

a las observaciones disponibles x un vector aleatorio X, que tendrá una distribución 

de probabilidad PX. A continuación se define un estadístico de prueba T como una 

función del vector aleatorio X de forma que el valor observado del estadístico resulta 

t = T(x). Al ser una función sobre X el estadístico T resulta a su vez una variable 



i=1 

≡ ∈ B 
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aleatoria sobre Ω con una distribución PT 29. El estadístico T se debe definir de tal 

manera que valores extremos de t sean improbables si la hipótesis nula es verdadera. 

Si el modelo nulo de optimización es verdadero, la probabilidad de observar al sis- 

tema bajo estudio en un estado ω dependerá únicamente de la función de restricción, 

y no de la función objetivo como sucedería si la optimización se da efectivamente. Una 

variable aleatoria X que reúne tales características es el cuantil de la función objetivo de 

acuerdo a la distribución nula, definida en la Ecuación 3.105 presentada Sección 3.7.3, 

que como se vio tendrá una distribución uniforme en [0, 1] de acuerdo a la hipótesis nu- 
la. Definida la variable aleatoria, resta definir el estadístico de prueba, que idealmente 

debería tener la propiedad de suficiencia respecto al modelo nulo y el parámetro q, que 

significa que ningún otro estadístico que pueda ser calculado sobre la misma muestra 

proporciona una información adicional sobre el valor de dicho parámetro (Fisher 1922). 

Si se considera una función de transferencia escalonada, la distribución de X será uni- 

forme en [qm, 1] con 0 < qm ≤ 1, por lo que diferirá de la hipótesis nula únicamente en 

el parámetro de posición inferior. El estadístico 

 

T(X) = m´ın X (3.116) 

 
resulta un estadístico suficiente para el parámetro de posición inferior de una dis- 

tribución uniforme dado un conjunto de observaciones independientes x (Lehmann 

y Romano 2006, p. 20) 

Para finalizar la construcción de la prueba de significación es necesario establecer 

la denominada región de rechazo, el intervalo o intervalos de valores extremos que se 

esperaría tome la variable T en caso de que la hipótesis nula sea falsa. El estadístico 

T(X) es una variable aleatoria, y por lo tanto tendrá una cierta distribución PT de 

acuerdo a la hipótesis nula. Suponiendo una región de rechazo en torno a valores 

máximos de T, se define el valor p como 30 

p ≡ PT

  
T(X) ≥ T(x)

  
. (3.117) 

La hipótesis nula es rechazada si p es menor que un valor fijado a prori que se denomina 

nivel de significación (α), es decir, si la probabilidad de observar un valor del estadístico 

T tan extremo como el correspondiente a los datos observados es lo suficientemente 

 
 
 

29 El estadístico para un vector aleatoria n-dimensional resulta una función T : n  E → R, y su distribu- 

ción resulta PT (A)    PX (T
−1(A)), A       (R). 

30 Veech (2012) establece una distinción entre una pruebas de significación directas, como la que aquí se 
describe, y pruebas indirectas. En una prueba directa el valor p se computa como el percentil empírico 
del estadístico de acuerdo al modelo nulo. En contraste, en una prueba indirecta la significación del 
estadístico T se evalúa mediante otro análisis, por ejemplo una prueba de chi cuadrado, una prueba de 
Kolmogorov–Smirnov o una regresión. Veech recomienda las pruebas directas dado que no requieren de 
ningún supuesto sobre la distribución nula. 
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baja. El valor del nivel de significación usado comúnmente en estudios biológicos es 

de α = 0,05. 

Las pruebas de significación han sido ampliamente utilizados en la biología así co- 

mo en otras ciencias fácticas, al punto que se han convertido en un estándar de facto. 

Una prueba de significación posee la ventaja de una mayor simplicidad de implemen- 

tación en comparación con otros métodos estadísticos de inferencia. La mayoría de los 

modelos nulos en áreas de la biología como la ecología son, de hecho, utilizados como 

una prueba de significación a fin de poner a prueba una hipótesis nula (Veech 2012). 

En el caso de la optimización, esta aproximación puede aportar información valiosa 

si la existencia misma de una optimización es relevante más allá de su magnitud. Es- 

te resulta el caso cuando una función objetivo carece de suficiente sustento empírico, 

por ejemplo en el caso de hipótesis de optimización de fundamento termodinámico a 

niveles superior al individual. 

Como contraparte de su simplicidad, las pruebas de significación presentan severas 

limitaciones. En el caso de un modelo de optimización, la aplicación de este tipo de 

pruebas está limitada a los casos particulares donde el cuantil de la función objetivo 

sea una variable observable, lo que como se vio sucederá si tanto θ como la función ob- 

jetivo o el estado ω son observables. Desde el punto de vista de su interpretación, y de 

forma más general, la principal limitante de las pruebas de significación reside en que 

esta aproximación no permite evaluar la probabilidad de que la hipótesis nula sea ver- 

dadera, si bien es común que el valor p sea erróneamente interpretado de esta manera. 

Una prueba de significación permite evaluar, únicamente, qué es lo que se esperaría 

si la hipótesis nula fuese verdadera: su resultado depende solamente del acuerdo que 

exista entre los datos disponibles y una predicción derivada de la hipótesis nula, ya 

que no se lo compara con predicciones derivadas de la hipótesis alternativa 31. Un 

prueba de significación no permite en consecuencia diferenciar entre el soporte empíri- 

co de múltiples hipótesis alternativas, por ejemplo, si se consideran posibles diferentes 

funciones objetivo. A causa de estos motivos, la popularidad de esta metodología no 

la exime de cuestionamientos, y las pruebas de significación han sido, de hecho, seve- 

ramente criticadas (e.g. Gill 1999; Johnson 1999; Nicholls 2001). Como conclusión, de 

ser posible su implementación, se recomienda optar por algunos de los otros análisis 

estadísticos que se describen a continuación. 

 
3.7.4.2 Prueba de cociente de verosimilitud. 

La prueba de cociente de verosimilitud es un método de inferencia frecuentista que 

compara el ajuste de modelos anidados, un modelo que resulta un caso particular de 

otro modelo, que en el caso de la optimización correspone al modelo nulo y al modelo 

31 Esto se aplica al caso general de una prueba; en una prueba particular puede ser que el estadístico 
depende tanto del modelo nulo como de la hipótesis alternativa, como en el caso de la prueba de cociente 
de verosimilitud, que se presenta más adelante. 



1 
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general. El nombre de esta prueba se debe a que el estadístico asociado se define 

como el cociente entre el modelo nulo de máxima verosimilitud, donde el parámetro 

está restringido a un subconjunto q ∈ Qnulo, y la máxima verosimilitud para q ∈ Qalt 

correspondiente al modelo de optimización general: 

T(x) = 
supq∈Qnulo  

L(qN  | x) 
. (3.118) 

supq∈Qalt 
L(q | x) 

En el caso del modelo nulo resultará Qnulo = qN. El conjunto de valores de q de la 

hipótesis alternativa, Qalt ⊆ Q, puede coincidir con el espacio de parámetros Q o no, 

pero se debe verificar que Qnulo ⊂ Qo, es decir, que la hipótesis alternativa incluya al 
modelo nulo como caso particular. 

Una prueba de cociente de verosimilitud se define estableciendo la región de rechazo 

como {x : T(x) ≤ c}, con 0 ≤ c ≤ 1. En función de la naturaleza de la hipótesis 

alternativa se distinguen dos casos en cómo se define el valor de c y se obtiene una 

inferencia a partir del estadístico observado t = T(x). Se observa que esta prueba 

es un tipo de prueba de significación de hipótesis nula, pero se lo presenta en un 

diferente apartado porque tiene la particularidad de que su resultado depende no 

solo del modelo nulo, sino también de la hipótesis alternativa mediante el modelo de 

máxima verosimilitud, y de ahí deriva su particular relevancia. 

Una hipótesis que contempla una única distribución posible para la variable alea- 

toria X se denomina hipótesis simple. Una hipótesis de optimización simple plantea 

que el parámetro q toma un cierto valor qalt, que es planteado antes de conocer las 

observaciones x, y en este caso Qalt resulta el conjunto {qN, qalt}. Neyman y Pearson 

(1933) demostraron que para hipótesis simples el estadístico de cociente de verosimili- 

tud constituye la prueba con el mayor poder estadístico con un nivel de significación 

α si el valor de c verifica PT(T(x) ≤ c) = α. 

Una hipótesis que contempla más de una distribución posible para X se denomina 

compuesta. El teorema de Karlin-Rubin es una generalización del lema de Neyman- 

Pearson, y afirma que el cociente de verosimilitud es la prueba uniformemente más 

poderosa para hipótesis compuestas si dicho cociente posee la propiedad de monotonía 

(Casella y Berger 2002, p. 391). La propiedad de monotonía se cumple para una variable 

aleatoria X si dadas las funciones de densidad de probabilidad para la hipótesis nula 

pqN (x) y la hipótesis alternativa pq(x) se verifica que su cociente es monótonamente 

no decreciente 

x2 > x =⇒  
 pq (x2) 

≥
 pq (x1) 

, (3.119) 

pqN (x2) pqN (x1) 
 

o alternativamente monótonamente no creciente. Una variable aleatoria X que cumple 

estos requisitos es el cuantil de la función objetivo de acuerdo a la distribución nula, 



k 

k 
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definida en la Ecuación 3.105. Nuevamente analizaremos como ejemplo el caso parti- 

cular de una función de transferencia escalonada, pero las conclusiones serán válidas 

para cualquier función de transferencia dada su definición. De acuerdo a la función de 

verosimilitud presentada en la Ecuación 3.115, L(q | x) es no decreciente respecto de x 

para todo q ∈ Q, mientras que es constante para qN, por lo que se verifica la condición 

de monotonía del cociente de verosimilitud expresada en la Ecuación 3.119. Dado que 

toda función de transferencia debe ser creciente respecto de n(ω, θ), la densidad de 

probabilidad y por lo tanto la verosimilitud de un cierto q será no decreciente respecto 

de x 32. 

Una vez definidas las hipótesis y una apropiada prueba de cociente de verosimilitud, 

para determinar la región de rechazo es necesario conocer la distribución del estadísti- 

co T(X) que se espera si la hipótesis nula es verdadera. En general dicha distribución 

es difícil de obtener, pero el teorema de Wilks (1938) provee una estimación asintóti- 

ca de su distribución: cuando el número de observaciones n → ∞ la distribución de 

−2 log T(x) tiende a una distribución χ2, donde k es la diferencia entre los grados de 

libertad de ambos modelos, es decir, la dimensionalidad entre Qnulo y Qalt. El valor 

crítico c se ajusta entonces de acuerdo a la distribución χ2. La explicación de este re- 

sultado es que si la hipótesis nula es verdadera, entonces los parámetros libres extra 

que tiene el modelo más general solo introducen variaciones aleatorias en el ajuste del 

modelo. La prueba de Wald y la prueba de los multiplicadores de Lagrange son asintó- 

ticamente equivalentes a la prueba de cociente de verosimilitud (Engle 1984), es decir, 

tienen el mismo resultado cuando n → ∞. 

La prueba de cociente de verosimilitud presenta ventajas respecto de una prueba 

general de significación de hipótesis nula, ya que tiene en cuenta el ajuste tanto del 

modelo nulo como del modelo general de optimización. Esta prueba es aplicable a 

cualquier modelo de optimización, ya que tal como ha sido definido el modelo nulo 

es siempre un caso particular de este. A pesar de dichas ventajas, esta prueba resulta 

un tipo particular de prueba de significación de hipótesis nula, con lo que es sujeto 

de las críticas antes expuestas a este tipo de inferencia estadística. En el caso de hi- 

pótesis compuestas es requisito que el cuantil de la función objetivo sea una variable 

observable, lo que restringe su aplicación. La estimación de la distribución esperada 

por el modelo del cociente de verosimilitud es generalmente compleja, y la aproxima- 

ción mediante el teorema de Wilks puede diferir mucho dependiendo del modelo y 

del número de observaciones disponibles. Dado que esta prueba solo permite evaluar 

modelos anidados, no será posible comparar entre sí hipótesis de optimización alterna- 

tivas si son de tipo compuestas. Esta es una severa limitación si, por ejemplo, se desea 

evaluar hipótesis de optimización basadas en diferentes funciones objetivo. 
 

32 Salvo en el caso de que la función objetivo efectivamente computada no sea la función objetivo que 
verdaderamente se hipotetiza bajo optimización y se relaje el supuesto de monotonía entre ambas, con lo 

que la función de transferencia podría ser decreciente respecto de n(ω, θ) cuando n(ω, θ) → 1. 
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3.7.4.3 Criterio de información de Akaike. 

En el marco de la teoría de la información, el criterio de Akaike (abreviado AIC en 

sus siglas en inglés) representa una herramienta que permite realizar una selección de 

modelos estadísticos de acuerdo a un balance entre el ajuste y la complejidad de los 

modelos, basada una minimización de la información de Kullback-Leibler perdida al 

utilizar un cierto modelo candidato en relación a otro modelo (Burnham y Anderson 

2002). El AIC prioriza modelos que poseen una mayor verosimilitud en relación a la 

complejidad del modelo, cuantificada en la forma de los grados de libertad que posee, 

ya que un modelo más complejo tenderá a un mejor ajuste de los datos simplemente 

por efecto del azar. Consideremos que para un problema de optimización existen un 

conjunto de h hipótesis que se expresan en relación al espacio de parámetros Q como 

afirmaciones q ∈ Q1, · · · q ∈ Qh, con Q1, · · · , Qh ⊆ Q, y donde para cada hipótesis se 

obtiene el modelo de máxima verosimilitud. Lógicamente, una de las hipótesis debe 

ser la hipótesis nula con Qi = qN. 

El AIC del modelo candidato i se define como 

 

AICi = 2 · k − 2 · ln
  

sup L(q | x
 

, (3.120) 

donde k representa la dimensionalidad del subespacio de parámetros Qi, lo que se 

denomina comúnmente como el número de parámetros libres (Akaike 1974). Es im- 

portante destacar que la expresión 3.120 es asintóticamente válida, es decir, cuando el 

número de observaciones n → ∞ el AICi es un un estimador insesgado de la pérdida 

de información y, por lo tanto, asegura la selección de los modelos que la minimizan. 

Cuando n es bajo en relación al número de parámetros libres k el uso de AIC resulta 

fuertemente sesgado a la selección de modelos con un exceso de parámetros, y por lo 

tanto debe utilizarse otro estimador de la información. Sugiura (1978) demostró que el 

llamado Índice de Información de Aikake corregido o de segundo orden, 
 

AICci = 2 · k — 2 · 

 

ln sup 
q∈Qi 

L(q | 
2k2 + 2k 

x  + 
n − k − 1 

 
, (3.121) 

es insesgado en la selección de modelos univariados, lineales y con distribución normal 

de errores si el modelo verdadero está incluido entre los candidatos. La performance 

del AICc se ha estudiado para otros modelos, y su uso es recomendado en general en 

lugar del AIC (e.g. Cavanaugh y col. 1997; Burnham y Anderson 2002), ya que ambos 

son asintóticamente equivalentes, es decir, l´ımn→∞ AICci = l´ımn→∞ AICi. 

q∈Qi 
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Una vez que se ha computado para cada uno de los modelos candidatos el AIC, AICc 

u otra versión del índice,los modelos son comparados entre sí mediante el ∆AICi, que 

se define como 

∆AICi = AICi − 
i
 m´ın AICi . (3.122) 
∈{1,··· ,h} 

Los modelos seleccionados son aquellos con el menor valor de ∆AICi, dado que dichos 

modelos poseen una mayor verosimilitud en relación a la complejidad que poseen. Una 

práctica recomendada al utilizar el AIC es la revisión de resultados para comparar los 

modelos candidatos y excluir aquellos que incluyen un único parámetro extra respecto 

de otro modelo pero cuya mejora en el log L es menor a dos unidades respecto del 

modelo restringido. Esta práctica se recomienda para evitar la selección de modelos 

que incluyan los así denominados parámetros no informativos, lo que sucede si un 

modelo tienen un AIC cercano pero menor a otro modelo más sencillo simplemente 

porque la inclusión de un único parámetro extra tiene una penalización reducida aún 

si dicho parámetro no aporta información alguna (Arnold 2010). La evidencia en favor 

de cada una de las hipótesis, finalmente, se determina mediante el cómputo del peso 

de Akaike de cada modelo candidato, un valor en el rango (0, 1): 

    
−∆AIC(i) 

wi = 
∆AIC(j)  . (3.123) 

∑j∈{1,··· ,h} e 2
 

Bajo el supuesto de que el verdadero modelo que explica las observaciones se encuen- 

tra entre los modelos candidatos, el peso de Akaike para un modelo candidato se 

interpreta como la probabilidad de que dicho modelo sea correcto. 

La selección de modelos mediante AIC tiene múltiples ventajas respecto de las prue- 

bas de significación estadística. Una de las principales ventajas es que se pueden com- 

parar modelos no anidados: en un mismo análisis se puede evaluar la evidencia en 

favor del modelo nulo y de múltiples hipótesis de optimización alternativas. Otra ven- 

taja fundamental respecto de las pruebas de significación es que no existen limitantes 

en la definición de la variable aleatoria X sobre la que se realizan las observaciones 

x. Se ha demostrado que la selección de modelos mediante AIC es asintóticamente 

equivalente a otros métodos de selección de modelos como la validación cruzada de- 

jando uno afuera (Stone 1977). También se ha mostrado que puede ser derivado en un 

marco estadístico bayesiano similar al utilizado para definir el Índice de Información 

Bayesiano (BIC) y con una performance comparable, con la única diferencia de utili- 

zar diferentes distribuciones previas para las hipótesis (Burnham y Anderson 2002, p. 

293-305). 

La principal desventaja en el uso del AIC o AICc es que para un conjunto arbitrario 

de modelos y un número reducido de observaciones n, la única forma de asegurar 
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una inferencia correcta es la realización de estudios de simulación. Dichos estudios se 

realizan típicamente por el método de Monte Carlo, y consisten en simular observacio- 

nes a partir de diferentes modelos, para luego evaluar el resultado de una inferencia 

basada en las observaciones a través de AIC u otro índices similares (e.g. Burnham 

y Anderson 2002, p. 271). 

 
3.7.4.4 Factor de Bayes 

En el marco de la estadística bayesiana, es posible realizar una inferencia respecto 

de modelos candidatos mediante el cómputo del factor de Bayes, que se define como 

el cociente entre la densidad de probabilidad marginal de los datos x de dos modelos 

alternativos (Kass y Raftery 1995). Consideremos un conjunto de h hipótesis que se 

expresan en relación al espacio de parámetros Q como afirmaciones q ∈ Q1, · · · q ∈ Qh, 

con Q1, · · · , Qh ⊆ Q. El factor de Bayes en favor de la hipótesis Hi respecto de la 

hipótesis Hj resulta 

Bi,j = 
p(x | Hi ) . (3.124) 
p(x | Hj) 

Los términos p(D | Hi) son obtenidos por integración de la verosimilitud de los mode- 

los con respecto a los parámetros libres que poseen 

p(x | Hi) = 
∫ 

p(x | q, Hi) · p(q | Hi) dq , (3.125) 

y es por esto que recibe el nombre de densidad marginal de probabilidad, o la deno- 

minación equivalente de verosimilitud marginal. El factor de Bayes Bi,j representa la 

evidencia en favor de la hipótesis i vs.  j de acuerdo a las observaciones  x. De hecho, 

el cociente entre la probabilidad posterior de las hipótesis es el producto de Bi,j y la 

probabilidad previa de las hipótesis: 

p(Hi | x) 
= Bi,j · 

p(Hi ) . (3.126) 

p(Hj | x) p(Hj) 
 

El factor de Bayes establece de manera natural un compromiso entre la complejidad 

del modelo y su ajuste (Kass y Raftery 1995). Jeffreys (1998) plantea una escala para la 

interpretación de B a fin de juzgar el soporte en favor de la hipótesis, y plantea que 

B > 3,2 puede considerase como evidencia a favor, B > 10 se interpreta como evidencia 

fuerte a en favor de la hipótesis, y con B > 100 se considera soporte concluyente a favor 

de la hipótesis. En el caso particular de que ambas sean hipótesis simples que planteen 

Qi = qi, Qj = qj, el factor de Bayes coincide con el cociente de verosimilitud. 

El uso del Factor de Bayes posee las ventajas asociadas a la fundamentación teórica 

de la estadística bayesiana, y no existen limitantes respecto del modelo en el que puede 
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ser aplicado. Como contrapartida, la estimación del factor de Bayes puede requerir 

la estimación numérica de integrales en múltiples dimensiones que representan un 

desafío mayor que en las otras alternativas. Por lo tanto, puede requerirse el uso de 

métodos computacionalmente intensivos, como algoritmos de tipo Monte Carlo por 

Cadenas de Markon (MCMC en sus siglas en inglés). 

 
3.8 dIscUsIÓn 

 
En este trabajo hemos presentando una generalización de un modelo de optimiza- 

ción con restricciones en su formulación típica que, bajos ciertas condiciones, define 

un modelo probabilístico y posibilita entonces una inferencia mediante métodos es- 

tadística estándar basados en la función de verosimilitud. Este tipo de modelos de 

optimización son los que se utilizan en la mayoría de los trabajos sobre sistemas bio- 

lógicos, y representan el 80 % de los modelos utilizados en la selección de trabajos 

analizados en el Capítulo 2 (Tabla 2.3). 

De acuerdo a lo desarrollado, las condiciones necesarias y en su conjunto suficientes 

para que a partir de un problema de optimización pueda definirse un modelo probabi- 

lístico son las siguientes: 

1. La función de optimización o(ω, θ, q) deber ser una función F × FΘ × FQ, B([0, 1])- 

medible. 
 

2. La función que define el modelo nulo debe tener una medida finita: 

0 < τqN (oqN (ω, θ)) < ∞ . 

3. Si el espacio muestral Ω se trata de un espacio métrico no contable, para aquellos 

q ∈ {q : dimH Ωq < dimH Ωc} debe cumplirse que Ωq sea σ-finito respecto a 

HdimH Ωq . 

Las condición de mensurabilidad de la función que define al modelo general de opti- 

mización es una propiedad heredada de las funciones que la conforman: las restriccio- 

nes, la función objetivo, y las funciones de transferencia y normalización. Dado que el 

conjunto de las funciones medibles incluye no solo a las funciones elementales, sino 

a todas aquellas que son típicamente utilizadas en el planteo de modelos matemáti- 

cos, la condición de mensurabilidad no es en modo alguna restrictiva. En efecto, las 

funciones utilizadas en la formulación de las restricciones y funciones objetivo de los 

modelos de optimización son medibles, esta condición se encuentra asegurada si se 

utilizan funciones de transferencia y normalización medibles. La segunda condición 

establece que es posible expresar un modelo de optimización de la formulación gene- 

ral planteada siempre que el modelo nulo conformado por las restricciones aplicadas 
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sobre el espacio muestral definan un conjunto de soluciones candidatas con una me- 

dida positiva y finita. En otros términos, esta condición significa que el modelo nulo 

define un espacio de probabilidad y permite así el cómputo o estimación de la función 

de verosimilitud, y esta es a su vez una condición necesaria y suficiente para que el mo- 

delo de optimización general también lo haga. La última condición se aplica cuando el 

espacio muestral es métrico y no contable, y se relaciona con la geometría del conjunto 

de soluciones del modelo de optimización para ciertos valores de los parámetros de 

la función de transferencia. Un espacio muestral métrico y no contable es típico en los 

modelos de optimización, ya que es el caso de un espacio Rn  que poseen la mayoría 

de estos modelos. 

Al comienzo de este trabajo nos propusimos desarrollar una metodología que permi- 

ta una evaluación objetiva del soporte empírico de modelos de optimización a través 

de una inferencia estadística y que posea un sustento matemático formal. El planteo 

de este objetivo fue motivado por la imposibilidad de encontrar una metodología que 

permitiese una evaluación empírica de modelos de optimización sin poseer las defi- 

ciencias que han sido señaladas para los métodos utilizados en la bibliografía (y que 

han sido tratados en el Capítulo 2). El desarrollo presentado en este trabajo muestra 

que, cumpliendo las condiciones antes mencionadas, es ciertamente posible una evalua- 

ción de las predicciones de los modelos de optimización que posee múltiples ventajas 

respecto a los métodos tradicionalmente utilizados. En efecto, la derivación de pre- 

dicciones en forma de distribuciones de probabilidad permite realizar una inferencia 

estadística en el marco de la teoría de información o de la estadística bayesiana y ob- 

tener así un resultado objetivo respecto del soporte empírico en favor de una hipótesis 

de optimización. 

Un aspecto a destacar del método propuesto es que permite una generalización de 

la hipótesis de optimización a evaluar. En lugar de considerar únicamente el o los es- 

tados óptimos, la generalización de un modelo de optimización hace posible que en 

base a una misma formulación se cubran múltiples modelos alternativos: desde una 

total ausencia de optimización, representada por el modelo nulo, a una optimización 

en sentido estricto, pasando por un espectro de casos intermedios que incluyen estados 

tradicionalmente denominados sub-óptimos. De esta forma, aún si los autores plantean 

en un principio una única hipótesis de optimización como modelo matemático a eva- 

luar, si se cumplen las condiciones para definir un modelo general probabilístico está 

asegurada la evaluación de hipótesis alternativas. Más aún, el modelo nulo correspon- 

de a una hipótesis nula respecto de la optimización, por lo que se cumple asimismo 

con un requerimiento indispensable para una correcta evaluación de la hipótesis de 

optimización en sí. 

La relajación de supuestos que suelen estar asociados a las hipótesis de optimiza- 

ción es otro aspecto a destacar de la formulación propuesta. De hecho, la relajación 

del supuesto de monotonía estricta y la consideración de los estados sub-óptimos es, 
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precisamente, lo que hace posible la generalización del modelo de optimización y la de- 

rivación de un espacio de probabilidad. En lugar de considerar únicamente los estados 

óptimos, como sucede comúnmente al evaluar modelos de optimización, la introduc- 

ción de una función de transferencia permite cubrir un abanico de casos particulares 

que se diferencian por cuán probable consideran que el sistema se encuentre en estados 

sub-óptimos de acuerdo al valor de la función objetivo. 

Ward (1993) plantea que los investigadores impiden el progreso de la ciencia que 

practican si no están dispuestos a usar explicaciones por fuera del modelo prevalecien- 

te en su disciplina. En el marco específico de la teoría del forrajeo, Ward (1992) apela 

a incluir modelos basados en el concepto de suficiencia, noción que apela a la inclu- 

sión de estados subóptimos y se plantea como alternativa a la optimización. En este 

sentido, creemos que la generalización de los modelos de optimización representa un 

puente entre los paradigmas de suficiencia vs. optimización (estricta). Dado que las ex- 

plicaciones que apelan a la optimización suelen tener preponderancia en la biología en 

su conjunto cuando están basadas en la evolución por selección natural. En un marco 

más amplio, por lo tanto, la metodología propuesta puede facilitar a que explicaciones 

alternativas a la optimización estricta sean evaluadas en conjunto y de forma rutinaria, 

y podría contribuir así al avance de esta rama del conocimiento. 

En la mayoría de las aplicaciones de modelos de optimización no resulta interesante 

saber si el estado observado del sistema se encuentra en una configuración óptima, ya 

que con seguridad este no será el caso aún si se da una optimización como consecuen- 

cia de limitantes en la determinación de los parámetros del sistema así como de las 

idealizaciones inherentes a todo modelo matemático. Por ejemplo, si el estado óptimo 

global resulta superior en un porcentaje muy bajo frente al valor medio, el conocer cuál 

es la configuración óptima puede brindar poca información respecto a la configuración 

del sistema real aún existiendo un proceso de optimización. Dada su formulación, la 

metodología expuesta posee la ventaja de permitir responder a preguntas formuladas 

en términos probabilísticos. El uso de una función de normalización cuantil en base 

al modelo nulo, en particular, permite definir estos estados en un contexto estadístico 

más allá del valor absoluto de la función objetivo, lo que puede resulta más provechoso 

para el estudio de un sistema de acuerdo a lo expuesto. Todo sistema natural se halla 

sujeto a variaciones estocásticas de diferentes tipos, por lo que puede suceder que la 

configuración óptima no se imponga si el proceso de optimización existe pero tiene 

una intensidad baja en relación dichas variaciones. 

En función de lo expuesto, entendemos que la formulación presentada en este trabajo 

tiene múltiples aplicaciones potenciales en el estudio de la optimización en biología, y 

esperamos que su aplicación contribuya a ampliar el repertorio de respuestas posibles 

al evaluar un modelo de optimización. 
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Resumen 
 

La teoría de forrajeo representa uno de las campos de la biología donde se ha trabajado 

con modelos de optimización con mayor énfasis. Un trabajo que tuvo una particular re- 

percusión en este ámbito fue el de Belovsky (1986b), que evalúa la capacidad de modelos 

de optimización para predecir la composición de la dieta de 14 especies de herbívoros 

en el campo y muestra un notorio ajuste del modelo de maximización de la ingesta de 

energía. Este estudio ha sido criticado severamente por varios autores y los modelos plan- 

teados han sido incluso reanalizados con el fin de resaltar deficiencias en la evaluación 

empírica. 

En este trabajo evaluamos una generalización de los modelos planteados por Belovsky 

(1986b) en la forma de modelos probabilísticos con el objetivo de realizar una primera 

aplicación de la metodología presentada en el Capítulo 3 y analizar cómo la evaluación 

empírica a través de una inferencia estadística puede afectar las conclusiones a las que 

se llega a partir de una misma hipótesis y conjunto de datos. Para cada especie de her- 

bívoros se analizaron dos versiones de cada modelo que difieren en la distribución de 

probabilidad de los parámetros: una versión determinista donde tienen un valor fijo e 

idéntico al del trabajo original, y una versión no determinista que da cuenta de la varia- 

bilidad intrínseca y/o incertidumbre en la estimación de los parámetros. Se plantearon 

modelos probabilísticos de optimización mediante el uso de una función de transferencia 

escalonada y, en el caso no determinista, una función de normalización cuantil. Se utilizó 

un método de Monte Carlo por cadenas de Markov para realizar un muestreo aleatorio 

sobre el espacio de soluciones de los modelos para diferentes valores del parámetro q de 

la función de transferencia, y luego se estimó la distribución de probabilidad de la com- 

posición de dieta predicha mediante un método de suavizado por kernel gaussiano. Se 

utilizaron como métodos de inferencia estadística la prueba de cociente de verosimilitud, 

el criterio de información de Akaike y el factor de Bayes. 

El análisis del modelo nulo reveló que la dieta de una de las especies resulta incom- 

patible con las restricciones planteadas, un hecho que no es mencionado en el trabajo 

original ni en otras publicaciones que también analizan los modelos de este estudio, por 

lo que fue excluida de los análisis estadísticos. Los resultados de los métodos de inferen- 

cia estadística fueron similares entre sí e igualmente concluyentes en favor de la hipótesis 

de máxima ingesta de energía en concordancia con las conclusiones de Belovsky (1986b), 

tanto en la versión determinista de los modelos planteados en el trabajo original como 

en la versión no determinista. Al ser el producto de métodos estadísticos estándar, los 

resultados obtenidos en este trabajo permiten realizar una evaluación objetiva de los mo- 

delos de optimización que carece de las deficiencias que varios autores señalan respecto 

del trabajo original. 
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4.1 InTRODUCCIÓn 

 
Los estudios sobre la ecología del forrajeo tiene un lugar destacado entre las discipli- 

nas que han aplicado modelos de optimización en biología. Con origen en los trabajos 

pioneros de MacArthur y Pianka (1966) y Emlen (1966), el énfasis en la aproximación 

de la optimización en el estudio del comportamiento de forrajeo fue tal que a mediados 

de la década de 1980 se había impuesto la denominación de teoría de forrajeo óptimo. 

A partir del trabajo clásico de Gould y Lewontin (1979), tal como se ha expuesto en el 

Capítulo 2, se sucedieron críticas al uso de modelos de optimización en la biología, y 

una de las áreas que sufrió con mayor intensidad dichos cuestionamientos fue la teoría 

de forrajeo óptimo. Ante las afirmaciones acerca del éxito de la teoría realizadas por 

algunos de los autores más destacados (Pyke y col. 1977; Krebs y col. 1978; Stephens 

y Krebs 1986, e.g.) se antepusieron ácidas críticas (Heinrich 1983; Pierce y Ollason 1987, 

e.g.). Como resultado de tal polémica, Perry y Pianka (1997) señalan que luego de la 

década del 1980 el uso del término de teoría de forrajeo óptimo fue discontinuado en 

favor del más general teoría de forrajeo, pero lejos de abandonarse los modelos de opti- 

mización pasaron a ser parte del marco teórico de la disciplina (ver Stephens y Krebs 

1986). 

Si bien el tenor de la polémica en torno a la optimización alcanzó uno de los puntos 

más álgidos en relación a la teoría de forrajeo óptimo, los aspectos criticados resultan 

comunes a los señalados en otras áreas de aplicación de la optimización en biología tal 

como se discutió en el Capítulo 2. Un trabajo que tuvo una particular repercusión en 

la polémica en torno al forrajeo óptimo fue el de Belovsky (1986b). Este estudio evalúa 

si la composición de la dieta de campo de 14 especies de herbívoros generalistas pue- 

de ser explicada por un mismo modelo de optimización, y representa la culminación 

de varios trabajos del autor en esta línea de investigación (Belovsky 1978; Belovsky 

y Jordan 1978; Belovsky 1981a, 1981b; Belovsky 1984a; Belovsky 1984b, 1984c, 1986a). 

De manera notable, los resultados de Belovsky (1986b) presentan una alta correspon- 

dencia cuantitativa entre las observaciones de campo y las predicciones del modelo 

de optimización en especies de insectos y mamíferos cuyo tamaño corporal varía en 7 

órdenes de magnitud. 

Belovsky (1986b) fue objeto de severas críticas respecto de la formulación del mo- 

delo y de metodología utilizada para evaluar las hipótesis de optimización (Hobbs 

1990; Owen-Smith 1993; Huggard 1994; Owen-Smith 1996), lo que dio lugar a varias 

respuestas por parte de Belovsky (Belovsky 1990; Belovsky y Schmitz 1993; Belovsky 

1994). En el trabajo original se evaluó a las hipótesis de optimización mediante un aná- 

lisis de regresión de la composición de dieta observada en función de las predicciones 

obtenidas mediante un modelo de optimización. En particular Belovsky (1986b) utiliza 

una prueba de significación sobre la relación entre la dieta predicha y observada, y 
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obtiene como resultado un valor altamente elevado y significativo del coeficiente de 

determinación (Rˆ2 = 0,984, P < 0,001). El autor concluye en base a este análisis que 

la hipótesis de máxima adquisición de energía efectivamente explica la composición 

de dieta en las especies y ambiente bajo estudio. Dado que toda la información necesa- 

ria para reproducir los resultados presentados está disponible en la publicación, esto 

posibilitó el reanálisis de los modelos planteados por parte de otros autores. Hobbs 

(1990) utiliza un análisis de Monte Carlo para evaluar la sensibilidad del modelo de 

optimización lineal, y concluye que los resultados de Belovsky (1986b) no son repro- 

ducibles debido a la gran sensibilidad a variaciones en el valor de los parámetros del 

modelo. Belovsky (1990) señala como respuesta a estas críticas que el análisis realizado 

por Hobbs utiliza el desvío estándar de los parámetros en lugar del error estándar, lo 

que a su entender es incorrecto ya que el objetivo del trabajo original es evaluar com- 

portamientos promedio. Huggard (1994), por su parte, realiza un análisis de Monte 

Carlo más exhaustivo, y a pesar de que utiliza el error estándar sus conclusiones son 

similares a las de Hobbs (1990). La respuesta de Belovsky (1994) en este caso es señalar 

que Huggard (1994) excluye 2 especies que no presentan variabilidad en la predicción 

del modelo, y esto produce un sesgo en los resultados. Belovsky (1994) también señala 

que las estimaciones de variabilidad de los parámetros presentadas en el trabajo so- 

brestiman su varianza real, pero esto parece ser un argumento ad hoc ya que no había 

sido señalado con antelación ante similares críticas. Las críticas a Belovsky (1986b) no 

se circunscriben a cuestiones de índole estadística únicamente, pero fueron este tipo 

de cuestionamientos los que permitieron sostener afirmaciones como la siguiente, que 

cierra el trabajo de Huggard (1994, pp. 474): “La notoria capacidad de los modelos de 

programación lineal de predecir la dieta de manera precisa debería ser vista con escep- 

ticismo, y debería ser re-examinada cuidadosamente en estudios independientes”. 

Las características mencionadas acerca de Belovsky (1986b) lo hacen adecuado para 

aplicar la metodología presentada en el Capítulo 3. Asimismo, y como es común a 

la mayoría de las publicaciones, en los modelos planteados se asume una optimiza- 

ción estricta, de manera que las predicciones corresponden a un óptimo global para 

cada especie que se obtiene mediante una técnica de programación lineal. De la misma 

manera, se asume una relación de monotonía estricta entre la aptitud biológica y la 

función objetivo que efectivamente se utiliza para derivar las predicciones: una rela- 

ción inversa con el tiempo de forrajeo, o una relación directa con la energía adquirida. 

En consecuencia, estos modelos representan una oportunidad para analizar el efecto 

de su generalización. Los objetivos de este capítulo fueron realizar una primera aplica- 

ción de la metodología presentada en el Capítulo 3 a los modelos de forrajeo óptimo 

planteados por Belovsky (1986b) y analizar cómo pueden afectar las conclusiones que 

obtienen al evaluar una misma hipótesis de optimización con un mismo conjunto de 

datos. 
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4.2 METODOloGíA  

 
Los modelos de optimización de Belovsky (1986b) incluyen restricciones relaciona- 

das con la fisiología del sistema digestivo, y considera dos hipótesis de optimización 

alternativas: una minimización del tiempo de forrajeo y una maximización de la ener- 

gía adquirida. La descripción de las variables y parámetros de ambos modelos de opti- 

mización se presenta en la Tabla 4.1. El modelo plantea la maximización de la función 

objetivo 

f = a1 · g + a2 · d , (4.1) 

sujeta a las restricciones 
 

Dc · Dt ≥ b1 · g + b2 · d 

T ≥ c1 · g + c2 · d , 

 
(4.2) 

que expresan la máxima capacidad digestiva y el máximo tiempo de forrajeo respecti- 

vamente. 

El modelo de mínimo tiempo de forrajeo, por su parte, está definido por la minimi- 

zación de la función objetivo 

f = c1 · g + c2 · d , (4.3) 

sujeta a las restricciones 
 

Dc · Dt ≥ b1 · g + b2 · d 

E ≤ a1 · g + a2 · d , 

 
(4.4) 

que expresan la máxima capacidad digestiva y el mínimo requerimiento energético 

respectivamente. Por último, la variable aleatoria observada es el porcentaje de mono- 

cotiledóneas en la dieta 

X =
    g  

. (4.5) 
g + d 

El valor de la totalidad de los parámetros está disponible en la Tabla 3 de Belovsky 

(1986b). Los valores de la variable aleatoria observada fueron obtenidos a partir del 

análisis de la Figura 3 de una versión digital del trabajo original mediante el softwa- 

re de procesamiento de imágenes digitales ImageJ (Schneider y col. 2012). El valor 

observado de porcentaje de monocotiledóneas en la dieta resultó el promedio de los 

valores cuantificados en la Figura 3a y 3b, que difirieron en todos los casos en menos 

del < 1, 5 %. 
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Belovsky (1986b) fija el valor de los parámetros del modelo al promedio observado. 

Al no existir incertidumbre alguna respecto del valor de los parámetros, en consecuen- 

cia los modelos de optimización que plantea son de tipo determinista. En este trabajo 

consideramos además para cada modelo de optimización un versión no determinista, 

donde se asocia al espacio de parámetros (Θ) una distribución de probabilidad (PΘ) 1, 

lo que fue posible dado que en el trabajo original se presenta el error estándar asociado 

a la estimación del promedio de la mayoría de los parámetros (Belovsky 1986b, Tabla 

3). Para definir PΘ se utilizó el mismo criterio que en Huggard (1994), que correspon- 

de a una distribución de probabilidad normal e independiente con parámetros µ y σ 

correspondientes a la media muestral y error estándar, truncada a los valores que se 

alejan más de 2 unidades de error estándar. Según la especie de herbívoro en cuestión, 

el error estándar está disponible en 4 a 6 de los parámetros del modelo. 

La combinación de 14 especies de herbívoros, 2 funciones objetivo alternativas y 2 

distribuciones de probabilidad de los parámetros alternativas (versiones determinista 

y no determinista) da como resultado un total de 56 modelos probabilísticos de optimi- 

zación analizados. Para construir los modelos probabilísticos se siguió lo expuesto en 

el Capítulo 3. A diferencia de lo que ocurre en los modelos planteados por Belovsky 

(1986b), para construir los modelos probabilísticos se utilizaron la totalidad de las 3 

restricciones planteadas, tanto en el caso de la función objetivo de minimización del 

tiempo de forrajeo como de una maximización de la energía adquirida. En ambos mo- 

delos una de las restricciones se relaciona con la función objetivo y por lo tanto no 

influye en el valor del óptimo global, pero sí lo hace a la hora de establecer el espacio 

de soluciones candidatas. Como función de normalización utilizamos la normalización 

cuantil, Definimos la normalización cuantil como 

n(ω, θ) = cθ (ω) · Ff
θ 

    

fθ (ω)
 

, (4.6) 

y como función de transferencia a la función escalonada, 
 

t(n(ω, θ), q) = 
1 si n(ω, θ) ≥ q , 

0 si n(ω, θ) < q . 

 
(4.7) 

 

En consecuencia, el valor del parámetro q del modelo probabilístico de optimización re- 

presenta el valor del cuantil de la distribución de la función objetivo en el modelo nulo 

para un cierto θ a partir del que un estado del sistema compatible con las restricciones 

se considera perteneciente al espacio de soluciones óptimas. 

El uso de la normalización cuantil requiere de la estimación de la distribución de la 

función objetivo Ff
θ 

en el modelo nulo (Ecuación 3.6.1.2). La estimación de Ff
θ 

se reali- 

 
1 El modelo determinista corresponde a un caso particular de un modelo no determinista donde PΘ corres- 

ponde a una medida de Dirac concentrada en un θ dado. 
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Tabla 4.1: Descripción de los componentes de los modelos de optimización de maximización 
de la energía adquirida y minimización del tiempo de forrajeo. 

 

Elemento Símbolo Unidades 
 

Función objetivo 

Ingesta de energía asimilable f kJ / día 

Tiempo de forrajeo f min / día 

Variables (Ω) 
 

Ingesta de monocotiledóneas g g PS / día 

Ingesta de dicotiledóneas 

Parámetros (Θ) 

d g PS / día 

Contenido de energía asimilable de monocotiledóneas a1 kJ / g PS 

Contenido de energía asimilable de dicotiledóneas a2 kJ / g PS 

Capacidad del órgano digestivo Dc g PH 

Velocidad de renovación del órgano digestivo Dt día−1
 

Conversión peso seco a peso húmedo monocotiledóneas b1 g PH / g PS 

Conversión peso seco a peso húmedo dicotiledóneas b2 g PH / g PS 

Máximo tiempo de forrajeo T min / día 

Velocidad de pastoreo monocotiledóneas c1 g PS / día 

Velocidad de pastoreo dicotiledóneas c2 g PS / día 

Nota. PS = peso seco ; PH = peso húmedo. 

 
 

zó a partir de un muestreo aleatorio sobre el espacio de soluciones del modelo nulo 

mediante un algoritmo de Metropolis Hasting implementado por Van den Meersche 

y col. (2009). Este algoritmo es un tipo particular de método de Monte Carlo por cade- 

nas de Markov y resulta adecuado para un espacio muestral euclideano y restricciones 

de tipo lineal. 

Dado que la función objetivo se trata de una función lineal, fue posible utilizar 

el algoritmo de Metropolis Hasting ya descripto para obtener muestras del espacio 

de soluciones para diferente valores del parámetro de posición q de la función de 

transferencia. Para obtener muestras del espacio de soluciones Ω × Θ × q se incorporó 

al modelo nulo una nueva restricción a las ya existentes. En el caso de la maximización 

de energía ingerida se incorporó la restricción 

q ≤ Ff
θ 

 

a1 · g + a2 · d
 

, (4.8) 
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mientras que en el caso de la minimización del tiempo de forrajeo se incorporó la 

restricción 

1 − q ≤ Ff
θ 

 

c1 · g + c2 · d
 

. (4.9) 

La estimación numérica por los métodos antes descriptos corresponde al caso de un 

cierto elemento θ del espacio de parámetros Θ. En el caso del modelo determinista, el 

espacio de parámetros consiste en un único elemento θ que, como ya se dijo, corres- 

ponde al valor promedio de los parámetros del modelo. En cambio, en el modelo no 

determinista existe una distribución de probabilidad PΘ definida sobre un espacio de 

parámetros Θ, que consiste en un espacio R4 a R6 dependiendo de la especie, y por 

lo tanto contiene un número no contable de elementos. Por lo tanto, la estimación del 

modelo no determinista se realizó tomando 103 muestras al azar de acuerdo a PΘ. Ff 
θ 

fue estimada como la distribución acumulada empírica calculada sobre un total de 107 

muestras del espacio de soluciones del modelo nulo, lo que significa que en el modelo 

determinista se realizó un única vez mientras que en el no determinista se hace de 

forma independiente 103 veces, una para cada θ. Para estimar la distribución de las 

variables en el espacio de soluciones de cada modelo de optimización se utilizó una 

secuencia de valores de q entre 0 y 0,99 con incrementos de 0,01, sumados los valores 

de 0,999 y 0,9999. Para cada valor de q se obtuvieron 106 en el modelo determinista, y 

104 muestras por cada uno de los 103 elementos θ del espacio de parámetros. 

La muestra del espacio de soluciones para cada valor de q se utilizó para estimar 

la densidad de probabilidad de la variable aleatoria observada X (Ecuación 4.5) y de 

esta manera permitir la aplicación de una inferencia estadística. Se utilizó a tal fin 

un método de suavizado por kernel gaussiano propuesto por Botev y col. (2010) que 

realiza un ajuste no paramétrico y permite estimar una distribución de probabilidad 

sin realizar suposiciones sobre la naturaleza de la distribución subyacente. Este método 

incorpora una selección óptima de la ventana de datos analizados y un parámetro 

crítico del ajuste por kernel. 

Finalmente, a fin de ejemplificar las alternativas metodológicas disponibles, se reali- 

zó una inferencia estadística mediante la prueba de cociente de verosimilitud, el crite- 

rio de información de Akaike y el factor de Bayes. Para cada tipo de método se realizó 

una inferencia de forma independiente para cada una de las especies, y también para 

el conjunto de las especies, considerando tanto un mismo valor de q para cada especie 

como valores independientes de q. En el análisis bayesiano de todos los modelos de 

optimización se utilizó como distribución de probabilidad previa de q una distribución 

uniforme en el intervalo (0, 1]. 

La implementación de los análisis descriptos fue realizada en MATLAB (Inc. 2011), 

a excepción del algoritmo de Metropolis Hasting utilizado para obtener muestras del 

espacio de soluciones, que forma parte del paquete limSolve (Soetaert y col. 2009) para 
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Figura 4.1: Distribución de la composición de la dieta esperada de Bison bison en base al modelo 
nulo de acuerdo a las restricciones planteadas por Belovsky (1986b). El color indica 
abundancia de las muestras que caen en cada intervalo con el fin de facilitar la 
visualización del histograma. 

 
el software GNU R (Team 2011). El paquete R.matlab (Bengtsson 2013) se uso como 

interfase entre MATLAB y GNU R. Se utilizó la implementación del método de sua- 

vizado por kernel gaussiano disponible como una función de MATLAB (Botev y col. 

2010). 

La obtención de los resultados a través de los métodos descriptos demanda un ele- 

vado poder de cómputo. En el caso no determinista, para cada modelo se debieron 

obtener un total de 1,102 . 1010 muestras de espacios de soluciones para cada modelo 

de optimización: correspondientes a 107 muestras del modelo nulo y 104 muestras por 

cada uno de 102 valores de q por cada uno de los 103 valores de θ. Por lo tanto, para 

acelerar el cómputo se realizó una implementación de los algoritmos que presenta una 

paralelización en varios puntos, tanto a nivel de los diferentes θ correspondientes a un 

modelo no determinista como a nivel de los valores de q. Los análisis se corrieron en 

un servidor con doble procesador Xeon E5-2650 de 12 núcleos y 24 subprocesos y 256 

Gb de memoria RAM, lo que permitió mantener tiempos de procesamientos razona- 

bles. El código completo utilizado para reproducir los resultados presentados en este 

capítulo se incluye como apéndice (Apéndice A). 
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4.3 REsUlTADOs 

 
En este trabajo realizamos una primera aplicación de la metodología para la generali- 

zación y evaluación de modelos de optimización a los planteados por Belovsky (1986b). 

Para la estimación de la función de verosimilitud se utilizó un método de Monte Car- 

lo para obtener muestras del espacio muestral con una densidad de Radon-Nikodym 

uniforme y de esta forma estimar la distribución de probabilidad de cualquier variable 

observable de la que se tenga información. En los modelos aquí analizados, el espacio 

muestral consiste en la biomasa de plantas angiospermas monocotiledóneas y dicoti- 

ledóneas que las especies de herbívoros ingieren diariamente. A modo de ejemplo, en 

la Figura 4.1 se presenta la distribución de la composición de la dieta de Bison bison 

esperada de acuerdo al modelo nulo, que corresponde a un valor del parámetro q de 

la función de transferencia igual a 0. 

Dada la metodología utilizada por Belovsky (1986b) en el trabajo de campo, la va- 

riable observada con la que se evalúan empíricamente los modelos es el cociente entre 

la ingesta diaria de monocotiledóneas y dicotiledóneas. La estimación de la densidad 

de Radon-Nikodym del porcentaje de monocotiledóneas en la dieta para cada especie 

predicha por los modelos deterministas se presenta en la Figura 4.2. El orden en que 

se presentan los resultados para cada especie sigue el criterio utilizado por Belovsky 

(1986b), y corresponde a un tamaño corporal creciente. A diferencia del modelo nulo, 

los modelos de máxima ingesta de energía y de minimización del tiempo de forrajeo 

pueden tiene un valor parámetro q en el intervalo (0, 1], por lo que se eligieron valores 

de q = 0,5 y q = 0,95 para presentar gráficamente la densidad de probabilidad de 

ambos modelos. En primer lugar, cabe destacar que el análisis del modelo nulo revela 

que para la especie Dissosteira carolina la densidad de probabilidad es nula para la com- 

posición de la dieta observada en campo, lo que significa que el sistema observado no 

respeta las restricciones planteadas en el modelo. Al ser incompatible con las restriccio- 

nes, los modelos de optimización planteados predicen necesariamente una densidad 

nula para el valor observado de la variable. En consecuencia, la especie D. carolina se 

excluyó de los análisis subsecuentes. 

Dado que la variable aleatoria observada difiere de la función objetivo en ambos 

modelos de optimización, de acuerdo a lo tratado en la Sección 3.7.4.1 no es posible 

aplicar una prueba de significación por hipótesis nula, y necesariamente los métodos 

de inferencia estadística deben estar basados en la función de verosimilitud. Al evaluar 

la verosimilitud en función del parámetro q para la versión determinista de los modelos 

de optimización, se observó que esta presenta un máximo en torno a valores de q > 0,9 

para el modelo de máxima ingesta de energía en la mayoría de las especies (Figura 4.3). 

Belovsky (1986b) presenta solo un valor de la composición de la dieta por especie 

correspondiente estimado en el sitio de estudio. Sin embargo, la metodología aplicada 
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Figura 4.2: Densidad de Radon-Nikodym de la composición de dieta predicha por la versión 
determinista del modelo nulo y de los modelos de optimización de máxima energía 

ingerida y mínimo tiempo de forrajeo para valores de q de 0,5 y 0,95. 
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Figura 4.3: Verosimilitud de los modelos de forrajeo óptimo para cada espacie analizada en 

función del parámetro q de la versión determinista de los modelos, donde los pa- 
rámetros son constantes y tienen un valor igual al promedio de la estimación de 
campo. Nótese que la escala del eje vertical varía en cada gráfico. 
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Tabla 4.2: Resultados de los métodos de inferencia estadística aplicados a la versión determi- 
nista del modelo de máxima ingesta de energía para cada especie de herbívoro de 
forma independiente. Para cada método de inferencia se analiza si el resultado cum- 
ple con criterios comúnmente utilizados para establecer si existe evidencia en favor 
del modelo evaluado. 

 
 

 
Especie 

Test de cociente 
de verosimiltud 

Criterio de información 
de Akaike 

Factor de Bayes 

 
 q P P < 0,05 ∆AICnulo ∆AICnulo > 2 B B > 3 

Circotettix undulatus >0.99 0.264 × 0.75 × 1.26 × 

Melanoplus sanguinipes 0.92 0.216 × 0.47 × 1.37 × 

Melanoplus femur-rubrum 0.99 0.090 × -0.87 × 1.36 × 

Microtus pennsylvanicus 0.99 0.055 × -1.70 × 1.65 × 

Spermophilus columbianus >0.99 0.010 C -4.71 C 1.91 × 

Sylvilagus nuttalli >0.99 0.042 C -2.13 C 1.79 × 

Marmota flaviventris 0.99 0.054 × -1.71 × 1.69 × 

Antilocapra americana 0.99 0.058 × -1.58 × 1.88 × 

Ovis canadensis 0.99 0.059 × -1.56 × 1.56 × 

Odocoileus virginianus 0.94 0.157 × 0.00 × 1.56 × 

Odocoileus hemionus 0.99 0.078 × -1.10 × 1.63 × 

Cervus canadensis 0.91 0.329 × 1.05 × 1.13 × 

Bison bison 0.99 0.057 × -1.62 × 1.86 × 

Nota. L = verosimilitud; ∆AICnulo = diferencia en el criterio de Akaike con el modelo nulo; B = factor de Bayes. 

 
hace posible la evaluación de un modelo de optimización aún si se cuenta con un 

único dato de la variable observada. Por lo tanto, con un fin ilustrativo se presentan los 

resultados de los métodos de inferencia aplicados a la versión determinista del modelo 

de maximización de energía para cada especie por separado en la Tabla 4.2. Solo en 

el caso de Spermophilus columbianus y Sylvilagus nuttalli la prueba de verosimilitud y el 

criterio de información de Akaike dan soporte al modelo de optimización; el análisis 

bayesiano mediante el cómputo del factor de Bayes no brinda soporte al modelo en 

ninguna de las especies. 

Al evaluar la capacidad de los modelos deterministas para predecir la composición 

de la dieta para las 13 especies que cumplen con las restricciones en su conjunto, los 

resultados mostraron soporte en favor de la hipótesis de máxima adquisición de ener- 

gía y un rechazo tanto de la hipótesis de minimización del tiempo de forrajeo como 

del modelo nulo. La relación entre la verosimilitud de los modelos en función del 

parámetro q, considerando un mismo valor para todas las especies, se presenta en la 

Máx.L 
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Figura 4.4: La variación de la verosimilitud de los modelos de forrajeo óptimo en función del 
parámetro q con un mismo valor para el conjunto de las especies muestra un fuerte 
soporte a la hipótesis de máxima energía ingerida. Nótese que el eje de las ordena- 
das posee una escala logarítmica. 

 
Figura 4.4. Se observa que la verosimilitud del modelo de máxima ingesta de ener- 

gía aumenta respecto del modelo nulo con valores crecientes de q hasta alcanzar un 

máximo en torno a q = 0,95. En contraste, el ajuste del modelo de minimización del 

tiempo de forrajeo es peor que el del modelo nulo para todos los valores de q. De 

hecho, las predicciones se alejan de los valores observados a medida que q aumenta, y 

para valores de q > 0,2 la verosimilitud se hace nula debido a que la distribución de 

probabilidad predicha excluye a la composición de dieta observada. Los resultados de 

los métodos de inferencia estadística fueron en todos los casos concluyentes en favor 

del modelo de maximización ingesta de energía (Tabla 4.3). La prueba de cociente de 

verosimilitud resultó altamente significativo en favor de dicha hipótesis: se obtuvo un 

P < 10−6, cuando el criterio de significación para rechazar una hipótesis nula usado 

comúnmente en biología es un valor de P menor a 0,05, mientras que para el modelo 

de mínimo tiempo de forrajeo se obtuvo un P cercano a la unidad. El criterio de in- 

formación de Akaike, por su parte, arroja un peso del modelo de máxima ingesta de 

energía > 0,99, descartando los modelos alternativos. Por último, el factor de Bayes de 

este modelo se ubicó en el rango que es considerado de soporte decisivo en favor de la 

hipótesis de maximización de energía: la verosimilitud marginal de este modelo fue de 

casi cuarenta mil veces la del modelo nulo, y de un valor todavía mayor con respecto 

al modelo de mínimo tiempo de forrajeo (log10 B = 5,49). En síntesis, los resultados de 

la aplicación de la metodología de generalización y evaluación a los modelos de forra- 
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jeo óptimo son coherentes con los obtenidos por Belovsky (1986b) cuando se utilizan 

como parámetros los valores utilizados en el trabajo original, a excepción de la especie 

D. carolina. 

Ahora bien, el desarrollo matemático presentado en el Capítulo 3 permite la eva- 

luación de modelos donde los parámetros no poseen un valor constante, sino que se 

caracterizan en cambio por una cierta distribución de probabilidad que representa la 

información que se dispone sobre dichos parámetros. Dado que parte de las críticas 

al trabajo de Belovsky (1986b) se centraban en el uso de un valor promedio de los 

parámetros en lugar de tener en cuenta que dicha estimación presenta variabilidad, 

analizamos además una versión no determinista de los modelos. En esta versión los 

parámetros de los modelos poseen una distribución de probabilidad que representa la 

incertidumbre en torno al valor de la media muestral. La estimación de la densidad 

de Radon-Nikodym del porcentaje de monocotiledóneas en la dieta predicha por los 

modelos no deterministas para cada especie se presenta en la Figura 4.5. 

Al evaluar la verosimilitud en función del parámetro q para la versión no determi- 

nista de los modelos de optimización se observaron diferencias cualitativas respecto 

de la versión determinista (Figura 4.6). Si bien para la mayoría de las especies la ve- 

rosimilitud del modelo de máxima ingesta de energía aumenta con el valor de q y 

es superior a la de los modelos alternativos, en algunos casos sucede lo contrario. En 

particular, la especie para la que el resultado del modelo no determinista presenta un 

mayor contraste es D. carolina. En la versión no determinista existen combinaciones 

del valor de los parámetros para los que la dieta observada resulta compatible con las 

restricciones planteadas. En esta especie se observa que la verosimilitud del modelo de 

máxima ingesta de energía disminuye respecto del modelo nulo con valores crecien- 

tes de q hasta hacerse nula para valores superiores a 0,6 aprox., mientras que para el 

modelo de minimización de tiempo de forrajeo sucede lo contrario. 

Dado que D. carolina fue excluida de la inferencia estadística basada en los modelos 

deterministas, en los análisis del modelo no determinista fue también excluida de ma- 

nera de que ambos análisis fuesen comparables. En la Figura 4.7 se presenta la relación 

entre la verosimilitud de los modelos no deterministas en función del parámetro q pa- 

ra el conjunto de las especies, considerando un mismo valor para todas las especies y 

excluyendo a D. carolina). Al igual que en el caso del modelo determinista, se observa 

un aumento sostenido de la verosimilitud con un aumento de q hasta un máximo en 

torno a un valor de q = 0,99 para el modelo de maximización de la energía ingerida, 

mientras que la verosimilitud del modelo de minimización de tiempo de forrajeo es 

menor a la del modelo nulo y disminuye hasta hacerse nula para valores de q mayo- 

res a 0,3. Al aplicar métodos de inferencia estadística sobre la versión no determinista 

de los modelos se obtuvieron resultados similares a la versión versión determinista y 

en soporte del modelo de maximización ingesta de energía (Tabla 4.3). Si bien en los 

tres métodos aplicados se observa una ligera disminución de la evidencia en favor de 



 
 
 
 
 
 

 

Tabla 4.3: Resultados de los métodos de inferencia aplicados al reanálisis de modelos de forrajeo óptimo para el conjunto de las especies de 
herbívoros que cumplen con las restricciones planteadas por Belovsky (1986b). 

 

Modelo k 
Máxima verosimilitud Test cociente de verosimiltud Criterio de información de Akaike Factor de Bayes 

q ln L t P AIC ∆AIC w ln L marginal log10 B 

Versión determinista 
 

Modelo nulo 0 0 9.6 - - -19.3 25.4 <0.01 9.6 0 

Mín. tiempo de forrajeo 1 0.01 9.6 0.99 0.89 -17.3 27.4 <0.01 7.6 -0.89 

Máx. ingesta energía 1 0.95 23.3 1,13 · 10−6 1,7 · 10−6 -44.7 0 >0.99 20.2 4.60 

 
Versión no determinista 

         

Modelo nulo 0 0 6.6 - - -13.2 20.1 <0.01 6.6 0 

Mín. tiempo de forrajeo 1 0 6.6 >0.99 >0.99 -11.2 22.2 <0.01 4.6 -0.91 

Máx. ingesta energía 1 0.99 17.7 1,56 · 10−5 2,5 · 10−6
 -33.4 0 >0.99 14.2 3.30 
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Figura 4.5: Densidad de Radon-Nikodym de la composición de dieta de la versión no determi- 
nista del modelo nulo y los modelos de forrajeo óptimo para valores de q de 0,5 y 
0,95. 
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Figura 4.6: Verosimilitud de los modelos de forrajeo óptimo para cada espacie analizada en 

función del parámetro q de la versión no determinista de los modelos, donde los 
parámetros poseen una distribución de probabilidad estimada a partir de la infor- 
mación disponible. Nótese que la escala del eje vertical varía en cada gráfico. 
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Figura 4.7: La variación de la verosimilitud de la versión no determinista de los modelos de 

forrajeo óptimo en función del parámetro q con un mismo valor también muestra 
un fuerte soporte a la hipótesis de máxima energía ingerida para el mismo grupo 
de especies analizado en la versión determinista. Nótese que el eje de las ordenadas 
posee una escala logarítmica. 

 

dicho modelo, los resultados son igualmente concluyentes, por lo que esta pequeña 

diferencia no tiene un efecto cualitativo. 

Por último, a fines comparativos se computó asimismo la verosimilitud de cada 

modelo para el conjunto de las especies, de manera de evaluar si la inclusión de D. 

carolina podría afectar de forma cualitativa las conclusiones. En la Figura 4.8 se observa 

que en este caso la verosimilitud del modelo de maximización de la energía ingerida es 

mayor que la del modelo nulo, pero alcanza un máximo de menor magnitud en torno 

a q = 0,6, y se hace nula a valores superiores a 0,7. La aplicación de los métodos de 

inferencia, sin embargo, muestra igualmente apoyo al modelo de maximización de la 

ingesta de energía, pero los resultados no son en este caso concluyentes: en la prueba 

de verosimilitud se obtiene un P = 0,037, el peso de Akaike del modelo es de 0,70, y 

el factor de Bayes resulta de 2,93 con respecto al modelo nulo. 

 
4.4 dIscUsIÓn 

 
En este trabajo hemos realizado una primera aplicación de la metodología para rea- 

lizar una inferencia sobre hipótesis de optimización, que en este caso intentan explicar 

la composición de la dieta de herbívoros en el contexto de la teoría de forrajeo. Se ana- 

lizaron dos modelos que variaron en la distribución de probabilidad de los parámetros 
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Θ de los modelos de optimización, aquellos que se hipotetiza no se encuentran sujetos 

a una optimización (Tabla 4.1). En primer lugar discutimos los modelos de optimiza- 

ción determinista, donde cada parámetro es fijado al valor de la media muestral de las 

estimaciones experimentales, para luego analizar los resultados del caso más general 

de los modelos no deterministas. 

La aplicación del método de inferencia a los modelos de optimización determinis- 

tas, que corresponden a los formulados originalmente por Belovsky (1986b), produjo 

resultados coherentes a los del trabajo original para 13 de las 14 especies analizadas. 

En la especie Dissosteira carolina, en contraste, el análisis del modelo nulo mostró que 

la densidad de probabilidad de la dieta observada en campo es nula. Este hecho no 

es mencionado por Belovsky (1986b), pero es notorio que tampoco sea señalado por 

Hobbs (1990) ni Huggard (1994), quienes reanalizan los modelos de optimización me- 

diante simulaciones de Monte Carlo y realizan severas críticas al trabajo original. Este 

hecho puede ser explicado por el método utilizado para evaluar el ajuste de los mo- 

delos en todos los casos, que consiste en una regresión lineal sobre valores de dieta 

observados y predichos por los modelos de optimización, un tipo de análisis que po- 

see una serie de deficiencias que fueron señaladas en el Capítulo 2. Este ejemplo de 

aplicación permite ilustrar una limitación de esta metodología de evaluación de mode- 

los de optimización: cuando la variable aleatoria observada no coincide con el espacio 

muestral Ω no es posible evaluar si es compatible con las restricciones. Esta deficiencia 

se relaciona con la incapacidad de estimar una distribución de probabilidad asociada 

a la variable aleatoria observada. Si bien esta cuestión ha sido abordada por varios 

autores, no hemos encontrado descripto en la literatura que uno de los riesgos de esta 

metodología consiste en concluir que un modelo de optimización posee sustento empí- 

rico cuando, en realidad, los datos no son compatibles con las restricciones planteadas 

y por lo tanto el modelo debería ser descartado. En suma, este resultado pone de ma- 

nifiesto la ventaja de aplicar la metodología presentada en el Capítulo 3 en relación a 

otras metodologías tradicionalmente utilizadas. 

En la versión no determinista de los modelos se utilizó como PΘ una distribución 

de probabilidad independiente para cada parámetro y correspondiente a una distri- 

bución normal con parámetros µ y σ correspondientes a la media muestral y error 

estándar de las estimaciones experimentales respectivamente de acuerdo a los datos 

de Belovsky (1986b). Como ya se mencionó, Belovsky (1990) plantea que los mode- 

los analizados fueron formulados con el objetivo de responder preguntas en términos 

del promedio de los parámetros, y que por lo tanto deben ser parametrizados con 

la media muestral y el error estándar como medida de precisión. Sin embargo, con 

posterioridad Belovsky (1994) plantea que el error estándar presentado en Belovsky 

(1986b) representa una sobreestimación debido a que se había asumido una distribu- 

ción normal, mientras que la distribución observada se asemejaba en cambio a una 

distribución log-normal o exponencial negativa. Entendemos que esto último resulta 
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Figura 4.8: Verosimilitud de la versión no determinista de los modelos de forrajeo óptimo en 

función del parámetro q para la totalidad de las especies incluida Dissosteira carolina, 
para la que la composición observada de dieta no es compatible con la versión 
determinista del modelo nulo. Nótese que el eje de las ordenadas posee una escala 
logarítmica. 

 

errado en virtud del teorema del límite central, más allá de cuál sea efectivamente la 

distribución de los parámetros cuantificados en campo o laboratorio. El teorema del 

límite central establece que la distribución de la media muestral tiende a una distribu- 

ción normal con un desvío estándar igual al error estándar de la muestra para cualquier 

distribución. De acuerdo a los resultados tanto de Belovsky (1986b) como de Huggard 

(1994), la tasa de pastoreo es el parámetro para el que los resultados de los modelos 

muestran una mayor sensibilidad. El tamaño muestral de este parámetro es para todas 

las especies lo suficientemente grande como para asegurar que la distribución normal 

resulte una buena aproximación de la distribución de la media muestral. De hecho, en 

la mayoría de los parámetros para los que Belovsky (1986b, p. 44) presenta un error es- 

tándar asociado poseen tamaños muestrales elevados. En consecuencia, consideramos 

que el modelo no determinista consiste en una generalización adecuada del modelo 

determinista original. 

La implementación del código realizada contempla el uso de funciones específicas 

para cada problema de optimización; las utilizadas en el presente análisis se presen- 

tan en la Sección A.1.3. En la implementación general (Sección A.1.1) se contempla la 

posibilidad de utilizar diferentes y múltiples variables para cada modelo de optimi- 

zación, así como diferente número de datos, con el único supuesto de que todas las 

observaciones son independientes. 
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Los análisis se realizaron tanto para una de las especies de herbívoro por separado 

así como para el conjunto de éstas, lo que permitió comparar la evidencia en favor de 

las hipótesis de optimización que aporta cada caso con la obtenida al integrar toda la 

información disponible. En comparación con los resultados de la publicación original, 

los obtenidos en este trabajo presentan una mayor generalidad ya que son el resul- 

tado de métodos de inferencia estadística estándar. Se espera que el presente trabajo 

sirva como una referencia para ejemplificar cómo la aplicación de la metodología desa- 

rrollada al análisis de un modelo de optimización particulares permite realizar una 

inferencia estadística. 



 



 
 
 
 

D I S C U S I Ó N  G E N E R A L 
 
 

Al comienzo de este trabajo de tesis nos preguntamos si las críticas realizadas a 

los modelos de optimización en biología representan verdaderos impedimentos para 

el avance del conocimiento a través de esta metodología, o si se trata en cambio de 

asuntos con una importancia únicamente histórica y sin relevancia en la actualidad. A 

partir del trabajo de revisión bibliográfica presentado en el Capítulo 2 podemos con- 

cluir que evaluar el poder predictivo de las hipótesis de optimización de una forma 

objetiva es efectivamente relevante por múltiples razones. En primer lugar, parece ser 

la única manera de establecer si las múltiples idealizaciones utilizadas en un modelo 

de optimización permiten igualmente aportar información sobre el sistema. En segun- 

do lugar, puede aportar informacion sobre cuáles son las restricciones que afectan el 

proceso evolutivo del sistema bajo estudio. Por último, permite establecer el sustento 

empírico que posee un determinado principio de optimización. Esto es sobreentendido 

en casos como el de la selección natural, dado que en este concepto se basa la teoría 

de la evolución de Darwin y representa una base teórica para el conjunto de la bio- 

logía. Existen, sin embargo, principios de optimización de índole termodinámica que 

descansan en postulados teóricos pero poseen un escaso sustento empírico. Establecer 

pautas para un contraste riguroso de las hipótesis de optimización, en vista de lo ex- 

puesto, podría permitir un avance del conocimiento en esta área. Se espera que este 

intento de síntesis sobre los cuestionamientos a la aplicación de modelos de optimiza- 

ción en biología pueda servir como referencia a la hora de diseñar y evaluar trabajos 

que tengan el objetivo de analizar el sustento empírico de estos modelos. El segundo 

interrogante planteado como disparador del trabajo de revisión del Capítulo 2 fue si la 

popularidad actual de los modelos de optimización en biología es un indicativo de que 

se ha dado una respuesta satisfactoria a las diversas críticas realizadas a este abordaje 

teórico-metodológico, o si, por el contrario, éstas han sido simplemente ignoradas. En 

base al análisis realizado podemos concluir que la situación parece estar más cerca de 

la segunda opción que la primera. Si bien los trabajos actuales muestran un mayor 

cautela al afirmar que los sistemas bajo estudio son efectivamente óptimos, las caren- 

cias a nivel de la metodología utilizada para evaluar las hipótesis de optimización es 

notoria incluso en un campo de amplio desarrollo como el análisis del metabolismo 

celular. Esta situación sugiere que esta área del conocimiento se podría beneficiar de 

una metodología que no tenga las limitaciones que han sido señaladas. 

La metodología presentada en el Capítulo 3 permite una evaluación de modelos de 

optimización que carece de las limitaciones de los métodos tradicionalmente utiliza- 
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dos. La metodología propuesta tiene como punto de partida una generalización de los 

modelos de optimización, lo que hace posible su expresión en la forma de un mode- 

lo probabilístico bajo ciertas condiciones generales y,en consecuencia, permite analizar 

de forma objetiva el soporte empírico de un modelo de optimización mediante una 

inferencia estadística. Se demostró que para que pueda ser aplicada esta metodología 

sobre un modelo de optimización particular se deben cumplir algunas condiciones 

generales. El requerimiento de mensurabilidad de la función que define al modelo ge- 

neral está asegurado si las funciones que caracterizan al problema de optimización son 

medibles, y esta es una condición que poseen las funciones típicamente utilizadas en 

la formulación de modelos de sistemas biológicos. El requerimiento de que el modelo 

nulo tenga una medida finita está asegurado en casos donde el espacio muestral tenga 

una medida finita, mientras que en caso de un espacio muestral de medida infinita 

dependerá de las restricciones planteadas que se cumpla con esta condición. El últi- 

mo requerimiento se aplica en caso de un espacio muestral métrico no contable, y se 

relaciona con la topología que adquiere el conjunto de soluciones óptimas cuando el 

modelo general se acerca al modelo de optimización estricta. Esta condición presenta 

una mayor complejidad con respecto de las condiciones anteriores, y se relaciona con 

una limitante inherente a los métodos de inferencia basados en la función de verosimi- 

litud: no resultan adecuados para comparar el ajuste de modelos probabilísticos si sus 

medidas poseen un componente mutuamente singular no nulo. 

Una de las principales ventajas de la metodología desarrollada es que su generalidad 

hace posible su aplicación a modelos de optimización de sistemas biológicos de jerar- 

quía y complejidad arbitrarias. En consecuencia, la inferencia estadística sobre modelos 

de sistemas de mayor complejidad que los analizados en este trabajo posee el mismo 

fundamento, y su interpretación similar a la aquí realizada en el Capítulo 4. La dispo- 

nibilidad de métodos numéricos de aplicabilidad general más allá de la formulación 

matemática de las restricciones resultarían por lo tanto de gran utilidad, especialmente 

cuando existan restricciones no lineales. Sin embargo, la demanda computacional de 

los métodos numéricos necesarios para estimar la distribución de probabilidad sobre 

el espacio muestral se incrementa a medida que el modelo del sistema se hace más 

complejo, por lo que se espera que la eficiencia de los métodos utilizados sea crítica 

para mantener tiempos de cómputo razonables. En tales casos es posible que sea ne- 

cesario el uso de algoritmos específicos que sean eficientes para el tipo particular de 

modelo de optimización en cuestión para que sea factible la obtención de resultados 

en tiempos razonables de cómputo. 

En el Capítulo 4 se presentó una implementación de la metodología desarrollada 

para la evaluación de modelos de optimización en la forma de una biblioteca de fun- 

ciones en el lenguaje de programación MATLAB. Esta implementación se diseñó con 

el objetivo específico de que sea aplicable a cualquier sistema biológico particular para 

el que se puedan escribir las funciones específicas necesarias, ya que de esta forma es 
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que se define el análisis a realizar. Con el mismo fin se realizó una automatización de 

los análisis de inferencia estadística y las salidas gráficas, lo que facilita la aplicación de 

esta metodología a otros sistemas. El uso de esta herramienta de análisis está limitado 

por la disponibilidad de algoritmos capaces de realizar un muestreo de Monte Carlo 

sobre el espacio de soluciones óptimas de un modelo general probabilístico de optimi- 

zación. Dado que el modelo analizado en el Capítulo 4 es un modelo de optimización 

lineal, mediante una modificación de las funciones utilizadas en este caso es posible 

aplicar el método de inferencia a cualquier otro sistema para el que resulte adecuado 

un modelo de optimización lineal. Los métodos de Monte Carlo para la obtención de 

muestras aleatorias del espacio de soluciones son computacionalmente intensivos. En 

la implementación realizada se utilizaron las capacidades de cómputo en paralelo de 

MATLAB, lo que permite utilizar la totalidad de los núcleos de los microprocesado- 

res actuales. La función de estimación de Ff
θ 

implementada se basa en la distribución 

empírica de las muestras aleatorias de Ω del modelo nulo 

Si bien en el diseño de la implementación de la metodología se intentó hacer énfasis 

en una estructura que permita realizar una inferencia estadística sobre un modelo de 

optimización arbitrario, en su estado actual la implementación posee algunas limita- 

ciones. La función de transferencia no está explícitamente incluida como una entrada, 

sino que forma parte de la función de muestreo por Monte Carlo de Ω, por lo que 

es posible utilizar cualquier otra función función de transferencia. El uso de otra fun- 

ción de transferencia, sin embargo, requeriría una revisión del código de la función 

de inferencia estadística, ya que este asume un espacio de parámetros Q de una única 

dimensión. Otro aspecto que requiere ser modificado para poder representar el caso 

general es el establecimiento de las distribuciones de probabilidad previas sobre Q de 

los modelos de optimización. La realización de una inferencia estadística bayesiana, a 

diferencia de los análisis frecuentistas o basados en la teoría de la información, requie- 

ren establecer una distribución de probabilidad previa, que representa el conocimiento 

que se tiene a priori del espacio de parámetros sobre el que se desea realizar una infe- 

rencia. En el estado actual de la implementación la distribución previa para el modelo 

nulo se concentra en el valor de q, correspondiente a qN ∈ Q, mientras que para los mo- 

delos de optimización es uniforme sobre Q, asumiendo como ya se dijo un espacio Q 

unidimensional. La distribución uniforme se eligió al ser una distribución no informa- 

tiva, ya que es la de máxima entropía, pero otras distribuciones podrían emplearse. La 

función de transferencia y distribuciones de probabilidad previas sobre Q representan, 

en consecuencia, aspectos cuyo estudio e implementación de alternativas contribuiría a 

ampliar el menu de modelos de optimización para los que la metodología presentada 

en este trabajo puede ser aplicada para la evaluación de hipótesis de optimización. 

Por último, creemos que la capacidad de establecer el valor empírico de modelos de 

optimización puede aportar información no solo sobre el sustento de modelos particu- 

lares, sino de forma más general sobre principios de optimización hipotéticos. Como 
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hemos mencionado, en la biología el caso más común de principio de optimización 

es la selección natural, cuya aceptación es unánime al ser el concepto central de la la 

teoría evolutiva de Darwin. Cuando se evalúa una hipótesis basada en la selección na- 

tural, en consecuencia, el objetivo suele ser establecer el valor empírico del resto de los 

componentes del modelo utilizado, como restricciones, supuestos accesorios, y la rela- 

ción entre las variables de estado cuantificadas y la aptitud biológica. Una situación 

contrastante se da para el caso de principios de optimización que se han postulado en 

el marco del estudio termodinámico de los sistemas biológicos. Si bien se ha mostrado 

que algunos de estos principios pueden ser complementarios, otros parecen ser exclu- 

yentes para una situación experimental dada, como el caso de una minimización de 

la disipación específica frente a una maximización de la producción de entropía (Fath 

y col. 2001). El principio de la maximización de la producción de entropía en particu- 

lar ha recibido atención en los últimos años, y algunos trabajos reportan resultados en 

acuerdo con lo predicho (e.g. Jesus y col. 2012). Sin embargo, estos trabajos adolecen en 

general de las deficiencias ya señaladas al evaluar el poder predictivo de las hipótesis, 

por lo que el sustento empírico de este y otros postulados resta por ser esclarecido. De 

acuerdo a lo expuesto, puede descartarse que los autores consideren como un supuesto 

al principio de optimización. Más aún, el objetivo explícito de estos trabajos suele ser 

brindar soporte empírico al principio de optimización en cuestión. Esto indica que las 

deficiencias señaladas pueden tener origen en la falta de una metodología que permita 

evaluar hipótesis de optimización cumpliendo con los requerimientos ya mencionados. 

Dado el menor grado de desarrollo en el uso de principios de optimización termo- 

dinámica, la aplicación del método presentado podría representar un beneficio extra 

en este campo de aplicación en comparación con trabajos en el marco de la biología 

evolutiva clásica. 

En este trabajo hemos presentado las bases de una metodología basada en la teo- 

ría axiomática de la probabilidad que permite evaluar modelos de optimización bajo 

ciertas condiciones generales, y que provee una solución a las críticas realizadas a los 

métodos comúnmente utilizados en la evaluación del sustento empírico de hipótesis 

de optimización al permitir la aplicación de métodos de inferencia estadística estándar. 

Al estar planteada de una manera general con asiento en la teoría matemática de la 

medida, la metodología desarrollada puede aplicarse a modelos de optimización de 

sistemas biológicos independientemente de su nivel de organización o complejidad 

del modelo matemático subyacente. La aplicación de la metodología desarrollada a 

modelos de sistemas de una mayor complejidad, así como la extensión a modelos de 

optimización multi-objetivo y multi-nivel, son líneas de investigación que se podrían 

desarrollar en base a lo expuesto en este trabajo de tesis. Esperamos que los aportes de 

este trabajo contribuyan al avance del conocimiento acerca del rol de los procesos de 

optimización como principios generales de organización de los sistemas biológicos. 



 
 
 
 
 

A P É N D I C E S 
 
 

En este apéndice se incluye el código utilizado en la obtención de los resultados 

presentados en el cuerpo de la tesis. 

 
a.1 cApíTUlo  4 

 
a.1.1 Implementación metodología general 

 

La implementación de la metodología general consta de 3 funciones básicas, y ca- 

da una de estas utiliza a su vez como entradas funciones designadas con el usuario 

de acuerdo al espacio muestral Ω y el espacio de parámetros Θ del modelo de opti- 

mización que se desee analizar. La función “mc_sampling_gral_optimization_model” 

realiza una obtención de muestras aleatorias del espacio de parámetros Θ, el modelo 

nulo Ω × Θ × qN, y de los espacios de soluciones óptimas Ω × Θ × q basados en un 

modelo general de optimización con una función de transferencia arbitraria y una fun- 

ción de normalización cuantil, esta última implementada como parte de la función. La 

función “radon_nikodym_density_random_var_gral_opt_model” realiza la estimación 

de la densidad de Radon-Nikodym. La función “statistical_inference_gral_opt_model”, 

a diferencia de las funciones antes descriptas, acepta como entrada múltiples modelos 

de optimización, de modo que es permite realizar una inferencia basada en múltiples 

modelos de optimización sobre sistemas independientes, siempre que dichos modelos 

compartan una misma función de transferencia y de normalización. 

 
a.1.1.1 Muestreo espacio de soluciones 
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function    [ prob_opt_model ]     =    mc_sampling_gral_optimization_model  ( input_som ) 

% %FUNDAMENTO 

% Espacio   muestral  $\Omega$   de   $k$   dimensiones 

% Espacio  de p a r   m e t r o s   $\ Theta $   de   $h$   dimensiones 

% Espacio  de p a r   m e t r o s   de   f u n c i   n   de   t r a n s f e r e n c i a   $Q$   de   $ l $   dimensiones . 

% SUPUESTOS 

% La  dimensionalidad  de  $Q$  es   baja 

t ime_ref_fun  = t i c ; 

perf = [ ] ; 

mkdir ( input_som . data_management . mc_sampling . di r _s a ve d_r e s ult s ) 

mkdir ( input_som . data_management . mc_sampling . common_dir_saved_results  )  ; 

% %MUESTREO  ESPACIO  DE  PARAMETROS 

A 
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% Se   toman   $m$   elementos  de   $\ Theta $   a l   azar ,   y   por   cada   uno   de   l o s   $m$ 

% elementos  $\ t he t a $   se   toman   $n$   muestras  de   $\Omega$ . 

t r e f_t he t a_s a mpling  = t i c ; 

16  [ mcsamples_Theta , prob_opt_model . Theta . logs ]  =  input_som . Theta . mc_sampling . 

fun ( ... 

input_som . Theta . mc_sampling .m, ... 

input_som . Theta . mc_sampling . pars ) ; 

perf ( 1 ) . Se c t ion = ' Theta sampling ' ; 

perf ( 1 ) . Time =   toc ( t r e f_t he t a_s a mpling ) ; 

21 disp ( [ ' Theta   sampling   took   '   num2str ( toc ( t r e f_t he t a_s a mpling ) /60 )   '   minutes 

fo r ' ... 

num2str ( input_som . Theta . mc_sampling .m)    ' samples . ' ] ) 

% %MUESTREO  DEL  MODELO NULO   ( $\Omega  \times   \Theta   \times   q_N$ ) 

% En   pa r a l e lo   a   n i ve l   de   $\ Theta $ 

t r e f_q u a n t i l e _n o r m a l i za t i o n = t i c ; 

26 null_model_Omega_mc_sampling = input_som . null_model . Omega_mc_sampling ; 

in pu t_q u an ti l e_ n orma li z a ti on  = input_som . q u a n t i l e _ n orm a l i za t i on  ; 

q_null_model    =    input_som  .Q.  q_null_model  ; 

t i c B y t e s ( gcp ) ; 

parfor  i _ t h e t a  =   1   :   input_som . Theta . mc_sampling .m 

31 % % P a r a l e l l   computing 

sampling_pa rs   =   null_model_Omega_mc_sampling . sampling_pars ;    %#ok<PFBNS> 

% Temp   di r e c t o r y   fo r   each  worker 

sampling_pars . temp_dir = [ null_model_Omega_mc_sampling . sampling_pars . 

temp_dir ... 

' /nm_ '     ' t he t a_ '    num2str ( i _t h e t a )    ' _ ' d a t e s t r ( now, ' yyyy_mm_dd−HH:MM: 

SS . FFF ' ) ] ; 

36 cd  (  null_model_Omega_mc_sampling  .  sampling_pars  .  temp_dir  ) 

i f numel ( dir ( sampling_pars . temp_dir ) ) == 0 

mkdir ( sampling_pars . temp_dir ) 

 

 
41 

 
 
 

 
46 

 
 
 
 

 
51   end 

end 

% % 

% mcsamples_Theta :    a r r e glo   de   $h   \times  m \times   n_cases $    dimensiones . 

[ null_Omega_mcsamples { i _t h e t a } , null_Omega_logs { i _t h e t a } ] = ... 

null_model_Omega_mc_sampling . fun ( mcsamples_Theta { i _ t h e t a } , ... 

input_som . c . as_theta_fun , ... 

q_null_model , ... 

in pu t_q u an ti l e_ n orma li z a ti on  . n_per_theta_null_model  , ... 

sampling_pa rs ) ;    %#ok<PFBNS> 

%  null_Omega_mcsamples :    a r r e glo  de   $m$   unidades  de   $n  \times k$ 

dimensiones . 

[ ~ , ~ , ~]  = rmdir ( sampling_pars . temp_dir ) ; 

disp ( [ num2str ( i _t h e t a )    '   null   model   t he t a   completed ' ] ) 

prob_opt_model . null_model . Omega . logs  =  null_Omega_logs ; 

p a r a l l e l _d a t a = toc Bytes ( gcp ) ; 

disp ( [ ' Null   model   sampling   took   '   num2str ( toc ( t r e f_q u a n t i l e _n o r m a l i za t i o n ) 

/60 )   '   minutes  fo r    '   ... 
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num2str ( input_som .  Theta .  mc_sampling  .m)    '   samples  from   Theta   samples ,    with 

' ... 

56 num2str (   input_q ua n ti le _ norma li za t ion   .   n_per_theta_null_model  )     ' omega 

samples  per   theta  ,    ' ... 

num2str ( toc ( t r e f_q u a n t i l e _n o r m a l i za t i o n ) /input_som . Theta . mc_sampling .m)    ' 

s per each t h e t a sample ' ] ) 

perf ( end+1 ) . Se c t ion  =   ' Null_model   sampling ' ; 

perf ( end ) . Time =   toc ( t r e f_q u a n t i l e _n o r m a l i za t i o n ) ; 

perf ( end ) . Gbyte s_se nt_pa ra le l l_worke rs   =   sum( p a r a l l e l _d a t a ( : , 1 ) ) /( 10 ̂  9 ) ; 

61  perf ( end ) . Gbyte s_from_para le l l_worke rs  =   sum( p a r a l l e l _d a t a ( : , 2 ) ) /( 10 ̂  9 ) ; 

% Save   d e f i n i t i o n    of   null   model 

prob_opt_model . null_model . d e f i n i t i o n = input_som . null_model ; 

input_som = rmfield  ( input_som , ' null_model ' ) ; 

% %NORMALIZACION  CUANTIL 

66  % ESTIMACION FUNCION DE DISTRIBUCION FUNCION OBJETIVO 

% Para  cada   uno   de   l o s   $m$   elementos  de   $\ Theta $   se   debe   estimar  l a    funcion 

% de   d i s t r i b u c i o n   de   l a    funcion  o b j e t i v o   a   f i n   de   pe r mit i r    l a    normalizacion 

% c u a n t i l . 

F _f_t  he t a _e s t i ma t i o n  =  input_som . q u a n t i l e _ n or m a l i za t i on  . F _f_t  he t a _e s t i ma t i o n ; 

71   Q_def   =   input_som .Q; 

fo r   i_opt_model  =   1 : numel ( input_som . alt_opt_models ) 

t r e f _ F _ f _ t h e t a = t i c ; 

f     =    input_som . a lt_opt_models ( i_opt_model ) . f ; 

t i c B y t e s ( gcp ) ; 

76 fo r   i _ t h e t a   =   1 : input_som . Theta . mc_sampling .m 

[ mcsamples_f_null_model ] = f . fun ( ... 

null_Omega_mcsamples { i _t h e t a } , ... 

mcsamples_Theta { i _ t h e t a } , f . pa rs ) ; %#ok<PFBNS> 

% mcsamples_f_null_model : a r r e glo de $n \times m \times n_obj_fun $ 

dimensiones . 

81 % Cada vector  columna es una muestra  a l e a t o r i a de   l a   funcion   o b j e t i v o 

dado 

% uno de   l o s   $m$   elemento  tomados   de   $\ Theta $ . 

[ F _f_t  he t a { i_opt_model , i _t h e t a } ] = F _f_t  he t a _e s t i ma t i o n . fun ( ... 

mcsamples_f_null_model , ... 

Q_def , ... 

86 f , ... 

F _ f _ t h e t a _ e s t i m a t i o n . par s ) ;    %#ok<PFBNS> 

% F _f_t  he t a   :   a r r e glo  de   $m$   elementos ,   donde   cada   uno   es    l a    funcion 

de 

% d i s t r i b u c i o n de l a funcion o b j e t i v o para cada uno de l o s $m$ 

elemento 

% tomados de   $\ Theta $ . 

91 end 

p a r a l l e l _d a t a =   toc Bytes ( gcp ) ; 

perf ( end+1 ) . Se c t ion  =   [ input_som . a lt_opt_models  ( i_opt_model ) . f . l a b e l s    ' 

n u l l   model    d i s t r i b u t i o n  '  ] ;    %#ok <*AGROW> 

perf ( end ) . Time =   toc ( t r e f _ F _ f _ t h e t a ) ; 

perf ( end ) . Gbyte s_sent_pa ra le l l_worke rs   = sum( p a r a l l e l _d a t a ( : , 1 ) ) /( 10 ̂  9 ) ; 
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96 

end 

perf ( end ) . Gbyte s_from_pa ra le ll_worke rs  =   sum( p a r a l l e l _d a t a ( : , 2 ) ) /( 10 ̂  9 ) ; 

 
 

 
101 

 
 
 
 
 

 
106 

% Guardar    r e s ult ados 

i f     input_som . data_management . mc_sampling . data 2 save . null_model_samples  

i f input_som . data_management . mc_sampling . w r i t e _r e s u l t s 

cd ( input_som . data_management . mc_sampling . di r _s a ve d_r e s ult s ) 

f i lename_null_model_samples  = [ input_som . data_management . 

f i l e na me _pr e f ix  ' _null_model_samples  '   ... 

' _ '    d a t e s t r ( now,  ' yyyy−mm−dd−HH:MM: SS ' )     ' . mat '  ] ; 

prob_opt_model . null_model . Omega . mcsamples { 1 } = 

save_or_load_data_opt_model  ( ... 

' save ' , ... 

filename_null_model_samples  , ... 

null_Omega_mcsamples ) ; 

 
 
 

111 

 
 
 

end 

e l s e 

end 

 
prob_opt_model . null_model . Omega . mcsamples    =    null_Omega_mcsamples ; 

 
 
 

 
116 

 
 
 
 
 

 
121 

 
 
 

 
126 

 
 
 

 
131 

 
 
 
 

 
136 

c l e a r      null_Omega_mcsamples 

% %MUESTREO  ALEATORIO  ESPACIO  DE  SOLUCIONES  OPTIMAS 

fo r i_opt_model = 1 : numel ( input_som . a lt_opt_models ) 

tre f_gra l_mode l_sa mpling  = t i c ; 

Omega_mc_sampling=    input_som . alt_opt_models  ( i_opt_model ) . 

Omega_mc_sampling  ; 

Omega_mc_sampling . sampling_pars . f    =   input_som . alt_opt_models  ( i_opt_model ) 

. f ; 

t i c B y t e s ( gcp ) ; 

F_f_theta_i_opt_model  = F _f_t he t a ( i_opt_model , : ) ; 

parfor  i_q = 1 : numel ( input_som .Q. grid ) % PARFOR 

% Declare   v a r i a b l e s   so    p a r a l l e l    matlab   computation  can    c l a s i f y 

% v a r i a b l e s   whitin  fo r   loop 

disp ( [ num2str ( i_q )    ' i_q i n i c i a d o . . . ' ] ) 

general_Omega_mcsamples = { } ; 

strict_Omega_mcsamples = { } ; 

general_Omega_logs = { } ; 

strict_Omega_logs  =   { } ; 

f o r    i _ t h e t a   =   1 : input_som . Theta . mc_sampling .m   %#ok<PFBNS> 

% % P a r a l e l l   computing 

sampling_pa rs   =   Omega_mc_sampling . sampling_pars ;    %#ok<PFBNS> 

% Temp   di r e c t o r y   fo r   each  worker 

sampling_pars . temp_dir  =  [ sampling_pars . temp_dir   ' / '   ... 

' t he t a_ '    num2str ( i _t h e t a )    ' q_ '    num2str ( i_q )    ' obj_ ' num2str ( 

i_opt_model ) ... 

' _ ' d a t e s t r ( now, ' yyyy_mm_dd−HH:MM: SS . FFF ' ) ] ; 

cd ( Omega_mc_sampling  .  sampling_pars .  temp_dir ) 

i f numel ( dir ( sampling_pars . temp_dir ) ) ==0 

mkdir ( sampling_pars . temp_dir ) 

end 

i f  i_q  ==  1 
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141 end 

% % 

sampling_pars . compute_optimal  =   1 ; 
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151 

 
 
 
 

 
156 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

end 

[ general_Omega_mcsamples { i _t h e t a } , ... 

general_Omega_logs { i _ t h e t a } , ... 

strict_Omega_mcsamples { i _ t h e t a } , ... 

strict_Omega_logs  { i _t h e t a } ] = input_som . a lt_opt_models  ( 

i_opt_model ) . Omega_mc_sampling . fun ( ... 

mcsamples_Theta { i _ t h e t a } , ... 

input_som . c . as_theta_fun , ... 

input_som .Q. grid { i_q } , ... 

Omega_mc_sampling . n_per_theta , ... 

sampling_pars , ... 

F_f_t he t a_i_opt_m ode l { i _ t h e t a } )  ;    %#ok<PFBNS> 

% samples_model_q_omega : a r r e glo de $k \times n \times m$ 

dimensiones 

cd ( Omega_mc_sampling .  sampling_pars .  temp_dir ) 

[ ~ , ~ , ~] = rmdir ( sampling_pars . temp_dir ) ; 

 
 
 
 

 
161 

 
 
 
 

 
166 

% Guardar    r e s ult ados 

i f   input_som . data_management . mc_sampling . w r i t e _r e s u l t s 

cd ( input_som . data_management . mc_sampling . di r _s a ve d_r e s ult s ) 

filename_omega_saved_data  = [ input_som . data_management . 

f i l e na me _pr e f ix  ' _samples_q_i_  '   ... 

num2str ( i_q )     ' _opt_model_i_  '    num2str ( i_opt_model )    ... 

' _ '    d a t e s t r ( now,  ' yyyy−mm−dd−HH:MM: SS ' )     ' . mat '  ] ; 

general_Omega_parallel_mcsamples  { i_q }     = 

save_or_load_data_opt_model  ( ... 

' save ' , ... 

filename_omega_saved_data , ... 

general_Omega_mcsamples ) ; 

e l s e 

general_Omega_parallel_mcsamples  { i_q }     =     general_Omega_mcsamples ; 

end 

 
171 

 
 
 

 
176 

gene ra l_Ome ga_para l le l_ logs  { i_q }     =     general_Omega_logs ; 

strict_Omega _pa ra lle l_mcsa mple s  { i_q } =    strict_Omega_mcsamples  ; 

s t r i c t _Ome ga _pa r a l l e l _lo gs { i_q } = strict_Omega_logs ; 

disp ( [ num2str ( i_q )     ' i_q completed ' ] ) 

end % parfor q loop 

p a r a l l e l _d a t a =   toc Bytes ( gcp ) ; 

prob_opt_model . opt_models ( i_opt_model ) . general_model . Omega . mcsamples = 

general_Omega_parallel_mcsamples  ; 

prob_opt_model . opt_models ( i_opt_model ) . general_model . Omega . logs = 

general_Omega_paral lel_logs  ; 

prob_opt_model . opt_models ( i_opt_model ) . s t r i c t _mo de l . Omega . mcsamples = 

strict_Omega_paral lel_mcsamples  ; 

prob_opt_model . opt_models ( i_opt_model ) . s t r i c t _mo de l . Omega . logs   = 

s t r i c t _Ome ga _pa r a l l e l _lo gs ; 
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181 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
186 

 
 
 
 

 
191 

 
 
 
 

 
196 

c l e a r general_Omega_parallel_mcsamples  general_Omega_paral lel_logs  

strict_Omega_paral lel_mcsamples  s t r i c t _Ome ga _pa r a l l e l _ lo gs 

disp ( [ ' General   model   sampling   took    '    num2str ( toc ( tref_gra l_mod el_sampling  

) /60 )   '   minutes  fo r    '   ... 

num2str ( input_som .  Theta .  mc_sampling  .m)    ' samples from Theta samples , 

with ' ... 

num2str ( Omega_mc_sampling  .  n_per_theta )    '   omega   samples   per   t he t a    and ' 

... 

num2str ( numel ( input_som .Q. grid ) )    '   q   values , fo r   one o b j e c t i v e 

function  ' ... 

num2str ( toc  ( tref_gra l_mod el_sampling ) /( input_som  . Theta  . mc_sampling .m* 
s i z e ( input_som .Q. grid , 2 ) ) ) ... 

' s   per   each   t he t a   sample   and   q   value . ' ] ) 

perf ( end+1 ) . Se c t ion  =   [ input_som . a lt_opt_models  ( i_opt_model ) . f . l a b e l s    ' 

general  optimization  model sampling ' ] ; 

perf ( end ) . Time   =   toc ( tref_gra l_mode l_sa mpling  ) ; 

perf ( end ) . Gbyte s_se nt_pa ra le l l_worke rs  = sum( p a r a l l e l _d a t a ( : , 1 ) ) /( 10 ^ 9 ) ; 

perf ( end ) . Gbyte s_from_pa ra le ll_worke rs  = sum( p a r a l l e l _d a t a ( : , 2 ) ) /( 10 ̂  9 ) ; 

% Save  F _f_t  he t a 

i f     input_som . data_management . mc_sampling . data 2 save .  F _f_t  he t a 

i f input_som . data_management . mc_sampling . w r i t e _r e s u l t s 

cd ( input_som . data_management . mc_sampling . di r _s a ve d_r e s ult s ) 

f i lena me_F_f_ th eta_save d_data  = [ input_som . data_management . 

f i l e na me _pr e f ix   ' _F_f_theta_opt_model_ i_  '   ... 

num2str ( i_opt_model )     ' _ '    d a t e s t r ( now,  ' yyyy−mm−dd−HH:MM: SS ' )     ' 

. mat ' ] ; 

prob_opt_model . opt_models ( i_opt_model ) . general_model . 

normalization . F _f_t he t a   =   save_or_load_data_opt_model ( ... 

' save ' , ... 

f i lename_F_f_theta_saved_data  , ... 

F _f_t  he t a ( i_opt_model , : ) ) ; 

201  
 
 

 
end 

e l s e 

 

 
end 

 
prob_opt_model . opt_models ( i_opt_model ) . general_model . 

normalization  . F _f_t  he t a  =   F _f_t  he t a ( i_opt_model , : ) ; 

 
206 

 
 
 
 

 
211 

F _f_t  he t a ( i_opt_model , : ) = { 0 } ; % Clear  memory 

end % fo r o b j e c t i v e func t ions loop 

% Save Theta   samples 

i f   input_som . data_management . mc_sampling . w r i t e _r e s u l t s 

cd ( input_som . data_management . mc_sampling . di r _s a ve d_r e s ult s ) 

f i lename_samples_theta  =  [ input_som . data_management . f i l e na me _pr e f ix   ' 

_samples_theta  '  ... 

' _ '    d a t e s t r ( now,  ' yyyy−mm−dd−HH:MM: SS ' )     ' . mat '  ] ; 

prob_opt_model .  Theta . mcsamples    =    save_or_load_data_opt_model ( ... 

' save ' , ... 

f i lename_samples_theta  , ... 

mcsamples_Theta ) ; 

216  e l s e 
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prob_opt_model . Theta . mcsamples  =   mcsamples_Theta ; 

end 

% Save   data   management    info 

prob_opt_model . data_management    =    input_som . data_management ; 

221      input_som   =    rmfield  ( input_som , ' data_management ' ) ; 

% Save d e f i n i t i o n   of   a l t e r n a t i v e   optimization  models 

fo r i = 1 : numel ( input_som . alt_opt_models  ) 

prob_opt_model . opt_models ( i ) . d e f i n i t i o n  =  input_som . alt_opt_models  ( i ) ; 

 
226 

 
 
 

 
231 

 
 
 

 
236 

 
 
 
 
 

 
241 

end 

input_som   =    rmfield ( input_som , ' a lt_opt_models ' ) ; 

% Save common   model    d e f i n i t i o n 

prob_opt_model . d e f i n i t i o n  =  input_som ; 

% Save    computing    performance   data 

perf ( end+1 ) . Se c t ion  =   ' Other   par t s    of   code ' ; 

perf ( end ) . Time =   toc ( t ime_ref_ fun  ) − sum ( [ perf . Time ] ) ; 

c e l l _t i m e _pe r c e n t   =   num2cell ( 1 0 0 * [ perf . Time ]   / sum ( [ perf . Time ] ) ) ; 

[ perf . Time_percent ] = deal ( c e l l _t i m e _pe r c e n t { : } ) ; 

[ perf ( : ) . Function ] =   deal ( ' Monte   Carlo  Sampling ' ) ; 

prob_opt_model . computing_performance  =   s t r u c t 2 t a b l e ( perf ) ; 

% Write  f i lename  of  m a s t e r f i l e 

i f   prob_opt_model . data_management . mc_sampling . w r i t e _r e s u l t s 

f i l e n a me _ma s t e r _fi  l e  =   [ prob_opt_model . data_management . mc_sampling . 

di r _s a ve d_r e s ult  s ' / ' ... 

prob_opt_model . data_management . f i l e na me _pr e f ix    ' 

_s a mpli  n g_ma s t e r _r e s ult s _fi  l e ' ... 

' _ '    d a t e s t r ( now,  ' yyyy−mm−dd−HH:MM: SS ' )     ' . mat '  ] ; 

prob_opt_model . data_management . mc_sampling . f i l e n a me _ma s t e r _fi  l e    = 

f i l e n a me _ma s t e r _fi  l e ; 

 
end 

save ( f i le name _mas t e r _ f i le  , ' prob_opt_model ' , '−v7 . 3 ' , '−nocompression '    ) 

 
 

 
2 

 
 
 

 
7 

 
 
 

 

12 

function  [ F _o b j e c t i ve ] = empirical_F_q_samples  ( samples_null_model_objective  , 

Q_def , f_def , pars ) 

% Assume step   t r a n s f e r   function 

Q = cell 2 mat ( Q_def . grid ) ; 

sa mple s_nul l_mode l_obje ct ive  = s o r t ( sa mples_nul l_mode l_obje ct ive  , 1 ) ; 

n_null_samples = numel ( sample s_nul l_mode l_obje ctive  ) ; 

switch f_def  . type 

case ' max ' 

quanti l_ in dex  = ( 1 : n_null_samples ) /n_null_samples ; 

q_F_index = sum( bsxfun(@ le , quanti l_ index ,Q) , 2 ) ; 

q_F_index ( 1 ) =   1 ; 

case  ' min ' 

q_F_index   =   sum( bsxfun(@ge , quanti l_ index ,Q) , 2 ) ; 

qua nti l_ inde x  =    ( n_null_samples : − 1 : 1 )/n_null_samples ; 

end 

F _o b j e c t i ve . f_q  =  samples_null_model_objective  ( q_F_index ) ; 

F _o b j e c t i ve . q = Q; 
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a.1.1.2 Estimación de densidad de Radon-Nikodym 
 

1  function  [ prob_opt_model ] = radon_nikodym_density_random_var_gral_opt_model ( 

prob_opt_model , input_pdom ) 

% This   function  uses  random   samples  from   the   s o lut i o n   space   of   a   general  

% optimization  model  to  estimate  the  Radon−nikodym  density  of  a  random 

% va r i a b l e   with   r e s pe c t   to   a   base  measure .    Typically  ,   random   v a r i a b l e s    are 

% r e a l   functions ,    and   the   Lebesgue  measure    i s    the   base   measure . 

6     % %LOAD  THETA  DATA 

i f   prob_opt_model . data_management . mc_sampling . w r i t e _r e s u l t s 

cd ( prob_opt_model . data_management . mc_sampling . di r _s a ve d_r e s ult  s ) 

Theta_mcsamples  =  save_or_load_data_opt_model  ( ' load ' , prob_opt_model . Theta 

. mcsamples ) ; 

e l s e 

11 

end 

 
Theta_mcsamples  =  prob_opt_model . Theta . mcsamples ; 

% %FOLDER TO STORE RESULTS 

prob_opt_model . data_management . radon_nikodym_density = input_pdom . 

data_management . radon_nikodym_density ; 

i f   ~ i s f i e l d ( prob_opt_model . data_management . radon_nikodym_density  ,   ' 

w r i t e _r e s u l t s ' ) 

16  prob_opt_model . data_management . radon_nikodym_density . w r i t e _r e s u l t s = 0 ; 

end 

% Create   f o l d e r s   i n s i de   f o l d e r s   from   previous  data 

mkdir ( prob_opt_model . data_management . radon_nikodym_density . di r _s a ve d_r e s ult s ) 

; 

mkdir ( prob_opt_model . data_management . radon_nikodym_density . 

common_dir_saved_results  ) 

21  % %ESTIMATE PROBABILITY DENSITY FUNCTION OF OBSERVED RANDOM VARIABLES FOR 

EACH VALUE OF q 

% Avoid   passing   to   p a r a l l e l   workers   a l l    of   prob_opt_model 

load_mc_sampling_data   =   prob_opt_model . data_management . mc_sampling . 

w r i t e _r e s u l t s ; 

mc_sampling_dir_saved_results    =   prob_opt_model .  data_management  .  mc_sampling  . 

di r _s a ve d_r e s ult s ; 

% Reduce   memory   exchange   between   p a r a l l e l    workers 

26   X  =   input_pdom . X; 

fo r    i_model   =    1 : numel ( prob_opt_model . opt_models ) +1 

% Put    null_model   and    general_models   in   a   same   data   s t r u c t u r e 

i f i_model <= numel ( prob_opt_model . opt_models ) 

model_i  =  prob_opt_model . opt_models ( i_model ) . general_model ; 

31 e l s e 

 
end 

 
model_i = prob_opt_model . null_model ; 

% Declare  v a r i a b l e s   to   avoid   r e d e f i n i t i o n    at   each  loop   c yc l e 

X_radon_nikodym_density_paralell  = c e l l ( [ numel ( model_i . Omega . mcsamples ) 

numel ( input_pdom . X) ] ) ; 

36 fo r   i_q   =    1 : numel ( model_i . Omega . mcsamples ) 

X_radon_nikodym_density_i_q  =   c e l l ( [ 1    numel ( X) ] ) ; 
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i f   load_mc_sampling_data  

cd   (    mc_sampling_dir_saved_results   ) 

Omega_mcsamples = save_or_load_data_opt_model  ( ... 

41  ' load ' , model_i . Omega . mcsamples { i_q } ) ; 

e l s e 

Omega_mcsamples  =   model_i . Omega . mcsamples { i_q } ; 

end 

fo r   i_X  =   1 : numel ( X) 

46 % Compute   random   va r i a b l e 

X_mcsamples   =   X( i_X ) . fun ( Omega_mcsamples , Theta_mcsamples ) ;    %#ok <* 
PFBNS> 

% Estimate  density  

[ X_radon_nikodym_density_i_q  { i_X } ]   =   ... 

X( i_X ) . rn _ de nis ty_e s ti m a ti on  . fun ( X_mcsamples , ... 

51  X( i_X ) . rn _ denis ty_e s ti m a ti on  . pars ) ; 

end 

X_radon_nikodym_density_paralell  ( i_q , : )    =   X_radon_nikodym_density_i_q 

; 

% NOTE: s l i c i n g i s   neccesary  due   to   p a r a l l e l   procce ssing  

end % parfor q 

56 fo r     i_X   =    1 : numel ( input_pdom . X) 

i f i_model <= numel ( prob_opt_model . opt_models ) % Alt e r n a t i ve 

optimization  models 

prob_opt_model . opt_models ( i_model ) . general_model . X( i_X ) . 

radon_nikodym_density = ... 

X_radon_nikodym_density_paralell   ( :   , i_X ) ; 

e l s e % Null model 

61 prob_opt_model . null_model . X( i_X ) . radon_nikodym_density = 

X_radon_nikodym_density_paralell  ( : , i_X ) ; 

 
 

end 

 
end 

end 

prob_opt_model . d e f i n i t i o n . X  =  input_pdom . X; 

66  i f   prob_opt_model . data_management . radon_nikodym_density . w r i t e _r e s u l t s 

cd ( prob_opt_model . data_management . radon_nikodym_density . di r _s a ve d_r e s ult s 

) 

f i l e n a me _ma s t e r _fi  l e  =   [ prob_opt_model . data_management . f i l e na me _pr e f ix   ' 

_r n _d e n s i t y _m a s t e r _r e s u l t s _f  i l e ' ... 

' _ '    d a t e s t r ( now,  ' yyyy−mm−dd−HH:MM: SS ' )     ' . mat '  ] ; 
prob_opt_model . data_management . radon_nikodym_density . f i l e n a me _ma s t e r _fi  l e 

=  f i l e n a me _ma s t e r _fi  l e ; 

71 

end 

save ( f i le name _mas t e r _ f i le  , ' prob_opt_model ' , '−v7 . 3 ' , '−nocompression '    ) 

 
 
 
 
 

3 

function [ radon_nikodym_density ] = univar  iat e _pdf_ke  r ne l_e s t imat ion ( 

rand_var_samples , input _s t ) 

rand_var_samples = cell 2 mat ( rand_var_samples ) ; 

rand_var_samples = rand_var_samples ( : ) ; 

[ n , x_out ] = h i s t ( rand_var_samples , input _s t . e m p i r i c a l _h i s t _d i v i s i o n ) ; 
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empirical_cdf=cumsum( n ) /sum( n ) ; 

rand_var_samples_mod=rand_var_samples  ; 

% %I f range i s  bounded and known,  extend histogram to  improve  f i t t i n g 

8  i f    i s f i e l d ( input_st  , ' min_bound ' )   &&   ( min ( rand_var_samples ) <input  _s t . min_bound 

+input  _s t . tolerance_to_bound  ) 

% s e l e c c i o n a r 0.5 %  i n f e r i o r 

rep_min=rand_var_samples ( rand_var_samples <x_out ( f ind ( empirical_cdf  > 

input _s t . data_perc_to_repeat  , 1 ) ) ) ; 

rep_min=bsxfun(@ plus , rep_min , −( range ( rep_min ) . * ( 1 : round ( input _s t . 

perc_rep_extreme_data/  input _s t . da ta _pe rc_to_re pea t  ) ) ) ) ; 

rand_var_samples_mod =[ rand_var_samples_mod ; rep_min ( : ) ] ; 

13   end 

i f i s f i e l d ( input_st  , ' max_bound ' ) && ( max( rand_var_samples ) +input  _s t . 

tolerance_to_bound  >input  _s t . max_bound ) 

% s e l e c c i o n a r 0.5 %  i n f e r i o r 

rep_max=rand_var_samples  ( rand_var_samples >x_out ( f ind ( empirical_cdf  >(1− 

input _s t . da ta_ pe rc_ to_repe at  ) , 1 ) ) ) ; 

rep_max=bsxfun(@ plus , rep_max , range ( rep_max ) . * ( 1 : round ( input _s t . 

perc_rep_extreme_data/  input _s t . d a ta_pe rc_to_re pe a t  ) ) ) ; 

18  rand_var_samples_mod =[ rand_var_samples_mod  ; rep_max ( : ) ] ; 

end 

% %Kernel  density e sti m at io n function by Z.   I .   Botev ,    J .    F .    Grotowski ,    and D 

. P . 

% Kroese   ( 2 0 1 0 )   Annals   of   S t a t i s t i c s ,   Volume   38 ,   Number   5 ,   pages  2916 −2957. 

[ bandwidth , density , xmesh , cdf ] =kde ( rand_var_samples_mod , input _s t . 

i n t e r va l s _k e r n e l _e s t i m a t i o n ) ; 

23    xmesh_mod=xmesh ; 

% %E l iminate points out of known bounds 

i f    i s f i e l d ( input_st  , ' min_bound ' )   &&   ( min ( rand_var_samples ) <input  _s t . min_bound 

+input  _s t . tolerance_to_bound  ) 

selection_min_bound=xmesh_mod>input _s t . min_bound ; 

xmesh_mod=xmesh_mod( selection_min_bound ) ; 

28  de nsi ty=densi ty  ( selection_min_bound ) ; 

e l s e 

end 

i f i s f i e l d ( input_st  , ' max_bound ' ) && ( max( rand_var_samples ) +input  _s t . 

tolerance_to_bound  >input  _s t . min_bound ) 

selection_max_bound=xmesh_mod<input _s t . max_bound ; 

33 xmesh_mod=xmesh_mod( selection_max_bound ) ; 

de nsi ty=densi ty  ( selection_max_bound ) ; 

end 

% %E liminate poinys out of  empi ric al  bounds 

i f    ~isempty ( f in d ( xmesh_mod<min ( rand_var_samples )  , 1 ,  ' l a s t  ' ) )    %Out   o f    e m pi r i c a l 

min 

38  s e l e c t i o n _lo we r =find ( xmesh_mod<min ( rand_var_samples ) , 1 , ' l a s t ' ) + 1 ; 

e l s e 

s e l e c t i o n _lo we r = 1 ; 

end 
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i f    ~isempty ( f in d ( xmesh_mod>max ( rand_var_samples )  , 1 ,  '  f i r s t  ' ) )    %Out   o f 

e mpirica l  max 

43 s e l e c t i o n _h i gh e r =find ( xmesh_mod>max( rand_var_samples ) , 1 , ' f i r s t ' ) −1; 

e l s e 

s e l e c t i o n _h i gh e r =length ( xmesh_mod) ; 

end 

xmesh_mod=xmesh_mod( s e l e c t i o n _lo we r : s e l e c t i o n _h i gh e r ) ; 

48  densi ty=d ensi ty  ( s e l e c t i o n _lo we r : s e l e c t i o n _h i gh e r ) ; 

% %E x t rap o l at e  ( l i n e a r l y ) density to  empi ric al  bounds 

[ pd_extrapolated_min , x_extrapolated_min ] = univa r iat e _e xt r apolat e _pd ( min ( 

rand_var_samples ) , xmesh_mod , density  ) ; 

[ pd_extrapolated_max , x_extrapolated_max ] = univar iat e _e xt r apolat e _pd ( max( 

rand_var_samples ) , xmesh_mod , density  ) ; 

radon_nikodym_density . grid  =  [ x_extrapolated_min  xmesh_mod   x_extrapolated_max  

] ; 

53 radon_nikodym_density . density  = [ pd_extrapolated_min density ' 

pd_extrapolated_max ] ; 

% %Set to  zero i f  density negative values were ( erroneously  )  estimated  

radon_nikodym_density . density  ( radon_nikodym_density . density  <   0 )    =    0 ; 

% %Graphics 

i f   i s f i e l d ( input_st  , ' graphs_options  ' )  &&  input _s t . graphs_options  . make_graph 

58  % Check    constra ine d   polynomial    f i t    of   CDF 

f i g = f i gur e ( ' v i s i b l e ' , ' o f f ' ) ; 

l e f t _ c o l o r   =   [ 0   0   0 ] ; 

r i g h t _c o l o r = [ 0 0 0 ] ; 

s e t ( f ig , ' default Axes Color Order ' , [ l e f t _ c o l o r ;   r i g h t _c o l o r ] ) ; 

63  % PDF vs histogram ( normalized so as to sum 1 ) 

yyaxis l e f t 

bar_h  = bar ( x_out , n./sum( n* mean( x_out ( 2 : end )−x_out ( 1 : end−1) ) ) , ... 

' Face Color ' , [ 0 . 5  0 . 5  0 . 5 ] ) ; 

hold on 

68  yla b e l ( ' Frequency ' ) ; 

yyaxis r i g h t 

plot ( radon_nikodym_density . grid , radon_nikodym_density . density , ' c o lo r ' , ' 

black ' ) 

hold  o f f 

yla b e l ( ' Radon−Nikodym density  ' ) ; 

73 x l a b e l ( [ input _s t . graphs_options . x l a b e l _ t i t l e ] ) 

h_legend = legend ( ' Empirical frequency ' , ' Kernel density  e st ima tion  ' , ' 

Location ' , ' northwest ' ) ; 

legend ( ' boxoff  ' ) 

pr i n t ( '−djpeg ' , [ ' Empirical   vs    f i t t e d    PDF −   '    input _s t . graphs_options . 

f i l e t i t l e    ' . jpg ' ] , '−r 300 ' ) 

c l o s e 

78   end 

 
 

a.1.1.3 Inferencia estadística 
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function  [ s t a t _ i n f  , lnL ]  =   s t a t i s t i c a l _i n f e r e n c e _g r a l _o p t _m o d e l ( prob_opt_model 

, x , input_siom ) 

2  % This   function  uses  random   samples  from   the   s o lut i o n   space   of   a   general  

% optimization  model  to  estimate  the  Radon−nikodym  density  of  a  random 

% va r i a b l e   with   r e s pe c t   to   a   base  measure .    Typically  ,   random   v a r i a b l e s    are 

% r e a l   functions ,    and   the   Lebesgue  measure    i s    the   base   measure . 

% %VALIDATE REQUIRED STRUCTURE OF MODELS TO ANALYSE 

7  % Check a l l cases whitin prob_opt_model  have equal  number of  a l t e r n a t i v e 

models 

fo r   i _c s   =   1 : numel ( prob_opt_model ) 

% Alt e r n a t i ve   optimiza tion  models 

i f ~( numel ( prob_opt_model ( 1 ) . opt_models ) == numel ( prob_opt_model ( i _c s ) . 

opt_models ) ) 

e r r o r ( ' The number of a l t e r n a t i v e optimiza tion  models ( prob_opt_model . 

opt_models ) has to be the same fo r every analyzed case . ' ) 

12 end 

% Q 

i f ~ i s e q ua l ( prob_opt_model ( 1 ) . d e f i n i t i o n . Q, prob_opt_model ( i _c s ) . 

d e f i n i t i o n .Q) 

e r r o r ( ' De f i n i t i o n of  Q   ( prob_opt_model . d e f i n i t i o n .Q)   must   be   the  same 

fo r a l l study cases . ' ) 

end 

17 % Random v a r i a b l e s 

fo r   i_X   =    1 : numel ( prob_opt_model ( i _c s ) . d e f i n i t i o n . X) 

t r y 

i f    ~ i s e q ua l ( prob_opt_model ( 1 ) . d e f i n i t i o n . X( i_X ) , prob_opt_model ( 

i _c s ) . d e f i n i t i o n . X( i_X ) ) 

e r r o r ( ' De f i n i t i o n of  X ( prob_opt_model . d e f i n i t i o n . X) must be 

the same fo r a l l study cases . ' ) 

22 end 

catch 

e r r o r ( ' De f i n i t i o n of X ( prob_opt_model . d e f i n i t i o n . X) must be the 

same fo r a l l study cases .  ' ) 

end 

end 

27 % Shared   r e s u l t s   fo l de r 

i f ~ i s e q ua l ( prob_opt_model ( 1 ) . data_management . mc_sampling . 

common_dir_saved_results  , ... 

prob_opt_model ( i _c s ) . data_management . mc_sampling . 

common_dir_saved_results  ) 

e r r o r ( [ ' The   shared   r e s u l t s    fo l de r   must   be   the  same   in   a l l    study   cases 

' ... 

' ( prob_opt_model . data_management . mc_sampling . 

common_dir_saved_results  ) ' ] ) 

32 

end 

end 

i f   numel ( input_siom . i n fe r e n c e . q_to_compare )   >   3 
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e r r o r ( ' Choose at   most   3   values   of   q   to   compare   optimiza tion  models − 

numel ( input_siom . i n fe r e n c e . q_to_compare ) >   3 ' ) 

end 

37    n_alt_opt_models  =   numel ( prob_opt_model ( 1 ) . opt_models ) ; 

% %FOLDER TO STORE RESULTS 

shared_id_stamp = input_siom . data_management . s t a t i s t i c a l _ i n f e r e n c e . 

shared_id_stamp ; 

common_dir_saved_results  = [ prob_opt_model ( 1 ) . data_management . 

radon_nikodym_density . common_dir_saved_results  ... 

' / S t a t i s t i c a l _ i n f e r e n c e _ '   shared_id_stamp ] ; 

42  % Create  f o l d e r s i n s i de   f o l d e r s   from   previous  data 

fo r i_ca se_stud y  = 1 : numel ( prob_opt_model ) 

% Not ( n e c c e s a r e l l y ) shared 

prob_opt_model ( i _case_s tu dy  ) . data_management . s t a t i s t i c a l _ i n f e r e n c e . 

di r _s a ve d_r e s ult  s = ... 

[ prob_opt_model ( i _ case_ study ) . data_management . radon_nikodym_density . 

di r _s a ve d_r e s ult  s ... 

47 ' / S t a t i s t i c a l _ i n f e r e n c e _ '   shared_id_stamp ] ; 

mkdir ( prob_opt_model ( i _ca se _stud y  ) . data_management . s t a t i s t i c a l _ i n f e r e n c e . 

di r _s a ve d_r e s ult s ) ; 

% Shared 

prob_opt_model ( i _case_s tu dy  ) . data_management . s t a t i s t i c a l _ i n f e r e n c e . 

common_dir_saved_results  = ... 

common_dir_saved_results  ; 

52   end 

mkdir ( prob_opt_model ( 1 ) . data_management . s t a t i s t i c a l _ i n f e r e n c e . 

common_dir_saved_results  ) ; 

% %ESTIMATE LIKELIHOOD FUNCTION OF q BASED ON OBSERVED RANDOM  VARIABLES x FOR 

EACH MODEL 

n_x_i  = c e l l f u n (@numel , x ) ; 

X_def   =   prob_opt_model ( 1 )  . d e f i n i t i o n . X ;    %NOTE:   X   a r e    t he   same   f o r    a l l    s t udie d 

cases 

57  fo r   i_model  =   1 : n_alt_opt_models  +1 

i f i_model <= n_alt_opt_models  

lnL ( i_model ) . raw = NaN( [ numel ( prob_opt_model ( 1 ) . d e f i n i t i o n .Q. grid ) 

numel ( prob_opt_model )    s i z e ( x , 2 ) max( n_x_i  ( : ) ) ] ) ; 

e l s e   % Null   model 

lnL ( i_model ) . raw   = NaN( [ 1    numel ( prob_opt_model )    s i z e ( x , 2 ) max( n_x_i 

( : ) ) ] ) ; 

62 end 

fo r   i _ca se _stud y  =    1 : numel ( prob_opt_model ) 

% Put   null_model  and   general_models   in   a   same   data   s t r u c t u r e 

i f i_model <= n_alt_opt_models  

model_i = prob_opt_model ( i _ca se_stud y ) . opt_models ( i_model ) . 

general_model ; 

67 e l s e 

 
end 

 
model_i   =    prob_opt_model ( i _ca se_stud y  ) . null_model ; 

% Reduce   memory   exchange   to   p a r a l l e l   workers 
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radon_nikodym_density_i_model  =   [ model_i . X. radon_nikodym_density ] ; 

72 prob_opt_model ( i _ca se _stud y  ) . x =   x ( i_case_study , : ) ; 

n_x_i_case_study = c e l l f u n (@numel , x ( i_case_study , : ) ) ; 

x_i_model = x ( i_case_study , : ) ; 

ln _ l i k e l i h ood_ i_ m ode l  = NaN( [ numel ( model_i . Omega . mcsamples ) ... 

numel ( X_def ) max( n_x_i_case_study ) ] ) ; 

77 fo r   i_q   =    1 : numel ( model_i . Omega . mcsamples ) 

l i k e l i h o o d _i _q  =  NaN( [ numel ( X_def )  max( n_x_i_case_study ) ] ) ; 

% Loop   over  random   v a r i a b l e s   a v a i l a b l e   fo r   t h i s    study   case 

fo r i_X = 1 : numel ( X_def ) 

% Loop   over   independent   data   fo r   each  random   va r i a b l e 

a v a i l a b l e fo r t h i s study case 

82 f o r    i _x   =   1 : numel ( x_i_model { i_X } )    %#ok<PFBNS> 

l i k e l i h o o d _i _q ( i_X , i_x ) = log ( X_def ( i_X ) . 

rn_density_a t_ val ue  . fun ( ... 

radon_nikodym_density_i_model { i_q , i_X } , ... 

x_i_model { i_X } { i_x } , ... 

X_def ( i_X ) . rn_d e nsi ty_at_va lue  . pars ) ) ; 

87 end   % i_x 

end  % i_X 

ln _ l i k e l i h ood_ i_ m ode l  ( i_q , : , : ) = l i k e l i h o o d_i  _q ; 

end % parfor  q 

i f   i_model  <=   n_alt_opt_models  

92 prob_opt_model ( i _cas e_stu dy  ) . opt_models ( i_model ) . general_model . 

l i k e l i h o o d = ... 

ln _ l i k e l i h ood_ i_ m ode l  ; 

e l s e 

 

 
end 

 
prob_opt_model ( i _ case_s tu dy  ) . null_model . l i k e l i h o o d = 

ln _ l i k e l i h ood_ i_ m ode l  ; 

97 

 
 
 
 

 
end 

 
 
 
 

 
end 

% Aggregate   l i k e l i h o o d    data 

lnL ( i_model ) . raw ( 1 : numel ( model_i . Omega . mcsamples ) , i_case_study  , :   , 1 : 

s i z e ( ln_ l ik el ih ood_i_ model  , 3 ) ) ... 

=   ln _ l ik e l i h ood_i_ m ode l  ;   % Dims :    1 :  Q  ;    2 :   i _c a s e   ;    3 :   i_X  4 :   i_x  

; 

102 

 
 
 

 
107 

% %DEFINE ANALISIS TO BE MADE 

% Any   a n a l ys i s   definded  share  the  same   b a s i c   s t r u c t u r e :   an   array  of   ln 

% l i k e l i h o o d 

% SAME q MODELS 

fo r  i_opt  =   1 : n_alt_opt_models  +1 

lnL ( i_opt ) . s i z e   =    s i z e ( lnL ( i_opt ) . raw ) ; 

i f numel ( lnL ( i_opt ) . s i z e ) < 3 

lnL ( i_opt ) . s i z e ( 3 ) =   1 ; 

end 

i f   numel ( lnL ( i_opt ) . s i z e )   <   4 

112  lnL ( i_opt ) . s i z e ( 4 ) = 1 ; 

end 
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117 

 
 
 
 

 
122 

 

 
lnL ( i_opt ) . nan = isnan ( lnL ( i_opt ) . raw ) ; 

lnL ( i_opt ) . zeroed = lnL ( i_opt ) . raw ; 

lnL ( i_opt ) . zeroed ( lnL ( i_opt ) . nan ) =   0 ; 

% % Global  r e s u l t s   ( a l l    cases ) 

% Considering   a l l   a v a i l a b l e    data 

s t a t _ i n f ( i_opt ) . global_same_q . lnL = sum( reshape ( lnL ( i_opt  ) . zeroed , lnL ( 

i_opt ) . s i z e ( 1 ) , prod ( lnL ( i_opt ) . s i z e ( 2 : end ) ) ) , 2 ) ; % lnL 

s t a t _ i n f ( i_opt ) . global_same_q . n   = sum( ~ lnL ( i_opt ) . nan ( 1 , : ) ) ;   % n 

% Considering   s e pa r a t e ly   each  random   va r i a b l e 

i f   numel ( X_def )   >   1   % Only   i f    there   i s    more   than   1   random   va r i a b l e 

fo r i_X = 1 : numel ( X_def ) 

s t a t _ i n f ( i _opt  ) . per_X_same_q ( i_X ) . lnL  =  ... 

sum( reshape ( lnL ( i_opt ) . zeroed ( : , : , i_X , : ) , lnL ( i_opt ) . s i z e ( 1 ) , 

prod ( lnL ( i_opt ) . s i z e ( [ 2 4 ] ) ) ) , 2 ) ; % lnL 

s t a t _ i n f ( i_opt ) . per_X_same_q ( i_X ) . n   =   sum( reshape ( ~ lnL ( i_opt ) . nan 

( 1 , : , i_X , : ) , 1 , prod ( lnL ( i_opt ) . s i z e ( [ 2 4 ] ) ) ) ) ; % n 

127  
end 

end 

 
 
 

 
132 

 
 
 
 
 

 
137 

 
 
 
 
 
 

 
142 

% % Re sults  per  case 

i f numel ( prob_opt_model ) > 1 % Only i f there   i s   more   than   1   studied 

system 

fo r   i _ca se _stud y  =    1 : numel ( prob_opt_model ) 

% Considering   a l l   a v a i l a b l e    data 

s t a t _ i n f ( i _opt  ) . per_case ( i_case_study , 1 ) . lnL =  ... 

sum( reshape ( lnL ( i_opt ) . zeroed ( : , i _case_study  , : , : )   , lnL ( i_opt ) . 

s i z e ( 1 )  , prod ( lnL ( i _ op t  ) . s i z e ( [ 3 4 ] ) ) ) , 2 ) ; % lnL 

s t a t _ i n f ( i_opt ) . per_case ( i_case_study , 1 ) . n =  ... 

sum( reshape ( ~ lnL ( i_opt ) . nan ( 1 , i_case_study , : , : ) , 1 , prod ( lnL ( 

i_opt ) . s i z e ( [ 3 4 ] ) ) ) ) ; % n 

i f   numel ( X_def )   >   1   % Only    i f    there   i s    more   than   1   random 

va r i a b l e 

fo r   i_X  =   1 : numel ( X_def ) 

% Considering   s e pa r a t e ly   each  random   va r i a b l e 

s t a t _ i n f ( i_opt ) . per_case_and_X ( i_case_study , i_X ) . lnL = ... 

sum( reshape ( lnL ( i_opt ) . zeroed ( : , i _case_study  , i_X , : ) , 

lnL ( i_opt ) . s i z e ( 1 ) , prod ( lnL ( i_opt ) . s i z e ( [ 4 ] ) ) ) , 2 ) ; 

% lnL 

s t a t _ i n f ( i_opt ) . per_case_and_X ( i _case_study , i_X ) . n =   sum 

( ~ lnL ( i_opt ) . nan ( 1 , i_case_study , i_X , : ) ) ; % n 

 
 
 

 
147 

 
 
 

 
end 

 
 
 
end 

 
 
end 

 
end 

end 

%MAXIMUM LIKELIHOOD 

Q = prob_opt_model ( 1 ) . d e f i n i t i o n .Q; % Note prob_opt_model ( i ) . d e f i n i t i o n .Q are 

equal fo r a l l i 

analyses  = f i e l d s ( s t a t _ i n f ) ; 

fo r  i_model  =   1 : n_alt_opt_models  +1 
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152 

 
 
 
 

 
157 

fo r    i _a n a l y s i s   =   1 : numel ( analyses )    % 

fo r   i _i n s t a n c e   =   1 : numel ( s t a t _ i n f ( i_model ) . ( analyses { i _a n a l y s i s } ) ) 

ln L_le ve l = s t a t _ i n f ( i_model ) . ( analyses { i _ a n a l y s i s } ) ( i _i n s t a n c e ) . 

lnL ; 

i f    i_model  <=   n_alt_opt_models  

% Model   degrees  of  freedom 

s t a t _ i n f ( i_model ) . ( analyses { i _a n a l y s i s } ) ( i _i n s t a n c e ) . k = Q. 

dimensionali ty  ; 

% Maximum l i k e l i h o o d 

[ maxL . lnL , maxL . i_q ] = max( ln L_ le  ve l ) ; 

maxL . q = Q. grid { maxL . i_q } ; 

s t a t _ i n f ( i_model ) . ( analyses { i _a n a l y s i s } ) ( i _i n s t a n c e ) . maxL = 

maxL ; 

162 

 
 
 

 
167 

 
 
 
 

 
172 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
end 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
end 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
end 

e l s e 

 
 
 
 
 
 

 
end 

 
% Null model 

s t a t _ i n f ( i_model ) . ( analyses { i _a n a l y s i s } ) ( i _i n s t a n c e ) . k = 0 ; 

maxL . lnL = ln L_le ve l ; 

maxL . i_q = Q. i_q_null_model ; 

maxL . q = Q. q_null_model ; 

s t a t _ i n f ( i_model ) . ( analyses { i _a n a l y s i s } ) ( i _i n s t a n c e ) . maxL = 

maxL ; 

% Va ria ble  q models 

[ va r_q_a na lysis  ( 1 : 2 ) . r e fe r e n c e ]    =   deal ( ' per_case ' , ' per_case_and_X ' ) ; 

[ va r_q_a na lysis  ( 1 : 2 ) . f i e l d ] = deal ( ' global_var_q ' , ' per_X_var_q ' ) ; 

fo r  i_model  =   1 : n_alt_opt_models  +1 

177 fo r   i _a n a l y s i s   =   1 : numel ( va r_q_a na lysis  ) 

i f   i s f i e l d ( s t a t _ i n f , va r_q_a na lysis  ( i _a n a l y s i s ) . r e fe r e n c e ) 

r e f _ s t =   s t a t _ i n f ( i_model ) . ( va r_q_a na lysis  ( i _ a n a l y s i s ) . r e fe r e n c e ) 

; 

s i z e _ s t =   s i z e ( r e f _ s t ) ; 

maxL = reshape ( [ r e f _ s t . maxL] , s i z e _ s t ( 1 ) , s i z e _ s t ( 2 ) ) ; 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

. f i e l d ) ( 1 , 

182 k = reshape ( [ r e f _ s t . k ] , s i z e _ s t ( 1 ) , s i z e _ s t ( 2 ) ) ; 
 n = reshape ( [ r e f _ s t . n ] , s i z e _ s t ( 1 ) , s i z e _ s t ( 2 ) ) ; 
 fo r i _i n s t a n c e =   1 : s i z e _ s t ( 2 ) 
  maxL_new . lnL = sum ( [ maxL ( : , i _i n s t a n c e ) . lnL ] ) ; 
  i f   i_model  <=   n_alt_opt_models  

187  maxL_new . i_q  =  [ maxL ( : , i _i n s t a n c e ) . i_q ] ; 
  maxL_new . q =   [ maxL ( : , i _i n s t a n c e ) . q ] ; 
  e l s e 
  maxL_new . i_q =  Q. i_q_null_model ; 
  maxL_new . q  =  Q. q_null_model ; 

192 end 

s t a t _ i n f ( i_model ) . ( va r_q_a na lysis  ( i _a n a l y s i s ) 

i _i n s t a n c e ) . maxL = maxL_new ; 
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s t a t _ i n f ( i_model ) . ( va r_q_a na lysis  ( i _a n a l y s i s ) . f i e l d ) ( 1 , 

i _i n s t a n c e ) . k = sum( k ( : , i _i n s t a n c e ) , 1 ) ; 

s t a t _ i n f ( i_model ) . ( va r_q_a na lysis  ( i _a n a l y s i s ) . f i e l d ) ( 1 , 

i _i n s t a n c e ) . n = sum( n ( : , i _i n s t a n c e ) , 1 ) ; 

i f   i_model  <=   n_alt_opt_models  

197 s t a t _ i n f ( i_model ) . ( va r_q_a na lysis  ( i _a n a l y s i s ) . f i e l d ) ( 1 , 

i _i n s t a n c e ) . lnL = [ r e f _ s t ( : , i _i n s t a n c e ) . lnL ] ; 

e l s e   % Null   model 

s t a t _ i n f ( i_model ) . ( va r_q_a na lysis  ( i _a n a l y s i s ) . f i e l d ) ( 1 , 

i _i n s t a n c e ) . lnL = sum ( [ r e f _ s t ( : , i _i n s t a n c e ) . lnL ] ) ; 

 
 

202 

 
 
 

 
end 

 
 
 
end 

 
 
end 

 
end 

end 

% %STATISTICAL INFERENCE: MODEL SELECTION COMPARING NULL AND ALL ALTERNATIVE 

OPTIMIZATION MODELS 

analyses  = f i e l d s ( s t a t _ i n f ) ; 

207  i f   s i z e (Q. grid , 1 )   <    s i z e (Q. grid , 2 ) 

Q. grid = Q. grid ' ; 

 
 
 

212 

 
 
 

 
217 

 
 
 
 

 
222 

end 

fo r   i _a n a l y s i s   =   1 : numel ( analyses ) 

l e v e l =   [ s t a t _ i n f ( : ) . ( analyses { i _ a n a l y s i s } ) ] ; 

numel_instances  = numel ( s t a t _ i n f ( 1 ) . ( analyses { i _a n a l y s i s } ) ) ; 

l e v e l = reshape ( l e ve l , numel_instances , numel ( l e v e l ) /numel_instances ) ; 

fo r i _i  n s t a n c e = 1 : numel_instances 

maxL_models = [ l e v e l ( i _i n s t a n c e , : ) . maxL ] ; 

k_models =   [ l e v e l ( i _i n s t a n c e , : ) . k ] ; 

n_models = [ l e v e l ( i _i n s t a n c e , : ) . n ] ; 

% %Likelihood  r a t i o  t e s t 

null_model_lnL = s t a t _ i n f ( end ) . ( analyses { i _a n a l y s i s } ) ( i _i n s t a n c e ) . 

maxL . lnL ; 

c l e a r   L r a t i o _ t e s t 

fo r   i_model   =    1 : numel ( maxL_models ) 

i f   i_model  <  numel ( maxL_models )   % Null  model   i s   the   l a s t 

L r a t i o _ t e s t . L r a t i o _ s t a t i s t i c = exp ( null_model_ln L − 

maxL_models ( i_model ) . lnL ) ; 

L r a t i o _ t e s t . X2 _alpha_95 _cut  = chi 2 inv ( 0 . 9 5 ,Q. dime nsiona li ty  ) ; 

L r a t i o _ t e s t . s i g n i f i c a n t = − 2 * log ( L r a t i o _ t e s t . 

L r a t i o _ s t a t i s t i c ) >=   L r a t i o _ t e s t . X2 _alpha_95 _cut ; 

L r a t i o _ t e s t . P = 1 − chi 2 cdf(− 2 *   log ( L r a t i o _ t e s t . 

L r a t i o _ s t a t i s t i c ) ,Q. dimensiona li ty  ) ; 

227 e l s e 

 
end 

 
L r a t i o _ t e s t   =   ' Analysis  not   a ppli  c a b l e    to   the   null   model . ' ; 

 

 
end 

s t a t _ i n f ( i_model ) . ( analyses { i _a n a l y s i s } ) ( i _i n s t a n c e ) . L r a t i o _ t e s t 

= L r a t i o _ t e s t ; 

232 % %Information theory 
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237 

fo r    i_model   =    1 : numel ( maxL_models ) 

k = k_models ( i_model ) ; 

n   =    n_models ( i_model ) ; 

inf_t  he or y . AIC( i_model ) . IC   =   2   *    k − 2    *    maxL_models ( i_model ) . lnL 

; 

i f n−k−1 > 0 

inf_t  he o r y . AICc ( i_model ) . IC   =   2   *   k − 2    *    maxL_models ( i_model 

) . lnL + ( k^2+2* k ) /( n−k−1) ; 

 
 
 

242 

e l s e 

inf_t  he o r y . AICc ( i_model ) . IC  =  NaN; 

end 

end 

 
 
 

 
247 

 
 
 
 

 
252 

i t _ f i e l d s   =   f i e l d s ( inf_t  he or y ) ; 

% Compute  de l t a  IC  and   weights 

fo r i _ i t = 1 : numel ( i t _ f i e l d s ) 

IC_st = [ inf_t  he or y . ( i t _ f i e l d s { i _ i t } ) ] ; 

IC = [ IC_st . IC ] ; 

de l t a =   num2cell ( IC − min ( IC ) ) ; 

weight = num2cell ( exp(− cell 2 mat ( de l t a ) /2 )/sum( exp(− cell 2 mat ( 

de l t a ) /2 ) ) ) ; 

[ IC_st  . de l t a ] =   deal ( de l t a { : } ) ; 

[ IC_st . weight ] =   deal ( weight { : } ) ; 

[ inf_t  he or y . ( i t _ f i e l d s { i _ i t } ) ] =  IC_st  ; 

fo r i_model = 1 : numel ( maxL_models ) 

s t a t _ i n f ( i_model ) . ( analyses { i _a n a l y s i s } ) ( i _i n s t a n c e ) . ( 

i t _ f i e l d s { i _ i t } ) = ... 

inf_t  he or y . ( i t _ f i e l d s { i _ i t } ) ( i_model ) ; 

 
257 

 
end 

end 

 
 
 
 
 

 
262 

 
 
 

 
267 

 
 
 

 
272 

% %Bayesian  inf e re nce  

% Bayes   f a c t o r :   i s    equal   to   the   r a t i o    of   marginal   l ike l ihood ,    which 

i s obtained by 

% i n t e g r a t i n g the pr io r t imes the l i k e l i h o o d over the whole f r e e 

parameter space 

% COMPUTE MARGINAL LIKELIHOOD OF EACH MODEL 

ln_marginal_L_array  =   NaN( 1 , numel ( maxL_models ) ) ; 

fo r i_model = 1 : numel ( maxL_models ) 

switch l e v e l ( i _i n s t a n c e , i_model ) . k 

case 0 

% Zero   dimensional   case :   only  one    po s s i b l e    value 

% Null   model   or   f ixed−q   optimiza tion  model 

ln_marginal_L = l e v e l ( i _i n s t a n c e  , i_model ) . lnL ; 

case 1 

% One dimensional   case 

% Marginal   l i k e l i h o o d   i s    obtained  as    the   weighted 

% average  of  an   e xt e ns ive   grid  over  Q 

% Asume Q. grid i s sorted 

Qgrid = cell 2 mat (Q. grid ) ; 

Qlimits  =   [ 0    ;    ( Qgrid ( 2 : end )   +   Qgrid ( 1 : end−1) ) /2 ; 1 ] ; 
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277 

 
 
 
 

 
282 

 
 
 
 
 
 

 
287 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

end 

 
Qweights =   Qlimits  ( 2 : end )   − Qlimits  ( 1 : end−1) ; 

ln_marginal_L = log ( sum( Qweights . * exp ( l e v e l ( i _i n s t a n c e , 

i_model ) . lnL ) ) ) ; 

otherwise 

% Multidimensional   case 

% Marginal   l i k e l i h o o d   i s    obtained  by MC i n t e gr a t i o n , 

% uniform sampling of Q 

Qgrid = cell 2 mat (Q. grid ) ; 

Qlimits  =   [ 0   ;    ( Qgrid ( 2 : end )   +   Qgrid ( 1 : end−1) ) / 2 ] ; 

input_siom . i n fe r e n c e . b aye s _fac t or . 

n_mc_samples_marginal_likelihood  = 10 ^ 1 ; 

n_samples = input_siom . i n fe r e n c e . b aye s _fac t or . 

n_mc_samples_marginal_likelihood   ; 

unif_random  =   rand ( n_samples , l e v e l ( i _i n s t a n c e , i_model ) . k ) 

; 

q_mc_samples   =   sum( bsxfun(@ge , unif_random , permute ( Qlimits  

, [ 3 2  1 ] ) ) , 3 ) ; 

lnL_mc_samples  =  ... 

sum( l e v e l ( i _i n s t a n c e , i_model ) . lnL ( bsxfun(@ plus , 

q_mc_samples , ( 0 : s i z e ( q_mc_samples , 2 ) −1) . * numel (Q. 

grid ) ) ) , 2 ) ; 

ln_marginal_L   =    log ( mean( exp ( lnL_mc_samples ) ) ) ; 

292  
 

 
end 

s t a t _ i n f ( i_model ) . ( analyses { i _a n a l y s i s } ) ( i _i n s t a n c e ) . 

ln_marginal_L = ln_marginal_L ; 

ln_marginal_L_array  ( i_model )     =    ln_marginal_L ; 

% COMPUTE BAYES FACTOR 

log 10 _ba ye s_ fa ctor  _a rray  = log 10 ( exp ( bsxfun(@minus , 

ln_marginal_L_array  ' , ln_marginal_L_array  ) ) ) ; 

297 fo r   i_model   =    1 : numel ( maxL_models ) 

s t a t _ i n f ( i_model ) . ( analyses { i _a n a l y s i s } ) ( i _i n s t a n c e ) . 

log 10 _ba ye s_ fa ctor   =   log 10 _ba ye s_ fa cto r  _array ( i_model , : ) ; 

 

 
end 

 
end 

end 

302 

 
 
 
 

 
307 

 
 
 

 
312 

% %PLOTS 

% P l o t s   are   implemented   as   custom    func t ions 

p l o t s = input_siom . i n fe r e n c e . p l o t s ; 

cd ( prob_opt_model ( i _ca se_stud y ) . data_management . s t a t i s t i c a l _ i n f e r e n c e . 

di r _s a ve d_r e s ult  s ) 

fo r   i _p l o t   =   1 : numel ( p l o t s . p lot_d ef  ) 

% Which  kind   of   plot  ? 

pe r_case_an d_indivi du al _pl ot   =  p l o t s . pl ot_def  ( i _p l o t ) . i s _pe r _c a s e  &&  ... 

p l o t s . p lot_ def  ( i _ p l o t ) . i n di vi dua l _pl  o t s ; 

pe r _c as e _and_c  ole c t ive _plot  =  p l o t s . p lot_ def  ( i _p l o t ) . i s _pe r _c a s e  &&  ... 

p l o t s . p lot_ def  ( i _ p l o t ) . i n di vi dua l _pl  o t s == 0 ; 

gl o b a l _plo t   =   p l o t s . pl ot_def  ( i _p l o t ) . i s _pe r _c a s e   ==   0 ; 

i f p l o t s . pl ot_ def  ( i _p l o t ) . is_per_X 
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317 

 

 
e l s e 

 

 
end 

% Di f f e r e n t    p l o t s    fo r   each  X 

n_X_plot =  numel ( prob_opt_model ( i _c s ) . d e f i n i t i o n . X) ; 

 
% Same plot fo r a l l X 

n_X_plot = 1 ; 

fo r  i_X  =   1 : n_X_plot 

% Label 

322 i f   p l o t s . pl ot_def  ( i _p l o t ) . is_per_X 

i _X_la  b e l  =   prob_opt_model ( i _c s ) . d e f i n i t i o n . X( i_X ) . l a b e l ; 

 
 

 
327 

e l s e 

 

 
end 

 
% Same   plot  fo r    a l l   X 

i _X_ la  b e l = ' ' ; 

i f   p l o t s . pl ot_ def  ( i _p l o t ) . i s _pe r _c a s e 

% Di f f e r e n t   p l o t s    fo r   each  X 

n_ca se_plot  =   numel ( prob_opt_model ) ; 

 
332 

e l s e 

 

 
end 

 
% Same plot fo r a l l X 

n_case_plot  = 1 ; 

 

 
337 

 
 
 

 
342 

fo r   i _c s   =   1 : n_case_plot  

% %I n i t f i gu re ( or determine subplot ) 

i f  i _c s   ==  1  ||  per_case_and_individual_plot  

c l o s e a l l 

f ig_h  =   f i gur e ( ' v i s i b l e ' , ' o f f ' ) ; 

l e f t _ c o l o r = [ 0 0 0 ] ; 

r i g h t _c o l o r =   [ 0   0   0 ] ; 

s e t ( fig_h , ' default Axes Color Order ' , [ l e f t _ c o l o r ;   r i g h t _c o l o r ] ) ; 

end 

i f pe r _c as e _and_c  ole c t ive _plot  

n_rows_plot   =    c e i l ( ( numel ( prob_opt_model ) +1 )    /    p l o t s . p lot_de f  

( i _p l o t ) . n_column_subplots ) ; 

subplot_h = subplot  ( n_rows_plot , p l o t s . p lot_ def  ( i _ p l o t ) . 

n_column_subplots , i _c s ) ; 

347 

 
 
 
 

 
352 

end 

% %Ca ll plot  fun 

handles  = p l o t s . pl ot_ de f  ( i _ p l o t ) . fun ( prob_opt_model , input_siom , x , 

s t a t _ i n f , i_X , i_cs , i _p l o t ) ; 

% %Apply format to plot  ( or subplot ) 

i f   glo b a l _pl o t 

filename_plot_wo_fmt   =   [ prob_opt_model ( i _c s )  . data_management . 

a n a l ys i s _f i  l e n a m e _p r e f i x ... 

p l o t s . p lot_ def  ( i _ p l o t ) . f i l e n a me _s t r i n g ... 

i _X_la  b e l ] ; 

end 

i f    pe r_ case_ and_indi vidual_ pl ot  

357 % Individ ua l   p l o t s 
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end 

 

 
filename_plot_wo_fmt   =    [ prob_opt_model ( i _c s )  . data_management . 

f i l e na me _pr e f ix ... 

p l o t s . p lot_ def  ( i _ p l o t ) . f i l e n a me _s t r i n g ... 

i _X_la  b e l ] ; 

362 

 
 
 

 
367 

i f glo b a l _pl  o t || per _ca se_a nd_i ndividual_plot  

axes_h = gca ; 

axes_h . Font Size  =  p l o t s . format . ind . a x i s _f o n t _s i z e ; 

axes_h . XLabel . Font Size  =   p l o t s . format . xyla  b e l s . f o n t _s i z e ; 

i f p l o t s . pl ot_def  ( i _p l o t ) . secondYaxis 

yyaxis l e f t 

axes_h . YLabel . Font Size = p l o t s . format . xyla  b e l s . f o n t _s i z e ; 

yyaxis r i g h t 

end 

axes_h . YLabel . Font Size  =  p l o t s . format . xyla  b e l s . f o n t _s i z e ; 

372 handles . null_model . MarkerSize = p l o t s . format . ind . marker_size  

; 

fo r  i_om_plot  =   1 : numel ( handles . null_model ) 

handles . alt_opt_model ( i_om_plot ) . MarkerSize  = p l o t s . 

format . ind . marker_size ; 

end 

end 

377 

 
 
 
 

 
382 

i f    pe r _c as e _and_c  ole c t ive _plot  

% Unified  plot 

a x i s square 

% Add   t i t l e   to   the  subplot  

t i t l e ( [ ' \ i t { '    prob_opt_model ( i _c s ) . data_management . 

s t ud ie d _s ys te m _id _s tr ing  ' } ' ] , ' Font Size ' , 6 ) 

% Eliminate  l a b e l s   of   axes  and   legend 

l a b e l s . XLabel = subplot_h . XLabel . S t r i n g ; 

subplot_h . XLabel . de l e t e 

i f   p l o t s . p lot_ def  ( i _p l o t ) . secondYaxis 
 

 yyaxis l e f t 

387  l a b e l s . YLa b e l _le f t  =   subplot_h . YLabel . S t r i n g ; 
  subplot_h . YLabel . de l e t e 
  yyaxis r i g h t 
  l a b e l s . YLabel_right   =  subplot_h . YLabel . S t r i n g ; 
  subplot_h . YLabel . de l e t e 

392 e l s e  

 
 

 
end 

l a b e l s . YLa b e l _le f t = subplot_h . YLabel . S t r i n g ; 

subplot_h . YLabel . de l e t e 

l a b e l s . YLabel_right  =   '  ' ; 

397 

 
 
 

 
402 

% Raw 

s e t ( gca , ' Font Size ' , 4 ) 

p =   get ( subplot_h , ' po s i t i o n ' ) ; 

p ( 4 ) = p ( 4 ) * 1 . 1 0 ; % Add 10  perc ent  to height  

s e t ( subplot_h ,    ' po s i t i o n ' , p) ; 

i f   i _c s   ==  numel ( prob_opt_model ) 
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407 

 
 
 

 
412 

legend ( ' Location ' , ' northe a st  ' ) 

% Modify paper   s i z e 

hg_empty = subplot ( n_rows_plot , p l o t s . pl ot_def  ( i _p l o t ) . 

n_column_subplots , i _c s +1 ) ; 

a x i s square 

xlim ( [ 0 1 ] ) 

s e t ( gca , ' Font Size ' , 4 ) 

p   =   get ( hg_empty , ' po s i t i o n ' ) ; 

p ( 4 ) = p ( 4 ) * 1 . 1 0 ; % Add 10  perc ent  to height  

s e t ( hg_empty ,    ' po s i t i o n ' , p) ; 

s e t ( gcf , ' Paper Units ' , ' ce ntime te  rs ' ) 

x Size = 1 5 ; y Size = 2 4 ; 

x Left  = (21 − x Size ) / 2 ; yTop = (30 − y Size ) / 2 ; 

i f   isempty ( l a b e l s . YLabel_right  ) 

s e t ( gcf , ' Paper Position ' , [ x Left  yTop x Size  y Size ] ) 

417 e l s e 

 

 
end 

 
% Make room   fo r   r i g h t   common   l a b e l 

s e t ( gcf , ' Paper Position ' , [ x Left  yTop x Size  y Size ] ) 

 
422 

 
 
 

 
427 

 
 
 

 
432 

 
 
 

 
437 

s e t ( gcf , ' Po s i t i o n ' , [ 0  0  x S ize * 50  y Size * 5 0 ] ) 

% Move legend   to   empty   subplot 

pos_subplot  =  subplot_h . Po s i t i o n ; 

pos_empty_subplot  =  hg_empty . P o s i t i o n ; 

di f f_p o s _p l o t  =   pos_empty_subplot − pos_subplot ; 

handles . legend . Po s i t i o n ( 1 ) =   handles . legend . Po s i t i o n ( 1 )   ... 

+ di f f_p o s _p l o t ( 1 ) ; 

s e t ( hg_empty , ' vis ' , ' o f f ' ) 

% Labels 

[ ax , h1 ] = suplabel  ( l a b e l s . XLabel ) ; 

[ ax , h2 ] = suplabel ( l a b e l s . YLa be l_ lef t  , ' y ' ) ; 

s e t ( h1 , ' Font  Size  ' , 1 0 ) 

s e t ( h2 , ' Font  Size ' , 1 0 ) 

h1 . Po s i t i o n ( 2 )  =  0 ; 

h2 . Po s i t i o n ( 1 ) = 0 ; 

i f   ~isempty ( l a b e l s . YLabel_right  ) 

[ ax , h3 ] = suplabe l  ( l a b e l s . YLabel_right  , ' yy ' ) ; 

s e t ( h3 , ' Font Size ' , 1 0 ) 

h3 . Po s i t i o n ( 1 ) = 1 ; 

 
 

 
442 

 
 
 

 
447 

 
 
 
 

 
e l s e 

 
 
 

 
end 

end 

filename_plot_wo_fmt = [ prob_opt_model ( i _c s ) . 

data_management . a n a l ys i s _f i  l e n a m e _p r e f i x   ... 

p l o t s . p lot_ def  ( i _ p l o t ) . f i l e n a me _s t r i n g ... 

i _X_ la  b e l    ] ; 

 
% Delete   legend 

i f    i s f i e l d ( handles ,    ' legend ' ) 

handles . legend . de l e t e ; 

end 
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452 

 
 
 
 
 

 
457 

 

 
end   % pe r _c as e _a nd_c ole c t ive _plot  

% %P r int plot 

i f   pe r _c as e _and_c  ole c t ive _plot  ==   0   ||   ( 

pe r _c as e _and_c  ole c t ive _plot &&  i _c s  ==   n_case_plot  ) 

% Loop over   output   formats 

fo r   i _ p r i n t   =   1 : numel ( p l o t s . pr int _par s ) 

pr i n t ( p l o t s . pr int _par s ( i _ p r i n t ) . f i l e _f o r m a t _s t r , ... 

[ fi lename_plot_wo_fmt   input_siom . data_management . 

s t a t i s t i c a l _ i n f e r e n c e . i d _i n f e r e n c e _s u f f i x ... 

' . '   p l o t s . pr int _par s ( i _ p r i n t ) . f i l e _f o r m a t ] , ... 

p l o t s . pr int _par s ( i _ p r i n t ) . r e s o l u t i o n _d p i _s t r ) ; 

 
 

 
462 

 
 
 

 
467 

 
 
 
 

 
472 

end 

end % P r i n t 

end % Case loop 

end % X loop 

end % P l o t s loop 

% %SAVE DATA 

% Append   input  to   r e s u l t s   s t r u c t u r e 

% opt _infe r e nc e . input_siom =  input_siom ; 

% i f   input_siom . save . w r i t e _r e s u l t s 

% cd ( input_siom . save . di r _s a ve d_r e s ult s ) 

% % t he t a samples 

% f i l e n a me _ma s t e r _fi  l e   =   [ input_siom . save . f i l e na me _pr e f ix    ' 

_i n f e r e n c e _m a s t e r _r e s u l t s _f i l e ' . . . 

% ' _ '    d a t e s t r ( now ,  ' yyyy−mm−dd−HH:MM: SS ' ) ' . mat ' ] ; 

% opt _infe  r e nc e . f i l e n a me _ma s t e r _fi  l e =   f i l e n a me _ma s t e r _fi  l e ; 

% save ( f i le name _mas t e r _ f i le  , ' opt_ infe re nce  ' , ' − v7 . 3 ' , ' − nocompression '   ) 

% end 

 
 

a.1.2 Específicas para problemas de programación lineal 

 
a.1.2.1 Muestreo espacio de soluciones 

 

1 

 
 
 
 
 
 
 

6 

 
 
 
 

 
11 

function  [ samples_model_omega_given_theta  , sampling_output , optimum_value , 

optimum_output ] ... 

= sampling_linear_opt_model  ( theta , l i n e a r _c o n s t r a i n t s _a s _t h e t a _f u n , q , n , 

input _s t r uc t , varargin ) 

l i n e a r _ c o n s t r a i n t s =   l i n e a r _c o n s t r a i n t s _a s _t h e t a _f u n ( t he t a ) ; 

% TRASNFER FUNCTION AS A CONSTRAINT 

i f  q  ==  0 

% Null  model ,   j u s t    c o n s t r a i n t s 

e l s e 

% Add   l i n e a r    c o n s t r a i n t 

F _f_t  he t a = varargin  { 1 } ; 

l i n e a r _ c o n s t r a i n t s = i n p u t _s t r u c t . l i n e a r _o b j e c t i v e _a s _c o n s t r a i n t _f u n ( 

theta , q , F_f_theta  , l i n e a r _c o n s t r a i n t s , i n p u t _s t r u c t ) ; 

end 
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21 

 
 
 
 
 
 
 

26 
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13 

 
 
 
 
 
 
 

18 

% CONSTRAINTS ON STANDARD FORM 

[ l i n e a r_ c on s t r a i n t s_ m a t_ f or m  ] =   l i n e a r _c o n s t r a i n t s _t o _m a t r i x ( 

l i n e a r _ c o n s t r a i n t s ) ; 

% SAMPLING CANDIDATE SOLUTION SPACE 

% Obtain samples from null model using MCMC ( xsample function  of  l imsolve  R 

package ) 

i f    i s f i e l d ( input _s t r uc t , ' compute_optimal ' )   &&   i n p u t _s t r u c t . compute_optimal 

F _f_t  he t a = varargin { 1 } ; 

l i n e a r _ c o n s t r a i n t s _ t = i n p u t _s t r u c t . l i n e a r _o b j e c t i v e _a s _c o n s t r a i n t _f u n ( 

theta , q , F_f_theta  , l i n e a r _c o n s t r a i n t s , i n p u t _s t r u c t ) ; 

switch l i n e a r _ c o n s t r a i n t s _ t . type { end } 

case ' i n e q u a l i t y − min ' 

i n p u t _s t r u c t . o b j e c t i ve _fun  _ve c t o r = − l i n e a r _ c o n s t r a i n t s _ t . 

equation ( end , : ) ; 

case  ' i n e q u a l i t y − max ' 

i n p u t _s t r u c t . o b j e c t i ve _fun  _ve c t o r =   l i n e a r _ c o n s t r a i n t s _ t . equation 

( end , : ) ; 

end 

end 

[ samples_model_omega_given_theta  ,  sampling_output  , optimum_value  , optimum_output 

]  =  ... 

sampling_linear_with_xsample_R  ( l in e a r_ cons tra i nts _ m a t_f orm  , n , i n p u t _s t r u c t 

) ; 

function   [ l inear_mat_form ] =   l i n e a r _c o n s t r a i n t s _t o _m a t r i x ( c o n s t r a i n t s ) 

% Transforms  a    l i n e a r    c o n s t r a i n t   problem   i n t o   a   standard  formulation 

l inear_mat_form .A= [ ] ; 

l inear_mat_form . b = [ ] ; 

l inear_mat_form . sdb = [ ] ; 

l inear_mat_form . E = [ ] ; 

l inear_mat_form . f = [ ] ; 

l inear_mat_form .G= [ ] ; 

l inear_mat_form . h = [ ] ; 

fo r   i = 1 : length ( c o n s t r a i n t s . value ) 

switch c o n s t r a i n t s . type { i } 

case ' e q ua l i t y − with e r r o r ' 

l inear_mat_form .A=[ l inear_mat_form .A   ;   c o n s t r a i n t s . equation ( i  , : ) 

] ; 

l inear_mat_form . b=[ l inear_mat_form . b   ;    c o n s t r a i n t s . value ( i ) ] ; 

l inear_mat_form . sdb =[ l inear_mat_form . sdb    ;    c o n s t r a i n t s . sd ( i ) ] ; 

case  ' e q ua l i t y ' 

l inear_mat_form . E=[ l inear_mat_form . E   ;    c o n s t r a i n t s . equation ( i , : ) 

] ; 

l inear_mat_form . f =[ l inear_mat_form . f ; c o n s t r a i n t s . value ( i ) ] ; 

case ' i n e q u a l i t y − max ' 

] ; 

l inear_mat_form . h=[ l inear_mat_form . h ; −c o n s t r a i n t s . value ( i ) ] ; 
case ' i n e q u a l i t y − min ' 

l inear_mat_form .G=[ l inear_mat_form .G ;   −c o n s t r a i n t s . equation ( i , : ) 
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23 

end 

 
 
 
 

 
end 

 

 
l inear_mat_form .G=[ l inear_mat_form .G   ;   c o n s t r a i n t s . equation ( i  , : ) 

] ; 

l inear_mat_form . h=[ l inear_mat_form . h   ;    c o n s t r a i n t s . value ( i ) ] ; 

% Const r aint s on   parameter  search  region 

28  fo r   i = 1 : s i z e ( c o n s t r a i n t s . equation , 2 ) 

switch c o n s t r a i n t s . pa rame ter_search_region  { i } 

case ' p o s i t i v e ' 

l ine_G=zeros  ( 1 , s i z e ( c o n s t r a i n t s . equation , 2 ) ) ; 

l ine_G ( i ) = 1 ; 

33 l inear_mat_form .G=[ l inear_mat_form .G    ;    l ine_G ] ; 

l inear_mat_form . h=[ l inear_mat_form . h ; 0 ] ; 

case  ' negative  ' 

l ine_G=zeros  ( 1 , s i z e ( c o n s t r a i n t s . equation , 2 ) ) ; 

l ine_G ( i ) =−1; 

38 l inear_mat_form .G=[ l inear_mat_form .G   ;   l ine_G ] ; 

l inear_mat_form . h=[ l inear_mat_form . h ; 0 ] ; 

case ' proportion ' 

line_G_max=zeros ( 1 , s i z e ( c o n s t r a i n t s . equation , 2 ) ) ; 

line_G_max ( i ) =−1; 

43 line_G_min=zeros ( 1 , s i z e ( c o n s t r a i n t s . equation , 2 ) ) ; 

line_G_min ( i ) = 1 ; 

l inear_mat_form .G=[ l inear_mat_form .G    ;    line_G_max    ;     line_G_min ] ; 

l inear_mat_form . h=[ l inear_mat_form . h ; 0 ; 0 ] ; 

end 

48   end 

 

 

2 

 
 
 
 

 
7 

 
 
 

 

12 

 
 
 

 

17 

function   [ samples , sampling_output , optimum_value , optimum_output ] ... 

=   sampling_linea r_with_xsample_R ( l inear_mat_form  , max_iter  , par s )    %#ok< 

INUSL> 

% This   function  i s   j u s t   a   l i n k    to  R   (GNU R) ,   where   the  xsample   function  of 

% the   l im Solve  R   package   i s   used   to   uniformly  sample   the   a v a i l a b l e 

% parameter  subspace  of  s o l u t i o n s . 

% saveR ,   by   Jeroen  Janssens  ( http ://www. j e r o e n j a n s s e n s . com) ,   i s    used   to 

% save  Matlab   data   in  R   format ,   and R . matlab  R   l i b r a r y    to   save   data  back 

% from R   in   a   Matlab   format 

% %SAVE DATA FOR R 

cd ( pars . temp_dir ) 

warning ( ' o f f ' ) 

de l e t e ( ' nmot_results . mat ' , ' optimization . R ' ) ; 

info_t  o_pas s = [ ] ; 

ma t_ f ie ld s=  f i e l d s ( l inear_mat_form ) ; 

fo r i = 1 : length ( ma t_ f ie lds  ) 

i f isempty ( eval ( [ ' l inear_mat_form . ' ma t_ f ie ld s  { i } ] ) ) 

eval ( [ ma t_ f ie ld s  { i } ' =NaN; ' ] ) ; 

e l s e 

eval ( [    ma t_ f ie ld s  { i }     ' =linear_mat_form . '    ma t_f ie ld s  { i }    ' ; ' ] ) ; 

end 

http://www/
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end 

22  i f   i s f i e l d ( pars , ' compute_optimal ' ) 

compute_optimal  =  pars . compute_optimal ; 

e l s e 

 
end 

 
compute_optimal  =   0 ; 

27  i f  compute_optimal  

o b j e c t i ve _fun  _ve c t o r =   pars . o b j e c t i ve _fun _ve c t o r ; 

e l s e 

 
end 

 
o b j e c t i v e _ f u n _ v e c t o r   =  NaN;    %#ok <*NASGU> 

32 saveR ( ' optimiza tion  . R ' , 'A ' , ' b ' , ' sdb ' , ' E ' , ' f ' , 'G ' , ' h ' , ' max_iter ' , ' 

compute_optimal ' , ' o b j e c t i ve _fun _ve c t o r ' ) ; 

% %Run R funtion  based   on   xsample   from   limSolve  package 

% Get   the   curre nt  di r e c t o r y   and   switch  s l a s h e s    ( R   f i l e    pathes  r e quir  e    ' \ ' ) 

pars . code_dir= s t r r e p ( pars . code_dir , ' \ ' , ' / ' ) ; 

% Run   s c r i p t   in  R   ( note  t h a t   the   f i l e    path  cannot  contain  any   spaces ) , 

37  % the  paths  could  a l s o   be   wri tten  out   d i r e c t l y   fo r   each   s c r i p t 

[ ~ , sampling_output ] = system ( [ pars . R_path_dir ' / Rs c r i pt ' pars . code_dir ' / 

xsample_linear_sampling  . R ' ] ) ; 

% Check   i f    xsample   run   as    expected 

i f numel ( dir ( ( ' nmot_results  . mat ' ) ) ) ==0 

samples = [ ] ; 

42  optimal_value  =   [ ] ; 

e l s e 

load (  ' nm o t_r e s ult s . mat ' )    %#ok<LOAD> 

% %Checking  t ha t  samples  f u l l f i l  c o n s t r a i n t s 

i f   isnumeric ( E)  && ( s i z e ( E , 1 ) + s i z e ( E , 2 ) ) ==2 && E==0 

47 e l s e 

 
 

 
end 

checking . e q u a l i t y _ c o n t r a i n t s =samples * ( E ' )  ;    %#ok<NODEF> 

checking . e q u a l i t y _c o n t r a i n t s =bsxfun(@eq , checking . e q u a l i t y_c o n t r a i n t s , 

f ' ) ; 

i f   isnumeric (G)   &&   ( s i z e (G, 1 ) + s i z e (G, 2 ) ) ==2 && G==0 

52 e l s e 

checking . i n e q u a l i t y _c o n t r a i n t s =samples * ( G' ) ; 

checking . i n e q u a l i t y _c o n t r a i n t s =bsxfun(@ge , checking . 

i n e q u a l i t y _c o n t r a i n t s , h ' ) ; 

end 

i f ( sum( checking . i n e q u a l i t y _c o n t r a i n t s ==0) >0) 

57 e r r o r ( ' sampling_linear_with_xsample_R   f a i l e d   checking   c o n s t r a i n t s 

s a t i s f a c t i o n of candidate s o lut i o n space samples . ' ) 

 
 
 
 

 
62   end 

end 

% e l s e 

%  e r r o r ( ' xsample c a l l from sampling_linear_with_xsample_R  f a i l e d to 

produce expected r e s u l s . ' ) 

% end 

de l e t e ( ' nmot_results . mat ' , ' optimiza tion . R ' ) ; 
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# Load , or  p r e v i o u s l y   i n s t a l l   r e q u i r e d   p ackag es  

i f   ( ! require ( ’R . matlab ’ ) )    i n s t a l l . packages ( ’R . matlab ’ ) ; 

i f    ( ! require ( ’ l im Solve ’ ) )    i n s t a l l . packages ( ’ l im Solve ’ ) ; 

l i b r a r y (R . matlab ) 

5   l i b r a r y ( l im Solve ) 

# Load data  saved   from  Matlab 

source ( ’ optimiza tion  . R ’ ) 

#Make empty  v a r i a b l e s NULL 

i f    ( i s . na (A[ 1 ] ) ) {A = NULL} 

10  i f  ( i s . na ( b [ 1 ] ) ) { b = NULL} 

i f   ( i s . na ( E [ 1 ] ) ) { E = NULL} 

i f    ( i s . na ( f [ 1 ] ) ) { f   = NULL} 

i f    ( i s . na (G[ 1 ] ) ) {G = NULL} 

i f    ( i s . na ( h [ 1 ] ) ) { h = NULL} 

15  # Uni formly sample  t h e  a v a i l a b l e  p a ra m et e r  su b sp a ce  a c c o r d i n g  t o  c o n s t r a i n t s 

using  xsample 

nmot_ samples <− xsample (A=A, B=b , E=E , F=f ,G=G,H=h , i t e r =max_ i t e r ) 

samples <− nmot_ samples $X 

i f    ( compute _ optimal ) { 

optimal _ value  <−  l inp ( E=E , F=f ,G=G,H=h ,  Cost  =   o b j e c t i v e _ fun _ vector ) 

20  } e ls e { 

optimal _ value =  NULL 

} 

# Save r e s u l t s t o Matlab data  f i l e 

writeMat ( ’ nmot_ r e s u l t s . mat ’ , samples=samples , optimal _ value=optimal _ value ) 

 

 
a.1.3 Específicas del análisis de Belovsky (1986b) 

 
1 

 
 
 

 

6 

 
 
 

 

11 

i f     ~isempty  (   optimal_value  ) 

optimum_value = ( optimal_value . X) ' ; 

optimum_output = optimal_value ; 

e l s e 

optimum_value = [ ] ; 

optimum_output = [ ] ; 

end 

% %LISTA DE FUNCIONES ESPECIFICAS   Belovsky   ( 1 9 8 6 ) 

% belovsky_1986 _theta_sampling 

% b e lovs ky_ 1 9 8 6 _ line  a r _c ons t r a int s _fun 

% be lovsky_  19 86 _obj  e ct ive _ fun ct  ion 

% b e lovs ky_ 1 9 8 6 _ob j e c t ive _as _c ons t r a int _fun 

% belovsky_ 1986 _observed_variable _fun  

c l e a r f low_control  

dbstop i f e r r o r 

warning ( ' o f f ' ) 

n_Theta_prob_model  =  2 ; 

% %SCRIPT CAPITULO 4 − Belovsky ( 1 9 8 6 ) 
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d e f i n e _l e v e l _a n a l y s i s . fun = {@ mc_sampling_gral_optimization_model  @ 

radon_nikodym_density_random_var_gral_opt_model  } ; 

d e f i n e _l e v e l _a n a l y s i s . f i e l d _ i d _ s t r i n g = { ' mc_sampling ' ' 

Radon_Nikodym_density_estimation_prob_opt_model  ' } ; 

d e f i n e _l e v e l _a n a l y s i s . i d _s t r i n g = { ' MC_sampling_prob_opt_mod ' ' 

Radon_Nikodym_density_estimation_prob_opt_model  ' } ; 

d e f i n e _l e v e l _a n a l y s i s . i d_di  s p l a y_s  t r i n g = { ' Monte Carlo sampling of general  

optimization  model ' ... 

16 ' Radon Nikodym density e stima tion  of reandom va r i a b l e ( s ) of general 

optimiza tion  model ' } ; 

f low_ control  . n a m e _f i  l e l i s t _s a ve d_da t a _s t r i n g  =   { ' 

Mc_sam pling_gral_ opt_ m odel_f i le l is t_sa ved_data  . csv '  , ... 

'     Random_nykodym_density_estimation_gral_opt_model_f i lelist_saved_data    .     csv 

' } ; 

f low_ control  . re_ do_ an al ysi s_f rom _l e ve l   =  9 9 9 ; 

f low_ con trol  . s t a rt_ f r om _ s a ve d_ a n a l ys i s  . dir  =  ... 

21 ' /mnt/2018 _ 9 tb_raid 1 _x 2 / Santiago/  o p t _b i g _d a t a _f i l e s /Belovsky_19862019 

−01 −17 −19:25:03/Radon−Nikodym_density_X_2019 −01 −22 −07:35:03  '  ; 

f low_control  . s t a r t_ f ro m _s a ve d _ a n a ly s i s  . level_num = 2 ; 

% DIRS 

% Server  256Gb 

base_dir= ' /home/ santiago/Dropbox/ Te s i s /Tesis_repo_SRD_MAC/Contenido/ 

Cap_4 _ap_forrajeo ' ; 

26   pars . dir . r e s u l t s   =   [ base_dir   ' /Productos/ Pre l imina re s  ' ]    ; 

pars . dir . s a ve _b i g_d a t a _f i l e s   =   ' /mnt/2018 _ 9 tb_raid 1 _x 2 / Santiago/ 

o p t _b i g_d a t a _f i l e s ' ; 

pars . dir . code = [ base_dir  ' /Codigo/Funciones  ' ] ; 

pars . dir . R_path = ' /usr/bin ' ; 

pars . dir . data  = [ base_dir   ' /Datos/ P ub lica c ione  s/Belovsky1986 ' ] ; 

31 pars . dir . temp = ' /home/ santiago/Tmp ' ; 

m_theta = 10 ̂  3 ; 

[ P_Theta_model ( 1 : n_Theta_prob_model ) . m_The ta_anal isis ]   =    deal ( 1 , m_theta ) ; 

[ P_Theta_model ( 1 : n_Theta_prob_model ) . n_per_theta_null_model  ] = deal 

( 10 ̂  7 , 10 ̂  6 ) ; 

Q. grid = num2cell  ( [ 0 : 0 . 0 1 : 0 . 9 9 0 . 9 9 9  0 . 9 9 9 9 ] ' ) ; 

36  [ P_Theta_model ( 1 : n_Theta_prob_model ) . n_per_theta_opt_model  ]   =    deal ( 10 ̂  7 , 10 ̂  4 ) 

; 

addpath ( genpath ( pars . dir . code ) ) 

% Nombre de l a s e s pe c i e s 

cd ( pars . dir . data ) 

Belovsky_  1986 _table_data  = r e adt ab le ( ' Belovsky 1986 _average_values . csv '  , ' 

De limiter  ' , ' ; ' ) ; 

41  c a s e s _ l a b e l _ c e l l =   Belovsky_  1986 _table_data  . Especie  ; 

o b s e r v a t i o n s _c e l l = num2cell ( Belovsky_  1986 _table_data  . monocot_perc ) ; 

the ta_prob_mode l_string  = { ' Promedio ' ' Z_indep ' } ; 

a n a l y s i s _i d _p r e f i x   =   ' Belovsky_1986 ' ; 

la be l_now_di r s   =   d a t e s t r ( now,  ' yyyy−mm−dd−HH:MM: SS ' ) ; 

46     % %CHECK  WHETHER  THERE   IS   AVAILABLE  SAVED  DATA FROM  PREVIOUS  RUNS 

f low_ con trol  . z e r o _l e ve l _d i r  =   pars . dir . s a ve _b i g_d a t a _f i l e s ; 
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f low_control  . dimension_array_cases  = [ numel ( c a s e s _ l a b e l _ c e l l ) 

n_Theta_prob_model ] ; 

f low_ control  . scaned_saved_data  =  sa ve_ or_l oa d_ hier_an al yzes  ( ' scan_saved_data  ' 

, f low_control  ) ; 

% ESTABLISH NAME OF DIRECTORY TO SAVE RESULTS OF EACH LEVEL OF ANALYSIS 

51  fo r   i _ l e v e l = 1 : numel ( d e f i n e _l e v e l _a n a l y s i s . fun ) 

i f    ~isempty ( f low_control  . scaned_saved_data . d i r _ l e v e l s { i _ l e v e l } ) 

f low_ control  . di r _s a ve d_r e s ult  s { i _ l e v e l } = f l ow_ con trol  . 

scaned_saved_data . d i r _ l e v e l s { i _ l e v e l } ; 

 
 

 
56 

 

 
end 

e l s e 

 
 
 

 
end 

 
f low_ control  . di r _s a ve d_r e s ult s { i _ l e v e l }  =   [ pars . dir . 

s a ve _b i g_d a t a _f i l e s    ' / ' ... 

a n a l y s i s _i d _p r e f i x    ' _ '   d e f i n e _l e v e l _a n a l y s i s . i d _s t r i n g { i _ l e v e l }    ' 

_ '  label_now_dirs  ] ; 

%% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 

% %MODELOS  DE  DISTRIBUCION  DE  PROBABILIDAD  THETA   (PARAMETROS  DEL  MODELO) 

61    belovsky_1986 _parameters  =   ... 

[ { ' dige  s t ive _v ' } 

{ ' d i g e s t i v e _t ' } 

{ ' feeding_time ' } 

{ ' cropping_monocot ' } 

66 { ' cropping_dicot  ' } 

{ ' bulk_monocot ' } 

{ ' bulk_dicot  ' } 

{ ' energy_content_monocot  ' } 

{ ' e ne rgy_conte nt_d icot  ' } 

71 { ' energy_requirement ' } 

{ ' monocot_perc ' } 

{ ' time_minimizer ' } 

{ ' energy_maximizer ' } ] ; 

[ parameter_groups ( 1 : n_Theta_prob_model ) . d e f i n i t i o n _a r r a y ] = deal ( zeros ( s i z e ( 

belovsky_1986 _parameters ) ) , ... 

76 ones ( s i z e ( belovsky_1986 _parameters ) ) ) ; 

[ parameter_groups ( 1 : n_Theta_prob_model ) . fun_per_group ]   =    deal ( { } , { @ randn } ) ; 

[ parameter_groups ( 1 : n_Theta_prob_model ) . r e t a i n _c e n t r a l _pr o p ] = deal 

( [ ] , [ 0 . 9 5 ] ) ; 

t i c 

% 

% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 
 

81     % %DATOS  PARA  EL   ANALISIS  DE  CADA  ESPECIE   Y  MODELO  DE  DISTRIBUCION  DE  LOS 

PARAMETROS (THETA) 

fo r   i _stud y_ca se  =   1 : numel ( c a s e s _ l a b e l _ c e l l ) 

fo r    i_Theta_prob_model   =    1 : numel ( P_Theta_model ) 

i _s c = i _stud y_ca se  ; 

i_TPm  =   i_Theta_prob_model  ; 

86 %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 
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116 

% %MONTE CARLO  SAMPLING  INPUT  DATA 

% %MANEJO  DE  DATOS 

input_som ( i_sc  , i_TPm )  . data_management .  s tu di e d_s ys te m_i d_s trin g    = 

c a s e s _ l a b e l _ c e l l { i _ s c  } ;    %#ok <*SAGROW> 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . data_management . f i l e name _pr e f ix   =   ... 

[ a n a l y s i s _i d _p r e f i x    ' _ ' c a s e s _ l a b e l _ c e l l { i _s c }    ' _ '   ... 

' _Theta_prob_model_ ' the ta_prob_model_string  { i_TPm } ] ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . data_management . a n a l ys i s _f i  l e n a m e _p r e f i x  =   ... 

[ a n a l y s i s _i d _p r e f i x    ' _Theta_prob_model_ ' the ta_prob_model_string  { 

i_TPm } ] ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . data_management . mc_sampling . w r i t e _r e s u l t s  =   1 ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . data_management . mc_sampling . di r _s a ve d_r e s ult s    = 

f low_ con trol  . di r _s a ve d_r e s ult s { 1 } ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . data_management . mc_sampling . 

common_dir_saved_results  = ... 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . data_management . mc_sampling . 

di r _s a ve d_r e s ult s ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . data_management . mc_sampling . data 2 save . F _f_t  he t a 

= 1 ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . data_management . mc_sampling . data 2 save . 

null_model_samples = 1 ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . data_management . mc_sampling . omega_samples_data . 

format = ' numeric_array ' ; 

input_som ( i_sc  , i_TPm )  . data_management . mc_sampling . omega_samples_data . 

p r e c i s i o n = ' double ' ; 

% %Omega ( ESPACIO MUESTREAL) MODELO NULO 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . null_model . Omega_mc_sampling . fun = @ 

sampling_linear_opt_model  ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . null_model . Omega_mc_sampling . n_per_theta  =   ... 

P_Theta_model ( i_TPm ) . n_per_theta_opt_model  ; 

% Parametros e s p e c i f i c o s de l a funcion de muestreo por Monte Carlo 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . null_model . Omega_mc_sampling . sampling_pars . 

code_dir  =   pars . dir . code ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . null_model . Omega_mc_sampling . sampling_pars . 

temp_dir = pars . dir . temp ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . null_model . Omega_mc_sampling . sampling_pars . 

R_path_dir =  pars . dir . R_path ; 

% %c ( RESTRICCIONES) 

input_som ( i_sc  , i_TPm ) . c . a s_the ta _fun  =   @ 

b e lovs ky_ 1 9 8 6 _ line  a r _c ons t r a int s _fun ; 

% %Q   ( ESPACIO  DE  PARAMETROS  FUNCION  DE  TRANSFERENCIA) 

input_som ( i_sc , i_TPm ) .Q =  Q; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) .Q. q_null_model  =   0 ;   % Funcion  escalonada ,   $q_N 

= 0$ 

input_som ( i_sc , i_TPm ) .Q. i_q_null_model = 1 ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) .Q. dimensionali ty  = 1 ; 

% %Theta ( ESPACIO DE PARAMETROS) 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . Theta . mc_sampling . fun = @ 

belovsky_1986 _theta_sampling  ; 
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input_som ( i_sc , i_TPm ) . Theta . mc_sampling . pars . data . dir  =  pars . dir . data 

; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . Theta . mc_sampling . pars . i _s p e c i e s  =   i _s c ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . Theta . mc_sampling . pars . prob_dist  . parameters = 

belovsky_1986 _parameters ; 

% Variante s  segun   modelo   de   d i s t r i b u c i o n    de   parametros 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . Theta . mc_sampling .m = P_Theta_model ( i_TPm ) . 

m_Theta_analisis  ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . Theta . mc_sampling . pars . c _ as_th eta _fun  = 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . c . as_ the ta _fun  ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . Theta . mc_sampling . pars . prob_dist  . 

parameter_groups = parameter_groups ( i_TPm ) ; 

% Chequeo de que OMEGA x THETA cumple r e s t r i c c i o n e s 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . Theta . mc_sampling . pars . check . sampling_model . fun 

=   input_som ( i_sc , i_TPm ) . null_model . Omega_mc_sampling . fun ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . Theta . mc_sampling . pars . check . c . as_the ta_fun  = 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . c . as_the ta_fun  ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . Theta . mc_sampling . pars . check . q_null_model = 

input_som ( i_sc , i_TPm ) .Q. q_null_model ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . Theta . mc_sampling . pars . check . sampling_pars  = 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . null_model . Omega_mc_sampling . sampling_pars ; 

% %NORMALIZACION  CUANTIL 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . q u a n t i l e _ n orm a l i za t i on  . n_per_theta_null_model   = 

... 

P_Theta_model ( i_TPm ) . n_per_theta_null_model  ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . q u a n t i l e _ n orm a l i za t i on  . F _f_t  he t a _e s t i ma t i o n . fun 

= @empirical_F_q_samples  ; 

input_som ( i_sc , i_TPm ) . q u a n t i l e _ n orm a l i za t i on  . F _f_t  he t a _e s t i ma t i o n . 

pars = [ ] ; 

% %MODELOS  ALTERNATIVOS  DE  OPTIMIZACION 

% f   (FUNCION  OBJETIVO) 

[ f ( 1 : 2 ) . pars ] =   deal (  ' max_energy ' , ' min_time ' ) ; 

[ f ( 1 : 2 ) . fun ] =   deal (@ be lovs  ky_ 19 86 _obj  e ct ive _ func t  ion ) ; 

[ f ( 1 : 2 ) . l a b e l s ] = deal ( 'Maximum food  energy  content ' , ' Minimum feeding 

time ' ) ; 

[ f ( 1 : 2 ) . type ] =   deal ( ' max ' , ' min ' ) ; 

[ input_som ( i_sc  , i_TPm ) . a lt_opt_models ( 1 : 2 ) . f ] =   deal ( f ( 1 ) , f ( 2 ) ) ; 

%OMEGA 

[ Omega_mc_sampling ( 1 : 2 ) . n_per_theta ] = deal ( P_Theta_model ( i_TPm ) . 

n_per_theta_opt_model  ) ; 

sampling_pars = input_som ( i_sc , i_TPm ) . null_model . Omega_mc_sampling . 

sampling_pars ; 

sampling_pars . l i n e a r _o b j e c t i v e _a s _c o n s t r a i n t _f u n = @ 

b e lovs ky_ 1 9 8 6 _ob j e c t ive _as _c ons t r a int _fun ; 

[ Omega_mc_sampling ( 1 : 2 ) . sampling_pars ]    =    deal ( sampling_pars ) ; 

[ Omega_mc_sampling ( 1 : 2 ) . fun ]    =    deal (@ sampling_linear_opt_model  ) ; 

[ input_som ( i_sc  , i_TPm ) . alt_opt_models ( 1 : 2 ) . Omega_mc_sampling ] = deal ( 

Omega_mc_sampling ( 1 ) , Omega_mc_sampling ( 2 ) ) ; 

%% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 
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end 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
end 

% %DENSIDAD  DE  PROBABILIDAD  FUNCION  ALEATORIA  OBSERVADA 

% Data    management 

input_pdom ( i_sc , i_TPm )  .  data_management  .  radon_nikodym_density . 

di r _s a ve d_r e s ult  s = ... 

f low_control  . di r _s a ve d_r e s ult s { 2 } ; 

input_pdom ( i_sc , i_TPm ) . data_management . radon_nikodym_density . 

common_dir_saved_results  = ... 

f low_control  . di r _s a ve d_r e s ult s { 2 } ; 

input_pdom ( i_sc  , i_TPm ) . data_management . radon_nikodym_density . 

w r i t e _r e s u l t s = 1 ; 

% Funcion a l e a t o r i a observada 

input_pdom ( i_sc  , i_TPm ) . X( 1 ) . fun = @ 

belovsky_  1986 _observed_va ria ble_fun  ; 

input_pdom ( i_sc , i_TPm ) . X( 1 ) . l a b e l =   ' Por c e nt a j e   de   m o n o c o t i l e d n e a s 

en l a di e t a ' ; 

input_pdom ( i_sc , i_TPm ) . X( 1 ) . v a r i a b l e _ c l a s s = ' continuous ' ; 

input_pdom ( i_sc  , i_TPm ) . X( 1 ) . d imensiona li ty  = ' un i va r i a t e ' ; 

input_pdom ( i_sc , i_TPm ) . X( 1 ) . XLim =   num2cell ( [ 0   1 ] ) ; 

input_pdom ( i_sc , i_TPm ) . X( 1 ) . rn _ denis ty_ es ti m a ti on  . fun = @ 

univa r ia t e _pdf_ke  r ne l_e s t imat ion ; 

% Parametros e st imacion 

input_pdom ( i_sc , i_TPm ) . X( 1 ) . rn _ denis ty_ es ti m a ti on . pars . min_bound= 0 ; 

input_pdom ( i_sc , i_TPm ) . X( 1 ) . rn_ den is ty_ es ti m a ti on . pars . max_bound= 1 ; 

input_pdom ( i_sc , i_TPm ) . X( 1 ) . rn _ denis ty_ es ti m a ti on  . pars . 

tolerance_to_bound  =10^−3; 

input_pdom ( i_sc , i_TPm ) . X( 1 ) . rn_ deni s ty_ es ti m a ti on . pars . 

i n t e r va l s _k e r n e l _e s t i m a t i o n =2 ̂ 7 ; 

input_pdom ( i_sc , i_TPm ) . X( 1 ) . rn_ deni s ty_ es ti m a ti on  . pars . 

e m p i r i c a l _h i s t _d i v i s i o n =10 ̂ 3 ; 

input_pdom ( i_sc , i_TPm ) . X( 1 ) . rn_ deni s ty_ es ti m a ti on . pars . 

perc_rep_extreme_data  = 0 . 0 3 ; 

input_pdom ( i_sc  , i_TPm ) . X( 1 ) . rn_d e nisty_e st ima ti on  . pars . 

d a ta _pe rc_to_repea t  = 0 . 0 0 1 ; 

% Estimacion   ve r o s imi l it  ud 

input_pdom ( i_sc  , i_TPm ) . X( 1 ) . rn_density_ at_ va lu e  . fun  =  @ 

u n i va r i a t e _p df _i  n t e r p o l a t i o n ; 

input_pdom ( i_sc  , i_TPm ) . X( 1 ) . rn_d e nsi ty_a t_va lue  . pars   =     [ ] ; 

% %OBTENCION  MUESTRAS  POR  MONTE  CARLO  DEL  ESPACIO  DE  SOLUCIONES  MODELO 

GENERAL DE OPTIMIZACION 

% %Check whether a n al y s i s  are to be done , loaded from saved date , or skiped 

since 

181  % subsequent  data  of   p o s t e r i o r   a n a l ys i s    i s    a v a i l a b l e   or   data   i s    a lready  in 

% workspace memory 

fo r   i _stud y_ca se  =   1 : numel ( c a s e s _ l a b e l _ c e l l ) 

fo r   i_Theta_prob_model   =    1 : numel ( P_Theta_model ) 

fo r   i _s t e p _a n a l y s i s   =   1 : numel ( d e f i n e _l e v e l _a n a l y s i s . fun ) 
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display ( [ ' Analysis  # '    num2str ( i _s t e p _a n a l y s i s )    ' :    ' 

d e f i n e _l e v e l _a n a l y s i s . i d_di  s p l a y_s  t r i n g { i _s t e p _a n a l y s i s } ] ) 

% Check i f a n a l ys i s are already on workspace memory 

valid_analysis_in_memory = 0 ; 

i f   e x i s t ( ' prob_opt_model ' , ' var ' )   && ... 

s i z e ( prob_opt_model , 1 )    >=   numel ( c a s e s _ l a b e l _ c e l l )   && ... 

s i z e ( prob_opt_model , 2 ) >= numel ( P_Theta_model ) 

% See  to  what   di r e c t o r y   the  data  on   workspace  memory   i s 

% l inked to 

f i e l d _ l e v e l _ s t r i n g   =   d e f i n e _l e v e l _a n a l y s i s . f i e l d _ i d _ s t r i n g { 

i _s t e p _a n a l y s i s } ; 

i f i s f i e l d ( prob_opt_model ( i_study_case , i_Theta_prob_model  ) . 

data_management , f i e l d _ l e v e l _ s t r i n g ) 

current_level_case_in_memory_dir  = ... 

prob_opt_model ( i_study_case , i_Theta_prob_model  ) . 

data_management . ( f i e l d _ l e v e l _ s t r i n g ) . 

di r _s a ve d_r e s ult s ; 

valid_analysis_in_memory   =    strcmp ( 

current_ leve l_ca se_ in_memory_d ir  , f low_control  . 

di r _s a ve d_r e s ult s { i _s t e p _a n a l y s i s } ) ; 

i f  ~   valid_analysis_in_memory  

disp ( ' Case   in   memory   but   does    not   match    di r e c t o r y 

s p e c i f i e d   by   user   or    aut oma ti ca l ly    assigned  by 

s c r p i t ' ) 

201  
 

end 

 
end 

end 

% Determine   a c t io n    to   be   made 

i f valid_analysis_in_memory  

206  a c t i o n _f o r _c u r r e n t _a n a l y s i s   =   ' on_memory ' ; 

e l s e 

% Check   l a s t    saved   version 

la s t _s a ve d_s t e p  =   f low_ con trol  . scaned_saved_data . 

last_saved_data_num ( i_study_case  , i_Theta_prob_model )  ; 

i f la s t _s a ve d_s t e p > i _s t e p _a n a l y s i s 

211  a c t i o n _f o r _c u r r e n t _a n a l y s i s   =   ' skip ' ; 

e l s e 

i f   la s t _s a ve d_s t e p   ==   i _s t e p _a n a l y s i s 

a c t i o n _f o r _c u r r e n t _a n a l y s i s   =   ' load ' ; 

 
216 

 
 
 

 
end 

 
 

 
end 

e l s e 

end 

 
a c t i o n _f o r _c u r r e n t _a n a l y s i s   =   ' compute ' ; 

 
221 

% Do   a c t io n . . . 

disp ( [ ' Model     '    num2str ( i _stud y_ca se  )    '− ' num2str ( 

i_Theta_prob_model  )    ' :   a c t io n    '    a c t i o n _f o r _c u r r e n t _a n a l y s i s ] ) 

s t r i n g_d i  s p_p r e f    =    [ ' Model    '    num2str ( i _stud y_ca se  )    '− ' num2str ( 

i_Theta_prob_model  )  ... 
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'    '   d e f i n e _l e v e l _a n a l y s i s . i d_di  s p l a y_s  t r i n g { i _s t e p _a n a l y s i s } 

' ' ] ; 

switch a c t i o n _f o r _c u r r e n t _a n a l y s i s 

case ' on_memory ' 

disp ( [ s t r i n g_di  s p _p r e f    ' a lready on workspace memory , 

nothing needs to be done . ' ] ) 

case  ' skip ' 

disp ( [ s t r i n g_di  s p _p r e f    ' not on workspace memory , but 

saved data of a n a l ys i s f higher hie rarchy are 

a v a i l a b l e ( so nothing  needs  to  be done ) ' ] ) 

case ' load ' 

disp ( [ s t r i n g_di  s p _p r e f    ' loading from save data from 

previous a n a l ys i s i n i t i a t e d . . . ' ] ) 

i n i t =   toc ; 

f low_ control  . current_ ca se_subindex  = [ i _study_ case  

i_Theta_prob_model  ] ; 

f low_ control  . current_level_num = i _s t e p _a n a l y s i s ; 

prob_opt_model ( i _study_case , i_Theta_prob_model  ) = 

sa ve _or_ load _hie r_ana lyze s  ( ' load ' , f low_control ) ; 

ended = toc ; 

disp ( [ s t r i n g_d i  s p _p r e f    '   loading  from   save   data  from 

previous   a n a l ys i s    f in ished ,    took   ' num2str ( ended− 

i n i t )    ' seconds . ' ] ) 

case   ' compute ' 

% EJECUCION FUNCION GENERAL ESPACIO DE PARAMETROS THETA Y 

MUESTREO ESPACIO MUESTRAL OMEGA 

disp ( [ s t r i n g_di  s p _p r e f    '   computing    i n i t i a t e d . . . '    ] ) 

[ prob_opt_model ( i_study_case  , i_Theta_prob_model ) ] = ... 

mc_sampling_gral_optimization_model  ( input_som ( 

i_study_case  , P_Theta_model ) ) ; 

disp ( [ s t r i n g_d i  s p _p r e f    '   computing    f i n i s h e d ! '    ] ) 

%GUARDAR INFORMACION PARA RETOMAR ANALISIS 

l i s t _of_ma s t e r f i l e s _mc _s a mpling  = f l ow_ control  . 

scaned_saved_data . 

f i l e _ l i s t _s a v e d _d a t a _a r r a y _w h i t i n _c e l l { 1 } ; 

i f   i s f i e l d ( prob_opt_model ( i_study_case , i_Theta_prob_model  

)   . data_management . mc_sampling   ,    ' f i l e n a me _ma s t e r _fi  l e ' ) 

ma ster_mc_sa mpling_fi le na me s_ list  { i_study_case  , 

i_Theta_prob_model  }  =  ... 

prob_opt_model ( i_study_case , i_Theta_prob_model ) . 

data_management . mc_sampling . 

f i l e n a me _ma s t e r _fi  l e ; 

cd ( pars . dir . s a ve _b i g_d a t a _f i l e s ) 

mc_ sa mpli ng_ ma s t  er _ l ist  _ f i le    =     [ prob_opt_model ( 

i_study_case , i_Theta_prob_model  ) . data_management . 

mc_sampling . common_dir_saved_results  ... 

' / Sa mpling _gr  a l_opt _mode l_g lob  a l_r e s ult s _ l is t . mat 

' ] ; 

% Save    l i s t 
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end 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

end 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
end 

end % switch 

end % step 

 

 
save ( mc_sa mpl ing_ ma st e r_ l i s t_ f i le   ,    ' 

ma ster_mc_sa mpling_fi le na me s_ list  ' , '−v7 . 3 ' , '− 

nocompression ' ) ; 

% Save   l i s t    f i lename 

save ( ' mc_sa mp lin g_ ma s  te r_ l ist  _f i le  . mat ' ,    ' 

mc_ sa mpli ng_ ma s t  er _ l ist  _ f i le  ' , '−v7 . 3 ' , '− 

nocompression ' ) ; 
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% %INFERENCIA ESTADISTICA 

% Supuesto :   l a s   obse rvaciones   son   independientes  

cd ( pars . dir . data ) 

Belovsky_  1986 _table_data  = r e adt ab le ( ' Belovsky 1986 _average_values . csv '  , ' 

De limiter  ' , ' ; ' ) ; 

x = c e l l f u n (@ num2cell , num2cell ( Belovsky_ 1986 _table_data . monocot_perc ) , ' 

UniformOutput ' , f a l s e ) ; 

input_siom . data_management . s t a t i s t i c a l _ i n f e r e n c e . shared_id_stamp = d a t e s t r ( 

now,  ' yyyy−mm−dd−HH:MM: SS ' ) ; 

input_siom . i n fe r e n c e . q_value_to_index_fun  =  @q_value_to_index ; 

input_siom . i n fe r e n c e . q_to_compare  =   { 0 . 5   0 . 9 5 } ; 

input_siom . i n fe r e n c e . q_ to_ la be l_fun  = @(q ) ( [ ' \ i t { q } = ' num2str ( q ) ] ) ; 

input_siom . i n fe r e n c e . l i k e l i h o o d _ r a t i o _ t e s t . q_fixed = 0 . 9 5 ; 

%% % % % %P%LO%TS 

% P r i n t formats 

p l o t s . pr int _par s ( 1 ) . f i l e _ f o r m a t _ s t r   =    '−djpeg ' ; 

p l o t s . pr int _par s ( 1 ) . f i l e _f o r m a t = ' jpg ' ; 

p l o t s . pr int _par s ( 1 ) . r e s o l u t i o n _d p i _s t r =   '−r 1200 ' ; 

p l o t s . pr int _par s ( 1 ) . f i l e _ f o r m a t _ s t r = '−dpng ' ; 

p l o t s . pr int _par s ( 1 ) . f i l e _f o r m a t   =   ' png ' ; 

p l o t s . pr int _par s ( 1 ) . r e s o l u t i o n _d p i _s t r =   '−r 1200 ' ; 

p l o t s . pr int _par s ( 2 ) . f i l e _ f o r m a t _ s t r = '−depsc ' ; 

p l o t s . pr int _par s ( 2 ) . f i l e _f o r m a t   =   ' eps ' ; 

p l o t s . pr int _par s ( 2 ) . r e s o l u t i o n _d p i _s t r   =   ' ' ; 

% De f i n i t i o n of p l o t s 

p lot_d ef  = s t r u c t ( [ ] ) ; 

% Radon_Nikodym density of models vs observed 

plot_d ef  ( numel ( p lot_de f  ) +1 ) . fun = @ 

plot_gral_opt_model_plot_per_X_per_case_RN_density_vs_observed   ; 

pl ot_ def  ( end ) . f i l e n a me _s t r in g = ' − Radon_Nikodym density of models vs 

observed ' ; 

p lot_d ef  ( end ) . is_per_X  =   1 ; 

p lot_d ef  ( end ) . i s _pe r _c a s e =   1 ; 

p lot_d ef  ( end ) . i n di vi dua l _pl o t s   =   0 ;   % Only   r e l e va n t    i f    i s _pe r _c a s e   ==   1 

p lot_d ef  ( end ) . n_column_subplots  =   3 ;    % Only    r e l e va n t    i f    i s _pe r _c a s e   ==   1 AND 

i n di vi dua l _pl  o t s = 0 

p lot_d ef  ( end ) . secondYaxis  =   1 ; 
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p l ot _ d ef  ( end ) . s t y l e . L in e  St yle = { '− '  '− '  '− ' } ; 
p l ot _ d ef  ( end ) . s t y l e . c o lo r = { [ 1 0 0 ]  [ 0 0 1 ]  [ 0 0  0 ] } ; 

p lot_d ef  ( end ) . s t y l e . color_a ttenua tion_q_to_compa re   =    cell 2 mat ( input_siom . 

i n fe r e n c e . q_to_compare ) ; 

p lot_d ef  ( end ) . s t y l e . Marker   =   { ' none '    ' none '     ' none ' } ; 

p lot_d ef  ( end ) . s t y l e . MarkerFaceColor = { ' none ' ' none ' ' none ' } ; 

p lot_d ef  ( end ) . s t y l e . MarkerSize = { 2 2 2 } ; 

p lot_d ef  ( end ) . observed . s t y l e . c o lo r = { [ 0 0 . 8 0 ] } ; 

p lot_d ef  ( end ) . observed . XLim = [ 0 1 ] ; 

% Global   l i k e l i h o o d 

p lot_d ef  ( numel ( p lot_de f  ) +1 ) . fun = @ p l o t_ g ra l _ op t_ m o d e l _p l o t_ l i k e l i h o od  ; 

p lot_d ef  ( end ) . f i l e n a me _s t r in g = ' − Global same q Likelihood  ' ; 

p lot_d ef  ( end ) . is_per_X  =   0 ; 

p lot_d ef  ( end ) . i s _pe r _c a s e = 0 ; 

p lot_d ef  ( end ) . YScale = ' log ' ; 

p lot_d ef  ( end ) . secondYaxis = 0 ; 

p lot_d ef  ( end ) . s t y l e . Line St yle  =   { '− '   '− '    ' none ' } ; 

p l ot _ d ef  ( end ) . s t y l e . c o lo r = { [ 1 0 0 ] [ 0 0 1 ] [ 0 0 0 ] } ; 

p lot_d ef  ( end ) . s t y l e . Marker  = { ' s ' ' s ' ' s ' } ; 

p lot_d ef  ( end ) . s t y l e . MarkerFaceColor = { ' none ' ' none ' [ 0 0 0 ] } ; 

p lot_d ef  ( end ) . s t y l e . MarkerSize = { 2 2 3 } ; 

% Likelihood  per  case 

pl ot_ def  ( numel ( pl ot_def  ) +1 ) . fun = @ pl o t_ g ra l _ o pt_ m ode l _ pl ot_ l i k e l i h oo d ; 

p lot_d ef  ( end ) . f i l e n a me _s t r in g = ' − per case Likelihood ' ; 

p lot_d ef  ( end ) . is_per_X  =   0 ; 

p lot_d ef  ( end ) . i s _pe r _c a s e =   1 ; 

p lot_d ef  ( end ) . i n di vi dua l _pl  o t s = 0 ; 

p lot_d ef  ( end ) . n_column_subplots = 3 ; 

p lot_d ef  ( end ) . YScale = ' l i n e a r ' ; 

p lot_d ef  ( end ) . secondYaxis  =   0 ; 

p lot_d ef  ( end ) . s t y l e . Line St yle  =   { '− '   '− '    ' none ' } ; 

p l ot _ d ef  ( end ) . s t y l e . c o lo r = { [ 1 0 0 ] [ 0 0 1 ] [ 0 0 0 ] } ; 

p lot_d ef  ( end ) . s t y l e . Marker = { ' none ' ' none ' ' s ' } ; 

p lot_d ef  ( end ) . s t y l e . MarkerFaceColor = { ' none ' ' none ' [ 0 0 0 ] } ; 

p lot_d ef  ( end ) . s t y l e . MarkerSize = { 2 2 2 } ; 

% % 

p l o t s . pl ot_ def   =  pl ot_ def  ; 

%% %Format of p l o t s 

p l o t s . format . ind . a x i s _f o n t _s i z e =   1 0 ; 

p l o t s . format . ind . marker_size = 6 ; 

p l o t s . format . xyla  b e l s . f o n t _s i z e =   1 3 ; 

% Labels 

options . language = ' Castel lan o  ' ; 

switch options . language 

case  ' Ca ste l la no ' 

l a b e l s . q =    ' P a r m e t r o   de   o p t i m i z a c i   n   \ i t { q } ' ; 

l a b e l s . l i k e l i h o o d = ' Ve rosimi l i tud  ' ; 

l a b e l s . radon_nikodym_density   = ' Densidad    de    proba bi lidad  ' ; 

l a b e l s . null_model= ' Modelo nulo ' ; 
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end 

 

 
l a b e l s . a l te r na t iv e _ op t im i z a t io n_ m od e l s   =   { ' M   x .    in ge s t a    de    e n e r g   a ' 

' M n . tiempo de f o r r a j e o ' } ; 

l a b e l s . observed  =   ' Observaciones ' ; 

l a b e l s . observed_histogram = ' Observaciones ( f r e c ue n c i a ) ' ; 

case ' English ' 

l a b e l s . q =    ' \ i t { q }    optimiza tion  parameter ' ; 

l a b e l s . l i k e l i h o o d = ' Likelihood ' ; 

l a b e l s . radon_nikodym_density  =    ' P r o b a b i l i t y    density  ' ; 

l a b e l s . null_model= ' Null model ' ; 

l a b e l s . a l te r na t iv e _ op t im i z a t io n_ m od e l s   =   { ' M   x .    in ge s t a    de    e n e r g   a ' 

' M n . tiempo de f o r r a j e o ' } ; 

l a b e l s . observed  =    ' Observations ' ; 

l a b e l s . observed_histogram  =   ' Observations   ( frequency )  ' ; 

351 

 
 
 
 

 
356 

p l o t s . l a b e l s   =   l a b e l s ; 

input_siom . i n fe r e n c e . p l o t s =   p l o t s ; 

% I n f e r e n c i a sobre  todos  l o s   casos 

input_siom . data_management . s t a t i s t i c a l _ i n f e r e n c e . i d _i  n f e r e n c e _s u f f i x  =   ' 

_completo ' ; 

fo r    i_Theta_prob_model  = 1 : numel ( P_Theta_model ) 

[ s t a t s _d e f { 1 } { i_Theta_prob_model } , lnL { i_Theta_prob_model } ]   =   ... 

s t a t i s t i c a l _i n f e r e n c e _g r a l _o p t _m o d e l ( ... 

prob_opt_model ( : , i_Theta_prob_model  ) , ... 

x ( : , : ) , ... 

input_siom ) ; 

361 

 
 
 
 
 

 
366 

end 

% I n f e r e n c i a excluyendo l a e s pe c i e Di s s o t e r i a car olina  , ya que l a densidad de 

probabi lidad 

% del  modelo   nulo   es   nula  para   l a   va r i a b l e    a l e a t o r i a    observada 

input_siom . data_management . s t a t i s t i c a l _ i n f e r e n c e . i d _i  n f e r e n c e _s u f f i x  =   ' 

_exc_esp_1 ' ; 

fo r    i_Theta_prob_model  = 1 : numel ( P_Theta_model ) 

[ s t a t s _d e f { 2 } { i_Theta_prob_model } , lnL { i_Theta_prob_model } ]   =   ... 

s t a t i s t i c a l _i n f e r e n c e _g r a l _o p t _m o d e l ( ... 

prob_opt_model ( 2 : end , i_Theta_prob_model ) , ... 

x ( 2 : end , : ) , ... 

input_siom ) ; 

371 end 

 
 
 
 
 

4 

function  [ samples_theta  , in fo_output ]   =   belovsky_1986 _theta_sampling (m, pars ) 

cd ( pars . data . dir ) 

% Mean 

data_mean_values_table  = r e adt ab le ( ' Belovsky 1986 _average_values . csv ' , ' 

De limiter  ' , ' ; ' ) ; 

mean_theta = permute ( t a b l e 2 s t r u c t ( data_mean_values_table ) , [ 2 3 1 ] ) ; 

mean_theta = mean_theta ( : , : , pars . i _s p e c i e s ) ; 

% Standard e r r o r 

d a ta _ s ta nd a r d _ e r r o r_ va lu e s _ t a b l e   =   r e adt ab le ( ' 

Belovsky 1986 _standa r_errors_va lue s  . csv ' , ' De limite r  ' , ' ; ' ) ; 



182 ApÉndICEs 
 

 

9  s t andar d_e r r or _t he t a   =   permute ( t a b l e 2 s t r u c t ( d a t a _ s ta nd a r d _e r ro r _va l u e s _ ta b le  ) 

, [ 2 3  1 ] ) ; 

s t andar d_e r r or _t he t a =   s t andar d_e r r or _t he t a ( : , : , pars . i _s p e c i e s ) ; 

% P r e a l l o c a t e 

va l i d_t h e t a =   zeros ( [ 1 m] ) ; 

i f  ~isempty ( pars . prob_dist  . parameter_groups . fun_per_group ) 

14 m_draws = m; 

cont = 0 ; 

while sum( va l i d_t  h e t a ) < m 

cont = cont + 1 ; 

candida te_sa mple s_the ta  ( 1 : m_draws )   =   mean_theta ; 

19 id_groups  = unique ( pars . prob_dist . parameter_groups . d e f i n i t i o n _a r r a y ) ; 

f o r    i_g   =   1 : numel ( id_groups ) %loop   over    parameters   groups 

dis t _fun  =   pars . prob_dist  . parameter_groups . fun_per_group { i_g } ; 

i f ~isempty ( dis t _fun ) 

% Sample   from   s p e c i f i e d   un i va r i a t e    d i s t r i b u t i o n   and   r e t a i n 

24 % indic  at e d   proportion  of   c e n t r a l    d i s t r i b u t i o n   samples 

i f m_draws > 50 

m_mc_samples = max( 1 2 , c e i l ( m_draws./ pars . prob_dist  . 

parameter_groups . r e t a i n _c e n t r a l _pr o p ) ) ; 

mc_dist   =    dis t _fun ( [ m_mc_samples 1 ] ) ; 

[ ~ , inde x_sorted_mc_dist  ] =   s o r t ( mc_dist , 1 ) ; 

29 i _ i n i t = f l o o r ( m_mc_samples*(1 − pars . prob_dist . 

parameter_groups . r e t a i n _c e n t r a l _pr o p ) /2 ) ; 

mc_dist ( inde x_sorted_mc_d ist ( [ 1 : i _ i n i t −1 i _ i n i t +m_draws : 

m_mc_samples ] ) ) = [ ] ; 

e l s e 

 
end 

 
mc_dist   =    dis t _fun ( [ m_draws 1 ] ) ; 

34 pars_in_group  =  pars . prob_dist  . parameters ( f ind ( pars . prob_dist  

. parameter_groups . d e f i n i t i o n _ a r r a y ) ) ;    %#ok<FNDSB> 

fo r i_par = 1 : numel ( pars_in_group ) % loop  over  parameters 

whitin group 

mc_par_values  =  mean_theta . ( pars_in_group { i_par } )   +  ... 

mc_dist   *   s t andar d_e r r or _t he t a . ( pars_in_group { i_par } ) 

; 

i f   sum( mc_par_values  <   0 ) >0 

39  e r r o r ( ' Parameters out of range ' ) 

end 

mc_par_cell    =    num2cell ( mc_par_values ) ; 

[ ca ndida te _sa mples_the ta  ( : ) . ( pars_in_group { i_par } ) ] = 

deal ( mc_par_cell  { : } ) ; 

 
44 

end 

 
end 

end 

va l id _ca nd ida te  =   f a l s e ( s i z e ( cand ida te_sa mple s_the ta  ) ) ; 

% Check   i f    t he t a   produce  a   Omega \times   t he t a    s e t    with  non   null 

% measure 

49 parfor   i   =    1 : numel ( ca ndida te_sa mple s_the ta  ) 
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% % P a r a l e l l   computing 

sampling_pa rs   =   par s . check . sampling_pars ;    %#ok<PFBNS> 

% Temp   di r e c t o r y   fo r   each  worker 

sampling_pars . temp_dir  = [ sampling_pars . temp_dir   ' / t he t a  '   num2str 

( i )    ' _ ' d a t e s t r ( now, ' yyyy_mm_dd−HH:MM: SS . FFF ' ) ] ; 

54 cd ( pars . check . sampling_pars . temp_dir ) 

i f numel ( dir ( sampling_pars . temp_dir ) ) ==0 

mkdir ( sampling_pars . temp_dir ) 

 
 

 
59 

 
 
 

 
64 

 
end 

end 

[ samples_omega_for_theta { i } , a { i } , b { i } ] = pars . check . 

sampling_model . fun ( ... 

candida te_sa mple s_the ta ( i ) , ... 

pars . check . c . as_theta_fun , ... 

pars . check . q_null_model , ... 

10 , ... 

sampling_pars ) ; 

va l id _ca nd ida te  ( i ) = ~isempty ( samples_omega_for_theta  { i } ) ; 

rmdir ( sampling_pars . temp_dir ) 

% Stor e c o r r e c t  r e s u l t s 

i f cont == 1 

69  samples_theta  =   cand idate_sa mple s_the ta ( va l id_ca nd id a te  ( : ) ) ; 

e l s e 

samples_theta  = [ samples_theta  candida te_sa mple s_the ta  ( 

va l id _ca nd ida te  ) ] ; 

end 

va l i d_t h e t a ( 1 : numel ( samples_theta  ) ) =   t rue ; 

74 i f sum( va l i d_t  h e t a )   < m 

m_draws   = c e i l ( (m − sum( va l i d_t  h e t a ) )   *    ( ( numel ( va l id _cand ida te  ) 

/ sum( va l id_ca nd id a te  ) ) * 1 . 2 ) ) ; 

e l s e 

 
end 

 
samples_theta  = samples_theta  ( 1 :m) ; 

79 

e l s e 

end 

c l e a r ca ndida te _samples_the ta  

end % while 

 
samples_theta  ( 1 :m) =   mean_theta ; 

84  in fo_output  =   [ ] ; 

samples_the ta_st   =   samples_theta ; 

samples_theta  = c e l l ( s i z e ( sa mple s_the ta _st  ) ) ; 

fo r i = 1 : numel ( samples_theta  ) 

samples_theta  { i } =   sa mple s_the ta _st  ( i ) ; 

89   end 

 

1 function  [ c o n s t r a i n t s ] =   b e lovs ky_ 1 9 8 6 _ line a r _c ons t r a int s _fun ( t he t a ) 

% Const r aint s    values 

% Dige stive   c apac i t y 

c o n s t r a i n t s . value ( 1 ) =t he t a . dige s t ive _v . * t he t a . d i g e s t i v e _t ; 
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15 

% Feeding time 

c o n s t r a i n t s . value ( 2 ) =t he t a . feeding_time ; 

% Energy    requiriment  

c o n s t r a i n t s . value ( 3 ) =t he t a . energy_requirement ; 

% Type of   c o n s t r a i n t s 

c o n s t r a i n t s . type ={ ' i n e q u a l i t y − max '   , 

min ' } ; 

% Const raint  s   on   parameters   values 

' i n e q u a l i t y − max '   ,    ' i n e q u a l i t y − 

c o n s t r a i n t s . para meter_sea rch_re gion  ={ ' p o s i t i v e '   ' p o s i t i v e ' } ; 

% Const raint  s   equation :    each  column   r e pr e s e nt s   a   parameter  to   be   varied 

c o n s t r a i n t s . equation =[ t he t a . bulk_monocot , ... 

t he t a . bulk_d icot   ; 

t he t a . cropping_monocot   ,   ... 

t he t a . cropping_dicot  ; ... 

t he t a . energy_content_monocot   ,  ... 

t he t a . e ne rgy_conte nt_dicot  ] ; 

function [ l i n e a r _ c o n s t r a i n t s ] = b e lovs ky_ 1 9 8 6 _ob j e c t ive _as _c ons t r a int _fun ( 

theta , q , F_f_theta  , l i n e a r _c o n s t r a i n t s  , i n p u t _s t r u c t ) 

% Find o b j e c t i v e function  value   t h a t   correspond   to   the   value   of   parameter  q 

f_q = F _f_t  he t a . f_q ; 

Q_grid  =  F _f _t  he t a . q ; 

f_fo r _q = f_q ( q == Q_grid ) ; 

switch i n p u t _s t r u c t . f . pars 

case    ' max_energy ' 

o b j e c t i v e . equation = [ t he t a . energy_content_monocot  , t he t a . 

energy_content_ dicot  ] ; 

case   ' min_time ' 

o b j e c t i v e . type  = ' i n e q u a l i t y − min ' ; 

o b j e c t i v e . type  = ' i n e q u a l i t y − max ' ; 

o b j e c t i v e . equation  =   [ t he t a . cropping_monocot   ,   t he t a . cropping_dicot ] ; 

end 

% Add   to   l i n e a r   c o n s t r a i n t s    s t r u c t 

l i n e a r _ c o n s t r a i n t s . value ( end+1 ) =   f_ fo r _q ; 

function [ obj_fun_samples_model ] = be lovs ky_ 19 86 _obj  e ct ive _ func t  ion ( 

samples_null_model_omega , samples_theta , i n p u t _s t r u c t ) 

switch   i n p u t _s t r u c t 

case    ' max_energy ' 

% %INGESTED ENERGY 

parameters = ( [ [ samples_theta  . energy_content_monocot  ] ; [ 

samples_theta  . e ne rgy_conte nt_d icot  ] ] ) ' ; 

case   ' min_time ' 

% %FORAGING  TIME 

parameters = ( [ [ samples_theta  . cropping_monocot ] ; [ samples_theta  . 

cropping_dicot  ] ] ) ' ; 

end 

obj_fun_samples_model =  sum( bsxfun(@ times , samples_null_model_omega , parameters 

) , 2 ) ; 



l i n e a r _ c o n s t r a i n t s . type ( end+1 ) =   { o b j e c t i v e . type } ; 

l i n e a r _ c o n s t r a i n t s . equation ( end + 1 , : ) =   o b j e c t i v e . equation ; 
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function [ observed_variable_sa mples ] = belovsky_ 1986 _observed_varia ble_fun ( 

samples_model_omega , samples_theta  ) 

% Ce l l 2 numeric  array  to  avoid   slow   compunting   due   loops 

samples_model_omega = cell  2 mat ( permute ( samples_model_omega , [ 1 3 2 ] ) ) ; 

% Parameter array 

observed_va ria ble_sa mples  = squeeze ( samples_model_omega ( : , 1 , : ) ./sum( 

samples_model_omega , 2 ) ) ; 

% Retain   o r i g i n a l    s t r u c t u r e    of   samples_model_omega 

observed_va ria ble_sa mples   =   mat 2 cell ( observed_variable_samples  , s i z e ( 

observed_variable_samples  , 1 ) , ones ( [ numel ( samples_theta  )   1 ] ) ) ; 
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