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Prologo

Comienzo a escribir este prélogo sabiendo que las palabras seran insuficientes
y, posiblemente, torpes para expresar todo lo que quisiera. Comienzo pensando
que esto me pondra triste, y sin embargo...

Porque claro, hablar de Alejandro Fendrik es también evocarlo, hacerlo pre-
sente. Y su presencia siempre estuvo asociada para mi a buenos momentos. En-

tonces, teniéndolo aqui, opto por hablarle, directamente, sin mas vueltas:

Querido Ale:

No debiste irte. Todavia nos hacen falta tus sabias conversaciones, tu sonrisa
picara mientras ensayabas esos floridos razonamientos. Y también tu seriedad
cuando el tema se profundizaba. Nos hacés falta en sintesis. Me imagino volver
a encontrarte cada vez que llego a la universidad, y te imagino con tu pipa (jui-
ciosamente vacia y apagada) saludando con tu tipico “;Salve, Doctor!”.

No puedo evitarlo y esta bien. Porque todos los que te conocemos (notaras que
uso el tiempo presente, como corresponde), necesitamos que nos sigas acompa-
nando. Aunque sea a predicar en el desierto.

Y aqui esta una obra, un libro que son dos, y que es mucho méas que dos libros:
esun legado carifioso y entrafiable como solamente vos podias haber construido.
Mientras todos renegabamos por la pandemia y las clases virtuales, vos hacias
algo mas: ibas preparando amorosamente un manuscrito con tus clases, hacien-
do tus graficos, dandole forma a estas notas. Porque querias que los estudiantes
lo tuvieran disponible; y por supuesto que fuera lo mas perfecto posible.

Y te cuento (porque tal vez no lo sabés todavia) que el trabajo de “tus mu-
chachxs”, David, Marcela y Ariel, tipeando todo para su edicién formal, lo estan
haciendo posible. Y también el amor de Lili, que es tan generosa que me pide

este prologo. Y aca estamos. Porque no importa cuantas broncas te hayas aga-



rrado cuando la “burrocracia” trababa el fluir de las cosas, o cuantas ironias no
te hayan entendido (tus dardos igual daban en el blanco de una u otra forma); no
importa que la muerte enamorada (a quien no perdonaremos nosotros tampo-
co) te haya llamado antes de tiempo, porque aqui estan las notas, para que otres
aprendan, para que sigamos amando el sueno de educar, ensenar, estimular las
inteligencias.

Y para que te sigamos teniendo un poco con nosotros, siempre.

Fernando R. Momo

Mayo de 2022
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Alejandro José Fendrik

5.1. Oscilador armonico

Consideremos un cuerpo de masa m sometido a una interaccién elastica con
una pared. F. = —kx donde x es la posiciéon del cuerpo medida desde la longi-
tud natural del resorte /, (es decir, cuando el resorte no esta ni comprimido ni

estirado mide /,).

Figura5.1:

X-0 'Y

El cuerpo desliza sobre la superficie sin rozamiento. La segunda ley de Newton

es

d*x

mW = —kx (ecuacion del movimiento del oscilador armonico) (5.1)

Nuestro objetivo es establecer = = x(t) a partir del conocimiento de las con-
diciones iniciales: z(t = 0) = z, y v(t = 0) = v,. Ya sabemos que la energia
mecanica de este sistema se conserva ya que la Gnica fuerza que realiza trabajo
es F, = —kx. Entonces,

1

1
E = imzﬂ + 5/{:962 (5.2)

es una constante de movimiento que conocemos, dado que

1 1
E = imvg + Elmz

16



Capitulo 5. Oscilaciones

Recordemos, que como hemos mencionado previamente, el término lksz es
2

la energia potencial elastica. Ya hemos sefialado que la importancia de este sis-
tema radica en que el movimiento de cualquier sistema conservativo, cerca de un
punto de equilibrio estable se puede considerar como un oscilador arménico.
Ademas, es de los pocos que pueden resolverse solo con papel y 1apiz (no necesi-
tamos computadora). Antes de resolver la Ec. (El]), con todo rigor tratemos de ver
qué informacién podemos obtener a partir de la conservacién de la energia me-
canica (Ec. b.2). Veremos que casi todas las caracteristicas de la solucién exacta

dela (@), pueden deducirse de la conservacion de E.

Figura5.2:

Esta es la situacion desde el punto de vista energético. Supongamos que las
condiciones iniciales son z = z, y v = v, > 0. Esto es, la particula en = = z, se
mueve hacia la derecha con velocidad v,. Cuando el cuerpo esta en x; vemos que

V(z1) > V(x,) YV, por lo tanto,

1 1
T = §mvf < —mv: =T,



Alejandro José Fendrik

dado que, al ser la energia constante, si v aumenta, 7' debe disminuir. Esto nos
dice que a medida que x crece, v disminuye. Esto continda hasta que para x = q,

v = 0 (la particula se detiene). En ese punto vemos que

av

- =F.(a) <0 (yaque i > () porque V' (x) es creciente).
T lz=a a

dflf Tr=

Entonces, ni bien se detiene, la particula comienza a volver con un médulo
de velocidad cada vez mayor. Notemos que cuando la particula vuelve, los mé6-
dulos de su velocidad se repiten cuando pasan por cada posicién. Ello se debe a

la conservacion de E. Por ejemplo, si cuando = = z1, v = v; > 0 alaida, cuando

a la vuelta vuelve a ser x = x4, tendremos v = —v; < 0, dado que en ese punto
1 2 1 2 :
E = gL+ §kx1 (tanto a la ida como a la vuelta).

Cuando la particula llega a x, de nuevo, tiene una velocidad —uv, (opuesta a
la inicial). Durante el “viaje de vuelta” v disminuye y 7" aumenta. Esto sigue asi

hasta que la particulallega a x = 0. Alli V es la minima posible (V' = %lm?). Porlo

max

tanto, 7’ = T),00 = %va nos dice que alli la velocidad es maxima (en moédulo).
A partir de alli (z = 0), como v = —v,,,, (se estd moviendo hacia la izquierda),
el cuerpo comienza a alejarse hacia x = —a pero cada vez mas despacio, hasta
que se detiene en x = —a con una fuerza que la hace volver. Ya podemos esbozar

como es z = x(t) y v = v(t).

18



Capitulo 5. Oscilaciones

Figura5.3:

Mipr |

No queda otra que sea asi. Podriamos preguntarnos en la curva el caso de
x = z(t), ¢gpor qué la concavidad entre + = z, y © = a es la del dibujo y no al

. . dx )
revés? La respuesta es que en ese tramo, la velocidad v = - > 0 (x es creciente)

ero cada vez menor (dv = &z
P dt — dt?

que expresan estos dos graficos se desprende tan solo de la conservacién de la

< 0): = debe ser concava hacia abajo. Todo lo

energia mecanica. También, a partir de él, podemos hallar a y v,,., en funcién de

las condiciones iniciales. En efecto,

2 _ 2 2 _ 2 my o _ 2F
%/k:a %mvojtgkaso:a azo+<k>vo A/ k
/ |2E
/]E/ %’/mv + %kx = Upmaz = xz +v2 =

Tanto © = z(¢) como v = v(t) son funciones perlodlcas en el tiempo relacio-

dx . C s .
nadas por bl Recordemos que una funcion es periédica se repite luego de

19



Alejandro José Fendrik

un intervalo de valores. Es decir, siz = x(t) yv = v(t),entret = 0y ¢ = 7, co-
nocemos x = x(t) y v = v(t) para todo ¢ (el grafico se repite). Podemos utilizar la

conservacion de la energia para determinar mas cosas alitn, como

Emv2 + ~ka*=FE ok + ﬁ:ﬁ =
Esto satisface para
k 2F
ﬁﬁ(t) = cos? (p(t)) = (t) = £4/ - cos (o(t)) (5.3)
2F
%v%ﬁ) = sen’ (1)) = v(t) = +1/ = sen (1)) (5.4)

Como z(t + 7) = x(t) yv(t + 7) = v(t) para todo ¢, ©(t) debe ser una funcién
creciente de ¢ tal que p(t + 7) — p(t) = 27 para todo t. Esto quiere decir que ()

debe ser lineal con el tiempo:

gO(t) = Wol + Po

donde w, y ¢, son constantes, tal que
@(t+7—) _@(t) :wo(t+7)+@0_wot_gpo = WoT = 2m

O sea,

2T
T=—
Wo

Podemos ahora determinar cuanto debe valer w, a partir de las Ec. (5.3) y (.4).

. ) ) ) dx .
Debemos primero elegir los signos para estas expresiones. Como e v, Si ele-

gimos signo (+) para la Ec. (@), para Ec. (@) debemos elegir el (—).

o\ JEEACsot) 2 conua % — o

d .
pero como d—(’f > 0 (p debe ser creciente), resulta entonces, tomando ¢(t) = w,t+

Yo que

20



Capitulo 5. Oscilaciones

do _ q/QE sen(w,t + p,) = N/QEsen( t+ o)
a kwo Wo Po) = m Wo Po

0 sea, debe ser
2F 2F k
AN =W = —A|— = W, =—
k m m

2m
Notemos entonces que = = — depende del resorte y de la masa del cuer-
w

po. Esto significa que, independier;temente de las condiciones iniciales (z,, v, ¥
por lo tanto E y la amplitud de la oscilacién, la velocidad maxima, etcétera), el
tiempo que dura una oscilaciéon completa vale lo mismo. Esta propiedad es una
caracteristica del oscilador arménico (V' = %ka). Siv = %kx“, también tendria-
mos oscilaciones, pero su periodo dependeria de la energia; este es un oscilador

anarmonico. La solucion del problema sera entonces

z(t) = acos(w,t + ¢,)
v(t) = —aw, sen(w,t + ¢,)

2F 0\’ [k .
donde a = - = x2 4+ (U—> Yy w, = 4/ —. Para determinar ¢,, basta notar
m

]

que sit = 0 debe ser

z(t = 0) = acos(p,) = x,
v(t =0) = —aw, sen(y,) = v,

Vo

Vo
—sen <_) . (7)
Entonces, (%) S N , esdecir ¢, =arctan | — “
cos(y,) T Ty

Este ¢, (llamado fase inicial) depende solo de las condiciones iniciales y se lo

toma como —7 < @, < 7.

21
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Figura 5.4:

%40 |

\\/,3 > O N e

Vamos ahora a obtener los mismos resultados, pero por medio de resolver la
ecuacion diferencial de la Ec. (El]). Va a ser como “entrar a la misma casa, pero
por otra puerta”. Escribamos la Ec. (El!) de otra manera:

d*x  k

Esta ecuacién diferencial (relacién entre una funcién y sus derivadas) forma
parte de una “familia” llamada “ecuaciones diferenciales lineales de orden N con

coeficientes constantes homogéneas”. Genéricamente, son de la forma

T Az dNz
Aol +a1— +as——+ ... +ay—— =0 .6
o 2 52 NN (5.6)
donde a,, a1, ...,ay son constantes reales. Son homogéneas porque no tienen

término independiente (si en lugar del 0, en el miembro derecho hubiera “algo”
como una funcién de ¢ o incluso una constante serian no homogéneas). Son li-
neales porque si conocemos dos soluciones z;(t) y x»(t), cualquier combinacion
lineal de ellas: 2:(t) = Cyx1(t) + Coxo(t) (con C; y C, constantes complejas) tam-
bién seran solucién (verifiquenlo). La relacién de la Ec. (5.9) es una combinacién
lineal entre una funcién y sus derivadas. Para que esto se cumpla es necesario

que la funcién y sus derivadas sean esencialmente lo mismo, si no es asi, una

22



Capitulo 5. Oscilaciones

combinacién lineal de ellas jaméas podria anularse. Supongamos que probamos
iC(t) = bo -+ blt—l- b2t2 + ...+ bNtN

Es claro que la solucién jamas podria ser asi: el primer término (donde figura
x) contendra un sumando a,byt" que no se podra anular con nada. Lo mismo
vale para z(t) ~ t" con r real.

Conocemos una funcién que, derivada, da esencialmente lo mismo:
z(t) ~ e,
donde )\ es una constante. En efecto,
dk eAt

dtk
Sireemplazamos esto en la Ec. (@), obtenemos

—_ )\kez\t

eM (ao+a1)\+a2)\2+...+aN/\N) =0

y como eM # 0, obtenemos un polinomio de coeficientes reales en )\ de grado
N cuyas raices nos serviran para encontrar la solucién. El grado del polinomio
N esta determinado por el orden de la ecuacién diferencial (@), es decir, la de-
rivada de mayor orden que alli aparece. Un polinomio de coeficientes reales de
grado N tiene, alo sumo, N raices (puede tener menos dada la posible multiplici-
dad de raices dobles, triples, etcétera). Supongamos que tiene N raices distintas
(mas adelante veremos qué pasa si alguna se repite): \j, Ay, A3, ..., Ay. Entonces

la solucién general de la Ec. (@) es:

z,(t) = CreMt + Coe™' + Cae™' + ... + Cye (5.7)

donde ¢; son constantes complejas arbitrarias. La solucién general del proble-
ma matemético planteado por la Ec. (5.9) es la Ec. (5.7) con 2N constantes reales

indeterminadas (las partes real e imaginaria de cada C}).

23
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Resolvamos ahora la Ec. (@) aplicando lo que acabamos de estudiar. La Ec.

(@) es lineal de orden 2 con coeficientes reales, homogénea; luego z(t) ~ e tal

que
k
)\1 =1— = iwo
I m
e ()\2+—) =0 = A=
mn k
)\2 = —— = —iwo
m
Y . e 2
donde i* = —1, o sea, i es la unidad imaginaria (notemos que w, = 4/ — es lo
m

que nos habia aparecido cuando entramos “por la otra puerta”). La solucién de

nuestro problema matematico sera entonces

z,(t) = Ay et + A_e ! (5.8)

donde A, y A_ son constantes complejas arbitrarias (cuatro constantes reales).
Nuestro problema fisico general tiene dos constantes reales arbitrarias (z, y v,),
asiquelaEc. (@) no es la soluciéon general del problema fisico. El problema fisico
impone que z = z(¢) sea una funcién real. Como z,(t) = R(z,(t)) + I(z,(t)), la

solucién que buscamos sera

2(t) = R(zy(t))
(podriamos tomar también z(¢) = I(x,(¢)), ambas son soluciones reales de la Ec.

(@), ¢por qué?). Veremos que esta solucion estd completamente determinada si

damos x, y v,:

o(t) = Ra,(0) = 250

donde = es el complejo conjugado de x,(t). Recordar: si
z=(a+1ib),z* = (a—ib), obien

24



Capitulo 5. Oscilaciones

z=|z]e%, 2" = |z]le™, con |z*=z2:2*=da*+b® Yy ¢ =arctan (E) ,

entonces,

(:L,g +l‘;) — (A+eiwot +A—e—iwot —l—Aj_e_iw"t —f—A*_eiw"t)

N | —

(A A%) 04 (A7 + A) i)

Pero (A} + A*) esunnimero complejo que podemos escribircomo (A, + A*)

A = ae'#°; entonces, como ((A; + A*) = (A% + A_), resulta:

—_

R(zy) :% (:Bg + :E:;) =3 (ae“wOH%) + ae_i(WOtJ“@“))

=R [aei(wot-HOo)} = CLCOS(WOt + 900)

(163 efza eza _ efza

(&
, SEN ="
(@) 5

Recordarque e = (cos(a)+isen(a)), cos(a) =

Asi, se obtiene

z(t) = acos(w,t + ©,)

_dx

v(t) = P sen(w,t + ¢,)

con 4/ —, ay ¢, constantes arbitrarias determinadas por las condiciones inicia-

les, z, v v,.

2
T, = acos(p,) a=4[lz3+ (Zf)
Vo = —aw, Sen(y,) p, = arctan (—@)

Esta solucion es idéntica a la que habiamos obtenido solamente por conside-
raciones energéticas. La solucién que hemos encontrado para el oscilador armé-

nico puede tener otras formas (absolutamente equivalentes) que provienen de

25
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tomar la parte imaginaria de la solucién general compleja x,(¢), o bien de tomar
una combinacién distinta de signos en la solucién que obtuvimos por conside-

raciones energéticas. Por ejemplo,

z(t) = asen(w,t + ¢)

v(t) = aw, cos(w,yt + )

k 2 . ,
dondew, =/ —ya=4/22+ <Z—> en todas ellas w, determina el periodo, a es
m o

la amplitud del movimiento y no pueden depender de cémo “elijamos” las cosas.
¢!, en cambio sera diferente de ¢,. Se puede obtener facilmente la relacion entre

ellas a partir de relaciones trigonométricas, por ejemplo:

7r m )
sen(«) = — cos (a + 5) , y/o cos(«) = sen (a + 5) , etcétera.

Otra forma que puede adoptar la solucién proviene de desarrollar las funcio-

nes trigonométricas. Tomemos la solucién

z(t) = acos(w,t + ¢,) (con % = cos(¢p))

° = sen(y))

v(t) = —aw, sen(w,t + ¢,) (con
Wol

Entonces, desarrollando el cos(w,t + ¢,), queda

x(t) =a (cos(w,t) cos(p,) — sen(w,t) sen(p,))

= cos(w,t) acos(p,) + sen(w,t) (—asen(p,)
—_—— —_—

To ( UO >
Wo
O sea

26



Capitulo 5. Oscilaciones

z(t) = x,cos(w,t) + <&> sen(w,t)

Wo
dx

—Z oW, S€N(W,t) + v, COS(w,t)

Es facil comprobar en estas expresiones que z(t = 0) = z, yv(t = 0) = v,
como debe ser. Antes de pasar a estudiar otros sistemas que se pueden reducir

o | k .
al que acabamos de estudiar digamos algo mas sobre w, = 4/ —. Ya sabiamos
m

que w, = 2; es independiente de las condiciones iniciales. Un oscilador arméni-
co tendra siempre el mismo periodo, independientemente de como lo pongamos
en marcha. w, recibe el nombre de frecuencia angular y mide lo que avanza la
fase ¢ = w,t + ¢, por unidad de tiempo. Si dividimos este avance por 27 tendre-
mos el nimero de oscilaciones por unidad de tiempo (la fase, en una oscilaciéon
completa, avanza en 2). El nimero de oscilaciones por unidad de tiempo es lo

que se conoce como “frecuencia” v (nu). O sea,
Wo 27 1

v = — ycomow, = —,resultaquer = —.

2T T T

Como w, = 27v, en un abuso de lenguaje, a w, también se le dice “frecuencia”
aunque lo correcto es llamar a w, “frecuencia angular” (o también “pulsacién”) y

a v frecuencia.

Veamos ahora qué pasa si tenemos a nuestro resorte “colgando”. Esto es el

mismo sistema que ya estudiamos pero en presencia de la gravedad.

27
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Figura5.5:

WL
M
M"?ff

Determinemos primero cudl sera la posicién de equilibrio. Si medimos la po-
sicién y a partir de la longitud natural del resorte /,, la posicién de equilibrio

resultara tal que

mg — ky. =0

ya que en ese punto, la fuerza elastica sera igual y contraria al peso. Por lo tanto,
myg
=T
Para cualquier otro y # y. tendremos una aceleracién. Es decir,
d?y d?y
m— =mg—ky osea m— +ky=m
a2 g Y di2 Y g
Esta ecuacion se parece mucho a la que ya sabemos resolver. La nica dife-
rencia es que en lugar de estar igualada a 0 estd igualada a una constante mg
(es una ecuacion diferencial no homogénea). Sin embargo, gracias a que la no
homogeneidad consiste en una constante, podemos facilmente resolverla con lo

que ya sabemos. En efecto, la ecuaciéon diferencial la podemos escribir como

d?y k mg d*y k
Foly-moy_ 2y & ) =0
dt2+m<y /<:> iz T W)
Y—VYe



Capitulo 5. Oscilaciones

Si ahora definimos una nueva funcién,

d d d? d?
como d—?i = d_?fb (porque y. = % = cte) y Eg = d_tg’ obtenemos
vk
a Tt

iEsta es la ecuacion que sabemos resolver! Es decir la solucién para u(t) sera

u(t) = acos(wot + o) = (y(t) — )

2
Con w, = A /E ycon a= \/(yo —Y.)? + <&) . Dado que
m Wo

du — e
—| =0, We—y)?=u2 'y ¢,=arctan | —=>— ).0 sea,
dt t=o0 Yo — Ye

y(t) = acos(wot + ©,) + Ye

Esta solucién nos indica que el movimiento sera similar al que habiamos es-
tudiado cuando el resorte estaba horizontal. Lo Gnico que cambia es el punto
alrededor del cual oscila la solucion. En el caso del resorte horizontal, l1a oscila-
cion es alrededor de 2z = 0 (posicién en la cual el resorte no estd ni comprimido
ni estirado), mientras que en el caso del resorte vertical es alrededor de ., o sea,
alrededor de la posicién que corresponde al estiramiento del resorte en el caso

estatico (en equilibrio).

5.1.1. Resortes en serie y en paralelo

El sistema de la figura consiste en dos resortes de igual longitud /, y constan-

tes k; ¥ k2 que sostienen en equilibrio a un cuerpo de masa m.
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Figura 5.6:

Esta disposicion de los resortes se conoce como “resortes en paralelo”. Enton-

ces, en el equilibrio

mg — klye - kae =mg — (kl + kQ)ye =0

Esto indica que el efecto de los dos resortes puede reemplazarse por un solo
resorte con igual longitud [, pero de constante elastica k., = k; + ko. Esto se
generaliza sin dificultad para n resortes puestos en paralelo. En ese caso, los n

resortes son equivalentes a uno solo de constante elastica,

keg =kt kot .. +ky=) ki

Consideremos ahora el sistema siguiente. El resorte de k; y /; esta fijo al techo
y unido a una pequena masa dm. El resorte de k, y I/ estd con dm y m en sus

extremaos.
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Figura5.7:
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Entonces, en el equilibrio tendremos

— k1Ay, + dmg + ko Ay, =0

y ademas

Figura5.9:
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mg — ko Ays =0 (5.10)

Entonces, de la Ec. () koAy, = mgy de la Ec. (@) si hacemos om — 0,
koAys = ki1Ay;. O sea, también k1 Ay; = myg. Esto nos dice que el estiramiento

total de ambos resortes sera:

mg —mg 1 1
Ay=A Ay = —2 4+ —2 = - 4 =
y Y2 + Ay k2+k1 mg(k1+k2>
|

Eeq

Esto quiere decir que podemos reemplazar ambos resortes por uno solo, tal
que

1 1 1

= — 4+ —
keq kl k2
Esta configuracion de resortes sellama “resortes en serie” y se generaliza para

n resortes:

11 1 1 &1
E_E+E+”+H_;E

Cuando los resortes son iguales, las expresiones para obtener k., se reducen

keq = nk (en paralelo)

ke = E (en serie)
n

Aqui se ve que a partir de n resortes de constante k, se puede obtener un re-
sorte mas “rigido” si se los dispone en paralelo, y se puede obtener un resorte mas

“blando” si se los dispone en serie.
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5.2. Péenduloideal

Consideremos el sistema de la Fig. (), consistente en un cuerpo puntual de
masa m sujeto a un hilo inextensible de longitud / (o una barra rigida de masa

despreciable) moviéndose en un plano vertical.

Figura 5.10:

Ya hemos estudiado, en parte, este sistema. Recordemos que la gran diferen-
cia entre tener un hilo o tener una barra rigida es que en este Gltimo caso pode-
mos tener la situacién del cuerpo en reposo para o = w, mientras que con un

hilo es imposible. Es decir:

Figura 5.11:

@ 1 . s
Los problemas para a < 5 son idénticos, en cambio para o > 5 € nece-
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sario que el cuerpo tenga alguna velocidad porque, si no, el hilo se afloja. Esto
ya lo discutimos en detalle. Supongamos que tenemos una barra rigida;la inica
fuerza que realiza trabajo es el peso que sabemos que es conservativo. La energia
potencial gravitatoria es V' = mgh, donde h es la altura medida desde el pun-
to mas bajo de la trayectoria (o« = 0). La velocidad solo tiene componente en la

direccién & (no hay velocidad radial, dado que r = [ = 7 = 0), o sea,

7= lad = 12 = 262

Luego,

h
L 2.9 L oo ’ ‘
E = §ml &” +mgh = §ml a” + mg (1 — cos(a))

es una constante de movimiento. Si graficamos V(a) = mgl(1 — cos(«)) vs. a,

tendremos

Figura5.12:

Sila energia total es la indicada en el grafico e inicialmente la particula esta-
ba en una posicién tal que —ay; < a(t = 0) = «a, < ayy, ya hemos discutido que
la particula quedara confinada en esa regién. Tendremos que el movimiento ocu-
rrird en las proximidades de la posicién o = 0, punto de equilibrio estable. Como

yadiscutimos, podemos aproximarla energia potenciala V' («) = mgl(1—cos(«))
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Capitulo 5. Oscilaciones

por una parabola haciendo el desarrollo en serie alrededor de o« = 0 a segundo

1
orden. Para ello, sabemos que cos(a) ~ 1 — 5042, entonces,

1
V(ia) ~ §mgla2

La energia mecénica total la podemos aproximar como:

1 1
E= §ml2d2 + §mgla2

Si comparamos esta energia con la de un oscilador arménico:

1 1
FE = §mx'2 + 5/%2

Vemos que son de la misma forma:

1
-ty (d(coor;l:nada)

2
1
5 ) + §B (coordenada)? (5.11)

En el caso del oscilador arménico, la coordenada es z; en el caso del péndulo,

es «. Para el caso del oscilador vimos que,

z(t) = acos(w,t + ¢,)
(=)

tan(yp,) = wo)

Lo
| k
Wo = A —
m

Sabiendo esto, ya podemos decir cémo va a ser « = «(t), aproximadamente

+

— 2
a=A|x5

/N
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(recordemos que V' («), no es una parabola pero cerca de o = 0 se parece mucho):

a(t) = acos(wet + ¢,)

. 2

Qo
a=4Ala2+ | —

Wo

donde ahora
. — maq Z o \/E
¢ w2 )
Cada vez que nos encontremos con una energia mecanica total de la forma

de la Ec. (), tendremos un movimiento oscilatorio cuyo w, sera

Wo = A —

A
Podemos hallar o« = «(¢) por “otra puerta”, esto es, utilizando la segunda ley

de Newton en coordenadas polares:

&) mlé = —mg sen(a) #) —mlé® = =T + mg cos(a)

Laecuacién en la direccién angular nos permite, en principio, hallar o = «(%).

La reescribimos como:
& + (%) sen(a) =0 (5.12)
Con lo que estudiamos hasta ahora, esta situacién no la sabemos resolver. La

que si sabemos resolver es:

i+ (ﬁ) r=0 (5.13)

m

O sea que, en la Ec. (), si en lugar de sen(«) apareciese a, el mundo se-
ria nuestro. Sabemos por otro lado que sen(a) ~ « si « es cercanoa o = 0

(lim 2@ — 1),

a—0
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Eso es precisamente lo que sucede si la energia mecanica total es como la que
se muestra en el grafico de V(«) vs. o que ya vimos. O sea, podemos decir que si
las condiciones iniciales o, y c, son tales que a;; « 1 (1 significa 1 radian), la Ec.
() resultard, con muy buena aproximacién

d—i—(%)azo

que es idéntica a la del oscilador arménico, como ya mencionamos,

a(t) = acos(wet + ¢,)

. 2

(6%
a=Ala2+ | —

Wo

Esto quiere decir que el movimiento del péndulo para pequenias amplitudes
(u oscilaciones) se comporta como un oscilador arménico: el periodo de las osci-
laciones resulta independiente de la amplitud del movimiento («,,) si esta am-
plitud es pequena. Remarquemos aqui que este periodo en el péndulo y en un
resorte, depende de propiedades diferentes. En el resorte, depende de £ (rigidez
del resorte) y de m (masa del cuerpo oscilante). En el péndulo simple, depende de
g (aceleracion de la gravedad) y de [ (longitud del hilo o de la barra). El periodo
de un oscilador de resorte vale lo mismo aqui que en la Luna, en cambio, un os-

cilador de péndulo oscilara en la Luna mas lentamente que en la Tierra.

Para movimientos de amplitud, los cuales «,; » 1, la aproximacién arméni-

ca serd mala (serd peor cuanto mas grande sea «,). En esos casos hay que hacer
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el calculo exacto. En particular, no es dificil obtener cual es la dependencia del
periodo del péndulo 7 con la amplitud del movimiento «,,. Incluiremos aqui co-
mo cultura general para el lector, esa derivaciéon. Quien no tenga la curiosidad

de leerla, no es necesario que lo haga.

5.2.1. Periodo exacto de un péndulo (optativo)

La energia mecanica del péndulo la podemos escribir como:

1
E = §m12d2 + mgl(1 — cos(a)) = mgl(1 — cos(ay))

donde hemos utilizado que para « = «,,, la energia es solo potencial. Entonces,

Sl 1? = g l(cos(a) — cos(on)) =

2 _ o9
@ z

—4/ \/cos ) — cos(ay) =
=dt =
\/cos — cos(ayy)
a o = J\tz dt/ — Z
+/cos( o/) —cos(ay)  Ji=o 4

pero cos(a’) =1 — 2sen? ( 5 ), entonces,

(cos(a) — cos(ayy)) =

a oar
=
—0 /
\f\/sen2 — sen? (%)

\/7 a=a g
/
sen? <%) — sen? s
2 2
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Capitulo 5. Oscilaciones

o o o} :
Ahora, hacemos la sustituciéon sen <5) = sen <7M> sen(y’), esdecir

1 /
~ cos (2) da’ = sen (%\4) cos(y')dy’, entonces,

2 2
o /
- \/7 =1 2sen 5 cos{dy
2 5L0 V1Y T e o
sen {7~ ) / 90_2 cos | 5

cos(y’) D
\/1—sen2 ( %) sen2 (')

T 2\/7]“":3 dy’
2 9 Je=0 \/1 — sen? (21) sen?(y')

Finalmente, la integral para el periodo exacto de un péndulo nos queda:

\/7 =3 dy¢’
T=4 —J
9 Je=0 \/1 — sen? (%) sen?(y')

La integral que figura aqui es una funcién muy conocida y estudiada desde

hace mucho tiempo. En efecto,

p=73 do
K(k) = J ’ Ld (esuna funciébndek: -1 <k < 1)
=0 /1 - k?sen’(y)

recibe el nombre de integral eliptica completa de primera especie. Hay tablas con

sus valores, calculadoras que las evaltan, etcétera. Podemos ver ademas que:

K(k_O)_J2dg0’_g; lim K (k) — oo
0

k—1

O sea,

o también:
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27 . . . - . .
donde 7, = — es el periodo de la aproximacién armoénica. Es decir, el periodo

o

2
exacto es el periodo arménico por un factor (—K (sen <Q7M>>> que depende
m

. . , T .
de la amplitud «,,. Si graficamos — vs. a;, obtendremos algo asi:

o

Figura5.13:

O sea, el periodo crece con la amplitud. Notemos que para «y; — 7, vemos que
7 — 0. Esto corresponde al caso en que la energia mecanica total es justo £ =
2mgl y, sitenemos una barra rigida (no un hilo), el cuerpo se acerca al maximo de
energia potencial cada vez mas despacio hasta que llega alli, con velocidad cero.
Pero cuando llega al maximo, alli la fuerza es cero: no vuelve nunca, se queda

alli. Por eso, 7 — oo. Esto esta ilustrado en el siguiente grafico:
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Figura 5.14:

Ned -0
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5.2.2. Problema de dos cuerpos

Consideremos dos cuerpos interactuando a través de un resorte de longitud

libre [, y constante k.

Figura 5.15:

s

?
F:{

La segunda ley de Newton para cada cuerpo resulta

Para el cuerpo 2

mgi‘g = —k'(l'g — 1 — lo)
Para el cuerpo 1

mlil = k(l’g s M lo)

Sabemos que se conserva la cantidad de movimiento (no hay fuerzas exter-

nas). Si nos avivamos, la suma miembro a miembro de las dos ecuaciones ante-
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riores nos lo recordaria:

d
ML + Moy = d_tT =0 = (my+me)Veou = cte

es decir Xco(t) = Vout + X2y,

M1V, + Moy, mMi%y, + Maly,

donde Vo = , Vo, =
o (mq + ma) oM (my + ma)
Por otro lado, si hacemos
. k
To = — m—Q(Z‘Q — 1 — lo)
) Za(ﬂfz —x1— o)
y restamos, obtendremos:
.. . 1 1
(Tg — 1) = —k <m_2 + E) (22 — 21— 1)

Sillamamos x, = (x5 — 1) (posicion relativa), queda:

i+ S(xr 1) =0 (5.14)

1 1 1 . . . .
donde — = — + — esla masa reducida (ya habia aparecido cuando estudia-
2 ma ma

mos energia cinética del movimiento relativo). Tan solo de lo que sabemos, y de

observar a la Ec. (), concluimos que:
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2, (t) = acos(w,t + ©,)

2
Vor
a = xgr + | —
Wo

tan(p,) = .
i

Wo = A | —

1

Aqui, 2o = Toa — To1 ¥ Vor = Vo2 — U1 €8 1a posicion relativa inicial y la velo-
cidad relativa inicial, respectivamente. Obtenemos entonces que el movimiento
de los cuerpos es la superposiciéon de una traslacion uniforme de su centro de
masa y una oscilacién armoénica de su posicién relativa. Si recordamos que debe

ser.:

2o(t) = Xenr(t) + ﬁxr(t) = Xew(t) + n%xr(t)
21(t) = Xen(t) — ﬁxr@ = Xew(t) — milxr(t)

como ya obtuvimos X¢,(t) y z,(t), ya podemos saber cdmo seran z; = x;(t)

y 9 = x5(t). Remarquemos que si tengo un cuerpo:

Figura 5.16:

..... e Y

y si tengo dos cuerpos:
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Figura5.17:

4‘ ?MZL Mo L—*-P

5.2.3. Energia potencial interna

Hasta ahora prestamos atencion las fuerzas conservativas externas. En pro-
blemas de una dimension vimos que la condicién necesaria y suficiente para que
una fuerza sea conservativa es que la fuerza solo dependiese de la posicién. En-

tonces, para un desplazamiento entre dos posiciones (x4 y xp):

av

W = f F(a) -dr =~ (V{ag) - V(ea) = -aV] | con Fo)=-7

TA
Veremos ahora qué deben cumplir las fuerzas conservativas si son internas.
Consideremos dos cuerpos en interaccién cuyas fuerzas son Fi, y Fy; (por su-

puesto Fip = —Fy).

Figura5.18:
A
— f;z E .
> [l <2 fy (31,
XA‘A" o oo ! '
. Xon
Ti qu-‘; S —
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Calculemos el trabajo que realizan las fuerzas cuando el sistema se desplaza

de la configuraciéon A ala B (es decir 14 — 215 24 — ¥2B)

T1B T2B (x2Bp—1B) Trelp
Wap = J F12'd371+f Fyy-dxy = f F21'd(5172—931) = J Fop-dxye
(

T1A T4 T2A—T14) Trely

ya que (x2 — x1) = x,¢ (posicién relativa). Para poder hacer esta integral sin
necesidad de especificar el camino, es condicién necesaria y suficiente que Fy; =

Fy1(2pe) = Fa1(x9 — x1). En ese caso:

xrﬁlB B
WAB - f F(wrel) : dmrel - - (V;nt(xrelg) - V;nt(xrelA» = _A‘/;nt A

Trel 4

Silas Ginicas fuerzas que realizan trabajo son esta, tendremos:

ATE =Wap = —AVip j = AT+ Vy)=0 y E=cte
En un sistema de dos cuerpos, tendremos en general fuerzas externas e in-
ternas. La condicién para que se conserve la energia mecanica total sera que las
fuerzas externas que realizan trabajo dependan solo de la posicién de los cuer-
pos donde estan aplicadas y que las fuerzas de interacciéon entre dos cuerpos que
realizan trabajo dependan solo de la posicién relativa entre esos dos cuerpos. Po-

demos entonces escribir:

B B B
AT = Wip — —AVl‘A — AVQ\A — AVi| =

AT+WV+Vo+ Vi) =0 = E=cte

de aqui

_% F(ext) o _d‘/2 (int) AVin _ _d‘/znt

o d‘/;nt

F(ext) _ .
1 dz rel dx 2 dz 1

diL’l dl'g
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En las Gltimas igualdades utilizamos que:

d‘/int o d‘/znt dxrel d‘/;nt o d‘/znt dxrel
dre  dr,e diy y dry  dr,e di
N~—— ~——
1 —1
es decir,
(int) dv;nt (int) d‘/znt
Rl — plm — 4t
21 7y VARESY dz,

La interaccion elastica es un ejemplo de fuerza conservativa. En efecto, dado

el siguiente sistema:

Figura5.19:
_hL
Y e
\ x4 ”é,?wb ~
iikw,,ww.‘ S
FQ(int) = _k(xQ — 1 — lo) - _k<xrel - lo)
Fl(;nt) = ]{3(172 — X1 — lo) - k(xrel - lo)
Vi ’ (int) _  p(int) . . (nt)  AVine
emos aqui que Fy, ' = —F,, (). Esto quiere decir que Fy,"”’ = — T
rel

Es facil ver que:

1
th(w - $1) = 51?(902 — T — lo)2

Entonces,

1 1 1
E = T1 + T2 + ‘/int = §m11}% + Emgvg + ék(l'g — T — lo)2

o también,
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1 1 1
E=5(m + ma)Veny + 5#“361 + §k($rel)2

sera una constante de movimiento. Observemos que, en este caso, ademas, al no
haber fuerzas externas (sistema m; —ms»), se conserva la cantidad de movimiento
Pr,y porlo tanto Vi, serd constante. O sea, la energia cinética del centro de ma-

sa (5 (my +ms)VZ,,) se conservara. Entonces, llamando F;,,

1 1
= 5/“}36[ + §k(xrel)2

(energia mecanica interna o relativa), vemos que:

E= TC’M + Eint

y como FE y Ty, son constantes de movimiento, también lo sera F;,;. Si ahora

incluimos las fuerzas externas, como muestra el diagrama siguiente:

Figura 5.20:
e —
0

ﬁ ?QO ——m é wt) ‘0@ ss— ﬁl Q»d\
Yt A MN—~ www
PM_M%W,, —

el — -

. 'Y\I

Fl(ezt) = —ki(z1 —1,), FQ(m) = —ko(D — 25 — 1)
FR™ = —kipa(2 — 21 — 1)
1 1
V1(m) = §/€1(5E1 —1,)?, V(m = EkQ(D —xy— 1)y V=

1
_kznt(LEQ — T — l )

entonces £ = T + V; + V5 + V™ sera una constante de movimiento. Podemos
escribir:

E = Ton + Vi Vot Tra + V™ = Toar + VI + By
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pero ahorani Ty, ni (Tog + V) ni E;,, seran constantes.

5.3. Oscilador armoénico amortiguado

Todos sabemos, porque lo hemos notado, que los cuerpos puestos a oscilar
por medio de resortes o puestos a pendular, lejos de oscilar indefinidamente,
van reduciendo su amplitud de oscilacién hasta que se detienen en su posicién
de equilibrio. Ocurre que las oscilaciones “eternas” son una consecuencia de la
conservacion de la energia mecanica, y en los osciladores que observamos dete-
nerse, la energia no se conserva. En efecto, estos osciladores se encuentran in-
mersos en un medio (aire, por ejemplo) y el cuerpo que oscila interactia con él.
Como consecuencia de esta interaccion, el oscilador va perdiendo energia que
se transfiere al medio por las colisiones del oscilador con las particulas que lo
constituyen (recordar que el aire es una mezcla de gases, y los gases estan cons-
tituidos por particulas) hasta que la energia se agota. De ese modo, las amplitu-
des de las oscilaciones van disminuyendo hasta que “mueren”. Nos proponemos
estudiar entonces este tipo de osciladores, llamados generalmente “osciladores
amortiguados”. Lo primero que haremos sera pensar cémo es la interaccién con
el medio. Es claro que debemos renunciar a este estudio pensando en la interac-

cioén de nuestro cuerpo de masa m con cada particula que forma el medio.

Por cierto, si nos interesara deberiamos “cambiar” nuestro punto de vista: el
nimero de las particulas que forman el medio seria del orden del nimero de
Avogadro (N, = 6.02 x 10?%), y no nos alcanzaria la vida para siquiera escribir
sus condiciones iniciales. Lo que permite estudiar con cierto éxito este tipo de
sistemas son la “termodindmica” y la “mecanica estadistica”, que espero muchos

de ustedes tengan la oportunidad y el placer de estudiar.
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Pensando en como deberia ser la fuerza que aparece sobre nuestro cuerpo de
masa m como consecuencia de la interaccién con el medio (como un todo), sabe-
mos que esa fuerza no deberia depender de la posicién del cuerpo (el medio es
homogéneo, esto es, en cada punto tiene las mismas propiedades) y, en principio,
deberia depender de la velocidad de m (sabemos que si el cuerpo esta detenido,

la fuerza es nula). Llamemos a esa fuerza F'z. Si admitimos que debe ser:
Fr=Fg(v) con Fr(v=0)=0
y la expansion en serie de Taylor para F es

dFg 1d?Fg )
Frv) = &8 -
r(v) dv UZOU 2 dv? v:OU +

vamos a retener solo el primer orden, lo cual nos limitara un poco los resultados

(a que las velocidades no sean muy grandes). Entonces,

dFg
F = —
R(U> dv lv=0
dFg .
| esuna constante. Sabemos que debe ser negativa dado que la fuerza
UV lv=0

Frdisminuyela energia mecanica de nuestro sistema; su trabajo debe ser negati-
voy, por lo tanto, debe oponerse al desplazamiento (y porlo tanto a la velocidad).

Llamando dﬁ
dv

= —v, (y > 0), tendremos

v=0

Fr(v) = —yv

Este tipo de fuerza ya habia aparecido en algunos de los sistemas que estu-
diamos (el paracaidas por ejemplo) en la Parte I de este libro. La constante + (que
llamaremos “coeficiente de resistencia”) va a depender de las propiedades del
medio y de la geometria (o forma) del cuerpo del oscilador. Vamos a estudiar la

solucion de:
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Figura 5.21:
)
7
RO & O ; 2 m -
=0 ‘

dPx de

m— = —kxr —vy—
dt? it

Esto es el oscilador armoénico con el agregado de F'r(v) = —~v.Pararesolver el

problema debemos conocerlas condiciones iniciales z(t = 0) = z,, v(t = 0) = v,.
La ecuacion diferencial

APz dx
mw -+ ")/% + kx =20 (515)

es de la familia que sabemos resolver (ecuaciones diferenciales lineales homo-
’ ﬁ . d . b . At
géneas con coeficientes constantes). Es decir, sabemos que z(t) = ¢, entonces,

reemplazando en la Ec. (), tenemos:

N
N b AA = 0 o Ay = — Ly YO Amk

m 2m

Entonces la solucion general del problema matematico sera
z,(t) = Ape™ + A et

Asumiendo A, # )\_, veremos mas adelante qué ocurre para A, = A_ = \.

Analicemos detenidamente los valores que pueden tomar A, y A_. A\ tendran
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siempre una contribucion a su parte real, _2l (siy # 0). Como —2l tiene uni-
m

m
dades de [tiempo] ", definimos:

v 1

2m T

donde T es un tiempo caracteristico, como veremos mas adelante. La otra con-
tribucién (+ —Hzgfmk) podra ser imaginaria, real o nula en el caso donde \; =
A_ = \. Supongamos primero que la contribucién es imaginaria. Esto va a suce-
der siempre que 72 < 4mk, es decir para constantes de amortiguamiento bajas
(cuando v = 0 recuperamos el resultado \; = iiﬁ = iw, correspondiente al

m
oscilador sin amortiguamiento). Admitiendo 7? < 4mk, resulta:

«/7 — 4mk «/4m/<: 7 +\/>
- m2k‘

=+ 1w, = +iw,
O\/ % O\/ Two

1
Entonces, \; = —7 + 1w, , donde w = wy, /1 — ﬁ ,para 72 < 4mk, o, lo
que es lo mismo, para Tw, > 1.

Luego de tomar la parte real de z,(¢) y repetir las cuentas que hicimos para

el caso de v = 0, obtenemos que:

z(t) = e T (Acos(wt) + Bsen(wt)), Ay Breales.

1
(Two)?

2
y T:—m.Osea,
g

CON W = wys /1 —

v(t) = P fe*% (Acos(wt) + Bsen(wt)) + e T (— Aw sen(wt) + Bw cos(wt))

—e T ((Bw — %) cos(wt) — <Aw + ?) sen(wt)) . Entonces,
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A U, To
x(t=0)=A=uz,y v(t—O)—Bw—T:B_Z+Tw.Entonces,
(t) = e F (wocos(wt) + (2 + 22 ) sen(wt) (5.16)
z(t) =¢€ z, w =TT w .
que también puede ponerse como:
z(t) = ae” T cos(wt + )
donde
— 2 Yo To \? 1
a %w (w + Tw) (5.17)
— (@ 4 &)
t - w  Tw/ = w1 — ;2
R EICEE) R

Notemos quesiy — 0 (I" — 0, w — w,), recuperamos la solucién del oscila-
dor arménico sin amortiguamiento que habiamos obtenido antes. Veamos como

es la solucién para v # 0:

Figura 5.22:

.. . .. , 2
x = z(t) es una funcién oscilatoria simple, de periodo 7 = —. Recordar que
w

k . .
W = wey/1l— ﬁ, donde w, = 4/—, cuya amplitud estd modulada por una
° m
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funcién exponencial decreciente ¢~ 7. Esto significa que el movimiento seré os-
cilatorio, pero su amplitud decrecera en el tiempo hasta desaparecer. El tiempo
T = 2m es una medida del tiempo que duran estas oscilaciones. De hecho, se lo
llamazvida media del oscilador” y corresponde al tiempo en el cual la amplitud
disminuye un factor % ~ é respecto del inicial. Este tipo de oscilador amortigua-
do se conoce como oscilador subamortiguado (u oscilante). Es decir, si v2 > 4mk
el oscilador es subamortiguado.

Por otra parte, si v? > 4mk (o sea, Tw, < 1, para amortiguamientos suficien-

2_
temente grandes), VMK oo real, por lo que:

2m

1 v2 —4dmk 1
- _—_ 4+ =——(14+4/1— OT2>
A T 2m T ( (woT)
O sea,
x(t) = e T (Ae_% VI=@eT)®t | Bery 1_(”"T)2t> (5.18)

2m . .
con Ay BrealesyT = —. Ay B quedan determinados por las condiciones
v
iniciales z, y v, (esto queda como ejercicio). Nosotros obtendremos la soluciéon
a partir de la solucion de la Ec. (). Para ello, notemos que en esa solucion, si

(WT) < 1), w = W, /ﬁ — 1 = iu (donde hemos definido x = ﬁ —1).Si
reemplazamos ahora w = iy en (5.16), obtendremos.

a(t)=e T <x0 cos(iut) + (& + &) sen(imf))

o T
ettt + emHt .
Pero sabemos que cos(iut) = cosh(ut) = — Y sen(iut) = isinh(ut) =
ut _ —ut
¢ 5 c (cosh y sinh, coseno hiperbélico y seno hiperbélico respectivamente),
entonces,

z(t)=eT (:co cosh(ut) + (% + ;;) SiHh(ut)) (5.19)

53



Alejandro José Fendrik

2m . . . s
con = 4 /ﬁ —1yT = - Para generalizar este tipo de solucién, notemos
que la forma de la Ec. (), es una combinacion lineal de exponenciales reales

decrecientes (de la forma e=* con A\ > 0). Esto quiere decir que x(¢) no es osci-
lante, sino que decae rapidamente hasta llegar a = = 0. La solucién es algo como

lo que muestra el grafico siguiente:

Figura5.23:

X&)

iEste tipo de oscilador amortiguado no llega a oscilar! Se lo llama oscilador
sobreamortiguado (o no oscilante). Entonces, si 42 > 4mk, el oscilador es sobre-
amortiguado.

Entre ambos casos de amortiguamiento se ubicalo que se conoce como “amor-
tiguamiento critico”, donde v = 4mk (u w,T = 1). Para tal sistema, el discrimi-
nante de la expresion que determinaba )\; se anula (v? — 4mk = 0), y entonces
Ay = A= )\= —%. En este caso, el polinomio que determina los valores de A
para las soluciones de nuestra ecuacién diferencial tiene una raiz doble. Esta si-
tuacion la hemos evitado hasta ahora. Hallegado el momento de hablar del tema.
Habiamos dicho que una ecuaciéon diferencial lineal con coeficientes constantes

de orden n tiene n soluciones independientes de la forma z ~ e*,i =1,2,...,n,
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donde ); sonlas n raices distintas de un polinomio de coeficientes reales de grado
n. Si hay una raiz doble se nos “pierde” una solucion, si es triple se nos “pierden”
dos, etcétera.

Ahora aprenderemos a “encontrarlas”. Para ello consideraremos el caso en
que tenemos n raices diferentes \;(i — 1, ..., n) pero dos de ellas muy préximas,
Ay (A 4+ 0)). Esto quiere decir que 7, (t) = M y z,(t) = e*+*M! son soluciones
de la ecuacién diferencial. Si ahora hacemos una combinacién lineal de estas
dos soluciones, también sera solucién (recordar que la ecuaciéon diferencial es
lineal). Esto es,

pOFONE _ At

x(t) _ ie()\-l-é)\)t . ie)\t _

P A O\

y es solucién. Si ahora tomamos el limite para §\ — 0, A pasa a ser raiz doble, y

pOFONE _ oAt
lim z(¢t) = lim
SA—0 5A—0 oA

sigue siendo solucion. Pero

e COFONE _ At gt e
1 = —
b oA ax

Es decir, hemos demostrado que si hay una raiz doble ), resulta que e y te
son soluciones de la ecuacion diferencial (no es dificil demostrar que si ) tiene
multiplicidad k, e, te?t, t2e, ... tF~1eM seran solucion).

Volviendo al amortiguamiento critico, dijimos que A = —% era raiz doble.

. . t t ~ .2
Esto quiere decir que z;(t) = e~ T y te” T seran solucién. Entonces,

z(t) = Ae”7(1 + Bt)

serd la solucién en este caso (como ejercicio determinar Ay B en términos de z,

Y Vo).
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El amortiguamiento critico corresponde al caso en el cual el sistema va al
equilibrio (z = 0) en el menor tiempo posible. Ciertos dispositivos, como los
amortiguadores de los automéviles y los frenos de las puertas automaticas, utili-
zan osciladores amortiguados y estan, en general, disefiados para estar cerca del
amortiguamiento critico.

Un parametro que suele utilizarse para caracterizar a un oscilador amorti-
guado es el llamado “factor de calidad” del oscilador, @

Tw, T

:ﬂ'—
2 T,

Q=

Para el caso subamortiguado, si 7" » 7, resulta w ~ w, (recordar que w =

Wor /1 — ﬁ). Esto quiere decir que el periodo de las oscilaciones subamorti-

_ 27 . . . T

guadas es, practicamente, 7, = — (el periodo sin amortiguar). En ese caso — es
Wo To

el minimo de oscilaciones que ocurren antes de decaer al equilibrio n, (dado que

T indica el tiempo de duracion de las oscilaciones). Para este tipo de osciladores

(subamortiguados), resulta,

Q ~ 7,

Resumiendo, en términos de :

1 . .
= Q> 5 oscilador subamortiguado.
I . i
" Q= 3 oscilador con amortiguacion critica.

1 . .
m Q< 5 oscilador sobreamortiguado.

Como vimos, en presencia de amortiguamiento, un oscilador (puede o no ser
armoénico: un péndulo, por ejemplo) en movimiento va perdiendo su energia me-
canica hasta que se detiene. Si queremos que el movimiento persista, es necesa-

rio entregarle energia mecanica por medio de alguna fuerza externa no conser-
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vativa (¢por qué debe ser no conservativa?). Ya sabemos lo que ocurre cuando
consideramos al oscilador amortiguado oscilando verticalmente (bajo la acciéon

del peso, que es una fuerza conservativa constante). La segunda ley de Newton

se escribe como:

Figura 5.24:

Q| '
dy £kl .
I Fo (por esplo Tz g |
N \ I
dy  dy
4= +ky—F,=0
T T ar T
k(y=52)
Es decir, teniendo en cuenta que y. = - s el punto de equil