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Prologo

Comienzo a escribir este prélogo sabiendo que las palabras seran insuficientes
y, posiblemente, torpes para expresar todo lo que quisiera. Comienzo pensando
que esto me pondra triste, y sin embargo...

Porque claro, hablar de Alejandro Fendrik es también evocarlo, hacerlo pre-
sente. Y su presencia siempre estuvo asociada para mi a buenos momentos. En-

tonces, teniéndolo aqui, opto por hablarle, directamente, sin mas vueltas:

Querido Ale:

No debiste irte. Todavia nos hacen falta tus sabias conversaciones, tu sonrisa
picara mientras ensayabas esos floridos razonamientos. Y también tu seriedad
cuando el tema se profundizaba. Nos hacés falta en sintesis. Me imagino volver
a encontrarte cada vez que llego a la universidad, y te imagino con tu pipa (jui-
ciosamente vacia y apagada) saludando con tu tipico “Salve, Doctor!”.

No puedo evitarlo y esta bien. Porque todos los que te conocemos (notaras que
uso el tiempo presente, como corresponde), necesitamos que nos sigas acompa-
nando. Aunque sea a predicar en el desierto.

Y aqui esta una obra, un libro que son dos, y que es mucho méas que dos libros:
esun legado carifioso y entrafiable como solamente vos podias haber construido.
Mientras todos renegabamos por la pandemia y las clases virtuales, vos hacias
algo mas: ibas preparando amorosamente un manuscrito con tus clases, hacien-
do tus graficos, dandole forma a estas notas. Porque querias que los estudiantes
lo tuvieran disponible; y por supuesto que fuera lo mas perfecto posible.

Y te cuento (porque tal vez no lo sabés todavia) que el trabajo de “tus mu-
chachxs”, David, Marcela y Ariel, tipeando todo para su edicién formal, lo estan
haciendo posible. Y también el amor de Lili, que es tan generosa que me pide

este prologo. Y aca estamos. Porque no importa cuantas broncas te hayas aga-



rrado cuando la “burrocracia” trababa el fluir de las cosas, o cuantas ironias no
te hayan entendido (tus dardos igual daban en el blanco de una u otra forma); no
importa que la muerte enamorada (a quien no perdonaremos nosotros tampo-
co) te haya llamado antes de tiempo, porque aqui estan las notas, para que otres
aprendan, para que sigamos amando el sueno de educar, ensefar, estimular las
inteligencias.

Y para que te sigamos teniendo un poco con nosotros, siempre.

Fernando R. Momo

Mayo de 2022
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Alejandro José Fendrik

1.1. Sistemas o cuerpos puntuales

Los sistemas fisicos mas simples son los llamados “sistemas puntuales” o “cuer-
pos puntuales”. ;En qué consisten?. Bueno, sabemos que el concepto de “punto”
es un concepto matematico asociado a la ausencia de dimensiones. En la natura-
leza (objeto de estudio de la fisica) no existen puntos. Entonces, ;qué es un cuerpo
puntual?. Para responder esta pregunta lo primero que debemos introducir es
un sistema de referencia. El sistema de referencia indica en qué lugar estamos

ubicados o desde donde observamos el universo. Generalmente se grafica como:

Figura 1.1:

z !

Esto es un sistema de coordenadas (en principio en 3 dimensiones dado que
el espacio fisico es 3D). Desde su origen, que representa un lugar donde esta el
observador (nosotros), intentamos descubrir todo lo que sucede. No sirve ningiin
tipo de descripcion o modelado para un fenémeno natural si no estd indicado el siste-
ma de referencia.

Supongamos que el origen de nuestro sistema de referencia se encuentra en
algin punto de la superficie terrestre y desde alli observamos una estrella. La

posicion de la estrella estd determinada por un vector: el vector 7.. Estamos ob-

16



Capitulo 1. Cinematica

servando la estrella que estd ubicada a una distancia d = |7.|. A esta altura del
partido, sabemos que las estrellas consisten en sistemas esferoidales (con forma

de esfera) de cierto radio a..

Figura 1.2:

~b
N
| /

Para dar un ejemplo, supongamos que estamos observando a VY Cahis Ma-
joris (d = 5 afos luz = 47.3 x 102km y a. = 98 x 10"km, una de las estrellas
mas grandes que se conocen). Sin embargo, la vemos como “un puntito lumino-
s0”. ¢Por qué? Porque la estamos viendo desde una distancia mucho mayor que
su radio. Lo mismo podriamos decir para un avién que observamos volando en
la lejania: si esta suficientemente lejos, lo veremos como un “un puntito que se
mueve”. Sabemos perfectamente que un avién no es un “puntito”, es un objeto
que tiene cierta forma y que ademas tiene cosas adentro que pueden estar mo-
viéndose (pasajeros, pilotos, azafatas, carga, etcétera). Sin embargo, si estamos
suficientemente lejos del avidn, toda esa forma y estructura interna no la ob-
servamos. En suma, podemos decir que cualquier sistema fisico es un sistema
puntual cuando se lo describe desde una distancia mucho mas grande que su

radio (o longitud) tipica.

17



Alejandro José Fendrik

Figura1.3:

En el grafico, donde d = || distancia de observacion. \: longitud tipica. Si
)\ . P . “ ”
— « 1 el sistema sera puntual. Si esto no se cumple estaremos en lo que “sucede

d
adentro: el sistema deja de ser puntual.

Estas observaciones estan relacionadas con la validez de los modelos. Los fi-
sicos elaboran modelos que permiten describir los fenémenos que ocurren en
los sistemas naturales, pero no debemos confundir los sistemas con sus mode-
los. Consideremos un automévil: si queremos describir su movimiento por una
ruta cuando va desde un pueblo a otros, el modelo puntual de automoévil es el
adecuado. Pero si queremos describir el movimiento de los pistones dentro de

los cilindros del motor, el modelo puntual no nos sirve.

Volviendo a los sistemas puntuales, al no tener ninguna estructura interna
(ya sea porque no la tenga o porque no estamos en condiciones de observarla)
el Gnico fenémeno observable serd su movimiento. Comenzaremos entonces a
estudiar como describir el movimiento de los cuerpos, esto es lo que se conoce

con el nombre de cinematica.

18



Capitulo 1. Cinematica

1.2. Vector posicion, vector velocidad, vector acelera-

cion y trayectoria

Como ya dijimos, la posicién de un cuerpo puntual estid determinada por
un vector llamado posicion 7. Si este vector permanece constante a medida que

transcurre el tiempo, quiere decir que el cuerpo esté en reposo.

Figura 1.4:

En general, tendremos que 7 = 7 (t), es decir que la posicién del cuerpo variara

con el tiempo (el cuerpo se mueve). La expresion

=i
I
=i

(t)

es conocida como posiciéon en funcién del tiempo. Supongamos que la posiciéon
de nuestro punto varia con el tiempo. Esto quiere decir que a medida que trans-
curre el tiempo nuestro “punto” va describiendo en el espacio una curva formada
por las sucesivas posiciones a distintos tiempos. Esta curva es la trayectoria del
sistema. Una propiedad inmediata y evidente que tiene que tener cualquier tra-

yectoria es que debe ser necesariamente continua.

19
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Figura 1.5:

En efecto, supongamos que un sistema tiene una trayectoria como la siguien-

te:

Figura 1.6:

Para ¢ < t* la trayectoria es una curva continua que finaliza en 74 (el punto
A).Parat > t* (esdecir, ¢ = t* +4t) la trayectoria es una curva continua que parte

de 75 (el punto B). Esto quiere decir que si bien 7(¢*) = 74, resulta que

1/ — E3 — —
6}1}%7’(15 +dt) =rp

20



Capitulo 1. Cinematica

Esto implica que la posicion del sistema en ¢* no esta definida. Esta posicion
es 74 e instantaneamente pasa a 7. Esto significa que el sistema cuando llega
a 74 se esfuma y reaparece en ese mismo instante en 7z # 74. A menos que es-
temos ante un fenémeno de teletransportaciéon (no detectado ain por nadie, al
menos para un objeto corriente), esto no puede ser. Imaginemos una mosca que
en algiin momento de su vuelo desaparece y aparece en otro punto del espacio.
Si observamos tal cosa deberiamos publicarlo (no sin antes verificar que no an-
duvimos alucinando). En suma, no es posible que un sistema se traslade entre
dos posiciones separadas sin pasar por posiciones intermedias (no hay “saltos”).

Otra magnitud fundamental para describir el movimiento esta relacionada
con la variacién de la posicién a medida que transcurre el tiempo. Supongamos
que nuestro sistema en el tiempo ¢; se encuentra en 7(¢;) y a tiempo ¢, se encuen-
tra en 7(t¢;). Decimos entonces que en un tiempo (¢, — ;) el cuerpo se desplazé

de f(t1> a f(tg).

Figura 1.7:

— — [y
AC=(w) -Fe)

Al vector
ATl = (T(ta) — 7(t1))

t1

se lo conoce como vector desplazamiento. Este vector esta contenido en la recta

21



Alejandro José Fendrik

secante a la trayectoria en los puntos correspondientes a 7(¢5) y 7(¢1 ). Si hacemos

el cociente

t2

Al e -y

(ta —t1) (ta —t1)

obtendremos un vector < © > conocido como velocidad media, que nos dara una

idea de cuan rapido varia el vector posicién. Su modulo esta relacionado con
distancia recorrida

tiempo empleado
dénde se desplaza. Sin embargo, < v > puede conducir a conclusiones engafio-

cuan rapido se desplaza ( >, y su direccién y sentido, hacia

sas. Veamos un ejemplo:

Supongamos que un dia medimos la posicién del Sol desde un balcén, y al
dia siguiente, a la misma hora, la medimos nuevamente desde el mismo balcon.
Si calculamos la velocidad media en (¢, — ¢1) = 24 horas, debido a que A7 ZQ =0
(el Sol esta en la misma posicién) resulta que < © >= 0. Sin embargo, sabelzmos
que el Sol se movi6 (y mucho) a través del cielo. Esto nos esta indicando que <
v > no es la cantidad adecuada, en general, para caracterizar el movimiento.
Procederemos entonces a calcular cémo sigue si la posicién a tiempo ¢ es 7(t) y

a tiempo (¢ + At) es 7(¢t + At). Calculamos el cociente

r(t+At) —7(t)  T(t) —7(t) _
At (ty —t1)

Hasta aqui, esta es la velocidad media en el intervalo At. ;:Qué pasa si con-
sideramos At cada vez mas chicos? (Es decir, At — 0, se ve en el grafico que a
medida que disminuye At, la secante (recta que contiene a < v >) tiende a la

tangente en 7(¢) (dado que si At — 0, 7#(t + At) — 7(¢)). Definimos entonces.

22



Capitulo 1. Cinematica

Figura 1.8:

~——— -

T(t+ At) — 7(t)

lim

=1 (vectorvelocidad
At—0 At Y ( )

., dr . . .
o también — (la derivada respecto del tiempo del vector posicién). Este vector
dt
describe la variacion de la posicién a cada instante. Notemos que su médulo nos
dice cuan “rapido” se mueve nuestro sistema, y su direccion (tangente a la tra-

yectoria) y sentido, hacia dénde lo hace.

La existencia del vector © impone otra caracteristica que tienen todas las cur-
vas que son trayectorias. En efecto, si © no se anula en ningiin punto de la tra-
yectoria, entonces esta no puede tener puntos cuspidales. Un punto cuspidal en

una curva es lo que se muestra en la Fig. (@).

23
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Figura 1.9:

PR
\’NN\ < \}@E\

< / \o§

Sila trayectoria tuviese un punto cuspidal, en ese punto nuestro sistema ten-
dria dos vectores velocidad (en ese punto hay dos tangentes a la trayectoria): v; y
vo. Esto solo puede suceder solo si |7, | = |v3| = 0, esdecir, v = 0. Asiy todo, quizas
nos crucemos con trayectorias que tienen puntos cuspidales sin que se anule la
velocidad, pero esos casos se dan porque hemos realizado una aproximacién.

Supongamos que un auto se mueve por las calles de una ciudad para ir de un
sitio A a un sitio B. Podemos dibujar la trayectoria asi: cada vez que el auto dobla,

la trayectoria tiene un punto cuspidal, como el que estd marcado con el circulo

en el siguiente ejemplo:

Figura 1.10:




Capitulo 1. Cinematica

Figura 1.11:

5 D& A
n

Antes del punto cuspidal, el auto se mueve hacia el norte con una velocidad
km , ) km

507. Después de doblar, se mueve hacia el este a 507. Esto, por supuesto, es

una aproximacion. Si amplidramos el grafico en la region del supuesto punto

cuspidal, veriamos en realidad que la trayectoria es:

Figura 1.12:

Esto significa que la velocidad del auto pasa de manera continua por todas
las direcciones comprendidas entre el norte y el este. Si este cambio continuo
sucede en un “pedacito” muy pequeno de la trayectoria, lo podemos ignorar y
suponer que hay un punto cuspidal (siempre teniendo presente que se trata de
una aproximacion).

La curvatura de las trayectorias estd asociada a cuan bruscamente cambia la

recta tangente (Fig ()).

25
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Figura 1.13:

o st S

Canntwe pequaid |
curyatura %ramde

m o(t+ At) —o(t)  do

At—0 At N % —

Como ya dijimos, el vector aceleracién esta asociado a la curvatura de la tra-
yectoria (a través del cambio de la direccién de la velocidad). Como la velocidad
también puede cambiar en médulo (nuestro sistema puede ir cada vez mas rapi-

do o mas despacio), la aceleracién contendra también esta informacién.

Figura 1.14:

-, [N
\ i€ wbhel
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Capitulo 1. Cinematica

Para calcular la derivada del vector v debemos hacer (¢ + At) — v(t) = Aw.

Se grafica de la siguiente manera (haciendo un transporte paralelo):

Figura 1.15:

Av

= (¢+hD)

Vemos aqui que el vector A (que es el que determina la direccién de a) cuan-
do tomamos el limite de At — 0 (v — 0), tiene una componente en la direccién

de la trayectoria Av, y otra, A, normal a ella. En otra imagen:

Figura 1.16:

Esto significa que habra una componente tangencial de la aceleraciéon (aso-
ciada al cambio del médulo de la velocidad) y otra componente normal de la
aceleracién asociada al cambio de direccién de la velocidad y a la curvatura de
la orbita. Notemos que la aceleracién normal siempre apunta hacia donde se

curva la trayectoria. Mas adelante volveremos sobre este tema.

27
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Figura 1.17:

Ya hemos presentado todas las magnitudes que describen el movimiento:

1. Vector posicion 7

g7
2. Vector velocidad v = d_:

3. Vector aceleracion a o _ &F
. Q= — = ——
dt dt?

Cabria preguntarse por qué no seguimos con la introduccién de derivadas su-

a dr
dt  dt3
deladinamica permiten determinar la aceleracién de los sistemas. Lo que apren-

periores | por ejemplo ) La respuesta es que como veremos, las leyes
deremos ahora es a encontrar la posicion en funcién del tiempo conociendo co6-
mo es la aceleracién (provista por las leyes de la dindmica). Esto es, precisamente
lo que se entiende por cinematica: el estudio del movimiento sin ocuparse de las
cosas que lo producen. Para ello empezaremos con sistemas que se mueven en

una dimensién (por lo tanto, sus trayectorias seran rectilineas).

28



Capitulo 1. Cinematica

1.3. Cinematica de sistemas unidimensionales

Vamos a estudiar el movimiento de sistemas que se muevan en una dimen-
sion, es decir, sobre una recta (movimiento rectilineo). Para este caso, entonces,
el sistema de referencia es una recta, y fijado el origen (o posicién del observa-
dor), la posiciéon de un cuerpo sobre la recta estara dado por una sola coordenada,

z. Entonces tendremos:

Figura 1.18:

-

Fijado el origen (o), elegimos (e indicamos) un sentido positivo (notar la fle-
chita con el + arriba). Esto quiere decir que si tenemos nuestro sistema en = =
15 metros, estara situado a 15 metros de o hacia la derecha. Si en cambio z =
—15metros (m), estara situado a 15m de o hacia la izquierda. Lo primero que
debemos hacer para estudiar un movimiento es lo que acabamos de hacer: un
diagrama en donde esté claramente indicado el origen y el sentido positivo. Para
este tipo de problemas, la posicién en funcién del tiempo es una funcion x = x(t)
que especifica dénde esta posicionado el sistema, respecto del origen o, a tiem-
po t. Es claro que x = z(t) es una funcién de ¢: para cada ¢ hay una y solo una

posicion (jesquizofrénicos abstenerse!). La velocidad esta definida como

. z(t+At)—z(t)  dx
—1 _ar
v AR At dt

: d N .
Notemos que siz(t + At) > x(t), d—gtc = v > 0,y esto significa que el sistema se

29
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mueve haciala direccion + (la derecha, en el sistema de referencia que definimos
antes). Por otra parte, si z(t + At) < x(t), el sistema se estard moviendo hacia la
. dx
izquierda (v =— < 0.
9 ( di
La aceleracién queda definida como:

— lm v(t+At) —ov(t) dv  dx
“7 Ao At Tdt - de

Aqui debemos remarcar que al ser trayectoria rectilinea, la velocidad (recor-
demos que es tangente a la trayectoria) siempre permanecera sobre la recta «
(puede cambiar de sentido pero nunca de recta de accion). Esto significa que al
no haber cambio de direccién en la velocidad, la aceleracién, en esta clase de

problemas (rectilineos), siempre estara asociada al cambio del médulo de la ve-

locidad.

1.4. ;Movimiento acelerado o desacelerado?

En lenguaje coloquial (lenguaje corriente, no cientifico) existen las palabras
“aceleracion” y “desaceleracion”. El significado de “aceleracion” se aplica a algo
que cada vez va mas rapido y el de “desaceleracién” a algo que cada vez va mas
lento.

Para un cientifico no existe “desaceleracién”. La aceleracion es la variacion
de la velocidad, y en un problema unidimensional puede ser mayor que cero
(positiva) o menor que cero (negativa). Estos signos claramente dependeran de
cémo hayamos definido nuestro sistema de referencia. Es un error habitual in-
troducir el lenguaje coloquial dentro de la ciencia. Es asi que se suele decir que
dv . : dv .

— > 0 el movimiento es acelerado, y sia = — < 0 el movimiento es des-

dt dt
acelerado, en el sentido coloquial de las palabras. Esto, claramente, no es cierto.

Ssia =

Podemos tener ¢ > 0y que el sistema se mueva cada vez mas despacio o tener
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a < 0y que el sistema cada vez se mueva mas rapido. Veamos:

1. Supongamos que tenemos un mévil moviéndose hacia la derecha (v > 0),
con una aceleraciéon a > 0. Es decir: en estas condiciones, el moévil se mo-

vera hacia la derecha cada vez mas rapido (en lenguaje coloquial esta “ace-

lerado”).
Figura 1.19:
V
L ——
. o >
O ——p A
o-

2. Supongamos ahora que el mévil se mueve hacia la izquierda (v < 0) y la

aceleracién sigue siendo a < 0:

Figura 1.20:

En este caso, el mévil se seguira moviendo hacia la izquierda, pero cada vez
mas despacio (en lenguaje coloquial esta “desacelerando”). Sin embargo, en
algin momento se detendra (v = 0) y a partir de ese momento comenzara
a moverse hacia la derecha cada vez mas rapido (se convierte en el caso 1

y, coloquialmente pasa a ser “acelerado”).

Veamos aqui que el caracter de “acelerado” o “desacelerado” va a depender

del signo relativo entre la velocidad y la aceleracién. Si tienen el mismo signo el
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movimiento ser4, coloquialmente hablando, acelerado (el mévil ira cada vez mas
rapido). Si en cambio tienen signo contrario, el mévil ira cada vez mas despacio.
El movimiento del mismo moévil puede pasar de “acelerado” a “desacelerado” y
viceversa.Entonces, para evitar confusiones tratemos de desterrar (a menos que
lo tengamos bien claro, que la aceleracién contraria a la velocidad), si de fisi-
ca se trata, la palabra coloquial “desacelerado”. Simplemente, los movimientos
pueden tener una aceleracién (que puede ser tanto positiva como negativa) que

tendra diferentes efectos segiin el signo que tenga su velocidad.

1.5. Graficos de la posicion, velocidad y aceleracion

en funcion del tiempo

A partir del conocimiento de la posicién en funcién del tiempo, © = z(t), po-
demos obtener facilmente la velocidad en funcién del tiempo derivando, es de-

cir,v(t) = e Derivando una vez més, también podemos obtener la aceleracién

2
a(t)—dv d°z

Cdt dtr

Supongamos que conocemos = = z(t). Si graficamos esta funcién, podria ser

algo asi:
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Figura 1.21:

-

Esta curva siempre va a ser continua y derivable en todas partes: las razones
son las mismas por las cuales las trayectorias deben ser continuas y derivables

(como ya discutimos):

1. La posicion no puede “pegar saltos”.

2. La velocidad de un cuerpo siempre estd definida y es tinica para cada tiempo.

Si bien la curva x = z(t) tiene estas dos propiedades, que también tiene la
trayectoria, notemos que la curva x = z(¢) no tiene nada que ver con la trayec-
toria, que es siempre sobre el eje x, es decir rectilinea. La funcién = = x(t) que
hemos graficado nos dice que el mévil parte del punto 25 a ¢ = 0, y se aleja del

origen en direccion positiva. A tiempo ¢, llega al punto z;. Alli, su velocidad se
dx

= =0,
dt t1
para luego retornar hacia el origen. A tiempo ¢t = ¢, pasa por el origen y con-

anula (z; = z(¢1)), es un maximo relativo de x(¢), por lo tanto v(¢;) =

tinGa alejandose de él hacia la direccién negativa. A tiempo ¢ = ¢3 se detiene
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nuevamente, para luego retornar al origen, el cual alcanza en ¢ = ¢4, para seguir
de largo y finalmente alejarse en la direccion positiva.

Este grafico también nos da toda la informacién necesaria sobre la velocidad
y la aceleraciéon. En efecto, sabemos el significado geométrico que tiene la deriva-
da en una funcién. La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la
recta tangente a la curva de la funcién en ese punto (recordemos que la pendien-
te de una recta es la tangente trigonométrica al angulo formado entre la recta
y el eje de abscisas). La curva que representa la velocidad en funcién del tiempo

debe ser necesariamente continua, (;por qué?). Sin embargo podria tener algiin

d?x

punto cispide (piensen un ejemplo). Por otro lado, la aceleracién, al ser a = oL

esta asociada a la concavidad y a los puntos de inflexién de x(¢)

1.6. Integracionesy derivaciones

Como ya dijimos, el problema de la cinematica consiste en hallar = = z(¢),
conocida la aceleracién de «. Si ya nos dan la solucién = = x(¢), hallar z(¢) y
a(t) es trivial. Basta saber derivar. ;:C6mo procederemos si lo que conocemos es
a = a(t) y queremos saber como sera x = x(¢)?. Tendremos que integrar. El

problema a resolver es el siguiente:

2
‘;Tf ) (1)
Queremos hallar una funcién = = z(¢) tal que la derivada segunda me da una
funcién que conocemos (dato), a = a(t). Desde el punto de vista matematico, la
Ec. (@) es lo que se conoce con el nombre de una ecuacion diferencial (una rela-
cién que debe cumplir una funcién y sus derivadas). Por cierto, es una ecuaciéon
diferencial de las mas faciles y se puede resolver por integracién directa. Como

estd involucrada una derivada segunda, debemos integrar dos veces:
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Primero.

Segundo.

dv v (t) t

i a(t) = dv = a(t)dt = f dv' = f a(t)dt' = v(t) — v, =
Vo to

Entonces,

v(t) = v, + f a(t")dt’

t
f a(t)dt
to

esta es la velocidad en funcién del tiempo. Notemos que al integrar nos

aparece v, (es decir, la velocidad en un tiempo dado ¢,, o sea v, = v(t,). Si

queremos conocer v = v(t¢), debemos contar con ese dato (como casual-

mente t, = 0, a v, se la llama velocidad inicial).

Siya contamos con v = v(t), para hallar x = z(¢) hacemos

dz

= 2(t) — 2, = v,(t — t,) + E)

t/
f a(t”)dt”] dt’
to

Asi

z(t) = zo + vo(t — to) + Jt

to

t/
f a(t”)dt”] dt’
to

(t) t t t/
i v(t) = dx = v(t)dt = J dx’ = J v(t)dt' = J (vo +J a(t”)dt”) dt’
Zo to to to

(1.2)

Aqui, nuevamente, la integracién introduce una constante que debemos

conocer para resolver el problema: =, = x(t,), es decir la posicién a tiempo

t,. Como usualmente ¢, = 0, a x, se la conoce como posicién inicial.
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La Ec. () puede parecer complicada, pero en es en realidad muy simple: la
integral entre corchetes [Sf a(t”)dt”] , podra ser facil o complicada pero una vez
hecha resulta una funcién de ' (' esta en el limite superior). Si llamamos a esa
funcién A(t'), lo que hacemos después es: Sf A(t)dt', que va a ser una funciéon de
t y listo.

Apliquemos lo que acabamos de aprender al sencillisimo caso en el que la

aceleracion es constante. Primero la velocidad en funcién del tiempo sera

t
v(t) = v, + f adt’
to

Es decir,

v(t) = v, +a(t —t,) (1.3)

Para la posicién tendremos que

A(t)

t [P ——
z(t) = xy + v,(t — t,) + J A(th).dt' =z + vo(t — t,) + f a(t' —t,)dt’
to to

O Sea

2(t) = 2o + vt — 1) + %a(t 1) (14)

Las Ec. () y (@) son las conocidas velocidad en funcién del tiempo y posi-
cion en funcion del tiempo para el caso en que la aceleracion sea una constante.
Este tipo de movimiento es conocido con el nombre de movimiento rectilineo
uniformemente variado (MRUV) y es solo un movimiento posible dentro del uni-
verso de todas las aceleraciones posibles. Basta que a = a(t), es decir, que la ace-
leracion no sea una constante, para que las Ec. (@) y (@) no sirvan para nada.

Para terminar, un comentario sobre la relaciéon
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to
x(tz) — x(t)) = f v(t).dt (1.5)

t1
Esto quiere decir que sitenemos el grafico v = v(t),larelaciéon expresadaenla
Ec. @), que es el desplazamiento del cuerpo entre los tiempos ¢; y 2 (z(t2) —z(t1)),
es el area (en sentido de la integral definida, o sea, positiva por arriba del eje de
abscisas y negativa por debajo de él) subtendida por la curva de »(¢) (la que esta

rayada en el grafico). Ojo: el desplazamiento no es la distancia recorrida.

Figura 1.22:

(e

Figura 1.23:

Consideremos una v = v(t) como las que se ven en estas figuras. Aqui, z(¢;) —
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z(t;) = 0, el desplazamiento vale cero porque fue y volvié. En cambio, la distan-

cia recorrida es:

Uotl 'Uotl . ’Uotl
4 4 2

Como ya dijimos, nos ocupa el problema de determinar la posicién en fun-

d= dida + dvuelta -

cién del tiempo = = z(t), conocida la aceleraciéon de a. Esta aceleracion esta de-
terminada por las leyes de la dindmica (que estudiaremos mas adelante). El pro-
blema consiste en que, en general, la dindmica no nos dice cémo es la aceleracién
en funcién del tiempo a = a(t), sino que nos permite conocer la aceleracién en

funcién de la posicién, a = a(x). Si conocemos a = a(v) 0 a = a(v), no pode-
dv
dt
la conocemos. Es decir, podemos integrar dv = a(t)dt si conocemos a(t), pero si

mos integrar la ecuacion diferencial a directamente dado que a = a(t) no
a = a(z) tendremos dv = a(x)dt y esto no sabemos qué es a menos que COnozca-
mos = = x(t), ya que, en ese caso, a(t) = a(z(t)) y listo. Sin embargo, x = x(t) es
precisamente lo que queremos determinar. Es claro que debemos entonces cam-
biarla estrategia. A continuacién, estudiaremos como proceder para determinar

x = z(t) en el caso de conocer a = a(v) 0 a = a(x).

1.6.1. Casoenel queseconocea = a(v)

En este caso

d d v(t) duv’ t
o =av) = :dt:f v :fdt’:(t—to)
dt CL(U) Vo ) to

a(v’
donde v, = v(t,) y v = v(t). Siendo a(v) una funcién conocida, la integral
siempre se puede hacer y resultara una funcién de v. De este modo, obtenemos
t = t(v). Esta funcién la podemos invertir para obtener v = v(¢). Una vez cono-
cida v = v(t), para hallar = = z(¢) podemos proceder a la integracién directa ya

d
que d—f = vy conocemos v(t). Es decir
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z(t) =z, + f: o(t)dt!

donde z, = z(t,). Para que todo esto quede claro veremos un ejemplo: el caso

del paracaidas.

Figura 1.24:

VA
—

Todos sabemos que si soltamos un cuerpo desde cierta altura h respecto del
. . .o m
suelo, este caera hacia el suelo con una aceleracion constante g = 9.8—. Para ser
S
mas preciso. Supongamos que desde un avién que vuela a una altura 4 se deja
caer un sujete. Poniendo el origen a la altura del avién y midiendo la posicién
. . . . . 1
del sujete, con sentido positivo hacia abajo, tendremos y = 5 gt?, v = gt.
Es facil determinar con qué velocidad va a llegar el cuerpo al piso. En efec-

v . o ez
to, como t = —, podemos reemplazar este tiempo en la posicién y, con lo cual

1v* . : .
obtenemos y = EU—. Si despejamos v, obtenemos v(t) = 4/2gy. Si queremos la
g

velocidad cuando le sujete toca el piso, hacemos y = h y entonces v(h) = 1/2gh.
Como ya intuiamos, cuanto mas grande sea h, mas grande serd la velocidad conla
cual nuestre sujete se estrole contra el piso. Por ejemplo, si cae desde h = 2000m,

tenemos
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k
(2000m) = \/2.9.8%.2000771 ~ 200 = 7277”
S S

iSe hace pomada!. Aunque en realidad esto no es tan cierto. Le sujete estd mo-
viéndose en el aire y, como también intuimos, algo que se mueve en el aire, el
agua o algiin medio en general tiende a ser frenado, y se habla de “resistencia” del
medio. Este “poder” de frenado, depende bastante de la forma del objeto que se
estd moviendo. Por eso los autos de alta competencia tienen una forma especial
(formas aerodinamicas). Este poder de frenado, ademas, depende de la velocidad.
Cuanto mas grande es la velocidad, el medio tiende a frenar méas al mévil. Esto
lo podemos observar en las peliculas cuando los malos le disparan al bueno, que
esta bajo el agua, y, ve como las balas que entran a gran velocidad se frenan. Po-
demos decir que el poder de frenado del medio provee una aceleracién a = —fv,
donde 8 > 0 es una constante que depende del medio y de la forma del mévil.
Notemos que esta aceleracion siempre se opone a la velocidad.

Volviendo a nuestre sujete, su aceleraciéon no serd a = ¢g = cte, sino a =
g — pv. Es decir, una a = a(v). Practicamente sin hacer cuentas, podemos pensar
lo que va a pasar. Cuando le sujete empieza a caer, a partirde v = 0,a ~ g.
Esto hace que la velocidad vaya creciendo, pero como a = g — v, su aceleraciéon
va disminuyendo. Esto sucede hasta que la velocidad alcanza un valor tal que
a = g — Buy, = 0. Una vez que la aceleracion se anula, le sujete cae con esa

velocidad constante vy, (velocidad limite). Como g — Suvy;,, = 0, entonces

Ulim = B
El problema es que un cuerpo en el aire tiene un Sy tal que vy, resulta lo
suficientemente grande como para que se estrole igual contra el suelo. Aqui es

donde entra el paracaidas: jla misién del paracaidas es aumentar el 5!.

Normalmente, las personas que se arrojan en paracaidas no lo hacen con el
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paracaidas abierto sino que caen “libremente” bastante distancia (dicen que esa
parte es la mas divertida de un salto en paracaidas). En ese caso, el movimiento
es tal que durante la caida libre podemos suponer que se alcanza la velocidad

limite para un cuerpo humano con un 5y, o sea

= L

Bu
El paracaidista cae con esa velocidad constante. En un determinado momen-
to abre el paracaidas y eso cambia el 5 tal que el nuevo 3(5p), es 5p > Oy. En ese
instante aparece una aceleracién a = g — Spv. Esta aceleracién se opondra a v

dado que la velocidad que lleva el paracaidista en ese momento es v}r¢ = I es

lim — 6H
decira = g — g—zg oa=g(l-— g—z) < 0,dado que g—z > 1. Esto quiere decir que

el paracaidista va frenando hasta que su velocidad limite es

para g g libre
Ulim =5 < Vlim

En ese momento, la velocidad se anula y el paracaidista cae con velocidad
constante v}, “. Hagamos ahora las cuentas.

Primero consideremos a alguien que se arroja con el paracaidas ya abierto
(esto es un poco irreal). Entonces a(v) = g — Spv con las condiciones iniciales

d
v(t =0) =0yy(t =0) = 0. Entonces, como d—: = a(v) tenemos

dv v dv’ t 1 v'=v
—— =dt = — = dt' = —In(g — Bpv’ =t
G(U) v=09 — BPUI Jt:[) /BP (g 61) ) v'=0

1 9 — 5130)
=tv)=—In|———
(0) = 5-n (]

Esto es el tiempo como funcién de la velocidad. Si ahora invertimos y despe-

jamos v, obtenemos
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—Bpt = In (%) = ge 7P = g — Bpv = Bpv = g(1 — e ")

Lo que implica

olt) = é(l — e frt)

Si graficamos v(t) vs. ¢, vemos que la velocidad de caida tiende a vy;,,,.

Figura 1.25:

V(&)

Veamos qué pasa si el paracaidista cae un tiempo ¢, libremente antes de abrir
el paracaidas. La velocidad para 0 < ¢ < ¢, sera igual a la que calculamos antes,

solo que con 8 = fy. Es decir,

para

La velocidad, cuando se abra el paracaidas, sera
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ot =t,) = BQH (1 — ePrte) =y, (1.6)

Parat < t,, tendremos (ahora 3 = (3p)

v dl/ t
= dt' = (t —t,
L, g — Bpv’ L ( )

Haciendo la integral e invirtiendo (recordar que v, esta dado por la Ec. (@)), re-

sulta

i i_i _ = Buto —Bu(t—to)
Br (m: By e >)e )

Si graficamos v(t) vs. t, tendremos

Figura 1.26:

\J(hkﬁﬂ

\tw 33 - o ‘é’_’

\I(q caida \Wore

(9
h %g& 5.

(3ida con
Paecdas

(Pl
Vit e

Vemos aqui que la velocidad alcanzada durante la caida libre v, no llega a la

para
lim

limite v/’ pero es mayor que la velocidad limite v/, El efecto de agrandar el

lim

B (By — [p) al abrir el paracaidas hace que la velocidad del paracaidista tienda

a vy “ desde arriba de este valor. Les dejo a ustedes, como problema, el hallar
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r = x(t), para los dos casos (hay que integrar directamente, no hay ninguna

vuelta rara).

1.6.2. Casoenel queseconoce a = a(z)

Aqui debemos emplear otra estrategia. Sabemos que a = %, pero no pode-
mos integrar directamente (ya vimos que no conocemos = = z(t), que nos per-
mitiria poner a(t) = a(z(t))). No conocemos x = xz(t) pero sabemos que esta
funcién existe. Si la conociéramos podriamos invertirla y encontrar ¢ = ¢(x). Si
hiciéramos eso, de v = v(t) (Que también desconocemos pero sabemos que exis-
te), podriamos obtener v = v(x) (reemplazando ¢t = ¢(z)). En ese caso tendriamos

do(z)  dvdr _ dv dz

e %v (dado que - =)

Esto es, aplicar la regla de la cadena para la derivacién. Entonces tenemos

que

dv  dv
FrinbreCh a(x) = vdv = a(x)dz

Y como a(x) es una funcién conocida, podemos integrar

J v'dv’ :J a(x')dx'

donde z, = z(t = t,) yv, = v(t = t,), son las condiciones iniciales (remar-
quemos que debemos conocer estos dos datos, si queremos resolver el problema).
Entonces

Ly 1,

) :J a(z")dz'

2°  2° |
La integral del segundo miembro siempre se puede hacer (sera facil o dificil,

pero se puede hacer, dado que a(z) es conocida). Su resultado sera una funcién
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de x (que estd en el limite superior). Llamando «(z) a una primitiva de a(x) (o sea,

d
ﬁ = a(z)), tendremos

Jw dr' = u(x) — u(x,) = %vz — %vz = u(zr) — u(z,)

Entonces obtenemos

La relacién de esta expresion es notable: indica que la cantidad §v2 —u(r) es

una constante. En efecto, v y x sonla velocidad y posicién en un tiempo arbitrario
. 1 2 : 1 2

cualquiera, y resulta que SV~ u(z) vale lo mismo que 3% u(z,) que es la
misma cantidad, pero evaluada en el tiempo inicial ¢,. Esto quiere decir que si
la evaluamos inicialmente (cosa que podemos hacer dado que conocemos v, y
x,), sabremos que vale lo mismo durante todo el movimiento. Llamemos ¢ a esa
constante de movimiento (ya volveremos a ella, mas adelante). Entonces, tenemos

que

Lo que nos da

Y ahora podemos integrar

o / ¢
J v e

Aqui, la integral del primer miembro siempre la podemos hacer (u(z) es una

funcién desconocida, dado que Z—Z = a(z)) y resulta una funcién de = (por el

limite superior). De este modo obtenemos ¢ = ¢(), que al invertir nos conduce a
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x = x(t). Respecto de + frente a la raiz, observemos que si x > z, el moévil tiene
velocidad + (positiva), y tiene velocidad — (negativa) si z, > x.
Veamos un ejemplo. Supongamos que tenemos un cuerpo atado al extremo

de un resorte cuyo otro extremo esta fijo a una pared.

Figura 1.27:

B UussiEm "3‘{»
*
© X

Elresorte puede deformarse (estirarse o comprimirse). El cuerpo esta ubicado
de modo tal que el resorte no esta deformado, y en ese punto ponemos el origen.
Si pateamos el cuerpo o deformamos el resorte, el cuerpo empieza a ir y venir.
Supongamos que la velocidad apunta hacia la derecha y el resorte esta estirado.
En ese caso, el cuerpo va a moverse cada vez mas despacio (la aceleracién apunta
hacia la izquierda). Si esta estirado y la velocidad apunta hacia la izquierda, en
ese caso el cuerpo se movera cada vez mas rapido (también la aceleracién apunta
hacia la izquierda). Si vemos qué sucede para el resorte comprimido, concluire-
mos que, en ese caso, la aceleraciéon apunta hacia la derecha.

Para el resorte estirado corresponde = > 0, y para el resorte comprimido,
r < 0. Vemos entonces que la aceleracién tiene signo contrario a x. Ademas,
cuanto mayor es la deformacion del resorte, mayor es el médulo de esa acele-
racién. Todo esto puede resumirse en que una aceleracién dada por a = —aux,
donde @ > 0 es una constante que dependera del resorte, describe adecuada-
mente la aceleracién de nuestro moévil. Asumamos que a(z) = —ax, entonces

sabemos que
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dv dvd_x = @v = —ar = vdv = —azxdx

dt  drdt dx

Supongamos que a ¢ = 0, estiramos el resorte colocando al cuerpoenz = A

y lo soltamos. Esto nos dice que z, = z(t = 0) = Ay v, = v(t = 0):

v T 1 1 1
J v'dv = —f ar'dr = ~v? = ——az? + 504142

0 A 2 2
o también
1 1 1
5112 + 5&;52 = EOzA2 =

o1 1 .. 1
Aqui 5112 + 504:1:2 es la constante de movimiento y vale iaAQ, y ademas u(x) =

1 U
f§ax2 (notemos que o= T = a(x)). Entonces,
T

ng = goz(A2 — ) =0 = d_x + /(A% —2?) = dr =dt
dt +/ (A% — 2?)

t'=t

T / t
N J dx _ f J
=) ),
Aqui corresponde el signo (—) porque cuando soltamos el resorte estirado des-

de A, seguro que = < A. Entonces,

S
\ﬁLAm

x
YA du
= — = 4/at = arccos(u
L A A ()

u="—"7

0

= \/at = arccos <%> —M —

u=1
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Finalmente, % = cos(+/at), entonces

x(t) = A cos(vat)
Es decir, la posicion en funcion del tiempo es una funcién oscilante alrededor

de cero como sabemos que pasa por haber jugado con resortes.

Figura 1.28:

X

INANY

pu— ~ — e -

‘M"

Este sistema se conoce con el nombre de oscilador armoénico y ya tendremos

la oportunidad de estudiarlo con todo detalle.

1.6.3. ¢Como seobtienev = v(x)ox = z(v)?

En algunos casos, lo que queremos conocer es la velocidad como funcién dela
posicién, v = v(x) (osuinversax = z(v)). Unejemplo de esto es cuando hablamos
del sujete que se estrola contra el piso sin considerarla resistencia del aire. En esa
oportunidad calculamos v(y) = /2gy. Para esa cuenta habiamos considerado
como y = %th y v = gt, al eliminar el tiempo usando ¢ = g = v = 4/2gy.

Para conocer v(x) en cualquier caso podriamos hacer lo mismo. Es decir, ha-
llar z = x(t), v = v(t) y de estas relaciones eliminar ¢ obteniendo » = z(v)
o v = v(z). Sin embargo, podemos proceder de otro modo. En el caso de tener

a = a(v), escribimos
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dv dv dz vdv
— = _—— = _— = d
dt alv) = dx dt alv) = a(v) v

v /d / T
Entonces de J v _ J dx' sale x = x(v)

vo 0V) o,

. 1
En el caso de tener a = a(x), como vimos, 502 —u(x) =¢e = -v:—u(x,) = cte,

es decir, v(z) = £4/2(¢ — u(x)).

1.7. Movimiento relativo

Laidea es muy simple. Supongamos que estan en el vagén de un tren viajando
sentados. De pronto pasa un vendedor de bebidas por el pasillo. Desde nuestro

asiento lo vemos moverse a cierta velocidad w.

Figura 1.29:

A su vez, supongamos que el tren viaja a una velocidad V. Una persona fuera

del tren lo ve moverse a una velocidad V7.

Figura 1.30:

I Y I e o

La pregunta es, ;con qué velocidad la persona vera moverse al vendedor de

bebidas?. La respuesta es intuitivamente obvia: si el tren se mueve respecto de
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la tierra a una velocidad V7 y el vendedor se mueve respecto del tren a una ve-
locidad u, el vendedor tendra una velocidad v = Vi + u respecto de la tierra.

Introduzcamos una notacion:

= v,, = v (velocidad del vendedor relativa al observador o, solidario a la tie-

rra).

= v, = Vr (velocidad del pasajero solidario al tren o’ relativa al observador

solidario a la tierra).

» v, = u (velocidad del vendedor relativa al observador o’ solidario al tren).

Entonces v,, = v,y + vVy,. Este resultado (conocido como adicién de velocida-

des de Galileo), lo podriamos obtener también a partir del siguiente esquema:

Figura 1.31:

ol ¥

\ S—

o Yo— 4 00D 1 00 ToH TS0
L oo' ‘:;:
Xov '

f

Es evidente que

Toy = Too! + Loty

Todo esto estd en movimiento asi que todas las x dependen del tiempo. Si
derivamos respecto del tiempo,
o dxov dxoo’ dxo’v

Vov = - + = Voo! T Volo

dt dt dt
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Esto que vemos para movimiento unidimensional se generaliza inmediatamen-
te. En mas dimensiones las posiciones y las velocidades son vectores. En este ca-

S0, nuestro esquema es:

Figura 1.32:

Del grafico es inmediato que 7,, = 7o + 7o , €0 donde derivando

Voy = Voo' + Vo (17)

Supongamos que tenemos dos méviles, A y B. Entonces el vector
Tpa = (TB —Ta)
es la posicién relativa del cuerpo B respecto de A.

Figura 1.33:
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Su derivada

dipa
=
7 BA
. dr
es la velocidad relativa de B respecto de A. Como puede verse, si 4 = % y
v drs resulta que
Up = —,
B= q
Up = U4 + Upa (1.8)
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1.8. Ejercicios resueltos del capitulo

PROBLEMA 1: Un moévil se desplaza describiendo una trayectoria rectilinea con
una aceleracién dada por a(t) = a,In <ti), donde a, = 10T2 y t, = 1s. Sabiendo
° S

quev, =v(t =t,) = 1 y que z, = z(t = to) = 0, hallar:
s

b) 2 = z(t) (comparar las expresiones obtenidas con las correspondientes al

casoenel cual a = a, = cte).

c) Supongamos que el movimiento anterior (con a(t) = In (ti)) corresponde
al movimiento respecto del aire de un planeador que vuela hacia el norte.
Si hay un viento hacia el oeste que sopla a 5%”, cuanto valdria el despla-
zamiento del planeador luego de transcurridos 21s (o sea 20s después de ¢,

para un observador que esta en la tierra)?

RESOLUCION: Se puede hallar la velocidad y la posicién en funcién del tiempo

sabiendo que a(t) = a,ln (}) (a, = 10@2) con las condiciones iniciales v, =
° S

v(t =t,) = 1? y x, = x(t = to) = 0. El problema es muy sencillo. Simplemente

hay que integrar dos veces.

a) Calculode v = v(t)
d t
Como d—z =a=dv=a(t)dt = dv=a,ln (t_) dt
Ahora integramos

v t t/
J dv' = aof In <—) dt’
Vo to tO

t t .
Llamando u = Pl todu = dt,u = 1 parat =t,yu = ;. para cualquier

otro tiempo t. O sea
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o t t t t
V=0, = aotof In(u)du = a,t, {— In (—) —— 4+ 1] =a,tln (—) —ao(t—t,)
u=1 Zfo Zfo to to

o(t) = v, + agt In (;) —ag(t—t,) (19)

Observamos que cada término de esta expresion tiene unidades de veloci-

dad. Ademas, cuando t = t,, v = v, como debe ser.

b) Calculo de x = x(t)
Como fl—f =v=dr=v(t)dt = (vo + a,tln (;) — a,(t — to)) dt

o

Ahora integramos

T t / t t
t
f da’ = %J t'In (—) dt’ — aof (t' —t,)dt’ +UOJ dt’
To t=to tO t=to t=to S

[
" N~ "

I I I3

Calculo de I;:

t t .
Llamamos u = == todu = dt,u = 1 parat =t,yu = ;. para cualquier
o o

otro tiempo. O sea

t

L 2] 275
L = aotij uln(u) = ayt? v in(w) w
2 1],

u=1

1 t 1 1
= [1 = §aot2 In <t_) — ZaotQ + Zaotg
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Calculo de I:

Llamamos u = (t — t,) = du = dt,u = Oparat = t,yu = (t — t,) para

cualquier otro tiempo. O sea,

(1to) 1t 1
I, = aOJ wdu' = ay,—u® = §ao(t —ty)?

u=0 2 0
Calculo de I
t
I — Uof 4t = vyt —t,)
to
Finalmente,
1 5 t 1 9 9 1 9
x(t) = x, + éaot In ) Zao(t —t7) — §ao(t —t,)" +v,(t —t,) (1.10)

Observemos que todos los términos tienen unidades de longitud, y sit = ¢,,
el resultado es ., (como debe ser). La velocidad y la posicién en funcién del
tiempo correspondiente al movimiento con aceleracién constante a = cte

son

v(t) = vo + ao(t —to) (1.11)

2(t) = vo(t — t,) + %ao(t —t,)? (1.12)

Comparando la Ec. (@) con la Ec. (), vemos que al principio la velocidad

del mévil con aceleracion logaritmica es menor que la correspondiente a la
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del mévil con velocidad constante. Sin embargo, al ser la aceleracion loga-

ritmica creciente, por algin tiempo suficientemente grande, la velocidad

dada por la Ec. (@) resulta mayor que la dada por la Ec. (). Como resul-

tado de ello, el mévil con aceleracién logaritmica, alcanza y pasa al mévil

con aceleraciéon constante.

Figura 1.34: Graficode z vs.t paraa = a,1n (}) (gris oscuro)ya = a, = cte

(gris claro)

x{m)

250
200
150
100

50

/

2 3 4 5 6 7 g 1®

Figura 1.35: Graficode v vs. ¢ paraa = a, In (ti) (gris oscuro) y a = a, = cte

(gris claro)

60

40

20

2 3 4 5 6 7 g 1)
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c) El diagrama vectorial para el movimiento es:

Figura 1.36:

Aclaremos que un tiempo de 20s a partir de ¢y es t = 20s + ¢, = 21s. La
velocidad del planeador respecto del aire es la encontrada en los puntos
anteriores del problema. Entonces, luego de 20s, después de ¢,, se habra

desplazado hacia el norte.

Ay = (y(21s) — y(t,))

1 1 1
= Ay = (5108—77;(215)21n(213) - Z10%(213) - (13)2) —5102(203)%1%(203)

Al mismo tiempo, el aire se desplaza hacia el oeste respecto de la tierra,lo

que provoca un desplazamiento del planeador hacia el oeste dado por

k
Az = z(21s) — 2(1s) = —1.39°220s  (ya que 577" ~ 1.390)
S S
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Haciendo las cuentas Ay = 3630.6m y Az = —27.8m, el desplazamiento

sera

AF(21s) = —27.8m & + 3630.6m J

PROBLEMA 2: Un autom6vil pasa por una garita policial a una velocidad cons-

km . . .
tantede v, = 1507. Alos 10s, parte un policia en su persecucién en una moto,a

una velocidad inicial de v?, = 1™ (el envién inicial para que arranque la moto
le falla el 1 ‘s 2.0 x 10°
porque le falla el arranque) y con una aceleracion a,,(z) = vz, (v = T)'

La moto acelera hasta que se encuentra a una distancia de 400m de la garita, y

luego continta a velocidad constante.

a) Hallar el tiempo que dura la persecucién desde la partida de la moto hasta

que esta alcanza al auto.
b) ¢A qué distancia de la garita se produce el alcance?

c) Hacer un grafico que muestre la posicién en funcién del tiempo para el

auto y la motocicleta.

Ayuda: =In(u++v1+ u2). Ademassiu? » 1,In(u++/1+ u?) ~ In(2u).

J du

V14 u?
RESOLUCION: Es un tipico problema de encuentro. Estos problemas consisten,
basicamente, en encontrar la interseccién de dos curvas, las que representan la

posicién en funcion del tiempo = = z(¢) para ambos moéviles, en el plano (¢, z). El

kEm
h

lo tanto z,(¢) = v,t. La moto permanece en reposo en el origen para los primeros

enunciado nos dice que el auto se mueve a velocidad constante vo = 150—, por

i1 o km .
10s, sale con una velocidad inicial v2, = 17 y una aceleracién a,,(x) = vy, con
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2.0 x 10° .. . . PR
v = % Este movimiento sigue hasta que x,,, = 400m. A partir de alli deja
deacelerar (« = 0)y porlo tanto continta a velocidad constante, que llamaremos
v,, igual a la velocidad de la moto cuando llega a los 400m, o sea, v. = v,,(400m).
A partir de los 400m, la expresion que describe la posiciéon en funcién del tiempo

para la moto es

Tm(t) = ve(t —t.) +400m

donde ¢. es el tiempo correspondiente a x,,, = 400m (es decir, el tiempo en el cual
la moto deja de acelerar). Entonces, el problema consiste en hallar la interseccién

de dos rectas.

Ta(t) = v,t
T (t) = ve(t — t.) +400m

Aqui, entonces, el problema es que no conocemos v, y tampoco ¢.. Para acla-
rar mas las cosas, podemos hacer un grafico que ilustre la situacién en que nos

encontramos:

Figura 1.37:

Ke

400w
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Aqui, z. y t. sonlaposiciény el tiempo de encuentro (que es lo que nos piden).

Notemos que entre Ay B no hemos dibujado ninguna curva. Esto es asi debido

a que esa curva, que corresponde a x,, = x,,(t) entret = 10syt = ¢.nola

conocemos. Para resolver el problema entonces, primero debemos hallar v, y ¢,

y para completar el grafico hallar z,,, = z,,(¢).

Sabemos que

dv,, N dv,, dx,, ~oud d
— = Qy T £ ) UmQUm = YTm ATy,
dt da,, dt ! K
o sea,
J = ’yf x dx, = é/vfn — /i;/v;;f = ?Jj/’yxil
Um =03, Tm=0
es decir,

km? km?2
U () = im = U, (0.4km) = \/1h_77; +2 % 105(0.4)2 ;;L
km .
0 sea, v,,(0.4km) ~ 178.97, es decir,

km
.= 178.9—
v 789h

a) Determinacion de t..

t. es el tiempo para que x,, = 0.4km. Debemos hallar entonces ¢t = ¢(z,,).

Sabemos que

dz,, 2 dz,, dt
U = —= =\ Uy T 725 = —F———m= =
dt Vs + a2,
Ahora integramos
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Tm d:L,/ J‘l‘m
—2 = dt' = (t — 10s
Lmo A 02+ ya2 Zm=0 ( )

Pero
dx!, B
2 o
em=0 \/V% +yx2 U Je=0 !
14+ %
rUO
x dx! °
llamando u = VI = du = VYT, = dx, = i}/”ldu. Ademas para
U U Y
$/
m=0,u=0yparaz, = x,,u= T m
Um
" u:ﬁl‘in ] T
- O U |:1 3 ] O
= =T mo——- n(u++v1+u m
VI Ju=o Vita? A ( -

1 VI Tm VY Tm 2 o
:\—ﬁln W—i_\/l—i_(W) —(t 108)

Siaplicamos esta expresioén a z,,, = 0.4km obtenemos ¢.. Notemos que para

Zm = 0.4km resulta

2 % 10°(0.4)2 k
. PR o 107 » 1
k h?

1h2

entonces podemos usar la aproximacién del enunciado

o= (B

/l)o
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2.0 x 10°

Reemplazando los valores numeéricos (z,,, = 0.4km, v = 2

o __
s Uy =

k
1Tm), obtenemos (t. — 10s) = 0.01315h = 47s, 0 sea,
t. = 57s = 0.0158h

Det = t(z,,), podemos invertir y obtenemos

Um_\/7(t=105)  (para 10s < ¢ < 57s)

NQW

Lm

b) El encuentro.

Debemos encontrar la interseccion de

k k
o(t) = 15077"75 Vv an(t) = 178.97m(t—0.0158h)+0.4k:m

Sihacemos z,(t.) = x,,(t.), resulta

k k
150%@ - 178.977”(75e — 0.0158h) + 0.4km

k
y obtenemos que f, = 0.08369h = 3025 y . = 1507% — 12.6km.
c) Alfinal, el grafico queda,

Figura 1.38:
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PROBLEMA 3: Un remero es capaz de imprimirle a su bote una velocidad de 8k—m

cuando las aguas estan tranquilas. Un dia quiere cruzar un canal de 2km de an-
km

cho cuyas aguas corren con una rapidez de 5 -

a) ¢En qué direccién debe remar para desembarcar en el punto situado justo

enfrente al otro lado del canal?

k .
b) Supongamos que ahora las aguas corren con una rapidez de IOTm, cenqueé
direccién debe remar para alcanzarla orillalo antes posible? ;Qué longitud

recorreré entonces?
RESOLUCION

Figura 1.39:

?_:
X
La velocidad del remero respecto del agua:

Var = SkTm cos(a)z + SkTm sen(«w)y

Esto es v, en la Ec. (ﬁ).

La velocidad del agua respecto de la costa:

Esto es 9, en la Ec. (@).
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Finalmente, la velocidad del remero respecto a la costa:

k k k
Ver = Veq + Uy = (5Tm + STm cos(a)) T+ STm sen(«)y (1.13)

a) Setratadehallar o tal que el cruce sea sin velocidad del remero respecto de
la costa en la coordenada . De la Ec. (1.13), para la componente z debemos

establecer que

kEm kEm
Ver, = 57 + 87 COS(OZ) =0

Asi, o para que cruce a la orilla de enfrente es

)
cos(a) = § = a=arccos (?> ~ 129°

b) Ahora, la cosas cambian, la velocidad del agua respecto de la costa es o, =
km . . . .
107x y como |U.,| > |U4|, indefectiblemente el remero se desviara para

alcanzar la orilla de enfrente.

La distancia recorrida para cruzar el canal es de 2km en la direccién y. En-

tonces, el tiempo que tarda en cruzar el rio (¢.) se calcula a partir de

1

k
Ucrytc =2km = (8—m S@n(O&))tC = te = m

h

Por otro lado, la distancia recorrida en x, que llamaremos x., para ese tiem-

po es

1
4sen(a)

k k
To = Vn by = (107m + 877” cos(a))t. = (10 + 8 cos(a))

Entonces la minima desviaciéon se da cuando

d
v d 1O+8COS(oz)km _0
4sen(«)

do  da
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Mediante regla del cociente para la derivada:

dr 1 (—8sen(«a)sen(a)— cos(a)(10 + 8cos(«)))

— =—km
da 4 (sen(a))?
1
-8 ZsenQ(oz) + cos?(a 5 —10 cos()
= km
4 sen?(«)
_—8-10 cos(a)km _0
4sen?(«)

Asi,
arc cos 8 143°
Onin = —n | =
—-10

Esto implica que el tiempo minimo para cruzar de lado a lado el canal es

te=——————=h~041h
4 sen(143°)

Finalmente, lalongitud que recorre hasta alcanzarla otra orillala podemos

calcular como
|Uer|te = /02, + U2, t. (por Teorema de Pitagoras)

recordando que es para el caso en que o = «,,;,,. Este calculo se los dejo a

ustedes.
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2.1. Inercia- Masainercial

Vamos a comenzar a estudiar las leyes que gobiernan el movimiento de los
cuerpos (leyes de la dindmica). El pionero en establecer estas leyes fue Galileo
(1564-1642). Con é€l, la fisica comenzo6 a separarse de la filosofia (se conocia como
filosofia natural) para dar nacimiento ala fisica como la conocemos hoy en dia
(ciencia natural). Galileo observé que si se dejaba caer un cuerpo por un plano
inclinado desde cierta altura ., este se detenia al subir por otro plano inclinado

enfrentado, a la misma altura % (las superficies estaban perfectamente pulidas).

Figura 2.1:

Penso entonces en qué pasaba con la distancia horizontal recorrida a medida

que el angulo 5 disminuye, es decir

Figura 2.2:

Se ve que la distancia aumenta a medida que 5 disminuye (r; < 23 < 23 <
1y < x5...).¢Qué pasa entonces para 5 — 0?,.es evidente que » — 0. jEsto signifi-

caqueel cuerpo contintia siempre con la misma velocidad!{No se detiene nuncal.

Descubri6 de este modo la Ley de Inercia: si un cuerpo no interactiia con ningin otro,
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entonces o estd quieto (v = 0) o sigue moviéndose siempre con la velocidad constan-
te que tiene. Podemos decir entonces, que si un cuerpo modifica su velocidad, es
porque esta interactuando con algin otro cuerpo.

Afios después, Newton (1643-1727), no solo reafirmé la ley o principio de iner-
cia, sino que fue mas alla. Es evidente que ante las interacciones con otros cuer-
pos, los cuerpos varian sus velocidades de distinta manera. Imaginemos dos cuer-
pos diferentes, por ejemplo un vagén de ferrocarril y un carrito de supermerca-
do, ambos moviéndose a la misma velocidad v. Supongamos que con la intencién

de detenerlos nos paramos delante de ellos con los brazos hacia adelante.

Figura 2.3:

No es dificil intuir el resultado. ;Si alguno no lo intuye, le aconsejo que no
salga a la calle sin companial. Por lo que surge inmediatamente la siguiente pre-
gunta: ;Qué es lo que hace que nos resulte posible “frenar” el carrito de supermer-
cado pero, en cambio, el vagon de ferrocarril a la misma velocidad, nos pasa por
arriba sin modificar practicamente su velocidad?,.Alguien podria responder que
esto sucede por la diferencia de tamarfio. Es cierto que el tamafio del vagon es dis-
tinto al tamano del carrito. También es cierto que el color del vagén (que puede
ser verde) es distinto al color del carrito (que es plateado), y a nadie se le ocurri-
ria decir que el comportamiento de ambos cuerpos ante “el frenado” tiene que
ver con el color. En suma, no basta con que detectemos una propiedad en la que
difieran los cuerpos para que ella sea la que explique su comportamiento (eso se
llama prejuicio). Para encontrar cuél es la propiedad que determina la variaciéon

de velocidades de los cuerpos ante interacciones, debemos experimentar.
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Supongamos que tenemos dos carritos (A y B) y los hacemos interactuar en-

tre ellos los siguientes modos:

Figura 2.4:

Como resultado de estos experimentos se obtiene que, si bien v} # v # vy

Vg # vh # v, siempre vy < 0y vg > 0, ademas:

1 2 3
Va_ Va_ U4
1 2 3
U U UB

Aqui, lo introducimos el (—) para que el cociente sea positivo. Si repetimos
con otro petardo distinto, otro resorte distinto y otros imanes distintos, las velo-
cidades que obtendremos seran diferentes a las anteriores pero... llamando “pri-

mas” a las medidas en este segundo experimento:

1 2 3 1’ 2/ 3
v v v v v v . .
—d=—d-_—Ad-_4__ 4 —_3 iParacualquier interaccién!

Esto quiere decir que, como resultado de la interaccion, las velocidades que
adquieren ambos cuerpos tienen la misma relacién, independientemente de c6-

mo hayan interactuado. Esto lo podemos utilizar para definir cierta propiedad
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de los cuerpos que cuantifica su inercia (es decir, su tendencia a seguir con la
misma velocidad), que llamaremos masa inercial m, y proponemos:
mp VA

=4 (2.1)
ma UB

Esto significa que como resultado de la interaccién mutua, los cuerpos, a par-
tir del reposo, adquieren una velocidad inversamente proporcional a sus masas
inerciales (mas masa inercial, menos cambio de velocidad). A partir de la Ec. (@)

podemos definir la unidad de masa inercial: elegimos un carrito y pintamos una

« 9
Uu

Figura 2.5:

| u

si queremos determinar la masa de cualquier otro carrito (en unidades u), hace-

mos el experimento:

Figura 2.6:
o 7] 2ol [TV
- - — > - .

me Uy,

u (%

Si medimos v, y v tendremos m-, en unidades de . Esto ya lo hicieron y lo
llamaron 1 kg (kilogramo) a la masa del carrito elegido como unidad. Ese “ca-

rrito” esta guardado en Saint-Cloud (Paris-Francia) en la Oficina Internacional
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de Pesas y Medidas y la llaman “kilogramo patrén”. Hay una copia en cada pais.

En Argentina estd en el INTI. Asi definida, la masa tiene algunas propiedades a

tener en cuenta:

1. La masa inercial es una propiedad intrinseca de cada cuerpo. Todo cuerpo

tienen una masa no nula, y si ponemos alguna vez m = 0, esto quiere decir
que es una masa despreciable frente a la masa de los otros cuerpos que

aparecen en el problema.

. El cociente de velocidades (Ec. (Ell)) es siempre positivo. Luego el cociente
entre dos masas cualesquiera es siempre positivo. Luego todas las masas
inerciales tienen el mismo signo (o son todas positivas o son todas nega-
tivas). Las elegimos entonces como todas positivas. NO EXISTEN MASAS
INERCIALES NEGATIVAS.

. Lamasa se conserva. No hay manera de crearla o destruirla. Por ejemplo, si
tomamos un cuerpo de madera de masa m y lo reducimos a aserrin, la masa
de todo el aserrin es m. Si en lugar de reducirlo a aserrin, lo quemaramos,
la masa del producto de la combustién del carrito resulta m. Esto es cierto
si despreciamos efectos que tienen que ver con la relatividad de Einstein

que podremos discutir en otro momento.

2.2. Cantidad de movimiento

Otra forma de escribir la Ec. (@) es mavs + mpuvg = 0, o también de la si-

guiente manera:

pa+pp =0 (2.2)

donde hemos definido p = mv como cantidad de movimiento. La Ec. ()

expresa una propiedad fundamental de la mecanica. Consideremos las interac-
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ciones que estudiamos para definirla masa (ese tipo de interacciones selas llama
“interacciones explosivas”).

Antes de la interaccion:

Figura 2.7:

va=0,v=0=ps=0,pp=0=Pr=ps+pp=0

Después de la interaccion:

Figura 2.8:

e @_Ya

L2000

va # 0, v #0=p4 =myva # 0, pp =mpvp #0 pero Pr=ps+pp =0

iLa cantidad de movimiento total es cero ANTES de la interaccién y también
DESPUES..

Detengamonos un poco para pensar qué significa lo que sucede con la canti-
dad de movimiento de cada cuerpo y la cantidad de movimiento total antes de
la interaccién y después de ella.

ANTES: py» = 0y pp = 0 ya que los carritos estan en reposo. Por lo tanto

Pr=ps+pp=0.
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DESPUES: p4 # 0y pg # 0.Sin embargo, P = p4 + pg = 0. Es decir, Py sigue
siendo cero.

¢Qué significa esto?. Significa que como resultado de la interaccién ambos
cuerpos adquieren una cantidad de movimiento (antes de ella el p de cada cuerpo
era cero) y ademas como el total de la cantidad de movimiento sigue siendo cero,

los cuerpos adquieren una cantidad de movimiento opuesta:

PA = —PB

Podemos decir entonces que la cantidad de movimiento total se conserva du-
rante todo el proceso. Que se conserve quiere decir que vale lo mismo antes de
la interaccién (Pr = 0) y después de ella (Pr = 0). Lo interesante del asunto es
que esto que vale para las interacciones explosivas (donde Pr = 0), vale para
CUALQUIER INTERACCION.

Supongamos que dos cuerpos A y B (con masas m, Y mp) Se acercan con
velocidades v4 y vp. Cuando estan suficientemente cerca, interactian entre ellos
(conlainteraccién que a ustedes se les ocurra) y luego se separan con velocidades

v’y y v’. Esto lo podemos esquematizar como sigue (Fig. (@)):

Figura 2.9:
= M NA g Vo £< t/,\_.
4\ Pa : - > -9
2) 2, £4 2,
q,u-i i n+emelf:wd,‘:‘ ch
S o6 Ccoo.
3) B W= Mg £ai L
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1. t < t; significa antes de la interaccién (que empieza en ¢;).
2. t; < t < t, significa durante la interaccion (que dura un tiempo (¢, — 1))

3. ty < t significa después de la interaccién (que termina en ¢5).

Pr = mqua + mpuy = myv'y + mpuy = Py (2.3)

Es decir, la cantidad de movimiento antes de la interaccién es igual a la can-
tidad de movimiento después de ella cualquiera sea esta interaccion. La Ec. (@) se

puede escribir como

APp = Pp— Pr = (pa—pa) + (pp — 1p) = Apa+ App = 0= Aps = —App

Esto quiere decir que, como resultado de la interaccién, la cantidad de movi-
miento del cuerpo A, p4, varia en Ap,; v la cantidad de movimiento del cuerpo
B, pg, varia en App; pero. como en total la cantidad de movimiento se conserva
(no varia), resulta que Ap, = —App. Sila cantidad de movimiento de A aumen-
ta (o disminuye), la cantidad de movimiento de B disminuye (0 aumenta) en lo
mismo. Podemos decir que lo que sucede durante la interaccién es un proceso de
intercambio de cantidad de movimiento entre los cuerpos: un cuerpo gana can-
tidad de movimiento gracias a que otro lo pierde. De esta forma, la cantidad de
movimiento total permanece constante.

Vamos a hacer una analogia que nos va a resultar util. Cuando era chico, ju-
gabamos a las figuritas. Las figuritas eran cartoncitos con fotos de jugadores de
fatbol que se pegaban en un album, el cual, una vez lleno se canjeaba por una
pelota N°5. Basicamente, el juego, consistia en un mecanismo por lo cual duran-

te el juego un jugador ganaba las figuritas y otro jugador, perdia. Podemos decir
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que una interacciéon entre dos cuerpos es analoga a un partido de figuritas entre

dos chicos. Veamos:

= Antes de jugar (total de figuritas: 90). Pedro tiene 50 figuritas, Roque tiene
40.

= Durante el juego (cualesquiera sean las reglas, aun si algin jugador hace
trampa y le roba figuritas al otro). Hay figuritas que gana Pedro porque

Roque las pierde y viceversa.

» Después del juego (total de figuritas: 90). Pedro tiene 70 figuritas (gané 20),
Roque tiene 20 (perdi6 20).

En cualquierjuego de figuritas entre dos chicos se cumple el principio de con-
servacion del numero total de figuritas. Podriamos “definir” un juego de figuri-
tas entre dos chicos, con toda generalidad, como cualquier proceso de intercam-
bio entre los dos chicos. Del mismo modo, podemos decir que cualquier interac-
cion entre dos cuerpos cumple con el principio de conservacion de la cantidad
de movimiento total. Ademas, definimos como interaccién entre dos cuerpos a
cualquier proceso que implica el intercambio de cantidad de movimiento entre

ellos.

Vamos ahora a una descripcién mas “cientifica”. Grafiquemos la evoluciéon
de la cantidad de movimiento de dos cuerpos durante el proceso de interaccién
entre ellos (Fig. (@)).
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Figura 2.10:

P | S - S
L
—— i

-

Como dijimos antes de la interaccion (¢ < ¢;), cada cuerpo tieneunp (p4 y ps)
que permanece constante. La suma de ellos es Pr = p4 +pp (y por supuesto, tam-
bién permanece constante). Luego de la interaccion (¢ > ¢,) los p de cada cuerpo
variaron p4 — p/, Y ps — p'g, pero de modo tal que p4 + pg = p'y + py = Pr. Es
decir, la cantidad de movimiento total es la misma antes y después de la inter-
accion. Durante la interaccion (¢, < t < t») no sabemos coémo evolucionan los p
de cada cuerpo. Esto va a depender de cual y c6mo es la interaccion entre ellos.
Enlo que sigue estudiaremos justamente eso. Pero antes imaginemos un proceso
de interaccién cuya duracién es muy corta (¢, — ¢;) pequeiio). La palabra “corta”
(y también “pequefio”) merecen una explicacion. jAlgo es “corto” (o “pequeiio”)
respecto a otra cosal. Por ejemplo, cierto tipo de mariposas, llamadas efimeras,
viven alrededor de un dia en su estado de mariposa. Los hamsters viven cerca de
tres o cuatro anos, y las ballenas del océano Artico cerca de doscientos afios. Esta
claro que decir que la vida de los hamsteres es “corta” es ambiguo y no significa
nada. Deberiamos decir, “La vida de los hamsteres es corta comparada a la vida

de las ballenas, y es larga comparada a la vida de las efimeras”.

En nuestro caso, cuando decimos que la duracién es corta, lo que queremos

decir es que (t; — t;) es mas pequenio que el tiempo minimo que puede medir
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nuestro reloj. Por ejemplo, estamos viendo un juego de billar (de carambolas).
¢Serian ustedes capaces de decirme cuanto dura una interaccién de las bolas

cuando chocan?. ;:Cémo seria la Fig. () en ese caso?

Figura 2.11:

La interaccién no dura nada, es instantanea. De verdad, interacciones asi no
existen en la naturaleza. Sin embargo, esta es la descripcion de lo que vemos
cuando (t, — 1) no es “medible” con nuestro reloj. Si mejoramos la precisiéon de
nuestro reloj, la Fig. () se convertiria en la Fig. (). Esto nos permite defi-
nir lo que entendemos por “choque” o “colisién”. Un choque entre dos cuerpos
es cualquier interaccién cuya duracién es tan pequefia que no podemos deter-
minarla. Es claro, que si estamos en presencia de un choque, no podremos decir
qué es lo que pasa durante la interaccién. Solo habran un antes y un después.

Vamos ahora a “remover” el signo de pregunta que esta dentro de la Fig. ().

2.3. Choques

Antes de ponernos a estudiarlo que pasa durante la interaccién, hablamos un
poco mas de los choques. Como ya dijimos, un choque entre dos cuerpos es cual-

quier interaccién cuya duracién es tan corta que no la podemos medir. Es claro
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entonces que lo inico que podemos decir es qué pasa antes de la interaccion y
qué pasa después. ;Y qué podemos decir?,. Que en todo choque entre dos cuerpos
se conserva la cantidad de movimiento total. Es decir, si p4 +pg = Pr antes, sera
Py + Pz = Pr después. Dicho de otro modo, si Aps = p/y — pay App = ply — ps
son lo que varia la cantidad de movimiento de cada cuerpo como consecuencia

del choque, resulta

Apa = —App (2.4)

Alavariacién delacantidad de movimiento sela suelellamarimpulso (Ap, =
ja, App = jB, j = impulso). Otra forma de escribir la Ec. (@) es j4 = jp. Esto,
repito, se cumple para cualquier choque.

Podemos distinguir tres tipos de choques. En general, el esquema es el si-

guiente:
Figura 2.12:
Pazmav,  PemieVe INTOVN Pe* Mo Ve
Uy =Up — Vg v =g — v,
(Velocidad relativa de B (Velocidad relativa de B
respecto de A antes) respecto de A después)
1. Choques perfectamente eldsticos: Ademas de APr = 0, resulta v, = —uv/.

Esto quiere decir que si viajasemos subidos al cuerpo A, antes del choque
veriamos que el cuerpo B se nos acerca con una velocidad v,. La velocidad

relativa conserva el médulo pero no cambia el sentido.

2. Choques ineldsticos: Ademas de APy = 0, resulta |v!| < |v,].

En particular, se llama choque completamente inelastico (o choque plasti-
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co) cuando v.. = 0. Esto significa que luego del choque los cuerpos quedan
adheridos, es decir pegados. La velocidad de ambos luego del choque es la

misma y, por lo tanto, v/. = 0.

3. Choques explosivos: Ademas de APr = 0, resulta [v]| > |v,].
Esto implica que después del choque los cuerpos se alejan entre si con una

velocidad mayor que la velocidad a la cual se acercaban antes del choque.

2.4. Centrode masa

Dado un sistema de dos cuerpos, existe un punto en el espacio que tiene algu-
nas propiedades interesantes. Lo definiremos para problemas unidimensionales
y mas adelante lo generalizaremos a mas dimensiones y a mas cuerpos. Consi-

deremos el siguiente sistema:

Figura 2.13:
b
Ma m
A (& .
T
KA — X
Xy

La posicién de este punto, llamado CENTRO DE MASA (C' M), esta definida por

maTa + mpxp
ma+mp

Xom =

Este punto estd ubicado entre los dos cuerpos. Por simple inspeccién de su

definicion, es facil comprobar que si las masas son iguales (m, = mg), el CM
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esta exactamente en la mitad de la distancia que separa a ambos cuerpos, y si
una masa es mayor que la otra, el C'M se encuentra mas cerca de la mayor. Por
ejemplo,sim4 > mp,el C M se encuentra mas cerca de A que de B. Silos cuerpos

semueven, x4 Y xp varian con el tiempo y porlo tanto también X,,. Calculemos

. dX
la velocidad del centro de masa %
Vo = dXom _ AT T _ Mmava+mpup _ Pr
dt ma+mp ma+mp ma+mpg
O sea
P
Vo = ———— (2.5)
ma +mp

Aqui vemos por qué es importante el C'M. Su velocidad esta relacionada con
la cantidad de movimiento total Pr. Como ya vimos el Pr total se conserva para
dos cuerpos en interaccién (cualquiera sea esta). Vale lo mismo antes y después.
Esto también se cumple para cualquier choque. jEsto quiere decir que en un cho-
que la velocidad del C'M permanece constante! No importa como se muevan los
dos cuerpos luego del choque, 1a velocidad del C'M sera la misma que tenia antes
del choque. Es decir, el C' M se mueve antes y después del choque con una veloci-
dad constante cuyo valor es expresado por la Ec. (@). Por cierto, si el choque es
plastico, la velocidad del C'M coincide con la velocidad de ambos cuerpos des-

pués del choque (dado que quedan pegados).

2.5. Cantidad de movimiento total y muchos cuerpos

Supongamos ahora que tenemos tres cuerpos que pueden interactuar entre

ellos. Antes que interacten tendremos:
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Figura 2.14:

Mg VB v e

m
Cart o3 ey

Vamos a introducir ahora lo que entendemos por “mi sistema”. Llamaremos
“mi sistema” (o el sistema) a aquel conjunto de cuerpos cuyo movimiento nos
interesa estudiar.

Si vamos a estudiar el movimiento de los tres cuerpos (4, By C), estamos
incluyendo todos los cuerpos que pueden interactuar entre si, no hay cuerpos
externos (externos al sistema, claro).

Si, en cambio, el sistema lo tomamos como los cuerpos Ay B, pero C queda
afuera de mi sistema, luego C' es un cuerpo externo al sistema. A veces se dice
que un sistema como el (A4, B, C) es aislado porque contiene a todos los cuerpos
que pueden interactuar entre si. El sistema (A, B) en cambio es no aislado porque
puede interactuar con un cuerpo externo (el cuerpo C).

Trascurre el tiempo y los cuerpos interactian (no importa c6mo):

Figura 2.15:

Después que las interacciones terminan, tenemos:

Figura 2.16:
M ! My \/ ’ Ma v,/
e 5 g i iy
c 44— L 1 \ A 1A
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Consideremos el sistema aislado (A, B, C). La cantidad de movimiento total
antes de la interacciéon es Pr = mv4+mpvg+meve. La cantidad de movimiento
después es P = m,v’y + mpvy + mcvg. Teniendo en cuenta lo que dijimos res-
pecto de lo que era una interaccién (un intercambio de cantidad de movimiento
entre los cuerpos interactuantes), esperamos que Pr = Pj, dado que si algin
cuerpo perdio p es que algiin otro cuerpo lo gané. Por consiguiente, jtodo el p que
habia en el sistema se conserval.

S,i en cambio, consideramos el sistema (A, B), la cosa cambia. En ese caso,
Pr = mava + mpug y Pp = mav'y + mpvz. Como en este caso, los cuerpos A
y B interactiian con una cantidad de movimiento por intercambio con C (que
no esta tenido en cuenta en ] a cantidad de movimiento total del sistema), esto
quiere decir que, en este caso, Pr no tiene por qué conservarse, porque, en ge-
neral, C entregara parte de su cantidad de movimiento o adquirira, cantidad de
movimiento de A y/o B. Podemos, enunciar lo siguiente: un sistema aislado de N
cuerpos en interaccion conserva su cantidad de movimiento. Se suele decir que

N

PT = MV + Moy + M3V3 + ... + MNyUN = Zmivi

=1

es una constante de movimiento para un sistema aislado de V cuerpos en inter-
accion. Aprovechamos la ocasién para generalizar la posicién y la velocidad del
C' M para N cuerpos:
N
MAT1 + MaTo + M3Ts + ... + MNTN D g TUT;

Xoum = N

N
v miv1 + Moo + M3Vs + ... + MNUN Zi:l m;v; Pr
mi+mo +msg+ ... +my Zi:lmi Zi:lmi

Vemos aqui que la velocidad del centro de masa de un sistema aislado de N

cuerpos en interaccién es constante. Sefialo una vez mas que hasta ahora esqui-
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vamos prolijamente lo que sucede durante la interaccién. Todo lo que vimos, por
lo tanto es general y no depende de como sea la interaccion. El durante sera mo-

tivo de la préxima entrega.

2.6. Estudiando las interacciones

Dado un sistema de dos cuerpos A y B que interactiian, ya sabemos como
se relacionan sus movimientos anteriores a la interaccion con sus movimientos
posteriores a la interaccion. Ahora veremos lo que pasa durante la interaccion. En
términos del Grafico () de estos apuntes, ya hablamos bastante de lo que pasa
parat < t; yt > t,. Ahora estudiaremos que pasa para t; < ¢ < t,. En otras
palabras, trataremos de remover el signo “?” del Gréfico (2.10) encontrando como
evoluciones p, hasta p/, y p, hasta p,. Recordemos que una interaccién entre dos
cuerpos es un intercambio de cantidad de movimiento entre ellos tal y como
una partida de figuritas. Esto quiere decir que si somos capaces de describir un
partido de figuritas por medio de alguna caracteristica, jtambién lo habremos
logrado con las interacciones!.

Recordemos el partido de figuritas entre Pedro y Roque de las paginas ante-
riores: didlogo entre Pedro y su mama:

Mama: ;Qué hacés Petty? . Bueno, ya jugaste lo suficiente. jAhora a bafiarse y a
hacer los deberes!

Pedro: Uh... jno! jYa me baiié ayer! jAdemas esto de las fracciones es un plomo!
Mama: Mira Pedro que me voy a enojar... ;De dénde venis?

Pedro: De jugar a las figuritas con Roque...

Mamad: ;Y cémo te fue?...

Pedro: Bien... Gané 20 figuritas.

Mama: ;Y cuanto tiempo estuviste jugando?
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Nota de relator: A partir de esta respuesta de Pedro, consideraremos dos escena-

rios posibles.

= ESCENARIO1
Pedro: 15 minutos
Mama: ;Y en 15 minutos le ganaste 20 figuritas?jQué barbaro! ;No le habras
hecho trampa, me imagino?

Pedro: jAy, mama! Ademas, esas son cosas mias

= ESCENARIO 2
Pedro: 3 horas...
Mamad: ¢3 horas jugando y solo le ganaste 20 figuritas? jQué manera de per-

der el tiempo por 20 figuritas! Qué aburrido!

Este dialogo ya nos introduce una cantidad adecuada, al menos de manera
global o grosera, para describir la partida. Es la que emplea la mama de Pedro

(quiza sin saber formalizar como si sabemos nosotros):

nimero de figuritas ganadas

Intensidad dejuego (< I; >) = fiempo total de juego

» Para el ESCENARIO 1

Py 20 ﬁguritas 13 3fig.urita
15 minutos minuto
» Para el ESCENARIO 2
<L oe 20 ﬁg}lritas 01 1ﬁg.urita
180 minutos minuto

Es obvio que el juego del ESCENARIO 1 fue mucho maés intenso (al menos

en promedio) que el juego del ESCENARIO 2. En el ESCENARIO 1 cada tanto se
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intercambiaba % de figurita mientras en el ESCENARIO 2 hubo que esperar casi
10 minutos (en promedio) para intercambiar una figurita. Resulta mas o menos
claro que < I; > describe el juego de figuritas pero sin demasiado detalle. Para
entender esto podemos imaginar infinitos juegos diferentes pero con la misma
< I; >.Pensemos quela descripcién de Pedro para el ESCENARIO 2 podria haber
sido:

Pedro: jFue muy emocionante! En los primeros 15 minutos perdi 10 figuritas, en
la media hora siguiente, otras 10, pensé que me pelaba, pero en la hora y cuarto
siguiente recuperé las figuritas que habia perdido. Seguimos jugando y en 45 mi-
nutos perdi 15 figuritas. Se estaba haciendo de noche y entonces jugdbamos cada
vez mas rapido, y jal final en los Gltimos 15 minutos gané 45 figuritas!. Resultado:

gané 20 figuritas en tres horas

< >=0nlY
mn

Si queremos dar una descripcién detallada del juego, < I; > no sirve. Esto se
debe a que /; en general varia a lo largo del juego. Podriamos, por ejemplo, decir
lo que vale /; a medida que transcurre el juego.

Dejemos las figuritas y volvamos a la mecanica. La manera mas grosera de
describir una interaccién es considerar cuanta cantidad de movimiento se trans-

firi6 de un cuerpo a otro durante la interaccién

Numero de figuritas ganadas
Tiempo total de juego

O sea, la intensidad de la interaccién media sobre A debida al cuerpo B, es
(ver grafico (2.10))

T et G
th—ti  ta—t

Analogamente, sobre el cuerpo B tendremos
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Py — DB App

< Fpa= =
BAT %t -t
Ademas, como Ap4 = —App (por conservacioén de Pr), resulta
< Fyp>=—<Fgy >

A < F,p > selallama fuerza media sobre A debido a su interaccién con B (es
obvio como se llama < F45 >). Esta cantidad describe la interacciéon tan bien o
mal como < I; > describe el juego de figuritas.

Para mejorar la descripcién deberiamos hacerla en términos de la intensidad
de la interaccién pero en cada instante (no el valor medio), o sea, en términos de
la cantidad de movimiento intercambiada por unidad de tiempo pero instante
a instante. Para eso consideramos lo siguiente: si aceptamos que la interaccién
entre dos cuerpos es un proceso de intercambio de cantidad de movimiento, es-
to no solo implica la conservacién de movimiento total antes de la interaccién y
después de la interaccién, sino también durante ella. En efecto, cada vez que un
cuerpo gana un poquito de p es porque lo pierde el otro (durante el juego de fi-
guritas, cada vez que un chico gana una figurita es porque el otro la pierde y el
nimero de figuritas total permanece constante). Podemos entonces escribir para

todo tiempo

Pr =py+pp = cte

con toda generalidad.

dpa  dpp dpa _ dpp
AL g A 8
dt dt dt dt

Si aplicamos estas expresiones para un tiempo ¢ < ¢t; 0t > to
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dpa _ dpp
dt Todt

y se cumplen trivialmente (si no hay interaccién cada cuerpo conserva su

=0

cantidad de movimiento). Si en cambio ¢; < t < t,, esto nos dice como deben

evolucionar las curvas entre p, y 9’4 Y ps Y05 Que

dpa _ _dps
dt dt
significa que sila curva baja, la otra curva debe subir lo mismo (y al revés). O sea
el grafico () lo completamos asi:

(t <t <ty)

Figura 2.17:
Pe
1
b
' £
1 I/ N

En el grafico tratamos de explicarlo dibujando el angulo de la recta tangente
a ambas curvas en un tiempo cualquiera ¢+. Debe suceder que si el angulo para
pp €s « el otro sera —a.

Por otra parte, ;qué significa 6%4?. Eslo que varia la cantidad de movimiento
por unidad de tiempo a cada momento. Es la intensidad de la interaccion en ese
momento. Por eso lo llamamos
_dpa  dvg

Fyp=—"=mas—— = amga
AB i Adt AGA
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fuerza sobre A debido a la interaccion con By

dpp dvp

Fpp=—=mp—— =apa
BA It By BAB

fuerza sobre B debido a la interaccion con A

(Notar: fuerza = intensidad de una interaccién)

Como vimos,

dpa dpp
_ = —— Fip=—-F
di dt = I'AB BA

Ya estamos en condiciones de enunciar, porque ya sabemos lo que quieren
decir, las leyes fundamentales de la mecanica, también conocidas como Leyes de

Newton:

1. Principio de inercia: todo cuerpo libre de interacciones o esta en reposo o

continlia con movimiento rectilineo uniforme (v = cte).

2. Principio de masa: todo cuerpo sometido a una interaccién cuya intensi-
dad es la fuerza F, adquiere una aceleracion proporcional a dicha fuerza.

La constante de proporcionalidad es la masa inercial.

F = m.a (principio de masa)

3. Principio de accién y reacciéon: toda fuerza proviene de una interacciéon
entre dos cuerpos A y B. Esto quiere decir que las fuerzas aparecen de a
pares (pares de accién y reaccién). Una componente del parestd en A (F4p),

otra en B (Fp4),y se verifica

Fap = Fp4 (principio de accién y reaccién)
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Ya sabemos qué pasa con los cuerpos no interactian (principio de inercia), y
lo que sucede cuando interactiian es que varian su velocidad de acuerdo al prin-
cipio de masa (segunda ley de Newton). Esto significa que si sabemos como son
las interacciones (o sea las fuerzas), podremos determinar las aceleraciones. Y si
conocemos las aceleraciones, podremos determinar cémo se mueven los cuerpos
(integrando podemos encontrar v = v(t) y x = z(t)) tal y como hemos aprendido

cuando estudiamos cinematica. Vamos ahora a estudiar algunas interacciones.

2.7. Tiposdeinteracciones

Vamos a distinguir dos tipos de interacciones:
1. Interacciones a “distancia”.
2. Interacciones de vinculo.

La gran diferencia entre ambas es que las segundas (es decir, las interacciones
de vinculo) limitan el movimiento de los cuerpos mientras que las que son “a

distancia”, no lo hacen. Esto va a quedar mas claro a continuacién con ejemplos.

2.7.1. Interacciones “a distancia”

a) Laprimerainteraccién de este tipo que vamos a introducir es la interaccién
gravitatoria con la Tierra. Todos los cuerpos (todos - todos) interactiian con
la Tierra de modo tal que, por esa interaccion, sino interactian con ningiin

. .. . . m
otro cuerpo, adquieren una aceleracion hacia la Tierra que vale g = 9.8—.
S
La fuerza que describe la interacciéon gravitatoria sobre el cuerpo recibe el
nombre de PESO del cuerpo. El peso de un cuerpo de masa inercial vale
entonces

P=m-g
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Esto ultimo utilizando la segunda ley de Newton.

Segiin la tercera ley de Newton, las fuerzas vienen de a pares (pares de ac-
cién y reaccion;, cada miembro del par aparece en cada uno de los cuerpos
que interactian. Esto quiere decir que si queremos describir la interaccion
gravitatoria entre un cuerpo (una persona, por ejemplo) de masa inercial m

y la Tierra (de masa inercial M) tendremos en el esquema de la Fig. ().

Figura 2.18:

P:.I'W'la/

-

szz
ceuntro de
R Terra.

Por supuesto que la Fig. () no esta a escala. Lo que queremos mostrar
es que, como resultado de la interaccién con la Tierra, sobro todo cuerpo
cerca de ella (digamos que a una altura tal que h << Ry (radio terrestre)=

6400km) aparece una fuerza llamada peso del cuerpo, en el cuerpo y en el

centro de la Tierra, que hace que se atraigan entre si. Esto, entre otras co-
sas, nos permite afirmar pedantemente que quien dice: “Los objetos deja-
dos libres desde una altura % caen hacia la Tierra’, estid equivocado. De-
beria decir que “caen el uno hacia el otro”. Sin embargo, de hecho todos

decimos que caen hacia la Tierra, y si bien, técnicamente, esta mal, lo que
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pasa es que sicaen! ;Cémo puede ser que eso suceda? Hagamos algunos ni-
meros. Consideremos que la persona en cuestion tiene una masa inercial
m = 100kg (para redondear). Entonces tiene un peso de P = 100kg- 9.8% =
980l<:gg = 980 Newton (V) (aunque ya volveremos sobre las unidades, he-

mos aprovechado para introducir una unidad de fuerza: 1 Newton (N) =

1 metro m
= kg E)

1 kilogramo - ———— =
(segundo)

Calculemos qué aceleraciéon aparece sobre la Tierra (a7) como consecuen-

cia de esta fuerza aplicada en su centro,
980 N = Myp.ap = 5.97 x 10**kg.ar

(donde hemos puesto M = 5.97 x 10**kg). O sea

980 m
=_— 107" =1.34 x 107 —
=g AT

o sea,
B 1.64 m
~10000000000000000000000 s2

ar

iiNo existe instrumento capaz de medir esta aceleracién!!

Otra interaccién “a distancia” que vamos a introducir ahora es la interac-
cién elastica. Se la suele simbolizar como un “resorte” (porque en algunas
condiciones es una realizacién de este tipo de interaccién), pero hay que
tener en cuenta que un resorte real siempre tiene masa inercial y se puede
estirar y comprimir hasta cierto limite, en cambio nuestros “resortes” no
tienen estas limitaciones: tienen masa nula y se pueden estirar o compri-
mir lo que haga falta, o sea no limitan el movimiento. Esta interaccién es
muy importante, ya que veremos, mas adelante que cualquier interaccion,

bajo determinadas condiciones y con ciertas propiedades, dentro de ciertos
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limites se comporta como la interaccién elastica. Primero consideremos

un cuerpo interactuando con una pared por medio de esta interaccion.

Figura 2.19:

el
VIV

of“""ﬁo"” —» :-?‘
X

3

La fuerza que aparece sobre el cuerpo (fuerza elastica) resulta:

F. = —k(z — ) 2.6)

k recibe el nombre de constante eldstica del resorte y [, es lo que se conoce
con el nombre de longitud libre (es decir, cuando el resorte no esta ni es-
tirado ni comprimido). Es importante notar que la expresion de la fuerza
elastica en términos de las coordenadas definidas por nuestro sistema de
referencia va a variar si cambiamos dicho sistema. Por ejemplo, la expre-
sion @ para la fuerza elastica, es valida si x esta definida como indica el

sistema de referencia que esta al lado. Si tomamos, por ejemplo el sistema

Figura 2.20:




Alejandro José Fendrik

entonces F, = —kx. Esto es asi porque el sentido fisico de la fuerza elastica
estd dado por si el resorte estd comprimido o estirado. Si el resorte esta
estirado, el sentido de la fuerza sera aquel en que tiende a comprimirse y

si estd comprimido el sentido de la fuerza serd aquel que tiende a estirarse.

Ahora consideremos que el resorte provee la interaccién entre los cuerpos

Ay B

Figura 2.21:

W«é’&mﬂ

4
[ A X o

Determinemos primero F, (la fuerza elastica sobre A debido a la interac-

cién con B).

La separacion entre By A, (xrp — x4) coincide con la longitud del resorte.
Esto quiere decir que [(zp — x4) — lo] es la deformacién del resorte. Cuan-
do el resorte estd estirado [(xp — z4) — ly] > 0, y entonces tenderia a com-
primirse, luego la fuerza sobre A deberia apuntar hacia B. O sea, Fap =
k[(xp —x4) — o). Sabemos que Fup = —Fps = —k[(xp — x4) — ly] pero
podriamos concluir lo mismo razonando como hicimos para determinar
Fp. En suma, la descripciéon “matematica” de la fuerza debe cumplir con
la fisica: si el resorte entre los cuerpos esta estirado, entonces la interaccién
entre ellos es atractiva (tiende a juntarlos). Si el resorte estad comprimido,

entonces la interaccién es repulsiva (tiende a separarlos).
Mas adelante trabajaremos con otras interacciones “a distancia”, como la inter-
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accion gravitatoria universal (que a cortas distancias de la Tierra provee el peso
sobre los cuerpos que ya vimos) o la fuerza electrostatica (o ley de Coulomb) entre

cuerpos con carga eléctrica.

2.7.2. Interacciones de vinculo

Como ya fue mencionado, las interacciones de vinculo son aquellas que pro-
vienen de una limitacién en el movimiento de los cuerpos, por ejemplo, un cuer-
po apoyado sobre una superficie, una bolita deslizando (enhebrada) en un alam-
bre, una piedra atada a un piolin describiendo un circulo, etcétera. Las fuerzas
que describen interacciones de este tipo reciben el nombre de fuerzas de vinculo.
Estas interacciones estan siempre relacionadas con la existencia de alguna ecua-

cion que vincula las coordenadas del problema (ecuacién de vinculo).

NO HAY INTERACCION DE VINCULO (NI FUERZA CLARO) SIN ECUACION DE
VINCULO.

Esto quedara mas claro con los ejemplos que veremos a continuaciéon. Otra
caracteristica de las interacciones de vinculo es que el valor que toman sus fuer-
zas es desconocido y en general resultan incoégnitas que conoceremos recién co-
mo solucién del problema mecéanico. Podemos decir entonces que las fuerzas de
vinculo se acomodan (mientras puedan...) al resto de las interacciones y condi-
ciones del problema. Esta caracteristica las hace completamente diferentes de
las interacciones a distancia, cuyas fuerzas conocemos antes de resolver el pro-
blema (por ejemplo el peso es P = mg; dado un sistema de referencia la fuerza

elasticavale F, = —kx .. ., etcétera).

a) Interaccion de contacto.

Esta interaccion es la que se produce cuando dos cuerpos estan en contacto

mutuo y esta relacionada con la impenetrabilidad de la materia.
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Por ejemplo, consideremos un cuerpo apoyado sobre una mesa (o cualquier
superficie plana). Supongamos que el cuerpo se encuentra en reposo. En-

tonces tendremos el siguiente esquema:

Figura 2.22: Cuerpo apoyado sobre una mesa.

i

B

El cuerpo interactla con la tierra gravitatoriamente, entonces sobre él ac-
taa la fuerza peso. También esta en contacto con la mesa. Que esté en con-
tacto con la mesa establece una ecuacién de vinculo para la coordenada Y

del cuerpo:

Asociada a esta ecuacién hay una interaccién de contacto entre el bloque
y la mesa. A las fuerzas de esa interaccion (fuerzas de contacto) se las sue-
le llamar “normales” porque resultan perpendiculares a las superficies de
contacto. Es usual dibujar los cuerpos por separado con todas las fuerzas
aplicadas sobre ellos. Tales dibujos reciben el nombre de diagrama de cuer-

po libre. Para el caso es
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Figura 2.23:

]
ﬂL P:m%_

Ahora, si pensamos en la segunda ley de Newton, podemos escribir
ma = —mg+ N

(Observar que esta ecuacion tiene sentido si viene acompaiada del sistema

dereferencia indicado en el grafico . La ecuaciénde vinculoy = y,, nos
dy

e 0. Esto significa que

permite decir que a =

mg =N

Dadas las condiciones del problema, resulta que N es igual y opuesta a P.
Quiza alguno de ustedes piense que el peso y N son un par de accién y
reaccion jDe ningiin modo es asi! Recordemos que la otra componente del
par correspondiente al peso esta aplicada en el centro de la Tierra y la otra
componente del par correspondiente a la fuerza de contacto N esta en la
mesa. En una descripcién “animalista” podriamos decir que el bloque “tra-
ta” de atravesar la mesa pero la mesa no se “deja” atravesar. La fuerza N
se acomoda a lo que haga falta para mantener las condiciones del proble-
ma (que y = yu y por lo tanto a = 0). Este poder de acomodacién tiene
su limite. ;Qué pasa si aumentamos la masa del bloque?. Claramente de-
be también aumentar N pero llega un momento que el N llega a ser tan

grande que... |la mesa se hace moco. Se despanzurra y se acabé el poder de
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acomodacién. Resolvamos un sencillo problema que tiene que ver con las
normales. Supongamos que un sefior esta en un ascensor que se encuentra

en reposo y se estd pesando en una balanza:

Figura 2.24:

Mr

La segunda ley de Newton nos dice que (al igual que el ejemplo anterior del
bloque y la mesa) resulta mg = N, donde N es la fuerza de contacto entre
el senor y la balanza. La balanza mide la fuerza de contacto N,y como N

es igual al peso, el sefior dice que su peso es N = myg.

Imaginemos que ahora el ascensor comienza a subir con una aceleracién

constante a.

Figura 2.25:
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Entonces, ahora tendremos
ma =N —mg

y por lo tanto,

N =mg+ ma

y como la balanza mide la fuerza de contacto N, vemos que el resultado
sera mayor que el peso. El sefior dirg, en este caso, que “pesa” mas (por cier-
to, si la aceleracién a fuera hacia abajo, diria que “pesa” menos, es mas, si
a = —g, 0 sea si el ascensor cayera libremente hacia la Tierra, entonces
N = 0y diria que “no pesa nada”). Por supuesto que el peso del sefor es
siempre el mismo, P = mg, ya que el peso, por definicion es la fuerza que
aparece sobre los cuerpos por su interaccion gravitatoria con la Tierra. Lo
que cambia es la sensacion de peso, que esta relacionada con la fuerza de
contacto N y que es lo que miden las balanzas (a las balanzas deberiamos

llamarlas “normaldémetros” o “contactémetros”).

Otra forma de “pesar menos”, es pesarnos en una pileta. Esto también dis-

minuye la NV entre nosotros y la balanza.

Consideremos ahora el siguiente sistema, consistente en un bloque apoya-
do en el piso y con una fuerza aplicada hacia arriba (por interaccién con

otro cuerpo que no esta en el dibujo)

Figura 2.26:

P
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Mientras y = 0 (ecuacién de vinculo que expresa que el bloque esta en

contacto con la mesa), la segunda ley de Newton se escribe como
F+N—-mg=0=mg=F+N

En estas condiciones, vemos que para que haya fuerza de contacto F debe
ser menor que mg. Si F' > mg el cuerpo se “levanta” y deja de haber con-
tacto. Para que no “levante”, en ese caso, el bloque deberia estar “adherido”,
pegado, al piso. Si eso sucede, la fuerza de contacto entre el bloque y el piso

puede apuntar para el otro lado (contrario al del dibujo) y entonces
N=mg—F <0

Siaumentamos F, en algiin momento el pegamento que adhiere el bloque

resistira y V no podra acomodarse mas: el bloque se despega.

Notemos aqui que si el bloque no esta pegado, es decir, en contacto, apoya-
do en el piso, NV no puede apuntar para el otro lado. Esto quiere decir que en
este caso, si bien no podemos decir cuanto va a valer N sin hacer la cuenta,
si sabemos para donde va a apuntar. Si después de hacer la cuenta N nos da
negativa, pueden pasar dos cosas: i) 0 nos equivocamos o i:) el problema

es imposible.

En resumen, si el bloque esta en contacto (sin goma de pegar) seguro que

las fuerzas que describen la interaccién de contacto deben ser como estan

representadas en la Fig. (2.27).

Figura 2.27:

Al

N
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b) Tension

Esta interaccion esta provista por un hilo, de masa nula (despreciable) in-

extensible. como se presenta en la Fig. (2.28)

Figura 2.28:
5
A T T | T
—-“——4"% 2 ]-——b-
1 .
Ty X+

Mientras el hilo esta tenso se cumple la ecuacién de vinculo.
To —T1 = l
donde [ es la longitud del hilo.

Acompanando esta ecuacién de vinculo aparece una interaccién entre los
cuerpos cuya fuerza recibe el nombre de tension. Es evidente que el hilo
impide que los cuerpos se separen, esto indica que a priori, conocemos para

donde deben apuntar las fuerzas sobre cada cuerpo.

Figura 2.29:

"~

[z }—3»_4—1_ TF;—_\  (j{Nunes AsT. st "f”\)

Por FAVOR L\

Decimos entonces que esta interaccion es siempre atractiva. Si el problema

fuera como esté representado en la Fig. ().
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Figura 2.30:

no tendriamos interaccién de vinculo ya que el hilo se aflojaria y no habria

ecuacion de vinculo (25 — 27 =1).

Resolvamos el siguiente problema: conocidas m;, m, y F, hallar la tension

y la aceleracién de cada cuerpo.

1. Hacer un diagrama donde esté claramente indicado el sistema de re-

ferencia (ya lo hicimos antes).

2. Hacer el diagrama de cuerpo libre para cada cuerpo y plantear la se-
gunda ley de Newton (Fig. ()).

Figura 2.31:

od —
cuerfo d z}L moa,=T

- F —
2 Ma Oz ¥ =1

s
CUU“EO [4 T

3 Utilizar las ecuaciones de vinculo. En este caso

dZZL‘Q d2l’1
e VT ema=0

IQ—JI1:ZZ>

4 Resolver las ecuaciones.

102



Capitulo 2. Cantidad de movimiento y dindmica

Como a; = a; = a, tendremos
ma="T (2.7)
mea=F —T (2.8)

Dos ecuaciones lineales con dos incégnitas (¢ y 7). Sumamos miem-

bro a miembro las ecuaciones:
F

(mi+mo)a=F=a=—— a; =ay =a
mi + msy

Esta expresién la reemplazamos en (@) y obtenemos

ma

my +my
Notemos que:

1) T resulta positivo. Esto es importante porque si diera negativo in-
dicaria que deberia apuntar al revés y sabemos que con un hilo es
imposible.

2) El valor de 7" se acomoda a las otras fuerzas (no de vinculo) que
act@an en el sistema (en este caso F). Claro que se acomoda mien-
tras puede ya que vemos que si aumentamos 7'y podria ser que

para algiin valor de F el hilo se corte.

Les dejo pensar cuales serian los cambios en todo lo escrito desde el
item “b) Tension” si en lugar del hilo, tuviéramos una varilla rigida de

masa despreciable entre los cuerpos (Fig. ().

Figura 2.32:
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2.8. Fuerzas Internasy Externas

Consideremos el sistema de la figura formado por tres cuerpos 1, 2 y 3. Los

diagramas de cuerpo libre son los mostrados en la Fig. ().

Figura 2.33:

a :
di Eﬁ, 1) nt

k "L'(o 130 IN;,%
2) N, 2)
Ny

ng

Vemos aqui que la interaccién de contacto entre 1 y 2 origina las fuerzas del
modulo N; que aparecen en 1y 2 con sentidos opuestos (son un par de acciéon
y reaccion). Lo mismo podemos decir de la interacciéon de contacto entre 2 y 3:
origina las fuerzas de médulo N, que aparecen en 2 y 3. En el caso de estas dos
interacciones, ambas componentes del par de accién y reaccién estan aplicadas
a cuerpos que estan dentro del sistema. Es por eso que estas dos interacciones (y

las fuerzas respectivas) reciben el nombre de internas.

Por otra parte, los pesos de los tres cuerpos y la normal N son fuerzas externas
debido a que las otras componentes del par de accién y reaccién estan aplicadas
en cuerpos que estan fuera del sistema (la Tierra en el caso del los pesos y el piso

en el caso de Nj).

Otro ejemplo: el sistema son los cuerpos 1, 2 y 3 (Fig. ()).
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Figura 2.34:

ol 1 et 7 s

En este caso, las tensiones y las fuerzas elasticas F., son internas. F,, y F'

resultan externas.

Esevidente que el caracter de interno o externo dependera de lo que tomemos
como sistema. Por ejemplo, si el sistema es el cuerpo 2, tanto 7" como F, resultan
externas.

Consideremos ahora un sistema formado por N cuerpos que interactian en-
tre siy ademas con otros cuerpos que estan afuera del sistema.

La segunda ley de Newton para el cuerpo 1 sera:
mia; = Fl(ext) + Fio+ Fiz+ Fua+ -+ Fin

donde hemos distinguido entre la suma de todas las fuerzas externas que apare-
cen en el cuerpo 1 (Fl(m)> y cada una de las fuerzas internas que aparecen en él

(Fi2, Fi3, ..., F1y). Para el cuerpo 2 sera
MoQy = Fg(ext) + Fo1 + Fog + Foy + -+ + Fan
Y asi siguiendo hasta el cuerpo N —ésimo:
myay = F](Vezt) + Fyi1+ Fyo+ Fns + -+ Fyv-y)
sumamos miembro a miembro todas estas ecuaciones obtenemos:
miay + maas + -+ my - ay = Fl(ext) + FQ(ext) + o+ F](Vewt)

Aqui desaparecieron las fuerzas internas. Esto es asi porque F}, se cancela con

Fy, (recordar Fy, = —F5;, I}3 se cancela con Fj3;, etcétera.
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dUl dUQ dUN
Por otra parte, como ap = E, Ay = %, Loy any = % Yy las masas son

constantes, podemos escribir

d exr exr exr
—(mlv1+m2vz+"-+mNUN)=F1( t)+F2( t)+~'—|—F](V 2

dt\ ~ _
Pr
d PT (ext) (ext) (ext)
my+mg+ -+ my) — =F T+ F T+ + F
( ! 2 N)dt {(ml—i—mQ—l—---%—mN)} ! 2 N

o sea, llamando M = m; + ms + - - - + my (masa total del sistema)
N
MACM _ Z F;(emt)
=1
Esta relacion es muy importante y nos dice que el movimiento del centro de
masa del sistema esta determinado s6lo por las fuerzas externas al sistema (no
importa en qué cuerpo estén aplicadas).
En particular, si no hay fuerzas externas (o sea el sistema esta aislado), obte-

nemos

v, d
d(;M = = (MVer) = 0= MVey = Pr = cte

Es decir, reencontramos el principio de conservaciéon de la cantidad de mo-

MAcy =M

vimiento:

Si sobre un sistema no actian fuerzas externas (esta aislado), su can-
tidad de movimiento es una constante de movimiento (no varia en el

tiempo)

Podemos decir en ese caso, que su centro de masa se movera con velocidad

constante, es decir Vo, = cte.

2.9. Unidades de Fuerza

Como vimos cuando introdujimos la masa inercial, la eleccion de las unida-

des es absolutamente arbitraria. Esto ocurre para cualquier magnitud fisica. No
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es de extranar que las magnitudes mas basicas (como la longitud, las fuerzas, los
volimenes, las masas, etcétera) hayan originado, en cada cultura, una unidad

propia. Tomemos la unidad de longitud, por ejemplo:

Las unidades inglesas tradicionales son pulgada, pie, yarda, braza, milla

terrestre, milla nautica, etcétera.
e Las unidades eslavas son tochka, diuim, fut, arshin, versta, milia, etcétera.
e Lasunidadesromanas eran actus vorsus, cubitus, digitus, palmus, etcétera.

e Las espanolas: legua, cuerda, estadal, tercia, milla (distinta de la inglesall),

vara, etcétera.
e Las francesas: toesa, cafia, linea, arpent,etc.

e Lasincas son rikra, sikya, cuchuch, capa, yuku,etc.

Las aztecas: matlacicxitia, tlalcuahuitl,yollotliciacatl,etc.

Podria agregar las chinas, japonesas, indias, vietnamitas, etcétera, pero entien-
den lo que significa.

La historia de la generacién de un sistema de unidades universal podria ocu-
par varios libros y aiin no es cosa cerrada, aunque estamos bastante cerca.

Hoy en dia los cientificos de todo el mundo (o casi todo...) se han puesto de
acuerdo y han definido “sistemas” de unidades con el objeto de conseguir cierto
orden dentro del lio esbozado mas arriba.

Nosotros utilizaremos dos de estos sistemas:
1. MKS (o SI, Sistema Internacional de unidades)

2. cgs (o sistema cegesimal de unidades)
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Empecemos con el M K S(SI)

Las unidades basicas de este sistema son:
e Longitud: metro (m)

e Masa inercial: kilogramo (kg)

e Tiempo: segundo (s)

Para el cgs

e Longitud: centimetro (cm)
e Masa inercial: gramo (g)
e Tiempo: segundo (s)
La unidad de fuerza queda definida por la segunda ley de Newton:
Parael MK S
La unidad de fuerza es aquella fuerza que aplicada sobre un cuerpo cuya ma-
saesdel kg,leimprime una aceleraciéonde 1 @2 yrecibeelnombrede 1 Newton(N).
S
O sea,
IN = lkg
S

Para el cgs
Es aquella fuerza aplicada sobre un cuerpo de masa 1 g, le imprime una ace-

leracién de 1@ y recibe el nombre de 1 dina(dyn). O sea,
S
ldyn =1 g@
S

Alternativamente también utilizaremos, como unidad de fuerza, el “kilogra-
mo fuerza”(@). Esta unidad esta definida como aquella fuerza que le confiere a
un cuerpo cuya masa es de 1 kg una aceleracion de 9.8—. Dicho de otra forma

S

1% es lo que pesa en la Tierra un cuerpo cuya masa inercial es de 1 kg.
1kg = 9.8 kg = 9.8 N
S
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2.10. “Fuerza” de retropropulsion. Masa variable

Vamos a estudiar ahora un efecto que tiene aplicaciones tecnologicas de gran
importancia: la “fuerza” de retropropulsion.

Las comillas obedecen a que, como veremos, NO es una fuerza (al menos no
lo es en el sentido de ser la intensidad de una interaccién). Lo que estudiaremos
esta relacionado con los aviones a “chorro” (a “reaccién”), a los cohetes y a la
manera de trasladarse que tienen los pulpos, los calamares, las aguas vivas y
ciertos caracoles en el mar.

Veamos cémo se traslada el calamar. Primero el tubo del calamar se dilata
y se llena del agua circundante. Luego, se comprime sibitamente, de modo de
expulsar agua a través de canulas. En un dibujito, graficamos como el calamar
se mueve en un medio (el agua de mar) y, luego de adquirir cierta velocidad, se
va frenando. De esta manera, por repeticiones del proceso que describimos va

avanzando de a trechos.

Figura 2.35: Calamar.

a\%ul ® L
WA /}&.,» >

Imaginemos un dispositivo “mecanico” que reproduzca esa manera de pro-
pulsarse: una persona sobre un carrito con una bolsa de pelotas de fitbol (tam-
bién pueden ser melones o sandias o cualquier cosa que se pueda arrojar. Su-

pongamos que la persona puede agarrar una de esas pelotas con una velocidad
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vo respecto de él.
Inicialmente el carrito esta en reposo. Veamos qué pasa inmediatamente des-
pués de arrojar una pelota (Fig. ()):

Figura 2.36:

luege de o | 'Jﬁ’
+‘-ii pr;w:evx F»\Of'& \/CA\%O

vicraimeute V=0

Conociendo las masas inerciales de las pelotas (m,), las masas del conjunto
hombre-carro (M,) y el nimero de pelotas inicial V, podemos calcular facilmen-
te la velocidad que adquiere el carrito luego del lanzamiento de la primera pelota

(Vc(l)> . En efecto, por conservacion de la cantidad de movimiento, sabemos que:
—myve + (M + (N — 1)m,,) VIV =0

ya que inicialmente, la cantidad de movimiento es cero. O sea

V(l) _ TTLp’UO
© T Oy + (N = Lmy)

Notemos que esta velocidad depende fuertemente de vy y como en general
m, << (My+ (N — 1)m,), para que la velocidad V.V sea apreciable necesitaria-
mos que vy sea enorme (frente a las velocidades ordinarias a escala humana).
Hagamos numeros: supongamos N = 100, m, = 0.5 kg, My = 150kg y vo = 12?
(esta velocidad corresponde a la que le puede imprimir un humano “normal” a

una pelota). Entonces obtenemos:
vV = 0.00250) = VO = 0.032
S
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iTres centimetros en un segundo! jAsi no vamos a llegar muy lejos!
Calculemos, por otra parte, con qué velocidad deberiamos lanzar la pelota

para tener una velocidad apreciable, digamos V") = 1 .,
S

1m
e km
— 5 — 4002 = 144020
Y = G0z~ 005 0=

iImposible a menos que contemos con un canén lanzapelotas!

Supongamos entonces que nuestro hombre cuenta con un dispositivo de ese
tipo cuya masa incluiremos en M,. Vamos a considerar dos procesos posibles:

El primero, pensando en el calamar, corresponde a tener en cuenta el roza-
miento del carrito con el aire. En ese caso, a partir de la velocidad V", el carrito
se ira deteniendo. Finalmente, cuando se detiene, se arroja otra pelota desde el

carrito y entonces tendremos:

V@ = mplo
© Mo+ (N —2)my)

que facilmente se generaliza para obtener la velocidad del carrito luego de arro-

jar un nimero / de pelotas:

(Mo + (N —1)my)

Este movimiento, por trechos, se parece bastante al del calamar. Sin embargo,

hay dos diferencias importantes:

1. Lavelocidad del calamarluego de cada expulsién de agua es esencialmente
la misma. En nuestro caso, en cambio, V"’ va aumentando a medida que/,
el nimero de pelotas arrojadas, aumenta. Eso se debe a que a medida que
arrojamos pelotas, el conjunto (carrito-hombre-pelotas) disminuye su ma-
sa. En caso del calamar, la masa de agua que se expulsa en el chorro, se
recupera en la dilatacion. Es como si en nuestro caso, alguien nos devol-

viese la pelota que arrojamos de modo que siempre tiramos la misma.
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2. Podemos mover el carrito mientras tengamos pelotas para arrojar. Se aca-
ban las pelotas, se acaba el movimiento. El caso del calamar es diferente
porque en cada dilatacién recupera masa para poder expulsar, en conse-

cuencia puede trasladarse indefinidamente.

El segundo proceso no tiene que ver con el calamar sino mas bien con un
cohete que se impulsa en el espacio exterior. Ahora despreciamos el efecto del
rozamiento y suponemos que el conjunto (carrito-hombre-pelotas remanentes)
continda con velocidad constante entre los “arrojos” de pelota. Entonces, entre

el arrojo de la pelota (I — 1) y [ tendremos:

Figura 2.37:

ey

o Ve
Butes de Smojar d@gVA@i»; de wrrming-
> ?eﬁe”‘é"a 2. + la pe ( \

Entonces, la cantidad de movimiento antes de arrojar la pelota / es
P=[My+ (N —1+1)m,) VI
y despueés,
P = (VD —vg) my, + [Mo + (N = 1)my] VO

Aqui, tal vez, para quien esté medio distraido, la velocidad que tiene la pelota
(VC(H) - vo) puede resultar rara. Aclaremos entonces que esa velocidad de la
pelota corresponde a un observador que esta en el piso (que es la que hay que

tener en cuenta para calcular P).
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Esto es asi porque v, es la velocidad de la pelota respecto de la persona que
la arroja, que cuando lo hace tiene una velocidad V" hacia adelante (porque
se mueve con el carrito). Es decir, la velocidad de la persona respecto del piso es
V" hacia adelante. La velocidad de la pelota respecto al sefior es v, hacia atras.

Entonces, la velocidad de la pelota respecto del piso sera (VC(H) — Uo)-

Igualando P antes y después
(Mo + (N — 1+ D)ym,) VD = (VD —wg) my, + [Mo + (N — D)my] VO

De aqui despejamos v y obtenemos

Vomy

(Mo + (N = l)my)

v =y 4 ,con V.0 =0

Vemos que el carrito va cada vez mas rapido. A medida que la persona arro-
ja pelotas, aumenta la velocidad y ademas disminuye su masa. Podriamos decir
que el conjunto (carrito-hombre-pelotas remanentes) adquiere cantidad de mo-
vimiento hacia adelante gracias a que las pelotas que arroja, se llevan cantidad

de movimiento hacia atras (por eso el mecanismo se llama de retropropulsion).

Iterando la expresion que hallamos, se puede obtener:

1
(Mo + (N = 1)my)

M=

Vc(l) = Yoy
=1

Cohete (dedicado a Luis Alberto Spinetta y al Capitan Beto). Para ello utilizare-
mos la estrategia ya planteada con nuestro carrito “retropropulsado” por pelotas.
Un cohete funciona exactamente igual. En este caso las “pelotas” que arroja, son
gases quemados, que provienen de combustion y que el cohete expulsa a gran
velocidad por medio de una turbina (Fig ()).
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Figura 2.38: Ahi va el Capitan Beto por el espacio...

(\/"MJ

V 0\

& Eo—> <—A- | L @\‘25\/_%_\:
=L

A‘l‘liw?o r

| A tiewpo £ +At
V= velocidnd del cohete. VEAV - velocidad del cohete
M(«Q:(M;\- rmc) M (f*Aﬂ - (MO*Mﬁ‘Am‘E\ ki
Aw: wWia s G'C«‘ cowleus @
= oF mo V uleade
P(t\ (M \ L\/_‘%X.?\(IEPQU cl-ao! O{f ese

COmbust

Beshl (Vo) Ao, 40/SAV)- (Moot-Aun)

Durante el tiempo At, el combustible expulsado de masa Am y el cohete son
un sistema asilado, o sea no hay fuerzas externas sobre ellos. Esto quiere decir

dP
que, como —- = F(eY) ' sabemos que debe ser

dP _ . P(t+Af) — P()

T A At =0
O sea,
. (V4+AV)(My+me. — Am,) + (V —vg)Am,. — V(M + m,)

lim =0

At—0 At
Desarrollamos el numerador,

V(Me+m.) —VAm.+ AV (My+m.) — AV Am.+VAm — voAm,. — V(Me=+mm.)
O sea,
. AV . AVAm ) Am,
EI—I}O Tt(MO +me) = EI_I)IO At Er—r}o YTAY

Ahora bien:

lim ﬂ _ lim V(t+ At) — V() B d_V
At50 At AlS0 At Cdt
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Moy+me—Ame Mo+mec

——
Am, M+ A - M@ M

Am Ay A At Tt
i 1o Am AV :
ademas, A&mo mA—t = 0, ya que para At — 0, Am,y AV tienden a cero como

M
At (por eso existen dd_t y 0;—‘75/!!) osea Am. AV ~ (At)z. Finalmente obtenemos

av dM
(Mo +me) = =%
o también
dV dM
M(t)% =g (2.9)

Esta expresion para la aceleracién del cohete se parece a la segunda ley de
Newton (F' = ma), sin embargo, no lo es. Quiza por ese parecido es que al término
dM [ » (e .’
F. = Rl se lo conoce como “fuerza” de retropropulsion. Esta observacién
quedara mas clara si consideramos un problema mas concreto.

dM .. . ..
Tanto v, como — son caracteristicas del cohete. v, velocidad de expulsién

de los gases, depende de la turbina, y % es la velocidad de quemado del com-
bustible. Recordemos que M (t) = M, + m.(t). M, es una constante: la masa del
capitan Beto, la de su sillén y todo el material que forma el cohete, incluido el
escudo de River, que no es combustible. La masa del sistema que estudiamos va-
ria porque varia la masa de combustible m.(¢). Supongamos que nuestro cohe-

te tiene una velocidad de expulsién v, constante y una velocidad de quemado
M dm,
d — dt
. . dm,
esto quiere decir que — < 0. O sea,

también constante. Observemos que m, disminuye con el tiempo,

dm,

S = —mcon > 0= me(t) = —pt +m?

Cc

donde m"” es la masa inicial del combustible. Esta es la ley que nos indica la

masa remanente de combustible a tiempo ¢. Esto lo podemos ver graficamente

en la Fig. ().
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Figura 2.39:

)

£ =z

(4)

C

El tiempo ¢* es el tiempo en el cual se acaba el combustible y vale t* =
Después de ese tiempo, se apagan los motores y el cohete continuara con la mis-
ma velocidad alcanzada en ese momento.

Para este cohete, (vy y 1« constantes) la expresion de la Ec. (@) resulta

. av
(Mo +mi? = pt) —- = o (2.10)

Si esto fuera “una” segunda ley de Newton, una fuerza constante ;v deberia
. ., dV .
conducir a una aceleracién — constante pero vemos que no es asi (la masa de-
dt
pende del tiempo v, si bien pv, es constante, al disminuir la masa debe aumentar

la aceleracion). En este caso, la Ec. () se integra inmediatamente separando

variables:
dt
dV = vy 5
<M0 +me” — /-Lt>
O sea,
t
V(t) t dt
V(t) = J dV = uvof @ pvg | ——In (M + m® — fit)
Vo=0 t=0 My +me’ — pt 0
Moy +m?
V(1) = voln | =20
My +me’ — pt
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Esta expresion vale hasta ¢t = t*, ya que como vimos a ese tiempo se apagan

los motores y se llega a la velocidad maxima:

Mo +ml)
Viaw = V(£ = %) = vpIn | 2010

Lo notable de esta velocidad es que no depende de la velocidad de quemado.

Cualquiera sea esta, tarde o temprano llegamos a V,,,,, cuando se acaba el com-
(@)

bustible. Vemos también la conveniencia de maximizar la relacion Vc (Masa
0

de combustible/Masa inutil)

2.11. Generalizacion a mas de una dimension

Sabemos, desde nuestros estudios de cinematica, que la posicién de un cuer-

. o . dr
po viene dada por un vector: el vector posicion . Luego, la velocidad, v = Y
L dv _dr . :
la aceleracién a = g también lo son. Consecuentemente, la cantidad de

I _ dp )
movimiento p = mv y las fuerzas F = L son vectores. Todo lo que estudiamos
dt
hasta ahora es facilmente generalizable si tenemos en cuenta ahora el caracter

vectorial de las magnitudes involucradas.

Consideremos, por ejemplo, dos cuerpos, A y B, moviéndose en el plano de

manera que se acercan, interactan entre ellos y luego se alejan (Fig. ()).
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Figura 2.40: Caracter vectorial

ANTES be LA IUTE BACcion

Mb\‘fﬁ/

Desbugs  De LA iMTéRACC (ON

My~ Pe
Prebiehe
Ma VA' = FA'

De acuerdo a lo que ya sabemos, resulta que

P =Py

cualquiera sea la interaccion.

Esta Gltima ecuacién constituye una relacién entre vectores. Los vectores son
entes matematicos que tienen componentes, médulo (o norma), direcciéon (recta
de accién) y sentido. Esto quiere decir que al escribir la conservacién de la can-
tidad de movimiento total, estamos diciendo que las componentes de la cantidad
de movimiento antes de la interaccién son iguales a las componentes después de la

interaccion, que los modulos son iguales y que la direccién y el sentido son los
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mismos. O sea, para las componentes
o / o /

o también

A

Pr, @+ Pp,y = Pp @ + P}yy

y para el médulo, la direccion y el sentido que:

2

1Pel = P = (P + (Pr)’ = Pr] = P =\ (PR) + (73

P Py
a = arctg (PTy) = 3 = arctg (P:,Fy)
Tz Tr

Esto presupone el haber definido un sistema de coordenadas o sistema de

referencia en donde son evidentes las relaciones que escribimos antes, y ademas

Pr, = Prcos(a), Pr, = Prsen(a).

Figura 2.41:

Todas estas relaciones estan referidas al sistema de referencia (que podria
haber sido otro), y todas las expresiones anteriores NO TIENEN SENTIDO (salvo
P;. = Pr,quedice que estos dos vectores son iguales y lo son, independientemen-
te del sistema que elijamos para definirlos).

Volviendo al problema de dos cuerpos, la conservacién de la cantidad de mo-

vimiento total en términos de las componentes de la cantidad de movimiento de
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cada cuerpo se escribe:

Py, + P, = P, + Pp,

Pa, + P, =P, + Py,

donde:

_ P
o |PA} = \/(PAZ,)Q + (PAy)2 ya, = arctg (PA’” ) son el médulo y la direccién
: N
y sentido de la cantidad de movimiento de A antes de la interaccién.

_ P
o |Pp|= \/(PBI)2 + (PBy)2yaB = arctyg <PBy> son el médulo y la direccién
B,
y sentido de la cantidad de movimiento de B antes de la interaccién.

/

_ p
. [Py = \/ (PL) + (ng)z y o, = arctg < P‘j‘ﬂ) son el médulo y la direc-

A

cién y sentido de la cantidad de movimiento de A después de la interaccion.

/

= P
o |Pp| = \/(P}gw)Q + <P,’3y>2 y oy = arctg (P]f“’) son el médulo y la direc-

B

cién y sentido de la cantidad de movimiento de B después de la interaccién.

2.11.1. Posicion, velocidad y aceleracion del centro de masa

La posicién del CM para un sistema con N cuerpos se generaliza como

r N
. Z:1 Aad 2
XC]V[ — ZN
ZN T i=1 M
D _ 1:1 "1 o
RC]\J — EN m. —
i=1 1Tt N
Y Zi:l mlyl
CM — N
\ Zz‘ﬂ m;
La velocidad, como
( N
% . Zi:l m;v;,
CM, — ZN
ZN . i=1 T
> i—1 "tiUq
Voeu = éN—m = A
i=1 1 N
CMy — N
\ 21:1 my;
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Y la aceleracién, como

( ZN Mo
o z:l (Al
ACMZ — N =
ZN M 21:1 my;
— ._1 /L' Z'
Acu = =5 = 9
e T N
Zi:l miaiy
ACMy = N
\ Z¢:1 my
N

Es evidente que Pr = MV, (donde M = Z m,; es la masa total del sistema).
i=1

2.11.2. Leyesde Newton

A partir de la conservacion de la cantidad de movimiento, es evidente la va-

lidez de las tres leyes de Newton. En particular, la segunda ley es:

dp - F, = ma,
ma = ' =F =
dt F, = ma,

Y para un sistema de N cuerpos, distinguiendo entre las fuerzas externas e

internas, se puede obtener facilmente:

( N
_ P
MAcy, =Y F&Y = =1
oM Z; dt
dPT (ext) -
= MAcy =Y F =
dt oM Z{ < N
' _ dPr,
MAcy, =Y & = —
My ; iy dt

Por supuesto, aqui obtenemos, nuevamente, que si no existen fuerzas externas,

N
(Z Fi(eazt) _ 0)
=1

— dP _ _
significa que d_tT = 0 = Pr esconstante = V-, es constante.

es decir
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Mas en palabras y nuevamente: en un sistema aislado (no hay fuerzas exter-
nas), la cantidad de movimiento total se conserva (la velocidad del centro de ma-

Sa permanece constante).

Como ya vimos, este es el principio de conservacién de la cantidad de movi-
miento. La novedad, ahora, es que este principio puede cumplirse “parcialmen-

te”. En efecto, como

_ dP.
F‘(ext) _ T
2R =

—

.

i (ext) dPTy

Y

.
—_

\

Bien podria suceder que si bien hay fuerzas externas (esto es el P NO SE

N
CONSERVA), esas fuerzas solo tienen una componente (por ejemplo, Z Fgﬁxt) =0
=1

F(m) # 0). Esto quiere decir que se va a conservar la componente de Py

Mz

I
_

7

d
en la direccién de la componente nula (ya que como —= = > F () — 0 =
Pr. = cte). O sea, si bien P no se conserva, si lo hace una componente (la Pr,
en este caso). Esto quiere decir que la velocidad del C'M en esa direccion, sera

constante (OJO, Vo, NO ES CONSTANTE, solo una componente se conserva).
Veamos un ejemplo muy sencillo de este principio de conservaciéon “parcial”.

Supongamos que tenemos un sistema consistente en dos cuerpos de masas
m4 ¥ mp unidos por una barra rigida de masa despreciable de longitud d como

muestra la figura:
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Figura 2.42:

\

@
z

Sedejalibre el sistema y queremos saber a qué distancia del punto C'el cuerpo
B vaatocar al piso. La superficie estd perfectamente pulida y no hay ningtn tipo
de rozamiento entre Ay el piso. En otras palabras, el cuerpo A puede deslizarse
sobre el piso libremente.

Para resolver este problema, el manejo del principio de conservaciéon de P en
su version “parcial” es crucial. Veamos las fuerzas que actiian en nuestro sistema

para una posicién genérica cualquiera (Fig. ()):

Figura 2.43:

Sobre B aparece la fuerza de vinculo R y el peso. La fuerza de vinculo R es
interna, el peso es externo. La fuerza de vinculo tendra, en general, sus dos com-
ponentes, el peso, en cambio, tiene solo componente .

Sobre A aparece la fuerza de vinculo R (interna y de dos componentes), la

normal N (externay en la direccién y) y el peso (externa y en la direccién y).
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En conclusién, NO HAY FUERZAS EXTERNAS EN LA DIRECCION z. Luego,
dPr,

dt
Eso quiere decir que como inicialmente V,;, = 0, siempre va a ser cero. Esto

=0= VCMI = cte.

quiere decir que el movimiento del C'M va a ser vertical. O sea simplemente va a

caer

Figura 2.44:

(5 1

| Cn% n “/\M
i .. i cM
1 i i S
_._.®?gw — w@““’g“ ®
c <

Ya tenemos la respuesta: la distancia entre el punto C'y el cuerpo B cuando

este toca el piso serd la misma distancia entre By el centro de masa. Calculamos

esa distancia facilmente:

Figura 2.45:

Para calcular la posicién del C'M ponemos el origen en la posicién de A, en-

tonces,
de

Xey = ————
ma+mpg
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La distancia entre el C' M y el cuerpo B sera:

mad
d— X =
( C]M) mA+mB

que es la respuesta del problema.

Este es un muy buen ejemplo de como los principios de conservacién nos pue-
den simplificar la vida. Si hubiéramos querido responder la pregunta tratando
de determinar cémo es el movimiento del cuerpo B para hallar en dénde toca
el piso, rapidamente nos habriamos quedado en el intento. El movimiento de B
es una mezcla complicada de rotacion y traslacién y no estamos en condiciones
de resolverlo. Sin embargo, manejando los principios de conservacién, lo resol-

vimos trivialmente,casi sin hacer cuentas.

2.11.3. Choques en mas de una dimension

1. El choque perfectamente elastico entre dos cuerpos esta caracterizado, en
este caso, por conservar el médulo delavelocidad relativa: |ip4| = |Up — Ua| =
—/ —/
U — V).
2. El completamente inelastico esta caracterizado porque la velocidad rela-

tiva final es nula v; — ¥/, = 0, es decir, luego del choque ambos cuerpos

quedan adheridos.

2.12. Fuerzaderozamiento

Vamos a estudiar ahora una nueva fuerza de vinculo conocida bajo el nombre
de fuerza de rozamiento.

Supongamos que tenemos dos bloques de igual masa, A y B. El A tiene sus
superficies perfectamente pulidas mientras que el B las tiene rugosas. Suponga-

mos que el bloque A esta apoyado sobre una superficie totalmente pulida mien-
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tras que el B lo esta sobre una superficie rugosa. Es importante aqui notar que el
caracter de “pulido” o “rugoso” es de naturaleza mas microscépica que lo que ob-
servamos a simple vista. Para ser mas precisos, el tamano de las irregularidades
que producen la rugosidad es mucho menor que el tamario de los bloques. Esto

quiere decir que si queremos hacer un dibujo de ambos sistemas tendremos:

Figura 2.46:

N B) N
) rfj l / x“*} """ T e
> ) N?M%} - | 4! lx N M{I

Es decir, lo mismo. No hay diferencia. Sin embargo... hagamos una amplia-

cién de las superficies en contacto para ambos casos (Fig, ):

Figura 2.47:

PP Y &
intRsnnatinidiznhs
RINARRARRRRIRAS

Aqui vemos una gran diferencia. En el caso A, la fuerza de contacto N, que

apunta en la direccion 7, es la resultante de un montén de fuerzas de contacto
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“elementales” todas ellas en la misma direccién. Podemos escribir, en el caso A

2 A A
N = Nj = (Z Ni) g
4
y como el sistema esta en equilibrio resulta N = myg.
En el caso B, la situacion es diferente. En este caso, la fuerza de contacto N,
que también apunta en la direccién ¢, es la resultante de un montén de fuerzas

de contacto elementales, pero que son perpendiculares a la superficie “local” de

contacto. En un dibujito mas grande, seria,

Figura 2.48:

Cada una de estas fuerzas elementales tiene las dos componentes N; = (Ni T+ N;

O sea tendremos que la fuerza contacto sera

F.=)N;= (Z N) &+ (Z N) j=F.&+F.,j

Entonces, cuando el bloque B se apoya en la superficie y queda en equilibrio

resulta,
Figura 2.49:
i Fer
(VA —
/ \ ) (B
R T
EREE
o F. =0
P+F.=0=
-mg+F,, =0
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y entonces F, = F, § = mgy. Sillamamos N = F, obtenemos el mismo resulta-
do que para el bloque A.

Podemos decir, resumiendo, que en el caso A las normales “elementales” se
acomodan para dar la resultante en la direccién § de manera de mantener el
equilibrio de acuerdo con las otras fuerzas que aparecen en el sistema en esa di-
reccién (mientras pueden: ya sabemos que simg supera cierto valor, la superficie
“se hunde”). En el caso B sucede lo mismo, pero para ambas direcciones. O sea,
las componentes i de las “normales elementales” se acomodan a lo que haga falta
para equilibrar a las otras fuerzas en esa direccion, pero ademds se pueden aco-
modar las componentes & para equilibrar las fuerzas en esa direccién. En el caso
del bloque B no hay otras fuerzas en la direcciéon 7, no hay nada que “equilibrar”,
entonces F, = Z N; =0.

¢Qué pasa si ;parece una fuerza F en la direccion #?, Para el bloque A resul-

tara

Figura 2.50:

En la direccion y: N — mg = 0 (igual que antes)
En la direccion x: F' = ma (no hay equilibrio: aparece )

Para el bloque B pueden pasar dos cosas diferentes:

1. La resultante de las componentes 7 de las fuerzas “normales elementales”

se pueden acomodar como para equilibrar a F.
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Figura 2.51:

En ese caso
En la direccion y: N — mg = 0 (igual que antes).
Enla direccion x: F — F,., = 0 (también hay equilibrio).

F._ eslaresultante de las componentes Z de las normales elementales N;,

que ahora, en su mayoria apuntan opuestas a F..

La fuerza de contacto F,, recibe el nombre de FUERZA DE ROZAMIENTO
ESTATICO (F,.) (lo de estatico esta relacionado con que las superficies en

contacto NO DESLIZAN).

2. Lafuerza F es tan grande que no puede ser equilibrada de la manera antes
descripta. En ese caso, las superficies empiezan a deslizar y la interaccién

entre ellas deja de ser estdtica. Nos ocuparemos de ello mas adelante.

Volvamos al ROZAMIENTO ESTATICO. Como toda fuerza de vinculo, tiene poder
de “acomodacién”.,en este caso, tanto en médulo como en sentido y direccion.

Veamos qué pasa con esto ultimo.
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¢Qué pasa si la fuerza F' apunta en la direccién contraria?

Figura 2.52:

La mayoria de las N;, apuntaran para el otro lado, o sea, F,. apuntara en la
direccién opuesta.

En suma, vemos que siempre se opone a las otras fuerzas. Cambia de direccién
y sentido y se opone a las otras fuerzas. En cuanto al médulo, pasa lo mismo. Su
moédulo es tal que equilibra al sistema en esa direccién. Pero, como ya sabemos,
este Gltimo poder de acomodacién no es ilimitado. Sila fuerza F crece lo suficien-
te, superara este poder de acomodacion y las superficies comenzaran a deslizar.
Decimos entonces que la fuerza de rozamiento puede acomodarse mientras no
supere cierto valor maximo. Ese valor lo llamaremos FUERZA DE ROZAMIEN-
TO ESTATICO (FM) y va a depender de c6mo sean las superficies en contacto:
si las superficies son completamente pulidas, £/ = 0, e ird creciendo a medida
que las superficies resulten mas y mas rugosas. Otro factor importante es cuan
forzadas estan las superficies una contra otra. Veamos un ejemplo: supongamos
que tenemos un bloque de masa m apoyado en una superficie y determinamos

la FM del siguiente modo:
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Figura 2.53:

£

Vamos de a muy poquito tirando arena sobre el platillo hasta que este cuerpo
comienza a deslizar. Pesamos el conjunto platillo-arena y eso nos dara una idea
de FM,

Repitamos el experimento pero ahora colocamos un bloque cuya masa es 2m,

deigual base (la superficies de contacto es la misma, pero el doble de alto). ;.Cémo

resultard ahora FM?
Figura 2.54:
%l
5
anm (A

Las superficies no cambiaron, el grado de rugosidad es el mismo... y sin em-
bargo, ahora el resultado va a ser diferente. De hecho, si lo hacemos con cierto
cuidado, llegariamos a la conclusién de que ahora FM sera el doble que en el
primer experimento. Podriamos decir que si bien la rugosidad es la misma, en el
segundo caso se “comporta” mas eficientemente. ;Y por qué? Porque en el segun-
do caso las superficies estan “méas forzadas” a estar en contacto que en el primero.

¢Y como sé que “estan mas forzadas”? jPor la componente normal N! En el pri-
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mer caso, la componente normal N de la fuerza de contacto entre el bloque y la

superficie vale mg mientras que en el segundo vale 2myg.

En suma, después de realizar unos cuantos experimentos cambiando blo-
ques, superficies, etcétera, concluimos que el valor maximo que puede tomar la

fuerza de rozamiento estatico FV es

donde 1. es un coeficiente adimensional caracteristico de ambas superficies (vidrio-
férmica, madera-vidrio, madera-madera, etcétera) llamado coeficiente de rozamien-

to estdtico y N es la componente normal de la fuerza de contacto.

Ojo, aqui no dice que la fuerza de rozamiento estatico vale y. V. Aqui dice que
la fuerza de rozamiento estatico puede valer cualquier cosa mientras su médulo

no supere x.N. En suma, siempre debe ser

Fre

N

F]\/[ — ,ueN

re

Discutamos un sencillo problema que ilustra lo que queremos decir.

Un cuerpo de masa m se encuentra sobre un plano inclinado, de inclinacién
. El cuerpo no desliza. Sabiendo que el coeficiente de rozamiento estatico entre
el cuerpo y el plano es ., encontrar el maximo valor de « tal que el cuerpo no

deslice.
Como siempre, primero indicamos el sistema de referencia.
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Figura 2.55:

Descomponemos las fuerzas en las direcciones 7 e ¢ y escribimos la segunda

ley de Newton para ambas direcciones.
z) 0 = —mgsen(a) + F,. = F,. = mgsen(«a)
y) 0 =N —mgcos(a) = N = mgcos(a)

Esto quiere decir que el bloque no va a deslizar hacia abajo mientras F,. =
mgsen(«). Siaumentamos «, aumentara F,., pero sabemos que para algin « F,.
alcanzara su valor maximo posible. A partir de un o mayor a ese (que llamaremos
a,), comenzara a deslizar. ;:Co6mo determinamos «.. Muy sencillamente:

Sabemos que

F,. =mgsen(a) < FY = ji,N = piemg cos(a)

re

O sea, para que no deslice debe ser

mygsen(a) < premgcos(a) = tg(a) < e

O sea,
tg(a)e = pe = o = arctg(p.)

Esta expresion puede ser Gtil para determinar ;. experimentalmente.
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2.13. Rozamiento Dinamico

Hasta ahora estudiamos la fuerza de contacto entre dos superficies que no
deslizan entre si. Vimos que esa fuerza tiene una componente normal a las su-
perficies (ala quellamamos N) y otra (si las superficies son “rugosas” o “asperas”)
tangencial (a la cual llamamos “rozamiento estatico”). Podriamos resumirlo en

el siguiente grafico.

Figura 2.56:

74

Fc:Frej:—'—Ng

Aqui hemos graficado ambas componentes del par de fuerzas de accion y
reaccion asociadas a la interaccién de contacto. Vimos que F,. se “acomoda”
mientras se podia (léase si la fuerza F' no supera cierto valor limite) para que
no haya deslizamiento. El “poder de acomodacién” esta dado por F* = . N. Es
decir, si hace falta una fuerza de rozamiento cuyo médulo supere este valor, las
superficies deslizan. Otra caracteristica de F,. es que su sentido, en general, se
opone a la resultante de las otras fuerzas que tienden a favorecer el deslizamien-
to.

Ahora veremos qué pasa cuando se supera el limite de “acomodacién”, es de-
cir, cuando las superficies de contacto deslizan. En ese caso, aparece la que se

llama el “rozamiento dinamico”. Esta interaccion también esta relacionada con
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la “rugosidad” de las superficies y quiza resulte mas familiar que su version “es-
tatica”. En efecto, ya de ninos sabemos que si le imprimimos a un bloquecito
de cualquier material (un ladrillito de Lego, una piedra, etcétera) una velocidad
inicial, por grande que sea esta, de manera que el bloque deslice por alguna su-
perficie (una mesa, el piso, etcétera) el cuerpo terminard deteniéndose. Este es
el efecto que mantuvo, durante siglos, “escondida” la primera ley de Newton (o
principio de inercia).

Veamos qué fuerzas aparecen sobre el bloque cuando este se mueve con cierta

velocidad v.

Figura 2.57:

El bloque interacta con la superficie, lo que origina una fuerza que se opone
alavelocidad del bloque que recibe el nombre de “rozamiento dinamico”. Adicio-
nalmente, el bloque interactia con el medio lo que origina una fuerza llamada
“friccién con el aire”, que también se opone a la velocidad. Es el tipo de fuerza que
ya estudiamos (cuando estudiamos cinematica) y resulta F,, = —vwv. El coeficien-
te v depende del medio y la forma del bloque. Vimos en su momento que el efecto
del paracaidas era “aumentar” +. En otros casos, como el de los autos de F'1, se
trata de que tengan el menor ~ posible. Por ahora ignoraremos la friccién con
el aire que a velocidades bajas es mucho menos importante que el rozamiento
dindmico F,,.

Esta fuerza, que se opone al deslizamiento de las superficies, tiene un médulo
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constante y su valor es:

Fry = j1aN (2.11)

g recibe el nombre de coeficiente de rozamiento dindmico entre las superficies y
depende de las caracteristicas que ellas tienen (cuan “rugosas” son). Existe el 14
vidrio-vidrio, vidrio-madera, férmica-férmica, etcétera.

N esla componente normal de la fuerza de contacto y que F,; depende de ella
es razonable porque N nos indica cuan “apretadas” entre si estan las superficies.
Cuanto mas “apretadas” estan, la “rugosidad” sera mas efectiva.

La similitud de la expresion para el médulo del rozamiento dinamico (F,4 = pq/N)
con la correspondiente al médulo de la fuerza de rozamiento estatico maxima
(FAM = pu.N) puede generarnos cierta confusion. Por eso es importante tener en

claro, es decir, entender algunas cosas:

1. El coeficiente de rozamiento dinamico .4, en general, NO ES IGUAL al co-
eficiente de rozamiento estatico .. Suele suceder que yy < .. Sin embar-

go, salvo que explicitamente se aclare en el problema, podemos considerar

Hd = He-

2. Cuando hay deslizamiento entre las superficies F,; = 4N siempre. Es de-
cir, sabemos que vale eso. En cambio, F* = ;. N nos da una cota para el
valor maximo que puede tomar el rozamiento estatico tal que las superfi-

cies no deslicen.

3. El sentido de la fuerza de rozamiento dindmico depende de la velocidad de
deslizamiento entre las superficies. Siempre se opone a esa velocidad. El senti-
do de la fuerza de rozamiento estatico es tal que se opone a la resultante de

las otras fuerzas.

Esto Gltimo quedara claro en el ejemplo siguiente: se tiene un cuerpo de masa

m en la base de un plano inclinado rugoso (de . y pq conocidos) y o > arctg ..
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El cuerpo es lanzado hacia arriba con cierta velocidad inicial vy. Describir el mo-

vimiento del bloque.

Figura 2.58:

El bloque va a subir por el plano inclinado con velocidad cada vez menor, se
va a detener y, como « > arc tg /., instantaneamente va a comenzar a caer con
velocidad cada vez mayor (notar que si o < arctg ., se quedaria quieto arriba).

Como la velocidad cambia de sentido en la vuelta respecto a la ida, tendremos
que plantear separada la ida de la vuelta.

IDA

O sea,
wa = —wg (sen(a) + pgcos(a)) = a = —g (sen(a) + g cos(a))

Osea, V(t) = vy — g (sen(a) + pqcos(a)) t dado que a = cte.
Vo

g (sen(a) + 4 cos(w))

El tiempo de subida entonces es tg = y ademas

1 Vg
2 g (sen(a) + juqcos(a))

x(t = Ifs) =
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VUELTA

N

O sea,
wa = —mg (sen(a) — pgcos(a)) = a = —g (sen(a) — pqcos(a))

(notemos aquique como o > arctg(u.) = arctg(uq), resultaquesen(a)—pq cos(a) >

0). Para calcular el tiempo de bajada hacemos

1 V3 1
tg) = = 0 — = — th =0
.1'( B) 2 q (Sen(O&) + g COS(O()) 2g (Sen(a) Ha COS(&)) B
= tB al

N g+/(sen(a) + g cos(a)) (sen(a) — pqcos(a))
El tiempo de bajada es menor que el tiempo de subida. Ademas, la velocidad
con la que llega abajo es

g/ (sen(a) + pqcos(a)) (sen(a) — g cos())

V(t=tp) = —g(sen(a) — p1qcos(a))

Vit =tg) = _\/sen(a) — [ cos(a)v

sen(a) + j1qcos(r)
Aqui vemos que la velocidad con la que llega abajo es (en m6dulo) menor que
vo. Si no hubiera rozamiento, el médulo de la velocidad inicial seria igual al mé6-

dulo de la velocidad final de caida.
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2.14. Ejercicios resueltos del capitulo

PROBLEMA 1: En los sistemas (i) y (ii) que muestra la figura, las masas de las po-
leas y las sogas son despreciables y estas Gltimas son inextensibles. Determinar

para ambos sistemas:
a) Las aceleraciones de cada cuerpo.
b) Eltiempo que tarda el cuerpo 2 en llegar al piso, en ambos casos.

c) Laposicién de cada uno de los otros cuerpos cuando el cuerpo dos llega al

piso.
d) Las tensiones en las cuerdas mientras hay movimiento.

. . . 3
e) ¢En qué cambian los resultados sim; = m3 = §m?

Figura 2.59: Problema 1

(i) (i)

RESOLUCION:
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a)

Analisis del sistema (i)

Figura 2.60: Esquema general de (i) y diagramas de cuerpo libre.

¥l B 3 1) ¢ 2)%’ EBtE\
1 i] ‘1"‘ - M'Z Mz‘k Maa'

Las masas de las poleas son despreciables. Hay una sola cuerda, entonces

hay una sola fuerza de vinculo (la tensién) asociada a la ecuacién de vincu-

lo:

Y1+ 2y +ys =1

donde [ es una constante (la longitud de la cuerda). Y la segunda ley de

Newton aplicada a los cuerpos 1, 2 y 3 son, respectivamente:

1) myag =myg—T (2.12)
2) maoag = mog — 2T (2.13)
3) mgaz =mzg—T (2.14)

Derivando la ecuacién de vinculo respecto del tiempo dos veces obtenemos

d2y1 d2?/2 d2y3 d?l
a2 T iaE tge g T t2eta=0

Si hacemos Ec. (213) — (212) — (214) miembro a miembro obtenemos
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—mayay + meas — maaz = (my — my — m3)g Y sihacemos Ec. (214) — (2712)

—myay + maaz = (M3 —mi)g
O sea, si m; = m, my = 4m 'y ms = 2m, después de algunas operaciones

algebraicas simples, obtenemos

12 3
ay = —%9 = —gg
41
a2 209 = 59
4 1
a/ —_— P —
379097 5

Andlisis del sistema (ii)

Figura 2.61: Esquema general de (ii) y diagramas de cuerpo libre.

l o ‘ 2 5 tn Dnts 2
ALIER; LT
1 g »

e (i)

7

Hay dos cuerdas, entonces hay dos fuerzas de vinculo asociadas a dos ecua-

ciones de vinculo:

ntyp=04L e yty=1I

donde/; eslalongitud (constante) de la cuerda. [, y I, (las longitudes de ca-

da una de las cuerdas) son constantes. La segunda ley de Newton aplicada

a los cuerpos 1, 2 y 3, para el sistema (ii), son:
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1) miay =myg — T1 (215)
2) Mol = Mog — T1 — T2 (216)
3) msasz = Msg — T2 (217)

Derivando la ecuacién de vinculo respecto del tiempo dos veces (tal cual se

realiz6 para el sistema (i)), obtenemos

Py Py N d?ly
dt? a2 di?

Py, | dys
dt2 a2 di?

= 0y =0 = —Qq

= Q9 = a4 = —Aas

Si hacemos entonces Ec. (2718) — (2135) — (214) miembro a miembro ten-

dremos que

—MmM1a1 + Moy — M3z = (m2 — My —

as = —a, tenemos

ms)g, yCOmMO ay = a, a; = —a'y

(my 4+ mg + mg)a = (mg —my —m3)g

y como my = m, my = 4m y mz = 2m,, resulta

7 _ _g
ma—mg:a—?

O sea,

a, = ——

a9 —

a3 = ——
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Para el sistema (i)

Para hallar el tiempo de caida, ¢, basta hacer

Yo = lath —t = l2yo _ 10y0
o 2 C (& a2 g

Analisis del sistema (ii)

Para hallar el tiempo de caida, ¢, basta hacer

14y,
g

o = —aot: = t. =
y 220

Para el sistema (i)

109 g
Esto significa que el cuerpo 1 subié una distancia 3y,. Entonces y»(t.) =
ys(t.) = vy, (dado que la aceleracién de 2 y 3 son iguales). Esto también sale

de la ecuacién de vinculo

Y1+ 2y +ys = Ay = —2Ay, — Ays

pero Ay, = Ayz = y,, luego Ay, = 3y,

Para el sistema (ii)
Sin hacer cuentas, a partir de las ecuaciones de vinculo, se ve que si el cuer-

po 2 baja y, los cuerpos 1 y 3 suben ,. Es decir,

Y1+ Y2 =l = Ay = —Ays = —,
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Yo +ys =l = Ays = —Ayz = 1,

Para el sistema (i)

La tensién la obtenemos utilizando la Ec. () del primer item,

3
T =mg — mya; yCOmMo a; = —59

3 8
ﬁT:mg(l—i—g):gmg

Para el sistema (ii)

Las tensiones se obtienen utilizando las Ec. () y () respectivamente:

8
lemg—mlalzmg—l—mg:—mg

7T T
g 16
Ty = 2mg — 2maz = mg = 2mg + 2m? = 7mg

Para el sistema (i)

) 3 3 . . p
Sim; = s My = Gm Y my = 4m, sin hacer cuentas, y por simetria, es

evidente que las aceleraciones cambian. Al ser m; = ms, debe ser a; =

a3 = a. Por otra parte, del vinculo

2a2—|—2a:():>a2:—a

Entonces de —mja; + moas — msaz = (ms — my — mg)g tendremos

O sea
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al——g
7
ag—g
7
&3:—g
7

Las aceleraciones son iguales al caso del sistema (ii) del item ,b). De la Ec.

. 23
(2.12), 1a tensién resulta 7' = "

Para el sistema (ii)

Sim; = gm, ms = %m y mo = 4m, no se modifican (m; + ms +m3) = Tmy
(mg —my —mg) = m. Luego las aceleraciones son las mismas, o sea, a = %
Las tensiones seran ahora 77 = T, (por razones de simetria y sin hacer

ninguna cuenta). Haciendo cuentas vemos que

3
T1:§mg—ma1:§mg+7=ﬁmg:Tg

(igual a la tension 7" del sistema (i)).

e . . 3
Pensar la similitud de los resultados para ambos sistemas si m; = my = §m'

PROBLEMA 2: Una sonda espacial no tripulada debe posarse en la Luna suave-

mente siguiendo la vertical. Como en la Luna no existe atmésfera, la manera de

conseguirlo es utilizando la retropropulsion (los paracaidas no sirven) para lle-

gar a la superficie con una velocidad suficientemente pequena como para evitar

danos en el instrumental abordo. A una distancia de la Luna z, se encienden los

motores que arrojan el combustible a una velocidad v, = 2694—. En esos mo-
S

mentos, la velocidad de la sonda haciala Lunaesde v = 2000 Luego de trans-
S

curridos 10 minutos, la sonda se posa suavemente sobre la superficie habiendo
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quemado toda la masa de combustible que se disponia (m. = 2000kg) justo en

el momento de tocar Luna. Sabiendo que la masa de la sonda, sin el combusti-

ble es de m, = 1000kg v, la aceleracion de la gravedad lunar es de g, = 1.6@2,
S

determinar:

a) La aceleracion y la velocidad de la sonda en funcién del tiempo desde que

se encienden los motores hasta que la sonda aluniza.

b) ¢A qué distancia de la luna z, se encendieron los motores?

RESOLUCION:

Figura 2.62: Problema 3

VAORY Velfsdt)s V-8V (yiase)

—

MM M@ M-AM B

’f; S .-5\ - WV[;.\&WM“
I 2

X=0 + \

a) Lasondaat = 0estadirigiéndose haciala Lunay en ese momento enciende
los motores, estando a una distancia z, de la superficie lunar. A un tiempo
t > Ocualquiera,la masa delasonda (todala estructura que formala sonda,
el instrumental y el combustible, etcétera) es M. (¢t) = M. En ese momento,

la velocidad de la sonda es V.(t) = v.

A un tiempo posterior (¢t + At), luego de la expulsién de una masa de com-
bustible AM, que sale con una velocidad v, respecto de la sonda dirigida
hacia la Luna, la masa de la sonda sera M.(y + At) = M — AM y su veloci-

dad serd V,(t + At) = V — AV. Notemos aqui lo siguiente:
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Ve o VetHA)-Vilt)  V-AV-V L (-AV
dt — At50 At At—0 At A0\ At

M, o Mt D)= M) o M-AM-M . (—AM
at Ao At = At Al ~ Ao\ T A

Para hallar la ecuacién de movimiento de la sonda partiremos de la segun-

da ley de Newton:

dp

dt — Lext

que establece que la variacién de la cantidad de movimiento de un sistema
por unidad de tiempo resulta igual a la fuerza externa. En nuestro caso, la
fuerza externa es la atraccion de la gravedad lunar F.,;, = M.g;. Entonces,

como

dp . p(t+At)—p(t)
dt grﬁno At

escribimos p(t + At). Esta cantidad de movimiento esta repartida entre la
masa de combustible expulsada (A M) y la masa de la sonda (M — AM). O

Sea,

p(t+ At) = (M — AM)(V — AV) + AM(V + v,)

donde (V + v,) es la velocidad de la masa del combustible respecto de un

observador en reposo (fuera de la sonda). Ahora escribimos p(t)

p(t) =MV

147



Alejandro José Fendrik

Ahora hacemos p(t + Av) — p(t)

p(t+ Av) = p(t) = (M — AM)(V = AV) + AM(V +v,) — MV =

=MV — MAV — AMV — AMAV + AMV + AMv, — MV

Ahora dividimos por At, tomamos el limite At — 0 e igualamos a la fuerza

externa.

. AV AM AV
A, [M B (‘E) % (_At ) —AaM E] = Mege

recordando que, como vimos al principio

Ve o [ AV M. _ o (_AM
dt - At—0 At y dt - At—0 At

AMA
y ademas Emﬁ V_ 0, Dado que AM AV tienden a cero como (At)?,
obtenemos
dV, dM.,
M vyt =M
C(t) dt vO dt C(t)gL
O sea,
dV, dM.
M.(t)— = M.(t —_—
c( ) dt c( )gL +Uo dt

Ahora bien, la masa de la sonda en funcién del tiempo M..(t), resulta
M.(t) = (ms + m, — put)

donde m, es la masa de la sonda que no es combustible (1000kg en el pro-
blema), m. es la masa de combustible presente cuando se encendieron los

motores (2000kg en el problema) y 1. es el combustible quemado por unidad

2000k k dM
000kg = 3,33—9). O sea, —— — u. Entonces,
600s s

de tiempo (1 = o
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c

dt

(ms +me — pt) = (Mg +me — pt)gr — P,

Es decir

dve [0
a 7t (ms +me — ut)

Esta es la aceleracion de la sonda en funcién del tiempo. Para hallar V. =

V.(t), debemos integrar la aceleracién,

HUo
dV, = |gr — ]dt
{L ( — ut)

Mg + M,

O sea

t

(Vel(t) = V) = LO {gL ~ +‘::_ ﬂt,)} dt' =

t f ! dt’
= — v
L e t=0 (ms +me — Nt/)

definiendo u = (m, + m, — ut')y du = —pdt =

Ms+me—put
(Ve(t) = V) = gt + v, In(u) =
ms+me
mg +m
V.t) =gt +V9 —pln| ———"<
(1) = gut +V; ! (m8+mc—ut>

Esta esla velocidad en funcién del tiempo. Notar que para ¢ = 600s (tiempo

de llegada a la superficie) se verifica que:

vp = 1.6-2600s + 2000~ — 2694 1n(3)— = 0.338
52 s s

S
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. . ~ cm .
Es decir, una velocidad razonablemente pequena (~ 34—) como para evi-
S

tar danos.

b) Para hallar z,, debemos integrar V.(¢) de modo que podamos obtener la
posicion a los 600s (el origen lo pusimos en el punto en que se encienden
los motores). Para hacer la integral mas facil, escribimos V,(¢) de un modo

ligeramente diferente.

U dx
Vit) =gt + V9 —pln(1—- ——¢ ) = =
(1) = gut + 1, ! ( ms—l—mc> dt
Entonces,
x t t t u
J do = gLf tdt + v, J dt’ + vof In <1 - —t’) dt’
=0 t=0 t=0 =0 ms + M
llamando u = <1 — Lt),:du = —Ldt =
me + m, Mg + M,

1
x(t) = ithQ -

MKFL%O_LQ _<1_Lt>+1}
o Mg + Mg Mms + M, Mms + Mg

Esto hay que evaluarlo para ¢ = 600s (recordar que put; = m.). O sea, que

| |
2y = =1.62 12000 (600s) — 269423005 [In ( = ) —1+3
2 s S 5 s 3

"

~
14.88x10%m 7.28x105m
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Capitulo 2. Cantidad de movimiento y dindmica

Entonces

T, = (14.88 — 7.28) x 10°m ~ 760km.

Aclaracién: Veremos mas adelante que a esta distancia la aceleraciéon de
la gravedad lunar no vale 1'6?2' En efecto, ese valor corresponde al valor
cercano a la Luna (distancia mucho menor que el radio lunar). El radio lu-
nar es de R, = 1737km y claramente z, no es mucho menor que R;. En

realidad, como veremos mas adelante,

RL 2 m
- 1.6
9L <RL +d> 0%

donde d es la distancia a la superficie lunar. Si tenemos en cuenta este he-

cho, el problema solo es soluble de manera numeérica (con computadora).

PROBLEMA 3: Por el espacio vaga un asteroide de masa desconocida ) con ve-
locidad conocida 7,. Como resultado de un proceso nuclear que sucede en su
interior, se desintegra en dos cuerpos, 1 y 2, de masas m; y ms respectivamente
(también desconocidas). Después de la desintegracion, se detecta al cuerpo 1y
se puede determinar su velocidad 7;. Tiempo después, se observa que el cuerpo
2 colisiona con otro asteroide 3, de masa conocida mj3, que se hallaba en repo-
so. Como resultado de esta Gltima colision, se puede determinar la velocidad del

cuerpo 2, 4, y la velocidad del cuerpo 3, v .
a) Determinar las masas de los cuerpos 1y 2, es decir m, y mo.
b) Hallar la velocidad v, del cuerpo 2 después de la desintegracion inicial.

c) Respondersila colision entre el cuerpo 2y el cuerpo 3 fue: a) Perfectamente

elastica, b) Inelastica, c) Explosiva o d) Ninguna de las anteriores.
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k k k
Datos: 7, = 1000:2;%”, 7 = (12004 + SOOOQ)Tm, ) = (6004 -+ 300) ;L” Ty =
k
(150:%—900@)7"1 v ms = 1333kg.

Figura 2.63: Problema 3

RESOLUCION:

a) Planteamos la conservacion de la cantidad de movimiento en la desinte-

gracion que origina al cuerpo 1y al 2.

Muv, = mivi, + pe, (enladireccion x) (2.18)

0 = myvy, + pay (enladireccién y) (2.19)

ConM:m1+m2

Por otro lado, planteamos la conservacién de la cantidad de movimiento

en la colisién del cuerpo 2 con el 3.

Par = Mavh, + mavy, (enla direccién x) (2.20)

Doy = m2vgy + mgvgy (en la direccién y) (2.21)
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Capitulo 2. Cantidad de movimiento y dindmica

Reemplazando las Ec. (2.20) y () en las Ec. () y () correspondien-

temente, obtenemos

/ /
(M1 4+ ma2)v, = M1V + Mavy, + Mgt

/ /
0 =myvyy + MaVy,, + M3Us,

Las cantidades subrayadas son conocidas (los datos). Entonces tenemos dos

ecuaciones lineales de dos incégnitas (my y mo):

(Vg — Vo) + (Vy, — Vo)M= —migtl,

/ /
ViyMy + Uy My = —M3Uy,

O sea

-m 'UII'U, + mav} U/:v — Vo 1000
- 3_3 2y : _3 3/y(_2 ) — ms = ——kg ~ 333kyg
(V12 = Vo), — (U5, — )1y 4 3

— MUt Viz — Vo —I—mU,xU 2000
30, (V1 ) + msvs 192@:Tkg~666kg

(Ulw - UO)Uéy - (véw - UO)Ul?J 2

b) Para calcular o, utilizamos las Ec. () y ():

mo =

1000
(it ma)v — myvy,  (1000)(1000) — =120, .
e = ms - 2000 T
3
1000
_ —miv, 3 3000 km 1500km
T T, T 2000 h T
3
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Es decir,

k
— (9002 — 15009) ;Ln

c) Para determinar el tipo de choque calculamos el médulo de la velocidad

relativa del cuerpo 2 respecto del 3 antes del choque y después de él:

~(A)
U’/‘el

= |vy — v3] = |U2] (yaque vz = 0, antes del choque)

Urel

)| = 100~/(9)2 + (15)2%”

Por otro lado

k
= |5, — @] = |(600 — 150)& + (300 + 900)7| Tm

rel

k k
= |04 | = 1007/(9)7 + (15—~ = 10y/(4.5) + (12~
Claramente )v ol ’ ‘ o' ‘ O sea, la colisién no es perfectamente elastica

7B

rel

ni completamente inelastica (ya que

# 0), y tampoco es explosiva
(ya que silo fuera, el médulo de la velocidad relativa después de la colisién

deberia ser mayor que antes de ella). Es decir, la respuesta esla (b)inelastica.

PROBLEMA 4: En el sistema de la figura, todas las poleas y las cuerdas inex-
tensibles tienen masa despreciable. Los coeficientes de rozamiento estatico . y

dinadmico 1,4 entre todas las superficies valen lo mismo.
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Capitulo 2. Cantidad de movimiento y dindmica

a) Determinarlascondiciones que debe cumplirla masa del cuerpo 3, M; para

que el sistema no deslice, es decir, permanezca en equilibrio.

b) Suponiendo que M; duplica el valor limite para que el sistema no deslice
hacia la derecha, calcular la aceleracién del sistema y las tensiones en los
hilos sabiendo que inicialmente se esta moviendo hacia la izquierda con

una velocidad v,.
c) ¢Cuanto tardara en detenerse? ;Qué sucedera luego de detenerse?
Datos: m, g, a, B, fies f1a § Vo

Figura 2.64: Problema 4

RESOLUCION:

Figura 2.65:

a) Primero planteamos la condicién para que el sistema no deslice hacia la

derecha:
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Figura 2.66: Diagrama de cuerpo libre para los 3 cuerpos

0 =Ty —mgsen(j3) — f,., (2.22)
0=T, —T1 —mgsen(a) — f,, (2.23)
0= —TQ + M3g (224)

Sumando las Ec. (2222) + (223) + (2224) miembro a miembro, obtenemos

Msg —mg(sen(a) +sen(B)) = fr, = fr,, =0 =

f"'el + f"'e2 = M3g - mg(sen(a) + Sen(/B)) < f”"elmaz + frezmaz

donde fro, —=mg cos(B)pe Y frey, =mg cos(a) e, O sea,

M; < m[sen(a) + sen(f) + p(cos(a) + cos(B))] = M

Ahora, la condicién para que el sistema no deslice para la izquierda sale de:
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Figura 2.67: Diagrama de cuerpo libre para los 3 cuerpos

|2
Mg
M’éﬁ
0="T, —mgsen(B) + fre, (2.25)
0=T,—T —mgsen(a) + f,,, (2.26)
0= —T, + Msg (2.27)

Sumando las Ec. (2223) + (2226) + (2°27) miembro a miembro obtenemos

M3zg — mg(sen(a) + sen(j3)) + frel + fTeQ =0=

fT81 + fTEZ = _Mgg + mg(sen(a) + Sen(/B)) < frelmaz + frezmaz

O sea,

M) = m[sen(a) + sen(f) — pe(cos(a) + cos(3))] < Ms

Entonces, para que el sistema no deslice debe cumplirse

M) < My < MY

C
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b) El problema platea ahora que M3 = 2M ). Esto quiere decir que a partir
del reposo, el sistema deslizaria hacia la derecha. Pero la condicién inicial
no es el reposo. El sistema, inicialmente, esta deslizando hacia la derecha
con velocidad v,. Recordar que la fuerza de rozamiento dinamica siempre
se opone a la velocidad relativa entre las superficies: en este caso como v,

apunta en direccién —, el rozamiento apuntara en la direccién +.

Figura 2.68: Diagrama de cuerpo libre para los 3 cuerpos

may = Ty — mgsen(B) + mgpuq cos(f) (2.28)
mag = Ty — T1 — mg sen(a) + mgjpig cos(a) (2.29)
IM Mg = —Ty + Mg (2.30)

por los vinculos a; = ay = a3 = a. Sumando las Ec. (Z28) + (2229) + (2230)

se obtiene

2AAMI) +m)a = (2M(§+) — m(sen(f) + sen(a)) + myuq(cos(B) + cos(a))) g

y reemplazando M por lo que vale, finalmente se obtiene

_ [(sen(B) +sen(a)) + (24 + pa)(cos(B) + cos(a))]
~ 2(sen(B) + sen(a) + ju.(cos(B) + cos(a)))
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Capitulo 2. Cantidad de movimiento y dindmica

Esta aceleracién resulta positiva (contraria a la velocidad v,). Las tensiones

se obtienen reemplazando esta aceleracion en las Ec. () y (2.30).

T, = ma + mgsen(f) — mgugq cos(S)

Ty = 2MM (g — a)

c) Alserla velocidad inicial v,, contraria a la aceleraciéon constante a, resulta

v(t) = —v, + at

para todos los cuerpos. Entonces para v = 0

oo

Luego de detenerse, el sistema comienza a adquirir una velocidad hacia
la derecha (ya que desliza hacia esa direccién, dado que M; = 2M 7. La
aceleracion de este movimiento (el que ocurre después de detenerse) sigue
teniendo el mismo sentido, pero no es la misma, que antes, dado que las

fuerzas de rozamiento dinamicas cambian de sentido.
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3.1. Descomposicion delasegundaleyde Newton uti-
lizando otros versores

Como vimos, F' = ma es una relacién entre vectores. Esta relacién tendra
distintas formas segliin el sistema de referencia que adoptemos para describir
dichos vectores. Hasta ahora utilizamos un sistema de ejes cartesianos ortogo-

nales.

Figura3.1:

Es decir, en dos dimensiones proyectamos todos los vectores sobre los verso-

res 7 e 3. Entonces

B . _dr <dx_+dy_)
T =T =0=—=(—Z+ —
44 at vatt T ar?
o también
dx dy
Uy = —7, Uy = 7
at’ Y dt
Ademas
 dv & <d2x - d*y )
Qg == — = |—2 .,
ar  dez Vaert T Y
o sea
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Capitulo 3. Dinamica circular

d*x d*y
Uy = —5, Oy = /7o
a2’ Y de?

y consecuentemente

d*x

_ " =
d*y

moe =

Podria ocurrir, sin embargo, que para algiin problema convenga utilizar otro ti-
po de versores ortogonales. Podemos elegir infinitos pares de versores ortogona-
les. De hecho, cada problema tendra su eleccién ideal. Podemos elegir versores
intrinsecos, polares, elipticos, parabdlicos, etcétera. Pero a no asustarse. En este
curso veremos qué pasa con los intrinsecos y los polares. Si la vida los lleva a

cruzarse con la conveniencia de utilizar otros, no dudo que lo podran hacer.

3.2. Descomposicion en versores intrinsecos

Estos dos versores reciben ese nombre porque estan definidos sobre la trayec-

toria de la particula u objeto cuyo movimiento estamos estudiando (Fig. ()):

Figura3.2:

— %>
2
<
e
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Consideremos un cuerpo de masa m que a tiempo ¢ esta en el punto r = r(¢).
En ese punto podemos definir dos versores ortogonales: ¢, versor tangencial a la
trayectoria n, versor normal a la trayectoria (la direccién normal apunta hacia
adentro dela curvatura). Estas direcciones, tangencial y normal, dependeran evi-
dentemente del tiempo. Como puede verse después de un At, la particula estara
enr = r(t+ At) y las direcciones normal y tangencial seran otras. O sea t = #(t),
n = n(t),los versores dependen del tiempo. Encontraremos ahora la segunda ley

de Newton descompuesta en estas direcciones.

Para ello consideremos lo siguiente

F=ma= md<vt), osea a = d(vt)
dt dt

dado que por definicién v es un vector tangencial a la trayectoria. Recalguemos

aqui que v = (v,% + v,7) = vt es el mismo vector. Si lo derivamos descompuesto
dv,, dv,
_ a —_ —Z
at T dt
esta en derivarlo escrito como v = vt. Esto se hace sencillamente si tenemos en

en cartesianas, obtenemos lo que ya sabemos: a, = . La gracia

cuenta que no solo v = v(t) sino que también # = #(¢). O sea,

dwt) _ dvg - vd—f
dt  dt dt

) dt :
Aqui debemos ser capaces de encontrar e Esto es la derivada de un vector.

Sabemos que la derivada es otro vector. Vayamos a la definicién de derivada,

i 1+ A —#(t)
At—>0 At

Para hacer esta operacion, consideremos la Fig. (@), obtenida de transportar

t(t) y t(t + At) paralelamente a un origen comun.
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Capitulo 3. Dinamica circular

Figura3.3:

Calcular |£(t + At) —#(t)| es sencillo, sobre todo pensando que luego haremos
At — 0. El m6dulo que nos interesa es la longitud del arco que subtiende el an-
gulo A« y como sabemos que la longitud del arco es el radio por el &ngulo que lo

subtiende, resulta que

it + A —i(t)] Ao
At At

ya que |£(t)| = |t(t + At)| = 1 (recordar que son versores).

Para averiguar la direccién, notemos que si At — 0, Aa también y entonces
el vector At tiende hacia la direccién normal . Pero por definicién, la direccién

normal a 7 es .. O sea, que tendremos que

U g B g B9
At~ Atso At Arso At

Ahora recurrimos a otro dibujito.
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Figura 3.4:

Aqui se ve claro que el angulo A« que forman #(t) y £(t 4+ At) es igual al angulo
que avanza el radio de curvatura p cuando la particula recorre una longitud As.

Luego Aa = E Es decir
p

dt 1As, 1
— = ——n=—-vn
dt A0 p At p
y luego
~ dvi dt dvf v?
a=—t+v—=—t+—n
dt dt  dt p
_ s . dv v?
O sea encontramos a = a,t + a,n, donde a; = = y la segunda ley
p

de Newton se escribe, en versores intrinsecos, como

- F
APTE
F=ma=
2
mv—:Fn
p

donde F} y F,, son las componentes de las fuerzas proyectadas en las direcciones

tangencial y normal respectivamente.
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La descripcién de la segunda ley de Newton tiene una alta riqueza pedagé-
gica (mas que utilidad practica). Detengdmonos un poco para profundizar esta

descomposicién para un movimiento absolutamente general.

Figura 3.5:

El grafico muestra un tramo de la trayectoria de una particula de masa m so-
metida a una fuerza F. Se muestra alli, las componentes tangencial (F}) y normal
(F,,) de dicha fuerza. Por lo que acabamos de ver entonces, la ley de Newton, en

la direccién tangencial es

dv
m— = F,
a7
. . dv . .. .
La componente tangencial de la aceleracion a; = = indica cémo la varia
el médulo de la velocidad en el tiempo. Dicho de otra manera, las componentes
tangenciales de la fuerza modifican el médulo de la velocidad. La ley de Newton en

la direccién normal es

m— = F,
p
2
.l v , . .
La componente normal de la aceleracién a, = — esta asociada al cambio
p
de direcciéon de la velocidad. Dicho de otra forma, las componentes normales de
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la fuerza modifican la direccion de la velocidad (y dejan invariable el médulo). Por
definicion, la aceleracion es el otro vector que describe como varia o. Ahora bien,
un vector puede variar porque varia su médulo o porque varia su direccion (o
porque varian ambas cosas). Las componentes tangenciales de la fuerza, varian

el mdédulo. Las componentes normales varian la direccion.

Si la fuerza no tiene componentes normales, la direccién de la velocidad no
cambia en el tiempo y la trayectoria sera rectilinea. Si la fuerza no tiene com-
ponentes tangenciales y solo normales, entonces la trayectoria se curva, pero el
modulo de la velocidad no varia. Si alguien dibuja algo como la Fig. (@), quiere
decir que no entiende mecanica. En efecto, si la trayectoria se curva es porque
hay una fuerza que la hace curvar. Esa fuerza debe tener una componente nor-
mal hacia adonde se curva la fuerza. Sila fuerza fuera en la direccién que indica

el dibujo, la trayectoria se deberia curvar hacia el otro lado.

Figura 3.6:

Como dijimos, cualquier movimiento rectilineo es un ejemplo de fuerza sin

componente normal. Veamos ahora ejemplos de fuerzas puramente normales.

Supongamos que tenemos una particula atada a un hilo cuyo extremo esta
clavado sobre una superficie horizontal. Con el hilo tenso le damos a la particula
una velocidad inicial perpendicular al hilo. NO hay rozamiento entre la superfi-

cie y la particula.
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Figura3.7:

Visto desde arriba es algo asi, como se muestra en la Fig. (@).

Figura3.8:

Entonces aqui vemos que solo hay una fuerza en la direccién normal: la ten-
sién 7. La direcciéon normal apunta desde donde se encuentra la particula hacia
donde esta fijo el hilo. Como ya sabemos, la tensién es una fuerza de vinculo, por
lo tanto estd acompanada de una ecuacién de vinculo: p = [,. Esta ecuacién nos
dice que la trayectoria de la particula,(el hilo esta tenso y por lo tanto existe 7)),
sera una circunferencia de radio p = [,. La segunda ley de Newton en compo-

nentes intrinsecas sera

) m— =0 = v=cte= v_v,

. v? P muv?
n) m—=T =a=-—ny T= ]
o

Lo Lo
o sea, la ausencia de componentes tangenciales nos indica que el médulo de la

velocidad permanecera constante v = v,. Por otra parte, la ecuacién en la direc-
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cién normal nos indica que basta tener una velocidad inicial v, en la direccién
tangencial para que el hilo permanezca tenso. Este tipo de movimiento es el que
se conoce como “movimiento circular uniforme” debido a que la trayectoria es
una circunferencia y el médulo de la velocidad permanece constante. Podria-
mos preguntarnos: salcanza con que la fuerza sea puramente normal para que
la trayectoria sea una circunferencia?.La respuesta es NO, no alcanza. Nuestro
siguiente ejemplo es una muestra de ello.

Consideremos un sistema parecido al anterior pero en lugar de tener el hilo

clavado a la superficie, este se va enrollando en un cilindro de radio « (Fig. (@)).

Figura3.9:

\
(0

La Fig. (), representa la situacién vista de arriba.

Figura 3.10:

Bl

A Qom""/

donde [, es la longitud libre del hilo inicial. A medida que transcurre el tiem-
po, el hilo se va enrollando en el cilindro, o sea, | = I(t), conl, = I(t = 0). El
movimiento va a terminar cuando todo el hilo termine enrollado. ;:Cuanto tar-
dara en enrollarse?. Responderemos esta pregunta. Grafiquemos el sistema a un

tiempo cualquiera ty ¢ + At
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Figura 3.11:

Mientras el hilo esta tenso actda la tensién que esta en la direccién normal
a la trayectoria (la direccion del hilo). La ley de Newton en versores intrinsecos

sera:

t) m— =0 = v=cte=v_v, (igualque en el ejemplo anterior)

U2 U2 mv2

n) mm:T =>d:wﬁ y T:m

Aqui vemos una diferencia grande respecto del ejemplo anterior. En aquel
caso, la ecuacién de vinculo imponia que el radio de curvatura fuese constante
e igual a la longitud del hilo p = ,. En el caso presente, ya dijimos que p = ()
cambia en el tiempo, ya que la ecuacién de vinculo es otra. ;Cudl es la ecuacién
de vinculo?.Esta dice que todo lo que se acorta el hilo debe ser igual a todo lo que
se enrolla en el cilindro. Observemos el grafico para determinar cuanto hilo se
enrolla cuando pasamos del tiempo ¢ al ¢ + At. La longitud de hilo que se enrolla

es igual al arco subtendido sobre el cilindro por el angulo Ay. O sea, podemos

poner

longitud del hilo enrollado en At = alAy
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Esta cantidad debe serigual alo que se acort6 / en ese At. ;Y cuanto se acord6?

acortamiento de l en At = [(t) — I(t + At)

Es decir

()~ 1t + A Ay

At YA
y tomando el limite para At — 0

ar_ g

dt —dt

Por otro lado, también mirando el dibujo, sabemos que

v:lim§:1iml%:limld£:

At—0 At At>0 At At—0 dt Yo

Esta Gltima igualdad se debe a que ya vimos que v = v, durante todo el mo-

vimiento. Pero la ecuacién de vinculo recién hallada dice que

de B 1dl
dt  adt
0 sea,
1 l t
——lﬂ = v, = ldl = —v,adt = ldl = —voaJ dt
a dt =1, t=0
2 l 2
-~ _Eo = —voat = I? = I — 2u,at

= [(t) = /12 — 2v,at

Para hallar el tiempo pedido, o sea el tiempo que dura el movimiento ¢, ha-

cemos

l2
l(t):«/lg—%oatc:():t(;: °

2v,a
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Este es el tiempo que tarda el hilo en enrollarse. Ademas, podemos ver como

cambia la tensién en funcion del tiempo

T(t)=m 2

V12— 2v,at
En este ejemplo, vimos que una fuerza puramente normal puede conducir a
trayectorias que con son circunferencias. En particular, a la curva que describe
la trayectoria de nuestro Gltimo ejemplo los matematicos la llaman “envolvente

de la circunferencia”.

3.3. Descomposicion de la segunda ley de Newton en

versores polares

Vamos a presentar los versores polares, pero antes vamos a introducir una
notacion debida a Newton). En todo lo que sigue indicaremos la derivacién tem-

poral por un punto sobre la funcién que estamos derivando. O sea, por ejemplo

dr . d*r . . i . :
Vg = = 0 =y = 0 Esto quiere decir que si aparece, por ejemplo f, esto
significa —.
8 dt

Vamos ahora a versores polares

Figura 3.12:

vf

X g
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Estos versores estan asociados a las coordenadas polares. Sabemos que un
vector (el vector posicién 7 indicado en la figura), lo podemos describir como sus
correspondientes cartesianas £, y F, o por su médulo r y su direccién ¢. Asi co-
mo las componentes cartesianas estan asociados dos versores ortogonales z e y
asociados a las direcciones en que crece x y crece y respectivamente, podemos
definir dos versores 7 y (» asociados a las direcciones en que crecen 7 y ( respec-
tivamente (ver el grafico). La direccion de estos versores van a variar segin el
punto en el que esté la particula. En la figura siguiente se muestran varias direc-

ciones segin dénde esté la particula.

Figura3.13:

Vamos a descomponer la segunda ley de Newton en estos versores. Veamos
un tramo de la trayectoria para una particula que se mueve por una fuerza F
aplicada. Aqui hemos graficado la posicién a tiempo ¢(7(¢)) y la posicién a tiempo

(t + Ab).
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Figura 3.14:

d>7

Queremos determinar entonces ﬁ descompuesto en esos versores. Sabe-

mos que T = r,0 sea el vector posicion, por definicién apunta en la direccién que
crece su modulo. Esto permite encontrar facilmente la velocidad descompuesta

en versores polares. En efecto

dr d(rf)_@A_F i _ 0
at @t at ar T a

A

dr . !
Para encontrar (%) aplicamos su definicién

% At—0 At

<df) (RO R0

Es facil encontrar el médulo de este vector con ayuda de la siguiente figura:
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Figura 3.15:

[Pt - ¥

Para At pequeno, este médulo va a ser el arco subtendido por el angulo A¢.

O sea,
|7 (t + At) — 7(t)| = |F(t)|Ap (yaque el arco es el radio por el angulo)

y |7(t)|[Ap = Ap (dado que |#(¢)| = 1 por ser un versor)

Entonces,

dt = A, At dt

Para calcularla direccion, basta notar que si At — 0, Ap — 0, (F(t+At) —7(t))

tiende a ser ortogonal a 7(¢). Esto quiere decir que (7(¢ + At) — #(¢)) apunta en la

dr B
dt = QP

Y, finalmente, obtenemos la velocidad en coordenadas polares,

direccién ¢. O sea,

V=774 1rpp
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o, lo que es lo mismo, v, = 7 (componente radial de la velocidad) y v, = r¢
(componente angular de la velocidad). Recalquemos, aunque la verdad creo que

no deberia hacer falta, que:

0 = (@@ +99) = (77 + 799)

Se trata de la misma velocidad, del mismo vector, descompuesto en sistemas
de versores diferentes. Ahora debemos derivar a la velocidad para obtenerla ace-

leracion

_@_i(‘A_F 'A)
T @YY

Ql

Antes de terminar con el calculo de la aceleracién en componentes polares
examinemos el significado de las componentes de la velocidad en dichos verso-
res. Para eso es bastante instructivo deducir las componentes a partir de la “geo-
metria” del movimiento. Consideremos un pequerio tramo de la trayectoria de

una particula recorrida entre el tiempo t y t + At.
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Figura 3.16:

La parte derecha de la Fig. () es una ampliacion de la parte izquierda. En
el At,la particula se desplaza del punto A al B. Consecuentemente, el vector des-

plazamiento es

As = Azi + Ay = rApd + Are

Acs
Ahora bien, la definicion de velocidad es —S, es decir

At
e (Azz+Ayy)
i
y también
o (rApp+Are)
U—EIEO A = 1o + 17
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. ~dv
Vamos, ahora si, a calculara = s en componentes polares,

d di i d(ry d; ’
a= (i trop) = Tparll 4 (W)@wgbd—f:

e . Ldp
o7 7 r% 7 rr+7’g0g0+rg0g0+r<pg0+rg0%

~

- . dr ‘., .
, donde hemos utilizado nuestro resultado anterior a2 Aqui aparece la

~

. L d . ,
derivada del versor angular ¢, d—f Para eso recurrimos de nuevo a una figura.

Figura3.17:

Por definicién

A9 _ i, P+ AL —0(2)

dt At—0 At
Para calcular el médulo |¢(t + At) — ¢(¢)| hacemos la resta de los versores:

Figura 3.18:

,Cg )
&@xb‘/\»

~

¢
TAN
\f(& 45‘ A?

|B(t + At) = 4(t)] = |@(1)|Ap = Ap

>

179



Alejandro José Fendrik

O sea,

‘dt‘_ t—»UAt Y

Para determinarla direccién, observamos que el vector (¢(¢t+ At) — p(t)) tien-

de a ser perpendicular a ¢(¢) cuando At (y Ayp) tienden a cero. Ademas apunta
dg .

en contra de 7(¢). Se concluye entonces que & _ —pr. O sea, juntando todo lo

dt
que apunta en la direccién 7 y todo lo que apunta en la direccion ¢, queda:

a= ((F—r@*)F + (rg + 201)) = a,F + ayp

La segunda ley de Newton entonces es:

m(# —r¢*) = F, (ecuacién radial)

m(rg +2¢r) = F, (ecuacién angular)

F,.y F, son las componentes de la fuerza proyectadas en las direcciones ra-
dial y angular respectivamente. Es decir, descomponemos la fuerza como F =
F.7 + F,¢. Los versores polares son muy utiles (diria que necesarios) para estu-
diar una “familia” de sistemas muy importante: los problemas de fuerzas cen-
trales. Estos problemas consisten en una particula de masa m con una fuerza
central aplicada. Una fuerza es central si en cada momento solo tiene una com-
ponente radial (o sea componente angularnula) /' = F,7. En un diagrama podria

ser algo asi:
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Figura 3.19:

Con esto queremos ilustrar el hecho de que la fuerza siempre esta en la direc-
cién de 7, no importa en dénde esté ubicada la particula. En el presente ejemplo
hemos supuesto que la fuerza es siempre atractiva hacia o pero podria ser repul-
siva o a veces atractiva y a veces repulsiva. En todos los casos, resulta /' = F,7.

Para el problema de fuerzas centrales la segunda ley de Newton resulta,

m(i — r$?) = F,  (ecuacion radial)
m(rg +2¢r) =0 (ecuacién angular)
Observemos que si multiplicamos por » ambos miembros de la ecuacién an-

gular obtenemos la ecuacion (valida siempre r # 0),

mr?p 4+ m2pri = 0
Es facil notar que EOWQ(P) = mr?p + m2prr. O sea,

d )
S (mr*g) = 0

Esta altima ecuacién nos dice que

mrip =1 = cte
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O sea que en el problema de fuerzas centrales existe una constante de movi-
miento (que llamaremos /; no confundir con la / de longitud, dado que es una
nueva magnitud). Que sea una constante de movimiento significa que si somos
capaces de conocerla a partir de las condiciones iniciales del problema (r,, ¢, 7,

©.), siempre valdra lo mismo. Esto nos resulta muy 1til, porque escribimos

.1
(p—mTQ

y podemos reemplazar ¢ en la ecuacion radial:

. P12 L P
= mr —m———s =mi' — ——= = F,
m2rA mr
Siademas F, = F(r), o sea, la fuerza solo depende de la distancia de la parti-
cula al origen, tendremos
12
mir = F(r)+ —
(r) + -3
Notemos aqui que esta ecuaciéon (llamada ecuacién del problema unidimen-
sional equivalente) solo depende de una coordenada. Si cambiamos el nombre

“ »

r” por “z”, esta ecuacion es de la forma

. I?
xr = E <F (.I) + w)

O sea, conocemos a = a(z), jProblema que ya sabemos resolver!. Ya ahonda-
remos en el estudio de [ y de estas ecuaciones cuando estudiemos movimiento
planetario y las leyes de Kepler. De acuerdo con lo que estudiamos hasta aho-
ra, la elecciéon de como descomponer la ley de Newton (qué tipo de coordenadas
utilizar) va a depender del problema. Esta claro que si la fuerza es central, de-
bemos utilizar polares. También esta claro que si la fuerza F, descompuesta en
versores cartesianos tiene siempre una componente nula, la eleccién seran los
versores cartesianos i e 3. Un ejemplo sencillo de esto es el caso de lo que se co-

noce como tiro oblicuo o movimiento de proyectiles. Estudiemos el caso de una
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bala de cafién disparada desde el origen con una velocidad inicial de médulo v,

e inclinacion a.

Figura 3.20:

Ve

X‘i’

Puesto que F' = —mgj (no hay fuerzas en la direccién ) es evidente que con-

viene plantear el problema en versores cartesianos (inténtelo en polares).

. L,
_ mij=—-mg = y(t) =uv,sen(a)t — =gt
F=ma= 2
mi=0 = x(t) =wv,cos(a)t
donde hemos descompuesto la velocidad inicial segiin = e y y 9, = v,(cos(a)z +
sen(a)y). El movimiento es la superposiciéon de un movimiento uniforme en la
direccién x y un movimiento uniformemente acelerado en la direccion y. Es im-

portante notar que estos movimientos son “simultdneos”, o sea, en rigor deberia-

mos poner

T(t) = (x(t) = v, cos(a)tz + (v, sen(a)t — %gﬂ)gj)

En este problema es particularmente sencillo encontrar la trayectoria, es de-
cir, la curva que describe la particula en su movimiento. Esta curva, en el plano,
vendra dada por una funcién que relaciona las dos coordenadas del problema.

En cartesianas sera x = x(y) oy = y(z), en polares, r = r(¢) 0 ¢ = (r), etcétera.
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. . T
Para el caso del tiro oblicuo hacemos ¢ = T cos(a)’ y esto lo reemplazamos
Uy Q

eny:y(t: >.Osea,

v, COS(cv)
1 ga?

= tan(a)z — = —————

y(@) (a)e 2v2 cos?(a)

que resulta una parabola,

Figura3.21:

meax.

P !
) e

W

/é,—

Las longitudes L y A, (alcance y altura maxima) son parametros de interés
en esta trayectoria y se determinan facilmente. Para el alcance, notemos que = =

L es la otra raiz de la parabola, que no es = = 0. Entonces, factorizamos,

T 1 gz
y) = cos(a) (sen(a) 202 cos(a))

y resulta que

9t _ o 202 cos(ar) sen(a) _ v?sen(2a)

sen - =
(@) 2v2 cos(a) g g

(ya que sen(2a) = 2 cos(«) sen(a))

Esta expresién merece algin comentario: cuando « varia entre 0 y 27, 2« va-

ria entre 0 y 7, y el seno cuando su argumento varia entre 0 y = vale lo mismo
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que para dos valores diferentes. Resulta asi que tendremos el mismo alcance pa-
ra dos valores de « (salvo para o = 45° 2a = 90° en donde el alcance se hace

maximo).

Figura 3.22:

% —b
‘% T 2.

Este grafico ilustra lo que pasa con sen(2«), en funcién de 2« cuando « varia

m : : : e
entre 0y 5 Esto quiere decir que si queremos alcanzar un objetivo situado en
2
UO “ ”» (e
x, < —2 podremos hacerlo a modo “rasante” o por elevacion.
g

Figura3.23:

. . v L L
Esta claro que si z, > —2 el objetivo resultara inalcanzable dado que el alcan-
g

2
L. . v
ce maximo L,,,, se obtiene para o = 45°y vale ?O En cuanto A,,,,., corresponde
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a la cGispide de la parabola y la obtenemos facilmente haciendo

L 1v2sen?(a)
=5 = hmax = -2
Y <x 2) 2 g

Vamos ahora a es estudiar un problema de movimiento circular bastante ins-
tructivo. Consideremos un cuerpo puntual de masa m atado a un hilo inextensi-
ble moviéndose en un plano vertical (o sea, estamos “revoleando” un llavero, por

ejemplo).

Figura 3.24:

Para estudiar este sistema podemos utiliza versores polares, o bien versores
intrinsecos. Veremos que su utilidad es equivalente. Escribamos primero la des-

composicion en polares,

7) m(i# —ra?) = =T + mg cos(«)
&) m(ra+2ra) = —mgsen(a)
La tension T esta relacionada con la ecuacién de vinculo » = [ mientras el

hilo esta tenso (o sea, mientras 7' > 0). Esta ecuacién nos dice que = 0y # = 0,

entonces, nos queda:
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7)) —mla® = —T + mgcos() 3.1

&) mlé = —mgsen(a) 3.2)

¢Cémo queda la descomposicién en intrinsecas?

2

) mUT =T+ mgcos(a) (radio de curvatura p =) (3.3)
t) m(ji—: = —mgsen(«) (3.4)

Es facil ver la equivalencia entre las Ec. 8.1) y (.3) y entre las Ec. (¢.2) y (.4).

En efecto, sabemos que v = l& (¢por qué?), entonces (@) y (@) se convierten en

n) mld® =T — mgcos(a) (3.5)

A

t) mla = —mgsen(a) (3.6)

Aqui vemos que la Ec. (8.6 es idéntica a (8.9) y la Ec. (B.9) es (.1) pero toda
multiplicada por (—1) (o sea es la misma ecuacién). ;Por qué aparece el cambio de
signo global en Ec. (@) respectode (@)?. Porquela direccién radial 7 apunta hacia
afuera del circulo, mientras que la direccién normal 7 apunta hacia adentro. Las

direcciones angular (4) y tangencial (f), en cambio, coinciden. En un grafico, es:

Figura 3.25:
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Esto quiere decir que podemos utilizar cualquiera de estas composiciones.
Pero ojo: debemos especificar cudl vamos a utilizar. Aqui vamos a utilizar la des-
composicion polar (es decir, Ec. (El]) y ()).

Despejamos la tensiéon 7" desde la Ec. (El]):

T = mlé® + mg cos(a) (3.7)

Lo primero que observamos es que, a medida que « crece,el término mg cos(«)

disminuye, y cuando o = g, se anula (Fig. ()).

Figura 3.26:

Esto corresponde a que en ese punto el peso solo tiene componente angular.
Si «a sigue creciendo, el cos(a) cambia de signo (dado que o > g) y el peso empie-
za a tener componentes radiales negativas (apuntan hacia el centro). Y cuando
llegamos a o = T, todo el peso resulta radial negativo. En efecto, si especializa-

mos Ec. (@) en a = 7, obtenemos
T(a=7)=mil(d(a=7))?*—mg (3.8)

donde T'(aw = 7) y &(av = 7) son la tensién y la & (llamada velocidad angular, no

confundir con la componente angular de la velocidad v, = l&) en o = . Esto se

observa en la Fig. ().
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Figura3.27:

Supongamos que &(7) = 0. De Ec. (@) obtenemos 7'(a« = w) = —myg. Sabe-
mos que esto no puede ser, dado que significa que la fuerza de vinculo 7" deberia

apuntar para el otro lado. jEs pretender sostener el cuerpo arriba con un hilo! El

hilo se afloja (Fig. (.28).

Figura 3.28:

T2

L " — %M%/

Notemos que este problema no lo tendriamos si en lugar del hilo tuviéramos
un palito. Con un palito si podriamos mantener el cuerpo quieto arriba. Pero te-
nemos un hilo. Vemos que si queremos que el hilo recorra una circunferencia
completa, necesitamos que en « = 7 tenga una velocidad mayor que cierta velo-
cidad minima, tal que T'(av = 7) no resulte negativa. O sea, de Ec. (@)z
9

la2<a:7[—)_g>0:amzn(a:7f):i 7

(el + tiene que ver con el sentido del giro. + en contra de las agujas del reloj).
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Tomemos el sentido antihorario. Entonces &,,;, = 9 es 1a velocidad an-

gular minima (la velocidad minima sera v,,;, = ldmin = +/lg) con la que po-
demos tener el cuerpo en o« = 7. Justo para esta velocidad, 7'(a« = 7) = 0. Si
v(a = ) > Vpin, T > 0y no hay problema, si en cambio v(a = 7) < vypin, T < 0
y tal situacién no es posible con un hilo (si con un palito).

Vamos a responder dos preguntas:

1. ¢Cudl es la velocidad minima que tiene que tener el cuerpo en o = 0 para

llegar a o = 7 y asi dar la vuelta completa?

2. Siel cuerpo en o = 0 tiene una velocidad menor que la que determinamos,

¢hasta donde llega? (;0 a qué velocidad el hilo se afloja?),

Para responder la primera pregunta tenemos la Ec. ();

da d
a = —% sen(«) = i d_(: = —% sen(a) =
adév = —% sen(a)da (3.9)
Ha=m) g (" 1 1 g i g
= adéy = ——f sen(a)da = —d*(a = 1)—=d*(a = 0) = 5 cos(a)| = —27
Y (a=0) L Jo 2 2 l ; l
O sea,

@(a =0) = (= m)+47 = a2, (0 = 0) = a2, (0 = T)+47 = a2, (a = 0) =57
oy
= Cumin(ov = 0) =4[ —= (¥ vmin(a = 0) = 1/5lg)
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O sea, si abajo (& = 0) el cuerpo tiene una velocidad v(a = 0) > 4/5lg, dara
toda la vuelta. En otro caso, no llegara arriba.
Para responder la segunda pregunta, notemos que, en el caso de no llegar

arriba, tenemos dos situaciones posibles:

a) El cuerpo abajo (o« = 0) no tiene velocidad suficiente para llegara @ = g

En ese caso el cuerpo se detiene y alcanza un angulo maximo en o, < g
(que llamaremos amplitud) con el hilo tenso y luego vuelve. En este caso,
el movimiento serd un vaivén u oscilacién: es lo que se conoce como pén-
dulo (que luego estudiaremos con cierto detalle). Podemos calcular ahora
la velocidad maxima &*(« = 0) abajo, de modo tal que el problema sea un
péndulo (o sea, qué velocidad debe tener en & = 0 para llegar a o = g).

Para ello integramos la Ec. (@):

a*(a=0)= 29 (0 v*(ax = 0) = +/2lg)

Entonces concluimos que si 0 < v(a = 0) < /2lg tendremos un péndulo y

el hilo no se aflojara.

b) Sien cambio /2lg < v(a = 0) < 4/5lg no tendremos péndulo y no llegara
arriba. Esto quiere decir que para una velocidad en este Gltimo intervalo,
el hilo se aflojara. Vamos a determinar a qué angulo el hilo se afloja. Para

ello integramos la Ec. (@) para una ¢ genérica:

a(a) g e} 1 1 g
f add — —-f sen(a)da = ~a2(a) — ~a%(a = 0) = % (cos(a) — 1)
&(a=0) I Jo 2 2 I



Alejandro José Fendrik

= &%(a) = 2%(cos(a) — 1)+ a2(a = 0) (3.10)

Esta ecuacion la utilizaremos para obtener la tensién en funcién de « (en

la Ec. (.7):

[T(cos(a) — 1))] +16*(a = 0) + gsen(a)
= T(a) =m (3gcos(a) — 29 + 1¢* (o = 0))

Para hallar el angulo @ = o* para el cual el hilo se afloja, planteamos 7'(« =

a*)=0=

mg (3 cos(a®) — 2 + édQ(& = O)) =0 = cos(a™) =

29 — l&*(a = 0)
39

O sea,

29 — 1%(a = 0))

o = arc cos (
3g

. ) . ., T
(notar que en el intervalo de &(a = 0) considerado, o* varia de 5 anm)

2
para4/79<d(a:())< 579 (029l < v(a=0) < +/5gl).

Esta relacion la podemos comprobar para los extremos ya que sabemos

que si para a(a = 0) = 4/279, a* = g,ypara ala =0) = 4/579, el hilo se

afloja justo en o* = .

Notemos que la Ec. (8.10) es similar a las expresiones que obteniamos para

v = v(x) cuando partiamos de a = a(z). De hecho, para integrar y obtener la Ec.
. . . dv  dvdx
(8.10) recurrimos al mismo recurso para separar variables (E = d_d_t)'
T
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3.4. Ejercicios resueltos del capitulo

PROBLEMA 1: Un piloto, cuya masa es de 80kg, se dirige en linea recta y poste-

riormente realiza unloop circular de 130m de radio con una avioneta (ver figura).

a) Determinar la velocidad de la avioneta en los puntos A y B sabiendo que
en el punto A el piloto experimenta la sensacién de gravedad cero y en el

punto B tiene un peso aparente de 300@.

b) Sien el punto C la velocidad de la avioneta es de 50@, ¢cuanto vale la com-
S
ponente radial de la fuerza de contacto entre el piloto y el asiento de la

avioneta en ese punto?

Figura 3.29: Problema 1

RESOLUCION:

a) En coordenadas intrinsecas, las ecuacion dinamica que describe el movi-

miento en la direccién normal es:

1}2

) Mo = —mg cos(a) + N
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Figura 3.30: Esquema general de la situacion

Como el enunciado nos dice que en el punto A (o« = =) hay sensacién de

gravedad nula, esto implica que la fuerza normal es cero:

Por lo tanto,

lval = A/gR

En el punto B, (0 = 0), el peso aparente es de 300kg, lo que equivale a

29400N,

= N = 300kg = 300kg9.8g = 20400N

Asi, 1a segunda ley de Newton en la coordenada normal nos queda:

2
) mB — —mg cos(0) +N
R ——
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—80kg9.8% + 300kg9.8%
:>UB|:\/( 9983 + J 82)130m

80kg
Finalmente,
7/ 286
lvg| = T ~292™
2 S S

b) Enel punto C el angulo a = %, esto implica que la fuerza peso no “aporta”

m ]
nada en la componente normal, ya que mg cos <§> =0, asi:

0

ﬁ)mﬁc = —mg cos (g) +N =N

—_——
0

2
(%
Como |vc| = 507, entonces N = mEC, por lo tanto,

~ 80kg
~ 130m

2 20000
(50278 = 22N & 1538.5N

N
52 13

PROBLEMA 2: El sistema de la figura, consiste en un poste de seccién cuadrada
que tiene un hilo atado a un vértice. El hilo esta atado en su otro extremo a un
cuerpo de masa m que puede moverse en el plano horizontal sin rozamiento. Con
el hilo estirado se pone en movimiento el cuerpo al darle una velocidad inicial
perpendicular al hilo V,. Sabiendo que la longitud total del hilo es /, = 30d donde

d es lo que mide el lado del poste cuadrado:

a) Determinar el tiempo que tarda el hilo en enrollarse en el poste.
b) Determinar la tensién del hilo en funcién del tiempo.

c) Generalizar los resultados anteriores al caso en que el poste, en lugar de

ser un cuadrado, es un poligono regular de m lados (o sea, un pentdgono
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regular, hexagono regular, etcétera), teniendo en cuenta que el radio de
la circunferencia que circunscribe el poligono siempre es el mismo, a y la

longitud del hilo /, = nd.

d) Estudiar las expresiones obtenidas en el limite m — o0 yn — oo pero de
modo que nd = [, (pensar a qué poligono regular tiende la seccién del poste

en este caso)

Datos: a, l,, V, y m.
Ayuda: sera necesario hallar la relacién entre el lado del poligono regular de m
ladosy el radio de la circunferencia que lo circunscribe (pensar en los triangulos
isésceles que quedan determinados por cada lado y los radios que salen de cada
vértice) hacia el centro del poligono (ver figura). Recordar ademas que 1 +2+ 3+

ot n =N i=(n+ 1)§yquelirrésen(x) = x.

Figura 3.31: Problema 2

RESOLUCION: Como la tensién siempre es perpendicular a la velocidad, esta
mantendra su moédulo constante. Al principio, la trayectoria sera sobre una cir-

cunferencia centrada en A con médulo de la velocidad V.
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Figura3.32:

a) Eltiempo transcurrido en este tramo sera la longitud de arco:

AS, = gSOd

dividido por el médulo de la velocidad V:

™

t, = 30d
1 2V,
El segundo tramo es otro arco de circunferencia centrada ahora en By
radio 29d:
™
ty = 29d
2 2‘/;

y asi siguiendo. El tiempo total lo podemos obtener sumando:

T
trop =11+ by + 15+ ... + 130 =
tot 1+t + 13+ + 13 51

7d 30.31 oo

15.31
AR 2Vg(53)d

s \/5 7r\/§
= 15.31)2—a = ——a(15.31
2‘/0(53)2a ‘/02a(53)

(30+29+...4+1)
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donde hemos utilizado d = 2 sen(%)a

b) Latension la obtenemos de plantear la ley de Newton en versores intrinse-

cos en la direccién normal:

donde p es el radio de curvatura de la trayectoria. En este caso, p es la longi-

tud del hilo que no est4 enrollado atin en el poste. Entonces, si p = d = 1/2a

M,V?2 30v/2
Ty =~ (0<t<t1=ﬂ>
30v/2a 2V
M,V?2
T, — 0 th<t< ti+t
2 29@@ (1 ‘V"l 2)
2Vo
T, — MOV? (t + 1y + +t <t<ti+1ty + +t)
"«‘_(30_/{_’_1)\/5& 1 2 k-1l x 2 k
M,V?
Ty = (b4 to+ . Aty <t <ty +la+ ... + L)
V2a

c) Lageneralizacion es inmediata: basta observar la figura siguiente
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Capitulo 3. Dinamica circular

Figura 3.33:

O sea,

2 d
ttot—Ztk.— O =k +1)

2wd(n2_m+n> 2 dnns)

m 2 S mV, 2
2ma T

= — 1
n sen <m> n(n+1)

y para las tensiones,

MO‘/OQ k—1 k
T = (n—k+ 1)2sen (%)a para Z;ti <t< ;ti

d) Enellimiteden — ooy m — o pero tal que nd = [, y md = 2wa, resulta:

n l,
m  27a
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Entonces, en ese limite,

.2 . 27

lim —~~ sen (1) (n? +n) = lim — C;(nz +n)
n—% mV m n=® Vom

— m 2m2a [ ((n2 N n2\\  2r%all I
N =%V, m m - VoAn2a2 24V,

O sea,

Este es el mismo resultado que se obtiene para el poste circular de radio
a, resolviendo la ecuacion diferencial para I = i(¢) utilizando las leyes de

Newton en versores intrinsecos.
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4.1. Trabajoyenergia

Vamos a comenzar el estudio de ciertas magnitudes fisicas que se desprenden
directamente de las leyes de Newton a partir de su aplicacion sistematica para
resolver problemas mecanicos. Sin embargo, su existencia trasciende la meca-
nica y su estudio, y su comprension es fundamental para descubrir el compor-
tamiento de la naturaleza (repito: no solo en sistemas mecanicos, sino también
en procesos quimicos, en sistemas biolégicos, geologicos, etcétera, y, en general,
cualquier fenémeno natural), aunque aqui nos restringiremos a la mecanica.

De hecho, ya desde nuestro estudio de cinematica, estas magnitudes ya apa-
recieron (solo que no les prestamos atencién).

Consideremos para empezar un sistema simple consistente en un cuerpo de
masa m que se mueve sobre un plano (sin rozamiento), que se desplaza de un

punto A a otro B con una fuerza F, constante, aplicada:

Figura 4.1:

X

La direccién de movimiento es i. La segunda ley de Newton, en cartesianas,

resulta:

=
3
| QL
4
I
-
I
B>
(@]
o
[72]
Q
S~—
Y
Q.
O
=]
Q.
(1]
4
I
N——
™
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Capitulo 4. Trabajo y energia

Sabemos quela Ec. (El!) la podemos escribir bajo la forma (ya lo hicimos cuan-
do estudiamos cinematica):

d
Mo = Fcos (a) = mvd_v = Fcos () = mudv = F cos (a) dx
i

Esta Gltima forma permite integrarla entre Ay B.

vB vB 1 1
J mv dv = f Fcos(a)dr = Emv% - Emvi = Fcos(a)(zg —xa) (43)
VA TA

Notamos que el miembro izquierdo es el resultado de una integraciéon que
siempre conduce a lo mismo: si introducimos una magnitud (que llamaremos

1
energia cinética) T = §m02, la Ec. (@) se escribe como:
B
Ty —Ta = AT‘ — F, (25— 24)
A

En cambio, el resultado de la integracién que conduce al miembro derecho
de (@) dependera de la fuerza. En este caso, al ser F,, = F'cos (o) = constante
durante todo el desplazamiento (de A — B), obtenemos que

o5
f Fodx = F, (xp —x4) = F (xp —x4)cos («)
A

Esta integral recibe el nombre de “Trabajo (17) de la fuerza F' entre Ay B™:

B
WAB = f Fw dx

TA

Notemos que para nuestro sistema (fuerza constante) este trabajo resulta ser
el producto entre la fuerza en la direccién del desplazamiento (F, = F'cos (a))
por el desplazamiento (25 — 24). Concluimos entonces que
B
AT L= Wagp (4.4)
al menos si la fuerza es constante durante el desplazamiento y este corresponde

a una trayectoria rectilinea.
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Esta conclusién es bastante pobre, ya que este sistema es muy particular (jla
fuerza genérica para un problema mecanico general no sera constante y la tra-
yectoria podria ser cualquier curval). Sin embargo, vamos a ver cémo nuestro
“pobre” resultado puede utilizarse para obtener un resultado completamente ge-

neral.

Consideremos ahora que nuestro cuerpo se mueve sobre cualquier trayecto-
ria con una fuerza aplicada que varia en méduloy direccion punto a punto (o sea,
la fuerza puede depender de la velocidad del cuerpo, de su posicion e incluso del

tiempo). La situacion esta ilustrada en el siguiente grafico:

Figura 4.2:

Aqui queremos significar que el cuerpo se desplaza de A hacia B mientras la
fuerza varia en cada punto. Indicamos solo cuatro puntos como ejemplo (A, 1,2y B),

yalliFA;éFl #FQ #FB.

Para tratar de utilizar el resultado que ya obtuvimos, hacemos lo siguiente: si
a la longitud de la curva entre Ay B la llamamos L, partimos L en N pedacitos
delongitud As = % muy pequenios (N grande), de modo tal de poder considerar
cada pedacito como rectilineo y ademas considerar la fuerza F' como constante

en cada pedacito. Numeramos cada pedacito:i = 1,2,3,..., N
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Capitulo 4. Trabajo y energia

Figura 4.3:

Ahora aplicamos nuestro resultado (Ec. (@)) a cada pedacito. O sea,

T, —Ts = Ficos(aq)As

TQ—Tl = FQCOS((IQ)AS

Tp—Tn = Fycos(ay)As

Si ahora sumamos, se obtiene

N
Tp—Ta = Ficos(a1) As+ Fycos (ag) As+-- - Fy cos (ay) As = 2 F;cos (o) As
=1
Esta expresion es aproximada, dado que hemos supuesto que los pedacitos
son segmentos de recta y que a lo largo de ella la fuerza permanece constante.
Pero sabemos también que cuanto mas grande sea N, como L permanece fijo,

As serd mas chico y nuestra expresion se parecera mas al resultado exacto. Pen-

semos entonces qué sucede con la suma si N — ooy As — 0, de modo tal que

205



Alejandro José Fendrik

N - As = L. En ese caso, tendremos:

B

N

J%l_rgo Z F;cos (o) As = J_ Fcos(a)ds
As—0 =1 TA

(NAs=L)

Llegado este punto, si definimos As = Ast (y consecuentemente ds = dst),
resulta que F cos (a)ds = F - ds (dado que « es el angulo entre el vector F'y el
vector ds) y obtenemos el resultado exacto:

B B _
AT| :TB—TA:J Fds=Wag

B _ _
donde Wap = J F - ds es el trabajo que realiza la fuerza F cuando el cuerpo
se desplaza de AaB siguiendo la trayectoria. Concluimos entonces con la ley

absolutamente general, que dice que

1 1 s _ _
émvé — émvi =Wyp = f F-ds (4.5)

TA

Este resultado se conoce como el “Teorema de las fuerzas vivas para una par-
ticula”. Notemos aqui que esta igualdad nos dice que solo las componentes tan-
genciales de la fuerza (esto es, en la direccion del desplazamiento del cuerpo) son
las que pueden modificar el médulo de la velocidad, ya que si F es perpendicular
a ds entonces F - ds = 0, no hay trabajo, y AT j = 0 (o sea, v% = v%). Podriamos
obtener el mismo resultado utilizando directamente la segunda ley de Newton

en la direccién tangencial:

v

d dv d
v v S
m—t =F = m—s il F, = muvdv = Fids

O Sea,

_ _ vB B _ _
mvdv:FCOS(a)d5:F~ds=>J mvdvzf F-ds=
VA TA
Lo 1 4 .
§mvB—§va:WAB: ) F-ds

TA
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Capitulo 4. Trabajo y energia

Encontramos, nuevamente, lo que ya conociamos: si la fuerza es puramente
normal a la trayectoria, no modifica el médulo de la velocidad. Las fuerzas que
no realizan trabajo dejan invariante al moédulo de la velocidad. El ejemplo mas
claro es el del movimiento circular uniforme: un cuerpo atado a un hilo que se

mueve sobre un plano horizontal sin rozamiento.

Figura 4.4:

Latension T es siempre perpendicular al desplazamiento, entonces, NO REA-
LIZA TRABAJO, por lo tanto, LA ENERGIA CINETICA NO VARIA (v = vy = cte).
Notemos que la velocidad v SI VARIA. Lo que no cambia es su médulo v.

El trabajo Wap = v F - ds es lo que se conoce como una integral de linea
(o curvilinea). El integr;%do es evaluado sobre una curva (la trayectoria, en este
caso, entre el punto A (o sea, 74) y el punto B (o sea, 7). Para efectuarla debemos
especificar cual es esa curva (o sea, debemos conocer la trayectoria entre esos
puntos). Desde este punto de vista, pareceria que la Ec. (@) no es demasiado util,
a menos que conozcamos a priori la trayectoria o que el resultado de la integral

curvilinea NO DEPENDA DEL CAMINO (esto es que solo dependa de 74 y 75 Y no

de la curva que los conecta). Ya volveremos sobre este caso.

Unidades de trabajo y energia

MKS(SI)
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Se define la unidad de trabajo como aquel trabajo que realiza la unidad de

fuerza (1 N) en un desplazamiento de una unidad de longitud. O sea,
IN-1m=Nm=1Joule

cgs
En este caso,

ldina - 1cm = dina - cm = 1ergio

A veces se utiliza una unidad “técnica”, que es el trabajo que realiza una fuer-
—
zade lkgen1m

1k_)g -1m = 1kilogrametro

Con el objeto de ilustrar el “Teorema de las fuerzas vivas”, veamos algunas
aplicaciones. Supongamos que tenemos un cuerpo sobre un plano inclinado de
angulo o, a una altura h. El cuerpo desliza sobre el plano sin rozamiento y cuan-
do llega a la horizontal sigue moviéndose, pero ahora con una superficie cuyo

coeficiente de rozamiento dinamico es ;. Queremos determinar dos cosas:
a) Lavelocidad del cuerpo cuando llega a la horizontal.

b) Cuanto recorre el cuerpo sobre la horizontal antes de detenerse.

Figura 4.5:

a) Notemos que conocemos la trayectoria.
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Capitulo 4. Trabajo y energia

Para resolver la primera cuestion, planteamos:
T —Ts=Wyp
W ap es el trabajo que realizan las fuerzas.

Figura 4.6:

Las fuerzas sobre el cuerpo son P = mgsen (a) & — mgcos (a) i y ademas
N = Ny. O sea,

F =mgsen(a)z+ (N —mgcos(a))y
El desplazamiento es en la direccién ids = dzi . O sea,

f U R s = f (mgsen ()@ + (N —mg cos (a)) §) drz

TA

A~

peroz -z =1ey- -z =0,o0sea,
B
WAB—J mgsen (a) dr = mgdsen («) = mgh
A

Veamos aqui que el trabajo resulta simplemente la fuerza en la direccion
#(mgsen («)), constante durante el desplazamiento, por el total en la direc-
cién i(d). Utilizando d sen (o) = h, vemos que W45 = mgh (jsolo depende
dela altural, jsi el angulo fuera mas grande o mas pequerio daria lo mismo!,

ya volveremos sobre esto). Concluimos entonces que:

1 1
émv% - §m1)124 = mgh

ycomo vy =0 = vp = +/2gh.
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b) Ahora la situacién es la siguiente:

Figura 4.7:
"N
F \/5 N

et _ Tvo
fr——— L 2 Py

mg, l L=? 4

=

En este caso, F = —F,;& y ds = dxi,con F = aN = pgmg. O sea, Wpe =

—ugmgL (el trabajo resulta negativo porque la fuerza y el desplazamiento

se oponen).
Entonces,

1 2 1 2

5MVc — 5MVp = —pamgL
pero vc = 0y v% = 2gh, entonces,

1

h
Zm’Zg parry. o

4.2. Potencia

La potencia (P) de una fuerza F' mide el trabajo por unidad de tiempo que

realiza la fuerza. Es decir, si en un At el desplazamiento es As, tendremos

At—0 At
La unidad de potencia en el M K S(SI) es 724 = |V (Vatio o Watt). EN el cgs es

€29% (no tiene nombre particular y es poco utilizada). Se suelen utilizar unidades
inglesas o francesas anteriores a la racionalizacién de las unidades.

El origen del caballo fuerza (1 HP = 745.7W) y del caballo vapor (1CV =
735.35W) se remonta a los desarrollos ingenieriles de motores y maquinas de

vapor.
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Capitulo 4. Trabajo y energia

4.3. Fuerzas conservativasy no conservativas

Como vimos, el trabajo de una fuerza entre dos posiciones 74 y 75 es una

integral curvilinea:

Figura 4.8:
— 7
S -
e

WAB:J F'dS:J Fcos(a)ds

7a 7a
Para evaluarla necesitamos no solo especificarla curva (“el camino”) entre es-
tas dos posiciones, sino que ademas debemos conocer como es la fuerza evaluada
sobre esa curva. La fuerza, en general, puede ser una funcién de la posicién, de
la velocidad y también explicitamente del tiempo. Esto es, ' = F (7, ,t). Aun
cuando esta funcién sea conocida, para calcular el trabajo debemos conocer c6-
mo cambian estas variables cuando la particula se traslada de 74 a 7. O sea,
debemos conocer a priorila solucién del problema. Sin embargo, hay fuerzas cu-
yo trabajo entre dos posiciones se puede calcular sin conocer esta solucién. Con
el objeto de estudiar esta “familia” de fuerzas, veamos estos simples ejemplos.
Consideremos el caso de una particula de masa m que se mueve sobre una su-
perficie horizontal con coeficiente de rozamiento dindmico 1. Vamos a calcular
el trabajo W45 que realiza la fuerza de rozamiento dindmico cuando la particu-

la va desde 74 a 7 por tres caminos distintos (¢1, ¢z, ¢3), como podemos ver en la

Fig. (%.9).
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Figura 4.9:

Para eso tengamos en cuenta que | F,q| = 114N = p1ymgy que siempre se opone
al desplazamiento de la particula (se opone a su velocidad). Esto se puede escribir

como

_ o
Foq(v) = _,udmgﬁ

El camino ¢; es el segmento que une A con B. El camino ¢, es el segmento
que vade A a P, y, luego del rebote en la pared, el segmento que va de P, a B. El
camino c; es similar a ¢, pero el rebote es en el punto P..

Entonces, el trabajo calculado sobre ¢; es:

Wiy = |

" Fds = —jimg (AB)

TA

donde (AB) es la longitud del segmento AB.

El trabajo calculado sobre ¢; es:

FB_ _ FPl_ _ FB_ _
W/SC;)ZJ F~ds:J F~ds+J F-ds=

Ta Ta TP

= —umg (A—Pl) — umg (P—B) = —pumg (A_P1 + P—B)

El trabajo calculado sobre c; es:

7’37 _ 'I’P27 _ _ _ . o
W,Efg)zf F~ds:f F-ds—l—J F-ds = —umg (AP, + P,B)

TA TA
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Es facil concluir que si calculamos el trabajo sobre cualquier camino ¢, el tra-
bajo sera:

Wi% = pmgLe

donde L. es la longitud del camino.
En conclusién, en este caso el trabajo depende del camino. Si no conocemos
cudl es el camino, no sabremos cuanto vale el trabajo. Si quisiéramos conocer v

conociendo v, a partir del “Teorema de las fuerzas vivas”

1 1
5mv,29 = Waup + Emvzl

no podriamos, a menos que supiéramos por qué camino la particula va de 74 a

rB.

Consideramos ahora otro sistema:

Figura 4.10:

Calculemos el trabajo que realizan las fuerzas cuando una particula de masa

m se traslada de A a B por tres caminos diferentes (todos ellos sin rozamiento).
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El primer camino es subiendo por un plano inclinado de angulo « y longitud

ly.

7B

Wi = J F-ds=—mgsen (a)l; = —mg (yp — ya)

TA
(ver Fig. (.10)). (No estaria demas aclarar que las normales NO realizan trabajo).
El segundo camino es subiendo por un plano inclinado de longitud /, e incli-
nacioén 3, y luego bajando por otro plano inclinado de longitud /5 e inclinacién

o

B B _ P _ _ B _ -
Wflcé):J F~ds:J F-ds—i—f F -ds =—mgsen(f;)ls + mgsen (fs) 3

Py

TA TA

—mg (1 —ya) +mg (1 —yp) = —mg (yp — ya)

(ver Fig. ()).
El tercer camino es subiendo por un plano inclinado de longitud /, e inclina-

cién vy luego cayendo libremente:

fB_ _ P2_ _ 'FB_ _
Wf(fg)zf F~ds:f F-d3+f F-ds=—mgsen(y)ly +mg(ys — yp)

Py

TA TA
—mg (Y2 —ya) + mg (Y2 — y) = —mg (yp — ya)

Vemos entonces que, en este caso, el trabajo da lo mismo por los tres caminos.

Es facil concluir, entonces, que

Wap = —mg (yp — ya)

Esto es: depende solo dela diferencia de alturas entre el punto final ( B) y el punto
inicial(A).
No importa el camino por el que la particula se traslade de A hacia B, el tra-

bajo de su peso valdra

Wap = —mg (yp — ya)
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En este caso, el “Teorema de las fuerzas vivas’no va a ser Util para calcular vp
conocida vy, ya que
1 2 1 2
Mg = —myg (yp —ya) + 54
Una observaciéon importante es la siguiente: las velocidades finales v si de-

penderdn del camino, lo que NO VA A DEPENDER DEL CAMINO ES SU MODUILO.

En el ejemplo que acabamos de ver (al que agregamos ahora el “camino” de ti-
ro oblicuo) tendremos el siguiente grafico, donde se muestra que las velocidades

finales en B seran diferentes, pero sus médulos seran idénticos.

Figura 4.11:

Acabamos de ver entonces que existen fuerzas cuyo trabajo entre dos posi-
ciones es independiente del camino que une estas posiciones (como es el caso
del peso) y solo depende de la posicion final e inicial. Estas fuerzas son conoci-
das bajo el nombre de CONSERVATIVAS.

Las fuerzas que no tienen esta propiedad (como el rozamiento dinamico, se-
gin vimos) son NO CONSERVATIVAS.
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4.4. EnergiaPotencial

Con el fin de determinar qué condiciones deben cumplir las fuerzas para ser
conservativas, nos restringiremos primero a sistemas en una dimensién. En ese

caso, el trabajo es:

Figura 4.12:

B _ B
WAB:J F-ds:f Fdzx

TA TA

Esfacilver quesi F' = F(x), Wap solo depende de 2 4 y de x5 y no del camino.

¢Qué son diferentes “caminos” en un problema unidimensional? Por ejemplo:

Figura 4.13:

D e L R S S
A @5 8 A T s/ M ) s

Estos son tres “caminos” diferentes.

En el primero, la particula va de A a B directamente.

En el segundo, la particula se detiene entre Ay B, vuelve para atras, se detiene
y luego retoma el rumbo hacia B.

En la tercera, llega a B pero pasa de largo, luego se detiene y retorna a B.

El elemental conocimiento de calculo integral nos dice que

J ’ F(x)dr = G(x) v G(xp) — G(x4)(conocida como Regla de Barrow)
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donde % = F(x) (G es una primitiva de F).

Esevidente quesi F' = F'(x), siempre se puede encontrar una primitiva y, por
propiedades de las integrales, es facil comprobar que el resultado de calcular el
trabajo para diferentes caminos entre A y B da el mismo resultado. Por ejemplo,
para un camino como el 3, tendremos:

To TR zC rc
WAB—J Fdac—kj Fdx—f Fdx—f Fdz =

TA zc TA B

= Glwg] — G(ra) — Glea] + Gap) = Gp) — G(ra)

Es claro que si F = F(v) (por ejemplo, la fuerza de rozamiento dindmico
F.g = —uN ’%, o la fuerza de resistencia en un medio F' = ~v) esto no se cum-
ple. Podemos decir entonces que, en sistemas unidimensionales, una fuerza sera
conservativa (esto es, su trabajo entre dos puntos solo dependera del punto final
y del punto inicial pero no del “camino”) si y solo si depende solo de la posicién.

O sea, para una dimensién
F conservativa < F' = F(z)

Pero. . . ;¢de donde viene el nombre de conservativa? Escribamos el “Teorema
de fuerzas vivas”para el caso de fuerzas conservativas, o sea:

Wap = J Y P@)de = Glep) — Gla)

ZA

AT j Ty — Ty = Glap) — Claa) = Ty — Glag) = Ta — Glza)  (40)

Esto significa que la magnitud 7' — G es una constante. Vale lo mismo cuan-
do la particula estd en A y cuando estd en B (donde B es un punto arbitrario

cualquiera de la trayectoria). Llegado este punto vamos a introducir un pequeiio
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cambio. Que se conserve una magnitud que es una resta de dos cosas es un poco
molesto.

Estamos acostumbrados a los principios de conservacién que son sumas. Por
ejemplo, la conservacién de la cantidad de movimiento de dos cuerpos: la canti-
dad de movimiento total es la suma de la cantidad de movimiento de ambos, lo
que quiere decir que si uno pierde una cantidad de movimiento, el otro la gana,
etcétera (ya discutimos esto). Con el objeto de convertir la Ec. (@) en una suma
(en lugar de una resta) vamos a introducir un cambio en la definicién del trabajo
conservativo:

W = f P ds = Glag) — Gles) = — (V(en) ~ Viwa) = V]

TA

donde hemos puesto el trabajo en términos de una funciéon V(z) = —G(z). O sea,
F(z) = _a
 dx’

Siintroducimos este cambio en la Ec. (@), obtenemos

1 1
T+ V(rg) =Ta+ V(za) (§mv% +V(zp) = émvi + V(ZEA))

Lasuma 7 + V = F eslo que se conoce como “Energia mecanica total” del
sistema, y la funcién V() es lo que se conoce como “energia potencial”.
Acabamos de concluir que si el trabajo de las fuerzas se puede escribir como
Wap = —AV (esto es, las fuerzas son conservativas), como ademas AT = Wyp
(Teorema de las fuerzas vivas), resulta:
AT =-AV=A(T+V)=0

——
E

o0 sea, lamagnitud F = T+ V no varia con el tiempo, SE CONSERVA (de allilo de
fuerzas conservativas).
Podemos entonces enunciar el principio de conservacion de la energia meca-

nica:si sobre un sistema, las fuerzas que realizan trabajo son conservativas, entonces
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su energia mecdnica T + V = E, resultard una constante de movimiento. Esto es, E
se conservara.

Cuando hay fuerzas no conservativas (como el rozamiento dindmico, por ejem-
plo) que realizan trabajo, no hay conservacién de E. Veamos: supongamos que
hay fuerzas conservativas y no conservativas que realizan trabajo. Entonces,

Wap =Wig + W3S

B

B _ _
donde W¢, = —AV‘ es el trabajo conservativo y W1§ = J FWNO s es el
A A
trabajo no conservativo. Tendremos:

B B
AT‘A — Wap = WE, + WO = —AV\A + WA

O sea,

_ NC

AT+V)| =Wyp

B
A

Lavariacién de energia mecanica entre Ay B esigual al trabajo de las fuerzas
no conservativas.

Vemos entonces que hay dos formas de energia mecanica. Una energia que
depende de la velocidad | T = %va , llamada energia cinética, y otra energia
que depende de la posicion (V' = V(x)), llamada energia potencial. La variacién
de esta Gltima forma esta relacionada con el trabajo de las fuerzas conservativas,
de modo que cuando el sistema pasa de una posicién x4 a otra z 3 resulta:

Wap — JIB F(z)de = — (V(zp) — V(za) = —AV j

TA

av .. . . .
con F(z) = e Si todas las fuerzas que realizan trabajo son conservativas,
entonces la energia total del sistema, £ = T + V, se conserva y su evolucién
consiste en una transferencia de un tipo de energia a la otra (si una disminuye,
la otra aumenta y viceversa). Para que esto quede mas claro, pensemos en el si-
guiente ejemplo: se arroja un cuerpo de masa m hacia arriba con una velocidad

V= ’Uog.
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Figura 4.14:

El cuerpo asciende cada vez mas lentamente hasta llegar a una altura maxi-
ma h. La Gnica fuerza que actia es el peso. Ya vimos que el trabajo que realiza
el peso entre dos posiciones no depende de la trayectoria entre esas posiciones,
sino de la diferencia de altura de esas posiciones. Luego, el peso P = —mgy es

una fuerza conservativa. El trabajo del peso entre Ay B es:

YB _ YB
WAB:J P'dsz_f mg dy = — (mgyp — mgya)
YA

ya

=~ (Vlys) ~ V(ga) = AV

,conV(y) = mgy, tal que P = —M.

Osea, Wyg = —AV
dy

B
A
Por todo lo dicho, la energia total debe ser entonces

1
E = §m1)2 + mgy

una constante de movimiento.

Inicialmente, esta energia es puramente cinética (ya que y(t = 0) = 0). O sea,
1
E = §mv§.
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A medida que el cuerpo sube, la velocidad disminuye, por lo cual, la energia
cinética también. Pero y aumenta. Esto quiere decir que la energia potencial au-
menta. Cuando el cuerpo llega a la altura maxima (v = 0), desapareci6 toda la
energia cinética y la energia total es toda potencial £ = mgh. Entonces, como

Se conserva:

E = Emvo = mgh = —mv* + mgy

donde la Gltima expresion corresponde a la energia evaluada en cualquier posi-
cién. Una vez que el cuerpo llega a y = h, se detiene y comienza a caer. Durante
la caida, la conversién entre los dos tipos de energia sucede al revés: la energia

que a y = h era toda potencial se va convirtiendo en energia cinética.

Podemos ver este proceso desde el “Teorema de las fuerzas vivas”. Cuando el
cuerpo sube, el trabajo del peso es negativo (el peso apunta en contra del des-
plazamiento); esto quiere decir que desaparece la energia cinética (recordar que
AT j = Wag). Esto sucede hasta que desaparece toda la energia cinética. Cuando
el cuerpo empieza a caer, el trabajo del peso cambia de signo (pasa a ser positi-
vo), por lo cual toda la energia cinética que “nos sacé” el peso a la subida, nos
la devuelve a la bajada. Podriamos decir que, en realidad, a la subida la energia
cinética que se fue perdiendo en realidad no se va del sistema, sino que se alma-
cena en otra forma de energia que eventualmente puede volver a ser cinética.

Esto solo pasa para las fuerzas conservativas.

Veamos ahora un sistema que se parece (a primera vista) al que acabamos de
estudiar: un cuerpo de masa m que desliza sobre una superficie con coeficiente

de rozamiento sy rebota elasticamente contra una pared e invierte su velocidad
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Figura 4.15:

Alaida, la particula se desplaza hacia la pared cada vez mas despacio debido
al trabajo que realiza la fuerza de rozamiento, que se opone al desplazamiento.
El médulo de esta fuerza es constante, asi que este movimiento es el mismo que
teniamos durante la subida en el ejemplo anterior.

Cuando el cuerpo llega a la pared, parte de su energia cinética inicial

1
TO = émv(z)

desaparecié

2
tal y como se muestra en nuestro ejemplo anterior.

1 1
(—mv2 = §mv(2) - umgd)

La gran diferencia esta en la vuelta. Al volver, la velocidad invierte su sentido
y, por lo tanto, la fuerza de rozamiento también. A diferencia del peso, en nuestro
ejemplo anterior que a la vuelta nos devolvia la energia cinética que nos habia
sacado ala ida, el rozamiento, al cambiar de sentido siempre nos saca energia ci-
nética. Tanto a la ida como a la vuelta, el rozamiento nos a saca energia cinética.
En este caso, la energia cinética que se pierde se va del sistema. ;Qué significa que
se “va”? Significa que se transforma en otras formas de energia no mecanicas.
En este caso, se transforma en calor. Las superficies, por la friccién que produce
el rozamiento, generan calor que pasa al medio. Ese calor es la energia cinéti-
ca que se “va”. Hay muchas formas de energia, ademas de la mecanica: energia
quimica, energia nuclear, energia eléctrica, energia electrostatica, energia eélica,

energia luminosa, energia calérica, etcétera. En general, cualquier proceso que
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sucede involucra una transformacién energética, esto es, el pasaje de un tipo de
energia a otro, y se puede estudiar desde este punto de vista. En particular, los
humanos hemos desarrollado dispositivos cuyo Gnico objeto es producir esos
pasajes: motor a explosién (energia quimica — energia mecanica); grupo elec-
trégeno (o central termoeléctrica: energia quimica — energia eléctrica); central
nuclear (energia nuclear — energia eléctrica); cocina a gas (energia quimica —
calor); lamparita eléctrica (energia eléctrica — calor + energia luminosa); y asi

podriamos seguir llenando hojas y hojas.

4.4.1. Algunas fuerzas conservativas (ademas del peso)

Fuerza elastica

Consideremos la fuerza eldstica:

Figura 4.16:

F.(r) = —kx, k > 0 constante elastica. Esta fuerza solo depende de la po-
sicién, entonces es conservativa. Calculemos la energia potencial V, asociada a

esta fuerza:

B N B 1 1
Wap = J F-ds= —J krde = — (iksz - §k$?4) = — (Ve(zp) — Ve(za))
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dV,(z)
dx
Entonces, la energia mecanica de este sistema es:

= —kux.

1
osea, V.(z) = 51«52 yF,=—

1 1
F = §ma'c2 + §kx2

Si no hay otras fuerzas no conservativas que realicen trabajo, esta energia

sera una constante de movimiento.

Interaccion gravitatoria

En 1684, Newton hizo piblica su ley de gravitacién universal. Basicamente, la
ley establece que dos cuerpos cualesquiera (cualesquiera quiere decir todos los

cuerpos) se atraen con una fuerza inversamente proporcional al cuadrado de las

distancias que los separan (Fig. ()).

Figura 4.17:

+ y

{

Mas en detalle, la fuerza en el cuerpo 2 debido al cuerpo 1 es:

Guips

Fo = — 5721

|7y — 71

. T .
donde 7y, = | 2l | es el versor que apunta desde 1 hacia 2, u1; y 2 son las masas
To —T1
gravitatorias del cuerpo 1y del cuerpo 2 respectivamente, y GG es una constante
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que dependera de las unidades que utilicemos para la longitud, las fuerzas y las
masas gravitatorias. Las masas gravitatorias son propiedades de cada cuerpo e
indican la capacidad que estos tienen de interactuar gravitatoriamente.

Sabemos por otro lado (y gracias a la leyenda de la caida de la manzana) que
esta interaccion es la misma que origina al peso de los objetos por interacciéon
gravitatoria con la Tierra. También sabemos que, como consecuencia del peso,
todos los cuerpos adquieren una aceleracion ¢ haciala Tierra cuando estan cerca
de la superficie terrestre.

Consideremos dos cuerpos Ay B, de masas inerciales m 4 y mp y masas gra-
vitatorias y4 ¥ 15. Notemos que m y 1, en principio, no tienen nada que ver entre
ellas: m es una propiedad de los cuerpos que mide su inercia (esto es, su tendencia
a seguir con la velocidad que tiene ese cuerpo) y i es una propiedad que describe

la capacidad de los cuerpos para interactuar gravitatoriamente.

Figura 4.18:

U SRLTN
!

:
L

(&V\ erva
A
\

\

Sin embargo, la segunda ley de Newton para cada uno de los cuerpos se es-
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cribe como:
Gurpa
mag = ———— (4.7)
A9 (Rp + h)?
Gurpp
mpg = ————— (4.8)
B9 (RT + h)2

dado que sabemos que la aceleracién vale g. Si hacemos (@)/(@), miembro a

miembro, obtenemos:
ma _ KA
mp UB

Esta relacion nos dice que, si bien conceptualmente son cosas bien distintas,

la masa inercial de un cuerpo es proporcional a su masa gravitatoria:
w==Cm

donde C es una constante. Si elegimos C' = 1, la unidad de masa inercial nos
servird como unidad gravitatoria. En ese caso, la fuerza gravitatoria entre dos

cuerpos se escribira como:

Si para las fuerzas utilizamos N (newton), para las masas el kg (kilogramo) y
para las longitudes m (metros), resulta:

Nm?
G=6.67x10"1—
X ng

Vemos aqui por qué no estamos inmersos en un gran pogo chocandonos los
unos a los otros permanentemente (calculen con qué fuerza se atraen dos perso-
nas de unos 100kg puestos a un metro y después me cuentan).

La interacciéon gravitatoria es la responsable de la organizacién de la natu-
raleza a escala astronémica. Hoy sabemos que la teoria newtoniana de la gra-
vitaciéon es solo una aproximacion (de la relatividad general de Einstein). Sin
embargo, esta aproximacion funciona perfectamente para predecir fenémenos

planetarios, movimientos de sondas espaciales, etcétera.
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Incidentalmente, hemos también encontrado como varia la aceleracién dela

gravedad con la altura:
GmT

(RT + h)2

donde Ry ~ 6400km (radio terrestre) y msy ~ 5.972 x 10**kg (masa inercial te-

g(h) =

rrestre).
Mostraremos ahora que la fuerza gravitatoria de Newton es conservativa. Su-
pongamos que tenemos un cuerpo de masa m bajo la atraccién gravitatoria de

otro cuerpo de masa M, con M >> m. Entonces, tendremos:

Figura 4.19:

F=——7 donde GMrm = «

Figura 4.20:
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Mostraremos que el trabajo que realiza la fuerza gravitatoria cuando el cuer-
po se traslada de A hacia B no depende del camino, sinode 74 y 7.

Calculemos el trabajo cuando el camino es de A a P, manteniendo || = |74|
constante, y luego de P, a B manteniendo ¢ = ¢p. Entonces:

B P B
WAB:J F~ds:J F-ds—i—J F-ds

A A P

Eneltramode Aa P, ds = rydppy F = —%f, o0 sea,
T4

P LN
f F‘ds:—J —radp @7 =0
A ~——

A A
0

ya que el desplazamiento es angular y la fuerza es radial.

Eneltramode P, a B,ds = driy F = —%f, o sea,
T

Jorama e [TE () - (5)
O sea,
me=—((-)-(-5),

Vamos ahora a calcularlo por otro camino.

Figura 4.21:

Ahora, el camino es:
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a) A — Py, a|r| constante. ¢) P, — P3,a|r| constante.
b) P, — P»,ap constante d) P; — B, ap constante
0 sea,

Wap = Wap, + Wp,p, + Wp,p, + Wp,p

Pero
Wap, = 0 (el camino y la fuerza son perpendiculares)

T P.

Wp,p, = J F (r)dr (el desplazamiento y la fuerza son radiales)
TA

Wp,p, = 0 (el camino y la fuerza son perpendiculares)

TB
Wp,p = J F(r)dr (el desplazamiento y la fuerza son radiales) o sea,
P,

TP3=TPy

Wap = J% F(r)dr + f T P = JTB F(r)dr

TA TPy=Tp, TA
"B dr o «a

e i ) Rl
rA

igual que en el primero. Es evidente que cualquier camino constante en trechos,
7| = ctey ¢ = cte daran lo mismo, dado que el trabajo en los trechos |F| = cte
se anulara (la fuerza es radial y el desplazamiento es angular), y los trabajos a
¢ = cte seran integrales en las direcciones radiales, ya que sobre esos tramos el
desplazamiento y las fuerzas son radiales. Al final, el trabajo entre Ay B sera la

integral sobre un desplazamiento radial (de r4 a r) de la fuerza radial F'(r). O

v oo [ ((2)-(2)

Ahora bien, cualquier curva entre Ay B se puede descomponer en este tipo

sea,

de desplazamientos, basta tomarlos suficientemente pequerios.
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Figura 4.22:
Luego,
o ((2)- ()
B TA
sobre cualquier camino. Ademas, como W4z = — (V(rg) — V(r4)), entonces
« av
Vi =-2  (a=GMm) yF() = -

(energia potencial gravitatoria). Esto quiere decir que

1
E:§mz}2—%

esla energia mecanica del sistema, y ademas, en este caso (dado que no hay fuer-

zas no conservativas que realicen trabajo), se conserva.

4.4.2. Unaobservacion sobre la energia potencial

Como vimos, la energia potencial esta definida por una integracion definida

en una dimensién:
”’“’B dv
Wap = F(z)dr = — (V(zg) — V(za)); F(z) = —=

zTA
Esclaro quela energia potencial estd definida, entonces, a menos de una cons-
tante aditiva (al igual que cualquier primitiva). En efecto,
TR
Wap = f F(zx)dr = —((V(zp)+ D) — (V(za) + D))
A
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d(V+D)
dx
D. Esto quiere decir que tenemos la libertad de elegir esta constante como nos

. dV . .

y ademas F'(z) = Y también F'(z) = — para cualquier constante
T

plazca. La eleccion de esta constante fijara el punto donde se anula la energia po-

tencial. Cuando estudiamos un sistema, de entrada elegimos la constante como

nos resulte conveniente y ya queda fija. La energia potencial puede tener cual-

quier signo. La energia cinética, en cambio, es no negativa (T = §mv2 .

4.5. Graficosydiagramas de energia

La conservacion de la energia nos provee una forma de estudiar los posibles
movimientos de un sistema sin necesidad de tener resultados exactos.
Consideremos el caso de la fuerza elastica F.(z) = —kx. Sabemos que un

cuerpo de masa m sometido a esta fuerza conserva su energia mecanica total:

1 1
F = émvz + 5/@932

1 . . Lo . .
dadoque V.(z) = §kx2 es la energia potencial elastica. Grafiquemos esta energia

potencial en funcién de la posicién (es una parabola).

Figura 4.23:
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La linea punteada representa la energia total F' que se conserva. Es evidente
entonces que el movimiento permanecera acotado entre —a < x < a. En efecto,
tomemos cualquier punto dentro de ese intervalo (x = z;). El segmento que va
del eje x a la curva es la energia potencial cuando x = x4 (V.(z)), mientras que
el segmento que va de la curva a F es la energia cinética en ese punto. A medida
que el cuerpo se acerca a x = «, el segmento que corresponde a 7" se reduce y el
que corresponde a V aumenta hasta cuandoz = a. 7 =0y V(z = a) = E. Alli
la particula se detiene para invertir su velocidad (en # = —a pasa lo mismo). Los

puntos x = +a se conocen con el nombre de “punto de retorno”.

¢Qué sucederia con la particula en || > a? En ese caso, V,(z) > V.(z = a),
pero V.(z) + T = E = V.(z = a). Para que se cumpla esto es necesario que 7" =
1 . . , .
§m02 < 0,y eso no es posible, ya que la velocidad es un nimero real. Concluimos

entonces que el cuerpo oscilard entre z = —a y z = a.

e

El punto x = 0 es un punto muy particular. En efecto, alli Ci[
Xz

= 0, pero

€

dx
equilibrio.

como — = F(z), resulta que F(zr = 0) = 0, y entonces = = 0 es un punto de

Los tipos de movimiento que puede tener este sistema no dependen de la
energia: en efecto, siaumentamos o disminuimos £, el movimiento siempre con-
sistird en una oscilacién alrededor de z = 0. Lo que si va a depender de F es el
valor de a (amplitud del movimiento). En efecto, como ya dijimos, V.(z = a) =
%k’cﬂ = F = a= \/? Del mismo modo, podemos determinar la velocidad

maxima que se alcanzara cuando la energia potencial sea minima (V,(z = 0)).

1 2F
Alli E = —muv? =\/—.
1 2’ITLU]M = VM m

Veamos qué pasa ahora sila energia potencial es una funciéon un poco menos

aburrida.
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Figura 4.24:

ANGo

X

En este caso, los movimientos posibles estaran determinados fuertemente

por la energia total £ = T + V. Como la energia se conserva, su valor vendra
- o 1

dado por su valor evaluado en las condiciones iniciales £ = imvg + V(z0), don-

de vy y ¢ son la velocidad y la posicién inicial.

Figura 4.25: Grafico de la energia potencial

Prestemos atencién primero a las posiciones x1, xo, 23, x4. Todos estos pun-

tos corresponden a extremos relativos de la funcién V' = V(). En todos ellos,
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dV
dx

Tr=x;

F(z4) = 0. Esto quiere decir que estas cuatro posiciones son posiciones de equi-

d
— 0(i = 1,2,3,4), y como d—V — _ P, resultaF () = F(zs) = Flas) =
X

librio. Por otra parte, x; y 23 corresponden a minimos, mientras que xs y x4 co-
rresponden a maximos de la energia potencial.

Si bien los cuatro puntos mencionados son puntos de equilibrio, el movi-
miento en torno a ellos es muy diferente. Estudiemos qué pasa alrededor de un

minimo (z; por ejemplo).

Figura 4.26:

Como dijimos, al ser F'(z;) = 0, la fuerza alli es nula. Supongamos que la
particula esta inicialmente alli. Ahora la desplazamos hacia la derecha de modo
que z; — 7 + dz. En esta nueva posicion aparece sobre la particula una fuerza
F = —% < 0,yaque a la derecha de x1, V es creciente (% > 0 |. O sea, aparece
una fuerza hacia la izquierda que tiende a restituir la particula a ;. Si hacemos
el desplazamiento hacia laizquierda, x; — 1 —0x, aparece sobrela particula una
fuerza ' = —Z—Z > 0, ya que ala izquierda de z;, V' es decreciente (Z—Z < 0). 0)
sea, aparece una fuerza hacia la derecha que tiende a restituir la posicién a x;.
En resumen, si tenemos la particula en un minimo, cualquier desplazamiento
a partir de esa posicion viene acompano de la apariciéon de una fuerza que se

opone al desplazamiento. Esta fuerza recibe el nombre de “fuerza restitutiva”. En
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estos casos, el punto de equilibrio resulta estable. Los minimos relativos de la energia
potencial son puntos de equilibrio estable.

Es facil ver que si se tratara de un maximo, ante desplazamientos de la posi-
cién de equilibrio, aparecen fuerzas que favorecen dichos desplazamientos (las

fuerzas no son restitutivas).

Figura 4.27:

En ese caso, en lugar de volver a la posicién de equilibrio, la particula se aleja
de ella. Estos puntos corresponden a equilibrios inestables. Los maximos relativos
de la energia potencial son puntos de equilibrio inestable.

Estudiemos ahora los movimientos segiin el valor de la energia total.

1. E < V/(x3) (como F; en la Fig. )

En este caso, la particula no puede estar a la izquierda de la interseccion
entre F; y el potencial, en la figura, 4. O sea, V(z4) = E1.Osea, x4 <z <

Q0.

Supongamos que la particula inicialmente esti en z, >> x4 con velocidad
hacia la izquierda (vy < 0), entonces, a medida que la particula se acerca
a x4 se va deteniendo, llega a x4 (punto de retorno), se detiene, invierte su
velocidad (ahora v > 0) y se aleja hacia z — o0. Se dice que el movimiento

es no ligado.
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2. V(z3) < E < V(24) (E, en la Fig. k.29)

Aqui son posibles dos tipos de movimiento:

a) Siinicialmente xq > zp, tendremos un movimiento no ligado, como

en el caso anterior, o sea, 15 < x < 0.

b) Siinicialmente xp < x < z¢, el cuerpo quedara confinado en esa re-
gion, oscilando entre x¢ y z . Este tipo de movimiento recibe el nom-

bre de “movimiento ligado”.

Notemos que las regiones en las que puede haber movimiento son disjun-
tas. Estan separadas por una region “prohibida” (entre x¢ y ). Se suele
decir que entre la regiéon rp < 2y xp < x < z¢ hay una “barrera de poten-

cial”. La altura de la barrera es V(z4) — Es.

3. V(z4) < E < V(x3) (como Ej en la Fig. )

Aqui, nuevamente, hay dos tipos de movimiento posibles:

a) Siinicialmente xp < o, tendremos un movimiento no ligado con un

punto de retorno en r = zp.

Para este rango de energias, desaparece la barrera de potencial que
separaba las dos regiones anteriores, y ahora la particula puede estar

en cualquier lado a la derecha de z .

b) Siinicialmente ¢ < x < xr, el cuerpo queda confinado alli, oscilan-

doentre xg y xp.

Para este rango de energias aparece otra barrera de potencial (entre

rp Y xg)dealtura V(z,) — E.

4. V(zy) < E (como £, en la Fig. )
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El movimiento es no ligado a la derecha de = . Es decir, 5 < x. Para este

rango de energias no hay barreras de potencial.

4.5.1. Aproximacionarmeénicaparael movimientoalrededorde

un punto de equilibrio estable

Supongamos lo siguiente: una particula de masa m en un potencial V' (x), co-

. . 1
mo muestra la Fig. , con una energia total £ = 57711}2 + V().

Figura 4.28: Grafico de la energia potencial

¢
!

\
!t\/(x>

Como acabamos de ver, con esa energia total, si la particula inicialmente se
encuentra cerca de x = z., permanecera confinada entre + = z; yz = .
Como se ve en el grafico, para las regiones en donde tiene lugar el movimien-
to, la energia potencial no difiere mucho de una parabola. jOjo! No decimos que
V = V(z) es una parabola. Decimos que en el rango z para el cual puede haber
movimiento, podemos aproximar V' = V(z) por una parabola. En los lugares en
que V = V(z) no se parece a una parabola, no nos interesa, porque la particula

nunca va a estar alli.
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¢Como encontramos la parabola que aproxima a V' = V/(z) cerca de = = z.,?
Muy sencillo. Si consideramos el desarrollo de series de potencias de la funciéon
V =V(z)enz = z., tendremos:
av 1 d*V
= (T —Teq) + 3 e

Teq

V() = V(xe)+

Teq

. av
Si retenemos hasta el segundo orden, como <

= 0 (recordar que es un
X

punto de equilibrio), obtenemos:

2

d
donde tenemos la garantia de que d—v

5| > 0,dado que se trata de un minimo.
i

Teq

De este modo, hemos convertido nuestro problema en:

1 1 d*V
B=gmets |, (@ o) + Vi)
Laenergia £ es constante, y como V' (z.,) también, podemos escribir £/ = £ —
. , dr’  dz
V(zq), que va a ser constante. Sillamamos =’ = (z —z.,), entonces il
d*v .
(ya que z., es una constante) y ey I k, finalmente resulta:
Teq
1 1
El _ 2 _k, 2
2mv + 5 z

Es decir, el movimiento alrededor de un minimo de cualquier potencial sera
muy parecido al movimiento de una particula sometida a una fuerza elastica
F = —ka’ (a esto se lo llama oscilador armoénico). Esto nos indica la importancia

. . . . 1
que tiene el estudiar este tipo de sistemas (V - §kx2> .

4.6. Energiacinéticay choques

Consideremos ahora un sistema de dos cuerpos de masas m; y ms movién-

dose en el espacio con velocidades v; y ©». Ellos interactiian entre siy luego de
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la interaccién se los detecta con velocidades v} y v5. Veremos qué sucede con la

energia cinética.

Figura 4.29:

A )
ufes dunute. despuc’s

La energia cinética de dos cuerpos es:

1
—mQ’Ug

1
T=T+T,=5mui +

2

Esta energia se puede poner en términos de la velocidad del centro de ma-

- miU1 + Mo .
saVoyy = —————2y10, = 0, — 01. En efecto, entre las variables (o, 7,) y
B my + Mg -
(VCM, @T) hay unarelaciénlineal que podemos utilizar para hallar v, = v, (VCM, T)T)

y U2 = Uy (Vour, o). Partimos de

mivy + Moy = (m1 + m2) Veu (49)

Uy — U = 7 (4.10)

Primero multiplicamos () por m; y sumamos miembro a miembro. Obte-

nemeos:
(m1 + mg)T)Q = mv, + (m1 + mQ)VCM
O sea,
_ my _ >
Vo = ——U, + VCM
my + Mo
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Si ahora multiplicamos (¢.10) por m, y restamos miembro a miembro, obte-

nemos:
(M1 + ma)0 = —mat, + (my + ma)Vour
0 sea,
B = ——12 5 4 Ve
my + Mo
Entonces,

2 2
_ 2 _
=Ty = (m_ N VOM) v+ [m_} 22 o Ve

my + Mo my + Mo my + Mo
m 2 m 2 2m
_9 _ 2 _ 7 2 2 2 2 Y7
v =010 =|——0,+ WV =Vi,+|— vi———F—0,-V,
! L ( my + Mo OM) oM {ml + mJ my + mo oM
O sea,
1 1 1 1 1My _ 1My — TN
T=- 24— = + VA +=———02+20,V,
5 Mv; + 5 M20) 2(m1 ma) Vi St mgvr U Vou -
0
Entonces
1 2 L,
T = §(m1 + ma) Vi + SHU;
donde i = s
my + Mo

Estonosindica quela energia cinética de dos cuerpos no solo esla suma delas
energias cinéticas de ambos cuerpos, sino que también es la suma de la energia
cinética que tiene el centro de masa la energia cinética que tiene el movimiento
relativo. La masa p se conoce con el nombre de “masa reducida” del sistema de
dos cuerpos. O sea,

T= TCM + Trel

Sila energia cinética antes dela interaccion la descomponemos de esta forma,
lo que podemos decir, con toda seguridad, es que después de la interaccion sera
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La energia cinética del C'M se conserva. Esto es asi porque sabemos que, cual-
quiera sea la interaccion, Vo), = cte (se conserva Pr = (my + ma)Veu). La Tre,
en cambio, puede variar. Eso va a depender de la interaccién. Por ejemplo, puede
suceder que |v,¢| = |v2 — 01| = |05 — v}| = |v.,,|, como en el caso de los choques
perfectamente elasticos. En ese caso, T, = T, V, por lo tanto, 7" = T". Podemos
decir que los choques perfectamente eldsticos entre dos cuerpos son los que conservan
la energia cinética.

En el otro extremo estan los choques completamente inelasticos. En ellos,
., = 0. Es decir, se pierde toda la energia cinética relativa. En los choques com-
pletamente ineldsticos (pldsticos) se pierde toda la energia cinética relativa.

Notemos que esa energia relativa es la inica que se puede perder como resul-
tado de la interaccion. La otra (la del C'M) permanece inalterada. Recordemos
que cuando decimos “se pierde”, nos referimos a que se transforma en otro tipo
de energia, que eventualmente puede producir otros efectos. Les dejo aqui una
pregunta: transformémonos en monos por un instante. Tenemos dos cocos que

queremos romper. Uno de masa M y el otro de masa m (M > m). ;Qué nos con-

viene hacer? Hay tres maneras:
1. Dejar m quieto y tirarle M.
2. Dejar M quieto y tirarle m.
3. Tirar uno contra otro.

¢Qué opcidn eligen? ;Por qué?

4.7. Como cultura general

Para terminar con los apuntes de energia, digamos algunas cosas sobre las

condiciones que debe cumplir una fuerza F para ser conservativa en més de una
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dimensién. Recordemos que para una dimensién es necesario y suficiente que
F = F(z). Para mas dimensiones, no es asi. Veamos: consideremos el trabajo

entre dos puntos 7", y 7's.

Figura 4.30:

7_1B7 _ B TB
WAB:f F'ds:f Fcos(a)da:f Fydx+ F,dy + F,dz

TA TA TA

(Recordar que a - b = |a| || cos (@) = a,b, + ayby, + a.b.).
La condicién necesaria y suficiente para que esta Gltima integral solo depen-
dadep y74esquelaforma F, dx + F, dy + F, dz sea un diferencial exacto, o, lo

que es lo mismo, que exista una funcién G(z,y, z) tal que
dG = Fydx + F,dy + F., dz

y entonces,

Wap = JTB dG = G(rg) — G(Ta)

TA

o sea, debe ser F, = G F, 0G, F, = E 0, de manera mas condensada,
oz’ oy 0z
F =V -G,donde V = ( j ; &0 > es el operador “gradiente”. Por lo que ya
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explicamos antes, conviene introducir en lugar de G una funciéon V- = —G, de
modo que:
"B "B OV ov ov
Wap = — dV = — —d —dy+ ——dz | =—(V(rg) = V(7
o= [ av = [ (Gt Sy Shte) =~ (V) = V)

Entonces, por el “Teorema de las fuerzas vivas”

AT|Z = Wag
y sila fuerza es conservativa:
Wap = — AV[}
o sea
B
AT+V)| =0
— A
E

y la energia mecanica total se conserva.

Hemos mostrado entonces que una fuerza en méas de una dimension es con-
servativa siy solo si existe una funcién V' (z, y, ) (lamada funcién potencial) tal
que I = —VV. Otra forma de decirlo es que una fuerza F' es conservativa si pro-
viene del gradiente de una funcién escalar (para los fisicos, esa funcién escalar
cambiada de signo es la energia potencial).

Hay otra manera de identificar una fuerza conservativa: si ' = —VV, debe

ser necesariamente:

oF, O0F, 0F, 0F. 0F, OF,
dy o0x’ 0z o0y 0z  Ox

(las derivadas parciales cruzadas deben ser iguales). Condensadamente, eso se
escribe como:

VxEF=0
(producto vectorial del operador gradiente y la fuerza F llamado “rotor de 7).

En otras palabras, si una fuerza es conservativa:
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F = —VV = F esirrotacional V x F' = 0 (su rotor es cero).

Es facil ver que, en realidad, esta condicién es un siy solo si con una ayuda del
Teorema de Stokes. Dicho teorema dice que, dado un campo vectorial cualquie-
ra £ = E(z,y, 2), la circulacién de dicho campo alrededor de cualquier curva

cerrada es igual al flujo del rotor sobre la superficie concatenada por la curva.

Figura 4.31:

Si se aplica esto a un campo de fuerzas ' tal que V x F' = 0, tendremos que:

%F-d_s—()

c

Sitomamos ahora dos puntos cualesquiera Ay By dos caminos cualesquiera

para calcular el trabajo:

Figura 4.32:

CL

h

B o B o
W%zLngW%:LFdS
c1 c2
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Por otro lado, la circulacién sobre la curva cerrada que forma ¢, y ¢, sera:

B A
3£F’~ds:LF-ds+fBF-ds:ngB—WfB:o
&1 ()

(dado que V x F' = 0), entonces, W5, = W, y el trabajo no depende del camino.

Osea, V x F = 0, entonces, F es conservativa.
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4.8. Ejercicios resueltos del capitulo

PROBLEMA 1: Un cuerpo de masa m puede moverse sobre una pista consistente
en dos tramos horizontales de longitud £ separados por un plano inclinado de
angulo a ylongitud L, como muestra la Fig. (4.33). Al final de cada tramo horizon-
tal hay un resorte de constante elastica k y longitud relajada /,. Ambos resortes
tienen un extremo fijo a la pared, mientras que el otro extremo se encuentra li-

bre. No hay rozamiento entre el cuerpo y la pista en ninguna parte.

a) Hacer un grafico para la energia potencial en funcién de la coordenada =

(ver figura).

b) Describir los posibles movimientos de acuerdo con la velocidad del cuerpo

en el tramo de abajo, v,.

c) Expresar, para todos los movimientos posibles, la maxima compresién de

los dos resortes.

d) Supongamos ahora que en el tramo que corresponde al plano inclinado
existe rozamiento con un coeficiente py = p. = p, y que el cuerpo tiene
una velocidad inicial v, (estando abajo) como para subir y bajar varias ve-
ces. Determinar cudntas veces va a bajar, cuantas veces va a subir antes de
detenerse y donde se va a detener (considerar, por separado, los casos en

que: (1) sen(«) — pcos(a) < 0y (2) sen(a) — pcos(a) > 0.

Datos: L, m, o, k, g, 1, Y Vo.
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Figura 4.33: Problema 1

lg
L2
Cmmmmmmmmmmme e N
-7
gl NNV
k A% I_”// ‘\
fMAAN <_o.m ____PL___‘ __________________________________
s >
! L/2
(6] X
RESOLUCION:

a)

Figura 4.34: Esquema general para el problema 1

a‘

El potencial V() quedara definido para las siguientes condiciones de in-

tervalos de la posicion x:
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1
Vi(z) = 5/{1’2 si —l,<z<0
L
V(z)=0 si 0<z< 5
L L 1
V(z) = mgtan(a)(z — 5) si 3 <z <L <§ + Cos(a))

V(z) = mgLsen(«) si L <% + cos(a)) <z < L(1+ cos(a))

Finalmente, V' (z) = mgL sen(«a) + %k: (z — L(1+ cos(a)))® si
L(1+ cos(a)) <z < L(1 + cos()) + 1,

i. Para 0 < v, < 4/2gL sen(«), la particula se mueve entre dos puntos

m
Ly = — ?UO

comprimiendo el resorte de la izquierda en , /Tv, y

de retorno:

2

Yo

7 3gtan(a)
a una altura h = z,, tan(«) sobre el plano inclinado.
ii.
Para \/2gL sen(a) < v, < \/%lo (asumimos /2gL sen(a) < \/%lo).

Como se conserva la energia,

1 1
§mvg + mgLsen(a) = §mv3 = 4/v2 — 2gL sen(a)
la particula se mueve entre los puntos de retorno,

m
Lpy = — Z’UO

comprimiendo el resorte de la izquierda en ,/7v, y

Try = — 4 /%}A + L(1 + cos(a))

comprimiendo el resorte de la derecha en  /%v,.
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k k
A —l, < vy < \/2gL sen(a) + —I[2
m m

la particula llega a

iii. Para

Ty = _lo

y comprime totalmente el resorte de la izquierda. A la derecha se de-

Ty = A /%UA + L(1 + cos(«))

iv. Para \/ 2gLsen(a) + %2 < v,,1a particula se mueve entre

tiene en

—l, <z < L(1+ cos(a)) + 1,

d) Calcularemos primero cuanto varia la energia cinética en una subida:

Figura 4.35:

= —mgL(sen(a) + pcos(a)) = —A

AT :TQ—T1:W

sub

y en una bajada
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Figura 4.36:

1

AT :Tl—TQIW

b = —mgL(pcos(a) — sen(a)) = —B

2
Esto quiere decir que la disminucion de energia cinética entre una subida

y una bajadaes |[AT| = (A+ B),con A >0y B > 0.

Observemos que si (sen(«) — pcos(a)) < 0, tanto a la subida como a la
bajada la energia cinética disminuye (esto quiere decir que la energia ci-
nética se anulara, en este caso, en una subida o una bajada y la particula
entonces se detendra en una subida o una bajada y se quedara alli, ya que
(sen(a) — pcos(a)) < 0 es la condicién para que la fuerza de rozamiento
estatico pueda equilibrar el peso). Sillamamos n al niimero de los eventos
(subida + bajada) y F = gmvg a la energia inicial del sistema, tendremos n

de estos eventos (o sea, n subidas y n bajadas completas) si

1
n(A+ B) < Emvz < (n+1)(A+ B)
con
lmv2
=|=2—1 ( hetes significan | te ent
n l(A+B):| (los corchetes significan la parte entera)
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T2 v?
= N = — - C
2g Ly cos() 2gLpcos(a)
El remanente de energia cinética
1 2
3™V, — n(A+ B)
determinara si se detiene en una subida, o en una bajada. En efecto,
1
(§mv§ —n(A+ B)) < (A+ B)

Entonces, si

(%mvi —n(A+ B)) <A
se detiene en la subida (n + 1). Si, en cambio,

1

A< (§mv§ —n(A+ B)) < (A+B)

sube una vez mas ((n + 1) subidas) y se detiene en la bajada (n + 1).
Para (sen(a) — pcos(a)) > 0 no hay posicién de equilibrio en el plano in-
clinado (la particula no puede quedar detenida en el plano inclinado). No-
temos ademas que, en este caso, A > 0y B < 0. Luego de las n subidas y
bajadas completas, van a existir una serie de subidas parciales (sin llegar
ala altura h = Lsen(«) y con cada vez menos altura) con las bajadas sub-

siguientes hasta agitar la energia del sistema, y se detendra finalmente en

Ty = % (la base del plano inclinado).

PROBLEMA 2: Un cuerpo de masa m se mueve sobre el eje x bajo la accién de
una fuerza conservativa que proviene del potencial

V(z) = 0.25i4x4-4i3a;3 + 22%:8-48195 +40J
m m m m
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Se sabe que la posicién = = 4m es una posicién de equilibrio.

a) Determinar si x = 4m corresponde a equilibrio estable o inestable. ;Exis-
ten otras posiciones de equilibrio? De existir, encontrarlas y determinar el

caracter de la estabilidad.
b) Graficar el potencial V'(x) y la fuerza F'(x) que proviene de él.
c) Hallar la energia mecanica minima que puede tener el sistema.

d) Discutirlos posibles movimientos de acuerdo con la energia mecanica total

del sistema.
RESOLUCION:

a) Teniendo en cuenta la energia potencial del sistema

V(z) = 0.25%:1;4—4 J x® + 22— J Sa°-48 Jw+4OJ

y que z = 4m es una posicién de equilibrio, alli la fuerza debe anularse.

Como

d
F = v = —ix + 1zix — 44i:c +48i
dzr m4

este polinomio de grado 3 debe ser divisible por (z — 4m). En efecto

F=—(z—4m) (2* — 8ma + 12m?) %

Entonces,

_ 8m ++/8m? —4.12m?  8m + /64— 48m

- = (4+
5 5 (4+2)m
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Entonces x = 6m y z = 2m son también puntos de equilibrio. Es facil
verificar que = 4m es un maximo local de V() (equilibrio inestable),
mientras que x = 6m y x = 2m resultan minimos del potencial (equilibrio

estable). Para ello, basta con derivar la fuerza respecto de x y verificar que

d*V

— 0 — 0
T >0 yque >

r=4m z=2m r=6m

b)

Figura 4.37: Graficosde V' (z) y F'(x)

\

N6

c) Laenergia minima posibleesen F,,;, = 4.J (menos energia total implicaria

energia cinética negativa).
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d) Para E,;, < E, < E, el movimiento del cuerpo de masa m esta ligado

alrededor del punto x = 2m o0 x = 6m (depende de la condicién inicial).

Para E, < E2, el sistema tiene energia para superar la barrera energética
que separa los minimos. Por lo tanto, si bien permanece ligado, m pasa por

ambos minimos. Dicho de otro modo:

SiE = E; (4J < E <8J), tendremos:

Figura 4.38:

El movimiento permanece confinado entre x; y z, (si inicialmente estaba
alli) o confinado entre z3 y x4 (si inicialmente estaba alli). La particula no
puede salir de esos intervalos. Son dos tipos de movimiento ligados, uno

alrededor de x = 2m y otro alrededor de = = 6m.

SiE = E, (8J < E), tendremos:
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Figura 4.39:

El movimiento esta confinado entre x4 y x 5. Es decir, hay un solo tipo de
movimiento ligado. El sistema pasa de un minimo a otro porque su energia

permite superar la barrera energética que hay en x = 4m.
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Apéndice A

Identidades trigonometricas

En este apéndice recordaremos algunas identidades trigonométricas que nos

pueden resultar utiles.

1.

2.

10.

sen?(x) 4 cos?*(z) =1

_sen(w) . (2k+ 1)
tg(z) = cos (1)’ Siz # parak e Z
cos (x) = sen (g + x)

sen(z) = sen (z + 2r)
cos(z) = cos (z + 2r)

sen(—z) = — sen(z)

cos(z) = cos(—z)

sen (z + y) = sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y)
sen (z — y) = sen() cos(y) — cos(x) sen(y)

sen (2z) = 2sen(x) cos(x)
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

cos (z + y) = cos(z) cos(y) — sen(z) sen(y)

cos (z — y) = cos(z) cos(y) + sen(z) sen(y)

cos (27) = cos?(z) — sen?(z)

Férmula de Euler: ¢**% = ¢* (sen(y) + i - cos(y))

sen(z) ~ = cuando x — 0. Es decir, si x es cercano a 0, sen(x) es aproxima-

damente z.

cos(z) ~ 1 cuando z — 0. Es decir, si = es cercano a 0, cos(x) vale aproxi-

madamente 1.

Funciones hiperbolicas

a) senh(z) = ‘ _26
b) cosh(z) = ¢ J;e_x

_ senh(z) " —e”
o tgh(r) = cosh(z) e fe@
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Apéndice B
Resumen de algebra lineal

En este apéndice haremos un resumen de algunos conceptos basicos de alge-
bra lineal. Si bien trabajaremos principalmente en R? y R?, generalizaremos las

definiciones y los teoremas, en caso de ser posible, a R".

B.1. Vectores

Diremos que un vector es un segmento de recta que tiene una orientacién. Es

decir, es un segmento que tiene un origen y un fin.

Figura B.1:

Cabe senalar que el segmento que va de A a B no es el mismo que vade B a

A, ya que sus puntos iniciales y finales son distintos.
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Figura B.2:

En un vector podemos distinguir su direccién (la inclinacién que posee), su

sentido (la orientacion) y su longitud (cuanto mide).

En general, ubicaremos a los vectores en un sistema de ejes cartesianos. El vec-
tor v = (v, v,) de R? tendra como punto inicial el origen de coordenadas y como
punto final (v,, v,). De manera analoga, el vector @ = (w,, w,, w,) de R? tendra
como punto inicial el origen de coordenadas y como punto final (w,, w,, w,). En
fisica, generalmente se denota a los vectores con una linea recta en la parte su-
perior (4) y no con una flecha (4), aunque eventualmente pueden también apa-
recer asi. En este apéndice matematico, por dar un ejemplo, cuando hablamos

/ 3 - 1, . .
y expresamos matematicamente al vector H, en fisica (y en todo este libro) lo

representamos como H.

Figura B.3:

SR 4
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B.2. Operaciones

B.2.1. Suma

Consideremos dos vectores de R* ¥ = (v,,v,) y W = (w,, w,), se define al

vector suma de v y w al vector
T+ W = (v, vy) + (Wa, wy) = (Vg + Wy, vy + Wy)

En R? se define de manera similar la suma: sean o = (v, v,,0v,) y W =

(wg, wy, w,), se define al vector suma de @ y @ al vector
T+ W = (Ua:u vy’vz) + (w;rawya wz) - (Ux + Wy, Uy + Wy, Uy + wz)

Generalizando, si tenemos dos vectores @ = (v, va, ..., 0,) YW = (wy, wa, ..., w,)

de R", entonces el vector suma de @ y W es
T+ W = (v1,02,...,0,) + (W1, we, ..., w,) = (v1 + w1, v + W, ...,V + w,)

Esta operacién se puede realizar de manera grafica mediante la regla del pa-
ralelogramo. Esta regla permite sumar o restar vectores. Si se desea sumar los
vectores v y W, se dibuja un paralelogramo cuyos lados sean ¥ y . La dia-
gonal del paralelogramo cuyo origen es el origen de coordenadas sera el vector

suma.

Figura B.4:

A r'y 7 - y
Y Y e

w
v
»
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El vector resta @ — w sera la diagonal del paralelogramo que va desde el fin

de 7 hasta el fin de W, que luego se debe trasladar al origen.

Figura B.5:
1 T
A 4 ., A . 4
y y / y o/ y
\
/ /
/ /
K4 v K4 b4
P > » >
T x X

B.2.2. Producto por un escalar

Si consideramos un vector 7 = (v,,v,) € R?, se define al producto de A € R
por ¥ al vector

AT = A (vg,0y) = (Mg, Avy)

Ahora, si consideramos un vector ¥ = (v,,v,,v.) € R?, se define al producto

de )\ € R por @ al vector
AT = X (Vg, 0y, U;) = (AU, AUy, AV,)

En general, si tenemos un vector ¥ = (vq,vs,...,v,) € R?, se define al pro-
) b )

ducto de A € R por ¥ al vector
AT = A (01,02, ...,0,) = (Avg, Avg, ..., Avy,)

Tener en cuenta que si @ no es el vector nuloy A # 0, \7 tiene la misma
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direccién que 7,y si A > 0, A7 tiene el mismo sentido que 7’; en cambio, si

A < 0, A7 tiene el sentido opuesto.

B.2.3. Propiedades

Sean W, ¥ y W vectores de R" y sean «, 3 € R, entonces (tener en cuenta que

—
0 representa al vector nulo):

L T+(T+W)=(T+7)+d

8.07 =10
B.3. Norma

Si tenemos un vector 7, llamamos norma de ¥ a la longitud del vector 7" y

se denota | 7|

Sitenemos un v = (v,,v,) de R

263



Alejandro José Fendrik

Figura B.6:

y usando el Teorema de Pitagoras, tenemos que:
— 2 2
[T =1 (va, vy) || = A/ (v2)” + (vy)

Esta definicion se puede extender a R? es decir, si v = (v, v, v,), Sunorma

sera:

17 = 1 (ve, vy, 02) | = \/(%)2 + (1) + (v2)°

Por lo que, si tenemos un vector v € R", su norma sera:

7] =1 (o1, 02, 0n) | = \/(v1)2 + (02)" - 4 (0a)”

B.3.1. Propiedades

Sean ¥ y W dos vectores de R" y sea A € R, entonces:

. . =g .
2. |[7| =0siysolosi ¥ = 0, es decir, es el vector nulo.
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3. |27 = [All7]

4. Desigualdad triangular: |7 + @ < || 7| + ||

. v .
5. Si ¥ esun vector no nulo, entonces 7 es un vector de norma 1 que tiene
v
la misma direccién y sentido que 7.

A estos Gltimos vectores se los conoce como vectores unitarios o versores. A los
versores vinculados a los ejes coordenados en R? y R? se los denota como: & 0 7;

0 7;V 20 k. Por lo que a un vector (a, b, ¢) se lo puede escribir como:

(a,b,¢) = a& + bj + c2 = ai + bj + ck

B.3.2. Distancia entre dos puntos

Dados dos puntos Ay B en R, se define a la distancia entre Ay B como a la

norma entre A — B, es decir,

d(A,B) = |A— B

Figura B.7:
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Notar que |[A — B|| = | B — A|.

B.4. Producto interno

Definiremos una operacién entre vectores cuyo resultado es un namero es-

calar. Es decir,
R xR - R
En R? se define como: si 7 = (v,,v,) y & = (w,, w,), entonces,
T W = vw, + vywy
En R? se define como: si 7 = (v,, vy, v,) y W = (w,, w,, w,), entonces,

T W = vyw, + vywy, + vw,

En general, sitenemos R"” y dos vectores v = (v, vg,...,0,) YW = (wy, ws,. ..

entonces,

— —
VW =Wy + VWs + -+ VW,

Al producto interno se lo puede denotar como @ - @ o bien como (7", ).

B.4.1. Propiedades

Sean w, ¥ y W vectores de R" y sea A € R. Entonces,

5 [ - W[ < [v]|@]
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B.4.2. Angulo entre vectores

Sean dos vectores ¥ y w no nulos en R”, se llama angulo entre @ y w al
angulo o determinado por 7y w tal que 0 < o < .
Figura B.8:
w
v
«
Y verifica que
— —
cos (o) = i
(el

. . T .. .
En particular, sia = B diremos que ¥ y W son perpendiculares u ortogona-

les. Y verifican que @ - @ = 0. Es decir,

Uy W son perpendiculares siy sélosi 7 - W =0

Figura B.9:
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B.5. Producto vectorial
En R? existe una operacion especial entre vectores cuyo resultado es un tercer

vector, con la particularidad de que el vector resultante es perpendicular a los

originales. Esta operacién se llama producto vectorial o cruz:

x :R®x R® - R?
y se define como:

— —

U X W = (Vg,Vy, ;) X (Wy, Wy, W) = (VyW, — VWy, VWy — VW, VpWy — VyWy)
Figura B.10:

w
T x W
o

Ty Z
N vy v s
U XW = (Vg Uy, V) X (We, Wy, W) = |0, v, v, |=1% —q
wy W, Wy
Wy Wy W,
B.5.1. Propiedades

Sean u, ¥ y W vectores de R® y sea A € R, entonces,
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Figura B.11:
K
T v
0
0
T xd
1. W x ¥ = —7 x u.Esdecir, los vectores resultantes tienen sentidos opues-
tos

4, T x W = 0 siysolo silos vectores son multiplos.

5. (T x @) T =0y (T x@) T =0
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Apéndice C

Desarrollo de una funcion en serie de

potencias

Las series de potencias tienen diversas aplicaciones: obtener aproximaciones
de nimeros irracionales, aproximar algunas integrales definidas que no se pue-
den resolver con los métodos habituales, obtener aproximaciones de funciones
a partir de polinomios, etcétera. En este apéndice veremos una de estas aplica-

ciones.

C.1. Seriesde potencias

Llamaremos serie de potencias centrada en a y coeficientes a,, a una expre-

sion de la forma:
ap+ ar(z —a) +ag(z —a)® +az(z —a)® + - +a, (v —a)" + -

Esta expresiéon también se la puede escribir como:
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donde {a,}, y s una sucesion de nimeros reales y x es variable.

La convergenciaE de esta serie dependera del valor de x. Pero el Teorema de
Abel que nos indica qué puede suceder con la convergencia de la serie en funcién
del valor de

+00
Siconsideramos la serie Z a,(x —a)", entonces se cumple una y solo una de

n=0
las siguientes afirmaciones:

a) La serie converge solo siz = a.
b) Existe R € R., tal que la serie es:

e absolutamente convergenteE parax € (a — R,a+ R)

e divergentesiz € (—w,a — R) U (a + R, +0)
c) Converge absolutamente para todo = € R

Alntmero R se lo conoce como radio de convergencia dela serie,ya (a— R, a+

R) se lo conoce como intervalo de convergencia I.

C.1.1. Propiedades

A su vez, a una serie de potencias se puede interpretar como una funcién de

variable z:
—+00

@)=Y (e —a)"

n=0
El dominio de f es el conjunto de los = € R, en donde la serie es convergente

y el valor de f(x) esla suma de la serie en dicho punto.

1" Diremos que una serie >’ a,, es convergente siy solo sila sucesion de sumas parciales S,, es

convergente. Caso contrario, la serie es divergente.
2 Diremos que la serie Y a,, converge absolutamente si | |a,,| converge. Diremos que la serie

converge condicionalmente si Y a,, converge pero >’ |a,,| diverge.
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Esta funcion f tiene la particularidad de que es continua y derivable en todo

punto del intervalo de convergencia. La derivada es

+o0
= Z nay,(x —a)" !
n=0

y el radio de convergencia de esta nueva serie es R. Podemos agregar que f es
C®, esto quiere decir que es infinitamente derivable (admite derivadas de cual-
quier orden y todas sus derivadas de cualquier orden son continuas) y vale que
la derivada k—ésima es

+o0

fO) =Y nmn-1)n-2)-(n-k+1am(x —a)"* (C.1)
n=~k
+00 +00
Ademas, si f(z) = Z an(r—a)"yg(x Z bn(r—a)",definidas en el mismo
n=0 n=0

intervalo I, entonces,

f(x) +g(x) = ) (an +by) (@ = a)"
n=0
paratodoxr e I.Ysia € R,
+0
af(x):aZanx—a Zaanx—a
n=0
paratodo x € I.
+00
En particular, sia« = 0 queda f(z) = Z a,z", definida sobre el intervalo I.
n=0
Por lo que, ademas, cumple que
+00
Z a, (ax)" 2 a,a™z" para todo x que verifica que ax € 1.
n=0
400 40
o flaz)=> a,(2")" =) a,z"" paratodo x que verifica que 2" ¢ I.
n=0 n=0
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C.2. Desarrollo de funciones en serie de potencia

Por ahora sabemos que una serie de potencias es una funcién f de variable

r, pero dada una funcién g, ¢es posible hallar una serie de potencia tal que

+00

g(x) = Z an (x —a)"?

n=0
Para poder asegurar esto, g debe ser continua e infinitamente derivable en su

intervalo de convergencia I. De (@), se deduce que

~ g™(a)
ol

Qn

donde n! = n(n —1)(n —2)---2-1y g™ esla derivada n—ésima de g.

Al desarrollo

se lo conoce como serie de Taylor.

C.2.1. Seriede Taylor

Por lo visto en el apartado anterior, tenemos que si f es infinitamente deri-

vable en el intervalo (¢ — R, a + R), podemos escribir a f como

"(a "(a , ) (a
f() :f(a)+f'(a)(:v—a)+fz—(!)(x—a)2+f3—(!)(:p—a)3+-..+ f nf )
+o0 (n) a
-y e -ar
C2)

Ala serie C.2 se la conoce como Serie de Taylorde f ena.Y sia = 0, se llama

Serie de MacLaurin.
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C.2.2. Desarrollo o Polinomio de Taylor de orden n

Sien la expresion [C.2 consideramos la n—ésima suma parcial, obtenemos un
polinomio de grado a lo sumo n. Por lo que podemos definir lo siguiente:
Sea f : A < R — Rderivable n + 1 veces en un intervalo I = (a — R,a + R).

Siz € I, existe un punto c entre a y = tal que

f”(a ) f/// a 5

f"(a)

n!

f(x) = fla)+f'(a)(z—a)+

Los términos f(a) + f'(a)(z — a) + f;('a) (z —a)? + w(m —a)* + -
f"(a) '

n!
nor o igual an, y selo conoce como Polinomio de Taylor de orden n centrado en a.

31 o

(x — a)™ forman un polinomio de orden n, ya que el grado puede ser me-

f(n+1)(c)
A m(m — a)"*! se lo llama Resto o Error de Taylor o de Lagrange.
Se los suele denotar como:
" m (n)
P.(z) = f(a)+ f'(a)(x —a)+ f2—(?)(x —a)*+ fg—@(a: —a)* 4+ / n!(a) (x—a)"
S (e) n
P, verifica que:
Py(a) = [(a)
Pi(a) = f'(a)
Plla) = f"(a)
Pla) = f"(a)
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Y R, cumple que:
lim R,(x)=0

n—+00

esto quiere decir que, a medida que aumenta el orden, el error cometido es me-

nor.

C.3. Algunos desarrollos utiles

2 3 n

NPT AN RN
e sen(x) = sen(a) + cos(a)(z — a) — Segf@ (x—a)? — CO;)!(“) (@ —a)® +

e sen(z + a) = sen(a) + cos(a)r — Ser;!(“)x? - Cogf“)gﬁ +

+ cos(z) = cos(a) ~ sen(a)(z — a) — X ()2 4 D [y gy

e cos(z +a) = cos(a) — sen(a)z — Cogf‘l)x? + Segf“>x3 T

. 3(2 : .11.1.(a)+%(36—a) —2—22(x—a)2+$(x—a)3+---—i—%(m—
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