Coleccién

)

Educacion matematica

Aportes a la formacion docente
desde distintos enfoques tedricos

e, (olumen)

S

Mabel Rodriguez,

Marcel Pochulu

y Fabian Espinoza

(coordinadores) EDICIONESUNGS

Universidad
Nacional de
General
Sarmiento






Educa cién ma temdtica






Mabel Rodriguez, Marcel Pochulu
y Fabidn Espinoza
(coordinadores)

Educacién matematica
Aportes a la formacién docente
desde distintos enfoques tedricos
Volumen 2

EDICIONESUNGS

Universidad
Nacional de
General
Sarmiento




Educacién matemadtica : volumen 2 : aportes a la formacién docente desde distintos
enfoques tedricos / Marcel David Pochulu... [et al.] ; coordinacién general de Mabel
Rodriguez ; Marcel David Pochulu ; Fabidn Espinoza. - 1a ed. - Los Polvorines :
Universidad Nacional de General Sarmiento, 2022.

Libro digital, PDF - (Educacién / 34)

Archivo Digital: descarga y online

ISBN 978-987-630-628-7

1. Matemdtica. 2. Educacién. 3. Formacién Docente. I. Pochulu, Marcel David,
coord.

I1. Rodriguez, Mabel, coord. III. Espinoza, Fabidn, coord.

CDD 510.712

EDICIONESUNGS

© Universidad Nacional de General Sarmiento, 2022
J. M. Gutiérrez 1150, Los Polvorines (B1613GSX)
Prov. de Buenos Aires, Argentina

Tel.: (54 11) 4469-7507
ediciones@campus.ungs.edu.ar

ediciones.ungs.edu.ar

Disefo gréfico de coleccién: Andrés Espinosa Ediciones UNGS
Disefio de tapa: Daniel Vidable

Diagramacion: Eleonora Silva

Correccién: Miriam Andinach

@ @@@ Licencia Creative Commons 4.0
Atribucién — No Comercial — Sin Obra Derivada (by-nc-nd)

Libro

Universitario
Argentino


mailto:ediciones@campus.ungs.edu.ar
http://ediciones.ungs.edu.ar

INTEOAUCCION .ttt ettt et ettt e ettt e e et eeese st e e sesaseesseaeeesanns 9

Primera seccién
Enfoques teéricos en educacién matemdtica

1. Herramientas y constructos del enfoque ontosemiético
del conocimiento e instruccién matemadticos para el disefio
y andlisis de procesos de ensenanza y aprendizaje.........cccoeuevrueinicinienennnn. 15

Marcel Pochulu y Viceng Font Moll

2. Distintas formas de inclusién de la historia de la matemadtica
en la ensenanza. Algunas ideas usando logaritmos..........cccocccvvueiniiinicnnnnne. 49
Gustavo Carnelli

3. Modelacién matemadtica en la perspectiva

de la educacion MatemMALICa . ooveeueereeeeeeeieieie ettt 67
Jhony Alexander Villa-Ochoa, Jonathan Sdinchez-Cardona

y Ménica Marcela Parra-Zapata

4. Etnomatemdtica, un posible anuncio en educacién matemitica............. 91

Diana Jaramillo, Carolina Tamayo y Oscar Charry

Segunda seccién.
Nuevas tecnologias bajo distintos enfoques teéricos

5. Andlisis de una tarea matemadtica desde la resolucién
de problemas mediada por la tecnologia ..o, 121
Patricia Barreiro, Paula Leonian y Claudia Zuliani

6. Anilisis ontosemidtico de la resolucién
de un problema geomELriCo .....veuerueuiriruiririiirieircerc s 135
Maria Laura Distéfano y Mario Alvarez



7. Relacién entre expresiones algebraicas de funciones
y sus representaciones gréficas desde una perspectiva cognitivista............. 153
Cristina Camds y Lorena Guglielmone

8. Una situacién para introducir un estudio general
de las funciones homograficas...........ccccovviiuiiciiniiiiciiiniicceccccns 167
Inés Casetta y Martin Chacon

9. Repensar la practica docente haciendo uso de la tecnologia.
Una visién socioepistemolOgica .........ceevvivieieiriiniiniiieieinieneieieieennns 189
Patricia Leston y Daniela Veiga



Introduccién

La ensenanza de la matemdtica es una tarea profesional compleja que requiere
formacidn especifica y la conviccién de la necesidad de una continua actua-
lizacién. A lo largo de los anos de trabajo, cambian los contextos de los estu-
diantes, los recursos a los que se accede, los contenidos se actualizan, surgen
nuevos enfoques did4cticos, requerimientos regionales que atender, etcétera, y
es el docente quien debe comprender cada situacién, tomar decisiones, actuar
en cada circunstancia, evaluar su propuesta y disponerse a ajustarla, si fuera
el caso. Se hace necesario que los futuros profesores, en su formacién inicial,
adquieran herramientas no solo para ensefar matemdtica, sino también para
comprender este tipo de cambios que se sucederdn durante su desempefio
profesional, acceder a materiales idéneos, estudiarlos y seleccionar o adaptar
lo que consideren apropiado en funcién de las necesidades que deban atender.
Entendemos que de igual modo debiera ocurrir con los docentes en ejercicio.

Entre los conocimientos que son clave para el trabajo del profesor de ma-
tematica, la educacién matemadtica ocupa un lugar central. Es un campo que se
expande desde hace anos. Distintos enfoques tedricos se consolidan, se amplian
los grupos de investigadores en distintas partes del mundo, se aplican y adaptan
resultados, se genera teoria, se documentan experiencias de aula, etcétera. Las
distintas perspectivas vigentes permiten estudiar fenémenos diddcticos y dar
respuestas que enfatizan en aspectos particulares de los mismos.



Mabel R odrigue z

Este libro pretende acercar —a profesores formados y en formacién— elemen-
tos de algunas de las lineas vigentes de la educacién matemdtica. Fue concebido
para dar continuidad a una primera obra que la Universidad Nacional de General
Sarmiento y la Universidad Nacional de Villa Maria publicaron bajo el titulo
Educacion matemdtica. Aportes a la formacion docente desde distintos enfoques
tedricos, cuya primera edicion fue en 2012.

En este texto, que hemos denominado Educacidn matemdtica. Aportes a
la formacion docente desde distintos enfoques tedricos. Volumen 2, incluimos dos
grandes secciones concebidas del siguiente modo. La primera seccién, presenta
aspectos centrales de distintos enfoques del campo de la educacién matemdtica.
Algunos de ellos forman parte de lineas tedricas de la educacién matemitica.
Otros, por su parte, brindan herramientas para pensar la ensefianza, aunque
en su identidad no sean vistos como teorias de la educacién matemadtica, como
es el caso de la historia de la matemadtica.

De este modo, en la primera seccién, “Enfoques teéricos en educacién
matemdtica’, se retoma y amplia el texto anterior, presentando en el primer
capitulo el tema del enfoque ontosemiético del conocimiento e instruccion
matemdticos, a cargo de Marcel Pochulu y Viceng Font Moll; y en el segundo,
el tema de la historia de la matematica a cargo de Gustavo Carnelli. El tercer
capitulo aborda la modelizacién matemdtica desde la perspectiva de la ensefianza
y fue elaborado por el equipo conformado por Jhony Alexander Villa-Ochoa,
Jonathan Sdnchez-Cardona y Ménica Marcela Parra-Zapata. El cuarto capitulo
presenta la etnomatemadtica y se trata de otra produccién en equipo, que estuvo
a cargo de Diana Jaramillo, Carolina Tamayo y Oscar Charry.

Los autores de cada capitulo son investigadores de reconocida trayectoria en el
campo de la educacién matemdtica y han trabajado en las lineas cuya redaccién ha
estado a su cargo. Cabe destacar que han hecho una seleccién cuidada atendiendo
a que el material resulte un aporte para la tarea docente y han logrado presen-
taciones accesibles que no requieren un conocimiento previo de cada enfoque.

La segunda seccién del libro, “Nuevas tecnologias bajo distintos enfoques
tedricos”, tiene una doble pretensién. Por un lado, ofrece al lector un andlisis
de situaciones de ensefianza que dejan de manifiesto la significatividad del uso
de las nuevas tecnologias (tic ) al mostrar la riqueza matemdtica que podria
lograrse si los estudiantes las utilizaran, en relacién con las resoluciones en papel
y ldpiz. Las resoluciones que se incluyen son producciones desarrolladas por el
o los autores, para comprender la situacion y aportar a la discusion diddctica.
Cabe resaltar que, desde una perspectiva experta, se incluyen resoluciones con
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Introduccién

herramientas matemdticas diversas y también anticipaciones a pricticas cercanas
a las que podrian realizar los estudiantes.

Por otro lado, posteriormente se presenta un andlisis de las situaciones
presentadas, en términos de distintas lineas de la educacién matemdtica. Cada
capitulo considera un enfoque tedrico y todos comparten una misma estructura
de presentacién: una farea (un contexto de ensefianza, un objetivo de aprendi-
zaje y una consigna), una discusion sobre resoluciones posibles en papel y lipiz
—y posteriormente con uso de tic — para finalmente presentar un andlisis con
elementos de la linea tedrica especifica. Este andlisis se basa y fundamenta en
algunos constructos, herramientas tedricas y metodoldgicas de la linea tedrica
que involucra. Es oportuno sefialar que no es propésito del libro presentar un
andlisis exhaustivo que involucre todas las potencialidades de cada enfoque di-
ddctico. Por el contrario, persigue los siguientes propésitos. Por un lado, invita
a profesores y estudiantes de profesorado a incursionar en la teorfa, a fin de
avanzar en la elaboracién, ejecucién y evaluacién de propuestas de ensefianza.
Por otra parte, ofrece ejemplos de andlisis (Rodriguez, 2017). En ellos se verdn
articulados: juicios que los autores han de sostener con evidencias y en vinculo
con teoria. Estos tres elementos son los componentes fundamentales que todo
andlisis deberfa articular de manera coherente y relevante. Cada uno de los
capitulos desarrolla uno de los ejemplos, poniendo en juego conceptos de la
teorfa seleccionada y permitiendo advertir la especificidad de las evidencias
que se arraigan en la anticipacién de resoluciones previamente desarrolladas.

Esta segunda seccién persigue un propdsito que esperamos que se vislumbre
al hacer una mirada conjunta de los capitulos que la componen. El esfuerzo
de los autores en mantener una misma estructura favorece advertir el rol de las
TIC como recurso mds alld de la perspectiva tedrica con la que se pretenda trabajar.

El primero de los capitulos estd a cargo del equipo conformado por Pa-
tricia Barreiro, Paula Leonian y Claudia Zuliani, y la perspectiva teérica con
la que se enriquece el uso pertinente y significativo de las tic es la resolucion
de problemas. El segundo tiene como responsables a Maria Laura Distéfano
y Mario Alvarez, quienes abordan el anilisis desde la perspectiva del enfoque
ontosemidtico del conocimiento y la instruccién matemidticos. El tercero lo
elaboran Cristina Camés y Maria Lorena Guglielmone, quienes trabajan desde
el enfoque cognitivo. Del cuarto capitulo son autores Inés Casetta y Martin
Chacén, quienes ilustran el andlisis desde la éptica de la teoria de las situacio-
nes diddcticas. El tltimo capitulo estd elaborado por Patricia Leston y Daniela
Veiga, quienes encuadran el trabajo en la socioepistemologia.
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Queremos destacar que intencionalmente el libro no ofrece secuencias de
ensefianza. Esto se debe a que entendemos que la decisién de las secuencias a
utilizar es una tarea insustituible de cada profesor. Es él quien conoce la ins-
titucién, el grupo de estudiantes, los requerimientos institucionales, etcétera,
y en ese marco, mediante sus conocimientos profesionales, disena, adapta,
modifica, sus propuestas de ensefanza. Aqui ofrecemos discusiones sobre
cuestiones matemdticas y diddcticas que podrian enriquecer los conocimientos
de los docentes. Muchas de ellas, para que se trabajen en el aula, requieren
intervenciones apropiadas. Queda a cargo del lector delinearlas, en funcién de
las adaptaciones o secuencias que disefie a partir de las ideas aqui compartidas.
Para consideraciones generales y ejemplos, a este respecto, sugerimos ver el
capitulo 5 del libro Perspectivas metodoldgicas en la ensenianza y en la investiga-
cion en educacion matemdtica (Rodriguez, 2017), de libre acceso. Alli mismo
se encuentran con detalle consideraciones para el diseno de tareas, redaccién
de consignas y uso pertinente y significativo de las tic , en concordancia con
las denominaciones y enfoques de este texto.

Por su parte, los dos libros: Educacion matemdtica. Aportes a la formacion
docente desde distintos enfoques tedricos (Pochulu y Rodriguez, 2015) y el actual
Volumen 2 ofrecen, conjuntamente, un acercamiento inicial a trece teorfas
diddcticas. Cada una de ellas permite ver y entender aspectos parciales de una
complejidad inabarcable que puede ser interpretada y enriquecida a partir de
multiples miradas.

Esperamos que el texto pueda resultar util no solo para estudiantes de profe-
sorado o profesores, sino también para quienes se inician en investigacién y nece-
siten disponer de una perspectiva amplia del campo de la educacién matemdtica.

Mabel Rodriguez*

Referencias bibliogrificas

Pochulu, M. y Rodriguez, M. (2015). Educacion Matemdtica. Aportes a la for-
macidn docente desde distintos enfoques tedricos. EDUVIM y Ediciones UNGS.

Rodriguez, M. (Coord.) (2017). Perspectivas metodolégicas en la enserianza y en
la investigacion en educacion matemitica. Ediciones UNGS.

* Universidad Nacional de General Sarmiento, Argentina.
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en educacién matematica






1. Herramientas y constructos

del enfoque ontosemidtico del
conocimiento e instruccién matematicos
para el disefio y andlisis de procesos de
ensefanza y aprendizaje

Marcel Pochulu y Viceng Font Moll*

Introducciéon

En este capitulo describimos y ejemplificamos las diferentes herramientas y
constructos que tiene el enfoque ontosemidtico del conocimiento e instruc-
cién matemdticos (EOS), para el diseno y andlisis de procesos de ensehanza y
aprendizaje llevados a cabo en una clase de matemdtica.’

En el EOS, las cuestiones instruccionales se estudiaron partiendo de las
teorfas y marcos disponibles —entre otras, la teorfa de situaciones did4cticas
(Brousseau, 1998)— proponiendo un conjunto de herramientas y constructos
que, en parte, son el resultado de una hibridacién (Godino, 2017) de constructos
tedricos generados en dichos marcos para el andlisis de los procesos instruccio-
nales. Los problemas y preguntas iniciales que conformaron la base del EOS se

* M. Pochulu: Universidad Nacional de Villa Marfa, Argentina.

V. Font Moll: Universidad de Barcelona, Espana.

! Para el lector que quiera ampliar en fundamentos y principios de esta linea de la diddctica de
la matemadtica, puede recurrir a los trabajos de sintesis que se hallan en la siguiente direccién
URL: http://enfoqueontosemiotico.ugr.es/.
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pueden sintetizar en dos: el problema epistemoldgico y el problema semidtico
cognitivo asociado. Posteriormente, se le sumaron y perfilaron el problema
ontolégico, el problema educativo-instruccional, el problema ecoldgico y el
problema de optimizacién del proceso de instruccién, conformando los pro-
blemas, principios y métodos de investigacion en diddctica de la matemitica,
como puede verse en Godino, Batanero y Font (2020).

El problema epistemoldgico parte de cuestionarse: ;qué es un objeto
matemdtico? O de manera equivalente, ;cudl es el significado de un objeto
matemadtico en un contexto o marco institucional determinado? En tanto, el
problema epistemoldgico se complementa dialécticamente con el problema
semidtico cognitivo asociado, cuando se busca responder a las preguntas: ;qué
es conocer un objeto matemdtico? ;Qué significa el objeto para un sujeto en
un momento y circunstancias dadas?

El EOS propone que el andlisis de un proceso de ensenanza y aprendizaje
(planificado o implementado) se realice teniendo en cuenta cinco tipos de
andlisis (ver figura 1).

1. Andlisis de los tipos de problemas y sistemas de précticas (significados
sistémicos);

2. Elaboracién de las configuraciones de objetos y procesos matemdticos;
Andlisis de las trayectorias e interacciones did4cticas;

4. Identificacién del sistema de normas y metanormas que condicionan
y hacen posible el proceso de estudio (dimensién normativa);

5. Valoracién de la idoneidad did4ctica del proceso de estudio (Godino,
Batanero y Font, 2007, p. 132).
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1. Herramientas y constructos del enfoque ontosemidtico del conocimiento...

Figura 1. Tipos de andlisis de un proceso de ensefianza y aprendizaje

Fuente: adaptacién de Godino, Font y Whihelmi (2008, p. 39).

Los primeros cuatro tipos de andlisis corresponden a una diddctica descriptivo-
explicativa, permitiendo comprender y explicar lo que estd ocurriendo en un
determinado sistema diddctico (andlisis del sistema de précticas; andlisis de los
objetos que intervienen y emergen de dichas practicas; andlisis de la gestién de
la trayectoria diddctica en la que se realizan dichas practicas, y andlisis de las
normas y metanormas que regulan todo el proceso).

El quinto tipo (andlisis de la idoneidad did4ctica), en tanto, permite avanzar
de una didéctica descriptiva a otra prescriptiva, proporcionando un sistema de
criterios de intervencidn, sobre los cuales existe un consenso en la comunidad
de educacién matematica, para valorar y producir mejoras en los procesos de
ensefianza y aprendizaje.

Cada uno de estos cinco tipos de andlisis conlleva, de acuerdo con Godino,
Font y Whihelmi (2008), las siguientes acciones:

1. Sistemas de pricticas (previos y emergentes). Se aplica a la planificacién
que realiza el profesor y a la implementacion que lleva a cabo. Es ne-
cesario descomponer los procesos de ensefanza y aprendizaje en una
secuencia de episodios, desarrollados en el tiempo, para describir las
précticas realizadas.
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2. Configuraciones ontosemidticas. Se describen los objetos y procesos que
intervienen en la realizacién de las pricticas orientadas a la resolucion
de un tipo de situaciones-problema, y de los significados matemdticos
involucrados.

3. Configuraciones y trayectorias diddcticas. Se describen los patrones de
interacciéon (alumno-alumno, alumno-profesor) y el modo en que se
relacionan con los aprendizajes de los estudiantes (trayectorias cogni-
tivas). Asimismo, se describen y explican los conflictos semidticos que
se producen en la clase.

4. Sistema de normas que condicionan y hacen posible el proceso de estudio.
Se describe, estudia y explica la trama de normas que soportan y con-
dicionan las configuraciones diddcticas, asi como su articulacion en
trayectorias diddcticas (segtin las dimensiones epistémica, cognitiva,
afectiva, mediacional, interaccional y ecolégica). En particular, en este
tipo se propone un procedimiento sistemdtico para reconocer el sistema
de normas y metanormas que condicionan y hacen posible los procesos
de ensefianza y aprendizaje en matemadtica.

5. ldoneidad diddctica del proceso de estudio. Se aplican los criterios de
idoneidad didéctica que permiten valorar los procesos de instruccion
efectivamente realizados y guiar su mejora. En Breda, Font y Pino-Fan
(2018) se halla una explicacién de cémo se generd esta nocién.

El primer y segundo tipo de anilisis son fundamentales en el disefio de la
planificacién de los procesos de ensefianza y aprendizaje. El tercer y cuarto
tipo son utiles en la fase de planificacién, pero, sobre todo, en el andlisis de la
implementacién realizada por el profesor. El quinto tipo hay que tenerlo en
cuenta tanto en la fase de planificacién como en la valoracién de los procesos
de instruccién. Ejemplos de andlisis de un proceso de ensefianza y aprendizaje
pueden verse en Godino, Fonty Whihelmi (2008) y en Pochulu y Font (2011).

A su vez, Godino (2013a) propone una serie de componentes e indicado-
res que permiten valorar la idoneidad didéctica de un proceso de ensenanza y
aprendizaje de la matemdtica, y los define de la siguiente manera:

Idoneidad epistémica. Se refiere al grado de representatividad de los sig-
nificados institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un
significado de referencia.

18



1. Herramientas y constructos del enfoque ontosemidtico del conocimiento...

Idoneidad cognitiva. Expresa el grado en que los significados pretendidos/
implementados estén en la zona de desarrollo potencial de los alumnos,
asi como la proximidad de los significados personales logrados a los signi-
ficados pretendidos/ implementados.

Idoneidad interaccional. Un proceso de ensefianza-aprendizaje tendrd ma-
yor idoneidad desde el punto de vista interaccional si las configuraciones
y trayectorias diddcticas permiten, por una parte, identificar conflictos
semidticos potenciales y, por otra parte, resolver los conflictos que se
producen durante el proceso de instruccidn.

ldoneidad mediacional. Grado de disponibilidad y adecuacién de los
recursos materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso
de ensefianza-aprendizaje.

Idoneidad afectiva. Grado de implicacién (interés, motivacién, entre otros)
del alumnado en el proceso de estudio. La idoneidad afectiva estd relacio-
nada tanto con factores que dependen de la institucién como con factores
que dependen bédsicamente del alumno y de su historia escolar previa.

Idoneidad ecoldgica. Grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto
educativo del centro, la escuela y la sociedad y a los condicionamientos
del entorno en que se desarrolla (p. 116).

En Breda y Lima (2016), Breda, Pino-Fan y Font (2017) y Breda (2020) se
realizé una adaptacién de los componentes e indicadores desarrollados en
Godino (2013a) para ser usados en la formacién de profesores.

El disefio de procesos de ensefianza y aprendizaje

Entre las tareas habituales de un profesor se encuentra la planificacién de pro-
cesos de ensefianza y aprendizaje, el disefio de secuencias didécticas, la gestion
de la clase y la evaluacién de los aprendizajes. No entraremos en detalles sobre
la planificacién ni como desarrollarla, pero entendemos que involucra articular
de manera coherente seis elementos o componentes bdsicos: fundamentacién,
objetivos, contenidos, metodologia o estrategias de ensefanza, evaluacién y
bibliografia.

Para el diseno de la planificacién habrd que tener en cuenta, entre otros
aspectos, las précticas matemadticas que se pretende que los alumnos realicen,
los objetos y procesos matemdticos activados en dichas pricticas, una posible
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manera de gestionar el proceso (por ejemplo, como afrontar los conflictos
semidticos que se puedan producir). Ademds, hay que tener en cuenta ciertos
criterios que orientardn dicha planificacién (idoneidad didéctica del proceso
de instruccién). Como no es posible realizar y mostrar en este capitulo una
planificacién completa para un curso escolar, ejemplificaremos el uso de algunas
herramientas con el diseno de una tarea escolar.

La relacion entre disefio de tareas y formacién de profesores ha sido discutida
por muchos investigadores (Pochulu, Fonty Rodriguez, 2016; Serrazina, 2010;
Sousa, Gusmao, Font & Landa, 2020). La investigacién también muestra que
el uso de tareas adecuadas, contextualizadas y enfocadas en el desarrollo de la
cognicién influye fuertemente en el aprendizaje de los estudiantes (Moreira,
Gusmio e Font, 2018ay 2018b; Stein y Smith, 2009). Pero ;qué son las tareas?
Lejos de la visién del sentido comin (que entiende como “tarea”, ejercicio, la
repeticién “mecdnica’ de procedimientos), en este trabajo nos anclamos a la
concepcion de que las tareas son situaciones de aprendizaje propuestas por
el docente, como detonantes de la actividad matemadtica del alumno, y son
vistas como “una secuencia de momentos didacticos” para ser utilizados en un
“contexto de aula”, los cuales incluyen desde la planificacién de las actividades
hasta los procesos comunicativos y la resolucién de conflictos de significado.

Mds en concreto, en este trabajo entendemos una tarea, acorde con lo
planteado por Barreiro, Leonian, Marino, Pochulu y Rodriguez (en Rodriguez,
2017), como una estructura compuesta por un contexto, objetivos y la consigna.
Dado un contenido de matemdtica, deberfamos considerar un contexto que
nos ubica en el tipo de trabajo que vienen realizando los alumnos, los conoci-
mientos previos que disponen, el tipo de consignas que han venido realizando,
el momento en que se plantearia o llevaria a cabo esa consigna (por ejemplo,
antes o después de haber explicado un tema nuevo), la modalidad de trabajo
que se propone para abordarla (individual, grupal, la coordinari el docente,
etcétera) y una anticipacién de lo que se trabajard luego.

El objetivo que el profesor plantea es el objetivo de aprendizaje, es decir,
lo que ¢l quiere que los alumnos aprendan (o comiencen a aprender) a partir
de la clase. Vale la pena distinguir que los objetivos no son los propésitos que
plantea el docente. Con esta tltima terminologfa nos referimos a cuestiones que
le interesan al profesor y que intentard lograr en su clase, aunque no necesaria-
mente tenga éxito, y se relacionan con los criterios, componentes e indicadores
de la idoneidad did4ctica. Un propésito podria ser favorecer la comunicacion
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entre estudiantes. Los objetivos, en tanto, plasman logros irrenunciables que el
docente pretende que sus estudiantes alcancen y los tendrd que evaluar.

Por ultimo, tenemos la consigna, que es el enunciado de la situacién pro-
blema que se le da al estudiante. Asumimos que la tarea debe tener coherencia
entre sus partes, en el sentido de que el objetivo tendrd que estar en consonancia
con el contexto, y la consigna debe responder al objetivo y ser razonable para
el contexto. De no darse esta coherencia, habria una dificultad inicial en la
formulacién de la tarea que deberd corregirse.

En la realizacién de la tarea los estudiantes llevardn a cabo précticas mate-
miticas, entendidas como “toda actuacién o expresién (verbal, grafica, etcétera)
realizada por alguien para resolver problemas matemadticos, comunicar a otros
la solucién obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas”
(Godino y Batanero, 1994, p. 334). Las practicas pueden ser idiosincrasicas
de una persona o compartidas en el seno de una institucién. En el estudio de
la matemdtica, mds que una préctica particular ante un problema concreto,
interesa considerar los sistemas de practicas (operativas, discursivas y normativas)
puestas de manifiesto por las personas en su actuacién ante tipos de situaciones
problemiticas.

No obstante, el EOS hace la distincién entre précticas institucionales y
personales. Estas tltimas (las personales) las entendemos como pricticas que
llevan a cabo los estudiantes. Las précticas institucionales, en tanto, estdn ligadas
a las personas involucradas en una misma clase de situaciones problemdticas, en
ellas tendriamos al profesor, la matemdtica como ciencia, un libro de texto, una
sociedad de educacién matemdtica, entre otros. La distincidn entre practicas
personales e institucionales permite tomar conciencia de las relaciones dialéc-
ticas entre las mismas, las que se ven implicadas en la resolucién de situaciones
problemas, mds o menos abiertos, aplicaciones extramatemdticas o intrama-
temadticas, ejercicios rutinarios, etcétera. Estas situaciones problemas inducen
la actividad matemdtica y se realiza en un contexto institucional mediante la
articulacién de secuencias de practicas operativas, discursivas y normativas. Hay
que senalar que esta distincién entre estos dos tipos de practicas no quiere decir
que haya dos tipos de practicas diferentes, sino, mds bien, que las précticas se
pueden mirar desde la perspectiva personal o institucional, lo cual es una mirada
diferente de la misma préctica. Por ejemplo, la practica personal que realiza el
alumno en la pizarra al resolver un problema se convierte en institucional si
el profesor la valida.
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Consideremos que el contenido u objeto matemdtico elegido para trabajar
con los estudiantes en una clase de matemdtica es la divisibilidad. Nos po-
drfamos preguntar: ;qué significa que un niimero sea divisible por otro?, ;qué
es un divisor?, ;qué es un multiplo?, ;qué es un niimero primo?, entre tantos
otros interrogantes. En todos ellos estd involucrada la nocién de significado,
que Godino, Batanero y Font (2007) la entienden como el sistema de practicas
que realiza una persona (conformaria el significado personal) o compartidas
en el seno de una institucion (refiere al significado institucional) para resolver
un tipo de situaciones-problemas en los cuales interviene el objeto matemidtico
en cuestién (divisibilidad).

En consecuencia, no tenemos que confundir la nocién de significado cir-
cunscripta a la definicién o lo expresado por un diccionario. Para clarificar esta
diferencia, pensemos en el significado del simbolo: 4|6. Una respuesta habitual
es que el significado de este simbolo es el correspondiente a una relacién entre
nameros: la “relacién de divisor” o la “relacién divide”. Se puede asumir esta
concepcién como una manera elemental de responder el problema. Desde este
punto de vista, para especificar el significado de 4|4 solo basta dar una defini-
cién. Otra posible forma de afrontar el problema de atribucién de significados
al simbolo en cuestion es hacerlo de manera pragmdtica, teniendo en cuenta lo
que se puede hacer con él. Esta concepcién nos da una perspectiva sistémica,
relacional, al considerar que el significado de 4|6 es el conjunto de pricticas
matemdticas en las que el uso de esta expresién (u otras que se consideran
equivalentes) es determinante para su realizacién. Por lo tanto, el significado
de divisor no aludiria solo a la definicién del objeto matemdtico, sino también
al conjunto de précticas (operativas y discursivas) que realiza un sujeto (ya sea
institucional si aludimos al profesor, libro de texto o materiales de estudio, o
personal, si hacemos referencia a un estudiante).

Teniendo en claro esta nocién, podemos avanzar en una tipificacién y ca-
racterizacion de los significados, entendidos como sistemas de practicas, lo cual
lleva a introducir una tipologfa bésica que tiene un triple condicionamiento:
institucionales, personales y temporales (figura 2). Estos tltimos (los tempo-
rales) devienen de considerar los diferentes momentos en los que se presentan
los dos primeros (institucionales y personales). Los significados institucionales
se articulan mediante el sistema de pricticas (operativas y discursivas) mds un
acoplamiento entre ellos. Entre el acoplamiento y la participacién podremos
analizar el proceso de ensefianza, mientras que, entre el acoplamiento y la
apropiacién, tenemos el proceso de aprendizaje.
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Figura 2. Significados institucionales y personales

Fuente: adaptacién de Godino, Font y Whihelmi (2008, p. 30).

La idea de significado institucional de referencia de un objeto o tema de estu-
dio orienta el andlisis sistemdtico de la literatura hacia la identificacién de los
diversos significados contextuales de los objetos, conformando el significado
global, holistico u holosignificado. Este significado se articula con la poblacién
de referencia (de situaciones problemas) de la cual se seleccionardn muestras
adecuadas a las circunstancias particulares de los procesos de ensenanza que se
pretenden disefar, conformando el significado global de referencia.

Con estas herramientas el EOS trata de responder a las cuestiones ontolé-
gicas y epistemoldgicas siguientes: ;Cudles son los diversos significados de un
objeto matemdtico en un contexto o marco institucional determinado? ;Qué
significa el objeto para un sujeto en un momento y circunstancias dadas? ;Cémo
emergen los objetos a partir de las précticas matemdticas, tanto desde el punto
de vista institucional como personal? Asimismo, esto nos permite cuestionarnos
sobre la importancia que tiene ensefar ese objeto matemdtico en particular, el
tipo de situaciones problemas que resuelve, los contextos en que surgié y los
que les dan sentido a las practicas matemadticas, entre otros.

Veamos cémo se materializan estos significados en el diseno de una tarea
de matemdtica. Cuando planificamos una clase sobre el objeto matemitico,
comenzamos a delimitar lo que dicen las instituciones matemadticas y diddcticas
acerca de él. Por lo general, acudimos a los textos matematicos correspondientes,
a las orientaciones curriculares, a lo expresado por los “expertos” en las pricticas
operativas y discursivas inherentes al objeto, asi como a los conocimientos per-
sonales previamente adquiridos. A partir de este significado global de referencia,
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seleccionamos, ordenamos y delimitamos la parte especifica que vamos a proponer
a los estudiantes durante un proceso de estudio. Asimismo, tomamos en cuenta
el tiempo asignado a la materia, los conocimientos previos de los alumnos y los
medios y recursos instruccionales disponibles. De este modo, logramos un sistema
de précticas planificadas sobre el objeto matemdtico para cierto proceso instruc-
cional, que conforma el significado institucional pretendido. Posteriormente, al
desarrollar la clase volvemos a realizar ajustes y pueden existir diferencias entre
lo que pretendiamos y lo que efectivamente ocurrié en el aula. Este conjunto de
précticas realizadas en la clase de matemadtica sirve de referencia inmediata para
el estudio de los alumnos y las evaluaciones de los aprendizajes, y constituyen el
significado institucional implementado. Por tlltimo, las respuestas a una coleccién
de tareas o cuestiones que incluimos en las pruebas de evaluacién conforman una
muestra del significado institucional evaluado.

Si bien conviene distinguir conceptualmente estos tipos de significados
institucionales, en los procesos de instruccién reales se mezclan e interactiian
constantemente entre ellos, razén por la cual no siempre es tan clara la linea
que los separa en un momento dado. No obstante, realizar un andlisis did4cti-
co de ellos nos puede aportar algunas pautas de dificultades que se presentan
cuando damos clases. Por ejemplo, podria ser que los significados evaluados
no estén completamente contenidos en los significados implementados y si en
el pretendido, lo cual explicaria algunas dificultades que tuvieron los alumnos.
Cuando los significados pretendidos/implementados no concuerdan con los
significados de referencia, podriamos encontrar errores que se introdujeron en
los procesos de ensefianza y aprendizaje.

Por otra parte, si tenemos en cuenta a los estudiantes, podriamos considerar
la totalidad del sistema de practicas personales que son capaces de manifestar
potencialmente sobre un objeto matemdtico, lo que involucra sus conoci-
mientos previos, y nos darfa una muestra del significado personal global que
cada uno de ellos tiene. Al abordar la ensenanza y aprendizaje de un objeto
matemadtico particular, los estudiantes dardn cuenta, a través de un conjunto
de pricticas efectivamente expresadas en las evaluaciones y actividades de clase
(sean estas correctas o incorrectas) el significado que le confieren al mismo. Nos
encontramos en este caso con el significado personal declarado. Por tltimo, si
analizamos el cambio que han sufrido los significados personales que tuvieron
lugar al inicio, o previos de los estudiantes, con el que finalmente alcanzaron,
nos encontraremos con un conjunto de pricticas manifestadas que guardan
relacién con la pauta institucional establecida, lo que constituye el significado
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personal logrado. Si incluimos el factor temporal, podriamos discriminarlo en
significado personal logrado inicial o final.

Se asume que las précticas matematicas se realizan en un trasfondo ecolégico
(material, biolégico y social) que determina una relatividad institucional, per-
sonal y contextual de las précticas, los objetos y significados, esto es, relatividad
respecto de los juegos de lenguaje y formas de vida.

Determinacién del significado global de referencia
para las tareas

Previo a definir la primera tarea sobre divisibilidad, tendremos que determinar
el significado global de referencia. Para ello, recurrimos a estudios especificos
realizados sobre la temdtica elegida (en nuestro caso divisibilidad), recuperando
aspectos histdricos sobre el tratamiento que tuvieron los objetos matemdticos,
familias de problemas, asi como también, los errores y dificultades que habi-
tualmente presentan los estudiantes y el diseno de propuestas de ensefianza que
surgen de procesos de investigacion.

Situdndose en la ensefianza de la divisibilidad para la escuela secundaria de
la Argentina, Espinoza (2019, p. 69) revisé los textos escolares de aritmética
(ocho destinados a estudiantes de escuela secundaria, bdsica o media y cinco
para la formacién de maestros y profesores de matemdtica), disenos curricu-
lares jurisdiccionales y las investigaciones que se hicieron sobre la temdtica,
identificando los siguientes contenidos como los mds destacados: “Divisin;
Multiplos y divisores de un nimero. Relacién con los objetos ‘factor’, ‘divisible’
y ‘divide’; Factorizacidn y factorizacién prima; Propiedades de los multiplos y
divisores; Criterios de divisibilidad; Nimeros primos y compuestos; Minimo
comun multiplo; Mdximo comin divisor”. Asociados a estos contenidos,
surgen las siguientes situaciones problemas detalladas en Espinoza y Pochulu

(2020, pp. 302-303):

*  Dado el cardinal de una coleccién que se pretende subdividir en sub-
colecciones equipotentes, determinar el nimero de subcolecciones de
la particién, el cardinal de cada subcoleccién y el resto.

¢ Determinar si un nimero « es divisor o factor de otro 4, cuando & estd
expresado en base decimal, como producto de factores primos, con base
en el algoritmo de la divisién o la propiedad distributiva.
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*  Determinar si 4, nimero natural o entero, estd expresado como pro-
ducto de factores primos, con base en el algoritmo de la divisién o en
la propiedad distributiva.

*  Determinar si 0 es divisor o multiplo de todos los nimeros.
*  Determinar si 1 es divisor o multiplo de todos los nimeros.

e Caracterizar las fracciones cuando 4 es divisor de 4, siendo 2 y
b nimeros no simultdneamente nulos.

*  Determinar en qué condiciones, en una divisién, el divisor de la divisién
es divisor del dividendo.

* Hallar mdltiplos de un niimero.

e Hallar un ndmero conociendo una lista finita, exhaustiva y ordenada
de sus mdltiplos.

e Hallar todos los divisores de un nimero.

¢ Dados los divisores (naturales o enteros), encontrar el niimero corres-
pondiente.

*  Decidir si un niimero es primo, compuesto, cuadrado perfecto.
*  Determinar la cantidad de divisores de un niimero.

*  Determinar la paridad de la cantidad de divisores de un niimero.
* Hallar un ndmero con una determinada cantidad de divisores.

*  Encontrar el minimo comdn multiplo de dos 0 mds niimeros.

*  Encontrar el mdximo comun divisor de dos 0 mds niimeros.

*  Determinar si dos nimeros son coprimos.

Teniendo en cuenta la tipologia de situaciones problemas que conllevan a la
divisibilidad, plantearemos una primera tarea. El profesor tendrd que tomar
la decisién si propone el enunciado de la consigna o realiza una adaptacién de
alguna situacién problema ya existente. Al realizar un andlisis @ priori de esa
consigna, pondremos en juego otros objetos primarios (pueden ser algunos o
todos ellos) y diferentes procesos. De este modo, se involucrardn conceptos o
definicionesy con ellos asociamos el proceso de definicién. ;Qué més interviene
en una resolucién de una situacion problema? Proposiciones, propiedades, lemas

26



1. Herramientas y constructos del enfoque ontosemidtico del conocimiento...

y teoremas, los que conllevan a un proceso de enunciacién. También intervie-
nen procedimientos, algoritmos, técnicas y rutinas propias de la matematica,
dando lugar a procesos de algoritmizacién. En la resolucién de la situacion
problema serd necesario utilizar argumentos, que estin condicionados por las
definiciones, las proposiciones y los procedimientos. En un argumento necesa-
riamente intervienen alguno, o todos, de estos elementos, pues argumentamos
apoyandonos en una definicién, una proposicién y un procedimiento propio de
la matemitica. Entrard en accién un proceso de justificacién y argumentacion.

Por supuesto, resulta imposible no pensar en el lenguaje o entidades lin-
giifsticas (términos, expresiones, notaciones, grificos) que vienen dados en
forma escrita o grafica, aunque en el trabajo matemdtico pueden usarse otros
registros (oral, gestual) para describir los objetos propios de la matematica. Esto
da lugar a un proceso de comunicacién en matemdticas. Estos seis elementos,
que podemos calificar de matemdticos porque se ponen en juego en la actividad
matemdtica (ver figura 3), son los constituyentes primarios de otros objetos
mas complejos u organizaciones matemadticas, como los sistemas conceptuales,
teorias, etcétera.

Figura 3. Objetos y procesos primarios

Fuente: adaptacién de Godino, Font y Whihelmi (2008, p. 30).

A su vez, estos seis objetos primarios se relacionan entre si formando confi-
)
guraciones (ver figura 4), definidas como las redes de objetos intervinientes y
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emergentes de los sistemas de précticas y las relaciones que se establecen entre los
mismos, constituyendo los elementos del significado de un objeto matemdtico.

Figura 4. Configuracién epistémica y cognitiva

Fuente: adaptado de Pochulu y Font (2011, p. 371).

Estas configuraciones pueden ser epistémicas si son redes de objetos institucio-
nales, o cognitivas si representan redes de objetos personales. Tanto los sistemas
de précticas como las configuraciones se proponen como herramientas tedricas
para describir los conocimientos matemadticos, en su doble versién, personal
e institucional.

En las configuraciones epistémicas o cognitivas, las situaciones problemas
son el origen o razén de ser de la actividad, y las que vienen a motivar el conjunto
de reglas que aparecen en ella. En este conjunto de reglas tenemos las definicio-
nes que son introducidas mediante descripciones, como recta, punto, niimero,
media, funcién. Las proposiciones, propiedades, atributos, lemas, teoremas
y enunciados que hacemos sobre los objetos definidos. Los procedimientos,
algoritmos, operaciones, acciones, técnicas de célculo o rutinas. El conjunto de
reglas, regulan el uso del lenguaje, términos, expresiones, notaciones, gréficos,
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que sirve de instrumento para la accién, razén por la cual expresa y soporta el
conjunto de reglas.

Al resolver una situacién problema, el lenguaje puede aparecer de manera
verbal (oral o escrita), por ejemplo, si enunciamos un criterio de divisibilidad;
o simbdlica, cuando utilizamos las expresiones que nos permiten realizar
los célculos; o gréfica, si hacemos las representaciones correspondientes.
Finalmente, tenemos los argumentos que justifican los procedimientos y
proposiciones que relacionan las definiciones entre si, todo lo cual viene a
regular el uso del lenguaje que, por su parte, sirve de instrumento para la
comunicacién. Asimismo, el conjunto de reglas son los que intervienen y
condicionan los argumentos.

Es de destacar que cada objeto matemdtico, dependiendo del tipo de andlisis,
puede estar compuesto por entidades de los restantes tipos. Por ejemplo, un
argumento, que es un objeto matemadtico para el EOS, puede poner en juego
definiciones, proposiciones, procedimientos y, obviamente, estd soportado por
el lenguaje. Por dltimo, todo este proceso viene a resolver la situacién problema
que dio origen a la actividad matemadtica.

El disefio y andlisis diddctico de una tarea sobre divisibilidad

Pasemos a un ejemplo en que usamos la herramienta configuracién epistémicay
cognitiva que propone el EOS. Consideremos una tarea que se enmarca en una
situacién problema del significado global de referencia del tipo: “encontrar el
mdximo comun divisor de dos 0 mds nimeros”. Las tres partes que componen
la tarea son las siguientes.

29



Mar cel P ochul uy Viceng F ont Moll

Contexto

Los alumnos manejan operaciones con naturales (suma, resta, multiplicaciéon
y divisién, potenciacién y radicacién) y propiedades (asociativa, conmutativa,
distributiva, elemento neutro), y principios de conteo. Saben calcular el mdximo
comun divisor de un niimero, conocen reglas de la divisibilidad, descomponer en
factores primos y determinar los divisores de un nimero. Estdn acostumbrados a
trabajar en grupos y a argumentar sus respuestas. El docente viene trabajando con
Divisibilidad y tiene pensado trabajar el cdlculo del mdximo comun divisor entre
dos nimeros relativamente grandes. Les propone trabajar en grupo y defender la
resolucién en una puesta en comun al final de la clase.

Objetivos
Que los alumnos:
*  Propongan formas de encontrar el méximo comun divisor entre dos nimeros.

*  Argumenten sobre la validez de distintas formas de encontrar el mdximo
comun divisor.

Consigna

Tenemos dos trozos de alambre de acero
inoxidable simil plata y oro, de 240 cm
y 396 cm de longitud respectivamente.
Con ellos se quiere realizar un accesorio de
joyeria para pendientes, tal como muestra
la imagen. ;Cudl serd la mayor longitud en
que se puede cortar estos alambres, de forma
tal que la longitud de corte sea la misma
en ambos trozos y que no sobre material?
Fundamenta tu respuesta.

La situacién problema es contextualizada (encontrar el trozo de alambre de
acero inoxidable de mayor longitud que entre en partes enteras iguales en
otros dos trozos dados), para lo cual la resolucién se reduce a hallar el méximo
comun divisor entre dos nimeros naturales que son relativamente grandes
para los estudiantes.

Como tenemos que cortar trozos de alambre de la misma longitud, inicial-
mente tendriamos muchas opciones como, por ejemplo, cortarlos en trozos de
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0,5 cm, de 1 cm, de 2 cm, etcétera, pues el problema no establece condicién
alguna para ello. No obstante, asumiremos que serdn cortados en trozos que
resulten tener una longitud entera y como debemos encontrar la mayor longitud
que sea comun, recurriremos al cdlculo del méximo comun divisor, ya que nos
ofrece esta posibilidad.

Para determinar una configuracién epistémica y cognitiva, tendremos que
realizar una resolucion experta, estableciendo los diferentes caminos que po-
drian ser tomados por los estudiantes para encontrar una solucién a la situacién
problema e identificando los objetos primarios involucrados.

Sabemos que un niimero 4 es el mdximo comun divisor (mcd) de los nti-
meros 4 y b (concepto), cuando:

d es divisor comun de los nimeros 2y 4, y

d es divisible por cualquier otro divisor comtn de los niimeros 2 y .

Para encontrar el med podemos realizar la descomposicién en factores primos
de cada ntimero, expresidndolo como el producto de potencias de nimeros pri-
mos (procedimiento), o usar el algoritmo de Euclides (concepro y procedimiento)
que es mds eficiente cuando se trata de nimeros grandes. No obstante, cabe
destacar que este procedimiento no se considera un conocimiento previo de
todos los estudiantes.

Al tener dos nimeros naturales, podemos encontrar el med a través de la
descomposicién en factores primos (procedimiento usual en los estudiantes).
Para ello, realizamos divisiones del niimero recurriendo al menor niimero que lo
divide (procedimiento) y tendremos en cuenta algunos criterios de divisibilidad
(proposicién) involucrados. En nuestro caso resulta:

240 2 308 2
120 2 154
60 2 77 7
30 2 11 11
15 3 1
5 5
1
240 = 29x3x5 308 =2*x7x 11
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Para el cdlculo se podrian tener en cuenta los siguientes criterios de divisibilidad:

*  Un ntmero es divisible por 2, cuando termina en una cifra par (pro-
posicidn).

e Un ndmero es divisible por 5, cuando termina en 0 o 5 (proposicion).

*  Un numero es divisible por 7, cuando la diferencia entre el nimero
sin la cifra de las unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 o
un multiplo de 7 (proposicion).

*  Un ntmero es divisible por 11, si la diferencia entre la suma de las cifras
que ocupan los lugares impares y la de los pares es 0 0 un multiplo de
11 (proposicién).

Notemos que podriamos no haber utilizado los criterios de divisibilidad. Por
ejemplo, podemos darnos cuenta que el 77 es divisible entre 7, pero ignoran-
do el criterio de divisibilidad. Lo mismo acontece con niimeros como el 11.
Teniendo la descomposicién en factores primos de cada uno de los numeros,
encontramos el med determinando los factores comunes con su menor expo-
nente (procedimiento), esto es:

240 = 24x3x5 308=22x7x11
MCD (240,308)= 2%= 4

En sintesis, y para fundamentar la respuesta, el trozo de alambre de 240 cm
podria ser cortado en longitudes enteras con las siguientes medidas:

Longitudes{m} ={1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,16,20,24,30,40,48,60,80,120,240}

Estas medidas surgen de considerar los divisores de 240 que se obtienen por
aplicar principios de conteo (procedimiento) entre los divisores positivos de
cada uno de los factores que tiene la descomposicién prima. Sabemos que
los divisores de cada uno de los factores en que se descompone un nimero 4,
también son divisores de a (proposicidn).

Asi, 2 tiene 5 divisores: {1,2,4,8,16}, mientras que el 3 tiene a {1,3} y
el 5 a{1,5}. En total tendremos 5 x 2 x 2 = 20 divisores, que surgen de las
siguientes combinaciones.
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Resultan ser divisores del 240 los siguientes niimeros:
D(240)=1{1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15, 16, 20, 24, 30, 40, 48, 60, 80, 120, 240}

El trozo de 308 cm podria ser cortado en longitudes enteras con las siguientes
medidas:

Langz'tudfs{ = {1,2,4,7,11, 14, 22, 28, 44, 77, 154, 308}

308

Estas medidas surgen de considerar los divisores de 308 que se obtienen por
aplicar principios de conteo (procedimiento) entre los divisores positivos de
cada uno de los factores que tiene la descomposicién prima, pues sabemos que
los divisores de cada uno de los factores en que se descompone un niimero «,
también son divisores de a (proposicidn).

Asi, 2* tiene 3 divisores: {1,2,4}, mientras que el 7 tiene a {1,7} y el 11 a
{1,11}. En total tendremos 3 x 2 x 2 = 8 divisores, que surgen de las siguientes
combinaciones:

Resultan ser divisores del 308 los siguientes niimeros:

D(308) = {1,2,4,7,11, 14, 22, 28, 44, 77, 154, 308}
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Los divisores comunes de ambos ntimeros son 1, 2 y 4. Por ello, los trozos de
alambre podrian ser cortados en longitudes de 1, 2 y 4 cm, cuyos valores nu-
méricos son los divisores comunes del 240 y 308, y como el 4 es el mayor de
ellos en tanto MCD(204,308) = 4, resultando ser el modo 6ptimo de hacerlo
(argumento), esto es, cortar cada alambre en tramos de 4 cm.

Ahora bien, ;son los Gnicos procedimientos que tenemos para encontrar el
mcd? Ciertamente no, y vale la pena analizar algunos que resultan mds intui-
tivos e involucran mucha riqueza matemdtica. Podriamos usar la definicién de
divisor: “Un ntimero natural ‘2" es divisor de un ndmero natural ‘%, si existe
un ntmero natural ‘¢’ tal que 2 = 6 x ¢”. En consecuencia, el 2 es un divisor
y podemos descomponer al 240 como 240 = 2 x 120. Si un estudiante solo
advierte que el 2 es un divisor y no el 120, no estd articulando adecuadamente
la definicién con una proposicién, la cual establece que tanto “4” como “c” son
divisores. Aqui surge un detalle relevante para profundizar la comprensién
alcanzada en divisibilidad por parte de un estudiante: ;es posible que exista
algan otro divisor de 240 mayor a 120? La respuesta es no, pero el fundamen-
to implica entender profundamente la divisibilidad. Si existiera un divisor de
240 mayor a 120, tendria que existir otro natural que multiplicado por él sea
casualmente 240. Perosi2 x 120 = 240y 1 x 240 = 240, entonces deberfamos
multiplicar a este nimero (mayor a 120) por un natural comprendido entre 1
y 2, lo cual no existe.

Ahora, si 3 y 80 son divisores de 240, entonces tampoco existen otros divi-
sores entre 80 y 120. Si admitimos que existe un natural 7, con 80 < m < 120,
que es divisor de 240, tendriamos que encontrar otro niimero natural que
multiplicado por 7 sea exactamente igual a 240. Esto no es posible pues:

80=80*1<me*1<120°1 =120
160 =802 <me2 <1202 =240
240 =803 <m*3<120°3 =360

Resulta muy interesante que se establezca este debate con los estudiantes, porque
ayuda a que se articulen proposiciones (propiedades), definiciones (conceptos)
y procedimientos vinculados a divisibilidad.

Ya tenemos segregados todos los objetos primarios para estructurar la con-
Jfiguracion epistémica asociada a la situacién problema. Asimismo, podriamos
discriminar los elementos lingiiisticos en sus diferentes registros (verbal, sim-
bélico, grafico), y el de los argumentos que devienen de la situacién problema.
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Pero ;para qué serifa ttil la configuracidn epistémica y cognitiva en el disefio de
una tarea que realiza el profesor? Entre las ventajas de esta herramienta tenemos:

Se establecen los objetos matemdticos que entran en juego en la
situacién problema. Una dificultad habitual suele encontrarse en la
imposibilidad de distinguir, en algunos casos, si el objeto involucrado
es una definicidn (explicita o implicita), proposicién (propiedad) o
procedimiento, o asume un doble rol en la resolucién.

Se ponen en evidencia los nuevos objetos matemdticos que emergen
de la situacién problema.

Permite visualizar de manera simple los objetos matemdticos que inter-
vienen, dando lugar a modificar la situacién problema para convertirla
en una mds rica o que desafie cognitivamente al estudiante.

Ayuda a comparar los objetos matemdticos involucrados ante otra
situacion problema perteneciente al mismo tipo, ya sea en un contexto
intramatemdticos como contextualizados.

Permite valorar la comprensién alcanzada por cada estudiante en la
situacién problema al estructurar la configuracién cognitiva y compa-
rarla con la epistémica.

Cabe destacar que, si se tienen pocos estudiantes, es fcil obtener datos a través
de sus précticas operativas y discursivas, con lo cual vamos estructurando el
modo en que cada uno de ellos articula los seis objetos primarios en redes de
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significado (configuracién cognitiva). Si el nimero de estudiantes es cuantio-
so, practicamente es dificil llevar a cabo un estudio personalizado de lo que
acontece en la estructura cognitiva de cada uno de ellos. Un camino posible es
recurrir a las narrativas pedagégicas o diarios de clase. Entendemos a la narrativa
pedagdgica como:

... instrumento que permite recoger datos significativos sobre los procesos
de ensefianza y aprendizaje, ademds de la reflexidn sobre los mismos, su
andlisis y sistematizacién. Asimismo, una narrativa permite recolectar
opiniones, argumentos, destrezas y actitudes presentes en situaciones reales
de aprendizaje, y posibilita el rescate de las discusiones espontdneas entre
los estudiantes en las puestas en comun iniciales (Pochulu, 2018, p. 17).

A su vez, el proceso de anilisis de una narrativa no culmina en un dnico mo-
mento. Es recomendable que retorne al estudiante con nuevos comentarios y
preguntas, con el firme propésito de mejorar los procesos de argumentacién,
revisar definiciones, procedimientos o técnicas que ha empleado, reflexionar
sobre lo aprendido y que se planteen nuevos desafios. Los andlisis posteriores
de las narrativas que son mejoradas por los estudiantes dardn pistas sobre la
comprensién que efectivamente alcanzan con los contenidos involucrados en la
tarea, al estructurarse la correspondiente configuracién cognitiva y compararla
con la epistémica. No debe perderse de vista que una narrativa pedagdgica es
una herramienta que nos permite valorar los aprendizajes de los estudiantes y
realizar una evaluacién continua. Asimismo, no debe confundirse esta herra-
mienta de evaluacién con la calificacién o nota que se busca poner al trabajo
realizado por el estudiante.

Indicadores de idoneidad didictica para el disefio
y andlisis de tareas

La nocién de idoneidad didéctica, sus dimensiones, criterios o indicadores
y el desglose operativo fueron introducidos en diferentes trabajos (Godino,
Contreras y Font, 2006; Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2007; Godino,
2013ay 2013b; Breda, Font y Pino-Fan, 2018) como herramientas del EOS
que permiten tanto el diseno como el andlisis de los procesos de ensefianza y
aprendizaje de la matemitica.
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Los criterios de idoneidad did4ctica (ci) propuestos en el marco tedrico
EQOS, pretenden ser una respuesta parcial a la siguiente problemdtica: ;qué
criterios se deben utilizar para disenar una secuencia de tareas, que permitan
evaluar y desarrollar competencias matemadticas de los alumnos, y qué cambios
se deben realizar en su rediseno para mejorar el desarrollo de estas compe-
tencias? Los ci pueden servir primero para guiar los procesos de ensenanza y
aprendizaje de la matemdtica y, segundo, para valorar sus implementaciones.
Los ci son utiles en dos momentos de los procesos de instruccién. A priori, los
criterios de idoneidad son principios que orientan “cémo se deben hacer las
cosas”. A posteriori, los criterios sirven para valorar el proceso de instruccion
efectivamente implementado.

En el EOS se consideran los siguientes ci (Font, Planas y Godino, 2010):

»  Idoneidad epistémica. Para valorar si la matemdtica que estd siendo
ensenada es “buena matemdtica”.

»  Idoneidad cognitiva. Para valorar, antes de iniciar el proceso de ins-
truccion, si lo que se quiere ensefiar estd a una distancia razonable de
aquello que los alumnos saben y, después del proceso, si los aprendizajes
adquiridos estdn cerca de aquello que se pretendia ensenar.

*  Idoneidad interaccional Paravalorar si las interacciones resuelven dudas
y dificultades de los alumnos.

»  Idoneidad mediacional. Para valorar la adecuacién de los recursos ma-
teriales y temporales utilizados en el proceso de instruccién.

»  Idoneidad emocional. Para valorar la implicacién (intereses y motiva-
ciones) de los alumnos durante el proceso de instruccién.

»  Idoneidad ecolégica. Para valorar la adecuacion del proceso de instruc-
cién al proyecto educativo del centro, las directrices curriculares, las
condiciones del entorno social y profesional.

La operatividad de los ci exige definir indicadores observables, que permitan
valorar el grado de idoneidad de cada uno de ellos. En Breda y Lima (2016);
Breda, Pino-Fan y Font (2017) y Breda (2020) se aporta un sistema de indica-
dores que sirve de guia de andlisis y valoracién de la idoneidad didéctica, que
estd pensado para un proceso de instruccién en cualquier etapa educativa. Cada
uno de estos criterios se desglosa en componentes e indicadores a manera de
ribrica, con el fin de hacerlos operativos. A continuacién, en el cuadro 1 se

37



Mar cel P ochul uy Viceng F ont Moll

detallan los criterios y componentes de idoneidad didédctica (por cuestiones de
espacio no se detallan los indicadores).

Cuadro 1. Criterios y componentes de idoneidad

Criterio de idoneidad | Componente

Epistémica (IE1) Errores, (IE2) Ambigiiedades, (IE3) Riqueza de procesos,
(IE4) Representatividad

Cognitiva (IC1) Conocimientos previos, (IC2) Adaptacién curricular a las
diferencias individuales, (IC3) Aprendizaje, (IC4) Alta demanda
cognitiva

Interaccional (I11) Interaccién docente-discente, (112) Interaccién entre
discentes, (I13) Autonomia, (I14) Evaluacién formativa

Mediacional (IM1) Recursos materiales, (IM2) Ntmero de estudiantes,
horario y condiciones del aula, (IM3) Tiempo

Afectiva (IA1) Intereses y necesidades, (IA2) Actitudes, (IA3) Emociones

Ecolégica (IEC1) Adaptacién al curriculo, (IEC2) Conexiones intra

e interdisciplinares, (IEC3) Utilidad sociolaboral, (IEC4)

Innovacién did4ctica

Fuente: basado en Breda y Lima (2016).

El uso de los criterios de idoneidad didactica en la formacién
de profesores

Planteamos en esta seccién cémo puede usarse el constructo criterios de ido-
neidad diddctica (ci) en la formacién inicial de profesores, principalmente
cuando se desconocen las herramientas del EOS. Para ello, proponemos y
fundamentamos un ciclo formativo que toma como base diferentes experiencias
e investigaciones realizadas al respecto.

Sabemos que las diversas tendencias sobre la formacién de profesores pro-
ponen la investigacién del profesorado y la reflexién sobre su préictica como
una estrategia clave para el desarrollo profesional y la mejora de la ensenanza.
Entre dichas tendencias destacamos la investigacién, accién (Eliot, 1993), la
préctica reflexiva (Schon, 1983) y el estudio de lecciones (Hart, Alston & Mu-
rata, 2011). En esta linea de lograr potenciar la reflexion del profesor sobre su
propia préctica, el constructo ci (y su desglose en componentes y descriptores)
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se ha utilizado como herramienta para organizar la reflexién del profesor, tal
como se viene haciendo en diferentes procesos de formacién en algunos paises
de Iberoamérica. En estas experiencias se ha evidenciado que los ci constituyen
un instrumento metodoldgico util para promover y apoyar en los profesores
la reflexi6n sobre su propia prictica. Por otra parte, estas herramientas pueden
ser impartidas como parte de la formacién del profesorado y ser incorporadas
como herramientas para organizar la reflexién sobre la propia practica.

En Breda, Fonty Lima (2015) se explica cémo surgié la nocién de idonei-
dad didéctica y su uso en diferentes investigaciones y procesos de formacién,
en especial en Latinoamérica. Garcés, Flores, Morales-Maure y Seckel (2018)
continuaron estudiando el impacto de los ci en la formacién de profesores a
partir de 2015 en Latinoamérica. Para ello, realizaron una bisqueda, en dife-
rentes bases de datos, tomando como criterio la aparicién en titulos, resimenes
y palabras claves del término “criterios de idoneidad didéctica” (en espafol o en
inglés), completada con otras fuentes de informacién (por ejemplo, la revision
realizada por Kaiber, Lemos e Pino-Fan, 2017). Estos autores encontraron dos
usos de los ci:

1. Para analizar los procesos de ensenanza y aprendizaje, por parte de
investigadores, pero no son ensefiados a los participantes. Por ejem-
plo, en las investigaciones de Moreira, Gusmao y Font (2018a) o en
Morales-Lépez y Font (2017 y 2019).

2. Como contenido a explicar para organizar la reflexién del profesor
sobre su propia prictica y para organizarla. Esto acontecié en dos
posgrados: un mdster de formacién de profesores de secundaria en
servicio en Ecuador y un diplomado para maestros de primaria en
servicio en Panamd.

Tomando como base el segundo uso de los ci, se desarrollé un ciclo formativo
para la capacitacién de profesores, cuya primera vez fue implementado por
Rubio (2012) con profesores de secundaria de Espana y redisefiado por Seckel
(2016) para la formacién de futuros profesores de primaria de Chile. Si los
profesores, o futuros profesores, desconocen las herramientas y constructos del
EQOS, este ciclo implica la siguiente secuencia:

1. Andlisis de casos (sin teoria). Se propone a los futuros profesores la lectura
y andlisis de episodios de clase para que hagan un andlisis a partir de
sus conocimientos previos.
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2. Emergencia de los tipos de andlisis diddcticos propuestos por el EOS. La
puesta en comun de los andlisis realizada por los diferentes grupos
permite observar como el gran grupo contempla los diferentes tipos
de andlisis diddcticos propuestos por el EOS, aunque cada grupo solo
llegue a proponer alguno de ellos.

3. lendencias en la ensenianza de la matemdtica. El episodio analizado se
selecciona de manera que los asistentes apliquen de manera implicita
alguna de las tendencias actuales sobre la ensenanza de la matemadtica o
prescriptas en los curriculos escolares. Seguidamente se les hace observar
a los asistentes que han utilizado esta tendencia de manera implicita.
A continuacién, se hace un resumen de las principales tendencias en
la ensefianza de la matematica.

4. Teoria (criterios de idoneidad). Se explican y ejemplifican los ci pro-
puestos en el EOS (epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional,
afectiva y ecoldgica).

5. Andlisis de trabajos de cursos anteriores. Los futuros profesores utilizan
los ci para valorar la unidad diddctica de procesos de estudio imple-
mentados y documentados. También se solicita a los futuros profesores
que propongan una mejora de alguna tarea mostrada en esos trabajos,
explicitando los ci que tuvieron en cuenta.

Recientemente se han realizado experiencias de formacién de profesores que
combinan la metodologia de la Lesson Study con los ci. Las experiencias de Les-
son Study son una metodologia para la formacién del profesorado desarrollada
inicialmente en Japdn, que consiste bdsicamente en el diseno colaborativo y
cuidadoso de una clase, de su implementacién y observacién directa en el aula,
y de un andlisis conjunto posterior (Hart, Alston & Murata, 2011).

Las Lesson Studies son metodologias de trabajo docente apoyadas en ac-
titudes investigativas y pricticas colaborativas entre profesores, que buscan,
al mismo tiempo, la mejora de la préctica docente y del aprendizaje de los
estudiantes y el desarrollo profesional de los profesores. Una de sus virtudes es
que sitia a los profesores en el epicentro de su actividad profesional: el diseno,
implementacién y redisefio de secuencias de tareas con el objetivo de, primero,
comprender mejor el aprendizaje de los alumnos sobre la base de sus propias
experiencias de ensefianza y, segundo, mejorar este aprendizaje. La idea es que
los profesores se retinan con una duda en comun sobre el aprendizaje de sus
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alumnos, planifiquen una clase para que los estudiantes aprendan, y examinen
y discutan lo que observan en la implementacién de esta leccidn. A través de
multiples iteraciones del proceso, los profesores tienen muchas oportunidades
para discutir el aprendizaje de los alumnos y cémo su ensenanza incide sobre
el aprendizaje. Bésicamente se desarrollan en cuatro etapas:

1. Planificacion de la clase. Un grupo de profesores elige los temas a de-
sarrollar; establece los objetivos para los aprendizajes y el desarrollo de
los alumnos; elige el material did4ctico; y apunta las expectativas sobre
posibles respuestas y el comportamiento de los estudiantes frente a las
cuestiones propuestas.

2. Realizacion y observacion de la clase. Un profesor comparte su clase
mientras los demds observan y registran el proceso de ensehanza y
aprendizaje. La participacién de los otros miembros del grupo es ac-
tiva en cada etapa de resolucién de las cuestiones propuestas, desde la
comprensién del problema, el establecimiento de estrategias y andlisis
de la resolucién, estimulando el cuestionamiento y el descubrimiento
de los estudiantes.

3. Reflexion conjunta sobre los datos registrados. Después de la clase, los
profesores (observados y observadores) se retinen para evaluar los pro-
cesos de ensefianza observados, reflexionando acerca de las actitudes y
aprendizajes de los alumnos y del profesor durante la clase. El grupo
hace un andlisis de la clase, teniendo en cuenta sus perspectivas, tanto
de ensefianza y del drea en si.

4.  Rediseno. A partir de las discusiones realizadas en la etapa anterior el
plan de clase es reestructurado. Se aplica en otra clase y se inicia un
nuevo ciclo.

El diseno de los dispositivos formativos que pretenden ensefiar el uso de los ci
se basa en la suposicién, observada en diversas investigaciones (Breda, 2016),
de que los ci funcionan como regularidades en el discurso de los profesores,
cuando estos tienen que disenar y valorar secuencias diddcticas orientadas a la
mejora de los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matemdtica, incluso
sin habérseles ensefiado el uso de esta herramienta para guiar su reflexién. Por
tanto, se supone que, en las fases iniciales de estos dispositivos formativos, los
participantes formulan y usan de manera implicita algunos indicadores y com-
ponentes de los ci. Esta suposicién ha funcionado como una regularidad en las
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diversas experiencias realizadas, pero en ellas se ha hecho evidente que esta fase
inicial de reflexién no pautada es relativamente corta y que serfa conveniente
que fuese mds amplia. Por otra parte, la metodologia de las Lesson Studies, en
cierta manera, se puede considerar como una fase de reflexién no pautada muy
amplia que estd orientada a la mejora del proceso de ensefianza y aprendizaje
de la matemdtica, por tanto, es de esperar que en la fase de planificacién, en
la de observacidn, en la de reflexién y en la de redisefio orientada a la mejora,
los participantes usen de manera implicita muchos de los indicadores y com-
ponentes de los ci para hacer valoraciones positivas de algunos aspectos de
la experiencia realizada. Por tanto, en una experiencia de Lesson Study van a
surgir consensos implicitos entre los participantes sobre aspectos que se valoran
positivamente, los cuales se pueden reinterpretar en términos de indicadores
y componentes de los ci.

Dicho de otra manera, la metodologia de estudio de clase se puede con-
vertir en un tipo de dispositivo de formacién que favorece que algunos de los
indicadores y componentes de los ci surjan como consensos de la reflexién del
grupo de profesores. Esto da pie a la ampliacién de la Lesson Study con un ciclo
formativo que introduzca los indicadores, componentes y ci, tal como se relaté
en las experiencias de formacién comentadas.

Los dispositivos formativos que pretenden ensefiar los ci también parten
de la suposicién de que estos pueden ser enseflados como herramienta para
organizar la reflexién del profesor y, por tanto, la mayor parte del ciclo forma-
tivo se dedica a implementar un proceso de ensefianza y aprendizaje de estas
nociones con los participantes. En cambio, en las Lesson Studies no se realiza
este proceso de generacion de una pauta organizada en criterios, componentes
e indicadores como herramienta para organizar la reflexién. Por tanto, si la
metodologia Lesson Study puede ser muy ttil para mejorar la fase inicial de la
metodologia de los ci, esta tltima puede ser una ampliacién de la metodolo-
gia Lesson Study para generar una pauta con el fin de organizar la reflexién del
profesor. En consecuencia, la estructura del dispositivo formativo que permite
combinar la Lesson Study con los ci es la siguiente:

*  DPrimera etapa: Lesson Study.

*  Segunda etapa: hacer observar a los participantes que en la fase del
estudio de clase usaron de manera explicita o implicita algunos de los
componentes e indicadores de los ci.

*  Tercera etapa: ensenanza de los ci.
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*  Cuarta etapa: uso de los ci como herramienta metodoldgica que permite
organizar y mejorar la reflexién realizada en la fase de la Lesson Study, lo
cual repercute en mejores propuestas de redisefio de la secuencia de ta-
reas confeccionada en la Lesson Study (Hummes, Font & Breda, 2019).

Reflexiones finales

Por medio del ejemplo de una tarea logramos mostrar y ejemplificar algunas
herramientas del EOS, en particular, el constructo configuracién epistémica y
cognitiva y cémo se articulan los diferentes objetos primarios. Esto le permite
al profesor identificar conocimientos previos y emergentes de sus estudiantes,
caracterizar las argumentaciones que podrian estar presente y advertir los dife-
rentes registros de representaciéon que empleardn en la resolucién. No obstante,
cabe destacar que la situacion problema propuesta surgi6 después de estructurar
un marco epistémico y did4ctico de referencia, y en el contexto de una tesis de
doctorado, lo cual no es comin en la realidad de los profesores que disenan
tareas de matemdtica.

La conformacién de este marco epistémico y diddctico de referencia tiene
dos propdsitos centrales para quienes formamos profesores de matemdtica.
El primero de ellos es poner en evidencia lo que se ha investigado sobre una
temdtica y el acceso a las revistas y tesis de diddctica de la matemdtica. De
alguna manera, buscamos que el futuro profesor pueda iniciar un proceso de
cuestionamiento sobre el objeto matemitico, su ensefianza y las implicaciones
educativas, preguntdndose: ;qué es este objeto que quiero ensenar y cudles son
sus significados?, ;por qué deberia ensefiar este objeto matemdtico?, ;existen
otras maneras de ensenarlo?, ;cémo evitamos la reproduccién de modelos que
seguramente estuvieron presentes en la formacién previa de los estudiantes?

Aunque la seleccién, adaptacién y reformulacién de tareas es una actividad
habitual del profesor de matemdtica, es necesario tener una perspectiva mds
amplia de la planificacién y contemplar los procesos de ensefanza y aprendizaje
en su conjunto. En este sentido, los ci se vuelven un constructo potente para
el disefio, andlisis y valoracién de un proceso de estudio, tanto en el estudio #
priori como a posteriori. A estos ci se le incorporaron indicadores empiricos que
se encuentran sintetizados y ejemplificados en diferentes trabajos del EOS que
citamos oportunamente. No obstante, Godino (2013b) expresa que:
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El foco de atencidn en el disefio de las tareas debe orientarse a mostrar c6mo
la realizacién de las mismas influye o determina el aprendizaje matemdtico,
el cual depende de multiples factores, no solo de las tareas matemdticas
seleccionadas. Por ello la herramienta “configuracién de objetos y procesos”
que ha desarrollado el EOS se revela como un recurso til ya que ayuda
a identificar los objetos y procesos matemdticos puestos en juego, prever
conflictos potenciales y, en consecuencia, tomar decisiones sobre estrategias
instruccionales (p. 12).

En sintesis, a través del disefio de una secuencia de tareas, el profesor podra dar
sentido a los diferentes ci propuestos desde el EOS y establecer conexiones con
los objetos matemdticos de los diversos bloques temdticos, lo cual contribuird a
otorgar alta idoneidad didédctica a su planificacién de los procesos de ensefanza
y aprendizaje.
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2. Distintas formas de inclusion de la
historia de la matemadtica en la ensefanza

Algunas ideas usando logaritmos

Gustavo Carnelli*

Introduccién

Una pregunta de interés para quien enseia matemdtica en el nivel secundario
es: ;como incluir la historia de la matemdtica en las propuestas de ensefianza?
En este capitulo avanzaremos sobre algunos aspectos de este asunto. Veremos
primero qué lugar tiene la historia de la matematica en la formacién docente
inicial; luego, daremos un vistazo a la produccién académica acerca de posibles
formas de incluirla en la ensehanza y, por dltimo, daremos algunas ideas para
su efectiva implementacién en las aulas.

En la bibliografia disponible solemos encontrar ideas generales acerca del
uso de la historia en la ensefianza para algunos contenidos, pero cuya expresion
concreta en actividades para el aprendizaje no se percibe simple. Incluiremos
aqui algunas de estas ejemplificaciones generales ya que pueden aportar ideas
para que el docente tome, pero también mostraremos algunas actividades para
el aula que pretenden ejemplificar los distintos usos de la historia que hemos
encontrado.

Es cierto que hay una pregunta previa: ;por qué incluir la historia en la
ensefanza? A lo largo del capitulo tomaremos, en algunas ocasiones, la palabra

* Universidad Nacional de General Sarmiento, Argentina.
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de Juan Népoles Valdés. A propésito, este investigador argentino da respuestas
a este interrogante: entre ellas, que el conocimiento de la evolucién de las ideas
matemdticas da al docente elementos para reconocer y atender a los obstdculos
epistemoldgicos en la formacién de ciertas nociones y también que favorece la
reflexién sobre la ensenanza y el aprendizaje de las dificultades inherentes a las
nociones (Ndpoles Valdés, 2015). No nos detendremos en esto, no abordamos
aqui los fundamentos del uso de la historia de la matemadtica en la ensefanza
de la matemdtica, pero a partir de estas respuestas, pensamos que contemplar
la historia en la ensefianza no solo puede verse en su manifestaciéon explicita
en las consignas de las actividades para la clase, sino también en el aporte a la
formacién continua del docente que le permita disefiar una propuesta mds rica
para la ensefianza de un cierto tema.

Una mirada a la formacién docente

Si pensamos en incluir la historia en la ensefanza, podemos preguntarnos qué
acceso a la historia de la matemdtica tiene un docente en su formacién. Para
esto —apenas para un abordaje preliminar—, resulta de interés mirar cémo aparece
este campo de conocimientos en la formacién docente inicial. La inclusién de
la historia de la matemdtica adquiere, con frecuencia, la forma de un espacio
curricular en los dltimos afios de la carrera de profesorado de matemadtica.
Recorramos algunos casos.

* Disefo curricular para la formacién docente en matemdtica de caba:
aparece el bloque “Historia, fundamentacién y profundizacién del co-
nocimiento matemdtico”, dentro del campo de la formacidn especifica.
En la descripcién del bloque, algunas de las finalidades formativas son:
“comprender la evolucién histérica de los conceptos y conceptualiza-
ciones fundamentales de la matemdtica y su interrelacién, promover
la inclusién de temas histéricos en la ensefianza de la matemadtica y
vincular a los alumnos con algunos de los diferentes procesos que dieron
origen a los conocimientos matematicos, asi como las problemdticas
que motivaron tales aspiraciones” (Disefio curricular jurisdiccional
para la formacién docente del profesorado de educacién superior en
matemdtica, 2014).
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* Disefio de la provincia de Buenos Aires: plantea una asignatura anual
de 64 horas, ubicada en el tercer ano. Los contenidos se presentan
organizados segln un criterio cronolégico. Entre los propédsitos que
se enuncian, podemos destacar; “promover la valoracién critica de las
condiciones socioculturales que incidieron en el desarrollo del cono-
cimiento matemdtico, para concluir en las relaciones que se establecen
entre los procesos sociales y el conocimiento matemdtico especifico”
(Disefio curricular jurisdiccional del profesorado de educacién secun-
daria en matematica, 2017).

¢ Universidad Nacional de General Sarmiento, Universidad Nacional
de La Plata y Universidad del Comahue: no hay una asignatura de
historia de la matematica.

*  Universidad Nacional de Villa Marfa: en el tercer ano de la carrera hay
Historia y Fundamentos de la Matemdtica.

*  Universidad Nacional de La Pampa: en el cuarto ano de la carrera hay
Historia y Filosofia de la Matemdtica.

*  Universidad de Buenos Aires: hay Historia de la Matemdtica, que inclu-
ye algo novedoso entre sus contenidos: la matemadtica en la Argentina.

*  Universidad Tecnoldgica Nacional (el Instituto Superior del Profe-
sorado Técnico) e Instituto Superior del Profesorado Dr. Joaquin V.
Gonzdlez: hay Historia de la Matemdtica en tercer ano.

Corresponde mencionar que aquellos planes de estudios que no incluyen una
asignatura, podrian contemplar la inclusién de la historia de la matemadtica
dentro de las asignaturas de matemdtica o de la didéctica de la matemadtica.
Por ejemplo, esto se observa en algunos programas de la carrera que ofrece la
Universidad Nacional del Comahue. También conocemos algunas experiencias
en las que, al planificar la ensefianza de un cierto contenido en asignaturas de
la diddctica disciplinar, se debe realizar un recorrido histérico y epistemoldgi-
co de la nocién a ensefiar, con vistas a reconocer obstdculos epistemoldgicos,
origenes del tema y avances y estancamientos en su evolucién, para tener un
panorama mds completo al disefar una secuencia para el aprendizaje y prever
posibles dificultades de los estudiantes.
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La ubicacién de la asignatura en el tramo final de la carrera permite suponer
que se espera un estudiante con amplia formacién matemadtica para abordar el
estudio de la historia.

Una tarea que puede tener que realizar un docente de matemadtica en su
actividad profesional es ensenar una asignatura de la historia de la matemdtica
en el nivel superior. En lo recorrido, vemos que la organizacién temdtica usual
es cronoldgica. Entendemos que podria combinarse —o sustituirse— con un
criterio de organizacién por asuntos matemidticos. Por ejemplo, el surgimiento
y evolucién del célculo, el pasaje de la aritmética al lgebra, la resolucién de
ecuaciones polinémicas, el infinito, etcétera.

Uso de la historia en la ensefnanza

Comentamos al principio que nos interesamos aqui por ver de qué modos puede
ser contemplada la historia de la matemadtica en las propuestas de ensenanza.
Gonzélez Urbaneja (2004), Protti (2003) y Maza Gémez (1994) estdn entre

quienes proponen diversos usos, que organizamos de la siguiente manera:

e Preceder el desarrollo de un tema con una introduccién histérica, o
bien, anadir resimenes o notas histéricas, de modo de situar los con-
textos cientifico y cultural de su origen y la evolucién de los problemas
que se van a abordar.

* Indicar, durante el desarrollo del tema, a qué matemdticos o corrientes
matemdticas se debe la introduccién de la nueva nocién, la demos-
tracién de un teorema o la resolucién de un problema o ubicarlo
temporalmente.

* Tomar un cierto problema y analizar cémo fue resuelto en el momento
histérico correspondiente.

*  Aplicar el método genético, que pretende que el estudiante replique,
a grandes rasgos, el proceso histérico que se ha desarrollado hasta la
formulacién actual del concepto.

Gonzélez Urbaneja (2004) también destaca la influencia que la historia de la
matemdtica tiene en la historia del pensamiento a través de las relaciones e
influencias reciprocas que la matemadtica ha establecido con otros campos de
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conocimiento, en particular, con las humanidades. Con esto, podemos pensar
en un quinto uso de la historia:

* Incluir situaciones extramatemdticas que sirvieron de emergentes de
nuevos conocimientos matemdticos o que son aplicaciones centrales

de ellos.

A partir de lo desarrollado, organizamos los usos de la historia en dos grandes
grupos: usos ilustrativos 'y usos significativos de la historia en la ensenanza. Los
usos ilustrativos de la historia de la matemadtica son aquellos en los que esta
aparece como complementaria o accesoria en el desarrollo del tema y pretende,
principalmente, funcionar como motivante para el estudiante. Podria supri-
mirse sin que la actividad se viera modificada sustantivamente en cuanto a lo
matematico. Estos usos hacen mds atractiva, mas convocante, a la actividad
y aportan informacién nueva que vincula al contenido con elementos de su
historia. Pero estos usos reciben criticas: entre ellas, riesgo de reducir la histo-
ria de la matematica a anécdotas y favorecer la idea de que los conocimientos
matemdticos son una especie de milagro o estdn asociados a personajes endio-
sados (Ndpoles Valdés, 2009). Los tres primeros usos de los cinco mencionados
entran en esta categoria.

Los usos significativos de la historia de la matematica son aquellos en los
que su inclusién transforma el tratamiento del contenido y, en alguna medida,
es medular y constitutiva del contenido. El cuarto de los cinco usos detallados,
el método genético, es un ejemplo; el tltimo de los cinco, el de las aplicaciones,
es otro. Eventualmente, el tercero podria tener una elaboracién tal que corres-
ponda a este uso. Para Ndpoles Valdés, este tipo de usos tiene como ventajas
favorecer el flujo entre la ciencia y la cultura, apreciar el arte de los procesos
de creacién matemadtica, mostrar la interdependencia de las diferentes partes
de la matemdtica, humanizar la ensefanza de la matemdtica, etcétera (Ndpoles
Valdés, 2009).

En cuanto al uso del método genético pensamos que la elaboracién
de actividades que permitan recrear el proceso de creacién y evolucion de
una nocién de un modo mds o menos completo, requiere de un trabajo de
elaboracién diddctico-matemdtico muy profundo. Aceptamos, entonces,
que en la aplicacién del método genético se hagan ciertos recortes y sim-
plificaciones del proceso histérico. Esto es explicitado, por ejemplo, en la
propuesta diddctica que realizan Abrate y Pochulu (2007) para el abordaje
de los logaritmos.
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Entre las muchas producciones que pueden tomarse para disefar activi-
dades acordes con el método genético —elaboracién docente mediante— po-
demos mencionar a Galdn Atienza (2012), que realiza una propuesta para
abordar el tema de cambios de unidades. Para ello describe varias ideas y da
algunos elementos histéricos, aunque no se presentan ejemplos de consignas
para su bajada al aula. Entendemos que las ideas presentadas son fértiles
para disefiar actividades para el aprendizaje que se enmarquen en el método
genético. Otro ejemplo: hay un trabajo de Gonzédlez Urbaneja (2008) que da
ideas para la elaboracién de actividades acerca de la irracionalidad de ciertos
radicales. Y uno mds, de Palenzuela Rodriguez (2017), quien describe varias
situaciones: las notas musicales y su vinculo con la suma de fracciones, las
producciones de Euclides vinculadas a los nimeros primos, la anécdota de
Gauss en la escuela y su relacién con las sucesiones aritméticas, etcétera. En
todos los casos, con menor labor, pueden disenarse actividades para un uso
ilustrativo de la historia. En la tabla 1 se muestra un resumen.

Tabla 1. Tipos y caracterizaciones de los usos de la historia

Tipos Caracterizacién

Usos ilustrativos de la histo- | Proponer una introduccién histérica del tema.

ria en la ensefianza ) ] . - ]
Incluir resimenes, notas histdricas, referencias a los matema-

ticos o corrientes matemdticas asociados a la nocién trabajada,
durante su desarrollo.

Analizar un problema, vinculado a alguna nocién, y ver
c6mo fue resuelto en el momento histérico correspondiente.

Usos significativos de la his- | Hacer recorrer (en forma adaptada) al estudiante el proceso
toria en la ensefianza histérico de la nocién.

Trabajar aplicaciones centrales de la nocién en otras disci-
plinas.
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En lo que resta del capitulo desarrollamos algunas propuestas para el uso de la
historia en la clase de matemitica del nivel secundario. Los logaritmos son un
tema fértil para nuestro fin y los tomaremos para ejemplificar los distintos usos.

En el nivel medio, los logaritmos tienen uno de estos dos tratamientos:
un enfoque funcional, a partir de la necesidad de darle entidad a la funcién
inversa de la exponencial, previamente trabajada; o un enfoque numérico. La
presentacion de los logaritmos a partir de lo numérico puede ser muy rica si se
conoce como surgieron en la historia de la matemdtica. A grandes rasgos, los
logaritmos surgieron con el fin de simplificar la realizacién de multiplicaciones y
divisiones a partir de una transformacién conveniente en sumas y restas (Abrate
y Pochulu, 2007). Sin embargo, suele verse partir de la definicién de logaritmo,
aplicarla en la resolucién de célculos y dar las propiedades con ejercitacion de
aplicacién. De esta forma quedan ocultas las situaciones que dieron origen a
los logaritmos.

Ejemplos de actividades

A continuacidn, presentamos ejemplos de actividades sobre logaritmos con
distintos usos de la historia. Las actividades estdn redactadas de un modo
genérico, mds bien para que el docente entienda su idea. Su transformacién
efectiva en actividades para el aprendizaje requiere una reformulacién para su
adaptacién a las intencionalidades del docente.

La primera actividad es un ejemplo de uso ilustrativo de la historia. Co-
nocido ya qué es un logaritmo, se propone trabajar especificamente con los
logaritmos decimales, afiadiendo apostillas de su creacién.
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Actividad 1

Los logaritmos en base 10 se llaman
decimales y se los simboliza sin indicar la
base. Por ejemplo, cuando escribimos

log 37, queremos decir 37.

a) Leer la resena histérica que acompana la
actividad.

b) Calcular sin usar calculadora:
1) log 1000
2) log (1077)
3) log (107(-6) )
4) log 0,00001

c) Considerando

log 4500,
1) Sin usar calculadora, decir entre qué
dos enteros consecutivos se encuentra.
2) Usando calculadora, dar una
aproximacion con dos cifras decimales.

d) Usando propiedades de los logaritmos,
calcular:

1) log 20 + log 50.

2) log 200 - log 20.

Reseiia histérica: Briggs, Neper y los
logaritmos

Los nuevos logaritmos de Neper implicaban
una simplificacién en los cdlculos. Briggs,
profesor de geometria en Londres, pensd
que debia reunirse con Neper y mejorar atin
mis esa idea. Ambos se reunieron dos veces
en los veranos de 1615 y 1616.

Enel primer encuentro, pasaron casi un
cuarto de hora observdndose el uno al otro
con admiracién, hasta que una palabra

fue dicha. Al fin, Briggs empezé: “he
emprendido este largo viaje a propdsito para
ver a su persona y saber por qué método

de ingenio o inventiva llegd a pensar en la
mds excelente ayuda para la astronomfa, o
sea, los logaritmos. Pero mi Lord, habiendo
sido descubiertos por usted, me pregunto si
nadie mds los encontré antes cuando siendo
conocidos ahora, son tan faciles”.

Ambos personajes llegaron a la conclusién
que la reformulacién de los logaritmos era
una buena idea y Briggs fue el encargado
de llevarla a cabo. Asi, en 1617 public6 una
obra en que vieron la luz los logaritmos
decimales de los nimeros naturales entre

el 1yel 1000 con 14 cifras decimales. En
1624, Briggs completé su trabajo dando los
logaritmos decimales del 1 al 20 000 y del
90 001 al 100 000, también con 14 cifras
decimales. Ademds, hubo algunas ediciones
de sus tablas que incluyeron un apéndice
con los logaritmos del 100 001 al 101 000.
Los logaritmos pasaron a ser para él una
obsesion y, en 1625, lleg a contactar con
Kepler para discutir con ¢él sobre el uso de
los logaritmos en la astronomia.

(Adaptado de “El impacto de la invencién
de los logaritmos en el siglo XVII”, de
Carlos Dorce Polo).
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La siguiente actividad puede pensarse como la resolucién de un problema en
un momento de la historia. El problema es una de las preguntas principales que
podemos hacernos: ;cémo se calcula el logaritmo de un nimero cualquiera?
Actualmente, tenemos el problema resuelto por la existencia de las calculadoras
cientificas, pero ssi vamos atrds en el tiempo? La actividad propone el trabajo con
tablas de logaritmos, ampliamente difundidas en la escolaridad secundaria y el
nivel superior hasta algunas décadas atrés. En este caso, consideramos que es un
uso significativo de la historia ya que atiende a c6mo fue resuelto el problema
en un cierto momento histérico. Por su centralidad en el recorrido histérico
de la nocién, también podemos enmarcar la situacién en el método genético.

Actividad 2

Imaginemos por un rato que estamos en el secundario en una clase de matemdtica en 1980
(o antes atin). En ese entonces, las calculadoras no estaban difundidas en forma amplia y
menos aun las cientificas. Muy pocos estudiantes disponian de este recurso. En este contexto,
imaginemos que nos asignaron resolver la ecuacién:

0,2* =2153
Entonces, realizamos los siguientes pasos:

0,2 =2153
log (0,2) = log 2153
x.log 0,2 = log 2153

x = (log 2153)
(log 0,2)

Hasta acd logramos “despejar x”, pero jcémo calculamos log 21532 ;Y log 0,22 Para calcular
logaritmos cuando no se disponia de recursos tecnoldgicos que lo hicieran, se usaban unas
extensas tablas, llamadas tablas de logaritmos. Usaremos aqui la tabla de logaritmos a
cinco decimales de Hotiel (1989). Es importante precisar que la tabla nos dard resultados
aproximados. En esta tabla se toman en cuenta solo hasta las cuatro primeras cifras del
numero (esto significa que, por ejemplo, obtendremos la misma aproximacién si calculamos

el logaritmo de 56928 y de 56924).

Sabemos que los logaritmos decimales de nimeros mayores que 1 dan positivos y que los
logaritmos de los niimeros que estdn entre 0 y 1 dan negativos. Por esto, hay un procedimiento
para los primeros y otro procedimiento para los otros. Veamos el primero de los casos: nimeros
mayores que 1. Para calcular /og 2153, seguimos este procedimiento:
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Tomamos el nimero 2153. Contamos cudntas cifras significativas tiene el nimero que estd a

la izquierda de la coma y, luego, restamos 1. Resulta: 4 - 1 = 3. Al valor obtenido lo llamamos
caracteristica del logaritmo.

Ahora buscamos lo que llamamos mantisa, que serd la parte decimal del logaritmo buscado.
Esto se hace usando la tabla siguiente (mostramos la imagen de una parte de la tabla).
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Tomamos las dos primeras cifras significativas del nimero (21), buscamos en la tabla la fila
21y, luego, moviéndonos en ella, vamos a la columna correspondiente a la tercera cifra (5)
y tegistramos el valor: 3324. Continuamos deslizdndonos por la fila 21, buscamos la cuarta
cifra (3) en las columnas de la parte proporcional y registramos el valor: 6. Asi, el resultado
es:

0,3324 + 0,0006 = 0,3330.
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El logaritmo buscado se obtiene sumando la caracteristica y la mantisa:
log 2153 = 3 + 0,3330 = 3,3330
(usando los recursos de la actualidad, una calculadora arroja: 3,333044...).

Algunas consignas antes de avanzar:
a. ;Cudnto vale la mantisa de 215300002 ;Y de 215302 ;Y de 21536832 ;Y de 21,53748?
b. Calcular los logaritmos de cada uno de los niimeros indicados en (a).
c. ;Qué puede conjeturarse de lo respondido en (a)? Explicarlo usando la nocién de
mantisa y también usando las propiedades que conocemos del logaritmo.

Veamos ahora el caso de logaritmos de niimeros que estdn entre 0 y 1, que sabemos que son
negativos. Consideremos un niimero vinculado al ejemplo anterior. Calculemos /og 0,2153.
Observemos que:

0,2153 = 2,153 _ 1003 = 100:3330-1 _ 106670

10 10

Lo realizado tiene alcance general (obviamente, no lo estamos probando). Por lo tanto, la
mantisa de un nimero entre 0 y 1 se calcula restando 1 al valor obtenido en la tabla; en este
caso: 0,3330 - 1 = -0,6670.

La caracteristica, en estos casos, se obtiene contando los ceros después de la coma hasta la primera
cifra significativa: no hay ningtn 0; entonces: 0. Luego: log 0,2153 = 0 - 0,6670 = -0,6670.

Veamos otro ejemplo, el del logaritmo que aparece en la ecuacién inicial: /og 0,2. Tomamos
el ndmero 0,2.

Caracteristica: no hay ningan 0 hasta la primera cifra significativa; entonces: 0.

Mantisa: completamos 0,2 con ceros hasta tres cifras significativas para buscarlo en la
tabla: 200.

Buscamos en la tabla: 200.
Obtenemos: 3010.

Entonces: 0,3010 - 1 = -0,6990.
Entonces: log 0,2 = -0,6990

(en la calculadora: -0,698970...).

Para finalizar, podemos dar una aproximacion del valor de x de la ecuacién inicial:

‘o log 2153 - 3,3330
log 0,2 -0,6990

~-4,768
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d. Calcular, en forma aproximada, los siguientes logaritmos usando las tablas:

1) 84781
2) 84786
3) 3,12

4) 0,123

En (a) y (b) vemos que los logaritmos de esos niimeros (en rigor, las aproximacio-
nes que nos da la tabla) tienen la misma mantisa y difieren en su caracteristica.
Por lo tanto, podemos conjeturar en (c) que dos nimeros mayores que 1, que
tienen las mismas primeras cuatro cifras significativas, tienen logaritmos (de
tabla) con igual mantisa.

La igualdad de las mantisas se da porque todos ellos tienen las mismas
primeras cuatro cifras significativas, por lo que debemos buscar en la tabla los
mismos valores.

Lo mencionado no es vilido para los valores exactos del logaritmo. Pero si
tiene alcance para el caso de los nimeros 2 y 10”.a. En términos de las propie-
dades de los logaritmos, vale que log (10".a) = log(10”) + loga = n . log 10+ lo
ga = n+ log a, siendo » natural y 2 un real mayor que 1. Llegamos entonces a
que log (10".a) y Jog a difieren en 7. Como 7 es natural, tienen la misma mantisa.

Todas las actividades que siguen corresponden a usos significativos de la
historia. En particular, la actividad 3 propone trabajar la nocién de logaritmo
recreando el interés que la origind.

Actividad 3

1) Resolver el célculo 65536 . 4096 bajo los siguientes supuestos:
* No disponemos de calculadoras.
* No recordamos el algoritmo de la multiplicacién usual, el que aprendimos en la escuela
primaria.

Para ello, disefar en Excel una tabla de doble entrada que muestre los resultados de 27, 37,
4", 5"y 6" para valores naturales de 7 hasta 20. Ver que los niimeros del cdlculo propuesto
aparezcan en la tabla.

2) Siguiendo la misma idea que en 1), calcular:
a) 1024 . 16384
b) 10077696 : 1296
c) 16777216 : 256
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En (1), podemos ver en la tabla que 65536 = 4° y que 4096 = 4°.
Entonces 4°. 4° = 4", que en la tabla vemos que es 4" = 268435456.

En (2.a), 1024 . 16384 = 20, 47 = 210, (22)7 = 210, 21 = 222 = 16777216.
En (2.b), 10077696 : 1296 = 6°: 6* = 6> = 7776.

En (2.c), 16777216 : 256 = 4'2:28 = (22)'2: 28 = 2% 28 = 216 = 65536.

Para resolver estos cdlculos usando la tabla de potencias, resulta necesario
localizar la fila en la que se encuentran las potencias dadas y la resultante.
Esto justifica darle entidad al nimero de fila, que es el logaritmo. Por ejemplo,
como a 65536 se lo encuentra en la columna de las potencias de 4 y en la fila
8, decimos que 65536 = 8.

Esta actividad habilita otros avances con las propiedades de las potencias.
Abrate y Pochulu (2007) muestran un cuidado desarrollo con vistas a trabajar
con los logaritmos desde un enfoque numérico, atendiendo a su surgimiento.

La actividad 4 pretende recrear parte del proceso de la construccién de
tablas de logaritmos.

Actividad 4

Henry Briggs fue un religioso y matemdtico inglés que vivi6 entre 1561 y 1630 y enseniaba
geometria en la universidad de Oxford. En un momento se reunié en Edimburgo (Escocia) con
John Neper, otro matemdtico de la época y que también venia trabajando con los logaritmos.
En ese encuentro acordaron que el logaritmo de 1 debia valer 0 y que el de 10 debia valer 1.
Asi nacieron los que hoy llamamos logaritmos decimales, y la tarea fue, entonces, construir
tablas de logaritmos en base 10. Una aproximacién de Briggs para este tema fue la siguiente:

a. Completar la siguiente tabla, expresando los valores de la columna B en forma
aproximada con cuatro cifras decimales.

A B
Sucesiéon 1 10 Sucesiéon
aritmética de geométrica
razén de razén

-1 101/8

8

Y

b. ;Cémo se interpretan los logaritmos decimales en esta tabla?
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c. Si se suman dos elementos de la columna A, tales que su resultado se encuentre en
ella, ;qué relacién tienen con los correspondientes elementos de la columna B? Y en
términos de logaritmos, ;qué relacién tienen?

a

d. Construir una tabla andloga de modo de poder calcular el logaritmo decimal de 3

con « natural de 0 a 13.

Entre las aplicaciones que podemos considerar centrales de los logaritmos, estd
el interés compuesto. La actividad 5 propone trabajar una situacién sobre este
tipo de interés, lo que la encuadra en un uso significativo de la historia.

Actividad 5

Juan depositéd $ 18000 a plazo fijo en un banco que le ofrecia una tasa mensual de 3%.
Renové la inversién una cierta cantidad de veces —sin retirar nada—, hasta obtener un total
de $ 24916. ;Cudntos meses durd la inversién?

El interés compuesto es una aplicacién del crecimiento exponencial ya que el
monto y el tiempo se relacionan a través de la férmula M = C. (1+1)”, donde
M es el monto, Ces el capital, 7 es la cantidad de periodos de la inversién e 7
es la tasa expresada en la misma unidad que el tiempo. Asi, cuando la incégnita
es la duracién de la inversidn, se requiere de los logaritmos: n = -1+ log c—")
El conocimiento de la férmula de interés compuesto puede ser previo o puede
verse en el contexto de la actividad.

Otra de las aplicaciones de los logaritmos, de las principales en otros cam-
pos disciplinares, es la nocién de porencial de hidrdgeno, mis conocido por su
abreviatura: pH. En la actividad siguiente se trabaja sobre ella.

Actividad 6

En experimentos de electrélisis, se descubrié que las soluciones acuosas estaban formadas
por iones hidrégeno H™ e iones hidroxilo OH~ y que el agua pura tiene el mismo niimero
de ambos iones (a este tipo de soluciones se las llamé neutras).

Las soluciones neutras tienen una concentracién de iones hidrégeno de 107 moles / litro. A
las que tienen una concentracién mayor de iones hidrégeno que ese valor se las llama deidas
¥, a las que tienen una concentracién menor, bdsicas o alcalinas.

a) Clasificar a las siguientes sustancias en 4cidas o alcalinas, a partir de la informacién de
su concentracién de iones hidrégeno.
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b)

o

d

Ry

e)

Amonfaco: 109

Leche: 1004

Jugo de limén: 1024
Leche de magnesia: 10'%°

Las siguientes sustancias son dcidas. Ordenarlas de menor a mayor acidez a partir de
la informaci6n dada y sabiendo que cuanto mds lejos estd de ser una solucién neutra,
mayor es su acidez.

Café: 10°
Cerveza: 10%°
Jugo gdstrico: 109

Las siguientes sustancias son alcalinas. Ordenarlas de menor a mayor alcalinidad a
partir de la informacién dada y sabiendo que cuanto mds lejos estd de ser una solucién
neutra, mayor es su alcalinidad.

Solucién de detergente: 10"°
Hipoclorito de sodio: 102
Agua de mar: 10®

Considerar dos sustancias tales que una es diez veces mds 4cida que la otra. Dar
un ejemplo de los valores de la concentracién de iones hidrégeno que cumplan esa
condicién.

Idem d) para dos sustancias alcalinas.
Analizar si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos.

* A medida que aumenta la concentracién de iones hidrégeno de una sustancia, esta
es mas 4cida.

* Dos sustancias tienen una concentracién de iones hidrégeno de 10° y 10,
respectivamente. Si @ > 4, la primera sustancia es mds 4cida que la segunda.

Puede pensarse que es mds practico evitar el uso de nimeros expresados en notacién
exponencial. Por ejemplo, para 107, serfa mejor usar -7 o mejor atin usar 7; para 107,
usar -9 o mejor 9. Esto hace pensar en los logaritmos:

log (107) = -7; entonces -log (107) =7
log (10”) = -9; entonces -log (10°) = 9
Asi, en 1909, el quimico danés Sorensen definié el potencial de hidrégeno (abreviado

pH) como el opuesto del logaritmo de la concentracién molar de los iones hidrégeno:

pH = -log (H"+)

) La concentracién de iones hidrégeno en la sangre toma valores que pueden ir de 1074

h)

a 107%. Si se alejara de ese rango, estarfan comprometidas funciones vitales de la
persona. Entonces, jentre qué valores se espera que varie el pH de la sangre?

¢Podria ser negativo el pH de una sustancia?
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i) Una sustancia es cien veces mds 4cida que otra. ;En cudnto difieren sus pH?

i) Idem (i) para el caso de sustancias alcalinas.

A modo de cierre

La bibliografia especializada reconoce la importancia de la inclusién de la
historia de la matemdtica en la ensefianza, aunque los usos que mayormente
se mencionan son los que aqui hemos llamado ilustrativos. Si bien hemos
reconocido cierto valor en ellos, limitarse a estos usos no enriquece sustancial-
mente nuestras propuestas de ensefianza. En cambio, los usos significativos de
la historia permiten comprender —en alguna medida— cémo se construyeron y
qué dificultades hubo en la evolucién de ciertos objetos matemadticos y, por lo
tanto, dan elementos para otorgarle sentido.

A lo largo del capitulo se brindan elementos para que quien ensefia mate-
matica pueda cuestionarse acerca del uso de la historia en la ensenanza y pueda
discernir entre usos ilustrativos y significativos. También, con las actividades
presentadas, le brindamos al docente un material para que lo transforme en
actividades de ensefianza, le dé pistas para disefar nuevas actividades y, ademds,
le aporte una visién mds amplia de evolucién de las nociones matemadticas, en
nuestro caso, los logaritmos.
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3. Modelacion matemadtica
en la perspectiva de la
educacién matematica

Jhony Alexander Villa-Ochoa, Jonathan Sinchez-Cardona
y Moénica Marcela Parra-Zapata ™

Introducciéon

Escribir sobre modelacién matemdtica (o modelizacién, como se denomina en
otras partes de Iberoamérica) sugiere una reflexién en torno a su significado para
los distintos usuarios del término. Para un matemadtico aplicado, la modelacién
(empleamos la palabra modelacién para hacer alusién a la modelacién mate-
mitica) representa el proceso que se origina en la delimitacién de un problema
relevante para algin drea del conocimiento. Es un proceso que, generalmente,
involucra equipos interdisciplinarios y transcurre por fases o etapas; entre ellas:
el reconocimiento de un fendmeno de interés, la observacién, la seleccién de va-
riables, la formulacién de hipétesis; la formulacion del modelo cuyo propésito
es formular una descripcién de un mecanismo en términos cuantitativos; la
reduccion, andlisis, cdlculo y validacién del modelo (Fowler, 1998). Para los
educadores matemdticos, la modelacién representa un dominio de investigacion
en el que conviven diversidad de intenciones, propdsitos y perspectivas tedricas
(Niss, Blum y Galbraith, 2007). Cada una de estas intenciones y perspectivas

* J. A. Villa-Ochoa: Universidad de Antioquia, Colombia.
J. Sdnchez-Cardona: Universidad de Antioquia, Colombia.
M. M. Parra-Zapata: Universidad de Antioquia, Colombia.
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tedricas pueden determinar diferentes tipos de tareas y distintas maneras de
implementar la modelacién en la cotidianidad escolar. Para los profesores, la
modelacién se convierte, entre otras cosas, en una oportunidad para aplicar
matemdtica y mostrar su utilidad a los estudiantes. Villa-Ochoa (2015) encontré6
que existen profesores que se apoyan en la idea de solucionar problemas de la
realidad para reducir la modelacién a la busqueda de una solucién de cualquier
tarea en un contexto determinado (generalmente imaginado) o una tarea en la
que se busque la construccién de una representacién matemdtica.

Lo anterior es evidencia de que existe diversidad de actores y de visiones
con respecto a lo que se entiende por modelacién y la manera de integrarla en
la cotidianidad escolar. En esta cotidianidad, también se involucra una diver-
sidad de contextos educativos que, a su vez, condicionan la toma de decisiones
en cuanto a los contextos, problemas y modelos matemdticos que se desean
construir en la clase de matemadticas.

En este capitulo ofrecemos un panorama de significados de la modelacién
en el interior de la investigacién en educacién matematica y algunos aportes
de nuestra mirada teérica y metodoldgica. Finalmente, presentaremos algunos
ejemplos derivados de las investigaciones que hemos realizado y profundiza-
remos en un ambiente que desarrollamos en un programa de formacién de
futuros profesores de matemdtica.

Visiones tedricas de la modelacién matematica
en educacién matemadtica

Una de las comprensiones mds amplias de la modelacién radica en concebirla
como la resolucién de problemas del mundo real con el fin de comprender y
explicar una situacién, un fenémeno o para controlar y anticipar los compor-
tamientos de las variables estudiadas bajo las condiciones en que se modelaron.
Estos aspectos hacen que exista una diferencia entre modelacién y las aplicacio-
nes matemdticas. Para Stillman (2019), la modelacién reconoce un problema
del mundo real el cual es estudiado y analizado, a partir de diversas posturas y
con propositos diferentes. Por su parte, las aplicaciones matemdticas también
involucran un problema del mundo real en el que se usan las matematicas,
pero después de haber encontrado la solucién, ya no se piensa en el problema
inicial, excepto para verificar si la respuesta tiene sentido.
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Stillman (2019) identific6 que en la literatura de educacién matemadtica se
valora la modelacién a partir de un punto de vista matemdtico y para el ejercicio
de la ciudadanfia. Para la autora, frente al primer punto de vista, la modelacién
puede ser el vinculo para ensefiar conceptos y procedimientos matemadticos;
ensefiar modelos matemdticos y maneras de aplicar las matemadticas como con-
tenido matemdtico y promoverlas como una actividad humana que responda
a problemas de diferente naturaleza que den lugar a la aparicién de conceptos,
nociones y procedimientos. Desde el punto de vista de la ciudadania, Stillman
(2019) encontré que las investigaciones se han preocupado por brindar ex-
periencias que contribuyan a la educacién para la vida después de la escuela,
como analizar problemas sociales, promover la educacién en valores, cuestionar
el papel de los modelos matemdticos en la sociedad y el medio ambiente, asi
como asegurar o avanzar la sostenibilidad de la salud, la educacién y el bienestar
ambiental, y la reduccién de la pobreza y las desventajas.

La modelacién matemdtica como un proceso
en la clase de matematicas

Dentro de la educacién matematica existen investigadores que reconocen en
la actividad del matemadtico aplicado una oportunidad para resolver problemas
reales en el aula y desarrollar conocimientos matemdticos en los estudiantes
(Bassanezi, 2002). Fundamentados en esta visién se ha asumido la modelacién
como un conjunto de fases sucesivas de un fenémeno y, a partir de ello, se han
construido diagramas que presentan ciclos de modelacién y que buscan descri-
bir la actividad del matemdtico aplicado con el fin de promover su integracién
en el aula. La mayoria de estos ciclos incluyen la seleccién o presentacién de
un problema real para resolver, la descripcién de algunas etapas por las que se
espera que los resolutores atraviesen hasta llegar a una respuesta satisfactoria a
sus intereses. Entre las etapas descriptas, se encuentran:

o Simplificacion/delimitacion. Los problemas, tal y como se presentan en
las ciencias o en la cotidianidad, tienen una gran cantidad de factores,
variables y relaciones que no pueden considerarse en su totalidad, o
incluso, en ocasiones, ni siquiera son percibidas por quienes intervie-
nen en este proceso. Por tanto, se requiere que, quienes modelan, se
focalicen en las variables y relaciones de interés acorde con el problema
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o situacién a resolver. Esta caracteristica es principalmente importante,
pues exige reconocer que los resultados del proceso de modelacién no
son un retrato de la realidad ni son absolutos ni infalibles. M4s alld
de ello, son modelos que funcionan acorde con las condiciones en las
cuales se construyé. Nuevas condiciones y variables hacen que se deba
reorganizar o reconstruir el modelo para que atienda a ellas.

*  Construccion del modelo. Esta etapa del proceso puede incluir el uso
de razonamientos (por ejemplo, inductivos) y técnicas (por ejemplo,
regresiones o interpolacién) para la construccién de una representacion
matemdtica. En ocasiones, existen modelos que se han derivado de
otros problemas y que se pueden ajustar y usar en el problema que se
estd tratando. Un aspecto que vale la pena resaltar es la naturaleza de lo
que se denomina modelo matemdtico. En la perspectiva de Villa-Ochoa
(2016), se reconoce que un modelo es la conjuncién de tres elementos;
ellos son: una representacién, un objeto representado y un usuario.
Entre estos tres elementos intervienen diferentes relaciones cuando se
trabaja en la clase de matemiticas. En ese sentido, un modelo se mani-
fiesta en una representacién, pero no toda representacién es un modelo.

»  Validacion del modelo y de los resultados. Esta etapa involucra el uso
de criterios para dar cuenta de que la construccién matematica satis-
faga la situacion (por ejemplo, criterios de la légica, procedimientos,
consistencia en los graficos y pruebas matemdticas y estadisticas), de
confrontacién y coherencia de los resultados arrojados por el modelo
con las necesidades, problemas o situaciones que dieron origen al
proceso de modelacién. En la clase de matemdticas, también pueden
intervenir especialistas en las temdticas que puedan dar cuenta de la
pertinencia de los resultados.

Otras etapas pueden identificarse en los trabajos de los investigadores, algunos
mencionan abstraccidén, matematizacién, comunicacién, trabajo matematico.
En el trabajo de Perrenet y Zwaneveld (2012) puede encontrarse una discusion
de varios diagramas de la modelacién y de la diversidad de representaciones
que pueden tener profesores y estudiantes de estos ciclos.

Conforme mencionamos anteriormente, existen trabajos de modelacién
cuyos intereses no se centran en la creacién y validacién de un modelo mate-
mitico (Parra-Zapata y Villa- Ochoa, 2016; Barbosa, 2006; Aratjo, 2012). En

estas investigaciones, la modelacién en el dmbito de la educacién matemdtica se
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configura como un ambiente de aprendizaje en el que se estudian y se aproxima
a la solucién de situaciones de interés por medio de las matemdticas. En esta
mirada, las acciones de los estudiantes no necesariamente se ajustan con los
ciclos convencionalmente descriptos, sino que estdn en correspondencia con las
necesidades que se delimitan en el problema y las condiciones escolares, entre
ellas, la interaccidn con los profesores y especialistas en la temdtica. Un ejemplo
de ello puede encontrarse en el trabajo de Rendén-Mesa y sus colaboradores
(2016), quienes trabajaron con estudiantes de ingenierfa de disefio, y a partir
de las necesidades e intereses de los estudiantes y de la profesién, pudieron
identificar otras fases y caracteristicas de la modelacién.

Tipos de tareas de modelacién matemdtica

La modelacién, vista como una actividad que refleja principalmente las acciones
de los profesionales en matemdticas, tiene una complejidad que se caracteriza
en aspectos como: la amplitud y la cobertura del problema identificado, el
trabajo interdisciplinario, la bisqueda y la obtencién de datos, la disponibili-
dad de recursos para el tratamiento de datos, los tiempos para la solucién del
problema, los alcances de los resultados, entre otros. Eso hace que replicar esa
actividad en las clases de matemdticas no siempre sea posible. Al respecto, en la
investigacién se han delimitado varias perspectivas, Kaiser (2017) apunta cuatro
grandes propésitos que se encuentran en la investigacién en modelacién, a saber:

*  Metas pedagdgicas. Promover habilidades que les permitan a los estu-
diantes comprender mejor los aspectos centrales de su mundo.

*  Objetivos psicoldgicos. Fomentar y mejorar la motivacién y la actitud de
los alumnos hacia las matemdticas y la ensenanza de las matemdticas.

*  Objetivos relacionados con la asignatura. Estructuracién de procesos de
aprendizaje, introduccién de nuevos conceptos y métodos matematicos,
incluida su ejemplificacién.

*  Objetivos relacionados con la ciencia. Impartir una imagen realista de
las matemdticas como una ciencia, dando una idea de la superposicion
de las consideraciones matemadticas y extramatemdticas en el desarrollo
histérico de las matemdticas.
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Estos cuatro propésitos muestran que resolver problemas reales no es la tinica ni
la principal meta de la modelacién en la matemadtica escolar. También se resalta
el uso y la comprensién de las ideas matemadticas y de otros contextos y dreas del
conocimiento, ademds de la formacién de ciudadanos criticos. Para dar cuenta
de estos propdsitos se requiere de diversas acciones en el aula y del diseno de
diferentes tareas de modelacién. Frente a ello, Villa-Ochoa, Castrillén-Yepes y
Sénchez-Cardona (2017) identificaron cuatro tipos de tareas. Cada tipo pone
diferentes énfasis en alguno de estos propdsitos. Estos tipos de tareas son: i)
enunciados verbales, ii) construccién de representaciones, iii) modelacién a
través de proyectos, y iv) uso y andlisis de modelos. La caracterizacién realizada
por los autores permite identificar el contexto y la nocién de realidad que ofrece
cada enunciado, el propésito orientado a la ensefianza de las matemadticas, el
desarrollo de habilidades o competencias, asi como los alcances y limitaciones
en los procesos de ensefianza y aprendizaje. Con esta clasificacion, los autores
proporcionan insumos para tomar decisiones en la implementacién de la mo-
delacién tanto en el dmbito escolar como en la investigacién.

Modelacién matemdtica en una perspectiva situada

La modelacién, por su naturaleza, considera el estudio de fenémenos en
contextos y situaciones de interés para los sujetos en la sociedad o en algtin
drea de conocimiento; de alguna manera, esto refleja un cardcter situado de
la modelacién; sin embargo, como mencionamos anteriormente, no siempre
la actividad de modelacién pone de relieve los conocimientos y la pertinencia
de los contextos. En su investigacién, Rendén-Mesa (2016) informé que, en
ocasiones, la modelacién se usa para la formacién matemadtica de profesionales
(ingenieros) sin una reflexién de los intereses y necesidades relativos al campo de
accién de esos futuros profesionales. La autora propuso el término modelacion
situada, como una manera de llamar la atencién en la necesidad de disefar
ambientes de aprendizaje de modelacién acordes a los intereses y necesidades
de los estudiantes.

En esta perspectiva, en las investigaciones desarrolladas por nuestro colec-
tivo' entendemos que la modelacién no se reduce a una estrategia para ensenar

' Grupo de Investigacién mathema -Formacion e Investigacién en Educacién Matemdtica de
la Universidad de Antioquia.
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un contenido, sino que, mds alld de ello, busca que sea un ambiente en el que
se tengan en cuenta:

Las ideas fundamentales de las matemadticas y su relacién con los con-
textos, significados y procedimientos a partir de los cuales se construyd.

El uso de datos reales que les permita a los estudiantes matematizar;
es decir, plantear y representar relaciones entre los diferentes objetos
y cantidades.

El disefio de ambientes de clase que promuevan la participacién, dis-
cusién, razonamiento y la toma de decisiones de los aspectos relevantes
en el ambiente.

Promover diferentes conocimientos (matemdticos y no matemdticos)
y usarlos segin la naturaleza de la situacién, sin subordinarlos entre si.

Reconocer que los resultados proporcionados por los modelos son
relativos y que operan bajo las condiciones y supuestos en los que se
realizé el proceso.

Promover un discurso en el aula que incluya argumentos matemdticos
y que se fundamenta en ideas y procedimientos matemdticos.

Elvinculo directo y constante con expertos (conocedores o profesionales
en distintas dreas) que participen en diferentes momentos del proceso
de modelacién.

La evaluacién debe, a su vez, promover el aprendizaje no solo de los
contenidos matemadticos, sino de otros conocimientos propios del
contexto en el que se desarrolla la tarea y de las habilidades asociadas
a la modelacién.

En el siguiente apartado presentamos algunos aspectos metodoldgicos que se
involucran en los ambientes modelacién para la clase de matematicas.

Aspectos metodolégicos

De acuerdo con las consideraciones tedricas que describimos en el apartado
anterior, a lo largo de los dltimos quince afos, en el grupo de investigacion
mathema , hemos desarrollado investigaciones que aportan a la configuracién
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de escenarios de clase, para dar lugar a que se integre la modelacion en varios
de sus propdsitos y alcances.

Como ejemplo de estas investigaciones, Parra-Zapata ez al. (2016) disefiaron
un ambiente en el que nifios y nifias de quinto grado (10-11 afos) estudiaron el
modelo del indice de masa corporal. El ambiente incluy6 un trabajo en equipo
en el que los estudiantes discutieron acerca de los problemas de la obesidad en
Colombia, y fueron participes de un espacio de didlogo y discusién con una
profesional en nutricién en torno a la problemdtica en cuestién, quien ofrecié
sus comprensiones. Y, en conjunto, los estudiantes y los profesores analizaron
los usos y limitaciones del modelo. En términos de la perspectiva situada se
entiende que los nifios y las ninas, més alld de atravesar por un conjunto de ciclos
y de la construccién de sistemas consistentes de ecuaciones y representaciones,
participaron en el ambiente para hacer de la modelacién una oportunidad para
matematizar la realidad. Esta matematizacion de la realidad, se presenta en Parra-
Zapata (2015) como un componente particular de la modelacién en educacion
primaria, que obedece a un proceso de investigacién cientifica que se relaciona
con observar, experimentar, conjeturar, sistematizar, validar, entre otros. Este
proceso no se reduce a la traduccién matemdtica, como suelen presentarse las
tareas contextualizadas en los libros de texto, sino que involucra procesos que
se llevan a cabo para lograr algunos desarrollos matemdticos; méxime si se tiene
en cuenta que matematizar no implica solamente cuantificar, ni el nimero es
el referente de la matematizacion.

Por su parte, una comprensién situada de la modelacién le permiti6 a Villa-
Ochoa (2016) usar el modelo de crecimiento fetal para que los futuros profesores
no solo reconocieran los aspectos matemdticos que permiten comprender cémo
cambia el peso y el tamano de un feto, sino que también promovié en estos
futuros profesores cuestionamientos de su propio conocimiento del uso que
otros profesionales hacen de los modelos. Con base en ello, estos estudiantes
proyectaron posibles cuestiones para su desempeno como profesores de mate-
mdticas. El ambiente proporcionado en este caso incluyd el trabajo en equipo,
el planteamiento de preguntas relativas al fenémeno de estudio, la exploracién
de posibles solicitudes, la confrontacién y la discusién de sus soluciones con
otros estudiantes y con el profesor, la reformulacién de sus afirmaciones, la
reflexién de sus aprendizajes y la manera en que se aprendieron.

Con otra forma de implementar la modelacion, Villa-Ochoa y Berrio (2015)
realizaron una salida de campo con sus estudiantes. A través de la pregunta:
“sQué depende de qué?”, los estudiantes describieron un amplio conjunto de
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cantidades que covarian con otras cantidades. En su experiencia, los autores
describen la manera en que los estudiantes llegaron a acuerdos para delimitar
el tema a estudiar. Los autores también describen las acciones implementadas
por los estudiantes para delimitar las relaciones entre cantidades y los conoci-
mientos no matemdticos que fueron necesarios. En este ejemplo fue posible
evidenciar que cuando se estudian problemadticas cercanas a las experiencias de
los estudiantes, no solo se requiere de conocimientos matemadticos, sino también
de otros conocimientos propios de la cultura y que, en la modelacién, todos
ellos se conjugan para resolver los asuntos relevantes.

En los tres ejemplos anteriores, los profesores han aplicado modelos mate-
maticos que usan profesionales en alguna disciplina. A continuacién, se presenta
un ejemplo de otro tipo de ambiente en el que los estudiantes se comprometen
con la comprensién de un fenémeno a través de la construccién y validacién
de un modelo matemitico.

Un ambiente de modelacién:
concentracién de un medicamento en la sangre

El ambiente que describimos a continuacién corresponde a una reformulacion
de una tarea que se puede encontrar en libros de texto como aplicacién de
las funciones exponenciales. En términos de Villa-Ochoa, Castrillén-Yepes y
Sdnchez-Cardona (2017), la tarea se presenta inicialmente como un enunciado
verbal realista; es decir, tareas que evocan aspectos realistas o imaginados sin
que necesariamente vinculen contextos cercanos a la experiencia del estudian-
te. La tarea generalmente se encuentra en los textos como un enunciado que
proporciona informacién de la vida media de un medicamento y solicita a los
estudiantes la construccién de la funcién exponencial que describe su com-
portamiento en la sangre.

El ambiente lo desarrollamos dentro de un curso de modelacién con es-
tudiantes (futuros profesores de matemdticas). El curso es orientado por un
colectivo de tres profesores, en el que se discuten aspectos teéricos y metodold-
gicos de la modelacién y se viven experiencias como modeladores matemdticos
a partir de diferentes tareas y ambientes.

El ambiente propuesto inicia con un didlogo acerca del papel de las ma-
temdticas en diferentes dreas y en particular de la medicina. Al respecto, los
estudiantes mencionan aspectos generales de la aplicacidn de las matemdticas
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en muchos fenémenos. En nuestra experiencia, hemos encontrado que los
ejemplos que proponen son meramente informativos, por ejemplo: “Sé gue existe
una _formula que usan los médicos para saber cudnto medicamento les dan a los
pacientes” (comentario de Carlos, 22 de junio de 2018).> Cuando se cuestiona
a los estudiantes por las variables y relaciones que intervienen en el contexto,
generalmente, no ofrecen una mayor ampliacién. Este hecho se comprende
pues, en la mayoria de los casos, los problemas que los estudiantes resuelven en
sus cursos de matemdticas aparecen como ejercicios de aplicacién al finalizar un
tema. Estos ejercicios generalmente solo hacen mencién a un contexto real de
manera nominal o, en algunos casos, se presentan de manera simplificada para
que las acciones de los estudiantes se limiten a la identificacién de las variables
y la construccién de representaciones.

Con el fin de promover en los estudiantes otro tipo de acciones, se les
propone estudiar con mayor detalle los aspectos que estdn involucrados con
el uso de las matemdticas en algunos fenémenos de las ciencias; por ejemplo,
en la concentracién de un medicamento en la sangre. Para ello, se les pide a
los estudiantes que realicen consultas del fenémeno, y que describan cémo los
profesionales podrian usar las matemdticas alli.

Para el caso de la concentracién de un medicamento en la sangre, los
estudiantes generalmente se remiten a internet. Después de la consulta, se les
propone una discusién colectiva de sus hallazgos. En una experiencia desa-
rrollada con futuros profesores en junio de 2018, los estudiantes formularon
preguntas como:

* ;Qué factores pueden determinar la efectividad de un medicamento?

* ;Cudles son los efectos secundarios de un medicamento y cémo de-
terminarlos?

*  ;Cudl es la composicién quimica de un medicamento como la fluoxe-
tina?

* ;Lavida media de un medicamento puede depender de la composicion
quimica y de la cantidad?

*  ;Cudles son las caracteristicas o rasgos de una persona con depresién?

2 En este capitulo, los participantes se nombran con seudénimos.
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En la experiencia mencionada, cuestionamos a los estudiantes por el rol de
las matemdticas para resolver sus preguntas. Como resultado, los estudiantes
sefialaron aspectos como:

o “Se requiere mds de conocimientos de otras dreas que de las matemdticas
mismas” (Karla, 22 de junio de 2018).

*  “Para responderlas [las preguntas propuestas antes] se debe trabajar con
médicos, quimicos y otros profesionales” (Juan, 22 de junio de 2018).

*  “Envarias de ellas [preguntas] se puede usar estadistica para determinar
los efectos de una cosa en otra” (Guillermo, 22 de junio de 2018).

Esta parte del ambiente de modelacién tiene como propésito que los estu-
diantes reconozcan que las situaciones o fendémenos a estudiar involucran
conocimientos y procesos de otras disciplinas; ademds, permite cuestionar
la idea de que las matemadticas estdn en todo o que permiten dar respuesta a
cualquier pregunta. En ocasiones, este tipo de discusiones ofrece oportunidades
para que los estudiantes se encaminen hacia el desarrollo de proyectos acorde
con sus propios intereses. Por ejemplo, ha sido motor para que, en 2016, un
grupo de estudiantes decidiera estudiar el comportamiento del Ritalin y, en
2019, que otra estudiante se inspirara en su condicién personal para estudiar
el comportamiento y efectos de la Aspirina.

En el caso de la experiencia que describimos, los estudiantes se enfocaron
en la pregunta que, a su juicio, representaba una mayor presencia de la ma-
temadtica, es el caso de: ;Cémo se comporta la concentracion de la fluoxetina
en la sangre? Para responder esta pregunta, identificaron en internet que este
medicamento tiene una vida media de dos a tres dias y que la presentacién de
esta es de cdpsulas de 20 miligramos. Después de comprender el significado del
término vida media, la primera estrategia a la que se refirieron los estudiantes
fue a la construccién de una tabla de valores. En las figuras lay 1b se presentan
las tablas construidas por dos grupos de estudiantes.
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Figuras 1ay 1b. Concentracién de la fluoxetina en la sangre

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.

Las figuras la y 1b muestran dos comprensiones diferentes de los estudiantes;
por un lado, parecen ver la vida media como un fenémeno de variacién discreta
cuyo aumento se daba en cada intervalo de 2,5 dias (figura 1a); y por otro,
entienden el uso de la letra 2 como un parimetro de una constante que cambia
(figura 1b). Frente al primer aspecto, uno de los profesores del curso hizo en el
tablero un grafico cartesiano (tomando a = 1) correspondiente a los valores de
la tabla de la figura 1b. Luego de ello, pregunté por el cambio, cuestiond si en
cada intervalo la concentracién permanecia constante hasta que se cumpliera el
siguiente tiempo de vida media (ver parte entera en la figura 2). Los estudiantes
indicaron que la grafica debia ser una funcién continua como una curva suave
de forma exponencial. Frente al uso de la letra 4, uno de los profesores generé
una reflexién sobre el significado de la letra y las implicaciones que tendria
construir una funcién con esa representacién o solo con un valor particular de
ese pardmetro. Otras reflexiones sobre el uso de las letras en el dlgebra escolar
también se hicieron presentes.
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Figura 2. Griéfico cartesiano de los valores de la tabla (figura 1a)

Fuente: produccién de un profesor en el tablero, 2018.

De la discusion generada a partir de la gréfica de la figura 2, sobre compor-
tamiento suave de la relacidn entre la concentracién del medicamento en la
sangre y el tiempo, los estudiantes reformularon sus tablas y surgi6 la necesidad
de crear una variable auxiliar “»” (ver figura 3).

Figura 3. Variable auxiliar, concentracién de la fluoxetina en la sangre

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.

Conforme describimos en el apartado de visiones tedricas, un aspecto impor-
tante de un ambiente de modelacién es el uso de técnicas y procedimientos
acordes con las necesidades que surgen de acuerdo con el proceso y el contexto.
Por tanto, se cuestiond el significado de la letra 7 (variable auxiliar en la tabla
de la figura 3). Algunos estudiantes dijeron “representa como pasos, grupos de
vida media”. Uno de los profesores del curso dio pasos a medida que se listaban
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los valores que podria tomar la variable auxiliar #; ello contribuyé para que
los estudiantes reconocieran su significado como un contador que dice cudntos
periodos de vida media se llevan. Con base en la nueva tabla (figura 3), los es-
tudiantes realizaron un proceso inductivo y construyeron la férmula (sin otra
mencién al significado de las letras utilizadas):

Después de ello, uno de los profesores cuestiond los procesos seguidos para
construir el modelo. Los estudiantes resaltaron que la variable 7 les habia ayu-
dado a ver un patrén y, por tanto, lo pudieron representar algebraicamente. Al
respecto, el profesor les hizo notar el papel de la tabla en sus razonamientos y en
la construccién de los modelos; también mencioné que el razonamiento fue po-
sible gracias al significado de la vida media; que ese valor, por si mismo, también
representa un modelo matemdtico, y pidi6 a los estudiantes que conjeturaran
del proceso que pudo haberse seguido para su construccién. Posteriormente,
uno de los profesores pidié a los estudiantes que representaran la concentracion
del medicamento en términos del tiempo; los estudiantes observaron la tabla
de la figura 3 y generaron sus interpretaciones, por ejemplo, Carlos, uno de los
estudiantes menciond “es como una composicion de funciones”. Con base en las
indicaciones, los estudiantes lograron construir la siguiente férmula:

La segunda parte de la tarea consisti6 en dar cuenta del comportamiento
de la concentracién del medicamento para un tratamiento prolongado. Frente
a ello, los estudiantes consultaron en internet la posologia que se recomienda
en un tratamiento; encontraron que la depresion, ‘generalmente requiere un
tratamiento por bastante tiempo en el que se debe tomar una o a veces dos pastillas
[capsulas] cada dia”y agregaron “se debe tener cierta concentracion en la sangre
para que pueda hacer efecto”. Basado en ello, uno de los profesores les pidi6
que construyeran un modelo que permitiera describir la situacién. Para los
estudiantes, esa situacion represent6 un desafio, pues les implicé comprender
el comportamiento de decrecimiento de la concentracién de una cdpsula del
medicamento, pero al mismo tiempo, el aumento que implicaba tomar una
nueva cdpsula segin el tratamiento. Dos tipos de respuestas se presentaron;
por un lado, una parte de los estudiantes que, para comprender el fenémeno
y simplificar su complejidad, supuso que el consumo de cada cdpsula coincide
con el de la vida media (). En la figura 4, se muestra la construccién de la
tabla y de una representacién del modelo en términos de la variable auxiliar 7.
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Figura 4. Tabla y expresién algebraica construidas

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.

Por otro lado, la figura 5 ilustra otro tipo de construcciones en las que los estu-
diantes buscaron dar cuenta del comportamiento de la concentracién cuando se
tiene en cuenta el consumo de una cdpsula diaria. En este caso, los estudiantes
recurrieron al modelo construido en la tarea 1, para describir la manera en que
decrece la concentracién del medicamento contenido en una cdpsula.

Figura 5. Tabla y modelo construido

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.
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En la clase, los profesores estuvieron atentos a las dificultades de los estudiantes
en la identificacién de los patrones y buscaron alternativas para apoyarlos. Por
ejemplo, llamaron la atencién de la importancia de la tabla en la identificacién
de las relaciones numéricas entre las variables y del patrén en la construccién de
la expresion algebraica. También de la informacién que arroja el modelo escrito
en forma recursiva (figuras 4 y 5) y la posibilidad y necesidad de construir otras
representaciones del modelo.

Un elemento importante fue la reflexién en torno al razonamiento inductivo
realizado para la construccién del modelo. Por ejemplo, algunos estudiantes lo-
graron construir las secuencias 20 + 10 +5+ 2.5 + ... j—ﬂ conn=0,1,2,...como
modelo matemitico. Los profesores les sugirieron reescribir en términos de las
operaciones realizadas. Llegaron a una expresién como

Los estudiantes, al respecto, mencionaron que el hecho de poder escrlblrla
de esa manera les habia permitido “ver qué se conserva...”. Por ejemplo, uno de
los estudiantes apunté que “yo pude ver que, de un término a otro, se multiplica
por ¥2”. Como una manera de promover la reflexion de la propia experiencia,
uno de los profesores les comenté “ver un patrén no es automdtico, eso que les ha
pasado a ustedes también les puede pasar a sus [futuros] estudiantes, reescribir las
expresiones y centrar la atencion en las operaciones y no solo en el resultado puede ser
una estrategia que ayuda a los estudiantes para ver las relaciones [y los patrones”.

Los profesores propusieron la discusién de los alcances y limitaciones de los
dos modelos construidos por los estudiantes; para ello, uno de los profesores
formulé a los estudiantes preguntas como ;qué modela el modelo?, ;cudl es la
diferencia entre los dos modelos construidos? Al respecto, uno de los estudiantes
senalé: fue hecho suponiendo que la pastilla se toma cada @ dias [refiriéndose al
valor ‘@’ en el modelo de la figura 4], pero eso no es real, fue para ver mds simple
la relacion” (Santiago, 22 de junio de 2018). En relacién con el uso del modelo,
mencionaron que los modelos “deberian funcionar en el caso de personas que
verdaderamente tengan un organismo que conserve esa vida media” (Karla, 22
de junio de 2018), y en caso de que no, los estudiantes dijeron que “igual se
reemplaza a por otro valor”.

Los estudiantes también reconocieron que los alcances del modelo depen-
den, entre otras cosas, de que el organismo responda al tratamiento, pues esto
no sucede en todas las personas: “Por ejemplo yo encontré [en Google] que el
tratamiento debe funcionar en cuatro o seis semanas” (ver figura 8), y agregé que
“si en diez semanas no se siente mejoria, entonces se debe cambiar el tratamiento,
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es que no todos los organismos responden de la misma manera al medicamento”
(Guillermo, 22 de junio de 2018).

En otro momento del ambiente de clase, los profesores promovieron en
los estudiantes el reconocimiento de una necesidad de construir otras expre-
siones algebraicas; para ello, los estudiantes utilizaron las caracteristicas de las
series geométricas y, con la ayuda de uno de los profesores, construyeron una
representacién no recursiva del modelo. En la figura 6 se presenta la férmula
construida en colectivo, en que S representa la suma de los términos de la serie
que serfa C ().

Figura 6. Férmula no recursiva para C (t), para el caso de la vida media

(a=3)

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.

La parte final de la tarea se motivé a través de un cuestionamiento de la manera
en que crece la concentracién del medicamento. Al respecto, uno de los profeso-
res pidié a los estudiantes describir la manera en que varia esa magnitud. A cerca
de esto, los estudiantes anotaron aspectos como: “la cantidad de medicamento
de una cdpsula decrece, pero la concentracion total crece porque cada dia se toma
una cdpsula de mds” (Karla, 22 de junio de 2018). A partir de este comentario,
el profesor replicé: “muy bien, crece, pero ;qué tan rdpido crece? Por ejemplo, si el
tratamiento se prolongara indefinidamente, ;podria llegar el momento en que en
el cuerpo haya doscientos miligramos de concentracion? ;O quinientos miligramos
o mil miligramos?”.

Los estudiantes se dispusieron en grupos para discutir y presentar una res-
puesta. La principal manera de solucién involucré la construccién de gréficasy
el andlisis de sus concavidades, también aparecieron diferentes formas de operar
con la nocién de limite, algunos de manera intuitiva, otros utilizaron procedi-
mientos formales y otros usaron el software GeoGebra para graficar la funcién
que modela la concentracién en términos del tiempo (ver figura 7). Basados
en ello, los estudiantes reconocieron la existencia de una asintota horizontal.
En la figura 7 se presenta el grafico propuesto por un grupo de estudiantes.
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Figura 7. Grifica de la funcién en GeoGebra

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.

Con el 4nimo de usar el modelo para comprender la situacién pedimos a los
estudiantes describir el fenémeno a la luz de los modelos construidos. Para los
estudiantes, la concentracidn “crece, pero cada vez mis despacio”, ademads “tiene
una asintota horizontal, o sea que no se pasa de ese valor que es mds o menos no-
venta y siete miligramos [eso indica que| nunca llegaria ni a cien ni a quinientos
ni mil miligramos” (Juan, 22 de junio de 2018). Para validar sus afirmaciones,
se propusieron buscar en Internet algunas indicaciones de cudl serfa la concen-
tracién mdxima; no lograron encontrar el dato. Sin embargo, encontraron que
un tratamiento puede hacer efecto entre las semanas 4 y 6 del tratamiento (ver
figura 8). Los estudiantes interpretaron ello como: “se debe estar muy préximo
al valor mdximo, es decir, al valor de la asintota horizontal’ (Juan, 22 de junio
de 2018), “en la grifica que ve que [después] de veinticinco se ve muy cerca de la
asintota” (Cristina, 22 junio de 2018).
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Figura 8. Captura de pantalla de Google de la fluoxetina

Fuente: captura de pantalla de bisqueda en Google por parte de los estudiantes, 2018.

Para confirmar sus interpretaciones, los estudiantes utilizaron el software
GeoGebra para hacer algunos cédlculos, por ejemplo, el valor de la concentracién
entre las semanas 4 y 6, y en valores muy altos segtin las posibilidades que les
presentaba el software (figura 9).

Figura 9. Célculos realizados con el software GeoGebra

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.

En la discusién general los estudiantes sefialaron que para que el medicamento
surta efecto, se debe estar cerca del valor de la asintota y sostener ese valor para
no generar una pérdida de concentracién del medicamento.
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Consideraciones finales

En los dltimos diez lustros, las investigaciones en modelacién en la perspectiva
de la educacién matemdtica han producido una amplia cantidad de investi-
gaciones que dan cuenta de una diversidad de comprensiones, posibilidades,
limitaciones, usos, metodologias y necesidades para la formacion de estudiantes
y profesores. Las diferentes maneras de comprender la modelacién sugieren que,
en los salones de clase, los profesores pueden configurar ambientes para que
los estudiantes aprendan a modelar matemdticamente, aprendan matemdticas
a través de la modelacién, pero mds alld de ello, reconozcan los usos y alcances
de los modelos matemdticos y de las matemdticas en la solucién de cuestiones
relevantes en el dmbito académico y social.

De un modo general, en este capitulo se enunciaron tres ejemplos de po-
sibles tareas que los profesores pueden desarrollar en sus clases, por ejemplo,
a través de proyectos, los estudiantes pueden elegir los temas acorde con sus
intereses; de acuerdo con Villa-Ochoa y Berrio (2015), la participacién de
los estudiantes en los proyectos ofrece posibilidades para promover no solo
los aprendizajes matemdticos, sino también una manera de reconocer otros
conocimientos propios del contexto (y de la cultura) que son relevantes en el
proyecto. Por otro lado, el trabajo de Parra-Zapata ez /. (2016) muestra que, en
la educacién primaria, la modelacién puede ser vista como el desarrollo de un
interés y sensibilidad por una matematizacion de la realidad, que permite entre
otras acciones, la problematizacién y el cuestionamiento de asuntos inmersos
en la situacién y que posibilita reconocer el uso, alcance y limitaciones de los
modelos en contextos particulares. Finalmente, el estudio de Villa-Ochoa (2016)
reconocié la importancia de conceptualizar los modelos como la conjuncién
de representaciones, objetos representados y usuarios. Reconocer la diversidad
de tareas implica también un reconocimiento de sus alcances (Villa-Ochoa,
Castrillon-Yepes y Sdnchez-Cardona, 2017) y la diversidad de posibilidades
que se pueden tener en cuenta acorde con los requerimientos y condiciones
académicas e institucionales impuestas por el entorno escolar (Romo-Vézquez,
Barquero y Bosch, 2019).

En el caso particular de este capitulo, se presentaron con un poco mds de
detalle algunas posibilidades para configurar un ambiente de modelacién que,
a partir de una tarea realista, pueda constituir otras posibilidades de hacer
matemdticas con futuros profesores. En el ejemplo, se promovié que los es-
tudiantes (futuros profesores) participaran en la construccién de los modelos,
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reconocieran las condiciones en las que fueron construidos, sus limitaciones,
sus alcances; pero sobre todo, reflexionaran acerca de su propia experiencia
con el fin de proyectar acciones para su futura practica como profesores. Estas
y otras acciones han sido reconocidas en la literatura como aspectos clave para
el aprendizaje de la modelacién por parte de los profesores (Romo-Vizquez,
Barquero y Bosch, 2019; Rosa y Orey, 2019; Villa-Ochoa, 2016).

En el ambiente descripto, los estudiantes pudieron explicar el comporta-
miento de un fenémeno a la luz de sus propias interpretaciones e indagaciones, a
partir de las cuales generaron sus propios modelos y cuestionaron su pertinencia
en relacién con la situacién que se les plante6. En esta medida, el ambiente
permiti6 la participacién de los estudiantes en tanto ellos se involucraron y
comprometieron con la problematizacién de sus ideas en diferentes momentos
de la tarea. Por su parte, el ambiente implicé para los profesores estar atentos
a cuestiones propias del conocimiento matemdtico y el cuestionamiento cons-
tante de las ideas de los estudiantes hacia la comprensién del modelo. En este
sentido, el ambiente proporciona a los estudiantes experiencias para identificar
cuestiones que puedan estudiarse con las matemadticas, permite la exploracién de
tales cuestiones y reconocer como las matemadticas aportan y tienen limitaciones
frente a la comprensién o explicacién del fenémeno de estudio.

A partir de lo anterior podemos concluir que los ambientes de modela-
cién como espacios que promueven un compromiso de los estudiantes con el
proceso, la interaccién y la reflexién (Parra-Zapata y Villa-Ochoa, 2016) no
dependen solamente de la tarea propuesta a los estudiantes, sino también de
la conjuncién de la tarea propuesta, la gestién del profesor y la participacion
de los estudiantes.

La modelacién situada en el dmbito de la formacién de profesores implica
que confluyan en los ambientes propuestos las ideas matematicas, el uso de
datos reales, los espacios de participacidn, el uso de diferentes conocimientos
matemdticos, el reconocimiento de resultados, el uso de argumentos y procedi-
mientos matemdticos, el didlogo con expertos y la evaluacién para promover el
aprendizaje. De acuerdo con esto concluimos que, situar la modelacién en este
dmbito conlleva a proporcionarles a los estudiantes (futuros profesores) expe-
riencias de primera mano de lo que puede ser la modelacién y de cémo puede
implementarse en clase de matemdticas, esto es, posibilitar un reconocimiento
de aspectos que se pueden considerar en el ambiente, sus alcances en el apren-
dizaje y en los contextos y problemas que se desarrollan, pero también, implica
reconocer las posibilidades que ofrece en su futuro desempeno como profesor.
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4. Etnomatemadtica, un posible anuncio
en educacién matemadtica

Diana Jaramillo, Carolina Tamayo y Oscar Charry*

Una presentacion

Pretendemos en este capitulo introducir algunos elementos epistemoldgicos que
nos llevan a encontrar en la etnomatemdtica una posibilidad para establecer una
dialogia' entre las practicas sociales y las practicas escolares. De igual manera,
pretendemos mostrar una posibilidad para recuperar al sujeto y su subjetividad
en el acto educativo a la hora de la produccién y objetivacién® de conocimien-

* D. Jaramillo: Universidad de Antioquia, Colombia.

C. Tamayo: Universidade Federal de Minas Gerais, Brasil, y Universidad de Antioquia, Colombia.
O. Charry: Universidad de Antioquia, Colombia.

! Dialogfa comprendida en el sentido propuesto por Bakhtin (2000). Para este autor, en la dialogfa
hay dos voces, dos conciencias, pero ninguna de las voces ni de las conciencias se superpone ante
la otra. En la dialogia no hay superposicién de poderes.

2 Asumimos aqui el término “objetivacién” en didlogo con Radford (2000, 2006, 2008). La
objetivacién de conocimientos matemdticos, en esta perspectiva histdrico-cultural, es considerada
un proceso, en que dicho conocimiento no es producido por el sujeto que aprende como una
mera apropiacion desde lo externo al sujeto. En esta perspectiva, el conocimiento —que emerge,
entre otras cosas, de la interaccién social, de la dialéctica entre ser humano y naturaleza, y entre
individuo y colectivo—y las formas como el sujeto accede a él, se constituyen como unidad y, al
mismo tiempo, reconstituyen al propio sujeto, a su subjetividad.
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tos® matemadticos, idea fundamental en una perspectiva histérico-cultural de la
educacion matemdtica. Comprendemos que esos sujetos, esas subjetividades y
esas précticas sociales son diversos.

Para ello, en primer lugar, mostraremos algunas tensiones que maestros
e investigadores venimos percibiendo dentro de la escuela y del curriculo,
resultado de la inmersién del modelo neoliberal, también, en la educacién.
Eso a modo de denuncia. En segundo lugar, delinearemos algunos futuros
posibles, dejando ver la importancia de establecer una dialogfa entre las préc-
ticas sociales y las practicas escolares a la hora de la produccién y objetivacién
de conocimientos matemadticos. Produccién y objetivacién en las que se hace
fundamental la recuperacién de la subjetividad del ser humano. Eso a modo de
anuncio. Denuncia/anuncio, utilizaremos esta diada de palabras expresada por
Freire (2000). Se denuncia una realidad, pero, para anunciar otra posibilidad,
otro suefo, otra utopia. A continuacién, haremos algunas aproximaciones al
término etnomatemdtica, como una posibilidad en una perspectiva histérico-
cultural de la educacién matemdtica. Posteriormente, presentaremos algunas
investigaciones realizadas en esta perspectiva, solo a modo de ejemplo, por el
grupo de investigaciéon “Matemadtica, Educacién y Sociedad-MES”, adscripto a
la Facultad de Educacion de la Universidad de Antioquia (Medellin, Colombia).

Por ultimo, dejaremos algunas reflexiones, tal vez desafios.

Unas tensiones... posibles denuncias...

En el interior de la sociedad, de la escuela y del curriculo, maestros e investi-
gadores hemos identificado algunas tensiones, resultado de la intervencién del
modelo neoliberal en la educacién (Mejia, 2001). Comprender ese modelo se
hace necesario para entender coémo se transforman los curriculos y otros aspectos
inherentes a él (ciencias, conocimientos, practicas pedagégicas y conocimientos
matemadticos).

Una de esas tensiones es la producida por el deseo de mantener, por una
parte, la homogenizacion en las instituciones escolares, y respetar, por otra,
la diversidad social y cultural de los estudiantes. En el intento de superar esta
tensién, diferentes discusiones y movimientos académicos se vienen generando

3 Al realizar una aproximacién al trabajo de Santos (2018), en este documento se usardn las
palabras “saberes” y “conocimientos” como si fueran sinénimos. Aunque este autor reconoce
que existen “diferencias sutiles entre ellas que se manifiestan en el uso de la lengua” (p. 24).
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entre maestros ¢ investigadores en el 4mbito internacional. Por ejemplo, el de-
bate sobre la relacidn entre saberes escolares, reconocidos y legitimados por las
comunidades académicas, y los saberes cotidianos, reconocidos y legitimados
desde y por las précticas sociales de las diferentes comunidades no académicas.
Es decir, se hace explicita la dicotomia entre los saberes considerados académicos
y aquellos considerados como no académicos (Jaramillo, 2011). En este sentido,
se han identificado dos tendencias en una posible organizacién curricular. En
primer lugar, los saberes escolares se superponen sobre los saberes cotidianos.
Esta superposicion puede ser consecuencia de relaciones de poder vinculadas a la
colonialidad, siendo uno de los elementos constitutivos y especificos del patrén
mundial de poder capitalista. Quijano (2007) esclarece cémo esta dicotomia,
sustentada por el proyecto de la modernidad, estd estrictamente vinculada a
una estructura de dominacién y explotacién; en que una comunidad determi-
nada asume el control o dominacién de la autoridad politica, de los recursos
de produccidn, de la produccién de conocimiento y del trabajo, para dominar
o explotar a otra comunidad que se asume como diferente. Los procesos de
colonizacién implicaron la destrucciéon de la estructura social existente en los
pueblos no europeos; de igual forma, la poblacién colonizada fue despojada de
su conocimiento intelectual y de sus medios culturales de expresién. Los coloni-
zados fueron reducidos a la condicién de individuos rurales y analfabetos. En esa
direccién, Tamayo-Osorio (2017) muestra cémo estructuras de poder permean
la escuela y la dejan ver como una institucién al servicio del Estado. Asi, pareciera
que las estructuras curriculares legitiman apenas los saberes escolares —que, a
su vez, fueron impuestos a los pueblos colonizados con base en el proyecto de
la modernidad—, impidiendo la inclusién de los saberes cotidianos al curriculo.

En segundo lugar, las estructuras curriculares, a través de las evaluaciones
externas, ejercen acciones de poder y de control sobre las instituciones escolares,
los maestros y los estudiantes.

Estas tensiones, como lo sugieren Santos (1996), Monteiro (2005) y Jarami-
llo (2011), evidencian algunas cuestiones relacionadas con procesos de exclusin;
cuestiones que constantemente permean el cotidiano escolar. En este sentido,
y de acuerdo con Monteiro (2005), cuando los saberes escolares desconocen o
deslegitiman otras formas de conocimiento y de saberes cotidianos, se genera,
de algin modo, una exclusién social, pues esto conlleva a la deslegitimacion
de las practicas sociales que dan sustento a dichos saberes.

Lo anterior no es mds que secuelas de la racionalidad técnica, propia de la
modernidad, que atin prevalece en muchas de las propuestas educativas. En
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consecuencia, en la escuela solo se acepta como tnico tipo de conocimiento
verdadero el conocimiento cientifico (validado por las comunidades académi-
cas), traducido en el conocimiento académico y saber escolar; y su aplicacién
estd mds relacionada con la aplicacién técnica propia del desarrollo tecnolégico
que con las necesidades oriundas de las practicas sociales. Esta forma de saber,
en palabras de Quijano (2007), debido a su cardcter y su origen, eurocéntrico,
fue “llamado de racional, fue impuesto y admitido en todo el mundo capitalista
como la tinica racionalidad vélida y como emblema de la modernidad” (p. 74).
A partir de este universo intersubjetivo, que fue impuesto con la modernidad,
se elaboré y formalizé una manera de producir conocimiento que explicaba
las necesidades cognitivas del capitalismo, especialmente para la medicién.
Como efecto de ello, en la escuela predomina la ensenanza de los saberes de
las ciencias exactas, pero descontextualizados histérica y socialmente, bajo
un abordaje tedrico y técnico en el que dichos saberes son transformados en
c6digos y son desposeidos de significados. Consideramos que la escuela, al ser
organizada con base en politicas publicas que promueven la desigualdad social,
pasa a desconsiderar los saberes presentes en las pricticas sociales, y contintia
compartimentalizando el conocimiento escolar y privilegiando ciertos conte-
nidos en detrimento de otros, como lo explica Morin (1999); o, dicho de otra
manera, disciplinarizando el conocimiento escolar, como lo sugieren Miguel,
Vilela e De Moura (2010).

Asi, tenemos entonces un sistema educativo que no solo reproduce saberes
disciplinarizados, sino que también legitima procesos de produccién de sujetos
déciles y disciplinarizados; sujetos cada vez mds individualizados, encerrados
en si mismos (Veiga-Neto, 2002). Un sistema educativo que no lleva a los es-
tudiantes hacia la generacién de un pensamiento reflexivo, critico y divergente,
sino que les ensefia a no cuestionar y a aceptar pasivamente la autoridad y las
relaciones de poder dentro y fuera de la institucién escolar. Consecuentemente,
ese modelo de educacién refuerza las aspiraciones sociopoliticas propias de la
modernidad y de la racionalidad técnica (Freire, 2000).

Sin embargo, otros caminos se advierten en la ciencia contempordnea,
como es sugerido por Prigogine (1996), Morin (1999), Miguel, Vilela e De
Moura (2010, 2012), entre otros autores. En esos caminos se propone un
ajuste entre las précticas sociales y las realizaciones cientificas; es decir, una
alianza entre cultura y ciencia, que debe ocurrir, no solamente con relaciéon a
las preocupaciones sociales y culturales de cada comunidad en su tiempo, sino
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también con relacién a la concepcién e interpretacion de las teorias cientificas
(Monteiro, 2005; Jaramillo, 2011).

Asi, en esa transformacién, la ciencia deja de buscar, apenas, férmulas abs-
tractas para explicar el universo, y comienza a ser comprendida en su dimension
social, como algo que emerge de una relacién en la cual el saber pasa, también,
a ser contextualizado politica y culturalmente. Comprender la ciencia de esta
manera requiere de una transformacion del proyecto educativo que dé prioridad
a la capacidad de critica, de asombro y de indignacién de los sujetos del acto
educativo frente a los problemas del mundo. Este proyecto, como lo sugiere
Santos (1996), supera el proyecto actual, impuesto por la modernidad, pues en
él es imposible aceptar una verdad tnica y definitiva. En primer lugar, el sujeto
que aprende es mds que “cerebro”; es un sujeto que ademds estd constituido de
“cuerpo” y de “alma”, y participa activamente del proceso educativo. En segundo
lugar, el fenémeno a ser conocido no tiene una tnica forma, sino diferentes
interpretaciones, propias de diversas practicas sociales y contextos culturales.
En consecuencia, la ciencia no estd legitimada solo por criterios internos (casi
siempre de orden légico-matemadtico), sino también por su aceptabilidad social
y cultural (Caraga, 1958; Moura, 2011).

Unos futuros posibles... posibles anuncios...

Pensando en otros futuros posibles, apostamos hoy a una perspectiva histérico-
cultural de la educacién matemdtica, con autores como D’Ambrosio (1998,
2001), Jaramillo (2009, 2011), Knijnik (1996, 1998, 2004, 2007), Lizcano
(2004, 2006), Monteiro (2005), Moura (1998, 2011), Radford (2000, 2006,
2008), Skovsmose y Valero (2007), Valero (2006), entre otros.

En una perspectiva histérico-cultural de la educacidn, el conocimiento deja
de ser visto como un producto externo que debe ser asumido por los individuos,
trasgrediendo el paradigma de la modernidad, pasando a ser comprendido como
una interpretacion que los sujetos hacen del mundo, en una dialéctica continua
con su entorno social, cultural, histérico y politico. Es decir, el conocimiento
es producido desde el sujeto en sus interrelaciones con el mundo (Jaramillo,
2003, 2011).

Bajo esta perspectiva histérico-cultural, la educacién matemdtica asume
la produccién y objetivacién de conocimientos matemdticos como activida-
des sociales, cuya produccién y legitimacién es resultado de la explicacién de
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diferentes practicas sociales en las que estdn involucrados los sujetos, a partir
de los sentidos y los significados compartidos, respetando asi los distintos sa-
beres cotidianos constituidos por las diversas comunidades socioculturales en
el interior de estas (Jaramillo, 2011). A propdsito de las précticas sociales, las
comprendemos aqui como lo sugieren Miguel y Miorim (2004):

Préctica social es toda accién o conjunto intencional y organizado de
acciones fisico-afectivas-intelectuales realizadas, en un tiempo y espacio
determinados, por un conjunto de individuos, sobre el mundo material
y/o humano y/o institucional y/o cultural, acciones estas que, por ser,
siempre, y en cierta medida, y por un cierto periodo de tiempo, valorizadas
por determinados segmentos sociales, adquieren una cierta estabilidad y
se realizan con cierta regularidad (p. 165).

Los conocimientos matematicos, en esta perspectiva histérico-cultural, y como
lo apuntan algunos autores (Moura, 1998, 2011; Radford, 2000, 2006, 2008),
son vistos como producto de la actividad humana; conocimientos que se forman,
validan y legitiman durante el desarrollo de soluciones a problemas creados en
las interacciones que producen el modo humano de vivir socialmente, en un
determinado tiempo y contexto. Bajo este abordaje, son otras las relaciones
que empezamos a considerar entre la cultura, el curriculo y la educacién ma-
temdtica, cuando de ensenar y aprender conocimientos matemdticos se trata.
La discusién de estas relaciones puede posibilitarse desde algunos interrogantes,
a saber (Jaramillo, 2011):

*  ;Cudles son las relaciones entre conocimiento, comportamiento y cul-
tura en la produccién y objetivacién de conocimientos matemdticos?

* ;Cémo se comprenden los contextos sociopoliticos en educacién
matemdtica??

* ;Cémo algunos factores histérico-culturales, que posibilitan los co-
nocimientos matemdticos, influencian los procesos de ensefanza y
los procesos de aprendizaje de dicho conocimiento al interior del aula
de clase?

4 Asumimos aqui el contexto sociopolitico desde la mirada de Valero (2006), el cual pretende
ligar el microcontexto de la educacién matemdtica con el macrocontexto. Es decir, el contexto
sociopolitico como resultado de la imbricacién de lo que sucede en el aula, con respecto a la
ensefianza y el aprendizaje de conocimientos matemdticos, con las estructuras econémicas, sociales
y politicas y con los procesos histéricos que dan origen a los diferentes fenémenos.
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*  ;Qué ocurrirfa si, en lugar de mirar las pricticas sociales desde la ma-
temdtica, miramos la matemdtica desde las pricticas sociales?’

* Cémoy cudles curriculos producir que consideren los conocimientos
matemdticos al servicio de las practicas sociales?

* ;Cémo se genera una dialogia entre las practicas sociales y las practicas
escolares para la produccién y objetivacién de conocimientos mate-
miticos, posibilitando otros procesos de aprendizaje y otros procesos
de ensenanza dentro del salén de clase?

* ;Cémo entender el papel que juega el lenguaje, como elemento consti-
tutivo del sujeto, en la produccién y la objetivacién de conocimientos
matemadticos?

*  ;Cémo entender la actividad de la ensefianza y la actividad del aprendi-
zaje en la produccién y la objetivacién de conocimientos matemdticos?

* Cémo aproximarnos a otras epistemologfas, no hegeménicas, que
posibiliten otras perspectivas tedricas y metodoldgicas para la educa-
cién matematica atendiendo a los factores histérico-culturales de las
diversas comunidades?

Estas preguntas no son nuevas en educacion, pero, tal vez, lo sean para los
educadores matemadticos. Ellas procuran rescatar la subjetividad a la hora de la
practica pedagdgica en matemdtica. En esta perspectiva histérico-cultural de
la educacién matemdtica se pretende la recuperacion del sujeto y de la subje-
tividad en el acto educativo. Como respuesta a esa denuncia frente al olvido
de la subjetividad, ya autores como Bakhtin (1997a, 1997b, 2000), Benjamin
(1987), Deleuze (1987), Fontana (2000), Freire (2000), Geraldi (2000), Heller
(2000), Jaramillo (2003), Larrosa (1998) y Morin (1982, 1999) nos habian
anunciado que el sujeto, lejos de ser un sujeto racional, es un sujeto histdrico;
el sujeto no estd determinado ni acabado; el sujeto constituye su singularidad
en las y por las interrelaciones sociales; el sujeto no es, estd siendo por medio
de la interaccién con el otro; el sujeto se constituye en la y por la intersubje-
tividad; el sujeto constituye su conciencia e identidad no en la coherencia, no
en la armonia, sino en la contradiccidn.

Asi, toman fuerza en la perspectiva histérico-cultural la idea de intersub-
jetividad y de actividad. La intersubjetividad implica el reconocimiento de la

5 Como ya lo sugeria Lizcano (2004, 2006).
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subjetividad como resultado de la dialéctica entre el individuo y el colectivo;
dialéctica posibilitada en y desde las pricticas sociales. Nos referimos aqui a
dos sujetos protagénicos de la prictica pedagégica, el sujeto maestro y el sujeto
estudiante. Por su parte, la actividad es comprendida como un proceso colectivo
en el cual la interaccién es la base fundamental para la construccién de sentidos
y significados, es decir, de la construccién de una conciencia individual en el
marco de los procesos sociales subyacentes (Leontiev, 1984; Davidov, 1988;
Radford, 2000, 2006, 2008; Talizina, 2009; Moura, 1998). En este sentido,
Radford llama la atencién sobre la necesidad de pensar la matemdtica sobre unas
bases que asuman el saber como el resultado de la actividad humana, histérica,
social y culturalmente situada, en que el pensamiento sea considerado mediado
a través de instrumentos, en relacién con la actividad de las personas, esto es,
reflexién mediatizada sobre el mundo.

Una posibilidad en una perspectiva histérico-cultural
de la educacién matematica: la etnomatematica

La etnomatemdtica es una propuesta de cardcter filoséfico que se viene discu-
tiendo desde la década del ochenta por D’Ambrosio (1998, 2001), Knijnik
(1996, 2004), Monteiro, Orey e Domite (2004) y Monteiro (2005), entre
otros. En esta propuesta se pone en debate la produccién, la validacién y la
legitimacién de conocimientos matemdticos en diferentes pricticas sociales.
Metodoldgicamente, esta propuesta podria basarse en alternativas como de-
sarrollo de proyectos, planeacién de actividades orientadoras de ensefianza
(desde una perspectiva de la teorfa de la actividad, entendida segiin Leontiev,
1984; Davidov, 1988 y Moura ez al., 2010) y modelacién matemdtica, entre
otras, pero, en todo caso, alternativas que pongan en dialogia pricticas sociales
y précticas escolares.

No obstante, el debate sobre una propuesta curricular en matemdtica con
un abordaje desde la etnomatematica es atn incipiente en Colombia y en otros
paises latinoamericanos. Monteiro (2005) bien indica que en este debate no to-
dos los aportes han sido validos. La autora muestra, por ejemplo, cémo en Brasil,
a partir del documento que orienta alli la educacién, denominado “Pardmetros
Curriculares Nacionales (pcn)”, se ha querido interpretar la etnomatemdtica
como una metodologia: “La etnomatemadtica es una metodologia que procura
partir de la realidad y llegar a la accién pedagégica de manera natural, mediante

98



4. Etnomatemdtica, un posible anuncio en educacién matemdtica

un enfoque cognitivo con una fuerte fundamentacién cultural” (Monteiro,
2005, p. 23). Las discusiones e investigaciones en etnomatemdtica muestran que
esta apreciacién no es correcta, pues la etnomatemdtica no es una metodologia
de ensenanza. Otra afirmacién errada, también discutida por Monteiro, Orey y
Domite (2004) y Monteiro (2005), es creer que la etnomatemadtica se limita a
discutir los saberes cotidianos, oriundos de las practicas sociales, ya conocidos
por los estudiantes, menospreciando o negando el acceso a los conocimientos
escolares de los distintos contextos escolares.

Creemos, con Pena-Rincén, Tamayo-Osorio y Parra (2015), que mantener
estas discusiones tedricas y metodoldgicas posibilita continuar alimentando la
etnomatemadtica en la multiplicidad y diferencia de enfoques. Sin embargo, nos
alejamos, al igual que estos autores, de aquellos que la ven como un puente
para ensefiar los contenidos curriculares de la matemdtica escolar. También
pensamos, con estos autores, que desde la etnomatemdtica serfa posible una
perspectiva indisciplinar de la educacidn, la escuela, el curriculo y la evaluacién
con el fin de promover procesos educativos respetuosos de la diversidad social
y cultural. En suma, concordamos con Pefia-Rincén, Tamayo-Osorio y Parra
(2015) cuando afirman que la etnomatemadtica no deberia ser “petrificada como
una metodologia de ensefianza, una teoria diddctica o incluso una politica
educativa’ (p. 148).

Como dijimos antes, la postura educativa que comienza a emerger de
la ciencia contempordnea se centra fundamentalmente en dos puntos: en la
concepcidn de sujetos (el ser) y en la concepcién del conocimiento (el saber).
Comprender estos dos aspectos en su complejidad implica una imbricaciéon
entre ellos, si se quiere una dialéctica (Jaramillo, 2011; Radford, 2011). Eso
nos posibilitaria reconocer un mismo fenémeno mediante diferentes lecturas,
oriundas de diversas pricticas sociales y contextos culturales. Pensamos con
otros autores ya citados, que la etnomatemdtica entra en concordancia con
esta postura, en la medida en que en ella se defiende, que el proceso educativo
debe posibilitar espacios para multiples interpretaciones de los fendmenos. En
ese sentido, Monteiro (2005) afirma:

Esas diferentes interpretaciones de los fenémenos en el contexto escolar
presuponen, también, el reconocimiento de los saberes producidos en
diferentes pricticas sociales. Tal reconocimiento es antes de todo un
acto politico, pues, al excluirse y desvalorizarse los saberes producidos en
diferentes practicas sociales del contexto escolar, se excluye y desvaloriza,
muchas veces la propia prictica social. Asi, percibir cémo las comunida-
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des se apropian de los saberes que constituyen su propia practica no es
una mera estrategia metodoldgica de procesos educativos que intentan
relacionar el saber cotidiano con el escolar, es en s un proyecto educativo
emancipatorio (p. 6).

Se hace importante enfatizar, ademds, que la etnomatemadtica no debe ser vin-
culada a buscar comprensiones de las diversas practicas sociales, que poseen
familiaridad con lo que habitualmente se llama “de matemdtica”, exclusiva-
mente, por el camino de la matemdtica académica. La discusién sobre tales
précticas y saberes debe incluir el significado y las formas de comprensién de
las comunidades, considerando cémo ellas presentan, validan y legitiman sus
précticas y saberes (Jaramillo, 2009, 2011; Monteiro, 2005).

Optar por la etnomatemdtica como una alternativa para atender los con-
textos de algunas comunidades se debe, fundamentalmente, a las multiples
dimensiones que la conforman expuestas por D’Ambrosio (2001): la dimensién
conceptual, la dimensién histérica, la dimensién cognitiva, la dimensién epis-
temoldgica, la dimensién politica y la dimensién educativa. Tales dimensiones
posibilitan reconocer los conocimientos matemdticos como una produccién
cultural y social de las diferentes comunidades. En ellas se reconoce, por ejem-
plo, que la matemitica, bajo una perspectiva de la investigacién, tiene un fin
en si misma; pero cuando estd dirigida hacia la educacién, se deben establecer
interacciones entre las diferentes précticas y procedimientos que involucran
conceptos matemdticos. En el aspecto politico, el objetivo es el de denunciar
y transformar las relaciones de poder que permean los procesos de validacién
y legitimacién del saber. Y, en lo relacionado con el proceso pedagégico, el
desafio estd centrado en las posibilidades y las estrategias de ensefianza y las
estrategias de aprendizaje que consideren el ambiente multicultural del aula
de clase (Monteiro, 2005).

De esta manera, estas dimensiones hacen que el maestro se constituya
en protagonista y desencadenador de variadas posibilidades de procesos de
ensefanza y de procesos de aprendizaje, a través de acciones que consideren
los contextos socioculturales especificos de la comunidad con la que trabaja.
Es decir, cuando el maestro asume esta postura se requiere, al decir de Lépez
Bello (2004), que reconozca e incorpore, al curriculo de la escuela, précticas
sociales y conocimientos producidos fuera del contexto escolar. En este senti-
do, a partir de esas dimensiones se busca comprender y discutir las relaciones
intra e interculturales presentes en las diferentes realidades y contextos y que,
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de alguna forma, han de manifestarse en el dmbito escolar. De esta manera,
entendemos la etnomatemdtica como es concebida por D’Ambrosio (2001):

La etnomatemdtica es la matemdtica practicada por grupos culturales, tales
como comunidades urbanas o rurales, grupos de trabajadores, clases profe-
sionales, nifios de cierta edad, sociedades indigenas y otros tantos grupos
que se identifican por objetivos y tradiciones comunes a los grupos (p. 9).

Dicho de otra forma, a partir de la etnomatemdtica puede comprenderse cémo
las diferentes comunidades sociales y culturales producen conocimientos ma-
temdticos. Asimismo, desde la etnomatemdtica pueden conocerse las diversas
maneras del saber/hacer matemdtico de una cultura. Por cultura entendemos
aqui aquella convivencia entre los miembros de una comunidad, que resulta
de la comunidén de sus conocimientos (lenguaje, sistemas de explicaciones,
mitos y cultos, costumbres, etcétera) y la compatibilizacién y la subordinacién
de los comportamientos a determinados sistemas de valores acordados por la
comunidad (D’Ambrosio, 2001). Dichos conocimientos dan cuenta del saber
y tales comportamientos dan cuenta del hacer. Como bien lo expone ese autor:

Las distintas maneras de hacer (précticas) y de saber (teorfas), que ca-
racterizan una cultura, son parte del conocimiento compartido y del
comportamiento compatibilizado. Asi como comportamiento y conoci-
miento, las maneras de saber y de hacer estdn en permanente interaccidn.
Son falsas las dicotomias entre saber y hacer, de igual manera entre teoria
y préctica (p. 19).

En un ambiente cultural especifico, los individuos de dicha cultura dan “igua-
les” explicaciones y utilizan “iguales” instrumentos materiales e intelectuales
en su cotidiano. Asi, los individuos de la comunidad se reconstituyen en su
subjetividad en dialéctica con el colectivo.

Unas investigaciones colombianas en esta perspectiva

En la busqueda de posibles respuestas a los interrogantes antes mencionados,
y a otros por plantearse, existen diferentes grupos académicos que investigan
acerca de etnomatemadtica. Por mencionar algunos de ellos: International Study
Group on Ethnomathematics (ISGEm); Grupo de Estudos e Pesquisas em
Etnomatemdtica de Portugal (GEPEm); North American Study Group on Eth-
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nomathematics (NASGEm); Asociacién Educativa Cultural Etnomatemdtica;
Etnomatemadtica, Formacion de profesores y Did4ctica; Red Internacional de
Etnomatemdtica (RedINET).® En La Universidad de Antioquia existe el Grupo
de Investigacién Matemitica, Educacién y Sociedad (Grupo MES), con una
linea de investigacion con esta perspectiva.’

En los tltimos diez anos, en Colombia se han realizado algunos estudios
a partir de esta perspectiva tedrica.® Sin embargo, aqui apenas mostraremos,
a modo de ejemplo, algunas investigaciones realizadas por el Grupo MES,
especialmente con comunidades indigenas colombianas.

Junto a Berrio (2009)? realizamos un trabajo en dos instituciones educativas
indigenas. Una, el Centro Educativo Rural Indigenista La Maria, ubicada en
el municipio de Valparaiso (Antioquia, Colombia), de la comunidad indigena
Embera Chamij; y, la otra, el Centro Educativo Rural Alto Caimén, ubicada en
el municipio de Necocli (Antioquia, Colombia) de la comunidad indigena Tule
o Dule. En estas instituciones, el trabajo fue realizado colaborativamente con
tres maestros indigenas y tuvo por objetivo analizar la relacién que se podia tejer
entre las pricticas sociales de la siembra de las comunidades indigenas Dule y

¢ LaRedINET cuenta con 3510 miembros activos, entre estudiantes, maestros e investigadores
de més de dieciocho paises del mundo. Nos permitimos invitar al lector a revisar la p4gina de
la Red Internacional de Etnomatemdtica (www.etnomatematica.org). Esta red fue creada en
Colombia en 2003, con el nombre de Red de Estudios Colombianos de Etnomatemdtica, y de la
cual somos parte. En ese sitio web, el lector podrd encontrar produccién académica internacional
como articulos, disertaciones de maestria y tesis de doctorado en etnomatemadtica.

7 En comunién con la RedINET, la Facultad de Educacién de la Universidad de Antioquia
y el grupo MES, bajo nuestra cocoordinacion, organizamos el 6° Congreso Internacional de
Etnomatemdtica (ICEm-6) en Medellin (Colombia) en julio de 2018. Este evento ha venido
ocurriendo cada cuatro afos asi: el ICEm-1 fue en Granada (Espana, 1998); el ICEm-2 fue en
Ouro Preto (Brasil, 2002); el ICEm-3 fue en Auckland (Nueva Zelanda, 2006); el ICEm-4 fue
en Towson (Estados Unidos, 2010); el ICEm-5 fue en Maputo (Mozambique, 2014). El objetivo
del ICEm-6 fue posibilitar un didlogo de saberes acerca de la etnomatemdtica entre comunida-
des locales, nacionales e internacionales, con el fin de identificar las limitaciones, desarrollos y
desafios que a partir de las experiencias e investigaciones en este campo propician saberes desde,
por y para la diversidad y la paz. En el ICEm-6 se presentaron mds de cien ponencias de autores
internacionales.

8 Varios de ellos estdn disponibles en www.etnomatematica.org.

? Un estudio producto de la investigacién “El conocimiento matemdtico: desencadenador de
interrelaciones en el aula de clase”. Investigacién financiada por la Universidad de Antioquia y
por el Departamento Administrativo de Ciencia, Tecnologia e Innovacién de Colombia (Col-
ciencias), segin el contrato 212-2008.
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Embera Chami, y la produccién y objetivacién de conocimientos matemdticos
referidos a la medida en un contexto escolar indigena. De esta forma, planteamos
algunas actividades que se pudieran articular a la propuesta curricular que cada
comunidad indigena trabajaba en su contexto escolar. Para dar cumplimiento
al objetivo mencionado, se propuso la siguiente pregunta de investigacién:
scémo, desde la prictica de la siembra de las comunidades indigenas Dule y
Embera Chami, se posibilita la produccién y objetivacion de conocimientos
matemadticos referido a la medida en un contexto escolar indigena?

Es importante resaltar que fueron los mismos maestros indigenas quienes
escogieron las précticas sociales a ser trabajadas en cada comunidad, siendo cada
una de ellas, practicas representativas de su cultura. En la comunidad Dule, el
maestro Richard Nixon Cuéllar y su companero Francisco Martinez escogie-
ron trabajar sobre la siembra de pldtano (ver imagen 1); y para la comunidad
Embera Chami, el maestro Abelardo Tascén escogié ocuparse sobre la siembra
de plantas medicinales desde una huerta escolar.

Imagen 1. Maestro Dule explicando el proceso de siembra del pldtano a
los estudiantes

Fuente: extraida de Berrio (2009, p. 77).

Aprendimos, con esta investigacién, que la etnomatemdtica posibilita la cons-
truccién de proyectos y actividades que legitiman los conocimientos propios
de una cultura frente al conocimiento matemadtico, contribuyendo en la cons-
truccién de propuestas curriculares propias para las escuelas indigenas Dule y
Embera-Chami. De igual modo, maestros e investigadores comprendimos que
la “medida”, como objeto cultural, estd dada por la relacién hombre-naturaleza,
que en el caso de las comunidades atendié a sus necesidades de siembra, en el
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contexto histérico-cultural propio. Por ejemplo, la comunidad Dule nos mostré
una unidad y un instrumento de medida establecida para las mediciones de
sus terrenos: la “vara Dule”. En la seleccién de ese patrén de medida se hacen
explicitas las jerarquias de la organizacién interna de la comunidad (Jaramillo,
2011).

En Tamayo (2012),'" realizamos una investigacién con la comunidad indi-
gena Dule en el Centro Educativo Rural Alto Caiman de Necocli (ver figura 2).
La pregunta de investigacién que nos convocé fue: ;cémo el maestro indigena
resignifica el curriculo escolar indigena, relativo al conocimiento [matemati-
co], desde y para las practicas sociales de la comunidad de Alto Caimdn? Asi,
fue nuestro objetivo de investigacion resignificar el curriculo escolar indigena,
relativo al conocimiento [matemadtico], desde y para las practicas sociales de
la comunidad Dule en Alto Caimdn. El estudio tuvo sus fundamentos epis-
temoldgicos en la etnomatemdtica y en la interculturalidad. En el marco de
una investigacion colaborativa, la produccién de registros y datos se hizo con
la comunidad y el apoyo de dos maestros indigenas; se realizaron grabaciones,
narrativas, fotografias y reflexiones conjuntas. El andlisis de los registros y datos
producidos lo realizamos teniendo en cuenta cuatro categorias emergentes: una,
“Tejiendo colaborativamente”; dos, “El curriculo escolar indigena, relativo al
conocimiento [matemadtico]: tensiones, sentidos e identidad”; tres, “El maestro
indigena Dule en situacién de frontera”; y, finalmente, “Alternativas concretas
para el trabajo del maestro Dule en el aula”. A partir de esta investigacién, vimos
que hablar del curriculo escolar indigena relativo al conocimiento matemadtico
implicé reconceptualizaciones, tanto para los maestros como para los investiga-
dores. Asi, se pusieron de manifiesto no solo las concepciones teéricas, politicas
y culturales que sustenta la sociedad que se quiere construir, sino que también
se manifest6 la dialéctica entre précticas sociales y conocimientos matemadticos.

Consideramos que el proceso vivido en esta investigacién posibilité a los
maestros indigenas mirar el curriculo escolar indigena Dule como un espacio
en el que se pueden exponer y ratificar las creencias y los conocimientos de
su cultura; como un espacio dindmico y constitutivo de la identidad de la
comunidad Dule. Ese espacio de identidad hizo mds evidente cada uno de los
ejes fundamentales de la cosmogonia, de la cosmovisién y de la espiritualidad

1% Un estudio producto de la investigacién “Practicas sociales, curriculo y conocimiento ma-
temdtico”. Investigacién financiada por el Comité para el Desarrollo de la investigacién (codi)
de la Universidad de Antioquia (Medellin, Colombia) en la convocatoria Programa Expedicion
Antioquia 2013.
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Dule; ejes basados en el respeto a la Madre Tierra. Es desde la Madre Tierra
que es posible entender, por ejemplo, y con mayor claridad, los conocimientos
matemdticos que circulan en las précticas sociales de la cesteria y del cultivo
del platano (Jaramillo y Tamayo, 2012). Aprendimos de esta investigacién un
cuestionamiento importante:

. cuestionamiento a lo que hoy llamamos —desde occidente— el co-
nocimiento [matemdtico]. Para la comunidad Dule, el conocimiento
[matemdtico] no existe, en la lectura que occidente lo comprende. Para
la cultura Dule existe el conocimiento. La cultura Dule no disciplinariza,
como occidente, el conocimiento. Es por lo que, en este trabajo, hemos
optado por hablar del conocimiento [matemdtico] (Tamayo, 2012, p. 155;
los corchetes son del original).

Imagen 2. Maestro Dule

Fotograffa: Carolina Tamayo.

En Higuita (2014), la pregunta de investigacion fue: ;cémo se movilizan objetos
culturales desde las memorias de la prictica de la construccién de la vivienda
tradicional Embera Chami para pensar el porvenir de la educacién matemdtica
indigena? Los objetivos del estudio fueron: en primer lugar, analizar la moviliza-
cién de objetos culturales desde las memorias de la practica de la construccion
de la vivienda tradicional Embera Chami; y, en segundo lugar, problematizar
esa movilizacién de objetos culturales para pensar el porvenir de la educacién
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matemdtica indigena. Los fundamentos teéricos de este estudio fueron los
planteamientos de la comunidad indigena Embera Chami y de autores como
D’Ambrosio (1999, 2011), Miguel (2008, 2010), Thompson (2011), Walsh
(2005, 2007a, 2007b), entre otros. El camino metodoldgico para aproximarnos
a la prdctica de la construccién de la vivienda tradicional Embera Chami'y a
los objetos culturales en ella movilizados fue desde la historia oral.

Las herramientas que no posibilitaron la evocacién de memorias fueron el
diario de la investigadora, las fichas temdticas, los encuentros con el Cabildo,"!
los encuentros con el Circulo de Jziband'* (ver imagen 3), los encuentros con
los jévenes, las discusiones con los maestros y las entrevistas.” En el andlisis
deconstructivo de estos registros hicimos visible, en primer lugar, un posicio-
namiento cultural, politico y simbdlico de la comunidad indigena Embera
Chami desde la movilizacién de objetos culturales tales como medida, nimero
y forma, posibilitando, asi, reflexiones para pensar el porvenir de la educacién
matemdtica indigena. Y, en segundo lugar, la comprensién de que, a medida
que dicha movilizacién de objetos culturales se realizé, se dio un proceso de
identificacién de la comunidad, no solo con el otro indigena, sino también con
el otro no indigena. Asi entonces, resaltamos la importancia de que, al ser los
objetos culturales movilizados por los sujetos, estos mismos objetos culturales
movilizaron al sujeto (Higuita, Tascén y Jaramillo, 2017).

" Los Cabildos son consejos constituidos por integrantes de una comunidad indigena, confor-
mados y reglamentados segtin los usos y costumbres de cada comunidad. Los Cabildos, ademds,
estdn normados por la Constitucién Politica de Colombia de 1991.

12 Los Jaibands son los médicos tradicionales de la comunidad, son quienes curan los dolores del
cuerpo y de espiritu de los indigenas Embera Chami. De igual manera, ellos cuidan y protegen
los territorios.

13 En el sentido sugerido por Kvale (2011), como “una visién-entre, un intercambio de visiones
entre dos personas que conversan sobre un tema de interés comun” (p. 27).
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Imagen 3. Participantes del segundo Circulo de Jaibands

Fuente: extraida de Higuita (2014, p. 94).

En la actualidad estamos desarrollando una investigacién doctoral® con
maestros de la Institucién Educativa Katio Chami de la comunidad indigena
de Sabaleta (ver imagen 4), ubicada en el municipio de El Carmen de Atrato
(Chocé, Colombia). El estudio nos ha posibilitado nuevas interlocuciones con
investigadores de educacién matemdtica que, a pesar de no trabajar directa-
mente con la etnomatemdtica, comparten con nosotros la concepcién de que
los conocimientos matemdticos son producidos, legitimados y validados por
medio de la cultura, en las pricticas sociales (Miguel, Vilela e De Moura, 2010,
2012; Miguel, 2015a, 2015b, 2016a, 2016b, 2018; Tamayo-Osorio, 2017).
Esta investigacién tiene como objetivo deconstruir terapéuticamente el
curriculo de matemdtica, disciplinarmente organizado, a partir de una proble-
matizacién indisciplinar de précticas sociales. El problema de investigacién se
sitta en las relaciones entre teorfa y practica en el marco del curriculo escolar
indigena. Relaciones que se tornan problemdticas al querer articular, bajo un

' Investigacién doctoral financiada durante el afio 2018 por el proyecto Jévenes Excelentes y
Lideres del Nuevo Chocé y, a partir del afio 2020, por el Programa de Excelencia Doctoral del
Bicentenario, de Colciencias.
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modelo disciplinar, los conocimientos escolares con los conocimientos cotidia-
nos de las comunidades indigenas.

Para conducir esta investigacién asumimos una actitud terapéutico-
deconstruccionista inspirada en la terapia filoséfica de Ludwig Wittgenstein,
en interlocucién con el movimiento deconstruccionista del filésofo Jacques
Derrida. Algunos investigadores, tanto de Colombia como de Brasil, que han
venido orientando sus investigaciones a través de esta actitud metddica son
Miguel (2018), Tamayo-Osorio (2017), Quiceno y Montoya (2020) y Charry
y Jaramillo (2020). Esta actitud terapéutico-deconstruccionista es la que orienta
una problematizacién indisciplinar de practicas sociales en la escuela (Miguel,
2016). Problematizacién indisciplinar que no solo busca desafiar el modelo
disciplinar de organizacién del conocimiento, sino también problematizar en la
escuela las formas cémo se producen, circulan y se practican los conocimientos
en diferentes contextos y campos de actividad humana (Souza y Miguel, 2020).
Una problematizacién indisciplinar de pricticas en la escuela posibilita movilizar
conocimientos escolares y no escolares, dando lugar a una “ecologia de saberes”.

Esa ecologia es comprendida, en el sentido de Santos (2018), como la
articulacién de diferentes conocimientos que hacen posibles las luchas de las
comunidades indigenas contra el colonialismo, el capitalismo y el patriarcado.
En ese sentido, esta investigacién doctoral comparte la visién de la etnomate-
mitica de reconocer y valorizar los conocimientos tradicionales de las comu-
nidades indigenas que han sido histéricamente invisibilizados y deslegitimados
por la ciencia moderna y el colonialismo europeo, asi como la intencién de
problematizar la creencia de que existe solo una matemdtica —inica— universal
e independiente de las pricticas sociales. Aunque esta investigacién coincide en
esos aspectos ético-politicos con la etnomatematica, vale la pena anotar que en
ella estamos retomando algunas discusiones, relacionadas con el lenguaje y su
uso (Tamayo-Osorio, 2017), basadas en los estudios filos6ficos de Wittgenstein
(1995), Derrida (1977) y Foucault (2002), entre otros autores.
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Imagen 4. Comunidad Indigena de Sabaleta. Exposicién de platos
tradicionales

Fotografia: Oscar Charry.

Unas ideas finales... posibles desafios...

Nuestra apuesta por la perspectiva histérico-cultural de la educacién matemdtica
estd vinculada con el suefio de recuperar al sujeto y a la subjetividad en el acto
educativo, a la hora de la produccién y de la objetivacién de conocimientos
matemdticos. Asumimos, también, que se requiere dialogar con los saberes
producidos en las diferentes pricticas sociales, buscando posibilidades de in-
corporarlos en la escuela, desde procesos dialdgicos, con los saberes escolares.
Consideramos que esta dialogfa se hace necesaria para proponer otras compren-
siones y otras realidades para el mundo. Sin embargo, intentando dar un cierre
a este trabajo, pensamos que es necesario apuntar algunos aspectos, a saber:

*  Consideramos que abordar la educacién matemidtica desde una pers-
pectiva histdrico-cultural, a la hora de investigar y a la hora de prepa-
rar las actividades de ensefianza y de aprendizaje, no es ficil. En este
sentido, existen diferentes tensiones, generadas por la dicotomia a la
que nos enfrentamos los maestros e investigadores. Tales dicotomias
son resultantes de la inmersién del modelo neoliberal en los procesos
educativos, en que debemos atender, por un lado, la diversidad cultural
de los estudiantes, y, por otro, los procesos homogeneizadores internos
y externos de las instituciones escolares.
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Asimismo, pensamos que abordar la educacién matemdtica desde
una perspectiva histdrico-cultural implica, también, hacer rupturas
epistemoldgicas con los procesos de formacién —anclados en la racio-
nalidad técnica— propios de la modernidad, en el que todavia maestros
e investigadores seguimos inmersos. Estas rupturas nos exigen miradas
diferentes hacia las ideas de ciencia, de conocimiento, de verdad, de
actividad, de subjeto y de subjetividad.

Consideramos, ademds, que el reconocimiento del contexto sociopoli-
tico en los procesos de ensenanza y en los procesos de aprendizaje de la
matemdtica comienza a adquirir significado para maestros y estudiantes,
pero teniendo cuidado de no caer en lo que Knijnik (1998) llama de
“parodia de lo cotidiano”. Es decir que caigamos en situaciones en las
cuales una actividad propuesta en el aula de clase sirva tnicamente para
hacer célculos escritos en el papel, haciendo de los problemas reales
simplemente célculos rutinarios.

La idea no es adaptar la vida al dato solo para hacer cuentas. La idea
es promover actividades en las cuales se generen otras interrelaciones
entre los maestros, los estudiantes y los conocimientos matemdticos,
actividades que posibiliten la produccién de otros sentidos y otros
significados a la hora de objetivar los conocimientos matemadticos. Se
trata si, de poner la matemdtica al servicio de las practicas sociales, al
servicio de la vida misma.

Desde la mirada de la etnomatemadtica hay una apuesta importante para
incorporar las practicas sociales —propias de las comunidades a las que
los maestros y los estudiantes pertenecen— a los proyectos curriculares.
De esta forma, podrian evitarse procesos de exclusién, resultantes de
tornar invisibles los distintos modos de cémo las comunidades pro-
ducen sentidos y significados en su vida social, en que la matemdtica
apenas es una de sus facetas.

La etnomatemdtica, como un programa de investigacién, pretende
cuestionar la forma cémo, tradicionalmente, son abordados en el salén
de clase los conocimientos matemadticos escolares: inicos, universales
y suficientes. Pensar otro modelo de escuela y de curriculo supone
considerar el espacio escolar como un lugar de didlogo y de debate.
Lugar en que se dé cabida a los sujetos y a sus subjetividades, dado que
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la escuela se configura como un espacio en el que la diversidad cultural
debe ser atendida, comprendida y asumida.

Pensar en la etnomatemdtica como una perspectiva para el desarrollo
de la practica pedagdgica en matemdtica implica una reorganizacién
escolar y curricular capaz de ofrecer un espacio, en primer lugar, para la
reconstitucion de las subjetividades a través del didlogo y de la intersub-
jetividad; y, en segundo lugar, para la reflexién sobre valores, creencias
y saberes, valorizando y legitimando las diferentes producciones de
saberes. Esa reorganizacién de la escuela debe darse a partir de nuevas
relaciones sobre conocimiento, verdad y sus procesos de validacién y
legitimacién (Monteiro, 2005).

Vemos la etnomatemdtica como una posibilidad de poner los cono-
cimientos matemdticos al servicio de las pricticas sociales. A partir
del contexto escolar el maestro puede articular esos saberes propios
—derivados de las practicas sociales que se desarrollan dentro de las
comunidades— con los saberes escolares. Asi, pensamos que desde la
etnomatemadtica se posibilita la produccidn, la objetivacion, la valida-
cién y la legitimacién de conocimientos matemdticos, derivados de
précticas sociales de cada comunidad.

El programa de etnomatemdtica es inclusivo. Inclusivo del otro, o
sea, del que no es igual a “mi”, del que no es como “yo”. El que no
es igual a “mi” se puede ver incluido en la escuela. En paises como
Colombia, donde su poblacién es tan vulnerable politica, econémica,
social y culturalmente, casi que la escuela genera procesos de exclusion
para muchos, por ser desplazado, por ser pobre, por ser negro, por ser
indigena, en fin, por ser diferente.

Para nosotros, la etnomatemadtica es una transgresién en el sentido
de Freire (2000), una insubordinacién creativa en el sentido de
D’Ambrosio y Lopes (2015), un sufrimiento creativo en el sentido
de Fontana (2000). Es una transgresién, una insubordinacién o un
sufrimiento creativo, cuando nosotros, maestros o investigadores —en
el trabajo con comunidades desplazadas o comunidades pobres o
comunidades negras o comunidades indigenas u otras comunidades—
intentamos romper con estructuras curriculares que dan valor, ape-
nas, a los saberes escolares, deslegitimando las préicticas sociales y los
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conocimientos cotidianos asociados a dichas précticas. Transgresion,
insubordinacién o sufrimiento que nos dejan ver en la etnomatemadtica
un posible “anuncio” en educacién matemadtica.
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5. Analisis de una tarea matematica
desde la resolucién de problemas
mediada por la tecnologia

Patricia Barreiro, Paula Leonian y Claudia Zuliani*

Introducciéon

En este capitulo presentamos, inicialmente, una tarea que consideramos
coherente, en los términos desarrollados por Rodriguez (2017). Asimismo,
entendemos que permite que los estudiantes realicen una actividad matema-
tica valiosa, con las consideraciones respecto de la modalidad de trabajo que
se indican en el contexto y el objetivo que persigue, que entendemos resulta
cognitivamente exigente.

A continuacién, desarrollamos posibles resoluciones de la situacién, en
papel y ldpiz primero y con uso de tic en un segundo momento. Esto nos
da elementos para fundamentar la significatividad del uso de tic , basados en
la riqueza matemitica que surge de los posibles abordajes desplegados para,
finalmente, hacer un andlisis de las resoluciones con elementos tedricos de la
linea de resolucién de problemas o escuela anglosajona.

* P Barreiro: Instituto de Educacién Superior N© 813 “Profesor Pablo Luppi”, Argentina.
P Leonian: Universidad Nacional de General Sarmiento, Argentina.
C. Zuliani: Instituto de Educacién Superior N° 813 “Profesor Pablo Luppi”, Argentina.
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Presentaciéon de la tarea

Contexto: Los estudiantes han trabajado con ecuaciones lineales, tanto herra-
mientas para la resolucién de situaciones en contexto extramatemdtico como
en su desarrollo intramatemdtico. Conocen las funciones lineales a partir de
sus distintos registros. Identifican cudl es la pendiente y la ordenada al origen,
y saben cémo influyen estos pardmetros en su gréfico. Recurren al trabajo
algebraico para establecer relaciones y determinar intersecciones en el plano.
El trabajo en el aula se desarrolla usualmente tanto de manera individual
como grupal, se utilizan softwares especificos y se promueve la argumentacion
de cada respuesta. Esta actividad estd pensada para llevarse a cabo en el nivel
medio de escolaridad, momento en el que se trabajan todos los contenidos
anteriormente seleccionados. Para el desarrollo de la actividad se propone la
modalidad individual de trabajo.

Objetivo: Que los estudiantes exploren, elaboren conjeturas y justifiquen sus
afirmaciones en un contexto funcional.

Consigna:* Considerar la familia de funciones lineales cuya pendiente y orde-
nada al origen son nimeros enteros consecutivos. Proponer caracteristicas que
podrian compartir los gréficos de esta familia y justificar las respuestas.

Resolucién de la consigna sin uso de herramientas
informadticas

Frente a esta consigna, uno podria plantearse distintas resoluciones hechas con
ldpiz y papel a través de un planteo algebraico. Dada la ecuacién de una recta
escrita en forma explicita, una opcidn serfa pensar que la ordenada al origen es
un niimero consecutivo al que representa la pendiente, obteniendo la expresion:

(1)

Operando algebraicamente, podemos obtener:

)

2 Esta consigna fue pensada a partir del trabajo final realizado por la estudiante Juliana Botta
en 2015, de la materia Ensefianza de la Matemadtica I de la Universidad Nacional de General
Sarmiento.
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En esta manera de expresar la ecuacién de una recta en el plano, se podria
leer que todas las rectas de la familia pasan por el punto (-1; 1), independien-
temente del valor que tome el pardmetro 2 € Z.

Sin embargo, otra opcién en la resolucién de esta consigna podria ser no
disponer de ese conocimiento y decidir trabajar con casos particulares de la
familia de funciones dada. Por ejemplo, el estudiante puede recurrir a realizar
algunos gréficos que permitan inferir la misma condicién. En este tltimo caso,
serfa necesario validar dicha afirmacién, por ejemplo, reemplazando el punto
(15 1) en cualquiera de las expresiones (1) o (2) anteriormente presentadas.

Cabe aclarar que una posible respuesta de los estudiantes al pensar en la
resolucién de la consigna es a través de caracteristicas que ya conocen sobre
las funciones lineales, por ejemplo, que “dado 2 € Z positivo, las rectas serdn
crecientes” aunque esta caracteristica no pone en juego la relacion particular que
esta familia de funciones cumple, entre la pendiente y la ordenada al origen.

Otro planteo posible para la resolucién de esta consigna podria surgir a
partir de pensar que la pendiente es consecutiva (y mayor) de la ordenada al
origen. De alli se desprende que

3)

Andlogamente, podemos llegar a conclusiones similares, aunque el desarrollo
de la expresién (3) no permite una lectura directa acerca de cudl es el lugar del
plano en el que se intersecan todas las rectas de esta familia de funciones: el
punto (-1; -1).

Teniendo en cuenta el trabajo realizado, llegamos a una instancia en la que
nos preguntamos si el desarrollo que llevamos a cabo nos impide o dificulta ver
alguna otra regularidad o caracteristica de esta familia de funciones lineales.
Hemos respondido la consigna, pero no estamos en condiciones de responder
a esta ultima inquietud.

Resolucién y anélisis de la consigna utilizando TIC
Recurriendo a distintos recursos informdticos, por un lado, podemos seleccio-

nar un software estdtico® (en nuestro ejemplo utilizamos el Winplot) en el cual
graficamos varias de las funciones de la familia que cumplan con la condicién

3 A diferencia del software dindamico, este no admite arrastre.
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mencionada en la consigna, obteniendo asi una imagen como la que se muestra
en la figura 1.

Figura 1. Gréficos variados usando Winplot

De la observacion de esta figura, estamos en condiciones de realizar las mismas
afirmaciones que surgen en el desarrollo hecho con lédpiz y papel mencionados
en el apartado anterior. La diferencia ahora se centra en que més alld de haber
observado una regularidad, se deberd incluir un tipo de validacién que no
dependa del software utilizado (desarrollo algebraico).

Por lo que hemos mencionado hasta aqui, el desarrollo de la consigna con
ldpiz y papel, o un software estdtico, no presenta grandes diferencias en cuanto a
la solucién o respuestas, aunque, desde el punto de vista diddctico, se utilizaron
diferentes registros de representacién.

La pregunta que surge ahora es: ;qué sucede si trabajamos con algtin software
dindmico? En nuestro caso, utilizaremos el GeoGebra para resolver la situacién.

En una primera instancia, podriamos abordar la consigna de la misma
manera que el caso anterior, graficando varios casos particulares en el mismo
sistema de ejes coordenados. No trabajaremos aqui con esta resolucién por ser
similar a lo que anteriormente realizamos sin hacer uso de las potencialidades
que otorga el programa.

Entonces, podrfamos crear un deslizador que nos permita visualizar muchos
mds casos particulares. Ajustando la configuracién de dicho deslizador, tanto
en rango como en incremento, obtenemos una variedad mayor de gréficos
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de funciones como las que estamos buscando, como podemos observar en la
figura 2. Asi, moviendo el deslizador, plateariamos la misma conjetura que en
los casos anteriores: “todas las rectas pasan por el punto (-1; 1)”.

Figura 2. Gréfica para un valor dado, con deslizador, pero sin activar el
rastro

:Qué nos aporta entonces el uso de este software? En esta nueva mirada a la
resolucién de la consigna utilizando el software dindmico, nos encontramos
con una nueva herramienta que nos invita a preguntarnos otras cosas; usaremos
la opcién “mostrar rastro”, con ella al mover el deslizador se genera lo que se
observa en la figura 3.
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Figura 3. Mismo ejemplo anterior con el rastro activado

Esta representacién, junto con la utilizacién de otras herramientas del progra-
ma que nos permiten acercar la imagen, nos invita a estudiar algunos aspectos
de las raices de las funciones representadas como, por ejemplo, el intervalo de
pertenencia. Podemos conjeturar entonces que “las raices de dichas funciones
pertenecen al intervalo [-2; 0]

Volviendo al caso en el que la ordenada al origen es un nimero consecutivo
del que representa la pendiente, y mayor que él, con la expresién general

»

obtenemos lo siguiente en el andlisis de sus raices:

* Sia=0,y=1, entonces la representacién grafica de la funcién es una
recta paralela al eje x, por lo tanto, no tiene raices.

e Sia #=0y=ax+a+1(a€LZ),entonces
O=ax+a+1

Operando algebraicamente, obtenemos que sus raices tienen la forma
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Analizando esta expresion, en las condiciones dadas, podemos afirmar que las
raices de estas funciones son niimeros racionales que pertenecen al intervalo
[ -2;0], toman el valor —2 cuando z es igual a 1, el valor 0 cuando « es igual
a—1, y nunca podrdn tomar el valor —1 ya que - X deberia ser igual a 0 y ello
resulta imposible. En la tabla 1 podemos ver el detalle.

Tabla 1. Raices segiin posibles valores del pardimetro

1
X ==] ==
a

as< -1 a= -1 a=1 a> 1

-1 <x<0 x=0 x= -2 -2<x< -1

Una variacién a este trabajo podria suceder si la exploracién se realiza con otras
herramientas que brinda el programa o bien por una eleccién diferente de
pardmetros. En el caso de generar dos funciones con las mismas caracteristicas
que las anteriores, pero eligiendo deslizadores en un rango entre —30 y 30 en
un caso, y en un rango entre —1000 y 1000 en el otro, activando el rastro en
ambos casos y la animacién del deslizador, obtendremos un grifico como el
que se muestra en la figura 4.

Figura 4. Rastros para dos rangos diferentes
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Seguramente el lector hizo aqui una pausa para realizar la construccién en el
GeoGebra y observar la dindmica de estas familias de rectas. .. jesperamos que
se haya sorprendido tanto como nosotras!

Esta exploracién plantea dos casos en simultdneo, que podrian surgir de
propuestas separadas y, eventualmente, habilitar el planteo de conjeturas dife-
rentes. Por un lado, a partir de la construccién en la que el rango del deslizador
varfa entre =30 y 30, podria conjeturarse que las raices pertenecen al intervalo
[-2; 0]. Por otra parte, desde la otra construccidn, la conjetura podria establecer
que las raices pertenecen a un cierto intervalo mds reducido que el [-2; 0].

Ahora bien, si se deja correr la animacion del rastro en GeoGebra de modo
de aumentar considerablemente la cantidad de casos particulares, se advertiria
que la dltima conjetura es falsa. ;Por qué? Porque se visualizarian las rectas
extremas de ese haz que intersecan al eje x una en -2 y otra en 0.

Después del andlisis algebraico que detallamos en pérrafos anteriores no
tenemos dudas de que las limitaciones son del programa, pero ;cudles son? Si
bien el deslizador estd configurado para que su incremento sea de 1 en 1 pasando
por todos los niimeros enteros entre —1000 y 1000, la velocidad predetermi-
nada de la animacién no permite que quede registro del rastro de todas y cada
una de las rectas. Podemos reflexionar entonces, acerca de las potencialidades
y las limitaciones del GeoGebra para la tarea propuesta y cémo ellas pueden
promover la discusién matematica en el aula.

Tomando como referencia los criterios para el andlisis de la pertinencia y
significatividad de uso de tic (Rodriguez, 2017), podemos observar que en la
resolucién de la consigna no resulta indistinto su uso. En este sentido, hemos
visto que el uso del recurso promueve la elaboracién de mayor cantidad de con-
jeturas porque no solo da indicios sobre la posibilidad de encontrar un punto
que pertenece a toda una familia de funciones lineales con ciertas caracteristicas,
sino que también nos invita a pensar en condiciones que cumplirdn sus raices.
Por otro lado, también nos permite definir y fundamentar nuevas cuestiones.
En este sentido, podemos decir que el uso de tic resulta imprescindible (en el
sentido explicitado en Rodriguez, 2017). Cabe resaltar que la validacién requiere
de argumentos que vayan mds alld de lo perceptivo que el software muestra. Se
requieren argumentos algebraicos.

Por otro lado, podemos observar que el foco de la tarea estd puesto en el
andlisis y resolucién de una cuestién matematica, y no en el uso del software
dindmico especifico, por lo que decimos también que se cumple el criterio de
no perder de vista el objetivo matemdtico.
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Considerando estos dos aspectos, en el texto mencionado se considera que
el uso de tic es valioso en cuanto a su pertinencia y significatividad. Sin em-
bargo, agregan otros criterios que enriquecen esta valoracién. A continuacién,
detallamos brevemente algunos de ellos.

*  Podemos decir que la consigna favorece la biisqueda de pruebas mate-
madticas. Esto se debe a que para justificar las conjeturas planteadas
y las razones de por qué es vilido lo planteado, se pueden poner en
juego distintos recursos algebraicos, entre ellos: eleccién adecuada de
simbolos, interpretacién del significado simbdlico de “cortar al eje x”,
la necesidad de apelar al dlgebra para argumentar sobre un conjunto
infinito de casos, etcétera.

* La consigna no indica que la resolucién debe incluir uso de tic , los
estudiantes deberdn decidir si lo realizan “a mano” o si les es Gtil usar
algan software especifico. De esta manera, se cumple el criterio de
libertad para apelar a las TIC.

*  En caso de que el estudiante quiera utilizar tic para el desarrollo de la
consigna, debe decidir qué software emplear. Esto implica que tiene
la posibilidad de eleccion de qué recurso tecnoldgico utilizar.

Por todo lo que mencionamos anteriormente, podemos decir que la tarea incluye
un uso pertinente y significativo de tic .

Anadlisis de la tarea en términos de la linea didactica
de resolucién de problemas

Ademis de la riqueza que la tarea conlleva en cuanto al uso de tic , consideramos
que la consigna elegida para la tarea podria resultar un problema, en términos
de la linea tedrica de Resolucién de Problemas (Pochulu y Rodriguez, 2015),
considerando estudiantes que respondan a los conocimientos planteados en el
contexto que desarrollamos en la primera pdgina de este capitulo. Esto podemos
afirmarlo ya que la consigna no implica un camino obvio de resolucién, hay
cierta complejidad que va a ser resuelta a partir del desarrollo de estrategias por
parte de los estudiantes, lo que implica que cada uno “explore, experimente,
analice sus avances, cambie de rumbo, reflexione sobre lo hecho, advierta c6mo
estd pensando y encarando la tarea, etc.” (Rodriguez, 2017: 154) y asi, se pongan

129



Patricia B arr eir o, Paul a Leonian y Cl audia Zuliani

en juego diversas estrategias heuristicas tanto en el momento de entender la
consigna como de abordar su resolucién. A continuacién, mostramos algunas
de las heuristicas que se ponen en juego en el desarrollo de la consigna, en
funcién del trabajo que hemos detallado anteriormente.
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Trabajar hacia adelante: el estudiante puede construir la expresién y =
ax + (a + 1), para a € Z, a partir de los datos que se dan en la consigna.
Anidlogamente con el otro caso, en el que la expresién es y = (2 + 1) x
+a, paraa € Z.

Recurrir a casos particulares: el estudiante puede hacer gréficos de rectas
segin las condiciones dadas, ya sea a mano o con un software espe-
cifico, sin pretensién de exhaustividad. Hemos visto que esto sucede
en el desarrollo “a mano” (con ldpiz y papel), y en el que se utiliza un
software especifico no dindmico (figura 1). Por otro lado, también
podria utilizar un software dindmico, como el GeoGebra, en el que
distintas herramientas le permitan la elaboracién de conjeturas, como,
por ejemplo, el uso de deslizadores (figuras 2 y 3). En este tltimo caso,
hemos visto el uso de esta herramienta no solo como una forma de
ampliacion de la cantidad de casos particulares, sino también como
disparador en el andlisis de las condiciones de las raices (ampliacién
del intervalo para el deslizador).

Realizar un andlisis sistemdtico de casos: al asignarle distintos valores a
los pardmetros en las expresiones de las familias de funciones dadas, el
estudiante puede generalizar conclusiones sobre posibles caracteristicas
de las rectas, por ejemplo, que todas ellas pasan por el punto (=15 1), 0
bien que las raices de las funciones son niimeros racionales, o también
podrian concluir que las raices pertenecen al intervalo [-2;1) U (-1;0].

Examinar la solucion obtenida a través de otra representacion: una vez
analizada la situacién utilizando el recurso tecnolégico, el estudiante
podria emplear un desarrollo algebraico para complementar su reso-
lucién, de manera tal de validar las conjeturas realizadas en la primera
instancia del trabajo. Esto podemos verlo cuando debe analizar la
expresién obtenida de la rafz para concluir a qué conjunto numérico
pertenece, o bien para decir que la raiz nunca va a ser -1 porque para
eso la expresion = tendria que valer 0.
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Teniendo en cuenta todo lo analizado, podemos decir que esta consigna puede
ser considerada un problema en términos de la linea de Resolucién de Problemas
(Pochulu y Rodriguez, 2015) y que la misma es rica pensando en las heuristicas
que habilita para su resolucién.

A modo de cierre

Intentamos fundamentar en este capitulo, que una tarea en la que resulta perti-
nente y significativo el uso de tic puede analizarse también desde la resolucién
de problemas como linea diddctica. Asi, una propuesta en la que el uso de recur-
sos informdticos facilita elaborar nuevas conjeturas a partir de una exploracion
dindmica, puede resultar un problema en el que aparezcan distintas heuristicas
en el proceso de resolucién. En este punto, muchas veces nos preguntamos
cémo darle continuidad a este tipo de trabajo en el aula. Intentando responder
a ese interrogante, creemos que una alternativa posible, podria ser poniendo
en tension las afirmaciones surgidas a partir de lo que el estudiante observa en
la pantalla de su computadora o celular, y su explicacién matemdtica. De esta
manera, una propuesta de tarea seria que, a partir del trabajo anterior como
contexto, nos propongamos como objetivo que los estudiantes argumenten
matemdticamente la validez de afirmaciones que evidencian las limitaciones
del recurso. En este marco, les propondriamos como consigna:

Juan pensé lo siguiente: “Si f(x) = 2000x + 2001, su gréfico es una recta vertical”.
Decidir si la afirmacién de Juan es verdadera o falsa justificando adecuadamente
la respuesta.

Dejamos a cargo del lector el andlisis de la misma en términos de la pertinenciay
significatividad de uso de tic (Rodriguez, 2017), asi como también del concepto
de problema, segin el trabajo de Pochulu y Rodriguez (2015). Solo a modo
general, decimos que aqui lo visual impacta fuertemente tanto en la formulacién
de la conjetura como en una posible validacién gréfica, que resulta incorrecta
desde lo matemdtico. Observemos en la figura 5 qué sucede al ingresar en la
barra de entrada del programa GeoGebra la férmula de la funcién presentada.
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Figura 5. Gréfico que muestra el GeoGebra

Si para intentar corroborar o bien refutar la conjetura, intentamos utilizar el
zoom, obtenemos graficos como los que se muestran en la figura 6. Se ve la recta
cada vez mds préxima al eje y en un caso, y hasta parecieran coincidir en otro.

Figura 6. Gréficos que muestran el GeoGebra al aplicar zoom

Creemos indispensable entonces, fomentar la necesidad de argumentar matema-
ticamente la validez de las afirmaciones que se planteen a partir del desarrollo
de la consigna tal como se plantea en el objetivo, con la posibilidad, ademds,
de trabajar las limitaciones del recurso.
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De manera similar, y sumando al contexto de la tarea propuesta en este
capitulo, otra opcién podria estar orientada a profundizar el trabajo algebraico
para establecer otras relaciones o nuevos significados. Entonces, con el objetivo
de que los estudiantes resignifiquen afirmaciones surgidas de la tarea anterior
modificando algunas condiciones, podriamos presentarle la siguiente consigna.

Sea g:R —R una familia de funciones lineales cuya pendiente y ordenada al origen
son ndmeros enteros. Decidir qué condiciones deberfan cumplir estos coeficientes
para que los gréficos de estas funciones se intersecten en el punto (-1;2).

Como en el caso anterior, el andlisis de la consigna queda a cargo del lector
pues nuestra intencién es dejar planteada la inquietud de cémo a partir de una
propuesta pueden abrirse distintos caminos: uno orientado a poner énfasis
en la validacién y la argumentacién en matemdtica con las potencialidades
y limitaciones que nos ofrecen las tic , y otro encaminado al estudio de otras
regularidades que profundicen el trabajo algebraico a partir de la funcién lineal.
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6. Analisis ontosemidtico de la resolucién
de un problema geométrico

Maria Laura Distéfano y Mario Alvarez*

Introduccién

Las generaciones a las que pertenecen nuestros actuales estudiantes son nativas
digitales, por lo que resulta casi imprescindible incorporar la tecnologia a la
actividad que se desarrolla en el aula, y en particular, en el aula de matematica.
Esto nos conduce a un desafio como docentes, pues debemos repensar nuestra
préctica, readaptando nuestras clases, definiendo estrategias y reflexionando
sobre cudl es la manera mds beneficiosa o mds productiva de integrar la tecno-
logfa en cada caso.

Por otra parte, la tecnologia se va tornando cada vez mds accesible. Los
estudiantes tienen a su alcance dispositivos e insumos ligados a ella, tales como
computadoras, teléfonos méviles, conexién a internet en las instituciones edu-
cativas, software libre y aplicaciones de descarga gratuita.

El desafio que se nos plantea como docentes es redisenar nuestras clases
incorporando la tecnologia, pero no como un complemento a lo mismo que ya
haciamos. El propésito es lograr formular problemas que nos permitan explotar

* M. L. Distéfano: Universidad Nacional de Mar del Plata, Argentina.
M. Alvarez: Universidad Tecnolégica Nacional, Argentina.
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en el aula el potencial de estos recursos tecnolédgicos, de modo que nuestras
clases estén mds focalizadas en analizar, interpretar, conjeturar y argumentar
que en resolver actividades mecdnicas o vacias de reflexion.

En este capitulo proponemos un problema geométrico referido a cuadril4-
teros, cuyo enunciado es lo suficientemente amplio como para que el estudiante
decida con qué herramienta tecnoldgica trabajar y lo lleve a buscar estrategias de
construccién, realizar observaciones, discutir posibilidades, formular preguntas,
exponer conjeturas, y arribar a la necesidad de una demostracién.

Presentamos una posible resolucién, que es analizada con herramientas del
enfoque ontoldgico y semidtico del conocimiento y la instruccién matemdticos
(EOS), desarrollado por los doctores Juan Godino, Carmen Batanero y Viceng
Font (2008, 2019). EI EOS es un enfoque tedrico de la educacién matems-
tica que provee no solo constructos teéricos, sino también metodoldgicos y
permite abordar aspectos que hacen al disefio, desarrollo y evaluacién de las
trayectorias diddcticas.

Presentacién de la tarea

Contexto: La tarea propuesta estd pensada para ser trabajada con estudiantes
de primeros anos de profesorados de matemadtica, pero también podrian ser de
nivel medio. Para el momento de implementacién de esta tarea se supone que
los estudiantes conocen la clasificacién y propiedades generales de tridngulos
y cuadrildteros, figuras semejantes, criterios de congruencia y simetria. Estdn
familiarizados con representaciones gréficas de figuras y construcciones din-
micas a través del uso de algin software. Esta tarea se inserta en una fase de
consolidacién sobre el estudio de las propiedades de estas figuras. El docente
espera que los estudiantes puedan formular conjeturas y reconocer la necesidad
de validar formalmente lo que el software sugiera como patrones. La propuesta
consiste en trabajar en grupos para intercambiar opiniones y criterios. La me-
diacion del docente deberia darse en intervenciones esporddicas que sirvan para
guiar, ajustar o recuperar el trabajo que los estudiantes van haciendo.

Objetivo: Que el estudiante conjeture y valide propiedades de cuadrildteros.

Consigna: Sea ABCD un cuadrildtero cualquiera y EFGH el cuadrildtero que
resulta de unir de manera continua los puntos medios de cada lado. Analizar y
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fundamentar las caracteristicas del cuadrildtero EFGH que se pueden anticipar
si conocemos las del ABCD.

La resolucién

La forma de resolucién del problema planteado no es tnica. Se presenta aqui
una posible, y es la que se utilizard para hacer los andlisis ontolégicos y semi6-
ticos. Algunas de las conjeturas a las que se arriba en la resolucién constituyen
el denominado teorema de Varignon.

El enunciado no especifica caracteristica alguna del cuadrildtero ABCD, por
lo que podria suponerse, @ priori, que para la resolucion se necesitard generar
numerosas figuras para contemplar distintos casos que permitan inferir alguna
conjetura. Este requerimiento puede inducir la idea de utilizar algan dispositivo
tecnolégico, pues realizar numerosas figuras —con una aceptable precisiéon en su
construccion para que las observaciones sean plausibles— seria muy trabajoso
de realizar en papel mediante el uso de instrumentos de geometria, como regla,
escuadra, compds, transportador, etcétera. Esto pone en evidencia la necesidad
de utilizar algin tipo de graficador. GeoGebra' resulta apropiado por permitir
representaciones dindmicas, en las que se pueden variar selectivamente distin-
tas caracteristicas de los cuadrildteros ABCD a estudiar. Ademds, su gratuidad
favorece el acceso y también permite ser instalado en teléfonos méviles.

Dado que no se explicitan caracteristicas del cuadrilitero ABCD, el pro-
blema es abordable desde distintas perspectivas, suponiendo —como punto
de partida— alguna caracteristica de dicho cuadrildtero, por ejemplo, que se
encuadre en algtn tipo particular dentro de la clasificacién de cuadrildteros, o
suponer que se conoce su drea o su perimetro o la medida de sus diagonales,
entre otras. Por lo tanto, se podria comenzar por la construccién de distintos
casos particulares, con la expectativa de poder observar alguna regularidad en
el cuadrildtero EFGH.

Una posibilidad es iniciar la exploracién construyendo un cuadrado ABCD,
para luego marcar los puntos medios de cada lado. Para esto tltimo, es impor-
tante usar la herramienta que provee GeoGebra (o algtin recurso equivalente)
dado que, si se modifica la figura, que involucra multiples formas de hacerlo,
los puntos se mueven manteniendo su caracteristica de punto medio. Si se los
marcara de manera intuitiva es posible que, al mover la figura, el punto quede

' Disponible en: https://www.GeoGebra.org/download?lang=es
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fijo en el lugar en que fue marcado (por no haber estado efectivamente sobre el
lado) o que no se mantenga su condicién de estar a igual distancia de los vértices
(por no haberlo estado desde un comienzo). Una vez ubicados los cuatro puntos
medios (E, F, G y H), es posible construir el cuadrildtero que los tiene como
vértices. Lo que se observa en este caso es que EFGH es un cuadrado (figura 1).

Dado que GeoGebra no tiene, por defecto, comandos para la construccion
de poligonos no regulares (como ciertos paralelogramos, trapecios o romboi-
des?) se debe recurrir a las caracteristicas y las propiedades de cada uno de
ellos para construirlos, via las herramientas pertinentes. Una vez construidos
los distintos cuadrildteros ABCD, se procede a marcar los puntos medios para
la construccién del cuadrildtero EFGH. En estos casos, el cuadrilatero EFGH
se observa como un paralelogramo (figura 1).

Figura 1. Casos particulares del cuadrildtero ABCD

Para cualquiera de estos cuadrildteros especiales, la construccién dindmica
permite arrastrar sus vértices, cambiando la posicién y las dimensiones de las
figuras y en todos los casos parece observarse que el cuadrilitero EFGH resulta
un paralelogramo.

2 Denominamos romboide al cuadrildtero no regular con dos pares de lados consecutivos
congruentes, siendo el primer par de lados diferente al segundo par de lados. Debe tenerse en
cuenta que esta figura recibe nombres distintos en otros paises, tales como deltoide, cometa o
trapezoide simétrico.
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Pero la potencialidad de la construccién hace que se pueda considerar un
cuadrildtero ABCD convexo genérico e incluso uno que sea céncavo. En estos
casos genéricos ain se mantiene con fuerza la conjetura de que efectivamente
EFGH es un paralelogramo, como puede verse en la figura 2.

Figura 2. Casos genéricos del cuadrildtero ABCD

Conjetura I: cualquiera sea el cuadrildtero ABCD, el cuadrildtero EFGH —que
resulta de unir de manera continua los puntos medios de cada lado— es un
paralelogramo.

Llegados a este punto, es probable que los estudiantes acepten como vilida la
conjetura basados en su observacién visual, tal como anticipan Barreiro, ez al.

(2017):

Al admitir el uso de tecnologfa es muy probable que nuestros alumnos se
convenzan de la validez matemdtica de algo, “porque lo ven”, “porque la
pantalla lo muestra”, “porque es la respuesta que da la calculadora”, etcétera.
Es una validacién externa, dirfamos en términos didicticos. El alumno
“cree” lo que ve, como si fuera una cuestion de fe mds que de conviccidn
con fundamentos matemdticos (p. 67).

Resulta entonces un desafio de interés particular poner en evidencia la necesidad
de validar la conjetura y encontrar la forma de efectuar dicha validacién. Nue-
vamente el software puede facilitar esta iniciativa, trazando lineas auxiliares para
explorar distintos razonamientos que conduzcan a una demostracién formal.
Una de esas lineas auxiliares podria ser una de las diagonales del ABCD, para
considerar los dos tridngulos que se forman, como se observa en la figura 3.
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Figura 3. Representacién genérica para validar la propiedad del
poligono EFGH

Para probar la conjetura basta con probar el paralelismo de los lados opuestos
del cuadrildtero EFGH.

Como se observa en la figura 3, la diagonal DB determina los tridngulos
DBCy DAB. En ellos, los segmentos GF y HE son las bases medias respectivas.
Dado que la base media de un tridngulo es paralela al lado con el que no tiene
puntos en comun, resulta que GF // DB y que DB // HE. Por transitividad,
tenemos que GF // HE. Andlogamente se puede probar el paralelismo de los
lados GH y EE considerando los tridngulos ACD y ABC.

Una vez confirmado que es posible anticipar que el cuadrildtero EFGH
es un paralelogramo, cabe indagar en qué casos particulares del ABCD se po-
dria también anticipar el #ipo de paralelogramo. Se presentan a continuacién
distintos casos.

Si ABCD es un cuadrado, podemos construir algunos casos particulares
v, por ejemplo, medir los lados con la herramienta “Distancia o Longitud”,
como se observa en la figura 4. Asimismo, es necesario medir los dngulos, con
la herramienta “Angulo” para decidir que es un cuadrado.

Figura 4. Caso particular en el que ABCD es un cuadrado
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De esta instancia de exploracion surge la siguiente conjetura:

Conjetura 2: si el cuadrildtero ABCD es un cuadrado, el cuadrildtero EFGH
también lo es.

Desde ya que el hecho que el software evidencia las mismas longitudes y los
cuatro dngulos rectos, no alcanza para garantizar que este hecho sea cierto
siempre y nuevamente surge la necesidad de probar formalmente la conjetura
establecida, necesidad que muchas veces debe estar promovida por el docente.

Ya se probé que EFGH es un paralelogramo, ahora se debe probar que sus
lados son congruentes y que sus dngulos interiores son rectos. En la figura 5
se tiene una representacion general cuando ABCD es un cuadrado. En ella
se observa que las diagonales de EFGH son las bases medias del cuadrado
ABCD, por lo tanto, son perpendiculares y se cortan en sus puntos medios.
Por consiguiente, los tridngulos rectdingulos EOE, FOG, GOH y HOE son
congruentes, y en particular los lados EE FG, GH y HE. Respecto de los
dngulos internos de EFGH, se puede considerar el tridngulo rectingulo EOH
que resulta isésceles (pues EO es congruente con OH), luego el dngulo OHE
mide 45°, pero dado que los dngulos HOG y EOH son congruentes, resulta
que el dngulo GHO también mide 45°. Por suma de dngulos consecutivos se
prueba que el dngulo GHE es recto.

Figura 5. Representacién genérica para ABCD cuadrado

Si ABCD es un rectdngulo, después de explorar varios casos particulares y medir
con herramientas de GeoGebra los lados y los dngulos de EFGH, es posible
formular la siguiente conjetura.
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Conjetura 3: si el cuadrilitero ABCD es un rectdngulo, el cuadrildtero EFGH
es un rombo.

Nuevamente, es necesario validar esta conjetura. Tal como se observa en la
figura 6, al construir el EFGH quedan determinados los tridngulos rectdn-
gulos FCG, EBE GDH y EAH, que resultan ser congruentes (por criterio de
comparacién “lado — dngulo (recto) — lado”). Por lo tanto, los lados EE FG,
GH y HE resultan ser congruentes. De esta forma se concluye que los lados
de EFGH son congruentes entre si.

Figura 6. Representacién genérica para ABCD rectingulo

De manera andloga a los procedimientos anteriores se puede continuar supo-
niendo la tipologfa del cuadrildtero ABCD y conjeturar la tipologia del EFGH
correspondiente. Es decir, mediante una fase de exploracién se puede arribar a
la formulacién de las conjeturas que se presentan a continuacién, cada una de
las cuales deberd ser validada formalmente (no lo hacemos aqui para agilizar
la lectura del capitulo), y son ilustradas en las figuras 7 y 8, respectivamente.

Conjetura 4: si el cuadrildtero ABCD es un trapecio is6sceles, el cuadrildtero
EFGH es un rombo.

Conjetura 5: si el cuadrilitero ABCD es un romboide, el cuadrilitero EFGH

es un rectingulo.
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Figura 7. Representacién genérica para ABCD trapecio isésceles

Figura 8. Representacién genérica para ABCD romboide

Hasta aqui se ha demostrado que determinadas caracteristicas del cuadrildtero
ABCD permiten anticipar el tipo de cuadrildtero que resulta EFGH.

Existen otras posibles relaciones a explorar vinculadas a determinadas mag-
nitudes, como, por ejemplo, entre las dreas de los dos cuadrildteros o entre el
perimetro de EFGH vy las longitudes de las diagonales de ABCD. Es posible
que la iniciativa de realizar estas exploraciones no sea espontdnea ni evidente
en los estudiantes y que requiera de una pertinente intervencién docente para
inducir una indagacién en estas relaciones.
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Para una primera exploracién se puede sugerir el uso de la herramienta
“Area” de GeoGebra. Se puede trabajar sobre un cuadrilitero ABCD genérico y
el correspondiente EFGH, obtener sus respectivas dreas y desplazar los vértices
del ABCD para obtener multiples cuadrildteros observando simultdineamente
el comportamiento de los valores correspondientes a cada drea. Esta tarea seria
sumamente dificultosa de realizar construyendo mediante el uso de ldpiz y papel
y calculando cada drea en particular, ademds de insumir muchisimo tiempo.
Nuevamente la herramienta tecnoldgica permite explorar sobre una inmensa
cantidad de casos en apenas unos minutos.

Al mover libremente uno de los vértices, se van actualizando los valores
determinados por el software para cada una de las dreas, como se ¢jemplifica

en la figura 9.

Figura 9. Caso particular de exploracién numérica sobre las dreas

De estas observaciones surge la siguiente conjetura:

Conjetura 6: el drea del cuadrildtero ABCD es el doble de la del cuadrildtero
EFGH.

Aparece una observacién importante en esta fase exploratoria debido a la
limitacién del recurso utilizado: en determinadas posiciones, al arrastrar y
modificar las figuras, los valores de las dreas no siempre reflejan exactamente
que uno es el doble del otro, solo se cumple en forma aproximada. Por lo tan-
to, se constituye con mds fuerza el hecho de que la observacién solo permite
aproximarse a una conjetura.

Por ultimo, es posible anticipar el valor del perimetro de EFGH si se
conocen las longitudes de las diagonales de ABCD. Se puede sugerir a los es-
tudiantes que, mediante la herramienta “Distancia o Longitud”, determinen la
longitud de distintos segmentos (lados y diagonales) de ambos cuadrildteros y
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que obtengan distintas sumas para indagar alguna regularidad, desplazando los
vértices del ABCD para obtener distintos cuadrildteros. Se espera que de esta
exploracién pueda surgir la siguiente conjetura, que se ilustra en la figura 10.

Conjetura 7: el perimetro del cuadrilitero EFGH es igual a la suma de las
longitudes de las diagonales del cuadrildtero ABCD.

Figura 10. Relacién entre perimetro del EFGH y suma de las diagonales
del ABCD

Sibien para el caso de estas dos tltimas conjeturas no se presenta explicitamente
la correspondiente validacién formal, para agilizar la lectura de este capitulo,
es claro que la misma debe ser efectuada como parte del proceso de resolucién.

Configuracién epistémica y andlisis

A continuacién, se presenta el andlisis de la resolucién del problema a través
de una configuracién. Esta potente herramienta propuesta por el EOS permite
un andlisis minucioso de los objetos primarios que intervienen y las relacio-
nes que se establecen entre ellos (Font y Godino, 2006; Godino, Batanero y
Font, 2008). Dado que la resolucién presentada es experta, la configuraciéon
realizada es epistémica. Las configuraciones epistémicas constituyen una guia
para el andlisis de las configuraciones cognitivas que se realicen a partir de las
resoluciones de los estudiantes. En la tabla 1 se detallan los objetos primarios
que intervienen en este problema.
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Tabla 1. Objetos primarios que constituyen la configuracién epistémica

del problema

Objetos primarios

Descripcién

Situacién problema

Sea ABCD un cuadrildtero cualquiera y EFGH el cuadrildtero
que resulta de unir de manera continua los puntos medios de cada
lado. Analizar y fundamentar las caracteristicas del EFGH que se
pueden anticipar si conocemos las del ABCD.

Lenguaje

* Coloquial
* Figural

* Notacién de la geometria sintética

Definiciones/
Conceptos

e Cuadrildtero

¢ Clasificacién de cuadrildteros
¢ Paralelismo

* Punto medio de un segmento
* Base media

* Diagonales

* Simetrifa (central y axial)

* Congruencia

® Perimetro

o Area

Propiedades

* Propiedades que caracterizan a cada tipo de cuadrildtero. (Previa)
* Propiedades de las bases medias. (Previa)

* Transitividad del paralelismo. (Previa)

* Criterios de congruencia de tridngulos. (Previa)

* Si se unen de manera continua los puntos medios de cada

lado de un cuadrildtero cualquiera se forma un paralelogramo.
(Emergente)

¢ Si el cuadrildtero ABCD es un cuadrado, el EFGH también lo
es. (Emergente)

* Si el cuadrildtero ABCD es un rectdngulo, el EFGH es un
rombo. (Emergente)

* Si el cuadrildtero ABCD es un trapecio isdsceles, el EFGH es un
rombo. (Emergente)

¢ Si el cuadrildtero ABCD es un rombo, el EFGH es un
rectdngulo. (Emergente)

¢ Si el cuadrilitero ABCD es un romboide, el EFGH es un
rectdngulo. (Emergente)

¢ El drea del cuadrildtero ABCD es el doble del drea del EFGH.
(Emergente)

* El perimetro del paralelogramo EFGH es igual a la suma de las
longitudes de las diagonales del ABCD. (Emergente)
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Objetos primarios Descripcién

Procedimientos ¢ Construccién de cuadrildteros mediante herramientas de
GeoGebra.
* Determinacién de puntos medios mediante herramientas de
GeoGebra.

* Desplazamiento arbitrario de uno o varios vértices del
cuadrildtero original (ABCD) para obtener distintos cuadrildteros.
* Determinacion de las caracteristicas del cuadrilétero EFGH
segtin los distintos tipos del cuadrildtero ABCD.

* Obtencién de la medida de dngulos interiores, segmentos y 4reas
utilizando las herramientas correspondientes de GeoGebra.

* Construccién de la demostracién formal de las propiedades
emergentes a través de propiedades y postulados propios de la
geometria sintética.

Argumentos * Argumentaciones que estdn implicitas o técitas en las
construcciones de las figuras confeccionadas para poder efectuar la
exploracién. A modo de ejemplo se detallan las que intervendrian
en una posible construccién del rectdngulo:

0 Tranzando dos rectas paralelas (m y n) y una perpendicular a
ellas (p), los dngulos que se forman entre my p, y entre n'y
p» son rectos.

0 Sise traza de una recta q paralela a p, también es
perpendicular a m y a n, pues los dngulos correspondientes
entre paralelas (p y q) cortadas por una transversal (m) son
congruentes. El mismo andlisis vale para las rectas p y q
cortadas por la transversal n.

0 Se forma un cuadrildtero con vértices en las intersecciones
de las rectas. Ese cuadrildtero es un rectdngulo pues tiene dos
pares de lados paralelos y sus dngulos interiores son rectos.

* Argumentaciones que intervienen en la validacién formal de las

conjeturas formuladas. A modo de ejemplo, se presentan las que

intervienen en la prueba de la conjetura 1:

0 Probar la conjetura implica probar que el cuadrildtero EFGH
es un paralelogramo.

Q0 DPara probar que un cuadrildtero es un paralelogramo basta
con probar que los lados opuestos son paralelos pues esa es la
definicién de paralelogramo.

¢ Como cada base media de un tridngulo es paralela al lado
con el que no tiene puntos en comun, es apropiado dividir
al cuadrildtero ABCD en dos tridngulos trazando cada
diagonal, para utilizar la propiedad de la base media.

0 Cada par de lados opuestos del cuadrildtero EFGH es
paralelo al mismo segmento (la diagonal respectiva)
entonces, por transitividad, son paralelos entre si.
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La situacion problema planteada es lo suficientemente amplia como para no
inducir al estudiante a ningtin tipo particular de metodologia de resolucién.
Esa caracteristica podria llevarlo a trabajar de una manera intuitiva y en forma
exploratoria. Como consecuencia de prever que dicha exploracién requiere de
numerosos casos, deberia advertir la ventaja de trabajar con un software de
geometria dindmica, pues puede proporcionar todas las figuras que el usuario
desee con un minimo de trabajo previo, es decir, todo lo contrario de un trabajo
“amano”. En este tltimo caso no solo se requeriria de mucho mds tiempo sino
que, ademds, para que cada figura esté correctamente construida se requiere
de instrumentos de geometria como regla, compds, escuadra y transportador.
Ademis, las mediciones efectuadas mediante estos instrumentos no tendrdn la
precisién de aquellas realizadas por el software. La obtencién de gran cantidad de
gréficos representando casos muy diversos permitird abordar la etapa de andlisis
y elaboracién de conjeturas. Ademads del andlisis, en el enunciado se pide una
fundamentacion, lo cual debe conducir a la busqueda de pruebas matemdticas
que confirmen o refuten las conjeturas formuladas.

El lenguaje utilizado en la resolucién involucra lenguaje figural, lenguaje
coloquial y lenguaje simbdlico. El primero estd presente en la fase exploratoria
mediada por el software, asi como también en las posibles figuras de andlisis
que se construyan en el momento de efectuar la demostracién formal. El enun-
ciado estd formulado en el registro coloquial. Este registro también es el que
predomina en las demostraciones formales, en las que ademds aparecen algunas
representaciones simbdlicas con relacién a las figuras. Esta preponderancia
del lenguaje coloquial podria estar determinada por el hecho de trabajar en el
contexto de la geometria sintética.

Con relacidn alas definiciones/ conceptos, puede observarse que, si bien parece
que el problema estd circunscripto a los cuadrildteros, interviene un gran niimero
de definiciones o conceptos de otros objetos, que deben ser ya conocidos por
los estudiantes para poder alcanzar un nivel de resolucién como el presentado.
Esto pone en evidencia la complejidad de la tarea propuesta.

Entre las propiedades que intervienen en la resolucién, se puede observar que
algunas de ellas son previas y participan en la construccion de las demostraciones
formales. Otras serdn un objeto emergente, provenientes de alguna conjetura
formulada durante la exploracién en GeoGebra, y serdn las que requieran de
una demostracién formal.

Los procedimientos aparecen predominantemente en dos momentos de
la resolucién: los que estdn ligados a las construcciones dindmicas (que son
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guiadas por las definiciones y las propiedades de cada tipo de cuadrildtero) y
los requeridos por las demostraciones formales (por ejemplo, trazado de rectas
auxiliares).

Los argumentos se ponen en evidencia en las mismas fases que los procedi-
mientos: en el momento de construir cuadrildteros con determinadas caracteris-
ticas (en este caso podrian estar implicitos en las decisiones de los pasos a seguir
en la construccién y en la eleccién de las herramientas adecuadas entre aquellas
que provee GeoGebra) y durante la construccién de las demostraciones formales.

Algunas reflexiones finales

El uso de la herramienta informdtica en este problema geométrico aparece en
un momento diferente del tradicional. Los graficos no se realizan de manera
ilustrativa para alguna propiedad que se haya enunciado o como figura de
andlisis que sea soporte de una demostracién. Aqui aparece en una fase explo-
ratoria, en la que los estudiantes no saben « priori qué van a obtener a partir
de la bisqueda y de la inspeccién visual. Ademds, las caracteristicas dindmicas
de las representaciones logradas facilitan que los casos a observar puedan ser
realmente numerosos.

Como puede apreciarse en las figuras intercaladas en el texto, para la reso-
lucién presentada se trabajé con la ventana grifica de GeoGebra, pero sin ejes
ni cuadricula. Esta caracteristica orienta el uso de herramientas de geometria
sintética. Pero debe tenerse en cuenta que si se hubiera utilizado la ventana
gréfica con los ejes visibles (y, eventualmente, también la cuadricula), el trabajo
podria haberse encaminado al contexto de la geometria analitica, generando otra
forma de resolucién en la que habrian intervenido otros conceptos como el de
pendiente, o el uso de coordenadas. También se observarfa una diferencia en
el lenguaje utilizado en la resolucién, pues se tornarfa mds simbélico y menos
coloquial. Es decir que una misma herramienta tecnolédgica puede potenciar
distintas formas de trabajo para un mismo problema.

La construccién de una configuracién epistémico-cognitiva permite analizar
de manera minuciosa los conceptos, las propiedades y los procedimientos que
estdn involucrados en una tarea, cudles son los objetos matemdticos previos y
cudles serdn los emergentes. Eso puede dar lugar a potenciar algunas practicas
matemdticas que nos interesen particularmente, poniendo énfasis en determi-
nados aspectos de la tarea, o agregar/quitar preguntas en funcién de la direccién
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que deseamos darle, o reformularla a futuro para ser utilizadas con estudiantes
de préximas cohortes. El desagregado que aparece en la configuracién también
evidencia la complejidad que la tarea involucra, lo que puede resultar de suma
utilidad para analizar si estd al alcance de las posibilidades de nuestros estudiantes
O para programar el tiempo que puede requerir su resolucién. Asimismo, permite
realizar un andlisis mds riguroso de las posibles respuestas o producciones de
los estudiantes, asi como también clasificar o categorizar los posibles errores,
retroalimentando la formulacién de la tarea o permitiendo el disefio de otras
que favorezcan la realizacién de las pricticas matemdticas que se detectaron
como menos afianzadas o logradas por los estudiantes.

Es necesario destacar que la resolucién de este problema pone en evidencia
la necesidad y la relevancia de la demostracién en matemdtica. El trabajo explo-
ratorio, que estd ampliamente facilitado por el software de geometria dindmica,
deberia generar en los estudiantes la pregunta respecto de si las regularidades
que se van observando en el cuadrildtero EFGH (ser un paralelogramo, tener
la mitad del drea, etcétera) son invariantes, en cualquier caso, ain en los que no
se hayan representado durante la exploracién. Precisamente, en esa instancia se
pone de manifiesto la necesidad de realizar la demostracién formal que valide
la conjetura formulada a partir de la exploracién.

La implementacién en el aula de este problema probablemente requerird de
la mediacién del docente en distintos momentos, para orientar alguna accién,
para recuperar los objetos emergentes, para poner de manifiesto la necesidad
de la demostracién en matemdtica como requerimiento basico del quehacer
matemadtico, entre otras.
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7. Relacién entre expresiones algebraicas
de funciones y sus representaciones
graficas desde una perspectiva cognitivista

Cristina Camds y Lorena Guglielmone*

Introducciéon

En este capitulo se presenta una tarea sobre funciones de variable real que
resolvemos con vy sin tic, con la intencién de mostrar el uso significativo de
ellas. Posteriormente, se realiza un andlisis diddctico enmarcado en el enfoque
cognitivista.

Presentacién de la tarea

Contexto: Los estudiantes de profesorado conocen funciones elementales, entre
las que se encuentran las polinémicas y sus caracteristicas mds comunes. Vienen
trabajando con el software GeoGebra y utilizando diferentes herramientas, como
el deslizador' y el rastro®. Esta consigna forma parte de una guia de ejercicios
sobre el tema de funciones de variable real en la formacién de profesores. El
docente propone trabajar en grupos para favorecer el debate e intercambio de
opiniones, finalizando la actividad con una reflexién individual.

*  C. Camés: Universidad Abierta Interamericana, Argentina.

L. Guglielmone: Universidad Nacional de Entre Rios, Argentina.
' Herramienta Deslizador: https://wiki.GeoGebra.org/es/Herramienta_de_Deslizador.
? Herramienta Rastro: https://wiki.GeoGebra.org/es/Rastreo.
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Objetivos:

Que el estudiante. ..

comprenda la relacién entre las expresiones algebraicas de ciertas fun-
ciones polinémicas y sus representaciones gréficas;

comprenda el rol que desempena el pardmetro 4 en las funciones
planteadas;

pueda resignificar las conclusiones a las que arriba y reflexionar sobre
el trabajo realizado.

Consignas:

154

Sea funa funcién polinémica y £ un niimero real entre 1y 15, compa-
ren, describan y justifiquen las caracteristicas graficas de las familias de
curvas que resultan al variar el pardmetro 4 en cada uno de los siguientes
casos:

a) f(x)+k b) f(x)—k o) flx+k) d) flx—k)
e) kf(x) H ~f(x) g f(kx) b f(3x)

;Creen que las conclusiones arribadas en el punto anterior son extensivas
¢ q
a todas las funciones? ;Por qué?

¢Hay algo de lo realizado que les resulté dificil de comprender o ain
no lo comprenden? ;Pueden identificar las causas?
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Resolucién de la tarea
Consigna 1

Partimos de una tarea que cumple con las condiciones necesarias de coberencia
entre sus partes (contexto, objetivo y consigna) para que la actividad matemdtica
que realice el alumno sea valiosa.?

En una resolucién con ldpiz y papel, una forma de encarar la consigna puede
ser comenzar con funciones sencillas (lineales o cuadrdticas). Para graficar es
probable que los estudiantes recurran a la construcciéon de tablas de valores.
Seguramente los valores que tomen para el pardimetro  sean enteros, incluyendo
(0 no) los extremos (1 y 15) de acuerdo con cémo interpreten la consigna. Si
deciden trabajar con funciones lineales, puede resultarles dificultoso identificar
los cambios que se producen en cada caso, pudiendo algunos resultar iguales.
Por ejemplo, si se parte de flx) = x + 1, no se observan diferencias en algunas
traslaciones, como la que presentamos a continuacién.

Figura 1. Griéficas de los casos fix) - £y fix - k) conk = 2

3 Para profundizar sobre el andlisis de la coherencia de tareas, se puede consultar Rodriguez
(2017).
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Una cuestién que puede presentarse al trabajar sin tic es que realicen las graficas
en diferentes sistemas de ejes coordenados, lo cual complicaria la comparacién
y la visualizacién de los cambios. Si ello pasa, es probable que cuando busquen
describir las transformaciones del caso considerado, den cuenta de la dificul-
tad y decidan por si mismos o a través de las sugerencias del docente pasar las
gréficas a un solo sistema.

Algunos estudiantes podrian avanzar con la construccién de funciones
cuadrdticas ya que les puede ocasionar intriga los cambios que se den en estos
casos, cuando varifa el grado de la funcién polinémica £ Podrian mantener los
mismos valores de & usados para la construccién de las rectas buscando facilitar
las comparaciones posteriores. Suponiendo que grafiquen en un mismo sistema
de ¢jes cartesianos las diferentes pardbolas, no solo deberdn compararlas con las
rectas, sino también pensar qué ocurrird si varian nuevamente 4. Es evidente
que todas estas construcciones implican muchisimo tiempo y la actividad se
torna agotadora.

Resolver esta consigna utilizando tic es muy diferente que hacerlo sin
tecnologia. Si los alumnos deciden usar alguna aplicacién o software, como el
GeoGebra, que vienen utilizando, seguramente manipulardn funciones poliné-
micas mds variadas, podrdn hacer uso de las herramientas que vienen usando,
como el deslizador, permitiendo que el pardmetro recorra valores dentro del
rango propuesto. También contardn con la precisién de las gréficas, que se
muestran inevitablemente dentro de un tnico sistema de ejes coordenados. La
exploracién que pueden realizar con la ayuda de un software no solo habilita
el planteo de hipétesis, sino también la consolidacién de las mismas, favore-
ciendo la posterior justificacién. Las caracteristicas mencionadas nos permiten
afirmar que no da lo mismo resolver la consigna con o sin tecnologia, por lo
que contamos con elementos suficientes para asegurar el criterio de impres-
cindibilidad de las tic .

En un principio, es de esperar que se enfoquen en saber qué pasa con las
gréficas al variar el pardmetro 4, sin buscar explicar esos cambios. La exploracion
de los primeros cuatro casos lleva a describir los desplazamientos verticales y
horizontales.
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Figura 2. Rastro de algunas familias de curvas para el caso flx) + £

Figura 3. Rastro de algunas familias de curvas para el caso fix - k)
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En general, los corrimientos son los que resultan mds féciles de describir para
los alumnos, haciendo uso de palabras cotidianas como “sube” o “baja” para los
verticales, y “se corre a la derecha” o “se corre a la izquierda” para los horizontales.

En el andlisis de esos desplazamientos, la justificacién de las traslaciones
verticales suele resultar sencilla por su vinculo con el signo del pardmetro £.
Como 4 toma valores positivos, la grifica “sube” para flx) + 4, y “baja” para
fx) - k. Sin embargo, los corrimientos horizontales suelen causar sorpresa en
los estudiantes porque atentan contra la intuicién, ya que el signo del pardmetro
pareciera indicar lo contrario a lo que ven en la pantalla. Recordando el valor
positivo de 4, es de esperar que las justificaciones sean hechas de acuerdo con
el signo del pardmetro observando que para flx + ) la gréfica “se corre a la
izquierda” y para flx - 4) la grafica “se corre a la derecha”, pero podria ocurrir
que, a pesar de describir correctamente lo que aprecian, los alumnos sigan sin
comprender por qué esas transformaciones se dan asi.

Si no lo hicieron hasta el momento, serd importante poner en debate las
diferencias entre las curvas desde cada expresion algebraica al variar los valores
del pardmetro 4, poniendo en juego también la distancia de los desplazamientos.
:Es necesario que los alumnos lleguen a expresar las descripciones tal cual apa-
recen en los textos? Definitivamente no. Lo importante serd que los estudiantes
logren darse cuenta de todas las diferencias que se ponen en juego, puedan
analizarlas y expresarlas de manera correcta, sea usando lenguaje matemdtico,
lenguaje natural o mixto. Esa es la riqueza de la actividad.

Respecto del resto de los casos (items e, f, g y h), son los mds dificiles
de describir, como veremos a continuacién, pero la exploracién que pueden
hacer los alumnos usando un software o aplicacién, es muy amplia y diversa,
por lo que seguramente puedan notar los cambios que se producen para cada
expresion propuesta.

Inicialmente, es de esperar que describan cada expresién de manera in-
dividual, observando las familias de curvas producidas al variar el parimetro
en cada caso. De esta manera podria ocurrir que algunas de las descripciones
terminen siendo iguales. Por ejemplo, si analizan por separado los casos £f(x)
y flkx), podrian decir para ambos que las gréficas “se hacen mds angostas”, “se
acercan al eje y”, etcétera.
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Figura 4. Rastro de algunas familias de curvas para el caso %f(x)

Figura 5. Rastro de algunas familias de curvas para el caso f{/x)

Los alumnos deberdn advertir que, si bien las descripciones que realizaron son
iguales, los cambios no son los mismos. De esto podrian darse cuenta obser-
vando que las expresiones algebraicas son diferentes y a través de la visualiza-
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cién conjunta de las gréficas de algunas funciones para los mismos valores del
pardmetro k, entendiendo que la descripcién individual no les permitié notar
las diferencias. También podria entrar en juego el andlisis de algunas tablas de
valores.

Figura 6. Gréfico que permite asegurar diferencias en los casos £f(x) y

Sllex)

La dificultad que se puede presentar es en lograr descripciones que diferencien
las transformaciones producidas, ya que los alumnos no conocen de dilataciones
y contracciones. Mds alld de que logren el objetivo buscado, el debate que ello
puede generar dentro de cada grupo es matemdticamente muy rico.

Algunas otras conjeturas esperables son las relacionadas con las expresiones
que deforman la grafica de la funcién original considerada y las que no lo hacen.
Es decir, dar cuenta de que entre las transformaciones propuestas estdn aquellas
que son rigidas (cuatro primeras expresiones) y las que no lo son (tltimas cua-
tro). También podrian surgir presunciones relacionadas a la variacién (o no) de
las intersecciones con los ejes coordenados y, por qué no, algunas vinculadas a
valores diferentes de los propuestos para el pardmetro, por la simple curiosidad
de saber qué pasard, por ejemplo, si # tomase valores negativos. Si bien no es
parte de la consigna, los alumnos podrian probar fécilmente con otros valores y
observar otro tipo de transformaciones. ;Estd mal que ello pase? {Para nada!, ya
que estarfa mostrando el interés de los alumnos por conocer mds, y el docente
lo podria tener en cuenta para el disefio de nuevas tareas.
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Alo largo de todo este proceso en que los alumnos son los principales acto-
res, el docente va generando diferentes debates y puestas en comuin. La buena
gestion de la clase es esencial para entender lo que hicieron los estudiantes e
intervenir desde alli.* Debemos tener en cuenta que es muy importante que
incentivemos a nuestros alumnos a que participen en cada clase, no solo para
que expresen las soluciones a las que arriban, sino también para que comenten
aquello que no comprenden o los errores que cometen en la resolucién de las
actividades propuestas. Cabe aclarar que estos tltimos constituyen una fuente
muy valiosa para la comprensién de los procesos cognitivos de los alumnos.’

Retomando el andlisis de los criterios de pertinencia y significatividad del
uso de tic , ya expresamos que se cumple claramente el criterio de imprescin-
dibilidad. Por otro lado, el pedido de justificaciones para las descripciones que
realizan los alumnos hace que la actividad cumpla con el criterio de favorecer la
busqueda de pruebas matemadticas. Ademds, en ningtin momento se pierde de
vista el objetivo matemitico, y se da libertad para apelar a las tic y seleccionar
cudl recurso tecnoldgico utilizar.

Consigna 2

Probablemente los alumnos exploren con funciones no polinémicas para vi-
sualizar sus gréficas al variar el pardmetro 4 en cada uno de los casos, y analicen
los cambios observados. El debate que se puede generar dentro de cada grupo y
entre los diferentes grupos, es potencialmente rico porque las transformaciones
no siempre son fdciles de visualizar desde cualquier funcién. Es de esperar que
se concluya que, en cada caso, sea cual fuese la funcién elegida, la trasforma-
cién es la misma. Es importante que adviertan que esas conclusiones quedan
en el nivel de conjetura. Esto resulta muy relevante en el contexto trabajado,
ya que los alumnos son futuros profesores que deberdn tener claro que, a pesar
de que hayan analizado muchos casos, eso no es suficiente para concluir algo
de validez general, es decir, para enunciar una proposicién que sea verdadera.

El docente podrd trabajar sobre la importancia de las demostraciones en
matemdtica para validar las hipétesis que consideramos verdaderas, como en
este caso en que puede resultar una obviedad que las trasformaciones son las

# Para profundizar sobre criterios para intervenciones en el aula, se puede consultar Rodriguez
(2017).
5 Para profundizar sobre el tema, se puede consultar Abrate, Pochulu y Vargas (2006).
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descriptas verbalmente, pero son los argumentos deductivos los que permiten
validar las conjeturas planteadas.

Se podria cerrar esta actividad mostrando cémo se suelen describir las
transformaciones trabajadas usando lenguaje matemadtico y dejando claro que
esas descripciones no constituyen demostraciones. De esta manera, los alumnos
contarfan con la descripcién formal de cada transformacién, pero habiendo
realizado un recorrido que es de esperar los ayude en la comprensién de dichas
descripciones.

Consigna 3

La tercera consigna estd pensada para que las dudas y complejidades que hayan
surgido en el desarrollo de la actividad sean expresadas por escrito. El propésito
de la pregunta puede ser visto desde dos perspectivas, la del alumno y la del do-
cente. Para el estudiante representa volver y reflexionar sobre lo hecho, advertir
y tomar conciencia de los obstdculos que se le presentaron, y poder expresarlos
en palabras. Es decir, el alumno debe realizar un proceso de metacognicién.
Para el profesor representa conocer las dificultades a las que se enfrentaron sus
alumnos y que, posiblemente, sean diferentes de las que haya previsto.

Esto serd enriquecedor no solo para el alumno, sino también para el docente,
ya que le permitird comprender mejor los errores y dificultades que enfrentaron
sus alumnos, y los podrd tener en cuenta para el disefio de nuevas tareas.

Anilisis did4ctico en el marco del enfoque cognitivista

El enfoque cognitivista, como campo de la educacién matematica, estd basado
en una visién constructivista del conocimiento y tiene como rasgo distintivo
que busca determinar el funcionamiento cognitivo que subyace a los procesos
de pensamiento matemdtico. Desde ese lugar, centramos el andlisis en los textos
de Arcaviy Hadas (2003) y Duval (2016). Del dltimo autor consideraremos los
conceptos principales de su teoria sobre registros de representacién semidtica,
que fueron abordados de manera sintética por Colombano, Formica y Camos
(2012).

A diferencia de otras ciencias, en matemdtica los objetos no son directa-
mente accesibles si no es a través de sus representaciones semidticas. Por lo
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que las representaciones semidticas resultan absolutamente necesarias para
poder trabajar con ellos. Esto conlleva a lo que Duval (1993) llama paradoja
cognitiva del pensamiento matemdtico: por un lado, las representaciones posi-
bilitan la actividad sobre los objetos matemadticos, y por otro, el aprendizaje de
los objetos matemdticos no puede ser mds que un aprendizaje conceptual. La
imposibilidad de acceder de forma directa a los objetos matemdticos hace que
los estudiantes suelan confundirlos con sus representaciones semidticas, por
lo que la distincién entre un objeto y su representacién es fundamental para
el aprendizaje de la matemadtica. De acuerdo con Duval (2016), la paradoja
cognitiva permite plantear la siguiente hipétesis:

... la comprensién en matemdticas supone la coordinacién de al menos
dos registros de representacién semidtica. Y desde ya se puede plantear una
primera pregunta: jesa coordinacién de registros llega naturalmente a los
estudiantes en el contexto de la ensefianza matemdtica? (p. 77).

Esa pregunta estd vinculada a la primera consigna trabajada. La familia de
curvas que se genera al variar el pardmetro 4 de cada expresién algebraica po-
see caracteristicas gréficas matemdticamente relevantes. Para su resolucion, los
alumnos deben hacer uso de por lo menos tres registros de representacién, y la
coordinacién es fundamental para llegar a responder lo pedido. En el caso de
la resolucién sin tic , inicialmente los estudiantes deberdn lograr una efectiva
coordinacién entre los registros simbélico y numérico, para luego pasar al
registro grafico. Los alumnos que deciden resolver la consigna usando tic , en
principio no deberdn hacer uso del registro numérico, ya que las conversiones
entre los registros algebraico y grafico serdn realizadas por la aplicacién o soft-
ware que utilicen.

El uso de tic para la resolucién de la consigna lleva a los alumnos a reco-
rrer algunas de las etapas descriptas por Arcavi y Hadas (2003), como las de
visualizacién y de experimentacion. Dichos autores aseguran que los ambientes
computarizados dindmicos juegan un papel significativo en el aprendizaje de la
matemdtica siempre que estén acompafados por adecuadas pricticas de aula
y materiales curriculares.

Silos alumnos utilizan el software GeoGebra —con el que ya vienen traba-
jando—, las variaciones dindmicas del pardmetro £y las correspondientes familias
de curvas visualizadas en la pantalla, son ejemplos de conversiones mediadas
por tecnologia. De acuerdo con Fischbein (citado en Arcavi y Hadas, 2003), la
visualizacién “no solo organiza los datos disponibles en estructuras significativas,
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sino que también es un factor importante que orienta el desarrollo analitico
de una solucién” (p. 25).

Desde la visualizacién dindmica, los estudiantes van aprendiendo a experi-
mentar. Para cada expresion algebraica propuesta, los alumnos deben explorar lo
que ocurre en las gréficas asociadas si el pardmetro toma, por ejemplo, valores
extremos del intervalo propuesto, valores medios, etcétera. Como afirman
Arcavi y Hadas (2003), esa informacion obtenida desde la visualizacién puede
representar un paso para la enunciacién de conjeturas y generalizaciones.

Estando en esta etapa de experimentacion, los estudiantes deben ir reali-
zando conversiones del registro grafico al registro verbal para ir expresando las
hipétesis que van surgiendo. Esas conversiones no las resuelve la tecnologia y
su complejidad reside en no ser congruentes. Una conversién es considerada
no congruente cuando no es posible establecer una correspondencia término a
término entre las unidades significantes (simbolos, palabras o rasgos visuales) de
las dos representaciones semidticas que intervienen en registros diferentes. Como
dice Duval (2016, p. 85), “las conversiones no congruentes son para muchos
estudiantes una barrera infranqueable en su comprensién de las matemdticas
¥, por tanto, para su aprendizaje”. De esta manera, si para la resolucién de la
consigna hacen uso de tic , el registro verbal resulta ser el protagonista de toda
la actividad matemadtica, haciendo explicito un recurso que, a decir de Duval,
se tiende a marginar en la ensefianza, en la que se suele permanecer dentro de
los registros monofuncionales, como el gréfico y el simbdlico.

Como se mostré en la resolucion, es de esperar que los mayores obstéculos
se presenten al realizar las conversiones de las transformaciones no rigidas, por
ejemplo, desde la observacidn de las familias de curvas provenientes de las ex-
presiones £f(x) y f{kx). Respecto de cémo distinguir lo que es matemdticamente
relevante en el registro gréfico, Duval (2006) plantea:

La distincién visual de los graficos no es en manera alguna obvia, en par-
ticular cuando se ven muy similares en la forma y el contenido. De hecho,
la capacidad de distinguir lo que es relevante matemdticamente en cada
uno, depende de la construccién implicita de una red cognitiva (p. 87).

El tener que hacer un andlisis comparativo de las gréficas para visualizar las
diferencias entre los casos, observar y comprender que las expresiones alge-
braicas son diferentes o tener que recurrir a tablas de valores para confirmar
las diferencias, es una muestra de la complejidad en la distincién visual de la
que habla el autor.
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A medida que avanzan con el desarrollo de la actividad, los alumnos también
deben realizar diversos tratamientos en el registro verbal, al tener que ir mejo-
rando las descripciones realizadas por no mostrar de manera completa y correcta
las transformaciones observadas. Esto no es usual en las clases de matemadtica,
ya que se habla en lenguaje natural, pero se suele escribir en simbolos, “como
si las explicaciones verbales pudieran volver transparente cualquier tratamiento
simbdlico” (Duval, 2016, p. 75). En esta actividad el registro verbal estd pre-
sente durante todo su desarrollo, buscando que los alumnos no solo hablen,
sino también escriban en lengua natural, dejando en manos de la tecnologfa
los procedimientos algoritmicos. De esta manera, los estudiantes van desarro-
llando la expresion escrita, habilidad que, en general, no suele ser trabajada en
las clases de matemdtica, pero que es fundamental en la formacién docente.

Retomando el texto de Arcavi y Hadas (2003), queremos detenernos en
“la sorpresa” de la que hablan los autores y su posibilidad de promover un
aprendizaje significativo. Para que una actividad produzca sorpresa, se debe
realizar un pedido explicito de predicciones sobre la accién que los alumnos
estdn a punto de abordar, y esa anticipacion tiene que resultar contradictoria
respecto de lo que muestre la tecnologia utilizada. Como afirman los autores,
ese desconcierto “puede ser el detonador para nutrir la propia necesidad de
los estudiantes de reanalizar su conocimiento y predicciones, estableciendo las
oportunidades para un aprendizaje significativo” (p. 26). En la consigna pro-
puesta, se podria aprovechar el desconcierto que puede generar en los alumnos
los casos flx + k) y flxx - 4), habiendo ya experimentado con los casos f{x) + &
y flx) - k, agregando un pedido explicito para que los estudiantes anticipen lo
que creen que sucederd al trabajar con esos casos, previo a habilitarles el uso
de las tic para explorar.

Para el segundo punto de la consigna, los alumnos deben reconocer los
registros gréfico y verbal como registros que promueven el pensamiento y fa-
cilitan la construccién de conjeturas, pero no permiten demostrarlas. Si bien
no es objetivo de la actividad que los alumnos demuestren sus conjeturas, es
necesario que les quede claro que el sistema de representacién simbdlico —como
parte del lenguaje matemdtico—, constituye e/ registro a través del cual se pueden
formalizar las generalizaciones, como las que probablemente hayan llegado a
enunciar en el primer punto.

En relacién con las preguntas metacognitivas personales, propuestas en el
tercer punto de la consigna, las respuestas de cada estudiante pueden resultar
altamente significativas desde el enfoque abordado. La posibilidad de contar con
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informacién que le permita al docente conocer las dificultades que tuvieron los
alumnos al trabajar con registros, y lo que ain no llegan a comprender, es una
oportunidad para seguir trabajando desde nuevas tareas que busquen abordar
esas dificultades. Como plantea Duval (2016), creemos que el cambio de registro
de representacién es el umbral de la comprensién matemdtica en cada etapa
del curriculo, y es lo que buscamos poner en juego desde la tarea propuesta.
En concordancia con el autor, entendemos que el gran reto que tenemos como
educadores consiste en desarrollar en los alumnos la capacidad para cambiar de
registro de representacién, reconociendo que en la sociedad digital en la que
nos encontramos inmersos, las tic pueden ser grandes aliadas para ese objetivo.
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8. Una situacion para
introducir un estudio general
de las funciones homogrificas

Inés Casetta y Martin Chacon™

Introducciéon

En este capitulo presentamos una tarea, exhibimos sobre ella una resolucién
experta sin uso de tic y un abordaje con uso de las tic encuadrada en el
contexto. Finalmente, pretendemos analizar la actividad desde la teoria de
situaciones diddcticas (TSD). Dado que proponemos esta tarea como una
primera aproximacién de los alumnos al contenido en cuestién, encontramos
pertinente particularizar el andlisis sobre las situaciones de accién, formulacién
y validacién que Brousseau (2007) define.

Presentacién de la tarea

Contexto: Los estudiantes han trabajado con funciones lineales y, en gene-
ral, con funciones polinémicas. Factorizan polinomios y pueden identificar
conjuntos de positividad y negatividad usando el teorema de Bolzano. Estdn
acostumbrados a utilizar distintos softwares para graficar funciones particulares
y observar caracteristicas. Han trabajado, especialmente, en GeoGebra (ggb)
con la variacién de pardmetros en la férmula de funciones lineales y cuadraticas,

* I Casetta: Universidad Abierta Interamericana, Argentina.

M. Chacén: Universidad Nacional de General Sarmiento, Argentina.
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han explorado el estudio de estas funciones enlazando distintos registros de
representacion. Establecieron generalizaciones matemdticas validas para familias
de las funciones estudiadas. En el entorno dindmico usaron deslizadores. No
trabajaron con limites ni derivadas.

Para el trabajo con la consigna, proponemos que el docente entregue tini-
camente el primer item en el comienzo. Posteriormente, se hace una puesta en
comun para presentar el proceso de conjeturacién, argumentacién y andlisis a
cargo de los grupos. Luego, se entregaria el segundo item si acaso no hubiera
surgido lo que alli se propone. En caso de que el recorrido por los grupos o
parejas de trabajo evidenciara que algunos establecen relaciones entre el gréfico
y los pardmetros y otros grupos no, ajustarfamos con intervenciones elaboradas
a priori para propiciar dichas elaboraciones conceptuales.

Objetivo: Que los estudiantes elaboren conjeturas sobre caracteristicas de las
funciones racionales cuya expresion es un cociente de lineales.

Consigna: Consideren la expresion de la forma para nimeros reales
a, b, ¢, d. Justifiquen las respuestas:

*  ;Pueden establecerse condiciones sobre los pardmetros de la expresion
para estudiarla como funcién? ;Hay casos especiales? Si es asi, ;cudles
son? ;Cémo son los graficos?

* ;Encuentran alguna relacién entre los pardmetros y las caracteristicas
del grafico? Si es asi, ;cudles?

Resolucién experta sin TIC

Veamos caracteristicas de estas funciones.

Dominio natural

La expresion de la funcién es el cociente , por lo tanto, el denominador
debe ser distinto de 0. Ello ocurre para todo x distinto de - con ¢ = 0. En
caso de que sea ¢ = 0, 4 no puede ser 0, y no hay valores de x, para los cuales
el denominador sea 0. Notemos que, en este caso, se trata de las funciones
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lineales . No realizaremos un detalle del andlisis porque sus
caracteristicas son bien conocidas.

En esta familia de funciones, los pardmetros ¢ y 4 no pueden ambos a la
vez tomar el valor 0.

Si
Si

Imagen

En caso de que sea ¢ = 0, se trata de funciones lineales, de la forma
Si @ = 0, entonces se trata de funciones constantes, y por lo tanto la imagen
estard conformada por un Gnico niimero, 3 En caso de que 2 = 0, la imagen
estard conformada por todos los reales.

Si sucede que es ¢ # 0, podemos plantear para cudles y € R, la ecuacion
flx) = y tiene solucién con x € Dom(f).

Multiplicando ambos miembros por ex + d, que es distinto de 0, pues x = -2
no forma parte del dominio, tenemos:

ax+b =y (cx+d)
Distribuimos y, y reunimos los términos de variable x en un miembro, tenemos:
ax-cyx = -b+yd
Por propiedad distributiva de la multiplicacién respecto de la suma (realizada en
esta direccién es también conocida como extraccién del factor comin x), queda:
x(a-cy) = -b+yd

Sia - ¢y # 0, multiplicamos miembro a miembro por L y tenemos:
a=cy

Por lo tanto, para que la ecuacién tenga solucién, debe ser y # =. Esto nos dice
que, para cualquier valor de y distinto de %, existe un elemento del dominio
que lo tiene por imagen.

Por otro lado, en el caso de que ad = b, tenemos que ,
multiplicando y dividiendo respectivamente por & y por 4. Es decir, que la
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expresién del numerador es un “mdaltiplo” real del denominador. En ese caso,
vale . Es decir que f'es constante en el dominio indicado.
Finalmente, resumimos lo siguiente:

Continuidad

ax+b _ axgth

Sic =0, fes continua en x, € R, pues lim = =

= lur
wexg exdd yery d d

a ax+h _ axpth
[

Sic = 0, fes continua en x, € R- [— ], pues Jim 0=

Por lo tanto, en todos los casos fes continua en su dominio.

Extremos

Sic = 0, entonces, fes derivable en R y , que es distinto de 0 en caso
de que 2 = 0., por lo tanto, fno tiene extremos. Si ademds es 2 = 0, se trata
de la funcién constante de expresién

Sic = 0, entonces, fderivable en . Para que se veri-
fique ,debe ser ad = bc. Ahora bien, si esto se cumple, la expresion del
numerador es un “multiplo” real del denominador como hemos mencionado
al analizar la imagen de £ En ese caso, vale . Es decir que
fes constante en el dominio indicado. En otro caso distinto, f'no tiene ceros,
y; por lo tanto, fno tiene extremos.

En resumen, si ad = bc se trata de una funcién constante en su dominio y
en caso contrario, f no tiene extremos.

Crecimiento

Sic= 0yad= be entonces, f' conserva signo en cada funcién de la familia,
dado que , pues , para todo x = —% y el signo de ac - bees
el mismo para todo x. Por lo tanto, fes monétona en (~w,~%)y en , siendo,
o bien creciente en ambos intervalos, o bien decreciente en los dos.

Sic# 0y ad=bc, mencionamos que se trata de ,
constante en su dominio.
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Si ¢ =0, se trata de las funciones lineales de expresién y el
. . , . a
crecimiento estd dado por el signo de —.

Curvatura

Con ¢ = 0, tenemos que para todo x = —= Supongamos
ad # bc. Notemos que el signo de -2¢(ad - be) no depende de x. Yque (cx + d)®
cambia de signo en el mismo x que cx + 4. Y que, ademds, cx + 4, tiene distinto
signo a izquierda y a derecha de x = -% con lo cual, ftiene distinta curvatura
en los intervalos y

Asintotas

Con ¢ = 0 se trata de una funcién lineal no constante, a menos que sea 2 = 0.
Con ¢ # 0y ad = b, se trata de una funcién constante en

Con ¢ = 0y ad = be, tenemos lo siguiente.

Asintota horizontal

. ax+b a
lim =—

y—oo CX4+d c

Este tltimo paso es consecuencia de la regla de LHopital. Por lo tanto, ftiene
una asintota horizontal de ecuacién y = %

Asintota vertical

fees continua en su dominio, por lo tanto, el Gnico candidato es x = —% para el
caso en que — 2 no pertenezca al domino de f;
Sabemos que la condicién para la existencia de asintota vertical en x = x, es
que resulte +o0, —o0 0 o0 y es suficiente que sea uno de los limites laterales.
En nuestro caso, vale que
Notemos que ax + & = 0, pues si asi no fuera, es decir, si valieraax + 6 =
y dado que , tendriamos que
Comoc# Oresulta ~a-d+6-c=0.
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Luego bc = ad, y esto contradice las condiciones que estamos analizando.

Para terminar, notemos que —2 esraizde la expresién lineal del denomi-
nador y que no lo es del numerador, y que dado que ¢ = 0, la funcién lineal
del denominador es creciente o decreciente. Por lo tanto, en las cercanias de
—%, resulta que tiene distinto signo a izquierda y a derecha. Por lo tanto,
se cumple que:

lim  f(x)=+owy lim _f(x)=-wo ]iml__f'(x) =+eoy lim flx) = —e
(-9) x=(-%) =(-3) (-5

Simetria

Para mostrar simetria en el caso de que la gréfica no sea una recta (o parte de una)
podemos acudir a la geometria analitica. Si ¢ = 0y ad # bc, podemos mostrar
que la grafica correspondiente a la ecuacién es simétrica respecto de la
recta de ecuacién . Notar que esta recta tiene pendiente - 1y
contiene al punto (-2,%) que resulta ser el punto de interseccién de las asintotas.

es la matriz de simetria respecto de la recta indicada en
coordenadas homogéneas. Aplicada al punto genérico de la curva (en coorde-
nadas homogéneas) obtenemos el punto . Despejando x

en la igualdad de la primera coordenada y reemplazando en la igualdad de la
segunda coordenada, obtenemos la ecuacién que es equivalente a la
de la primera curva. Esto significa que al aplicar la simetria a los puntos de la
primera curva se obtienen puntos sobre la misma curva. Como la inversa de
la simetria axial es ella misma, resulta que ambas curvas son iguales y, por lo
tanto, la curva correspondiente a la grafica de las funciones cuya expresién es
de la forma con ¢ = 0y ad = bc es simétrica respecto de la recta de
ecuacion

Resolucién con TiC enmarcada en el contexto

Recordemos las preguntas:

172



8. Una situacién para introducir un estudio general de las funciones homogréficas

*  ;Pueden establecerse condiciones sobre los pardmetros de la expresion
para estudiarla como funcién? ;Hay casos especiales? Si es asi, scudles
son? ;Cémo son los graficos?

* ;Encuentran alguna relacién entre los pardmetros y las caracteristicas
del grifico? Si es asi, ;cudles?

La consigna propuesta y el contexto descripto nos hacen suponer que el uso de
tic estd totalmente habilitado. Probablemente, los alumnos usardn ggb o algtin
graficador. En caso de usar ggb, es posible ingresar la férmula de una funcién
y utilizar lo que se conoce como deslizador para los pardmetros. Segin el ma-
nual online de ggb , un deslizador es “una representacién grafica de un ndmero
libre o dngulo libre”, es decir que con el puntero del mouse podemos “mover”
el deslizador y algiin pardmetro asociado a este va cambiando de valores. Para
trabajar con esto, dependiendo de la versién, podemos directamente ingresar
en la barra de entrada f{x) = (a*x+6)/(c*x+d) y el software nos pregunta si crea
algtn deslizador para 4, b, ¢ y d'y aceptamos la sugerencia.

Un primer acercamiento para iniciar el andlisis puede ser mover los des-
lizadores. Esto remitird a encontrar rectas horizontales u oblicuas o curvas no
conexas de tipo hiperbélicas, o bien podrdn no encontrar ninguna traza en la
vista gréfica.

Presentamos un camino posible de los estudiantes, en las elaboraciones por
el uso de los deslizadores, y sus decisiones en lo matemdtico. Es probable que
decidan establecer una organizacién en dos grupos: A) La vista grfica presenta
rectas o ningln trazo; B) La vista grifica muestra dos curvas no conexas.

A) La vista grdfica en GGB nos muestra:

i. Ninguna traza. Es posible notar que esto sucede cuando los deslizadores
de ¢y d se detienen en cero, la expresién que muestra ggb es
dependiendo de la versién. Es posible que los estudiantes sepan que no
se puede dividir por cero y concluir que entonces, los valores de ¢ y d
no pueden ser simultdneamente cero.

ii. Una recta no vertical. Los estudiantes podrian emprender la bisqueda
de los valores de 4, b, ¢ y d de modo que la grafica resulte ser una recta.
Se puede probar con los deslizadores y es posible advertir que justo
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cuando ¢ se ubica en cero y los otros tres no son cero se ve una recta. Al
probar con las expresiones % o ==, es posible advertir que la ecuacién
corresponde a una lineal de la forma r(x) = respec-

tivamente.

iii. Rectas horizontales. Al mover los deslizadores es posible encontrar una
recta que parece horizontal. Al buscar los valores de a, 4, ¢y d, puede
ser complejo que los cuatro deslizadores en simultdneo determinen que
el grafico resulte ser una recta horizontal. Entonces, es posible que los
estudiantes piensen que si este fuera el caso es porque se trata de una
funcién constante. Como ¢y d no pueden ser cero, el cociente de linea-
les tiene que ser equivalente a un niimero para todo x. Es posible que
los estudiantes prueben algunos casos, por ejemplo:
=2 =5. Los estudiantes podrian advertir que las expresiones lineales

x+4

del numerador y del denominador difieren en un factor.

Una observacién en (iii): la falta de definicién del dominio junto con las limi-
taciones del entorno para mostrar el “agujero” en el punto de abscisa x para el
que no se define f{x) necesita ser confrontado con la elaboracién analitica. Si no
surgiera esta cuestién, nos parece prudente avanzar sobre el caso (B), sabiendo
que en las curvas no conexas se manifiesta mds claramente la necesidad de
modificar el dominio.

Luego de los acuerdos, se inicia un nuevo proceso de trabajo sobre la con-
signa, con condicionamientos en los valores de los pardmetros.

Suponemos que luego de las elaboraciones en (A) se modificard la consigna,
de modo que estén en condiciones de estudiar el caso (B): curvas no conexas.
Entendemos que los estudiantes tienen claro que el denominador debe ser
distinto de cero, pero puede ser que atin se centren solo en los valores ¢y 4
representados por los deslizadores.

Si atn no identificaran que el denominador puede anularse por el cero de
ex + d , para el cual no estd definida la funcién, es probable que aceptemos,
como parte de sus saberes en construccién, que estudien las funciones f: R - R.

B) La vista grdfica muestra dos curvas no conexas

Pensamos una posible presentacién de los alumnos. Si en la vista grafica de ggb
encontramos “dos” curvas, podemos probar variando los deslizadores. Para ver
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el efecto de cada uno, es ideal probar los cambios variando no todos a la vez.
También es posible simplificar el andlisis dejando uno de los pardmetros con
el valor 0. Por ejemplo, al dejar el pardmetro 2 = 0, “eliminamos” la variable
x del numerador.

Presentamos a continuacion algunas posibles conjeturas que los estudiantes
podrian proponer al trabajar con la consigna. Las organizamos por casos, en
funcién de elecciones sobre los valores de los pardmetros. Es esperable que su
formulacién presente las imprecisiones propias de quien se estd aproximando
a un tema.

Entendemos que hay dos rasgos de las curvas que surgirdn en todos los
casos: que se obtiene una curva que no es conexa y la simetria entre sus ramas,
expresado probablemente de un modo informal: se trata de dos curvas, las
curvas no se tocan, la grafica estd separada en “dos ramas”, hay dos partes que
no se tocan, hay simetria sin dar precisiones respecto de qué, etcétera. Evitamos
repetir esta anticipacién en los ejemplos que siguen.

Caso 1

a = 0, b pardmetro variable distinto de 0, ¢ y 4 fijos y distintos de cero.

En ggb se puede mostrar el rastro para ver muchos ejemplos con distintos
valores de 4. Es posible observar la diferencia entre & > 0y 4 < 0. Las siguien-
tes capturas muestran la pantalla de ggb en cada uno de estos dos casos con
c=2yd=6.
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Figura 1. Captura de pantalla del rastro (2 = 0, ¢ = 2,d = 6y b > 0)

Figura 2. Captura de pantalla del rastro (2 = 0,¢ = 2,d = 6y b < 0)
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Algunas conjeturas posibles en este caso pueden ser:
* Si 4> 0, con valores de & cada vez mds grandes (tienden a + o) las
ramas se alejan entre ellas.

e Si b <0, con valores de & cada vez mds chicos (tienden a - oo ) se
repite el alejamiento entre las ramas.

* Lacurva no cruza el ¢je .
*  Una rama cruza el ¢je de ordenadas, y cambia el punto del cruce

cuando se desliza b.

Cabe aclarar que el cuadrante en el que aparecen las ramas de la grafica respecto
de las asintotas no depende solo del signo de 4. Esto podria no ser advertido
por los estudiantes si solo prueban con un caso para ¢y 4 fijos. Para advertitlo,
deberian también probar con valores negativos. Es posible proceder de la misma
forma en otros casos.

Caso 2

a = 0, ¢ pardmetro variable distinto de 0, & y d fijos y distintos de cero. La
siguiente es la captura de pantalla de ggb para este caso con & = 3y d = 2.

Figura 3. Captura de pantalla del rastro (2 = 0,6 =3y d = 2)
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Algunas conjeturas que pueden obtenerse.

Caso 3

Sic¢> 0, con valores de ¢ cada vez mds grandes (tienden a +0), las ramas
se aproximan entre ellas.

Si ¢ <0, con valores de ¢ cada vez més chicos (tienden a -), se repite
la aproximacién entre las ramas.

No existe interseccién con el eje de abscisas, lo que muestra que no
tiene ceros o raices.

Corta al eje de ordenadas, y si variamos ¢ no se modifica la interseccion
con el eje de ordenadas.

La interseccién de la grifica con el eje de ordenadas parece ser el
punto . Es posible convencerse de esta conjetura variando &y 4.
Ademds, es posible chequearlo analiticamente en forma general sin
mayores esfuerzos.

a = 0, d pardmetro variable distinto de 0, & y ¢ fijos y distintos de cero. La
siguiente captura muestra este caso con b = 5y ¢ = 2.

Figura 4. Captura de pantalla del rastro (2 = 0,6 = 5y ¢ = 2)
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Posibles conjeturas.

*  dhace que las ramas se desplacen horizontalmente, y es posible notar
que varia el valor en el que las ramas no se conectan (el valor fuera del
dominio). Ese valor cambia en x, se desplazan las ramas y con ellas se
desplaza el valor de la separacién.

*  No existe interseccién con el eje de abscisas, lo que muestra que no
tiene ceros o raices.

* Aqui es posible confirmar que el punto de interseccién es

Caso 4

a, pardmetro variable distinto de 0; b, ¢ y 4 fijos y distintos de cero. La siguiente
es una captura con los valores fijos 6 = 4, c = 5yd = 9.

Figura 5. Captura de pantalla del rastro (b = 4,¢ = 5yd =9)

179



Inés Caset tay Mar tin Cha cén

Posibles conjeturas.

* 4 hace que las ramas se desplacen verticalmente, y el valor en el que
las ramas no se conectan es el que da cero en el denominador, que en
este caso es fijo.

*  Existe un punto de interseccién con el ¢je x que cambia al mover 4. Si se
marca el punto en la vista grafica se observa el cambio, se mueve sobre
el eje x en una rama y luego en la otra. El punto es el cero o raiz, se ve
también el cambio en la vista algebraica al mover 4, pero para conocerlo
en forma exacta es necesario realizarlo analiticamente. Esto no supone
mayor complejidad, dado que un cociente es 0 si el numerador lo es y
el denominador no. Para este tipo de funciones dard x = —2.

* La grifica corta al eje y en el mismo punto para todos los casos. Esto
es coherente con lo visto anteriormente, teniendo en cuenta que el
punto es

* Elvalor de # para el cual las ramas de las curvas cambian de cuadrante
(respecto de las asintotas) no es 0. Es posible advertir que a medida
que los valores de @ se acercan a un cierto niimero las ramas se acercan
a las asintotas. Ademds, hay un valor de # para el cual la grifica que se
observa es una recta horizontal. Se puede conjeturar que el valor de 2
para el cual las ramas cambian de cuadrante (respecto de las asintotas)
es el que hace que las expresiones del numerador y denominador de la
funcién resulten ser “multiplo”.

Hasta aqui hemos presentado probables procesos de los alumnos en forma de
conjeturas, ensayos, comprobaciones visuales basadas en el entorno dindmico
y algunas hipétesis. La forma en que los estudiantes pueden formular estas
conjeturas puede variar considerablemente respecto de la formulacién que
nosotros realizamos aqui.

Entendemos que en esta propuesta el uso de ggb u otro entorno similar
permite potenciar los procesos de conjeturacién de los estudiantes. La posibi-
lidad de trabajar con los valores de los pardmetros simultdneamente, elegir sus
combinaciones y los extremos de variacién habilita un andlisis del cociente de
lineales que quedaria limitado sin el recurso. En ese sentido, creemos que el
entorno aporta al trabajo matemdtico del alumno. Por otro lado, resaltamos
que el recurso tiene sus limitaciones, por ejemplo, en el momento de (no)
mostrar los “agujeros” en las gréficas o los valores exactos en algunos casos.
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Esto hace que sea necesaria la vuelta al papel y ldpiz. Es importante destacar
que es muy posible que el estudiante no advierta estas limitaciones y que el
docente es quien deberd arbitrar los medios para ponerlas en evidencia y que
sea posible su contrastacién.

Anailisis de la actividad desde la mirada de la TSD

Posicionados en este modelo teérico proponemos un andlisis de la consigna
enlazada con las probables elaboraciones de los alumnos. La TSD es una de las
lineas did4cticas de mayor abordaje en la formacién de profesores, sin embargo,
si el lector necesitara revisar sus conceptos le sugerimos la lectura del capitulo 1
de Pochulu y Rodriguez (2015).

Los datos que surgen de las posibles anticipaciones de resoluciones de
la consigna propuesta, con y sin tic , hace que no sea pertinente considerar
algunos elementos tedricos de la TSD (por ejemplo, los que solo pueden verse
en clases, contrato didictico, adidacticidad, institucionalizacién, entre otros).
En cambio, consideramos posible seleccionar para el andlisis las situaciones de
accién, formulacién y validacion y el concepto de medio.

Es importante que dejemos constancia de que las tres situaciones recién
mencionadas, tal como las define Brousseau (2007), conforman un modelo
tedrico que permite analizar o explicar parte de lo ocurrido en una clase, asi
como son elementos para planificarla. Sin embargo, al observar el trabajo real
de los alumnos podremos encontrarnos con que: no es claro en cudl de las si-
tuaciones estdn, hay solapamientos entre ellas, alguna estd ausente, hay avances
y retrocesos entre ellas, etcétera.

La consigna propone un estudio, el de cociente de lineales, como una
relacién en la que fue necesario establecer condiciones para que una expresion
se establezca como la ley de correspondencia de una funcién. Advertimos que
intencionalmente no definimos la terna de la funcién para que el alumno se
vea obligado a proponerla.

La resolucién experta aborda como primer concepto el dominio natural,
en el reconocimiento de que una ecuacion en la que la variable dependiente
resulta cociente de expresiones lineales es uno de los elementos de una funcién
si se identifican los conjuntos dominio y codominio.

Analicemos ahora las probables elaboraciones de los alumnos en relacién
con la necesidad matemdtica de definir el dominio. Iniciamos con las agrupadas
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en (A). Por tratarse de las primeras posibles interacciones del alumno con el
problema, decidimos vincularlo con el concepto de situacién de accién: en la
situacion de accion el alumno pone en didlogo los conocimientos que posee y
los reorganiza para interpretar la propuesta (ver el capitulo de Barreiro y Casetta
en Pochulu y Rodriguez, 2015). Presentamos en forma de tabla informacién
que utilizamos en el andlisis. En ella, el lector podrd encontrar dos planos de
trabajo. Las primeras columnas refieren al juego dindmico entre la accién del
alumno sobre el entorno, los conocimientos que pone en juego y las relaciones
que logra producir. En otro plano, la tltima columna contiene una interpre-

tacion en términos de la teorfa.

Tabla 1. Datos para el anilisis

Datos

Conocimientos

Relacién
establecida

Interpretacién

- No encuentra ningtin grafico
mediante la manipulacién de

- La divisién no es
posible si el divisor

- Asegura que ¢y
d no pueden ser

En este caso, el trabajo
realizado habilité

vertical en la manipulacién de
los deslizadores.

- Identifica que el deslizador de
cestd en cero y el resto de los
valores distintos de cero.

del registro para
ejemplificar los
casos.

¢ = 0 se obtiene
una funcién lineal.

deslizadores. es cero. simultdneamente | adjudicar condiciones

- Identifica que los deslizadores | - El dominio cero. para los pardmetros, pero

de ¢y d estén en cero. en las funciones no produjo la advertencia
polinémicas es el sobre la modificacién del
conjunto de los dominio respecto de las
ndmeros reales. funciones polinémicas.

- Encuentra una recta no - Modificacién - Asegura que si En este caso, restringe los

valores inhabilitando un
valor para un pardmetro.

- Encuentra rectas horizontales
en la vista grafica.

- Restriccién en la
manipulacién de los
deslizadores para obtener
distintas rectas horizontales.

- La funcién
constante.

- Elaboracién
de ejemplos con
condiciones.

- El cociente

de expresiones
lineales
equivalentes entre
si es una funcién
constante.

En este caso, la
restriccién estd dada por

ax + b = k(cx+d), k € Z.

El problema después de este primer acercamiento ha sido modificado por la
necesidad de descartar casos segtn los valores de los pardmetros. Es importante
identificar que se trata de una manifestacién del medio.

Siguiendo las elaboraciones de Sadovsky (2005), el medio es considerado
como el o los problemas propuestos, junto con un conjunto de relaciones esen-
cialmente matemdticas que se modifican a medida que el alumno avanza en la
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produccién de conocimiento y transforma asi la realidad con la que interactda.
Estas modificaciones que surgen al realizar trabajo matemdtico le imprimen al
medio un aspecto dindmico que es de nuestro interés resaltar aqui y es donde
focalizamos en los anilisis que incluimos a continuacién.

Recordemos que la consigna propone estudiar el cociente de funciones
lineales. En cada interaccién del alumno con ella, este aporta saberes y con-
cepciones que en su reorganizacion le permiten interpretarla y lo conducen
a descartar casos segin los valores de algunos pardmetros (A). El medio se
ha modificado porque en el juego de interacciones, el problema ahora tiene
condiciones habilitadas por ellas. Queda constancia de esto en el mismo
apartado cuando se hipotetiza: “Luego de los acuerdos se inicia un nuevo
proceso de trabajo sobre la consigna, con condicionamientos en los valores
de los pardmetros”.

Avanzando en las posibles elaboraciones de los alumnos, encontramos
nuevas interacciones con el medio, analizaremos sobre ellas la situacién de
formulacién ([B]1, 2, 3, 4).

En la situacion de formulacién el alumno elabora conjeturas basadas
en las acciones sobre el problema y necesita comunicarlas. Esto le exige
formular explicitamente las ideas que derivan de la confrontacién de los
conocimientos implicitos y el medio. Modifica, reelabora y crea un lenguaje
(ver el capitulo de Barreiro y Casetta, en Pochulu y Rodriguez, 2015). En la
siguiente tabla es posible observar el proceso dindmico de la formulacién.
El alumno, a través del lenguaje, despliega la intencién de poner a dispo-
nibilidad las elaboraciones propias y simultdneamente el paso por distintas
etapas de conjeturacidn.
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Tabla 2. Proceso dindmico de formulaciéon

Concepto Proceso de formulacién

Sic=0,

La grafica estd
separada en dos
ramas, no se
tocan.

Notamos que varia el valor
en el que las ramas no se
conectan.

No puede trazarse una
Ginica curva, se marca una
que se acerca, sin llegar al
valor que deja en cero el
denominador y después se
traza otra del lado opuesto
a una linea que pasa por
ese valor.

Inexistencia de
ceros en la funcién:
cociente de lineales.

La curva no cruza
al ¢je x.

No existe interseccién con
el eje de abscisas.

O sea, no tiene ceros o
raices.

Existencia de ceros en
la funcién: cociente

de lineales (2).

Existe un punto
de interseccién
con el eje x, pero
cambia al mover
a.

Si se marca el punto en la
vista grfica se observa el
cambio, se mueve sobre el
eje x en una rama y luego
en la otra. El punto es el

Se ve también el cambio
en la vista algebraica al
mover 4. Si lo querés
saber exacto, tenés que
igualar a cero.

cero o raiz.

En este sentido, la primera fila muestra el avance hacia identificar el dominio
de la funcién distinto de R, la existencia de asintota vertical de la funcién, la
continuidad de la funcién.

En la fila 2, respecto de los ceros de la funcidn, el lenguaje avanza desde leer
de manera directa lo que muestra la vista gréfica de ggb, elegir terminologia
especifica hasta aclarar con nombre y concepto la inexistencia de ceros o raices
de la funcidn en las condiciones estudiadas ([B] 1, 2, 3).

Finalmente, en la fila 3, respecto de ceros o raices, elabora mensajes para
especificar su existencia segtin el valor de un pardmetro, vincular registros y
anticipar la necesidad del cdlculo algebraico para obtenerlo ([B] 4).

En la situacion de validacion, el alumno queda inmerso en un intenso proceso
de comunicacién, la presentacion de las conjeturas, de los argumentos propios,
de responder a las refutaciones, de reformular al aceptarlas, para establecer
finalmente la verdad o falsedad de sus elaboraciones.

El trabajo que presentamos con las hipétesis de elaboraciones de los alumnos
no habilita a realizar un andlisis de la situacién de validacién. Sin embargo,
nos interesa mostrar lo que hemos identificado como acciones del alumno que
tendrdn implicancia en la validacién y que entendemos pueden pensarse en el
solapamiento de las situaciones.
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En la siguiente tabla proponemos ejemplos de acciones que entendemos
estdn implicadas en el proceso de validacién. Nos referenciamos en el trabajo
de Barreiro, Falsetti, Formica, Marino y Mellincovsky citado en el capitulo 1 de
Pochulu y Rodriguez (2015). Los autores sostienen que existen determinadas
acciones del alumno que constituyen un proceso hacia la validacién.

Tabla 3. Ejemplos de acciones del proceso de validacién

Proposicién Acciones
Si & > 0, con valores de & cada vez mds grandes Generaliza por observar una
(tienden a + o) las ramas se alejan entre ellas. regularidad.

Si b < 0, con valores de & cada vez m4s chicos (tienden
a - o) se repite el alejamiento entre las ramas.

((B] 1)

No existe interseccién con el eje de abscisas, lo que Formula un razonamiento simple.
muestra que no tiene ceros o raices. Propone el contrarreciproco de: si
([B] 3) la funcién tiene ceros o raices en su

dominio, entonces la curva interseca
al eje de abscisas.

El punto es el cero o rafz, se ve también el cambio en | Reconoce que las herramientas

la vista algebraica al mover a pero si lo querés saber empleadas no son suficientes
exacto tenés que igualar a cero. para garantizar la validez de esta
([B] 4) proposicién. Inclusive en este caso

sabe qué necesita para ello.

Hemos adaptado en la fila 1 la categoria A4, pero entendemos que esta ma-
nifestacion es precedida por otras acciones; por ejemplo, hacer ensayos (A1)
(consideramos aqui la denominacién de las acciones de validacién Al, A2,
etcétera. que pueden verse en Pochulu y Rodriguez, 2015).

En la fila 2 utilizamos la categoria A21, que ha sido precedida por la ob-
servacién de la vista grafica junto con la manipulacién de los deslizadores que
resultan indicadores de ensayos, de ejemplos (A1, AG).

En la fila 3 la categoria A22, la interpretamos como una accién que es
anticipatoria de la necesidad de buscar elaboraciones que garanticen la validez
y ademds enuncia la herramienta que serd necesario utilizar. Se expone también
aqui el dar explicaciones (Al).
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Reflexiones finales

En este capitulo hemos intentado trabajar el cociente de lineales, para avanzar,
entre otras cuestiones, en las condiciones de la terna que define la funcién. Se
trata de una eleccién por pensar la disrupcion respecto de tener rutinizado el
dominio Ry las gréficas conexas.

Consideramos la resolucidn experta como parte del cuerpo de saberes ha-
cia el que el alumno avanzard en un proceso que nosotros pretendemos como
auténomo.

Dentro de ese proceso nos propusimos inicamente el primer acercamiento,
con una consigna que dé la oportunidad de trabajar con elaboraciones propias
y en este caso con un recurso tic que potencie las indagaciones, las conjeturas
y sea un apoyo para elaborar argumentaciones sobre ellas.

En el anilisis bajo la linea de la TSD hicimos centro en las situaciones de
accién y formulacién pues se manifestaban con cierto énfasis en la propuesta
de elaboraciones de los alumnos utilizando ggb . Nos pareci6 pertinente hacer
referencia a las manifestaciones del medio, y a las sucesivas modificaciones a
raiz de las vinculaciones del alumno con el o los problemas. Esto nos permite
enfatizar un rasgo del concepto de medio, que es su dindmica. Finalmente, nos
resulté relevante pensar en algunas acciones para el proceso hacia la validacién,
tanto por el aprendizaje del alumno en torno a la argumentacién como para el
docente que hace un registro mental para acompanar al alumno a proponerlas
en las discusiones grupales si acaso no las tuviera presentes o las descartara sin
someterlas a la mirada de sus companeros.

Con la tarea propuesta solo pretendemos ejemplificar la potencialidad de
exploracién, conjeturacién y validacién en conjunto con un uso pertinente y
significativo de las tic de una consigna del estilo a la dada. Para aprovechar la
riqueza debe estar enmarcada en una propuesta de ensefianza que la potencie.
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9. Repensar la practica docente
haciendo uso de la tecnologia

Una visién socioepistemolégica

Patricia Leston y Daniela Veiga™*

Introduccién

El uso de recursos tecnoldgicos en nuestras clases da la posibilidad de enriquecer
el trabajo matemadtico de nuestros alumnos sin importar el nivel educativo en
el que nos estemos desempenando. Existen, actualmente, una diversidad de
herramientas que promueven el uso de distintas estrategias y se ajustan a todas
las necesidades y posibilidades. Desde el trabajo on/ine hasta una infinidad de
software o aplicaciones libres y gratuitas a las que se puede acceder fécilmente
desde cualquier computadora, incluso desde los celulares.

La construccion de conocimiento se ve influenciada por una sociedad en la
que la tecnologfa se encuentra al alcance de la mano y la exploracién tecnolégica
forma parte de habilidades que los ninos desarrollan desde edades tempranas.
Partiendo de esta realidad, los docentes tenemos frente a nosotros el desafio de
incluir el uso de estos recursos de manera significativa. Nos vemos en la nece-
sidad de repensar nuestras practicas docentes con la finalidad de optimizar los
procesos de ensefianza y aprendizaje haciendo un uso inteligente de la tecnologfa.

* P Leston: Instituto Superior del Profesorado Joaquin V. Gonzélez, Argentina.

D. Veiga: Instituto Superior del Profesorado Joaquin V. Gonzilez, Argentina.
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Al respecto, el rol del docente resulta fundamental. Si bien, su trabajo se
ha transformado y redefinido con el correr del tiempo, el mismo sigue siendo
clave en la construccién de los conocimientos. Es el docente el que debe decidir
cuando promover el uso de las herramientas informdticas, cudles utilizar, en qué
contextos, con qué finalidad y sus intervenciones, al igual que las actividades o
problemas que proponga, pueden derrumbar cualquier objetivo si no son cui-
dadosamente pensados y gestionados. No se trata de proponer viejos problemas
para resolver con modernas tecnologias. Se trata de repensar y redefinir nuestra
tarea como docentes, como mediadores en la construccién del conocimiento.
Cuando un docente logra dar este gran paso, se apropia del trabajo de su clase,
se aduena de las estrategias Optimas y las adapta a su entorno, estamos frente
a una nueva figura, un docente empoderado, capaz de dar respuesta a las pro-
blemdticas que se reflejan en sus aulas.

En esta oportunidad, presentamos una actividad que pone en juego dos
cuestiones: por un lado, representa un problema cuya resolucién involucra
un uso significativo de algtin recurso tecnoldgico, esto es, su uso representa
una ventaja con respecto a otro tipo de resolucién algebraica o analitica (si es
que existiera); por otro lado, en términos de la linea socioepistemoldgica, no
introduce un saber nuevo, sino que resignifica lo que ya se sabe acerca de los
conceptos que se involucran dando lugar a lo que se denomina la problema-
tizacién del saber.

Presentacién de la tarea

Contexto: El problema que se presenta a continuacién se basa en un trabajo de
Cantoral y Montiel (2001) y estd pensado para ser trabajado con alumnos avan-
zados de la carrera de profesor de matemdtica ya que se requieren conocimientos
previos de funciones polinémicas y manejo de diversos recursos tecnoldgicos.

El enunciado estd cuidadosamente pensado para no dar mds informacién
de la que el alumno necesita para la resolucién. Como el problema estd dirigi-
do a un publico que dispone de conocimientos suficientes de andlisis, dlgebra
y recursos tecnoldgicos confiamos en que no se presenten obsticulos en la
comprensién de la consigna. Asimismo, dada la simplicidad de la misma, es de
esperar que ripidamente se asuma un rol activo en la resolucién comenzando
con la exploracién de diversas alternativas.
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La resolucién del problema invita al trabajo grupal y colaborativo ya que la
exploracién de alternativas enriquece la mirada y da la posibilidad al debate con
argumentaciones que pueden ser refutadas o avaladas a partir del intercambio
entre pares. De todas formas, también se puede pensar en una primera instancia
de exploracién individual que permita apropiarse de la situacién para luego,
participar del trabajo grupal.

Objetivo: El objetivo que nos proponemos alcanzar con su resolucién es resig-
nificar el saber matemidtico asociado al producto de funciones lineales haciendo
uso de los recursos tecnoldgicos como medios de exploracién y formulacién
de conjeturas.

Consigna:

Parte 1

Dada la siguiente pardbola obtener la grifica, de la forma mds precisa posible,
como producto de dos funciones polinémicas, no cuadrdticas. ;Existe una dnica

posibilidad? Justificar.

Parte 2
A partir de lo realizado en la parte 1, responder a las siguientes preguntas:

a) ;Qué tipo de funciones polinémicas se deben multiplicar para obtener una
funcién cuadrdtica? Explicar todas las condiciones que deben cumplirse y
detallar las restricciones, en caso de existir.
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b) En caso de querer obtener una pardbola con dos raices positivas distintas y
céncava hacia arriba, ;qué caracteristicas tendrdn las funciones que intervienen
en el producto?

¢) En caso de querer obtener una pardbola con una sola raiz positiva y cdncava
hacia abajo, ;qué caracteristicas tendrdn las funciones que intervienen en el
producto?

d) ;Cualquier pardbola podrd obtenerse como producto de otras funciones
polinédmicas no cuadrdticas? Explicar.

Resolucién de la consigna

Como lo que se busca es el producto de dos funciones polinémicas no cuadré-
ticas, es sencillo deducir que dichas funciones deberdn ser lineales. Probable-
mente, a esta altura, el lector encamine su bisqueda a través de la expresién
factorizada de la pardbola. Sin embargo, la naturaleza de la consigna descarta,
casi inmediatamente, la posibilidad de una resolucién algebraica dado que, al
no disponer de una escala, no es posible obtener ningtin dato (exacto o apro-
ximado) que permita hallar la expresién algebraica de la misma.

Seguramente, quien haya iniciado la exploracién de alguna estrategia de
resolucidn, ya esté en condiciones de afirmar que se requiere hallar la pendiente
y la ordenada de dos rectas, cuyo producto sea la funcién cuadritica dada.
Algebraicamente, podemos sostener que estamos buscando dos funciones de
expresiones f; = ax + b,y f= ax + b, de tal forma que:

ax’ + bx + ¢ = (ax+ b)(ax+b,), paraa, by c que se consideran fijos.

A esta altura, un lector experimentado en conocimientos bédsicos de las funcio-
nes cuadrdticas, no tendra dificultades para argumentar que las dos funciones
lineales que se buscan tendrdn por raices a las raices de dicha pardbola. Esto
es facil comprenderlo desde el punto de vista algebraico ya que las raices de la
funcién cuadritica son aquellos valores de su dominio para los cuales se verifica
que f{x) = 0, por lo tanto, esos mismos valores deberdn anular el producto de
las dos funciones lineales:

(ax+b)ax+b)=0

Ahora bien, para que este producto sea igual a cero, alguno de sus factores deberd
ser igual a cero. Por lo tanto, puede ocurrir que 2 x + b, = 0 0 ax + b, = 0. De
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cualquier forma, las soluciones de estas ecuaciones son las raices de cada una
de las funciones lineales.

En este punto, si bien se ha dado un gran paso en la resolucién, atin no se
ha llegado a dar respuesta a la consigna, pues no alcanza con conocer las raices
de las funciones lineales ya que dentro de la infinidad de rectas que contienen a
estas raices no todos los productos de estas rectas dardn por resultado la pardbola
dada en el enunciado. Por lo tanto, serd importante determinar las pendientes
adecuadas de esas rectas para obtener el producto buscado.

Por ejemplo, en las figuras 1, 2, 3 y 4 todas las rectas representadas compar-
ten sus raices con las raices de la pardbola. Sin embargo, no podemos determinar
con precision cudles de ellas, al multiplicarlas, dan por resultado la grafica dada.

Figura 1. Rectas que comparten raices con las de la cuadrética

En un primer anilisis, ya se pueden ir anticipando algunas condiciones y des-
cartando otras. Por ejemplo, las rectas representadas en la figura 1, sabemos
que no pueden ser las buscadas pues entre las raices x, y x, las imdgenes de la
funcién £, son positivas y las de f, son negativas; por lo tanto, el producto de
ambas serd negativo, pero, en ese intervalo la pardbola estd por arriba del eje x
(funcién cuadritica positiva). El lector comprenderd rdpidamente que el mismo

andlisis se podria haber realizado en otros intervalos convenientemente elegidos.
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Figura 2. Rectas y pardbola comparten raices

Figura 3. Rectas y pardbola comparten raices

Figura 4. Rectas y pardbola comparten raices
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Sin embargo, al analizar los gréficos de las figuras 2, 3 y 4, ya no resulta tan
evidente cudles son las rectas buscadas. A esta altura, se advierte la necesidad de
buscar otra estrategia de resolucién que permita llegar con la precisién pedida
en el enunciado vy, al respecto, los graficadores matemadticos constituyen una
herramienta que facilita la exploracién de diversas posibilidades en un periodo
de tiempo muy breve y, al mismo tiempo, seleccionando el recurso adecuado
se podrd arribar a la solucién buscada con una precisiéon mucho mayor que la
que podriamos arribar esbozando gréficos en un papel.

Es posible que para su resolucién se usen diversos recursos tecnoldégicos ya
que el enunciado no indica ninguno en particular. Al respecto, las autoras de
este trabajo elegimos trabajar con GeoGebra, ya que este software permite tras-
ladar o “calcar” el gréfico de la consigna en la pantalla del graficador y, a partir
del mismo, es posible hallar con gran precisién una curva que se aproxime a la
misma. Para esto, serd necesario hacer una captura de pantalla del grifico de la
consigna, con la opcién imagen de la barra de herramientas es posible cargar esta
imagen en el GeoGebra. Luego, eligiendo el ment propiedades y sefialando la
pestafa color se disminuye la opacidad adecuadamente y la imagen se volverd
casi transparente, de esta manera, podremos situar los ejes con precisién.

Seguidamente, marcamos tres puntos en la pardbola con el mouse. Usando
la herramienta “Polinomio”, con la lista de los tres puntos marcados, veremos
que la curva se ajusta a una pardbola. En este punto, es importante detenerse
en un aspecto no menor y que puede resultar muy interesante en el momento
de formular argumentaciones, ;qué papel juegan las escalas de los ejes en la
resolucién de este problema? ;Constituyen una variable a analizar? ;De qué
manera intervienen o pueden interferir en la busqueda de la solucién? Estos y
otros interrogantes que pueden surgir al momento de la resolucién no deben
dejarse pasar, sino que forman parte de la riqueza de la actividad planteada.
Como siempre, en un contexto escolar, serd el docente quien decida cémo
gestionar sus intervenciones para orientar a sus alumnos en la busqueda de
las respuestas. Nuestra sugerencia es que los alumnos aprovechen el recurso
del que disponen para poder explorar diversas posibilidades que les permitan
arribar a conclusiones.

Luego, haciendo uso de las herramientas del GeoGebra, es posible deter-
minar las raices de la pardbola ya que son elementos necesarios para el estudio
de las funciones lineales buscadas. A continuacién, como puede verse en la
figura 5, se pueden construir dos rectas que pasen por cada una de las raices de
la funcién cuadrética asignando un deslizador diferente para cada una de sus
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pendientes. Esto permitird la exploracién de diversas posibilidades en cuanto
al producto buscado.

Figura 5. Deslizadores para las rectas que comparten raices con la
parabola

Si bien esta tarea puede resultar sencilla para cualquier persona experimentada
en herramientas bésicas del GeoGebra, es posible que se encuentren con alguna
dificultad al momento de visualizar el producto de las funciones lineales. Esto
se debe a la forma de notacién de las funciones ingresadas. Es importante que,
cuando se trabaje con las rectas, se utilice la herramienta “Funcién” y no con la
herramienta “Recta”. De esta manera, se podrd visualizar el producto de ambas.

Al ingresar el producto de ambas funciones, el lector podra explorar répi-
damente diversas variaciones de las pendientes realizando los ajustes necesarios
para hallar la pardbola pedida inicialmente. En el gréfico de la figura 6, y ha-
ciendo abuso del lenguaje, podemos decir que se puede visualizar el producto
de las rectas en la funcién representada con linea punteada que, claramente no
se trata de la solucién pedida.
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Figura 6. Producto de rectas

Esta misma exploracién, les permitird concluir rdpidamente que la respuesta al
problema no es tnica, sino que, por el contrario, existen infinitas posibilidades.
Es necesario apreciar que, al no indicarse una escala en el enunciado, la funcién
cuadrdtica puede ser otra. Para enriquecer atin mds el problema planteado, una
vez mds, serd el docente quien decida cdmo gestionar sus intervenciones; sin
embargo, sugerimos que se les pida la elaboracién de algtin argumento que fun-
damente esta respuesta. Es de esperar que sus alumnos, mediante la exploracién,
arriben a la conclusién que el producto de ambas pendientes debe coincidir
con el coeficiente principal de la pardbola. Por esta razon, las soluciones serin
infinitas. Para esto, también pueden usarse las herramientas del GeoGebra que
permiten ir comparando la variacién del producto con el valor del coeficiente
principal como puede observarse en los gréficos de las figuras 7 y 8.
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Figura 7. Variacién del producto de las pendientes y coeficiente

principal

Figura 8. Variacién del producto de las pendientes y coeficiente

principal

198



9. Repensar la préctica docente haciendo uso de la tecnologia

Respecto de la segunda parte del problema planteado se espera que, a partir de
la exploracién realizada, se puedan arribar a conclusiones y generalizaciones
pudiendo anticipar el comportamiento del producto de las funciones lineales y
advirtiendo que, a partir de las operaciones entre funciones es posible obtener
otras funciones de las cuales podemos ir anticipando caracteristicas generales.
En particular, el dltimo item de la segunda parte, invita a un andlisis mucho
miés profundo pues las funciones cuadrdticas que no tienen raices reales no
podrdn ser representadas como producto de funciones lineales. No obstante,
es importante observar que las preguntas tienen un ordenamiento que es deli-
berado, ya que conducen al alumno a la bisqueda de regularidades y orientan
la mirada hacia las conclusiones buscadas.

Anadlisis didactico de la actividad a la luz de la
socioepistemologia

Para empezar, es importante tener en cuenta que un andlisis socioepistemolégico
no implica un procedimiento prescriptivo que arribe a conclusiones, sino que se
realiza un estudio sistémico del saber involucrando diversas aristas relacionadas
con los componentes del conocimiento matemdtico: social, epistemoldgico,
cognitivo y diddctico.

Para lograr una problematizacién del saber matemdtico escolar debemos,
con anterioridad, realizar un estudio sobre la problematizacién del saber
matemdtico (psm). Esta refiere al hecho de hacer del saber un problema, un
objeto de andlisis did4ctico, localizando y analizando su uso y su razén de
ser: se analiza la naturaleza del saber (dimension epistemolégica); el uso del
saber (dimensién social); apropiacién del saber (dimensién cognitiva) y la
difusion del saber (dimensién diddctica) (Reyes y Cantoral, 2014, p. 366).

Al pensar la consigna, las autoras buscamos alcanzar dos objetivos. Por un lado,
proponer una actividad en la que el uso de algiin recurso tecnolégico resulte
significativo para su resolucion y, por el otro, que la resolucién de esta situa-
cién promueva la resignificacién del conocimiento matemadtico en cuestién,
transformdndolo en saber. Enmarcamos, por lo tanto, este trabajo en la teoria
socioepistemoldgica de la matemdtica educativa, dado que bajo esta perspec-
tiva logramos explicar la importancia del escenario tecnolégico asi como el
proceso de revision del conocimiento en cuestién. Segin Cantoral (2013), la
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teorfa socioespistemoldgica, ademds de construir explicaciones sistémicas de
los fenémenos diddcticos en el campo de la matemdtica, busca intervenir en el
sistema diddctico para transformarlo, al tratar a los fenémenos de produccién,
adquisicién y de difusién del conocimiento matemadtico desde una perspectiva
multiple, que incorpore al estudio de la epistemologia del conocimiento, su
dimensidn sociocultural, los procesos cognitivos asociados y los mecanismos
de institucionalizacién via su ensefianza.

Nos interesan en particular dos unidades de andlisis de la socioepistemologia
que caracterizan el estudio de la matemdtica escolar:

*  La actividad humana, permite explicar el conocimiento en términos
de herramientas usadas por el ser humano para hacer matemdica.

*  La resignificacion se orienta a presentar el conocimiento con signifi-
cados propios, contextos, historia e intencién contraponiéndolo a la
idea platénica de preexistencia de los objetos y procesos matemadticos

(Crespo Crespo, 2015).

Los conceptos matemdticos involucrados en la resolucién de la actividad pro-
puesta son resignificados en el momento de tener que contextualizarlos en una
dimensién geométrica en la que el uso de un recurso tecnolégico, en este caso,
el GeoGebra se convierte en la herramienta de resolucion forzando un trabajo
analitico en el que se requiere revisar los conceptos matemadticos ajustdndose a
las restricciones planteadas en esta situacion.

Al resolver esta actividad, el lector se enfrenta a la necesidad de ir variando
entre lo analitico y lo visual, lo geométrico y lo algebraico. “El andlisis de las
diferencias de los argumentos permite encontrar la esencia que caracteriza a la
construccion de la respuesta. El conocimiento pasa a ser la herramienta construi-
da para usarse y dar respuesta a la situacién planteada” (Reyes, 2016, p. 149).

Asimismo, nuestra eleccién se basa en la idea socioepistemoldgica que
permite distinguir el conocimiento del saber a partir de su uso contextualizado.
Segin Cantoral (2013) el saber implica la accién voluntaria de transformar el
conocimiento en un objeto Gtil para enfrentar un problema. De acuerdo con
esta concepcidn el proceso de aprendizaje se manifiesta en la evolucién de
conocimiento a saber.

Para lograr esta transformacién del conocimiento en saber, se requiere que
el docente o futuro docente se cuestione sobre ese saber ya construido. Con
esta intencién, se disefia esta actividad que invita a vivenciar la problematiza-
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cién del saber; es decir, cuestionarnos lo que sabemos de funciones lineales y
cuadrdticas, operaciones entre ellas, relaciones entre lo algebraico y analitico,
por qué tenemos estos conocimientos y para qué nos sirven en el contexto
planteado. Por ejemplo, al inicio de la actividad, conocer la relacién entre la
forma factorizada de una funcién cuadritica y su relacién con la representacién
geométrica facilita la tarea, aunque no la resuelve.

La actividad propuesta no fue necesariamente pensada como un modelo para
ser replicado sino como un ejemplo de un saber que ha sido problematizado.

[En el programa socioepistemolégico] se planteaba desde la vispera, la
necesidad de una reconstruccién racional del saber matemdtico que se
apoyase, sin lugar a dudas, en una racionalidad contextualizada conside-
rando principalmente la posicién de quien aprende, que acompafaria a su
vez al programa del relativismo epistemolégico atendiendo al qué, cé6mo

y por qué lo aprende (Cantoral, 2013, pp. 36-37).

Se entiende que el proceso de problematizacion del saber es esencial para que
los docentes puedan repensar su practica escolar. Cuando un saber ha sido
repensado la relacién con ese saber se modifica y esa modificacién redunda
en un cambio de la préctica escolar. Esto da lugar a lo que Reyes (2016) lla-
ma “empoderamiento docente”, en que un individuo por propia decisién e
inmerso en una comunidad inicia un trabajo de reflexién que se consolida en
la accién transformando su realidad. Este proceso se describe dentro de esta
teorfa como desarrollo profesional docente, proceso en el cual se promueve el
empoderamiento docente que se mencionaba anteriormente.

El método utilizado por la Teoria Socioepistemolégica para trabajar el saber
matemdtico en un proceso de desarrollo profesional docente parte de la
problematizacién del saber matemdtico (psm) de un saber transversal que
permita articular conceptos curriculares asociados al objeto matemdtico
especifico, para construir la unidad de andlisis socioepistémica que funge
como cimiento para la problematizacién de la matemitica escolar (pme).
Esto Gltimo promueve el trdnsito de una perspectiva centrada en objetos
matemdticos hacia otra centrada en practicas en conjunto con las actitu-
des de liderazgo que los docentes tomen, pues solo podrd concretarse el
cambio de relacién al conocimiento matemadtico si los profesores toman
un rol activo en la propuesta (Reyes, 2016, p. 198).
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Estamos convencidas de que la resolucién de esta actividad involucra conoci-
mientos que pueden resultar muy familiares para cualquier docente o docente
en formacién y que, sin embargo, invita a cuestionarse y repensar los conoci-
mientos posiciondndose en un lugar mds activo y enriquecedor para su tarea.

A modo de cierre

La escuela que enfrentamos todos los dias los docentes ha cambiado, porque
la sociedad de la que somos parte también lo ha hecho. Se modificé la manera
en que nos comunicamos, en que nos relacionamos con otros, en que nos
informamos y hasta la manera en que hacemos las compras. Ridiculo es pre-
tender que la escuela y la forma de conocer no cambien. La tecnologia se hace
presente en las aulas, aun cuando algunos docentes pretendan dejarla de lado.
Lo que en este escrito se pretende mostrar es que el uso de la tecnologia, mejor
dicho, el uso inteligente de la tecnologia puede ser para los docentes fuente de
inspiracién y oportunidad de cambio; y para los alumnos, un escenario en el
que construyan saberes que les resulten significativos.

La actividad antes descripta y resuelta no es mds que, como ya se mencio-
né, un ejemplo de un problema que a la luz de la teorfa socioepistemolégica
nos invita a repensar aquello que sabemos, nos lleva a cuestionar cudles son
los posibles usos potenciales de los saberes que tenemos en la bisqueda de la
respuesta a una pregunta que, a simple vista, resulta inofensiva. Reiteramos que
no es casual. Las autoras de este escrito no estamos presentando un problema
o una secuencia diddctica que permita presentar un nuevo conocimiento. Lo
que se busca es simplemente poner en juego lo que se sabe, lo que conocemos
y lo que creemos saber en un escenario en que la conjeturacién y la empiria
resultan naturales, en pos de la construccién de un nuevo uso de un saber que
ya era “conocido”.

No nos interesa transmitir un discurso que sostenga la necesidad de modi-
ficar todo lo que hacemos en las aulas para llevarlo hacia el uso de la tecnologia.
Lo que nos interesa es poner en valor los recursos tecnoldgicos, permitirnos
pensar qué saberes pueden construirse con el uso de la tecnologia que de otra
manera tal vez no podrian ser construidos. Se busca también que docentes
y alumnos —en nuestro caso, alumnos que son futuros docentes— logremos
empoderarnos en esto que es la problematizacion del saber y la puesta en uso de
la tecnologia. Entendemos que alli reside la posibilidad de un cambio realista
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y significativo para la matemdtica escolar, alli los docentes pueden ejercer este
nuevo rol, mas de mediador que de centro de la clase, y que los alumnos sean
activos protagonistas de su propia matemadtica escolar. La tecnologia no es mds
que un recurso, uno de los muchos con los que los docentes contamos; sin
embargo, es un recurso con casi inagotables posibilidades que sin duda seguird
en desarrollo... ;no es hora de ponerlo a jugar a favor de la construccién de
saberes en las aulas de matemadtica?

Referencias bibliograficas

Cantoral, R. (1995). Matemdtica, matemdtica escolar y matemdtica educativa.
En R. M. Farfén (Ed.), Memorias de la Novena Reunién Centroamericana y del
Caribe sobre Formacién de Profesores e Investigacion en Matemdtica Educativa
I (pp. 1-10). La Habana, Cuba.

Cantoral, R. (2013). Teoria Socioepistemoligica de la Matemdtica Educativa.
Estudios sobre construccion social del conocimiento. Editorial Gedisa.

Cantoral, R. y Montiel, G. (2001). Funciones: visualizacion y pensamiento
matemdtico. Prentice Hall.

Cantoral, R. y Reyes, D. (2012). Matemidtica Educativa, Socioepistemologia
y la problematizacién del saber: acciones de una agenda para un cambio
educativo. III Congreso Internacional y VIII Nacional de Investigacion en
Educacion, Pedagogia y formacién docente (pp. 2247-2261). UPN.

Cantoral, R., Farfin, R. M., Lezama, J. y Martinez Sierra, G. (2006). Socioepis-
temologia y representacion: algunos ejemplos. Revista Latinoamericana de
Investigacion en Matemdtica Educativa, Nimero especial, 83-102.

Crespo Crespo, C. (2015). Socioepistemologia. En M. Pochulu y M. Rodriguez
(Comps.), Educacion matemdtica: aportes a la formacién docente desde distintos
enfoques tedricos (pp. 91-114). Ediciones UNGS.

Lezama, J. y Mariscal, E. (2008). Docencia en matemdticas: hacia un modelo
del profesor desde la perspectiva de la socioepistemologfa. En P. Lestén (Ed.),
Acta Latinoamericana de Matemdtica Educativa 21, pp. 889-900. Colegio
Mexicano de Matemdtica Educativa A. C. y Comité Latinoamericano de
Matemadtica Educativa A. C.

203



Patricia Lest 6ny Daniel a Veiga

Reyes, D. y Cantoral, R. (2014). Socioepistemologia y empoderamiento. La
profesionalizacién docente desde la problematizacién del saber matematico.
Bolema 28(48), 360-382.

Reyes, D. (2016). Empoderamiento docente y socioepistemologia. Un estudio sobre
la transformacion educativa en Matemdticas. Editorial Gedisa.

204






La de la Universidad Nacional de General
Sarmiento retine la produccién editorial que resulta de las investigacio-
nes, actividades y desarrollos en las dreas temadticas de educacion,
pedagogia, programacién de la educacién, politica educativa, historia
dela educacién y didactica. Estas lineas de investigacion y docencia son
fundamentales en el proyecto académico de la UNGS y tienen un
desarrollo constante y permanente.

Ensenar matemdtica es una tarea compleja que requiere formacion especi-
fica para comprender cada situacion, tomar decisiones, gestionar y evaluar
lo sucedido. Para que estas tareas sean hechas de un modo profesional, se
requiere poner en juego conocimientos teéricos, practicos y metodoldgi-
cos. Este libro ofrece una variedad de ellos ylos presenta en dos secciones.
La primera, Enfoques tedricos en educacién matemdtica, presenta aspectos
centrales de naturaleza tedrica del campo de la educacién matematica. La
segunda, Nuevas tecnologias bajo distintos enfoques teéricos, ofrece al lector
un anélisis de situaciones de ensefianza, de naturaleza practica. En ellas se
argumenta la significatividad del uso de las nuevas tecnologias al mostrar
la riqueza matemdtica que podria lograrse silos estudiantes las utilizaran,
en relacion con las resoluciones en papel y lapiz. Asimismo, se incluye un
andlisis de las situaciones presentadas, en términos de distintaslineas dela
educacién matemética. Asi, pretendemos que se advierta el rol de las TIC
como recurso diddctico mds alld de la perspectiva teérica con la que se
pretenda trabajar. Esperamos que el texto resulte util no solo para
estudiantes de profesorado o profesores, sino también para quienes se
inician en investigacion y necesiten disponer de una perspectiva amplia
del campo de la educacién matematica.

Coleccion Educacién

Universidad Nacional
de General Sarmiento

ISBN 978

-987-630-626.7
Libro
Universitario

9 61306287

Argentino all7s




	Introducción
	Primera sección. Enfoques teóricos en educación matemática
	1. Herramientas y constructos del enfoque ontosemiótico del conocimiento e instrucción matemáticos para el diseño y análisis de procesos de enseñanza y aprendizaje
	Marcel Pochulu y Vicenç Font Moll*

	2. Distintas formas de inclusión de la historia de la matemática en la enseñanza
	Algunas ideas usando logaritmos
	Gustavo Carnelli*


	3. Modelación matemática en la perspectiva de la educación matemática
	Jhony Alexander Villa-Ochoa, Jonathan Sánchez-Cardona y Mónica Marcela Parra-Zapata*

	4. Etnomatemática, un posible anuncio en educación matemática
	Diana Jaramillo, Carolina Tamayo y Óscar Charry*

	Segunda secciónNuevas tecnologías bajo distintos enfoques teóricos
	5. Análisis de una tarea matemática desde la resolución de problemas mediada por la tecnología
	Patricia Barreiro, Paula Leonian y Claudia Zuliani*

	6. Análisis ontosemiótico de la resolución de un problema geométrico
	María Laura Distéfano y Mario Álvarez*

	7. Relación entre expresiones algebraicas de funciones y sus representaciones gráficas desde una perspectiva cognitivista
	Cristina Camós y Lorena Guglielmone*

	8. Una situación para introducir un estudio general de las funciones homográficas
	Inés Casetta y Martín Chacón*

	9. Repensar la práctica docente haciendo uso de la tecnología
	Una visión socioepistemológica
	Patricia Lestón y Daniela Veiga*



