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m. Temas tratados en la Tesis: MÈtodos especÌÖcos innovadores para
el procesamiento de ciertas seÒales biolÛgico-cerebrales (crisis epilÈptica) seg˙n
su comportamiento multifractal con singularidades de r·pida oscilaciÛn (chirps)
usando Wavelets Leaders; La promediaciÛn de potenciales evocados cerebrales
(Event Related Potencials, ERPs) con un Filtrado Kalman.

n. Resumen en espaÒol:

En el primer capÌtulo presentaremos una breve introducciÛn.
En el segundo capÌtulo exhibiremos fundamentos teÛricos.
En el tercer capÌtulo, presentaremos un mÈtodo nuevo que denominamos

Gradient Modulus Wavelet Frames Leaders Projection que superarÌa todos los
inconvenientes, capaz de caracterizar espectros multifractales no-cÛncavos en
seÒales biolÛgicas de crisis epilÈpticas.
El cuarto capÌtulo estar· dedicado a considerar crÌticamente el paradigma

de la promediaciÛn para el estudio de potenciales evocados cerebrales (Event
Related Potencials, ERPs) y proponemos para su an·lisis un Filtrado de Kalman
de las seÒales, lo que constituye una posible alternativa para estimar las res-
puestas en las seÒales correspondientes a ERPs, soslayando la habitualmente
alta "signal to noise ratio" (SNR) de estas series.

o. Resumen en portuguÈs:

No primeiro capÌtulo apresentaremos uma breve introduÁ„o.
No segundo capÌtulo exibiremos fundamentos teÛricos.
No terceiro capÌtulo, apresentaremos um mÈtodo novo que denominamos

Gradient Modulus Wavelet Frames Leaders Projection que superaria todos os
inconvenientes, capaz de caracterizar espectros multifractais n„o-cÙncavos, em
sinais biolÛgicos de crises epilÈticas.
No quarto capÌtulo estar· dedicado a considerar criticamente o paradigma

da mÈdia para o estudo de potenciais evocados cerebrais (Event Related Poten-
cials, ERPs) e propomos para sua an·lise um Filtrado de Kalman dos sinais, o
que constitui uma possÌvel alternativa para estimar as respostas nos sinais cor-
respondentes a ERPs, atravessando a habitualmente alta "signal to noise ratio"
(SNR) desta sÈrie.
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p. Resumen en inglÈs:

In the Örst chapter we present a brief introduction.
In the second chapter we will present theoretical foundations.
In the third chapter we will present a new method called Gradient Modulus

Wavelet Frames Leaders Projection that would overcome all the drawbacks, it
is also able tu characterize non-concave multifractal spectra in biological signals
of epileptic seizures.
In the fourth chapter will be devoted to critically consider the averaging

paradigm for the study of Potential Related Brain (Event Related Potentials,
ERPs) and propose for its analysis a Kalman Filtering of the signals, which is
a possible alternative to estimate the responses in the signals corresponding to
ERPs, bypassing the usually high signal to noise ratio (SNR) of these series.

q. Aprobado por:

Dr Tamarit, Francisco Antonio
Dr Beccar Varela, MarÌa PÌa
Dr Jaroszewicz, Sebasti·n

Firma y aclaraciÛn de la Örma del Presidente del Jurado:

Firma del autor de la tesis:
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(MÈtodos y algunos problemas)
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Publicaciones:

! Non-concave multifractal spectra with wavelet leaders projection of signals
with and without chirps, R. Cardo, A. Corval·n; Fractals (Complex Geometry,
Patterns, and Scaling in Nature and Society) Vol 17, No 3 (2009) 311-322,
World ScientiÖc Publishing Company. Honorary Editor: BenoÓt Mandelbrot.
Print ISSN: 0218-348X, Online ISSN: 1793-6543.

! Heuristics for solving the multiple problem identiÖcation of the responses of
brain and artiÖcial neural networks in the presence of usual and unusual stimuli
by means of Kalman-type Ölters, R. Cardo, A. Corval·n; RMTyA-CIMPA, Vol
18, No 1, (2011), 49-62, ISSN: 1409-2433.

Aportes Originales:

La presente tesis aporta resultados originales sobre MÈtodos innovadores
para el estudio y tratamiento de ciertas seÒales temporales biolÛgico cerebrales,
pero que pueden ser usados en el an·lisis de seÒales de diversos orÌgenes. A
saber, no hay trabajos publicados anteriores a [Car2] que usaran los Wavelet
Leaders para el c·lculo de espectros multifractales no cÛncavos con chirps; y no
hay trabajos publicados anteriores a [Car3] que resolvieran el problema de la
promediaciÛn de PE con pocos trials usando un Öltrado Kalman tipo Bayesiano
para la experiencia planteada, que no precisa mantener los datos previos, lo que
facilita su implementaciÛn en sistemas de procesado en tiempo real.
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En el segundo capÌtulo, estudiaremos los Espacios de Hˆlder, debido a la
relevante importancia que tienen para la estimaciÛn de los Espectros Multifrac-
tales del capÌtulo siguiente, y comentamos un problema abierto en relaciÛn a
ellos.

En el tercer capÌtulo presentaremos un nuevo mÈtodo para estimar los
espectros mencionados, el Gradient Modulus Wavelet Frames Leaders Projec-
tion, que describe el comportamiento multifractal con singularidades de r·pida
oscilaciÛn (chirps) sin la Transformada de Legendre, que de manera asombrosa,
supera todos los inconvenientes, ya que es estable respecto de las singularidades
oscilantes, es capaz de caracterizar espectros no-cÛncavos, y utiliza la redundan-
cia de las frames de wavelets (en lugar de bases ortonormales de las mismas)
para garantizar una mayor estabilidad frente a las traslaciones en la variable
temporal.
Como ventaja adicional no requiere de condiciones restrictivas en la regulari-

dad de la wavelet utilizada, y exhibiremos su eÖcacia en ausencias cerebrales con
el agregado de chirps, ya que en futuros trabajos pretendemos estudiar mÈtodos
que reconozcan y eventualmente Öltren chirps que naturalmente se encuentren
en seÒales biolÛgicas y para las cuales la presencia de los mismos no sea evidente
a priori, con el objetivo de predecir crisis epilÈpticas.

En el cuarto capÌtulo presentaremos un MÈtodo para el paradigma de
la promediaciÛn del estudio de potenciales evocados cerebrales (Event Related
Potencials, ERPs) con un Filtrado Kalman, soslayando la habitualmente alta
"signal to noise ratio" (SNR) de estas series.
Su aplicaciÛn puede ayudar a la toma de decisiones que requieran hacerlo en

tiempo real, como monitoreo contÌnuo de funciones cerebrales en administraciÛn
de anestesias y cirugÌas, insanÌa, etc.
La motivaciÛn del problema surge de diversas cuestiones que se nos han

presentado en el estudio de seÒales obtenidas en la toma de potenciales evo-
cados cerebrales, aunque es posible que los mÈtodos que se desarrollen tengan
aplicaciÛn en el estudio de otras series de tiempo no lineales.
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CapÌtulo 1: IntroducciÛn
El cerebro es el Ûrgano m·s desconocido del cuerpo humano, debido a la

complejidad y diÖcultad para estudiar su funcionamiento (ver [Bar], [Li]). Por
ello, son grupos multidisciplinarios los que abordan este tipo de investigaciones.
Una fuente de informaciÛn clave sobre la funciÛn de las regiones cerebrales,
son los efectos del daÒo a ellas. En este sentido, hemos obtenido resultados
originales sobre MÈtodos Innovadores para el estudio y tratamiento de ciertas
seÒales temporales biolÛgico cerebrales, a saber, EEG de ausencias cerebrales
durante una crisis epilÈptica, y Potenciales Evocados de tipo sensorial auditivo,
considerando crÌticamente el paradigma de la promediaciÛn de los mismos.

Estado del Arte:

El An·lisis o Procesamiento de SeÒales Temporales es un ·rea de estudio
en la que se est· trabajando actualmente con mucha intensidad (ver [Mar1],
[Mar2], [Mar3], [Mar4], [Mar5], [Mar6], [Mar7]).

PodrÌamos decir que Èsta ·rea tuvo su origen en el Siglo XIX con uno de
los mÈtodos tradicionales para el estudio de seÒales, consistente en el empleo
de representaciones senoidales, conocido como "An·lisis de Fourier", en honor a
Joseph Fourier (1768 - 1830) por sus contribuciones a la teorÌa de representaciÛn
de funciones como superposiciones ponderadas de senoides. Las series de Fourier
b·sicas se aplican a las seÒales periÛdicas (repetitivas) y la transformada de
Fourier (o integral de Fourier) que es una simple extensiÛn de las series, a las
aperiÛdicas (no repetitivas).
Los mÈtodos de Fourier tienen amplias aplicaciones m·s all· de las seÒales;

en la fÌsica, la ingenierÌa y la ciencia en general. Posteriormente, los matem·ticos
ampliaron la idea de Fourier a funciones no periÛdicas (u ondas) que cambian en
el tiempo, en lugar de repetirse siempre en la misma forma. La mayorÌa de las
ondas del mundo real son de este tipo. Si en vez de senos usamos onditas espe-
ciales o wavelets, lo denominamos "An·lisis de Fourier no trigonÛmÈtrico", casi
podrÌamos decir que el estudio de este "An·lisis de Fourier no trigonÛmÈtrico"
se debiÛ al fÌsico Werner Heisenberg cuando en 1927 aÖrmÛ que la posiciÛn y
la velocidad de un objeto no se pueden medir exactamente al mismo tiempo,
aÖrmaciÛn que se conoce como el "Principio de Incertidumbre de Heisenberg".
En tÈrminos de procesamiento de seÒales, esto signiÖca que es imposible conocer
de forma simult·nea la frecuencia exacta y el momento exacto en que ocurre
esta frecuencia en una seÒal. Para poder conocer la frecuencia, la seÒal se debe
dilatar en el tiempo, o viceversa.
Pierre Laplace naciÛ unos 20 aÒos antes que Fourier, como en el caso de las

series de Fourier, la transformada de Laplace ha encontrado una gran aplicaciÛn
a las seÒales digitales. Por simple extensiÛn y conveniente interpretaciÛn la
transformada de Laplace da lugar a la transformada Z, cuyas tÈcnicas de la
transformada Z fueron usadas por De Moivre en 1730.
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El advenimiento de los computadores digitales trajo consigo un incremento
en el uso y aplicaciÛn de la transformada Z, la cual forma el pilar b·sico para
la construcciÛn de los Öltros digitales.
Estos mÈtodos para procesar seÒales digitales en tiempo real, tomaron su

auge conjuntamente al de la computadora de menor volumen y personales, en
1980 aproximadamente, con el desarrollo de varios programas, entre los que se
encuentra el MATLAB, con sus versiones mejoradas.
Hay otros mÈtodos que se usan en el An·lisis de seÒales, como los basados

en la EstadÌstica, por ejemplo, estudiando los cambios en las formas que tienen
las distribuciones de amplitud de las seÒales.

En este trabajo trataremos de hacer una presentaciÛn ordenada y razonable-
mente autocontenida de mÈtodos para procesar ciertas seÒales, y de algunos de
los principales problemas que se suscitan, con Ènfasis en la cuestiÛn funcional y
en su aplicaciÛn en tiempo real.
Como sin duda ocurriÛ tambiÈn con otras ·reas que recientemente se han

deÖnido como tales, varios de los problemas de los cu·les se ocupa el Proce-
samiento de SeÒales han sido estudiados anteriormente desde varios puntos de
vista (ver [Ko]). En particular, uno de los problemas centrales, a saber, es el de
poder extraer informaciÛn oculta en las seÒales registradas, que dependiendo el
caso, diÖere seg˙n la investigaciÛn que se quiera realizar. Cada tipo de seÒal
requiere un especial tratamiento seg˙n sus caracterÌsticas (ver [Ger]). Nosotros
mostraremos mÈtodos especÌÖcos innovadores para ciertas seÒales biolÛgico-
cerebrales.

El plan de labor es el siguiente:

En el segundo capÌtulo exhibiremos fundamentos teÛricos.
En el tercer capÌtulo, nos dedicamos al estudio de mÈtodos de an·lisis de

áuctuaciÛn, ya que en los ˙ltimos aÒos se han revelado como una interesante
herramienta (ver [An], [Le], [Pe]) que caracteriza series de tiempo de diversos
orÌgenes, para analizar cuestiones de transferencia de energÌa que est·n ligadas
al comportamiento multifractal (ver [Fa2]). Estos mÈtodos, sin embargo, se
ven seriamente afectados por un lado cuando hay presencia de singularidades
de r·pida oscilaciÛn (chirps); y por otra parte, al estar formulados en tÈrmi-
nos de la transformada de Legendre (ver [Fr] y [Ma]), est· fuera de su alcance
caracterizar fenÛmenos con espectros no cÛncavos que pueden aparecer natu-
ralmente en seÒales donde se superponen procesos que tienen lugar a escalas
diferentes. Si bien hay mÈtodos basados en Wavelets Leaders (e.g. el mÈtodo
de WL de Ja§ard 2004, [Jf1], [Jf2], [Jf3], [Jf4].) que pueden soslayar la primera
diÖcultad mencionada, tampoco pueden detectar los mencionados espectros no-
cÛncavos. Por otro lado, el mÈtodo del Gradient Modulus Wavelet Projection
([Tu] Turiel 2006, et al), puede proporcionar espectros no-cÛncavos pero es sensi-
ble a los chirps. Adem·s, en tales circunstancias, el difundido uso de familias de
wavelets ortonormales no resulta suÖcientemente estable como para garantizar
la invariancia en el tiempo en tÈrminos numÈricos.
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En este trabajo presentaremos un mÈtodo nuevo que denominamos Gradi-
ent Modulus Wavelet Frames Leaders Projection (GMWFLP) y que
superarÌa todos los inconvenientes mencionados, ya que es estable respecto de
las singularidades oscilantes, es capaz de caracterizar espectros no-cÛncavos, y
utiliza la redundancia (ver [Da] Daubechies 1992) de las frames de wavelets (en
lugar de bases ortonormales de las mismas) para garantizar una mayor estabili-
dad frente a las traslaciones en la variable temporal. Como ventaja adicional no
requiere de condiciones restrictivas en la regularidad de la wavelet utilizada, y
exhibiremos su eÖcacia en ausencias cerebrales con el agregado de chirps, ya que
en futuros trabajos pretendemos estudiar mÈtodos que reconozcan y eventual-
mente Öltren chirps que naturalmente se encuentren en seÒales biolÛgicas y para
las cuales la presencia de los mismos no sea evidente a priori, con el objetivo de
predecir crisis epilÈpticas.

El cuarto capÌtulo estar· dedicado a considerar crÌticamente el paradigma
de la promediaciÛn para el estudio de potenciales evocados cerebrales (Event
Related Potencials, ERPs) y proponemos para su an·lisis un Filtrado de
Kalman de las seÒales, lo que constituye una posible alternativa para estimar
las respuestas en las seÒales correspondientes a ERPs, soslayando la habitual-
mente alta ìsignal to noise ratioî (SNR) de estas series.
Esto proporciona una mejora en la correlaciÛn entre las respuestas idea-

lizadas y las reales de trials individuales; permitiendo, luego de un perÌodo
de aprendizaje sobre cada sujeto concreto, la evaluaciÛn autom·tica de los re-
gistros de ERPs con alto nivel de signiÖcaciÛn basados en pocos trials (pruebas),
lo que serÌa conveniente para tomar decisiones basadas en dichas respuestas que
precisen aplicaciones que requieran hacerlo en tiempo real, como monitoreo con-
tÌnuo de funciones cerebrales en administraciÛn de anestesias y cirugÌas, insanÌa,
etc.
La motivaciÛn del problema surge de diversas cuestiones que se nos han

presentado en el estudio de seÒales obtenidas en la toma de potenciales evo-
cados cerebrales, aunque es posible que los mÈtodos que se desarrollen tengan
aplicaciÛn en el estudio de otras series de tiempo no lineales.

ConÖamos en haber conseguido una presentaciÛn coherente, que estimule
el interÈs en continuar las muchas distintas posibles lÌneas de estudio en esta
din·mica ·rea de la matem·tica computacional.
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State of the Art:

The Analysis or Processing of Temporal Signals is an area of study which is
currently of great interest (see [Mar1], [Mar2], [Mar3], [Mar4], [Mar5], [Mar6],
[Mar7]).

This area had its origin in the 19th century with one of the traditional meth-
ods for the study of signals, consisting of the use of sine-wave representations,
known as "Fourier Analysis", in honor of Joseph Fourier (1768-1830 ) for his
contributions to the theory of function representation as weighted superimposi-
tions of sinusoid.
The basic Fourier series apply to periodic (repetitive) signals and the Fourier

transform (or Fourier integral) which is a simple extension of the series, to
aperiodic (non-repetitive).
Fourier methods have broad applications beyond signals processing; in physics,

engineering and science in general.
Subsequently, mathematicians extended the idea of Fourier to non-periodic

functions (or waves) that change in time, instead of always repeating itself in
the same form. Most real-world waves are of this type. For instance instead of
sinuses if we use special waves or wavelets, we call it "non-trigonometric Fourier
Analysis".
We can say that the study of these non-periodic waves was due to the physi-

cist Werner Heisenberg when in 1927 he a¢rmed that the position and velocity
of an object cannot be measured exactly at the same time, a statement known
as the "Heisenberg Uncertainty Principle".
In terms of signal processing, this means that it is impossible to simultane-

ously know the exact frequency and the exact moment at which this frequency
occurs in a signal. In order to know the frequency, the signal must be delayed
in time, or vice versa.
Pierre Laplace was born about 20 years before Fourier, as in the case of the

Fourier series, the Laplace transform has great applications to digital signals.
By simple extension and convenient interpretation the Laplace transform gives
rise to the Z transform, whose techniques of the Z transform were used by De
Moivre in 1730.
The advent of digital computers brought with it an increase in the use and

application of the Z transform, which forms the basic pillar for the construction
of digital Ölters. In the 1980s these methods to process digital signals in real
time, became very popular in conjunction with the use of computer, with the
development of several programs, like MATLAB, with its improved versions.
There are other methods that are used in Signal Analysis, such as those

based on the Statistical analysis, for example, by studying the changes in the
shapes that have the amplitude distributions of the signals.
In this work we will try to make an orderly and reasonably self-contained

presentation of methods to process certain signals, and some of the main prob-
lems that arise, with emphasis on the functional question and its application in
real time.
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As has undoubtedly occurred with other areas that have recently been de-
Öned as such, several of the problems that Signal Processing deals with have
been studied previously from several points of view. In particular, one of the
central problems, namely, is to extract hidden information in the recorded sig-
nals, which depending on the case, di§ers according to the research that is to
be performed. Each type of signal requires a special treatment according to its
characteristics (see [Ger]).
We will show innovative speciÖc methods for certain biological-brain signals.

The work plan is as follows:

In the second chapter we will present theoretical foundations.
The third chapter will be devoted to methods of áuctuation analysis, since

in the last years it has been revealed as an interesting tool (see [An], [Le], [Pe])
that characterizes time series of diverse origins, to analyze issues of energy
transfer which are linked to multifractal behavior (see [Fa2]).
These methods, however, are seriously a§ected on one hand when there

are presence of fast oscillation singularities (chirps); and on the other hand,
being formulated in terms of the Legendre transform (see [Fr] and [Ma]), it is
beyond its scope to characterize phenomena with non-concave spectra that may
naturally occur in signals where processes occurring overlap at di§erent scales.
Although there are methods based on Wavelets Leaders (eg the WL method

of Ja§ard 2004, [Jf1], [Jf2], [Jf3], [Jf4].) that can circumvent the Örst di¢culty
mentioned, can not detect non-concave spectra.
On the other hand, the Gradient Modulus Wavelet Projection method ([Tu]

Turiel 2006, et al.) provide non-concave spectra but it is sensitive to chirps.
Moreover, in such circumstances, the widespread use of orthonormal wavelet

families is not su¢ciently stable to guarantee invariance over time in numerical
terms.
In this work, we will present a new method called Gradient Modulus

Wavelet Frames Leaders Projection (GMWFLP) that would overcome
all the mentioned drawbacks, since it is stable with respect to oscillating singu-
larities, it is also able to characterize non-concave spectra, and uses redundancy
(see [Da] Daubechies 1992) of the wavelet frames (instead of orthonormal bases)
to ensure greater stability against the translations in the temporal variable.
As an additional advantage, it does not require restrictive conditions in the

regularity of the wavelet used, and we will show its e§ectiveness in brain absences
with the addition of chirps, since in future works we intend to study methods
that recognize and eventually, Ölter chirps that are naturally in biological signals
and for which the presence of them is not evident a priori, with the aim of
predicting epileptic seizures.

The fourth chapter will be devoted to critically consider the averaging
paradigm for the study of Potential Related Brain (Event Related Potentials,
ERPs) and propose for its analysis a Kalman Filtering of the signals, which
is a possible alternative to estimate the responses in the signals corresponding

13



to ERPs, bypassing the usually high signal to noise ratio (SNR) of these
series.
This methodology provides an improvement in the correlation between the

idealized and actual responses of individual trials, allowing, after a learning
period on each speciÖc subject, the automatic evaluation of the records of ERPs
with a high level of signiÖcance based on few trials, which would be convenient
to make decisions based on such responses that have the need of applications
that require real time, such as continuous monitoring of brain functions in the
management of anesthesia and surgery, insanity, etc.
The motivation of the problem arises from several questions that have been

presented to us in the study of signals obtained by taking into account brain
evoked potentials, although it is possible that the methods developed will have
applications in the study of other non-linear time series.

We are conÖdent that we have achieved a coherent presentation that stimu-
lates the interest in continuing the many di§erent possible lines of study in this
dynamic area of computational mathematics.

Fin del Primer CapÌtulo.
óóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóñ
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CapÌtulo 2: Espacios de Hˆlder

En este capÌtulo desarrollaremos un aspecto de los Espacios de Hˆlder (se
puede ver [Jf5], [Jf6] y [Mey]), que sustentan al Formalismo Multifractal nece-
sario para la EstimaciÛn numÈrica de los Espectros Multifractales del siguiente
tercer capÌtulo. Lo haremos de forma especial, teniendo como meta mostrar
la discusiÛn y el entorno en el que se encuentra el Problema Abierto que men-
cionamos al Önal del capÌtulo, y en el cual seguimos trabajando.

MODULOS de CONTINUIDAD

2.1 INTRODUCCION

DeÖniciÛn 2.1.1:
Dado un !, con 0 < ! < 1, notamos C" (Rn) al conjunto de todas las

funciones contÌnuas f tal que jf(y)# f(x)j $ Cjy # xj";8x; y 2 Rn.
Si deÖnimoskfkC! = sup

x;y2Rn

jf(y)#f(x)j
jy#xj! , entonces:

a) k(kC! es una norma, y
b) (C" (Rn) ; k(kC!) es un Espacio de Banach con la mencionada norma,

mÛdulo las funciones constantes.

ProposiciÛn 2.1.2:
La deÖniciÛn 2.1.1 anterior, puede ser reformulada usando el MÛdulo de

Continuidad !1(f; h) = sup
x 2 Rn
jyj $ h

jf(x+ y)# f(x)j, y el hecho que

sup
h>0

!1(f;h)
h! = kfkC! , resultando: f 2 C" (Rn), !1(f; h) $ Ch".

DeÖniciÛn 2.1.3:
Si 1 $ ! < 2, la deÖniciÛn es similar a la DeÖniciÛn 2.1.1, pero [*yf ] (x) =

f(x+ y)# f(x) es reemplazado por
!
*2yf

"
(x) = f(x+ 2y)# 2f(x+ y) + f(x).

El espacio C" (Rn) es nuevamente deÖnido por la condiciÛn !1(f; h) $ Ch".
Este espacio resulta un Espacio de Banach, pero ahora los elementos son

mÛdulo las funciones aÖnes.

DeÖniciÛn 2.1.4:
Para N $ ! < N + 1, ser· [*yf ] (x) reemplazado por la diferencia iterada:

!
*N+1y f

"
(x) = f(x+ (N + 1) y)# (N + 1) f(x+ y) + f(x).
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Resultando asÌ C" (Rn) un Espacio de Banach de funciones, pero ahora los
elementos son mÛdulo los polinomios PN , donde grado(PN ) $ N .

DeÖniciÛn 2.1.5:

Los espacios
%
C
"

(Rn) (con el punto) son llamados HomogÈneos, pues:
si 0 < 4 < 1, y deÖnimos f-(x) = f(4x), entonces: kf-kC! = 4": kfkC! ,

recibiendo asÌ el nombre de Espacios de Hˆlder HomogÈneos.

DeÖniciÛn 2.1.6:
Los Espacios de Hˆlder NO-HomogÈneos C" (Rn) (sin el punto), est·n

deÖnidos por la relaciÛn: C" (Rn) =
%
C
"

(Rn) \ L1 (Rn). Es decir,

f 2 C" (Rn), es un representante acotado de un elemento de
%
C
"

(Rn).
Con la norma de f 2 C" (Rn) deÖnida por kfkC! = kfk1 + kfk "

C
! , resulta

C" (Rn) un Espacio de Banach, pero esta norma NO satisface la propiedad de
homogeneidad.

ProposiciÛn 2.1.7:
Si los espacios mencionados anteriormente est·n deÖnidos sobre un conjunto

compacto K , Rn;entonces: C" (K) =
%
C
"

(K) ; y allÌ son idÈnticos.
En este caso, f- no tiene sentido, y la propiedad de homogeneidad se pierde.

Nota 2.1.8:

Ambos espacios C" (Rn) y
%
C
"

(Rn) tienen sus ventajas intrÌnsecas para su
uso matem·tico. La ventaja de C" (Rn) es que es un ·lgebra, es decir:

Si f; g 2 C" (Rn), entonces fg 2 C" (Rn).

Pero lo anterior NO es cierto para
%
C
"

(Rn), se puede ver [Jf6].
Adem·s, hay ejemplos en los que el comportamiento large-scale (o completa-

mente autosimilar) es importante, y donde es necesario para admitir funciones
que no son acotadas en el inÖnito. Los ejemplos incluyen al movimiento brow-
niano fraccionario, o m·s generalmente, procesos 1

f . En otras situaciones, es
necesario enfocarse en pequeÒas escalas.

2.2 MODULO de CONTINUIDAD en x0 , versus, UN MODULO
de CONTINUIDAD en x0

DeÖniciÛn 2.2.1:
EL MODULO de CONTINUIDAD en x0 para f es:

!(h) = sup
jx#x0j&h

jf(x)# P (x# x0)j,

donde P es el ˙nico polinomio de grado mÌnimo que da el menor orden de
magnitud para h, con h suÖcientemente pequeÒo.
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DeÖniciÛn 2.2.2:
UN MODULO de CONTINUIDAD 9 en x0 para f es una funciÛn:

9 : R'0 ! R'0 creciente, no idÈnticamente nula tal que 9(0) = 0, y, 9(2 jxj) $ C:9(jxj)

y adem·s, existe un polinomio P tal que jf(x)#P (x#x0)j $ C:9(jx# x0j),
para alguna constante C > 0.

DeÖniciÛn 2.2.3:
Diremos que 9 es un MODULO UNIFORME de CONTINUIDAD, si es

un MODULO de CONTINUIDAD con la misma constante C, en todo x0.

ObservaciÛn 2.2.3:
Si 9 est· deÖnida por 9(x) = jxj", corresponde a la Regularidad Hˆlder.

(ver CapÌtulo 3 en 3.2, [An], [Da], [Jf3], [Le], etc)

Nota 2.2.4:
Antes de presentar Littlewood-Paley (LP), recordemos informalmente porquÈ

la convoluciÛn regulariza:
Si tomamos como ejemplo ilustrador ; = <[# 1

2 ;
1
2 ]
, entonces f .; lo que hace

es dar en cada punto x, el promedio de los valores en el intervalo: [x# 1
2 ;x+

1
2 ].

La idea es que si el gr·Öco de f es "rugoso", el de f . ; es "suave".
Es decir, que f . ; va dando un promedio mÛvil que "lima" las rugosidades

(una especie de Öltro pasa-bajo).
Si en lugar de convolucionar con <[# 1

2 ;
1
2 ]
, lo hacemos con las an·logas fun-

ciones "campanas", resulta tambiÈn que f . ; es una especie de promedio pro-
gresivo, pero ahora un poco m·s ponderado (hacia el centro del intervalo).
Si tomamos estas funciones cada vez m·s altas y de soportes m·s estrechos,

obtenemos promedios cada vez m·s pesados en x; y cuando la campana tiende
a 1 (en 0), resulta que: ; . f ! f (y por ello las ; son aproximantes de la = ).
Para Littlewood-Paley la ÖlosofÌa es algo distinta, la idea es convolucionar

con funciones llamÈmoslas del tipo LP, como muestra el gr·Öco de la Figura 2.1:

Figura 2.1
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Y asÌ, ir ponderando por m·s y por menos pequeÒos segmentos a uno y otro
lado de x con signos alternados, procediendo de la siguiente forma:

Tomamos
^
' una funciÛn en la clase de Schwartz, o sea,

^
' 2 S:

Notemos que por lo tanto ' 2 S porque
^
( : S ! S es isometrÌa.

Con (
^
'(?) = 1 si j?j $ 1

2
^
'(?) = 0 si j?j / 1

por lo tanto, aproximadamente ' es de la forma LP anterior.
La idea es que

^
' es parecida a <[# 1

2 ;
1
2 ]
, y por lo tanto, ' es del tipo LP por

ser sen(k:x)
x =

_
<[# 1

2 ;
1
2 ]
.

Por lo tanto,
^
f:
^
' =

(
^
f si j?j $ 1

2
0 si j?j / 1

, y, f . ' =

_$
^
f:
^
'

%
, es decir,

que truncamos las frecuencias mayores o iguales que 1 y dejamos intactas las
menores o iguales que 1

2 .

Por otra parte, con
^
 (?) =

^
'
&
2
2

'
#

^
'(?), obtenemos que:

^
 :
^
f sÛlo deja pasar (ponderando) las frecuencias de f entre 1

2 y 2.

An·logamente,
^
 (2#j :?) se anula fuera de la banda 2j#1 $ j?j $ 2j+1, pues

^
 (2#j :?) =

^
'(2#j#1:?)#

^
'(2#j :?), y sÛlo vale 1 en j?j = 2j .

Si deÖnimos los operadores:

Sj(f) = f . ' (2#j :x) , porque
_&

^
'(2#j :?)

'
= ' (2#j :x), o sea:

^
Sj(f) =

^
f:
^
' (2#j :?) =

(
^
f si j?j $ 2#j
0 si j?j / 2#j

(pasa-bajo).

Para luego deÖnir: *j(f) = Sj+1(f) # Sj(f), o sea,
^

*j(f) =
^
f:
^
 (2#j :?)

(pasa-banda), entonces: S0 +*0 +*1 +*2 + ::: = Id:

En los resultados de Regularidad y Decaimiento de los MÛdulos de Con-
tinuidad, se usa y necesita La Nulidad de los Momentos de - , ve·moslo:

Z

R

xn:-(x) dx =

Z

R

xn:-(x) :e#24i(x2)dx

))))))
2=0

,

(u otra deÖniciÛn de la Transformada de Fourier, sale igual), luego:
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Z

R

xn:-(x) :e#24i(x2)dx

))))))
2=0

=
^

(xn:-(x)) (0) = cte:(
^
-)(n)(0)

donde (n) son las derivadas, y, la cte depende de la deÖniciÛn de la Trans-
formada de Fourier.

Pero cte:(
^
-)(n)(0) = 0, porque

^
- 0 0 en [# 1

2 ;
1
2 ] y, por lo tanto, todas sus

derivadas se anulan en 0.

Como en el an·lisis con wavelets, los momentos nulos es lo que nos va a
permitir pasar los tÈrminos de Taylor.

2.3 Condiciones para los MODULOS de CONTINUIDAD

Teorema 2.3.1:

()) Si 9 es un MÛdulo Uniforme de Continuidad de f , entonces:
k*j(f)k1 $ C:9(2#j), para cierto C > 0.

(() Si 9 satisface k*j(f)k1 $ C:9(2#j), para cierto C > 0, y la condiciÛn
(3); entonces: 9 es un MÛdulo Uniforme de Continuidad de f .

La condiciÛn (3)dice que 9N 2 Z tal que 8J 2 Z'0 vale que:

(3)

8
>><

>>:

1P
j=J

2N::j :9
/
2#j
0
$ C:2N:J :9(2#J)

JP
j=#1

2(N+1)::j :9
/
2#j
0
$ C:2(N+1):J :9(2#J)

DemostraciÛn del Teorema 2.3.1:

En ()):
(para cada x) k(k1 ), se acota j*j(f)(x)jusando la deÖniciÛn de *j :
j*j(f)(x)j =

))R f(t):2n:j : (2j :(x# t))dt
)), pero debido a los momentos nulos,

tenemos que:
))R f(t):2n:j : (2j :(x# t))dt

)) =
))R (f(t)# P (x# t)):2n:j : (2j :(x# t))dt

))
y lo acotamos:))R (f(t)# P (x# t)):2n:j : (2j :(x# t))dt

)) $ C:
R
9(jx# tj):2n:j :

)) (2j :(x# t))
)) dt

usando que  2 S, obtenemos que:
C:
R
9(jx# tj):2n:j :

)) (2j :(x# t))
)) dt $ C:

R
9( juj2j ):2

n:j : 1
(1+juj)M du, donde M

puede ser elegida arbitrariamente grande, y resulta que vale ()) acotando en
los soportes de  (2#j :?), como sigue:
Separamos el dominio de integraciÛn: en el dominio A#1deÖnido por jtj $ 1,

y los dominios Am deÖnidos por 2m $ jtj $ 2m+1 para m 2 N.
La integral sobre el primer dominio A#1, est· acotada por C:9(2#j), debido

a que 9 es creciente.
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La integral sobre Am est· acotada por:
C:

R

2m&jtj&2m+1

9( jtj2j ):
1

(1+jtj)M dt $ C:2n:(m+1)
R

1
2&jyj&1

:(2m+1#j :jyj)
(1+2(m+1):jyj)M dy $

$ C:2n:(m+1):Am+1
R

1
2&jyj&1

:(2#j :jyj)
(1+2(m+1):jyj)M dy $ C (2n:A)m+1

2mM :9(2#j).

Eligiendo M suÖcientemente grande tal que 2M > 2n:A; obtenemos lo que
querÌamos probar.

En (():
Queremos acotar jf(x)# P (x# x0)j:
jf(x)# P (x# x0)j $

P
j&J

j*j(f)(x)# Pj(x# x0)j+
P
j>J

j*j(f)(x)# Pj(x# x0)j

donde los Pj(x#x0) son los polinomios tipo Taylor en tÈrmino de @"*j(f)(x0).
La clave es que como vale k*j(f)k1 $ C:9(2#j), para cierto C > 0,

podemos usar la Desigualdad de Bernstein (ver [Meyer]), para cualquier ! y
tenemos:

j@"*j(f)j $ C:2j"jj :9(2#j).

Es decir: Dado x0 2 Rn, deÖnimos Pj(x # x0) =
P

j"j&N

(x#x0)!

"! :@"*jf(x0),

y, P (x# x0) =
P
j'0

Pj(x# x0).

Estas series convergen por la condiciÛn (3).
Dado x, se deÖne J tal que 2#J $ jx# x0j < 2:2#J ; entonces:
jf(x)# P (x# x0)j $

P
j&J

j*j(f)(x)# Pj(x# x0)j+
P
j>J

j*j(f)(x)# Pj(x# x0)j.

Usando el Teorema del Valor Medio, el primer sumando est· acotado por:P
j&J

j*j(f)(x)# Pj(x# x0)j $
P
j&J

jx# x0j
N+1

sup
j"j=N+1

k@"*j(f)k1 , luego,

por la aplicaciÛn de la Desigualdad de Bernstein mencionada:P
j&J

jx# x0j
N+1

sup
j"j=N+1

k@"*j(f)k1 $ C:2#(N+1):J
P
j&J

2(N+1):j :9(2#j), y por

la condiciÛn (3): C:2#(N+1):J
P
j&J

2(N+1):j :9(2#j) $ C:9(2#J) $ C:9(jx# x0j).

El segundo sumando est· acotado por:
P
j>J

j*j(f)(x)# Pj(x# x0)j $
P
j>J

"
k*j(f)k1 +

P
"j&N

jx# x0j
"
: k@"*j(f)k1

#
$

$
P
j>J

"
9(2#j) +

P
"j&N

jx# x0j
"
:2j"j:j :9(2#j)

#
$ C:2#NJ

P
j>J

2#Nj :9(2#j) $

$ 9(jx# x0j), usando la condiciÛn (3).

Entonces, asumiendo la condiciÛn (3), el MÛdulo Uniforme de Con-
tinuidad de f , puede ser caracterizado usando la DescomposiciÛn de Littlewood-
Paley.
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ObservaciÛn 2.3.2:
Pero, la condiciÛn (3), parece arbitraria, veamos su signiÖcado para el caso

particular si 9(x) = x".
Entonces, la condiciÛn (3) dice que: 8J 2 Z'0 :

(3)

8
>><

>>:

1P
j=J

2N:j :2#j:" $ C:2N:J :2#J:"

JP
j=#1

2(N+1):j :2#j:" $ C:2(N+1):J :2#J:"

Pero la primer sumatoria es
1P
j=J

(2N#")j ; y la segunda sumatoria, tomando

l = #j , es:
1P

l=#j
(2"#(N+1))l, y como las acotaciones implican la convergencia

de estas geomÈtricas, debe ser: N # ! < 0, y , !# (N + 1) < 0, es decir:

!# 1 < N < !

requiriendo que:
! =2 Z

y en ese caso, tomando N = [!], las series valen:

8
>><

>>:

1P
j=J

2N:j :2#j:" = (2N#")J : 1
1+2N#! = C:2N:J :2#J:" (con C = 1

1+2N#! )

JP
j=#1

2(N+1):j :2#j:" = 2("#(N+1)):(#J): 1
1+2!#(N+1) = C:2(N+1):J :2#J:" (con C = 1

1+2!#(N+1) )

De hecho, para ! 2 Z hay contraejemplos (ver [Jf5]).
Reescribiendo la condiciÛn (3) en general (dividiendo por 2N:J y por 2(N+1):J

respectivamente), obtenemos:

(3)

8
>><

>>:

1P
j=J

2N:(j#J):9(2#j) $ C:9(2#J)

JP
j=#1

2(N+1):(j#J):9(2#j) $ C:9(2#J)
.

Cambiando los subÌndices
4

i = j # J
i = #(j # J) respectivamente, obtenemos que

8J 2 Z'0 :

(3)

8
>><

>>:

1P
i=0

(2N )i:9( 2
#J

2i ) $ C:9(2#J)

JP
i=0

1
(2N+1)i

:9(2i:2#J) $ C:9(2#J)

Lo que nos dice, que los valores de 9 en cada potencia de 2, es comparable
al promedio ponderado sobre las potencias de 2 m·s pequeÒas, por un lado; y
las m·s grandes, por otro.
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Veamos un ejemplo:

Si N = 3 , para J = 0 tenemos:4
9(1) + 8:9( 12 ) +8

2:9( 14 ) + 8
3:9( 18 ) + 8

4:9( 116 ) + :::::: $ C:9(1)
9(1) + 1

16 :9(2) +
1
162 :9(4) +

1
163 :9(8) +

1
164 :9(16) + :::::: $ C:9(1)

idem para J = 5 tenemos:4
9( 132 ) + 8:9(

1
64 ) +8

2:9( 1
128 ) + 8

3:9( 1
256 ) + 8

4:9( 1
512 ) + :::::: $ C:9( 132 )

9( 132 ) +
1
16 :9(

1
16 ) +

1
162 :9(

1
8 ) +

1
163 :9(

1
4 ) +

1
164 :9(

1
2 ) + :::::: $ C:9( 132 )

Si analizamos la convergencia:
En el primer caso: 9( 12n ) deberÌa ser parecido a

1
8n :an (con

P
an conver-

gente).
En el segundo caso: 9(2n) deberÌa ser no mayor que 16n:bn (con

P
an con-

vergente).
De cualquier manera, lo anterior sugiere que si 9(2n) t (2n)" (en este caso

3 < ! < 4 ) se garantiza la convergencia.

2.4 EspÌritu de la CARACTERIZACION de los MODULOS de
CONTINUIDAD UNIFORME:

"Si 9 tiene un comportamiento comparable al de jxj", y si esa condiciÛn es
Uniforme, como guÌa pensemos en que 9 es jxj" sÛlo para situarnos, es decir que
f 2 C" (R); entonces el supremo de las oscilaciones de la banda de frecuencia
[2j#1; 2j+1] (centrada en 2j) es menor o igual que 9(2#j), o sea, 2#j:" (para
nuestro ejemplo guÌa)".

Veamos algunos Casos Particulares:

! Si ! = 1 la frecuencia 2j es m·s o menos tan pequeÒa como 2#j , como
vemos en la Tabla 2.2:

Frecuencia sup k*j(f)k
1 C:1
2 C:12
4 C:14
8 C:18
16 C: 116

Tabla 2.2

Las oscilaciones decrecen al mismo ritmo que las frecuencias.
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! Si ! = 1
2 la frecuencia 2

j es m·s o menos tan pequeÒa como 2#
1
2 :j , como

vemos en la Tabla 2.3:

Frecuencia sup k*j(f)k
1 C:1
2 C: 1p

2

4 C:12
8 C: 1

2
p
2

16 C:14
Tabla 2.3

Las oscilaciones decrecen a menor ritmo que las frecuencias.

! Si ! = 3 la frecuencia 2j es m·s o menos tan pequeÒa como 2#3:j , como
vemos en la Tabla 2.4:

Frecuencia sup k*j(f)k
1 C:1
2 C:18
4 C: 164
8 C: 1512
16 C: 1

2048
Tabla 2.4

Las oscilaciones decrecen a mayor ritmo que las frecuencias.

Ahora, miremos los MÛdulos de Continuidad Puntuales:
Nuevamente, una condiciÛn de MÛdulo de Continuidad (en x0) es m·s

fuerte que una desigualdad para el decaimiento de las altas frecuencias (y
hace falta que 9 sea de orden comparable al de j(j" para la recÌproca).

Teorema 2.4.1:

()) Si 9 es un MÛdulo de Continuidad en x0 de f , entonces:
j*jf (x)j $ C:

))9(2#j) + 9(jx# x0j)
)), para cierto C > 0.

(() Si 9 satisface j*jf (x)j $ C:
))9(2#j) + 9(jx# x0j)

)), para cierto C > 0,
y si 9 ! un MÛdulo Uniforme de Continuidad de f ; y tanto 9 como !

cumplen la condiciÛn (3); entonces: 9P polinomio tal que:
jf(x)# P (x# x0)j $ C:inf

j'j0
((j # j0):9(jx# x0j) + !(2#j)).

AclaraciÛn: El ÌnÖmo es sobre los j mayores o iguales que j0, donde j0 es el
exponente tal que 2#j0 $ jx# x0j < 2#j0+1 , o sea, j0 = [log 1

2
(jx# x0j)] donde

[(] denota Parte Entera.
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ObservaciÛn 2.4.2:

La desigualdad jf(x)# P (x# x0)j $ C: inf
J'j0

((J # j0):9(jx# x0j) + !(2#J))

es m·s dÈbil que si 9 es un MÛdulo de Continuidad en x0 de f ; pues si 9
fuera un MÛdulo de Continuidad en x0 de f , tenÌamos que:
jf(x)# P (x# x0)j $ C:9(jx# x0j).
Pero, como: (j#j0) 2 N luego (j#j0) / 1 y adem·s !(2#j) / 0 obtenemos:
C:9(jx# x0j) $ C:((j # j0):9(jx# x0j) + !(2#j)), luego:
jf(x)# P (x# x0)j $ C:9(jx# x0j) $ C:((j # j0):9(jx# x0j) + !(2#j)).

Antes de la demostraciÛn del Teorema 2.4.1, veamos:

Nota 2.4.3:

9 un MÛdulo de Continuidad en x0 de f , cumple que:
1) 9(a) $ 9(2a) por ser 9 creciente; y, adem·s se pide en la deÖniciÛn de

MÛdulo de Continuidad:
2) 9(2a) $ C:9(a) claramente C > 1.
Es decir: 9(a) $ 9(2a) $ C:9(a) claramente C > 1.
La condiciÛn 9(a) $ 9(2a) $ C:9(a);8a > 0 permite acotar la tasa de

crecimiento de 9(() (es no mayor que una geomÈtrica):
9(2a) $ C:9(a)) 9(4a) $ C:9(2a) $ C2:9(a))...... 9(2na) $ Cn:9(a).

Una Consecuencia trivial que aÒadimos es que:

9(a+ b) $ C:(9(a) + 9(b))

En efecto: suponiendo a $ b (sinÛ, sale intercambiando a y b) tenemos:
9(a+ b) = 9(2:(a+b2 )) $ C:9(a+b2 ) $ C:9(b) $ C:(9(b) + 9(a)).

Ahora sÌ haremos la demostraciÛn del Teorema 2.4.1:

Veamos ()) del Teorema 2.4.1:

Suponemos que 9 es un MÛdulo de Continuidad de f , como vale la misma
cuenta del Teorema 2.3.1 paraMÛdulo Uniforme de Continuidad de f , ten-
emos: j*j(f)(x)j = 2n:j

))R (f(t)# P (t# x0)): (2j :(x# t))dt
)) obteniendo que:

j*j(f) (x)j $ C:
R
9(jt# x0j):2n:j :

)) (2j :(x# t))
)) dt, y acotando:

2n:j
))R (f(t)# P (t# x0)): (2j :(x# t))dt

)) $ C:
R
9(jt# x0j): 2n:j

(1+j2j :(t#x)j)M dt.

Pero: C:
R
9(jt# x0j): 2n:j

(1+j2j :(t#x)j)M dt $ C:
R
9(
)) y
2j + x# x0

))): 1
(1+jyj)M dt, ya

que: 9(jt# x0j) = 9(jt# x+ x# x0j) $ cte:(9(jt# xj) + 9(jx# x0j)), por la
Consecuencia trivial: 9(a + b) $ C:(9(a) + 9(b)) que mencionamos en la Nota
2.4.3, haciendo la sustituciÛn t # x = y

2j , la misma del Teorema 2.3.1 para
MÛdulo Uniforme de Continuidad de f , obtenemos:
j*j(f) (x)j $ cte:(9(2#:j) + 9(jx# x0j)), que es lo que querÌamos probar.
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Veamos (() del Teorema 2.4.1:

Supongamos por simplicidad que N = 0 ( el N de la condiciÛn (3)) para 9
y !: (Con N 6= 0 la idea es la misma, ajustando las cuentas)
Como N = 0, el 9 es de orden menor que 1 (recordemos que si 9(() = j(j"

luegoN = [!]) entoncesN tambiÈn da el orden del polinomio P , luego P es cons-
tante y P 0 f(x0), y acotamos: jf(x)# f(x0)j $

P
j2Z

j*j(f)(x)#*j(f)(x0)j.

La suma para j / J est· acotada por C:
+1P
J

!(2#j) $ C:!(2#J).

La suma para j0 $ j $ J est· acotada por:

(J # j0):9(jx# x0j) +
JP

j=j0

9(2#j) $ (J # j0):9(jx# x0j) + C:9(2#j0):

Y la suma para j < J est· acotada por:

jx# x0j :
j0P
#1
2j [9(jx# x0j)+9(2#j)] $ C: jx# x0j :2j0 :(9(jx# x0j)+C:9(2#j0)).

Luego vale lo que querÌamos probar:
jf(x)# P (x# x0)j $ C:inf

j'j0
((j # j0):9(jx# x0j) + !(2#j)).

Comentario 2.4.4:
Es todavÌa un Problema Abierto, si (3), es la condiciÛn Necesaria y SuÖ-

ciente para la CaracterizaciÛn de los MÛdulos Uniformes de Continuidad me-
diante el decaimiento de los k*j(f)k1.

Fin del Segundo CapÌtulo.

óóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóñ
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CapÌtulo 3: An·lisis Multifractal
de Ausencias Cerebrales conChirps

3.1 INTRODUCCION
Se puede aproximar el espectro multifractal mediante el mÈtodo de los Wavelets

Leaders (WL), de Stephane Ja§ard (2004), ver [Jf3].
Otra aproximaciÛn al espectro multifractal es la propuesta por el mÈtodo

Gradient Modulus Wavelet Projection (GMWP) que describen Turiel et al
(2006), ver [Tu].
En Èste capÌtulo estimaremos mediante un mÈtodo nuevo, la irregularidad

de series temporales artiÖciales y de EEG de crisis epilÈpticas correspondientes
a ausencias cerebrales con chirps (seÒal mixta), obtendremos el espectro multi-
fractal de la precrisis (la primera de las tres etapas de una ausencia cerebral)
asociado a los exponentes Hˆlder puntuales de la seÒal; mediante GMWFLP, que
como ventaja adicional no requiere de condiciones restrictivas en la regularidad
de la wavelet utilizada, y exhibiremos su eÖcacia en las seÒales mencionadas.
Pretendemos estudiar la eÖciencia de los citados mÈtodos para reconocer y

eventualmente Öltrar chirps que naturalmente se encuentren en seÒales biolÛgi-
cas, con el objetivo de predecir crisis epilÈpticas.

3.2 MULTIFRACTALIDAD Y EXPONENTES H÷LDER
El punto de partida para analizar seÒales irregulares es la regularidad Hˆlder,

expresada en el espectro de singularidadades.
Este espectro describe las propiedades fractales de la seÒal dada.
Sea f(x) una funciÛn contÌnua. Para cualquier n˙mero no entero ! > 0 ,

f(x) 2 C"x0 , clase Lipschitz puntual, si existe una constante c > 0 tal que cerca
del punto x0 se veriÖca jf(x)#P (x#x0)j $ cjx#x0j" donde P es un polinomio
de grado menor o igual que la parte entera de !.
Introducimos el exponente Hˆlder puntual de f en x0, que notaremos hf (x0)

y deÖniremos hf (x0) := sup
"
( f 2 C"x0).

Los exponentes Hˆlder pueden variar punto a punto dando estructuras muy
complejas para la seÒal dada.
Entonces, la descripciÛn natural de estas estructuras es la distribuciÛn de los

exponentes en el rango de regularidad.
M·s precisamente, podemos considerar las dimensiones de los conjuntos de

puntos que tienen el mismo exponente Hˆlder.
Ya que estos conjuntos en general tienen medida de Lebesgue cero, las me-

didas fractales son la herramienta apropiada.
El espectro de singularidades Hˆlder d(!) est· deÖnido como la medida Haus-

dor§ del conjunto de puntos x0 que tienen exponente Hˆlder hf (x0) = !. Es
decir: la medida Hausdor§ de E" = fx0=hf (x0) = !g.
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Entonces, el problema principal es estimar el espectro de singularidades a
partir de los valores de datos.
Son necesarias hipÛtesis adicionales o un marco m·s especÌÖco.
En Èste sentido, el mÈtodo m·s usual est· basado en el llamado formalismo

multifractal.
Esto esencialmente consiste en una funciÛn de estructura propuesta, Fq(l)

dando estimaciones globales acerca de la regularidad de la seÒal en funciÛn
de una semi-norma de par·metro q y el par·metro de escala l, suponiÈndolos
relacionados con el comportamiento puntual en la forma:

d(!) = inf
q
(q!# h(q) + 1)

para una funciÛn cÛncava h, que veriÖca:

Fq(l) 8 jljh(q)

Un espectro multifractal "tÌpico" (cÛncavo) calculado por los mÈtodos MF-
DFA o Wavelets Leaders (ver 3.3) es de la forma que muestra la Figura 3.1:

Figura 3.1
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3.3 EL M…TODO DE LOS LÕDERES WAVELET:
(con la TRANSFORMADA DE LEGENDRE)

Hasta los ˙ltimos aÒos el principal mÈtodo basado en wavelets para estimar
el espectro multifractal era la Wavelet Transform MÛdulo M·xima (WTMM),
por lo general preferido sobre el Wavelet Integral Transform Method y tambiÈn
sobre los mÈtodos basados en los q-mÛdulos de continuidad porque al menos en
los casos de auto-similaridad y auto-similaridad estadÌstica podemos asegurar
teÛricamente que el Formalismo Multifractal basado en las wavelets proporciona
el espectro correcto.
Sin embargo el mÈtodo mencionado no est· libre de crÌticas: Para la serie

del movimiento Browniano fraccionario la parte del espectro correspondiente a
la regularidad m·s alta (que es obtenido de los valores negativos de q) es subes-
timado (ver, por ejemplo [Jf3] u [Os]). Parece que la fuente de este problema
proviene del hecho que WTMM en realidad captura el espectro de exponente
dÈbil, que coincide con el exponente Hˆlder en muchos casos, pero no siempre.
Una propuesta interesante que vence la mayorÌa de los problemas de ambos

mÈtodos es el empleo de los LÌderes Wavelet:
Las Wavelets son herramientas naturales en el an·lisis multifractal, por al

menos tres razones.
Primero, el concepto de auto-similaridad est· implÌcito en la construcciÛn

de la base de wavelets f-j;kg que deÖnimos debajo.
Segundo, los coeÖcientes wavelet proveen una descomposiciÛn tiempo-escala

de la funciÛn (o seÒal) f , de ahÌ, que las propiedades de escalamiento de una
funciÛn implicar·n las propiedades de escalamiento de sus coeÖcientes wavelets.
Finalmente, el exponente Hˆlder puntual hf (x) de cualquier funciÛn con-

tinua f alrededor de un punto x puede ser calculado mediante las estimaciones
del tamaÒo de sus coeÖcientes wavelets cj;k asociados con f .
Entonces, ellas son herramientas eÖcientes para analizar comportamientos

locales.
StÈphane Ja§ard desarrollÛ un mÈtodo (ver [Jf3]) para la caracterizaciÛn

wavelet del exponente Hˆlder puntual, y la relaciÛn entre la regularidad Hˆlder
y la oscilaciÛn local.
DiÛ una nueva formulaciÛn de Èste criterio en tÈrminos del supremo local de

los coeÖcientes wavelet que Èl llamÛ The Wavelet Leaders (WL), preparando el
camino para el nuevo formalismo multifractal y puede ser resumido como sigue:
1) Para cualquier par (j; k) 2 N 9Z; con Ij;k denotamos el intervalo di·dico

[k2#j ; (k + 1) 2#j).
Entonces, si x 2 R; 8j / 1; existe un ˙nico entero kj;x tal que x 2 Ij;kj;x .
2) Consideremos una wavelet - 2 C1 (R) que sea una funciÛn en la clase

de Schwartz, como la construÌda en [Meyer], entonces el conjunto de funciones5
-j;k = -

/
2j ( #k

06
(j;k)2Z2 forma una base wavelet ortogonal (bwo) de L

2 (R).
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3) TambiÈn, sea f 2 CB (R) para alg˙n " > 0, y escrib·mosla en la bwo:

f =
X

j;k2Z

cj;k-j;k WL1

donde cj;k es el coeÖciente wavelet de f deÖnido por:

cj;k := cj;k (f) = 2
j

Z

R

f (t)-j;k (t) dt WL2

4) Para cualquier par (j; k) 2 N 9 Z, introducimos el LÌder Wavelet Lj;k
asociado con f y -:

Lj;k := sup
)))cj0 ;k0

)))
j0'j;k02#j

0
2Ij;k

WL3

Entonces, cualquier punto x0 2 R y cualquier escala j / 0 pueden ser
asociadas al coeÖciente:

Lj (x0) := supLj;k
jk#kj;xj&1

WL4

5) Un teorema acerca del exponente Hˆlder puntual, (ver en [Jf3]) aÖrma
que:

hf (x0) = lim inf
j!+1

log (Lj (x0))

log (2#j)
WL5

6) Recordemos que la transformada de Legendre de una funciÛn
' : q 2 R 7! ' (q) es la aplicaciÛn ', : h 2 R 7! ', (h) 2 R[f#1g deÖnida

por
', (h) = inf

q2R
(qh# ' (q)) WL6

7) Para cualquier funciÛn f 2 L2 (R) representada en la bwo como men-
cionamos antes, podemos introducir la funciÛn de escala

?f : p 2 R 7! ?f (p) asociada con f , dada por

?f (p) = lim inf
j!+1

#1
j
log
X

k2Z

, jLj;kj
p WL7

donde . signiÖca que la suma es tomada sobre los k tales que jLj;kj es no nulo.
AsÌ, para cada j / 1 la funciÛn p 7!

P
k2Z

, jLj;kj
p es log-convexa y no-creciente

cuando j es suÖcientemente grande, la aplicaciÛn ?f es concava y no-decreciente
sobre R (por ser el lÌmite inferior de funciones cÛncavas no-decrecientes).
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8) Frisch y Parisi propusieron (ver [Fr]) una fÛrmula que relaciona el es-
pectro multifractal de una funciÛn f con ciertas cantidades promediadas prove-
nientes de f , genÈricamente referida como la conjetura Frisch-Parisi; esta fÛr-
mula puede ser reformulada, si llamamos df (h) a la dimensiÛn Hausdor§ del
conjunto Efh := fx : hf (x) = hg, como:

df (h) = inf
p>0

/
ph# Vf (p)

0
=
/
Vf
0,
(h) WL8

9) La aplicaciÛn Vf : p 2 R 7! R [ f#1g es una funciÛn conveniente libre
de energÌa asociada con f . Entonces, Ja§ard estableciÛ (Ja§ard 2004 [Jf3]) que:
la funciÛn de escala ?f depende solamente de f , NO de -, y si f satisface el
formalismo multifractal en el exponente h > 0, Vf = ?f .
10) Finalmente, construÌmos el Espectro Multifractal Hausdor§ de f deÖnido

por

df : h 7! df (h) = dim
&
Efh

'
=
/
?f
0,
(h) WL9

3.4 ESTIMACI”NH÷LDERMEDIANTE LOS LÕDERESWAVELET:

Los exponentes Hˆlder puntuales de una funciÛn pueden estimarse estu-
diando el decaimiento de los lÌderes wavelet en el cono de ináuencia de cada
punto. En efecto, ya forma parte del folklore en la caracterizaciÛn de espacios
de funciones mediante el uso de la transformada wavelet que puede obtenerse la
siguiente acotaciÛn para los coeÖcientes wavelet de f , si f 2 C" (x0):

jcjkj $ C2#"j
/
1 +

))2jx0 # k
))0"

para alguna constante C, y con una recÌproca algo m·s dÈbil (aparece un factor
de decaimiento logarÌtmico involucrado).
En esta lÌnea, bajo hipÛtesis bastante generales es posible obtener el expo-

nente Hˆlder puntual si uno asume que esencialmente

jcjkj < K2#Hf (x0)j

AsÌ obtenemos: log2 jcjkj < log2K #Hf (x0) j, y entonces:
lim

j#!+1

log2jcjkj
#j = Hf (x0).

Lo cierto es que Èste procedimiento adolece de inconvenientes cuando la seÒal
presenta chirps.
El hecho es que, en caso de una singularidad en tiempo-frecuencia incluso

intervalos reducidos precisan de constantes K grandes cuyo valor no puede ser
desestimado incluso al llegar a la escala m·xima que admita la discretizaciÛn, y
ello introduce inestabilidades en estas estimaciones.
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Por otro lado, al considerar sÛlo a los lÌderes wavelet se uniÖcan las acota-
ciones en todos los intervalos del cono de ináuencia, que alude tambiÈn a los
intervalos contiguos al de x0 en cada escala.
AsÌ se reducen las perturbaciones introducidas por las oscilaciones lo que

permite formular la desigualdad jLjkj $ C2#"j de la ley de decaimiento sin el
esquivo factor que involucra las traslaciones.
Una extrapolaciÛn al lÌmite para estimar: Hf (x0) = lim

j#!+1

log2jLjkj
#j nos

deberÌa proporcionar una estimaciÛn Öel de los exponentes Hˆlder puntuales
que resulte poco sensible a la presencia de chirps en la misma.

3.5 MARCOS o "FRAMES":

Recientemente la teorÌa de marcos ha mostrado ser muy importante en nu-
merosas aplicaciones en tecnologÌa digital, especialmente en transmisiÛn de in-
formaciÛn.
La redundancia de las descomposiciones en marcos permite recuperar los

datos en situaciones de perdida de informaciÛn.

DeÖniciÛn 3.5.1: Dado H un espacio de Hilbert separable; una sucesiÛn
(vi) , H se dice un MARCO de H, si existen constantes positivas A y B con
0 < A $ B < +1 tales que:

A: kwk2 $
X

i

jhw; viij
2 $ B: kwk2 ; 8w 2 H:

Las constantes A y B Ûptimas, se denominan las "cotas del marco".
Si A = B el marco se dice AJUSTADO.

ProposiciÛn 3.5.2: Sea ffngun marco ajustado con constante 1. Entonces:
kfnk $ 1; 8n y adem·s: kfnk = 1; 8n, ffng es ortonormal.

3.6 GRADIENT MODULUS WAVELET FRAMES LEADERS
PROJECTION METHOD (GMWFLP):
(sin la TRANSFORMADA DE LEGENDRE)

Este mÈtodo combina el uso de los wavelet leaders con una idea interesante
de Antonio Turiel et al. (ver [Tu]).
Consiste esencialmente en estimar directamente el espectro multifractal a

partir de un histograma de los exponentes Hˆlder deducidos extrapolando el
comportamiento de los coeÖcientes wavelet, el llamado Gradient Modulus Wavelet
Projection (GMWP).
En [Tu] se usa un histograma para estimar la densidad \ (!) de los exponentes

Hˆlder ! a partir de los valores para la escala m·s pequeÒa j considerando:
cj;k := cj;k (f) = 2

j
R

R

f (t)-j;k (t) dt para "0 = 2#j0 < 0.
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Los -j;k usados en [Tu] no tienen que constituir una base de L2 ni tener
momentos nulos, ya que la idea es considerar cÛmo varÌan las proyecciones de
la seÒal contra una familia de funciones que cambian la escala (lo que apunta a
estimar los ! de las singularidades de tipo cuspidal).
La primera observaciÛn que surge es la posibilidad de mejorar las estima-

ciones extrapolando al lÌmite en lugar de quedarnos con el menor valor de la
escala.
En segundo tÈrmino ocurre que las proyecciones contra una familia de fun-

ciones parametrizada seg˙n la escala no tiene que necesariamente ser comparable
con potencias de jx# x0j

" ya que para hacerlo es preciso considerar que si -j;k
tiene primer momento nulo resulta:

Z

R

f (t0)-j;k (t) dt = 0

luego:))))))

Z

R

f (t)-j;k (t) dt

))))))
=

))))))

Z

R

(f (t)# f (t0))-j;k (t) dt

))))))
$
Z

R

jf (t)# f (t0)j j-j;k (t)j dt '

Z

R

jt# t0j
Hf (t0) j-j;k (t)j dt.

A partir de lo anterior, y de una condiciÛn sobre el decaimiento de
Z

R

j-j;k (t)j dt

se obtiene la desigualdad jLjkj $ C2#"j , si 0 < Hf (t0) < 1. Si Hf (t0) > 1 bus-
camos condiciones para que esencialmente jf (t)# P (t# t0)j ' jt# t0j

Hf (t0),
donde P (t# t0) es un polinomio (de Taylor) en potencias de (t# t0), y para

ello se requiere que
Z

R

tk-j;k (t) dt = 0 para k $ gr (P ).

Es decir que no se ve manera de soslayar el requerimiento de que la wavelet
tenga momentos nulos hasta por lo menos el sup

t2Sop(f)
fHf (t)gver [Jf3].

En tercer tÈrmino hace falta deÖnir con mayor precisiÛn la funciÛn \ (!) de
densidad de !#singularidades [Du], [Jf5].
Por otro lado, al tratar con el comportamiento de los coeÖcientes wavelet

cjk se asume implÌcitamente que todas las singularidades son cuspidales, descar-
tando la presencia de chirps.
Nuestra propuesta consiste en cambio en hacer una estimaciÛn con un mÈtodo

directo semejante al mencionado pero basado en el comportamiento de los lÌderes
wavelet Ljk en lugar de los cjk de manera de preservar la estabilidad frente a
las singularidades oscilantes.
No hace falta asumir una presunta concavidad del espectro que podrÌa no

ser tal.
Llamaremos entonces para abreviar GMWFLP (Gradient Modulus Wavelet

Frames Leader Projection) al algoritmo de estimaciÛn directa con lÌderes wavelet:
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Estimamos los exponentes Hˆlder puntuales extrapolando al lÌmite
j = N; N2 ;

N
22 ; :::;

N
2log2 N

! 0 , y obtenemos Hf (x0) = lim
j#!+1

log2jLjkj
#j .

Estimamos la densidad \ (!): en teorÌa \ (!) es la funciÛn de densidad, es
decir la derivada de la funciÛn de probabilidad F tal que

F (!) = P (x $ !) =
"R

#1
\ (t) dt , es decir:

\ (!) =
d (F (!))

d!
=

d

 
"R

#1
\ (t) dt

!

d!
=
d (P (x $ !))

d!
=

= lim
"!0

P (x $ !+ ")# P (x $ !# ")
2"

AsÌ tomamos encajes de intervalos de mallas tan Önas como admita la m·-
xima resoluciÛn alrededor de cada ! de una particiÛn de [!min; !max] (obtenido
del punto anterior) contando la proporciÛn de puntos del total en que el expo-
nente Hˆlder est· en cada intervalo.

En Èste sentido: \ (!) < 1
2"

$
# de puntos con !# " $ Hf (x) $ !+ "

# total de puntos de la serie

%
.

Obtenemos la dimensiÛn estimada de cada ! (de la particiÛn):

dim (E") = lim
r!0

1#
log
!

.(!)
.(!1)

"

log(r) , donde r son los radios de los intervalos de los

encajes.
Esta ˙ltima idea supone que como el intervalo del dominio de la serie tiene

dimensiÛn 1, entonces el E"1 de mayor densidad debe tener dimensiÛn 1. Por
otro lado, a nivel de las pequeÒas escalas (r < 0) la igualdad aproximada:

dim (E") < 1#
log
!

.(!)
.(!1)

"

log(r) = dim (E"1)# logr
&
L(")
L("1)

'
es equivalente a

rdim(E!) <
rdim(E!1)

\ (!)

\ (!1)

, y a su vez a
\ (!1)

\ (!)
<

rdim(E!)

rdim(E!1)
(lo que es de esperar

de cualquier deÖniciÛn razonable de dimensiÛn, piÈnsese por ejemplo para di-
mensiones 1 y 3, y un r = 0:1, es de esperar que la densidad mayor respecto de
la menor sea de 1000

10 = 100 = 0:11

0:13 ).
Queremos seÒalar que: Aunque a nuestro juicio el GMWFLP es preferi-

ble sobre el GMWP ambos mÈtodos sÛlo diÖeren en la manera de estimar los
exponentes Hˆlder puntuales y luego siguen un esquema com˙n, a saber:
DiscretizaciÛn del intervalo [!min; !max] :
!min = !0; !1; :::; !n#1; !n = !max.
EvaluaciÛn aproximada de la funciÛn de densidad de los exponentes Hˆlder

puntuales en los nodos de la particiÛn: \ (!i).
EstimaciÛn de las dimensiones de los conjuntos de cada exponente Hˆlder

puntual: dim (E"i).
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3.7 FRAMES DE WAVELETS versus WAVELETS ORTOGO-
NALES EN EL CALCULO de ESPECTROS MULTIFRACTALES:

La convergencia de los exponentes Hˆlder a partir del decaimiento de los
coeÖcientes (o lÌderes) wavelet puede ser lenta en ocasiones dependiendo de la
ubicaciÛn de los puntos respecto del reticulado sobre el que se generÛ la base,
exigiendo a veces una discretizaciÛn superior a la disponible. (Ver [Da] pags 301
y subsiguientes).
El uso de frames, permite una mayor independencia de la localizaciÛn del

punto respecto de la malla debido a que la redundancia permite superar en la
mayorÌa de los casos este problema, porque que la posiciÛn de un punto estÈ mal
condicionada simult·neamente respecto de varias funciones de la familia cuyos
soportes se superpongan, es mucho m·s improbable.
Para testear la eÖciencia de la estimaciÛn de los exponentes Hˆlder, a par-

tir de los cuales se obtienen los espectros multifractales, calculados a partir
del decaimiento de los lÌderes de los coeÖcientes en una frame de wavelets, y
contrastarla con las estimaciones obtenidas con los lÌderes wavelet de familias
ortogonales, generamos funciones de Weierstrass (muestreadas con frecuencia
2#12 Hz) como muestra la Figura 3.2 cada una con exponente de Hˆlder con-
stante entre 0 y 1, y calculamos con cada mÈtodo el exponente de Hˆlder puntual
(que deberÌa ser Öjo en teorÌa a lo largo de los 212 = 4096 datos de la serie).

Figura 3.2

La desviaciÛn estandar de la serie de exponentes Hˆlder ideal es 0 (ya que se
trata de funciones monohˆlder [Jf3]), de modo que consideramos como criterio
de mejor estimaciÛn el menor valor de la desviaciÛn estandar de las series de
exponentes puntuales.
Como se exhibe en la Tabla 3.3, las desviaciones conseguidas mediante una

frame de wavelets (de constante de frame igual a 2, es decir de doble redundan-
cia) obtenida superponiendo las familias sym4 y db8 de Daubechies es menor
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o igual en todos los casos que las desviaciones de los resultados consegui-
dos con distintas familias ortogonales tomadas como referencia (en la Tabla 3.3
corresponden a las bases de wavelets sym4 y db8).

Tabla 3.3

En promedio la desviaciÛn con las frames es un 12% menor que con la familia
1 y un 27% menor que con la familia 2, lo que constituye una evidencia a favor
de la mejor Ödelidad esperada de la estimaciÛn con el GMWFLP para computar
la regularidad Hˆlder puntual, y de allÌ el espectro multifractal.

3.8 TESTS con CASCADAS BINOMIALES CON y SIN CHIRPS,
y SERIES de ESPECTROS NO-C”NCAVOS formadas por
CASCADAS INTERCALADAS:

La performance de ambos mÈtodos fue comparada en primer lugar en cas-
cadas binomiales, cuyo comportamiento multifractal es conocido, para los va-
lores del parametro a (que enseguida describiremos) con a desde 0:52 hasta 0:98
(con paso 0:01) donde los valores admisibles de a corresponden a 0:5 < a < 1
(no se tomaron valores demasiado prÛximos a 0:5 y 1 para evitar que los errores
numÈricos comenzaran a afectar las estimaciones).
En los gr·Öcos que veremos se ilustra el caso a = 0:75, pero los resultados

son muy similares para todos los valores de a en el rango descripto.
Una cascada binomial unilateral de longitud 2! : x (k) con k = 1 ( ( ( 2!

se obtiene tomando x (k) = aN(k#1) (1# a)!#N(k#1) donde ; (s) es el n˙mero
de dÌgitos iguales a 1 en la expansiÛn binaria del n˙mero s (y donde, cÛmo
mencionamos, a 2 (0:5; 1)).
Si por ejemplo s = 27 = (11011)2 tenemos que ; (s) = 4 (ver [Kan]).
En los ejemplos tomamos cascadas simÈtricas de longitud 2!+1, reáejando

las cascadas de derecha a izquierda.
No es difÌcil probar que el espectro multifractal es, para h 6= 1 :

df (h) =
# log2

&
ah + (1# a)h

'

(h# 1)
.

En la Figura 3.7, se ilustra el caso a = 0:75 (en series de longitud 213) y en
la Figura 3.10 su espectro multifractal estimado con ambos mÈtodos (pero los
resultados son muy similares para todos los valores de a en el rango descripto).
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En la Figura 3.8, observaremos el gr·Öco de una serie obtenida a partir de
la respectiva cascada agreg·ndole aditivamente una secuencia de 8 chirps de la
forma: Cte .

/
1# t2

02 jtj0:5 Ch (t) donde Ch (t) es una funciÛn cuya frecuen-
cia aumenta desde frecuencia 0 a frecuencia 80 cuando jtj va desde 1 a 0 y
tiene una traza convexa en el plano tiempo-frecuencia; y su respectivo espectro
multifractal en la Figura 3.11.
Como se ve en la Figura 3.10 y en la Figura 3.11, los espectros usando WL

y usando GMWFLP no se ven casi afectados por la presencia de chirps, lo cual
es teÛricamente esperable, ya que los chirps mencionados tienen regularidad
C1 en casi todo punto. Sin embargo, es el uso de los lÌderes wavelet lo que
garantiza estos deseables resultados, ya que la gran mayorÌa de los mÈtodos
en uso (basados en coeÖcientes wavelet o q#mÛdulos de continuidad) se ven
notablemente alterados por la presencia de chirps.
A continuaciÛn exhibimos en la Figura 3.4 el gr·Öco del chirp utilizado, y en

la Figura 3.5 el gr·Öco de la respectiva secuencia de 8 chirps:

Figura 3.4

Figura 3.5
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3.9 Una DISCUSI”N sobre ESPECTROS NO-C”NCAVOS:

Como vimos, si bien la mayorÌa de los mÈtodos en uso utilizan una cantidad
de hipÛtesis acerca de las funciones o seÒales con las que trata, hipÛtesis genÈri-
camente conocidas como formalismos multifractales proporcionan siempre (salvo
errores numÈricos), espectros multifractales cÛncavos (debido a que se apoyan
en la Transformada de Legendre, lo que necesita una presunciÛn de concavidad;
pero no todas las seÒales o funciones tienen espectros realmente cÛncavos.
En muchos casos el espectro debe ser efectivamente no cÛncavo, y los

mÈtodos que usan formalismos multifractales sÛlo obtienen en el mejor de los
casos su envolvente, o son del todo errÛneos.

Ejemplo TeÛrico:

Veamos de construir un espectro no cÛncavo (es decir, una seÒal s que lo
tenga) de una manera un tanto sintÈtica:

(a) Tomamos una seÒal f con un espectro cÛncavo, por ejemplo una serie
binomial x (k) = aN(k#1) (1# a)!#N(k#1) de N = 2! n˙meros k con k = 1; ::::; N
y tomando un a adecuado, cuyos exponentes Hˆlder se encuentren en el intervalo
[0:4; 2:2] y digamos que el sop(f) = [0; 1], Èsto podemos obtenerlo siempre (ver
[Kan]).

(b) ConstruÌmos una seÒal que tenga el mismo espectro desplazado en dos
unidades, o sea, sus exponentes Hˆlder se encuentran en el intervalo [2:4; 4:2],
y digamos soportada en [1; 2], que siempre es posible, pues basta componer con
una traslaciÛn. Pero, øpuede obtenerse realmente un corrimiento en el espectro?
SÌ, pues, como por deÖniciÛn, d(!) = dim(E") = dimfx=Hf (x) = !g, sÛlo

hace falta encontrar g tal que 8x 2 [0; 1] valga que Hg(x) = Hf (x) + 2, øes
posible hallar g?
SÌ, porque como Hf (x) es una funciÛn de exponentes Hˆlder es entonces

lÌmite inferior de funciones contÌnuas y luego, Hf (x) + 2 es lÌmite inferior de
funciones contÌnuas tambiÈn y, (ver [An]), puede siempre construÌrse una funciÛn
con una funciÛn de exponentes Hˆlder prescriptos, por una funciÛn que sea lÌmite
inferior de funciones contÌnuas, y entonces:

dim(E"+2(g)) = dim(fx=Hf (x) + 2 = ! + 2g = dim(fx=Hf (x) = !g =
dim(E").

(c) Llamamos t(x) = g(x # 1) y resulta que sop(t) = [1; 2] y t(x) tiene sus
exponentes Hˆlder en el intervalo (2:4; 4:2).
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(d) Ahora deÖnimos s(x) =
4

f(x) si x 2 [0; 1]
t(x) si x 2 [1; 2] y como los expo-

nentes Hˆlder son disjuntos (la dimensiÛn (no medida) es no aditiva), resulta
que:

si ! 2 [0:4; 2:2] entonces dim(E") = dim(fx=Hs(x) = !g = dim(fx=Hf (x) = !g
si ! 2 [2:4; 4:2] entonces dim(E") = dim(fx=Hs(x) = !g = dim(fx=Ht(x) = !g

entonces el espectro de s(x) es no cÛncavo siendo su gr·Öco el que mostramos
en la Figura 3.6:

1 2 3 4
0.0

0.5

1.0

x

y

Figura 3.6

DespuÈs de este ejemplo teÛrico, volvamos a las estimaciones numÈricas del
espectro:
En la Figura 3.9 se estudia una serie obtenida de la siguiente manera: Se

calcula una cascada binomial como mencionamos anteriormente mostrada en
las Figuras 3.7 y 3.8, se genera una serie cuya regularidad en cada abscisa es
igual al del respectivo punto de la cascada pero aumentado en cierto valor Öjo
(en nuestro caso es 43 , pero se obtienen resultados an·logos con otros valores, lo
suÖcientemente grandes).
Finalmente se genera una nueva serie, intercalando tramos (pequeÒos pero

no despreciables) de la cascada y de la serie obtenida aumentando la regularidad
de la cascada.
Como las dimensiones no se ven afectadas, claramente el espectro resulta

no-cÛncavo (la linea roja continua graÖcada en la Figura 3.12). El mÈtodo de
los WL, al basarse en la transformada de Legendre sÛlo puede capturar (aproxi-
madamente) la c·psula cÛncava del espectro real (la par·bola aproximada dada
por los asteriscos azules), y por su parte, el GMWFLP no tiene la limitaciÛn de
la concavidad, y el espectro estimado (cÌrculos verdes) sigue bastante ajustada-
mente al espectro teÛrico.
Veamos las Series y sus respectivos Espectros Multifractales:
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Figura 3.7 Figura 3.10

Figura 3.8 Figura 3.11

Figura 3.9 Figura 3.12
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3.10 EJEMPLO DE SERIES BIOL”GICAS:
EEG DE UNA AUSENCIA CEREBRAL:

Un tipo de crisis principalmente generalizada de epilepsia seg˙n la Liga
Internacional Contra la Epilepsia son las ausencias o el pequeÒo mal, consis-
tentes en una interrupciÛn abrupta de conciencia con par·lisis temporal fÌsica,
pero sin pÈrdida del equilibrio ni caÌdas, y con el mantenimiento de funciones
involuntarias fÌsicas. Las ausencias no crean, en general, un problema para
los pacientes. DespuÈs de unos segundos bruscamente reestablecen la actividad
previa, quedando un perÌodo negro.

Las tres etapas de una seÒal de EEG correspondiente a una ausencia cerebral
son: la pre-crisis, la crisis y la post-crisis, como se muestra en la Ögura 3.13

Figura 3.13

Como se muestra en la Ögura 3.14, los canales O1 y O2 son medidos sobre
la regiÛn occipital, los canales P3 y P4 sobre la regiÛn parietal, los canales T3,
T4, T5 y T6 sobre la regiÛn temporal, C3 y C4 sobre la regiÛn central, y F1,
F2, F3, F4, F7 y F8 sobre la regiÛn frontal.
Las muestras fueron obtenidas cada 1/256 segundos, y durante un tiempo

total de T = 30 segundos aproximadamente. La seÒal anterior fue proporcionada
por el canal 9 (CH9) destacado en la Ögura 3.14.
Construimos la secuencia de chirps modulados con los que perturbaremos la

seÒal, usando el software Matlab 7.0 y sus versiones posteriores.
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Figura 3.14

Tomamos el chirp base, cuya fÛrmula es Ch (t) = cos(f0 +
(f1#f0)

t21
:t2) donde

f0 es la frecuencia inicial (en este caso 0), f1 la frecuencia Önal (en este caso 26)
y t1 es el lapso de tiempo entre ambas frecuencias medidas en Hertz, exhibimos
en la Figura 3.15 el mencionado chirp base:

Figura 3.15
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Mientras que la funciÛn moduladora es FM (t) = e#20t
2
&
1# e#20t

2
' 1
2

,

siendo su gr·Öco el que exhibimos en la Figura 3.16:

Figura 3.16

Obteniendo el chirp modulado dado por ChM (t) = FM (t) :Ch (t) que
mostramos en la Figura 3.17:
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Figura 3.17

Perturbamos las seÒales agregando una secuencia de 6 chirps modulados
como muestra la Figura 3.18, con baja amplitud en la seÒal de EEG, teniendo
los chirps la forma que muestra la Figura 3.17:

Figura 3.18

Cocluyendo que la simple observaciÛn del gr·Öco no permite distinguir la
perturbaciÛn.
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3.11 PROBLEMA:

GraÖcamos en las Figuras 3.19, 3.20 y 3.21 las seÒales de EEG a ser testeadas
(ver [Car]), cuya longitud es N=18432, de un ataque epilÈptico correspondiente
a ausencias cerebrales con frecuencia de muestreo de 102.4 hz.

Figura 3.19

Figura 3.20

Figura 3.21

Nos interesa estudiar la parte del EEG previo a que la crisis se haga evidente,
o sea, las Figuras 3.22, 3.23 y 3.24, para analizar la din·mica, y eventualmente
prevenirla, en dichos tramos interact˙an las actividades elÈctricas de distintos
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grupos de neuronas que est·n en diferentes fases, y con rangos de regularidad
bien diferenciados lo que harÌa verosÌmil que el espectro sea No CÛncavo, en las
Figuras 3,25, 3.26 y 3.27 respectivamente.
Por lo tanto parece adecuado analizarlo con el GMWFLP:

Figura 3.22 Figura 3.25

Figura 3.23 Figura 3.26

Figura 3.24 Figura 3.27

Concluyendo que efectivamente cada uno de los espectros multifractales es
NO C”NCAVO.
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3.12 COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

Ninguno de los algoritmos para calcular el espectro multifractal requiere
una gran cantidad de recursos (ni los que consideramos aquÌ, ni cualquier otro
conocido por nosotros) entonces dejaremos cualquier consideraciÛn sobre la
asignaciÛn de memoria y desbordamientos de pilas y nos centraremos en es-
tudiar la cuestiÛn sobre el tiempo de ejecuciÛn.
Haciendo correr cualquier implementaciÛn precisa y razonable de los WL o

el GMWFLP nos convencer· que Èstos mÈtodos son m·s r·pidos que por ejem-
plo, el Multifractal Detrended Fluctuation Analysis, que es de orden O

/
N2
0
,

mientras para los WL como para el GMWFLP la etapa m·s larga es la del pro-
pio cÛmputo de los coeÖcientes wavelet, que es de orden O (N logN), con una
constante proporcional a la cantidad de nodos necesarios para representar la
wavelet ortonormal requerida, que est· relacionado con el n˙mero de momentos
nulos necesarios para cancelar los polinomios con grado hasta la parte entera de
la m·xima regularidad Hˆlder de las seÒales.
En la pr·ctica no encontramos regularidad Hˆlder mayor que 4 y las wavelet

de Daubechies de orden 4 (como db4 Û sym4) son suÖcientes (usamos sym4 en
los ejemplos con 4:4# 1 = 15 nodos).
Si quisiÈramos analizar series especialmente suaves podrÌamos tomar dbN Û

symN con 4N#1 nodos pero, en cualquier caso, no parece en absoluto necesario
tomar N mayor que 8 (y 63 nodos).
Los WL o el GMWFLP necesitan unas 5N comparaciones de n˙meros de

doble precisiÛn, O (N) sumas o diferencias y O (N) productos adicionales, pero
esto no incrementa el orden de estos metÛdos.
Resumiendo, tenemos para los ejemplos estudiados (cuya longitud es de 213

Û 214) que los mÈtodos de WL y de GMWFLP deberÌan ser aproximadamente
10
15 log2

/
213
0
= 8: 667 Û 10

15 log2
/
214
0
= 9: 333 , es decir unas 9 veces m·s r·pidos,

lo que est· de acuerdo con los ensayos experimentales que realizamos en la
pr·ctica.

Nota: Las seÒales analizadas en este capÌtulo son las usadas en [Car] como
se mencionÛ oportunamente, provenientes del Centre of Excellence in Bioinfor-
matics de Australia, en la persona del Dr W. Hyslop y el Dr R.L.L. Smith,
formando parte The Australian EEG database.

Fin del Tercer CapÌtulo.
óóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóñ
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CapÌtulo 4: Filtrados Kalman de
SeÒales de Potenciales Evocados

TESTS de CONTRASTACION versus DATOS SUBROGADOS

4.1 INTRODUCCION

Nuevas tÈcnicas de im·gen y seÒales permiten vigilar la funciÛn cerebral
en las personas vivas. Ellas han abierto mundos de conocimiento acerca de la
funciÛn cerebral normal y cÛmo cambia con la edad o con las enfermedades.

Una de estas tÈcnicas se llama tomografÌa por emisiÛn de positrones,
o TEP de exploraciÛn (PET, sigla en inglÈs).
La TEP mide el áujo sanguÌneo y metabolismo de la glucosa en todo el

cerebro.
Cuando las cÈlulas nerviosas de una regiÛn del cerebro se activan, el áujo

sanguÌneo y el metabolismo aumentan en esas regiones.
Estos aumentos se ven generalmente como colores rojos y amarillos en una

TEP.
Las sombras azules y negras indican una disminuciÛn o falta de actividad

dentro de una regiÛn cerebral.
Esencialmente, una TEP produce un ìmapaî del cerebro activo.
Las exploraciones de la TEP se usan para ver lo que sucede en el cerebro

cuando una persona realiza una actividad fÌsica o mental, descansa, duerme o
sueÒa.
TambiÈn se pueden inyectar productos quÌmicos marcados con un rastreador

que se encender· durante las PET.
Estos rastreadores pueden seguir la actividad de los productos quÌmicos cere-

brales, por ejemplo los neurotransmisores como la dopamina y la serotonina.
Algunos de estos neurotransmisores se alteran con la edad, enfermedades y

medicamentos.

Otra de las tÈcnicas son los Potenciales Evocados, los que ser·n de nue-
stro interÈs y de ellos nos ocuparemos; ya que desde el descubrimiento en 1875
por Caton de la existencia de potenciales elÈctricos en la corteza cerebral, y la
posterior demostraciÛn por Berger en 1927 de que es posible registrar tal activi-
dad elÈctrica por medio de tÈcnicas no invasivas, basadas fundamentalmente en
el electroencefalograma (EEG), sucesivos desarrollos tecnolÛgicos y experimen-
tales han permitido profundizar en el signiÖcado funcional de tales Potenciales
ElÈctricos (ver [Go], [Gev]).
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4.1.1.POTENCIALES EVOCADOS: Generalidades:

Los potenciales evocados cerebrales (PEs) consisten en áuctuaciones en el
voltaje en uno o m·s electrodos ubicados en la cabeza que se producen a conti-
nuaciÛn de la realizaciÛn de sucesos sensoriales, motores o cognitivos, de origen
exÛgeno o endÛgeno.

En efecto, se ha observado que tras la presentaciÛn de un determinado tipo
de estimulo (o eventualmente la ausencia de un estÌmulo esperado) se producen
cambios mensurables en la actividad elÈctrica que se puede registrar en el cr·neo,
cambios que adoptan la forma de picos o valles y se supone que nos informan
acerca de los procesos cerebrales y cognitivos que subyacen.
Llamamos componente de un PE a una porciÛn del registro de la actividad

elÈctrica cerebral, sensible a una manipulaciÛn experimental concreta, que se
considera un reáejo de un proceso particular o de un grupo de procesos. En este
sentido, un componente puede ser tanto un ˙nico pico como una secuencia de
picos (ver [Col]).

En cuanto al sustrato ÖsiolÛgico de los PES, se sabe que la actividad elÈctrica
registrada en el cuero cabelludo es la suma de los potenciales post-sin·pticos
generados por la despolarizaciÛn e hiperpolarizaciÛn de las cÈlulas cerebrales.

Un ejemplo de su aplicaciÛn: se ha correlacionado negativamente con el nivel
de inteligencia, es decir, las personas con un cociente de inteligencia alto suelen
presentar PE de latencia m·s corta.

4.1.2 POTENCIALES EVOCADOS: ClasiÖcaciÛn:

Se clasiÖcan en 2 tipos:

1) SENSORIALES ( auditivos (Bera),Visuales,etc), y
2) COGNITIVOS (P300)

Si bien estamos tratando tambiÈn con potenciales cognitivos, las seÒales a
las que especÌÖcamente se reÖere el problema son de tipo sensorial auditivo.
Los potenciales evocados auditivos de tronco cerebral (BERA, por: brain-

stem evoked responses audiometry o audiometrÌa por respuestas evocadas del
tronco cerebral), consisten en la obtenciÛn de una serie de ondas, que nos indican
la transmisiÛn a traves del nervio auditivo desde la cÛclea hasta el cerebro.

Agradecemos a ADVANTEK S.A. por el software "AUDISCAN" usado en
los PE que muestra la siguiente Figura 4.1:
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Figura 4.1

La mec·nica de la prueba es similar a la de un electrocardiograma o ence-
falograma, aunque en el caso del BERA, al paciente se le colocan una serie de
electrodos en la regiÛn central y detr·s de cada oreja y se le presenta un sonido
(una secuencia de sonidos, realmente) por medio de unos auriculares, y el paso
del mismo por distintas etapas del nervio ac˙stico hasta el cerebro.
Los electrodos se colocan en el cuero cabelludo y en los pabellones auditivos,

peg·ndose con pasta conductora y colodion. Hay que limpiar el ·rea de registro
para evitar interferencias y resistencias elevadas, como en el caso del EEG. Los
potenciales cognitivos requieren la colocaciÛn de todos los electrodos de EEG,
generalmente con un casco.
Los registros obtenidos de los electrodos se Öltran y los valores pueden graÖ-

carse mediante una serie de ondas (I, II, III, IV, V, etc.) indicadas en la Figura
4.2, que se producen a un determinado tiempo estandarizado (dentro de ciertos
m·rgenes) dependiendo del estado de la funciÛn ac˙stica.

El PEA est· constituido por ondas caracterÌsticas que est·n bien deÖnidas
en sus diferentes etapas, algunas de las cuales se muestran en la Ögura 4.2:
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Figura 4.2

El primer grupo se presenta durante los primeros 10 ms despuÈs del estÌmulo
y se conoce como PE de latencia corta o potencial auditivo de tallo cerebral
(BAEP: Brainstem Auditory Evoked Potential) en el que se aprecian claramente
seis puntos m·ximos (I, II, III, IV, V y VI) que se indican en la Figura 4.2.
Posteriormente se observa la respuesta auditiva de latencia media (MAEP:

Middle Auditory Evoked Potential), donde destacan los m·ximos No, Na, Nb,
Po y Pa.
Por ˙ltimo se tiene la respuesta tardÌa o de latencia larga (LAEP: Late

Auditory Evoked Potential), donde aparecen los m·ximos P1, P2, P3, N1, Nd
y N2.
Las precauciones y riesgos son las mismas de la electroencefalografÌa. Aunque

son tÈcnicas seguras e inocuas hay que conocer la posibilidad de problemas con
los electrodos, y las molestias de los estÌmulos.
No requieren preparaciÛn ni son molestas, pero son largas y pueden cansar

al paciente.
En ocasiones los estÌmulos elÈctricos necesarios para los PEs pueden mo-

lestar, por la sensaciÛn de calambre o dolor.

4.2 POTENCIALES EVOCADOS: Sus CaracterÌsticas DeÖnito-
rias:

Donchin, Ritter y McCallum (ver [Do]) indican que un componente se de-
Öne por una combinaciÛn de su polaridad, latencia, topografÌa y sensibilidad a
las caracterÌsticas de la manipulaciÛn experimental, cabe destacar que las ca-
racterÌsticas primera y tercera recogen informaciÛn sobre la fuente ÖsiolÛgica,
mientras que las otras dos se reÖeren a la funciÛn psicolÛgica (ver [Nu]).
1) POLARIDAD: es una propiedad de las molÈculas que representa la

desigualdad de las cargas elÈctricas en la misma. Los componentes pueden ser
de dos tipos: positivos o negativos.
En este sentido, denominaremos P a los componentes con polaridad positiva,

y N a los que tengan polaridad negativa.
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2) LATENCIA: Èsta suele medirse tomando el tiempo en milisegundos
desde la presentaciÛn del estÌmulo hasta la apariciÛn del pico o del valle; esto
es, hasta el punto de m·xima o mÌnima amplitud dentro de una ventana de
latencia concreta. AsÌ, por ejemplo, el componente N400 es una onda negativa
que presenta un pico aproximadamente a los 400 milisegundos despuÈs de la
presentaciÛn del estÌmulo.
3) TOPOGRAFÕA: consiste en la distribuciÛn en el cuero cabelludo. El

registro de la actividad elÈctrica se realiza en varias localizaciones, lo que nos
permite, entre otras cosas, detectar si existe un lugar en concreto donde aparece
un determinado componente y si hay diferencias hemisfÈricas.
No obstante, debemos tener muy en cuenta lo siguiente: las áuctuaciones en

el voltaje recogidas con un electrodo sobre el cuero cabelludo no han de tomarse
como actividad originada por el tejido cerebral directamente subyacente a esa
localizaciÛn, es decir, que la topografÌa sobre el cuero cabelludo no suministra
un mapa de la localizaciÛn neuronal. De hecho, la actividad generada en un
·rea concreta del cerebro puede haberse registrado en una localizaciÛn situada
a una considerable distancia de su generador.
4) SENSIBILIDAD: sensibilidad respecto de una determinada manipu-

laciÛn experimental. Este es el criterio m·s difÌcil, puesto que existen compo-
nentes bastante inespecÌÖcos. El caso m·s notorio es el de la familia de los
P300s, ondas que aparecen utilizando sucesos muy diversos.

4.3 PorquÈ es importante IDENTIFICAR la SE—AL de FONDO?

Tanto los potenciales evocados sensoriales (sean auditivos, visuales, motores,
etcÈtera) o los cognitivos, se maniÖestan efectivamente mediante una respuesta
elÈctrica (los sensoriales tienen tÌpicamente un tiempo de latencia del orden de
1 a 10 milisegundos mientras que los cognitivos lo tienen en el rango de 200 a
900 milisegundos).

Sin embargo esta respuesta se suele asumir que tiene un rango entre los 1
y 20 microvoltios (^V ), contra las oscilaciones de magnitud de entre 50 y 100
microvoltios de la actividad elÈctrica no evocada. Como consecuencia la relaciÛn
seÒal a ruido (SNR) parece ser prohibitivamente baja.

El procedimiento usual consiste entonces en realizar promediaciones sobre
un gran n˙mero de ensayos (frecuentemente cientos o miles de ensayos)

La presunciÛn estandar es que de esa manera se cancelan las áuctuaciones,
y de esta manera el resultado de dicho promedio es la respuesta evocada.

Por otra parte la diferencia entre la seÒal y los promedios constituirÌan el
ruido que estaba sobreimpuesto a la seÒal merced a la actividad cerebral no
asociada a los eventos.
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El resultado de las promediaciones es lo que habitualmente se eval˙a para el
diagnÛstico del paciente, y sobre lo que se predica la posiciÛn y caracterÌsticas
de las ondas rotuladas como I, II, III, IV, V, etc. indicadas en la Figura 4.2.

Este protocolo est· justiÖcado ante todo empÌricamente por su Èxito en el
estudio de diversas patologÌas, que en muchos casos pueden ser conÖrmadas
mediante otros tipos de estudios.

Sin embargo es interesante reconsiderar este an·lisis por varios motivos:

Por un lado en muchos casos el tiempo de espera que supone realizar cen-
tenares o millares de ensayos es indeseable. Incluso a veces, y en especial en los
cognitivos, debido a su mayor latencia, es casi intolerable.

Cabe considerar tambiÈn la incomodidad del paciente, la eventual urgencia,
en particular teniendo en cuenta un posible uso de evaluaciÛn de la funciÛn cere-
bral durante cirugÌa o post-quir˙rgica (si pudiera), eludiendo las promediaciones
excesivas, hacerse la diagnosis en tiempo real.

En este sentido, tenemos algunos resultados, acerca de la posibilidad de
realizar una variante no-lineal de un Öltro de Kalman sobre un n˙mero pequeÒo
de ensayos (de 10 a 60 aproximadamente) obteniendo resultados aparentemente
por lo menos tan Öables como los que se obtienen habitualmente sobre cientos
o miles de ensayos.

Por otra parte, hay varias razones en contra de la interpretaciÛn habitual
acerca de la contribuciÛn de la actividad cerebral, evocada y no evocada, a
los promedios, y a la supuesta componente de ruido en estas series: Miremos
primero la cuestiÛn del supuesto ruido residual.

4.4 PROBLEMA de las PROMEDIACIONES: Posibles utilidades
de poder extraer informaciÛn con pocos trials:

La hipÛtesis nula aducida para apoyar esta tÈcnica es que la actividad elÈc-
trica no asociada a los ERPs variar· aleatoriamente con esperanza 0, y que
al promediar una gran cantidad de trials los promedios tender·n (de acuerdo
a la Ley de los Grandes N˙meros) al valor esperado que corresponderÌa a la
respuesta del potencial evocado.

En tal caso, restando de dichas seÒales el promedio, el cual presuntamente
corresponde al valor real de los potenciales evocados, deberÌa obtenerse una
serie de valores correspondiente a una realizaciÛn de un proceso estoc·stico
estacionario dado por una sucesiÛn de variables aleatorias no correlacionadas y
equidistribuidas (o en el peor de los casos, a un proceso de Markov de orden
n, con n no mayor a la m·s baja frecuencia no nula correspondiente al Öltro
pasabanda asociado a la conversiÛn A/D que se use al tomar el EEG).
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Teniendo en cuenta ello la funciÛn de autocorrelaciÛn de tales seÒales deberÌa
valer 1 en tiempo 0 y deberÌa corresponder a una sucesiÛn de variables con
distribuciÛn N

/
0; 1L

0
, donde L es la longitud de la serie considerada.

Una hipÛtesis explicativa supone que la respuesta evocada real tiene picos
de mayor amplitud y menor longitud que las promediaciones.
Debido a las áuctuaciones aleatorias en la latencia e intensidad, las prome-

diaciones no sÛlo cancelarÌan las contribuciones de la actividad no evocada sinÛ
que adem·s suavizarÌan y extenderÌan las ondas de las respuestas evocadas.

Veamos en la Figura 4.3 un ejemplo sintÈtico:

Figura 4.3

Un hecho que apoyarÌa esta hipÛtesis, es que algunos ensayos, que exhibimos
en las Figuras 4.5, 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9, tienen un esquema de ondas semejante
(visto con indulgencia) al de las promediaciones que exhibimos en la Figura 4.4,
pero con amplitud mayor:
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Figura 4.4 Figura 4.5

Figura 4.6 Figura 4.7

Figura 4.8 Figura 4.9
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Pasemos entonces a la cuestiÛn de la caracterizaciÛn de las seÒales:

De una fuente compleja, como el cerebro, uno puede esperar ya sea series que
puedan ajustarse adecuadamente a modelos lineales como series con marcadas
caracterÌsticas de no-linealidad.

Una tÈcnica ˙til para decidir la cuestiÛn de la linealidad o no-linealidad es
el MÈtodo de Datos Subrogados, ver [Th].
Para la generaciÛn de datos subrogados procedemos a considerar la trans-

formada de Fourier de la serie de valores reales y (t), que denotaremos
Y (!) = A (!) ( ei:(!).
Se perturban las fases 9 (!) aleatoriamente pero manteniendo la simetrÌa, es

decir se sortean sÛlo las frecuencias positivas y se toma consecuentemente las
negativas de modo que Y (!) = Y (#!).

AsÌ la antitransformada de la nueva Y obtenida ser· una serie de valores
reales (recortando las pequeÒas componentes imaginarias que aparezcan por
errores de discretizaciÛn), ey (t) que tendr· el mismo espectro de potencias y la
misma funciÛn de autocorrelaciÛn que y (por el teorema de Wiener-Khinchin).

Pero cualquier relaciÛn no-lineal entre los puntos habr· sido aleatorizada.
Cualquier test que tenga los mismos resultados en los datos originales y los

subrogados solo ser· sensible a la estructura lineal de los datos.

Adem·s, como la representaciÛn general con un modelo lineal ARMA puede
en teorÌa obtenerse directamente a partir de la funciÛn de autocorrelaciÛn (a
partir de las ecuaciones de Yule-Walker, aunque en la pr·ctica la estimaciÛn
numÈrica del orden y de los par·metros requieran distintos procedimientos re-
cursivos).

Un comportamiento disÌmil entre los datos subrogados y la serie original
indicarÌa que no es posible representar adecuadamente las series mediante un
modelo lineal, a pesar de la similitud aparente de las series originales y subro-
gadas (ver [Sc]).

Veamos como ejemplo la serie original en la Figura 4.10 y los datos subro-
gados en la Figura 4.11:

55



Figura 4.10

Figura 4.11

Una primera cuestiÛn que se observÛ es que las respectivas promediaciones
muestran una correlaciÛn positiva considerablemente m·s alta para las series de
PE que para las series subrogadas (se entiende que las promediaciones de cada
serie con los ensayos de las mismas), lo cual es muy afortunado.
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La correlaciÛn es de alrededor de un 70 % para las series de PE (ya sea para
las promediaciones de todos los ensayos o para promedios de algunas decenas de
ensayos tratados con una versiÛn no-lineal de un Öltro de Kalman bayesiano) y
de menos de un 60 % para las series subrogadas y sus respectivas promediaciones.
De allÌ que la distribuciÛn de ensayos de Bernoulli de una probabilidad de

obtener m·s del 50 % de Èxitos sobre 30 ensayos con probabilidad superior al
99.3% en el caso de las PE (lo que se propone para validar un test) y de sÛlo el
90% en el caso subrogado.

Asumiendo la no-linealidad se plantea el problema de la elecciÛn de alg˙n
modelo, preferentemente paramÈtrico, para intentar su representaciÛn.
Un an·lisis de la din·mica no-lineal ya no puede apoyarse en la funciÛn de

autocorrelaciÛn.

Un sustituto usual en el caso no-lineal lo constituyen las entropÌas muestrales:
Dado un paso a ; se estima (mediante la densidad de las apariciones) la

probabilidad de los valores cercanos a tiras con paso a .

Sea #!y P = (y (t) ; y (t# a) ; y (t# 2a) ; y (t# 3a) ; :::; ; y (t# (d# 1)a)), y sea
pd = p (#!y P ) (donde d es tan largo como permita la longitud de la serie,
debe serlo bastante para que tenga verosimilitud) y se calcula la entropÌa:P
pd (

#!y P ) ln(pd (#!y P )
#1
).

En caso de no haber correlaciones de largo alcance signiÖcativas, la entropÌa
deberÌa ser aditiva entre tiras de valores lo suÖcientemente apartadas para garan-
tizar la independencia. Sin embargo los resultados obtenidos no son consistentes
con esa idea. La tabla 4.12 que sigue muestra algunos ejemplos tÌpicos:

EntropÌa A EntropÌa B EntropÌa (A,B)
2.7153 2.8438 3.0930
2.7819 2.7213 3.0845
2.6227 2.6538 2.9292

Tabla 4.12

Puede suponerse entonces la posibilidad de que haya correlaciones de consi-
derable alcance que provoquen la no-aditividad. Sin embargo, podrÌa recuper-
arse eventualmente la aditividad suponiendo que la din·mica de estas series es
no-extensiva. (ver [Tsa] Mandelbrot law: Cervantesís Don Quijote, al conocer al
Dr Tsallis en la METIBI 2008: 2do Simposio Regional de Mec·nica EstadÌstica,
TeorÌa de la InformaciÛn y BiofÌsica, La Falda, Pcia. de CÛrdoba, Argentina)

Es posible deÖnir operaciones sobre conjuntos numÈricos (que eventualmente
pueden inyectarse en los reales, denotados Rq) con operaciones deÖnidas de
manera de que se recupere la aditividad.
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Resumidamente, llamaremos Rq =
&
#1
1#q ;+1

'
, o seg˙n notaremos (#1q;+1q)

al conjunto
&
#1
1#q ;+1

'
dotado de las siguientes operaciones que hacen de Èl un

R#espacio vectorial de dimensiÛn 1 : (Rq;@q;Aq) donde @q : Rq 9 Rq ! Rq, y
Aq : R9 Rq ! Rq.
Y donde adem·s valga que: a@q b #!

q!1
a+ b, y donde 4Aq b #!

q!1
4:b

Se puede veriÖcar lo pretendido deÖniendo:
a@q b := a+ b+ (1# q) ab

4Aq a =
(Eq (a))

- # 1
1# q

, donde Eq (a) := (1 + (1# q) a).

NÛtese que los elementos neutros 0q = 0, 1q = 1 y los opuestosBqa = #1Aqa,
8a 2 Rq.

Las estructuras descriptas pueden enriquecerse con diversas deÖniciones de
mÈtricas, medida, diferenciabilidad, etc.
Entre otras cosas se deÖne adem·s una funciÛn q#logaritmo:

lnq (() : R>0 #! Rq dada por: lnq (x) =
x1#q # 1
1# q

.

Un subanillo de q#enteros:

nq = nAq 1 =
(Eq (1))

n # 1
1# q

= 1 + (2# q) + (2# q)2 + ( ( (+ (2# q)n#1.

Una q#entropÌa: S (A) =
P
i2NA

pi ( lnq
/
p#1i
0
. Para q = 1 (claramente R1 = R

tenemos la deÖniciÛn usual:
P
i2NA

pi ( ln
/
p#1i
0
)

Extendiendo la deÖniciÛn para sistemas din·micos no-lineales (de repulsores
del tipo cookie-cutter, o atractores obtenidos a partir de IFS: Sistemas Iterados
de Funciones (ver [Fal], [Fa2])) tenemos la q#entropÌa deÖnida por:

hq (f) = lim
k!1

1
k

P
i2Ik

pi ( lnq
/
p#1i
0
, donde

S
i2Ik

Xi es el pre-fractal correspon-

diente al repulsor de f , el inverso del IFS.

Esto es posiblemente ˙til como modelo de sistemas reales donde la entropÌa
muestral sea no-extensiva (pero quiz·s sÌ q-extensiva [Tsa]).

Es posible probar que el lÌmite en la deÖniciÛn de la q#entropÌa de tales
sistemas din·micos siempre existe.
Esto sugiere la posibilidad de tratar de representar las series a partir de un

modelo no-lineal pero al menos q-lineal, es decir con variables que se muevan en
Rq.
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Desde luego, hay varias maneras de plantearlo.
Una posibilidad es suponer que los valores de la serie est·n en Rq.
Esto puede verse que equivale a una transformaciÛn a veces usada sobre las

series de tiempo para su an·lisis (las transformaciones de Box-Cox).

Otra idea posible es suponer que el muestreo corresponde a intervalos q-
equiespaciados (asumiendo que la regresiÛn de las respuestas no es pareja en
el tiempo, por ejemplo, quiz·s, por la saturaciÛn local de iones en los espacios
intersin·pticos).

Teniendo en cuenta esa idea, podemos aprovechar las deÖniciones naturales
de q-traslaciones, q-dilataciones y q-enteros para deÖnir ·tomos (wavelets) para
aplicaciones de Rq en R, a ser utilizadas en el an·lisis de tiempo-frecuencia
(tiempo-escala) de las series.
A partir de la medida de Rq puede deÖnirse el subconjunto de RRq de fun-

ciones de cuadrado sumable: L2 (Rq;R).
Luego se elegir·  2 L2 (Rq;R) de modo que deÖniendo:
 jk (x) = 2j=2 

//
2j Aq x

0
Bq k

0
se pueda asegurar que 8f 2 L2 (Rq;R) ;

9 (ajk)j;k2Z 2 l
2 (Z9 Z) : f (x) =

X

j;k2Z

ajk (  jk (x).

Realmente, ya que J : (R;+; () #! (Rq;@q;Aq) ; dada por J (x) = lnq (ex)
(J transporta las operaciones), y su inversa J#1 : (Rq;@q;Aq) #! (R;+; ()
resultan isomorÖsmos para las estructuras mencionadas, tales wavelets podrÌan
deÖnirse pidiendo que  C J sea una wavelet de L2 (R) ya que:

 
//
2j Aq x

0
Bq k

0
=  C J C J#1

//
2j Aq x

0
Bq k

0
= ( C J)

/
2jx# k

0
.

4.5 FILTROS TIPO KALMAN PARA PROCESAMIENTO DE
SE—ALES DE P.E.

El Öltro de Kalman es un algoritmo de procesamiento de datos recursivo que
incorpora toda la informaciÛn que se le suministra para determinar el Öltrado
(ver [Kal1] y [Kal2]).
Como es recursivo de 1er orden no precisa mantener los datos previos, lo que

facilita su implementaciÛn en sistemas de procesado en tiempo real.
En el caso del modelo lineal el Kalman es Ûptimo (minimiza el E.C.M.)
En los casos no-lineales no siempre puede garantizarse la optimalidad (y

proporcionar un Öltro alternativo), aunque de todas maneras el Öltro de Kalman
suele tener un desempeÒo bastante bueno si la no-linealidad no es excesiva.
Esto se debe probablemente al esquema que incorpora la correcciÛn de los

pronÛsticos teniendo en cuenta los errores de predicciÛn a posteriori.
Dados un vector de estado oculto X(t), y un vector observable Y(t), tales

que:
X(t) = A(t-1)*X(t-1)+V(t)
Y(t) = B(t)*X(t)+"(t)
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AquÌ: A(t) y B(t) son matrices de transiciÛn y V(t) y "(t) ruidos aditivos.

El Öltro de Kalman opera a partir de un valor inicial supuesto para X(1) (por
ejemplo B(1)#1Y (1)) y debe conocerse para todo t (o proponerse para todo t)
las matrices A(t), B(t), y las matrices de covarianza de V(t) y "(t).
A partir de allÌ en el paso t se hace una estimaciÛn a priori de y(t+1) y de

x(t+1), que denotaremos by (t+ 1=t) y bx (t+ 1=t), se observa el verdadero valor
de y(t+1) y se hace una nueva estimaciÛn corregida (a posteriori) de x(t+1),
que denotaremos bx (t+ 1=t+ 1).

Adem·s se actualizan las matrices que se usan para estimar las ganancias de
y respecto de x y las de transiciÛn de los errores de mediciÛn y estimaciÛn.

En nuestra implementaciÛn, hemos agregado la posibilidad de incorporar
una componente de tipo Bayesiano, realizando un promedio ponderado mÛvil
de los resultados con una seÒal patrÛn ideal que se espera, aproximadamente, de
las seÒales de potenciales evocados (que se va reforzando o debilitando a partir
de la evidencia que se va obteniendo progresivamente).

Armemos un esquema:

Las matrices At#1 y Bt son las que vinculan la variable observable y la
oculta:

xt+1=t = At#1:xt=t
yt=t#1 = Bt:xt=t#1

Las matrices E son las matrices de covarianza de error cometido:
E1=0 es una estimaciÛn inicial (usualmente nula) y luego se actualiza itera-

tivamente:
Et=t = (I #Kt:Bt):Et=t#1
Et+1=t = At:Et=t:A

T
t +N

x
t

Kt = Et=t#1:B
T
t :(Bt:Et=t#1:B

T
t +N

y
t )
#1

es la clave.
Se designa como la matriz de ganancia de Kalman, y se deÖne de esta manera

para cumplir: Et=t =
=
(xt # xt=t)(xt # xt=t)T

>

Las matrices Nx
t y N

y
t son las matrices de covarianza de los ruidos aleatorios

Vt y ct.

El esquema es el que mostramos en la siguiente Figura 4.13:
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Figura 4.13

Nosotros, como tenemos los datos segmentados en trials, incorporamos una
variante "Bayesiana" de la estimaciÛn Kalman de los potenciales evocados, ya
que vamos aplicando el Öltro a los distintos trials (esperando necesitar pocos)
que se van incorporando a nuestros datos, y despuÈs vamos construyendo nuestra
estimaciÛn de la respuesta usando una ponderaciÛn entre la respuesta estimada
por las etapas previas y cada nuevo trial que se mide.

4.6 Resultados parciales de nuestra experiencia, a˙n limitada, con
ejemplos reales

Hemos realizado algunos ensayos sobre casos reales con resultados promiso-
rios, pero a˙n parciales por lo que preferimos postergar la exposiciÛn de algunos
detalles hasta que la evidencia sea suÖciente.
Esencialmente los ensayos discurren como sigue:
Se prepara el sujeto como en una mediciÛn de potenciales evocados cogni-

tivos, 16 electrodos en posiciones habituales, aunque por ahora sÛlo hemos tra-
bajado con las mediciones de los canales centrales Fz, Pz y Cz; en un ambiente
aislado, sin estÌmulos visuales notorios, sin ruidos exteriores y con auriculares
(se le explica previamente al sujeto la naturaleza del experimento, cabe realizar
la comparaciÛn en los resultados con sujetos que desconozcan esto, aunque a˙n
est· pendiente), se mide al principio, como referencia, por algunos segundos sin
sonido, y a continuaciÛn el sujeto escucha, frase a frase, una corta historia.

Por ahora, se trabaja con una pequeÒa baterÌa de historias (sujeta a futura
ampliaciÛn), de las cu·les sÛlo algunas de ellas tienen, en alguna parte del nudo
del discurso, una frase incongruente con la lÌnea narrativa que hay hasta ese
punto.
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TambiÈn, aparte, a Önes de una eventual correlaciÛn, se hace un estudio de
P300 odd-ball habitual, con estÌmulos sonoros frecuentes e infrecuentes.

Seg˙n los resultados obtenidos con los sujetos analizados hasta ahora, las
seÒales Öltradas con Kalman (una versiÛn localmente lineal que hemos desa-
rrollado teniendo en cuenta una base de datos de test que hemos considerado
previamente de forma independiente), sugiere que incluso pequeÒas cantidades
de promediaciones de las seÒales Öltradas de aquellos tramos correspondientes
a los 2.5 segundos posteriores a la emisiÛn de cada frase proporciona resulta-
dos apreciablemente distintos seg˙n si la frase es coherente o no con la lÌnea
narrativa, en perÌodos de latencia de alrededor de los 600 milisegundos a los
1400 milisegundos, registr·ndose una ìmismatch negativityî en el caso de que
la frase sea inconsistente con el discursos previo.

A continuaciÛn, algunos gr·Öcos obtenidos de las experiencias realizadas en
tal sentido.

En la Figura 4.14 exhibimos en forma sincronizada la seÒal (en color azul) y
las frases ( en color verde, con marcas cortas para las frases coherentes y marcas
largas para las frases no-coherentes):

Figura 4.14
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En la Figura 4.15 exhibimos la respuesta (Öltrada) tras el estÌmulo de frases
no-coherentes:

Figura 4.15

Evidenci·ndose una ìmismatch negativityî en el caso de que la frase sea
inconsistente con el discursos previo.

Tengamos en cuenta que es difÌcil precisar el tipo de modelo estoc·stico
que siguen las seÒales elÈctricas de los electrodos involucrados en los PE, y la
evidencia parece apuntar a que los modelos lineales ofrecen ajustes mediocres.

En particular, si bien no tratamos de modelar la funciÛn de distribuciÛn
de la fuente de ruido (y en particular no damos por sentado que sea ni siquiera
aproximadamente normal), pero sugerimos el tratamiento de la misma con Öltros
tipo Kalman porque al ser Öltros de "estimaciÛn a priori-correcciÛn-estimaciÛn
a posteriori" suelen proporcionar prestaciones aceptables, incluso en casos no
normales.

Adem·s, realizando un n˙mero modesto de promediaciones, el ruido pro-
mediado se va normalizando, y el Öltro r·pidamente provee respuestas muy
promisorias, a nuestro juicio.
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En la Figura 4.16 exhibimos a modo comparativo, promedios de conjuntos
de seis frases coherentes (en color azul) y no-coherentes (en color rojo):

Figura 4.16

Destac·ndose en el centro la ìmismatch negativityî en el caso de que la frase
sea inconsistente con el discursos previo, como aÖrmamos anterioremente.

Agradecemos a FLENI ( FundaciÛn para la Lucha contra las Enfermedades
NeurolÛgicas de la Infancia), en la persona del Dr Horacio GarcÌa por propor-
cionarnos el acceso a los Potenciales Evocados que su personal registrÛ usando el
software "AUDISCAN" desarrollado por la empresa Advantek S.A. como men-
cionamos anteriormente, permitiÈndonos presenciar dichos registros.

Fin del Cuarto CapÌtulo.
óóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóñ
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CapÌtulo 5: Conclusiones

5.1 CONCLUSIONES acerca del CAPÕTULO 2:

El an·lisis y la construcciÛn del Formalismo Multifractal que permite la
EstimaciÛn numÈrica de los Espectros Multifractales desarrollados en el tercer
capÌtulo, es posible gracias a que esa teorÌa est· soportada en los Espacios de
Hˆlder, de allÌ la importancia que estos espacios tienen para los mencionados
resultados, se puede ver [An], [Ar], [Da] p·g 299, [Jf1], [Jf2], [Jf3], [Jf4], [Jf5],
[Jf7], [Jf8], [Jf9], [Mak], [Te], [To], [Ve], [Wen], [Xu].

En relaciÛn a lo expuesto acerca de los MÛdulos de Continuidad, Yves Meyer
& StÈphane Ja§ard seÒalan como Problema Abierto si la condiciÛn (3), es la
condiciÛn Necesaria y SuÖciente para la CaracterizaciÛn de los MÛdulos Uni-
formes de Continuidad mediante el decaimiento de los k*j(f)k1(ver [Jf5]).

Muchos otros aspectos hacen a la gran importancia que los Espacios de
Hˆlder tienen, en sÌ mismos, topolÛgicamente, su caracterizaciÛn tÈrmica (semi-
grupos del calor y de Poisson) y dem·s, pero quisimos exponer una de sus aristas
m·s conectada con la presente tesis por lo mencionado anterioremente; aunque
tambiÈn lo son para otro tipo de espacios como los de Besov y los espacios de
Sobolev (ver [Jf5]), y sus m˙ltiples aplicaciones, a modo de ejemplo tambiÈn se
puede ver [Ta] 2017, [Kok] 2016, [Sh].

5.2 CONCLUSIONES acerca del CAPÕTULO 3:

! Adem·s de las ventajosas consideraciones mencionadas en 3.12 acerca de
la Complejidad Computacional, destacamos que:

! Los exponentes Hˆlder de cada etapa de la seÒal son indicadores signiÖca-
tivos de los distintos comportamientos de la irregularidad de la serie, lo
que sugiere considerarlos para distinguir las etapas de la misma.

! Los ensayos realizados anteriormente sugieren que efectivamente el GMWFLP
es preferible para analizar las series de EEG sin perder informaciÛn re-
levante que resulta difusa por los mÈtodos que usan la Transformada de
Legendre, ya que no permite visualizar espectros No-CÛncavos.

! Respecto a esta cuestiÛn, seg˙n Arnaud Durand: (ver [Du]), se puede ver
que funciones obtenidas a partir de coeÖcientes wavelet correlacionados
por cadenas de Markov en el toro tienen espectro aleatorios no cÛncavos,
y series con singularidades oscilantes en casi todo punto del toro.
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! Al disponer de una seÒal discreta para el an·lisis cada mÈtodo estima el
espectro introduciendo hipÛtesis acerca del comportamiento de los valores
no muestreados. En el caso de los mÈtodos que usan la Transformada de
Legendre la concavidad de la funciÛn de escala equivale a una presunciÛn
de autosimilaridad cuanto menos aproximada en todas las escalas.

! Por su parte el GMWFLP asume que se puede estimar razonablemente la
distribuciÛn de los exponentes Hˆlder a partir de un histograma lo suÖ-
cientemente Öno, lo que asume que la funciÛn de exponentes Hˆlder tiene
no sÛlo variaciÛn acotada, sinÛ que el di·metro de la particiÛn considerada
es lo suÖcientemente pequeÒo respecto de esa variaciÛn como para estimar
la densidad con una precisiÛn razonable.

! Los chirps incorporados, a pesar de tener una amplitud considerable,
no afectan de manera decisiva la funciÛn de exponentes Hˆlder, y que
podemos obtener a partir de la seÒal mixta conclusiones similares res-
pecto de las que se obtienen a partir de la seÒal original tanto con el
mÈtodo de los LÌderes Wavelet y la transformada de Legendre como con
el mÈtodo directo (GMWFLP) a partir de la funciÛn de densidad de los
exponentes Hˆlder calculados usando el comportamiento asintÛtico de los
LÌderes Wavelet.

! Tal hecho es alentador, ya que la seÒal de EEG durante una crisis de
ausencia es susceptible de contener chirps propios, por lo que es una ca-
racterÌstica deseable de los mÈtodos de estimaciÛn de exponentes que los
resultados no se vean demasiado afectados por los mismos.

! Por ˙ltimo indiquemos que en seÒales generadas artiÖcialmente, como cas-
cadas binomiales o escaleras de Cantor generalizadas las hipÛtesis se sa-
tisfacen y los mÈtodos proporcionan espectros semejantes (y tambiÈn lo
hacen para dichas seÒales + la incorporaciÛn de chirps).

! En cambio, en seÒales de origen experimental los espectros calculados por
unos u otros mÈtodos diÖeren considerablemente en ciertas seÒales; tal
diferencia es verosÌmil ya que, por ejemplo, en las seÒales empÌricas de
EEG no podemos asegurar que necesariamente respondan a una funciÛn
autosimilar o aproximadamente autosimilar.

Para concluir, si bien posterior a nuestro trabajo [Car2] llegaron los p-leaders
(ver [Jf10] y [Jf11]) y dem·s (tambiÈn ver [Kle] y [Kle1]), no hay trabajos pu-
blicados anteriores a [Car2] que usaran los WL para el c·lculo de espectros
multifractales no cÛncavos con chirps, y tuvo que pasar casi una dÈcada para
que el mismo StÈphane Ja§ard et al (ver [Jf12]), en este aÒo 2018 que transcurre
publicara "Una GeneralizaciÛn del Formalismo Multifractal para la EstimaciÛn
de Espectros Multifractales No-CÛncavos", reaÖrmando lo acertado de nuestro
an·lisis en este tercer capÌtulo. Hay otra variedad de tÈcnicas y perspectivas
del An·lisis de Fourier basados en los mÈtodos introducidos por CalderÛn y
Zygmund para el mencionado an·lisis (ver [Dou], [Car5], [Car6]).
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5.3 CONCLUSIONES acerca del CAPÕTULO 4:

Resumimos nuestro An·lisis General del Problema:
Los esquemas de acciÛn del cerebro, y en particular, el tipo y magnitud del

feed-back con un subsistema determinado (un presunto Subsistema de VeriÖ-
caciÛn de Coherencia Narrativa, SVCN) varÌa dependiendo de la situaciÛn, ver
[Car4]. Nosotros tratamos, con simpliÖcaciones, la situaciÛn en que un sujeto,
en un medio que supone (dentro de lo posible) un nivel moderado bajo de impre-
siones perceptivas, incluyendo a las internas (individuo tranquilo en ambiente
Ìdem, sin olores, mirando un fondo Öjo, escuchando por auriculares, etc) trata
de determinar la coherencia de una frase en un contexto narrativo, y nosotros
analizamos las repercusiones observables en tÈrminos de magnitud de deáexiÛn
de voltaje en un electrodo, teniendo en cuenta como hipÛtesis que la contribu-
ciÛn, en cierto intervalo de latencia, del reconocimiento o no de la coherencia
narrativa es mensurable, pero va inmersa en la contribuciÛn global de una red
mayor (el cerebro), presuntamente incorrelacionada con la coherencia, pero de
varianza mayor cuya ináuencia no puede ser despreciada. El cerebro recibe una
serie de datos sonoros (estÌmulo fÌsico), y una cantidad de otros inputs, externos,
internos y propios.
DespuÈs de cierto tiempo (real: quiz·s 500 mseg) una parte de los outputs

del cerebro corresponde a un input para el SVCN (frase a discernir, estÌmulo
lÛgico). A partir de allÌ, se trata de ver si la subred evoluciona hacia alguno
de sus imprints, mientras el cerebro hace otras cosas. Naturalmente hay una
retroalimentaciÛn, pero en tÈrminos de ináuencia global del SVCN sobre el cere-
bro; y especialmente sobre la actividad elÈctrica total del resto del cerebro, cabe
suponer verosÌmilmente que podrÌa despreciarse. La cuestiÛn es que en un elec-
trodo determinado se registrarÌa la actividad contÌnua de cierta suma ponderada
de parte de la red cerebral, desde que ocurre el estÌmulo fÌsico y antes del proce-
samiento del estÌmulo lÛgico por la SVCN y durante este procesamiento (mien-
tras el resto de la red cerebral evoluciona de forma escasamente correlacionada
con la tarea del SVCN). En este sentido, el problema de estimar la contribuciÛn
elÈctrica en cierto electrodo de la respuesta del SVCN, puede verse como una
tarea de Öltrado de la seÒal oculta buscada (la respuesta del SVCN), a la cual
se suma como ruido la contribuciÛn de esa suma ponderada de parte del resto
del cerebro, que contribuye en el electrodo en cuestiÛn. Como decimos en 4.6, es
difÌcil precisar el tipo de modelo estoc·stico que siguen las seÒales elÈctricas de
los electrodos, y la evidencia parece apuntar a que los modelos lineales ofrecen
ajustes mediocres. En particular, si bien no tratamos de modelar la funciÛn de
distribuciÛn de la fuente de ruido (y en particular no damos por sentado que
sea ni siquiera aproximadamente normal), pero sugerimos el tratamiento de la
misma con Öltros tipo Kalman: Al ser Öltros de "estimaciÛn a priori-correcciÛn-
estimaciÛn a posteriori" suelen proporcionar prestaciones aceptables, incluso en
casos no normales. Adem·s, realizando un n˙mero modesto de promediaciones,
el ruido promediado se va normalizando, y el Öltro r·pidamente provee respues-
tas muy promisorias (ver [Car3]), a nuestro juicio.

Adem·s:
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! Los PEs son importantes en enfermedades como neuritis Ûptica, esclerosis
m˙ltiple, sorderas, traumatismos craneales, lesiones de mÈdula espinal o
tronco del encÈfalo, neuropatÌas, etc.

! Una alteraciÛn de los potenciales va a ayudar a su diagnÛstico o a su
exclusiÛn.

! Como son ondas independientes de la voluntad del paciente, son
datos objetivos, concluyentes de lesiÛn o de normalidad, lo que es muy
importante para la correlaciÛn entre las quejas del enfermo y la lesiÛn
real.

! En ocasiones incluso, las alteraciones de las vÌas preceden a la presencia
de sÌntomas, ayudando al diagnÛstico precoz de enfermedades que pueden
ser tratables y tratadas con urgencia.

! Los PE son herramientas muy ˙tiles para la diagnosis en la salud humana,
por sus caracterÌsticas expuestas en esta tesis y su bajo costo monetario,
comparado con otras tÈcnicas mÈdico-cerebrales.

! En 4.4 queda pendiente la estimaciÛn del par·metro q adecuado, si lo hay,
la implementaciÛn numÈrica de lo sugerido y la veriÖcaciÛn de si realmente
proporciona una herramienta ˙til para el estudio de Èstas u otras series.

! Queda mucho trabajo por delante de equipos interdisciplinarios para avan-
zar en esta lÌnea de investigaciÛn acerca de la importancia de utilizar los
PE en aplicaciones de la vida humana en tiempo real.

Para concluir, no hay trabajos publicados anteriores a [Car3] que resolvieran
el problema de la promediaciÛn de PE con pocos trials usando un Öltrado
Kalman modiÖcado tipo Bayesiano para la experiencia planteada, siendo un
esquema que incorpora la correcciÛn de los pronÛsticos teniendo en cuenta los
errores de predicciÛn a posteriori, no precisando mantener los datos previos, lo
que facilita su implementaciÛn en sistemas de procesado en tiempo real.
Se puede ver la utilidad de los PE, a modo de ejemplo, en [Mij] 2015, tambiÈn

[Chan] sus implicaciones en el desarrollo de la dislexia, o [Sch].

Fin del Quinto CapÌtulo.
óóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóóñ
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AclaraciÛn: La implementaciÛn de algoritmos para el procesamiento y Öl-
trado de las diferentes seÒales biolÛgico-cerebrales analizadas en este trabajo
fueron realizadas ˙nicamente con el software MATLAB (MATrix LABoratory)
usando sus herramientas y paquetes especÌÖcos para tal Ön, ya que todas las
seÒales nos fueron entregadas en formato de series numÈricas temporales, a las
que se les implementaron rutinas para estudiar la correlaciÛn entre las seÒales
mencionadas y el reÖnamiento en el tratamiento especÌÖco de dichas series, es-
tableciendo patrones y la naturaleza causal de sus caracterÌsticas deÖnitorias.
Asimismo, ninguno de los datos experimentales con los cuales se trabaja

numÈricamente a lo largo de esta tesis fueron adquiridos especÌÖcamente para
la misma, por lo que en cada caso se menciona su procedencia, InstituciÛn y el
personal involucrado en su registro.
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