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1. Prefacio

Los tópicos de este trabajo están en la intersección de varias temáticas ca-
da una de interés por si misma. En buena parte giran sobre distintos aspectos
acerca de clases de pesos, es decir clases de funciones no-negativas localmente
integrables (a menudo conos de funciones), en general agrupadas formando es-
calas. Ejemplos arquetípicos de esto son las clases Ap de Muckenhoupt y las
clases de Hölder reversas RHr, que en cierto modo están organizadas por mayor
o menor integrabilidad o por la posibilidad de revertir -según el exponente- de-
sigualdades obtenidas a partir de la de Hölder. No es nuestra intención repetir
aquí el corpus de las teorías de estos pesos, sino, entre otras cosas, observar que
dichas escalas pueden en cierto modo interpretarse en términos de las teorías de
interpolación y de extrapolación de espacios de Banach de funciones. Cuando
se esté tratando con espacios que, además, sean invariantes por reordenamiento
es posible señalar la altura en la escala de un elemento mediante índices. A veces
es necesario pasar, si es posible, de condiciones locales a condiciones globales, lo
que conseguimos mediante una noción de índices para familias de funciones in-
dexadas por conjuntos introducidas en un trabajo recientemente publicado con
Mario Milman. Esto permite mirar algunas de las cuestiones planteadas a la
luz de este punto de vista. Por otra parte las clases endpoint pueden obtenerse
en relación con la teoría de extrapolación de Jawerth-Milman, que de alguna
manera resulta el enfoque natural para ello 1 .
Por otra parte, estas clases de funciones están íntimamente ligadas a varios

operadores maximales, integrales y singulares. En ese sentido, otro emergente
de este trabajo involucra el estudio del comportamiento de los pesos (no so-
lo los de las clases Ap y RHq) al aplicarles operadores maximales (como M y
M#), en particular acerca de qué se puede decir de aquellos pesos cuya ima-
gen está en dichas clases Ap y RHq. En partícular mostramos que si para un
peso u se tiene que Mu 2 A1 = RH, de hecho se tiene la condición, mucho
más fuerte: Mu 2 A1. Esto lo vemos para pesos u de�nidos en Rn y tam-
bién para el caso local, donde u está de�nida en un cubo Q0 y M se toma
sobre cubos contenidos en Q -cf. las publicaciones [26] y [27]-. Como coro-
lario del resultado en Rn obtenemos una caracterización análoga de la clase
A1 análoga a la de Coifman y Rochberg (que a�rma que u 2 A1 si y solo si
u = k (x) (Mf (x))

� con k y k�1 esencialmente acotadas), pero en términos del
operador maximal local y del operador maximal sharp, es decir w 2 A1 si y
solo si hay constantes C1; C2 > 0 y k (x) tal que k; k�1 2 L1 que satisfacen

w (x) = k (x)

�
C1

�
(w� (x))

#
��
+ C2 (m�w

� (x))
�

�
. También resulta de esto

una nueva demostración del teorema de Wik (que a�rma que si u 2 Ap (Q0)

1Una observación sobre terminología: En diversos lugares de este escrito tratamos acerca
de espacios o clases de funciones que correponden a un valor �nal de ciertos parámetros, y en
algunas circunstancias la elección adecuada de cómo interpretar estos casos frontera de manera
no ingenua es una cuestión sustancial para obtener resultados no triviales. Para designar estos
espacios o clases decidimos incurrir en el anglicismo de importar el adjetivo endpoint, en lugar
de hablar de, por ejemplo, �clases límite�ya que �límite�tiene connotaciones adicionales que
pueden sugerir interpretaciones ambiguas -no necesariamente se está tomando formalmente
límite de alguna manera natural o categórica-.
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entonces u� 2 Ap ([0; jQ0j])) donde se soslaya, via la equivalencia de Herz-Stein,
la necesidad de obtener un cubrimiento ad-hoc de tipo Bagby-Kurtz. Adicional-
mente interpretamos en términos de índices la acción sobre los pesos del oper-
ador maximal de Hardy-Littlewood, esto y la condición Ap (Q0) en términos de
funcionales K vincula estos resultados con los de las clases de Hölder reversas
RHp.
También consideramos las clases de Hölder reversas generalizadas RHLp;q

de�nidas en función de las normas de los espacios de Lorentz Lp;q. Como el
análisis general de las clases RHr muestra que éste está controlado por los
índices, que a su vez vienen determinados por el exponente principal de los
espacios de interpolación X�;q, es natural conjeturar que el exponente principal
p de las normas kkp;q determinará el orden de las clases de Hölder reversas, en
tal sentido se prueba que RHLp;q = RHp para 1 < p � q <1 o 1 < p < q =1.
Otra cuestión interesante es precisar de�niciones adecuadas de las clases end-

point para estas familias. En cierta manera, es conveniente eludir el reemplazo
trivial del exponente límite en las de�niciones de las normas para las clases men-
cionadas utilizando, en cambio, la norma LLogL, y vemos que, de este modo,
obtenemos naturalmente las clases adecuadas cuando el exponente p tiende a 1
en términos de la teoría de extrapolación. De hecho, para las clases decrecientes
RHp (es decir RHp � RHq si p < q) se tiene que RHLLogL =

S
p>1

RHp := RH

-y en ese sentido podríamos decir que RHp ! RHLLogL cuando p ! 1). Tam-
bién se tratan las clases de Hölder abstractas RH�;p. A través del teorema de
reiteración de Holmstedt se puede interpretar interpretar RH0;1 como un caso
límite de RH�;1. Se tiene que RH0;1 = fw 2 X0�9C > 0 :

R t
0
K (s; w;X) dss �

CK (t; w;X) ;8t 2 (0; n0;1)g donde n0;1 = sup
f2X1

kfkX0
kfkX1

es la norma de la inmer-

siónX1 � X0. El tipo de desigualdad integral de la de�nición está estrechamente
ligada a la de�nición que damos de índices a través de un lema clave (Lema 97).
Es muy interesante la caracterización de RH0;1 en terminos extrapolatorios.
La cuestión de la mejora en la integrabilidad en el sentido del célebre lema de
Gehring puede establecerse de manera natural usando la funcional K (como
se muestra en [81]), aquí también vemos que en términos de las desigualdades
integrales vinculadas a los índices dicho resultado es inmediato. Algunos de los
mencionados resultados acerca de índices, clases de Hölder reversas -clásicas y
abstractas- fueron difundidos en [32].
Otras clases relacionadas con el lema de Gehring y con la inversión de de-

sigualdades de Hölder se obtienen en términos de las condiciones de Gurov-
Reshetnyak, las clases GR" (que tienen conexiones interesantes con el operador
maximal sharp, las aplicaciones Quasi-Conformes, y propiedades de integra-
bilidad superior), y la clase de pesos BMO� (los pesos w 2 BMO tales que
1
w 2 BMO). En ambos casos estudiamos la relación entre los índices menciona-
dos más arriba y la pertenencia a GR" o a BMO�.
Hay numerosas relaciones de estos resultados con otros, vinculados en estas

teorías, que también iremos mencionando y re�riendo dentro de lo posible en
la bibliografía citada. Para organizar un poco estas referencias y para situar el
trabajo en el marco de la literatura y el �estado del arte�hemos agregado una
sección, en el Apéndice, reuniendo allí la información al respecto.
En �n, este puede ser un buen �endpoint� para la introducción, de modo

que proponemos avanzar al texto en sí.
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2. De�niciones y Notación

2.1. Algunas clases de pesos y operadores maximales

En esta sección introducimos algunas de las de�niciones necesarias, notación
y otras convenciones usadas.

Notación 1 Dadas dos expresiones A y B con un mismo dominio de aplicación,
denotaremos A (�) . B (�) cuando existe una constante C > 0 tal que A (X) �
CB (X) para todo X del dominio de dichas expresiones. También escribiremos
A (�) � B (�) si es A (�) . B (�) y B (�) . A (�).

Un cubo Q � Rn será siempre un cubo de lados paralelos a los ejes coorde-
nados.

De�nición 2 Un peso será una función no negativa, localmente integrable en
Rn.

Nos interesa a continuación presentar algunas clases de pesos que serán rel-
evantes en lo que sigue.

De�nición 3 Un peso w pertenece a la clase Hölder reversa RHp, con 1 <
p < 1 si existe una constante C > 0 que depende de w tal que para todo cubo
Q � Rn, se tiene: �

1

jQj

Z
Q

w (x)
p
dx

� 1
p

� C
1

jQj

Z
Q

w (x) dx: (1)

Si w 2 RHp se denota

kwkRHp
=��nffC : se cumple (1)g: (2)

y se lo suele llamar norma RHp -aunque en general no es una norma-. Está
claro que en 2 el ín�mo es de hecho un mínimo.

Observación 4 Nótese que, debido a la desigualdad de Hölder, se cumple siem-

pre que 1
jQj
R
Q
w (x) dx �

�
1
jQj
R
Q
w (x)

p
dx
� 1
p

, es decir que la desigualdad op-

uesta se cumple con constante 1, de ahí el nombre de las clases RHp.

Observación 5 También, a consecuencia de la desigualdad de Hölder, se tiene

que si p � q vale que
�

1
jQj
R
Q
w (x)

p
dx
� 1
p �

�
1
jQj
R
Q
w (x)

q
dx
� 1
q

y por lo tanto

es inmediato que RHp � RHq

Notación 6 Se nota habitualmente RH =
S
p>1

RHp

Observación 7 La desigualdad 1 se cumple trivialmente para todo peso si p =
1, de modo que una de�nición adecuada de una clase endpoint requiere otro
punto de vista como veremos abajo.

Cabe notar que la desigualdad 1 implica una desigualdad inversa para oper-
adores maximales.
Recordemos primero la siguiente:

4



De�nición 8 Sea f 2 L1loc (Rn) el operador maximal de Hardy-Littlewood Mf
está dado por Mf (x) = sup

Q3x
1
jQj
R
Q
jf (y)j dy

Análogamente si r > 1 se de�ne Mrf (x) = sup
Q3x

�
1
jQj
R
Q
jf (y)jr dy

� 1
r

.

A veces interesan considera los operadores maximales donde el dominio está
restringido a un cubo �jo:

De�nición 9 Si Q0 es un cubo �jo de Rn, el operador maximal local de Hardy-
Littlewood para el cubo Q0 es:

MQ0
(w�Q0

)(x) = sup
Q3x;Q�Q0

1

jQj

Z
Q

(w�Q0
(x))dx

, y análogamente se de�ne también para 1 � p <1:

Mp;Q0
(w�Q0

)(x) = sup
Q3x;Q�Q0

�
1

jQj

Z
Q

(w�Q0
(x))pdx

� 1
p

Observación 10 Es también una fácil consecuencia de la desigualdad de Hölder
que si s < r entonces Msf (x) �Mrf (x) en casi todo punto. En particular para
cualquier peso w se tiene Mw � Mrw a.e. En caso de que w esté en RHr,
tomando supremos en 1 se tiene una desigualdad reversa Mrw � CMw a.e.
para alguna constante C > 1.

Observación 11 Un resultado importante que detallaremos más adelante, el
Teorema de Coifman-Rochberg, implica que para todo peso w y r > 1 vale que
Mrw � M �Mrw a.e., es decir Mr � M �Mr; para r = 1, sin embargo, se
tiene que M �M no es equivalente a M sino que se tiene que M �M �MLLogL

(cf. [34]). Esto está vinculado con la cuestión de que la clase RH vista como
unión de las clases anidadas RHp es RHLLogL = RH =

S
p>1

RHp: Veremos

enseguida como se de�ne RHLLogL en términos de las normas k�kLLogL(Q), que
a su vez se usan para de�nir MLLogL. Por otra parte, si tomáramos de manera
ingenua p! 1+ en 1 quedaría trivialmente cierta con C = 1 y valdría para toda
f 2 L1Loc. Las normas k�kLLogL(Q) y el operador MLLogL se de�nen en términos
de promedios de normas de Luxemburg:

Sea 	 : [0;1] ! [0;1] tal que 	(0) = 0, 	(1) = 1 y 	(1) = 1 se dice
que 	 es una función de Orlicz. Si además 	 es convexa diremos que es una
función de Young.

De�nición 12 Sea 	 una función de Young y Q un cubo de Rn, f medible, se
de�ne su 	�norma de Luxemburg:

kfk	 =��nf
�
� > 0 :

Z
Q

	

�
jf (y)j
�

�
dy � 1

�
De�nición 13 Se dice que f 2 L	 (Q) si kfk	 < 1. Notaremos indistinta-
mente kfk	 = kfkL	 = kfkL	(Q) si no hay riesgo de confusión.
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Observación 14 Es fácil ver que si 	(t) = tr se tiene que kfk	 = kfkLr(Q) =�R
Q
jf (y)jr dy

� 1
r

De manera semejante se de�nen los 	�promedios:

De�nición 15 Sea 	 una función de Young y Q un cubo de Rn, se de�ne el
	�promedio en Q como: kfk

	;Q =��nf

�
� > 0 :

1

jQj

Z
Q

	

�
jf (y)j
�

�
dy � 1

�
= kfk	(Q; dxjQj )

, es decir la norma de Luxemburg de f con 	 para la medida dx
jQj .

Observación 16 Es una consecuencia inmediata del teorema de Fatou que, en
la de�nición anterior, si � = kfk	(Q; dxjQj ) resulta

1
jQj
R
Q
	
�
jf(y)j
�

�
dy � 1. Si

además 	 cumple la condición (Condición �2):

9c > 0 : 	 (2x) � c	(2x)

se tiene que en tal caso vale la igualdad:

1

jQj

Z
Q

	

 
jf (y)j

kfk	(Q; dxjQj )

!
dy = kfk	(Q; dxjQj )

Observación 17 En este contexto si 	(t) = tr es kfk	;Q =
�

1
jQj
R
Q
jf (y)jr dy

� 1
r

.

Notación 18 Si 	(t) = t log (e+ t) se nota k�kLLogL(Q). Generalizando, tam-
bién se nota para p > 0 : k�kLpLogL(Q) para 	(t) = (t log (e+ t))

p.

Observación 19 En realidad para cumplir 	(1) = 1 haría falta multiplicar por
una constante tomando 1

log(e+1) t log (e+ t) pero trabajaremos con la de�nición
habitual 	(t) = t log (e+ t); la única diferencia es una constante multiplicativa
para las normas y promedios. Es decir que se de�ne:

De�nición 20

kfkL(LogL)(Q; dxjQj ) =��nffr :
1

jQj

Z
Q

jf(y)j
r

log(e+
jf(y)j
r

)dy � 1g; (3)

Hay otras maneras equivalentes de introducir esta norma, más adelante prestare-
mos algunas consideraciones a esta cuestión.

A continuación ya podemos de�nir RHLLogL

De�nición 21 Un peso w pertenece a la clase RHLLogL si existe C > 0, de-
pendiendo de w, tal que para todos los cubos Q se tiene

kwkL(LogL)(Q; dxjQj ) � C
1

jQj

Z
Q

w (x) dx; (4)

en dicho caso notamos:

kwkRHLLogL
=��nffC : se cumple (4)g: (5)

.
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De�nición 22 Si 	 es una función de Young y si una función f medible es tal
que f 2 L	 (Q) para todo Q � Rn de�nimos, en término de los 	�promedios
el operador maximal M	 dado por:

M	f (x) = sup
Q3x

kfk	;Q

Observación 23 Con esta notación se tiene que si 	(t) = tr es M	f (x) =

Mrf (x) = sup
Q3x

�
1
jQj
R
Q
jf (y)jr dy

� 1
r

y en particular, con r = 1, el operador

maximal de Hardy-Littlewood M corresponde a M	 para la función identidad
	(t) = t. Por otra parte, de este modo, queda de�nido MLLogL dado por

MLLogLf (x) = sup
Q3x

kwkL(LogL)(Q; dxjQj )

Observación 24 Como ya mencionamos, usando la desigualdad de Hölder, es
trivial ver que si 0 < r < p < 1 entonces es Mrf (x) � Mpf (x). Además son
conocidas (c.f. por ejemplo [34]) las relaciones Mp �Mr � Mr �Mp � Mp si
r < p, y Mp �Mp �MLpLogL. En particular M �Mp =M (Mp) �Mp si p > 1
y M �M �MLLogL.

Hay una estrecha conexión entre las clases de pesos Hölder reversas y las
clases de pesos Ap de Muckenhoupt a las que también nos referiremos. Intro-
ducimos a continuación las respectivas de�niciones:

De�nición 25 Se dice que un peso w 2 Ap para 1 < p < 1 si existe una
constante positiva C > 0 que depende solamente de w tal que para todo cubo
Q � Rn vale que�

1

jQj

Z
Q

w (x) dx

��
1

jQj

Z
Q

w (x)
�1
p�1 dx

�p�1
� C: (6)

Para p = 1 se dice que w 2 A1 si existe C > 0 que depende solo de w tal que
para todo cubo Q � Rn y para casi todo x 2 Q vale que

1

jQj

Z
Q

w (x) dx � Cw (x) : (7)

Una condición equivalente para que w 2 A1 es que exista C > 0 que depende
solo de w tal que para casi todo x 2 Rn valga que

Mw (x) � Cw (x) ;

siendo M el operador maximal de Hardy-Littlewood.

Observación 26 Las clases Ap se denominan clases de pesos de Muckenhoupt.
Dichas clases de pesos han sido extensamente estudiadas ya que, entre otras
cuestiones, una condición necesaria y su�ciente para que M sea de tipo débil
(p; p) con respecto al peso w para 1 � p < 1 es que w 2 Ap; además es fácil
ver, por interpolación, que para p > 1 también la condición w 2 Ap es necesaria
y su�ciente para que w esté acotado en Lp (w).
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Observación 27 Al contrario de las clases de Hölder reversas, las clases Ap
son crecientes en el sentido de la inclusión, es decir Ap � Aq si 1 � p < q.

Notación 28 Se nota habitualmente A1 =
S
p�1

Ap =
S
p>1

Ap

Observación 29 Los pesos en A1 tienen la útil propiedad de que las medidas
que inducen, � := w(x)dx, son doblantes. Esto signi�ca lo siguiente: una medida
de�nida en un cubo Q0 de Rn (�nito o in�nito, incluyendo o no sus lados, y
admitiendo como posible caso a todo Rn), si existe una constante c > 0 tal que
si x 2 Q0 y B (x; r) y B (x; 2r) están incluidas en Q0 entonces �(B(x; 2r)) �
c�(B(x; r)). Equivalentemente se puede pedir que 9c > 0 tal que si Q y 2Q
(el cubo con el mismo centro de Q y cuyo lado es el doble del de Q) y Q �
2Q � Q0 entonces �(Q) � c�(2Q) -en general la c que sirve para las bolas no
es necesariamente la misma c que para los cubos-.
Más adelante reseñaremos otras propiedades de las clases de pesos Hölder

reversos y de pesos de Muckenhoupt que necesitemos.

2.2. Espacios de Banach de Funciones y Reordenamientos
decrecientes

Varios de los espacios de funciones que nos interesará estudiar son Espacios
de Banach de Funciones (BFS), y particularmente BFS invariantes por reorde-
namientos. Introducimos solamente las de�niciones que nos serán necesarias y,
si hace falta, iremos mencionando en el desarrollo las propiedades elementales
que fueren necesarias ( [24] es una referencia para el tratamiento general de
estos temas )

De�nición 30 Sea (R;�) un espacio de medida totalmente � � finita, M la
clase de funciones ��medibles de R en R [ f�1;1g (o en C [ f1g, si requir-
iéremos trabajar con escalares complejos). Sea además � :M! [0;+1] tal que
si h 2M es � (h) := � (jhj) ; y si f 2M+ (es decir f 2M y Im (f) � R+[f1g)
� cumple:
i) � (f + g) � � (f) + � (g), � (af) = a� (f) 8a � 0, y � (f) = 0 si y solo si

f = 0 �� a:e
ii) 0 � g � f �� a:e implica � (g) � � (f)
iii) 0 � fn " f � � a:e implica � (fn) " � (f) (donde " indica convergencia

monótona creciente)
iv) � (E) <1 implica � (�E) <1 para todo E � R medible.
v) � (E) < 1 implica

R
E
fd� < CE� (E) donde CE 2 (0;1) depende de E

y de �, pero no de f , para todo E � R medible.
En este caso diremos que X = ff 2 M : � (f) < 1g es un espacio de

funciones de Banach (BFS), y notaremos kfkX = � (jf j) ; y � se dirá una norma
de funciones.

Muchos espacios usuales son BFS. Por ejemplo, si � (f) =
�R
R
fpd�

� 1
p para f

positiva obtenemos X = Lp (R; d�) y si � (f) = ess supfpg (el supremo esencial)
para f positiva obtenemos X = L1 (R; d�) : Luego veremos más ejemplos.

De�nición 31 Sea (R;�) como en la de�nición anterior y f 2M0 =M0 (R;�) =
fh 2 M : h es �nita � � a:e:g se llama función de distribución de f a �f :
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[0;+1) dada por �f (t) := � (fx 2 R : jf (x)j > tg) para t � 0. Es fácil ver que
�f es no-negativa, decreciente y continua por derecha.

De�nición 32 En la misma situación, sea f 2M0, llamaramos reordenamien-
to decreciente de f a la función f� : [0;+1)! [0;+1] dada por f� (t) = ��nffs :
�f (s) � tg.

Observación 33 Usaremos la convención de que ��nf ; =1.

Observación 34 Una manera equivalente de de�nir f� (t) es

f� (t) = sup
jEj=t

��nf
x2E

jf (x)j

donde el supremo se toma sobre los conjuntos E medibles.

Observación 35 Es fácil ver que también f� es no-negativa, decreciente y con-
tinua por derecha. Para esta y otras propiedades elementales referiremos a [24]

De�nición 36 Sean (R1; �1) y (R2; �2) espacios de medida totalmente � �
finita y sean f1 2 M0 (R1; �1) y f2 2 M0 (R2; �2) se dice que f1 y f2 son
equimedibles si y solo si �f1 (t) = �f2 (t) 8t � 0. Equivalentemente, f1 y f2 son
equimedibles si y solo si f�1 = f�2 .

Observación 37 Claramente las funciones f y f�son equimedibles consideran-
do a f� con respecto de la medida de Lebesgue, j�j, en [0;+1) y además se tiene
que �f (t) = � (fx 2 R : jf (x)j > tg) = jfs 2 [0;+1) : f� (s) > tgj = �f� (t).

Observación 38 Por la observación anterior, claramente el reordenamiento
decreciente de f� es de nuevo f�, es decir (f�)� = f�. No debe confundirse
entonces (f�)� con la siguiente:

De�nición 39 Sea f 2 M0 y f� su reordenamiento decreciente, denotamos a
f�� := 1

t

R t
0
f� (s) ds, la función maximal de f .

Observación 40 Es claro que f�� es no negativa, decreciente y continua en
(0;+1), que f�� � f� y que f�� � 0 si y solo si f = 0; �� a:e:

De�nición 41 El operador P de�nido por Pu (t) = 1
t

R t
0
u (s) ds para u 2

L1loc (R+) se denomina operador de Hardy.

Observación 42 Tenemos entonces que f�� = P (f�).

De�nición 43 Sea X un espacio de funciones de Banach con norma de fun-
ciones � tal que � (f) = � (g) para todo par de funciones equimedibles entonces
diremos que X es un espacio invariante por reordenamientos (r.i).

También haremos uso del siguiente resultado debido a Hertz y Stein que vin-
cula al reordenamiento decreciente del operador maximal de Hardy-Littlewood
de una función f , es decir (Mf)

�, con el operador maximal de Hardy del re-
ordenamiento decreciente de f; es decir P (f�), o sea f�� (confrontar con [24],
teorema 3.8).
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Teorema 44 (Herz-Stein) Dada f localmente integrable en Rn vale que para
todo t > 0 es:

(Mf)�(t) � 1

t

Z t

0

f�(s)ds

, donde la equivalencia ocurre con constantes que sólo dependen de n. Es decir,
para cada n 2 N, para toda f 2 L1loc (Rn) y para todo t 2 (0;1) vale que

(Mf)�(t) � f�� (t) (8)

, donde las constantes de la equivalencia sólo dependen de n.

Pensando en X = L1 el operador maximal de Hardy-Littlewood maximal
puede ser escrito en términos de la norma k�kX = k�kL1 ya que Mf (x) =

sup
Q3x

1
jQj
R
Q
jf (y)j dy = sup

Q3x

kf�QkL1
k�QkL1

= sup
Q3x

kf�QkX
k�QkX

. Para un espacio de fun-

ciones de Banach en general, se de�ne análogamente:

De�nición 45 Sea f medible, llamamos

MXf (x) = sup
Q3x



f�Q

X

�Q

X
, donde el supremo, como es de esperar es sobre los cubos de Rn con lados
paralelos a los ejes coordenados.

2.3. Espacios de Lorentz

De�nición 46 Sea (R;�) un espacio de medida, se denota L (p; q) (R) o tam-
bién Lp;q (R) al espacio de funciones medibles que satisfacen que kfkL(p;q) <1
siendo 1 < p � 1 y 0 < q <1

kfkL(p;q) =

8><>:
�R1

0
t
q
p f� (t)

q dt
t

� 1
q

si 0 < q <1
sup

0<t<1
ft1=pf� (t)g si q =1

, es decir L (p; q) = ff 2 M0 (R;�) : kfkp;q < 1g y es fácil ver que (cf. [24])
si p = q con 0 < p � 1 es L (p; p) = Lp, y kfkp = kf�kp = kfkL(p;p). Si se
sobreentiende el espacio (R;�) escribiremos simplemente L (p; q) o Lp;q.

Observación 47 Teniendo en cuenta que el reordenamiento decreciente se es-
cribe en términos de la función de distribución, a veces es útil escribir, a partir
de esta, la norma en Lp;q; tenemos:

kfkL(p;q) =

8><>:
�
p
R1
0
�f (s)

q
p sq dss

� 1
q

si 0 < q <1
sup

0<s<1
fs � �f (s)1=pg si q =1

(9)

Para q = 1 sale de tomar para t > 0 : s = f� (t) y t = �f (s); si q < 1
para funciones simples donde f y por lo tanto también f� toman valores aN >
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aN�1 > � � � > a1 > a0 = 0 y tomando bN > bN�1 > � � � > b1 > b0 = 0 donde
jbj+1 � bj j = � (ft 2 (0;1) : f� (t) = aN�jg) sale fácilmente de las igualdades

kfkL(p;q) =

�Z 1

0

t
q
p�1f� (t)

q
dt

� 1
q

=

0@ NX
j=0

aqN�j

Z bj+1

bj

t
q
p�1dt

1A 1
q

=

0@p
q

NX
j=0

aqN�j

�
b
q
p

j+1 � b
q
p

j

�1A 1
q

=

0@p
q

NX
j=0

b
q
p

j

�
aqN�j+1 � a

q
N�j

�1A 1
q

=

0@p
q

NX
j=0

b
q
p

j

�
aqN�j+1 � a

q
N�j

�1A 1
q

=

0@p
q

NX
j=0

b
q
p

j q

Z aN�j+1

aN�j

sq�1ds

1A 1
q

=

�
p

Z 1

0

�f (s)
q
p sq

ds

s

� 1
q

Para f medible se toma una sucesión de funciones simples fn tales que
fn " jf j en casi todo punto, se usa que en tal caso �fn " �f (por ejemplo
[24] proposiciones I.1.3 y I.1.7) y usando el teorema de convergencia monótona
de Lebesgue se obtiene (9) en el caso general.

Observación 48 A pesar de la notación, en general, k�kL(p;q) solo es una nor-
ma si 1 � q � p < 1 o si p = q = 1, pero si se reemplaza f� por f�� en la
de�nición de kfkL(p;q) se obtiene una cantidad equivalente kfkp;q que sí es una
norma, es decir k�kp;q � k�kL(p;q). Más concretamente, si de�nimos

kfkp;q =

8><>:
�R1

0
t
q
p f�� (t)

q dt
t

� 1
q

si 0 < q <1
sup

0<t<1
ft1=pf�� (t)g si q =1

se tiene que k�kp;q es una norma, y si 1 < p � 1 y 1 � q � 1 entonces
kfkL(p;q) � kfkp;q � p0 kfkL(p;q), y L (p; q) = ff 2M0 (R;�) : kfkp;q <1g.

Observación 49 Nótese que Lp = Lp;p pero en general kfkp;p 6= kfkp. Lo que
tenemos es kfkp;p � kfkp ya que kfkp = kfkL(p;p) � kfkp;p � p0 kfkL(p;p) =
kfkp (véase más abajo la observación 73)

De�nición 50 En términos de los operadores maximalesMX para X = L (p; q)
para 0 < p � q <1 se de�ne usualmente -y así lo usaremos-:

Mp;qf (x) = sup
Q3x



f�Q

p;q
jQj1=p

((p,q))

Esto di�ere ligeramente de la de�nición dada por 45 es decir sup
Q3x

kf�Qkp;q
k�Qkp;q

pero

puesto que es claro que ��Q = �[0;jQj) de donde


�Q

L(p;q) = �R10 t

q
p��Q (t)

q dt
t

� 1
q

=�R jQj
0

t
q
p dt
t

� 1
q

=

�
q
p t

q
p

���jQj
0

� 1
q

=
�
q
p

� 1
q jQj1=p y puesto que



�Q

L(p;q) � 

�Q

p;q
11



tenemos también jQj1=p �


�Q

p;q de donde Mp;qf (x) � ML(p;q)f (x) y está

claro que si p = q también recuperamos una cantidad equivalente a la de la
de�nición de Mp que introdujimos más arriba, es decir

Mp;pf (x) �Mp (x) = sup
Q3x

�
1

jQj

Z
Q

jf (y)jp dy
� 1

p

puesto que
1

jQj

Z
Q

jf (y)jp dy =


f�Q

L(p;p)

y 

f�Q

p = 

f�Q

L(p;p) � 

f�Q

p;p � p0


f�Q

p

; la primera desigualdad es inmediata por ser f��Q (t) � f���Q (t) para todo t > 0
y la segunda sale usando una de las desigualdades de Hardy (ver apéndice).

De�nimos ahora clases de Hölder reversas en el contexto de los Espacios de
Lorentz:

De�nición 51 Sean 1 < p <1 y 1 � q <1, decimos que un peso w pertenece
a la clase Hölder reversa RHp;q, con 1 < p < 1 si y solo si existe C > 0, que
depende de w, tal que para todo cubo Q � Rn, se tiene:

f�Q

p;q

jQj1=p
� C

1

jQj

Z
Q

w (x) dx: (10)

Si w 2 RHp;q denotamos

kwkRHp;q
=��nffC : se cumple (10)g

2.4. Interpolación Real y K-funcionales

En esta sección presentamos algunas cuestiones de interpolación en el con-
texto de espacios de Banach y la funcional K. Evitando generalizaciones más
amplias solamente introduciremos las de�niciones que sean necesarias más ade-
lante.

De�nición 52 Una cupla de espacios de Banach X0 y X1 constituyen una
cupla compatible (X0; X1) si existe un espacio vectorial topológico de Hausdor¤
U tal que X0 ,! U y X1 ,! U (donde Xj ,! U signi�ca que Xj son subespacios
de U y que la inclusión es continua)

Observación 53 Resulta claro que X0 \X1 � Xi � X0 +X1 para i = 0; 1.

Observación 54 Además de�niendo kfkX0\X1
= m�ax

�
kfkX0

; kfkX1

�
resulta

una norma para X0 \ X1, y kfkX0+X1
= ��nf

f0+f1=f

�
kf0kX0

+ kf1kX1

	
resulta

una norma para X0 +X1. Con dichas normas respectivas X0 \X1 y X0 +X1

resultan espacios de Banach.

De�nición 55 Un mor�smo entre cuplas T : (X0; X1) ! (Y0; Y1) es un oper-
ador lineal acotado: T : X0+X1 ! Y0+Y1 tal que las restricciones TXi

: Xi ! Yi
con i = 0; 1 son operadores lineales acotados.
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Observación 56 A veces notaremos X;Y ,etc. a las cuplas (X0; X1) ; (Y0; Y1),etc.,
y análogamente T : X ! Y será un mor�smo de cuplas: T : (X0; X1) !
(Y0; Y1).

De�nición 57 Un método de interpolación I asigna a cada par X un espacio
intermedio X0\X1 � I

�
X
�
� X0+X1 (con inclusiones continuas) de modo tal

que si T : X ! Y es un mor�smo de pares, la restricción TI(X) es un mor�smo

de espacios de Banach TI(X) : I
�
X
�
! I

�
Y
�
. Es decir que un método de

interpolación es un funtor de la categoría de cuplas de espacios de Banach en
la categoría de espacios de Banach. En ese contexto los espacios I

�
X
�
; I
�
Y
�

se dicen espacios de interpolación para el método I.

De�nición 58 Si I cumple que kTk
I(X)!I(Y )

� m�ax
n
kTk

X0!Y0
; kTk

X1!Y1

o
para todo mor�smo de cuplas T : (X0; X1)! (Y0; Y1) diremos que

�
I
�
X
�
; I
�
Y
��

es un par de interpolación exacto. En el caso de que X = Y diremos que
I
�
X
�
es un espacio de interpolación exacto para la cupla (X0; X1). Si además

kTk
I(X)!I(Y )

� kTk1��
X0!Y0

kTk�
X1!Y1

para � 2 [0; 1] diremos que
�
I
�
X
�
; I
�
Y
��

es exacto de exponente �.

De�nición 59 Sea una cupla compatible (X0; X1) de espacios de Banach. Se
de�ne la K � funcional de Peetre de la siguiente manera: Para todo elemento
f 2 X0 +X1 y t > 0 es K (t; f;X0; X1) := ��nffkf0kX0

+ t kf1kX1
: f = f0 + f1

con f0 2 X0 y f1 2 X1g

Observación 60 Si se sobreentiende la cupla (X0; X1) escribiremos a veces
K (t; f) en lugar de K (t; f;X0; X1), si además se �ja f podremos notarlo sim-
plemente como K (t). En tal caso K es una función no-negativa, creciente, cón-
cava y continua. Además K(t)

t = K
�
1
t ; f;X1; X0

�
, de modo que en particular

K(t)
t es decreciente.

De�nición 61 En el mismo contexto de la de�nición anterior, si � 2 (0; 1)
y 1 � q < 1, ó � 2 [0; 1] y q = 1, se de�nen los espacios de interpolación
X�;q = (X0; X1)�;q := ff 2 X0+X1 : kfk(X0;X1)�;q

<1g donde kfk(X0;X1)�;q
=

��;q (K (t; f;X0; X1)) donde: ��;q (' (t)) =
�R1
0

�
t��' (t)

�q dt
t

� 1
q si q < 1, y

��;q (' (t)) = sup
t>0
ft�� � ' (t)g para q =1 .

Observación 62 Para cada selección de los parámetros � y q -con � 2 (0; 1) y
1 � q <1- se tiene que I

�
X
�
= (X0; X1)�;q es un método de interpolación.

Observación 63 Hay otros métodos de interpolación real. En particular, a par-
tir de la funcional J dada por J (t; �;X0; X1) = m�ax

�
k�kX0

; t k�kX1

�
para

� 2 X0 \X1 y para cada t > 0, y de�niendo normas

kfk�;q;J =��nfu f��;q (J (t; u (t) ; X0; X1))g

donde el ín�mo se toma sobre las u : u (t) 2 X0 \X1 y f =
R1
0
u (t) dtt . Para

0 < � < 1 y 1 � q � 1 se tiene que (X0; X1)�;q;K = (X0; X1)�;q;J (normas
equivalentes) y escribiremos sencillamente (X0; X1)�;q -salvo indicación en con-
trario asumiremos que la norma es kk�;q;K y pondremos simplemente kk�;q-.
Ampliaremos estos temas en el apéndice (6.2).
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Observación 64 En el marco de la teoría de extrapolación es conveniente
renormalizar k�k(X0;X1)�;q

multiplicando dicha norma por constantes adecuadas

-para tener funciones características que sean exactamente de la forma t�, es-
to también lo detallaremos mejor en el apéndice (6.2)-. Los espacios tienen los
mismos elementos que los X�;q y normas equivalentes; en los primeros trabajos
de Jawerth y Milman se solían notar también X�;q -y el contexto aclaraba la
cuestión- (por ejemplo, cf. [58] o [85]). En trabajos posteriores (cf. [62] o [5])
se utiliza una notación diferente para los espacios de interpolación normaliza-
dos. Adoptaremos la notación de [5], con la que se tiene X

J
�;q;K = c�;qX�;q,

esto signi�ca que X
J
�;q;K y X�;q coinciden como espacios vectoriales y que

kfk
X
J
�;q;K

= c�;q kfkX�;q;K
donde c�;q = ((1� �) �q)

1
q -con la convención de

que ((1� �) �q)
1
q = 1 para q = 1-. Como mencionamos, una ventaja de esta

normalización es que con ella la función característica del funtor X 7�! X
J
�;q;K

es t�, y esto juega un papel de estabilidad que permite recuperar los mismos
espacios de extrapolación obtenidos mediante el método � aplicándolo sobre
espacios de interpolación M (�)X

J
�;q;K o bien sobre espacios M (�)X

J
�;1;K si

M (�) es temperada2 (y análogamente con el método � para M (�)X
J
�;q;K o

para M (�)X
J
�;1;J). Remitimos a la sección 6.2 del apéndice para algunas cues-

tiones asumidas en este párrafo como la funcional J , los métodos � y �, un
sucinto recorrido por las de�niciones de los espacios de extrapolación y el papel
de las constantes de normalización en los resultados que veremos acerca de las
clases Hölder reversas abstractas sobre las que trataremos en la próxima sección.

Observación 65 Hay otros métodos de interpolación real, usando funcionales
diferentes, de modo que en un contexto más amplio, para aclarar el uso de
la funcional K se escribiría (X0; X1)�;q;K donde aquí notamos simplemente
(X0; X1)�;q.

Algunos resultados bien conocidos para los cuales remitimos a [24] (capítulo
5) son:

Proposición 66 Si (X0; X1) es una cupla compatible, � 2 (0; 1) y 1 � q <1,
ó � 2 [0; 1] y q =1 entonces kfk(X0;X1)�;q

resulta una norma para (X0; X1)�;q
con la cual X0 \X1 ,! (X0; X1)�;q ,! X0 +X1.

Proposición 67 Si � 2 (0; 1) y 1 � q � r � 1, entonces (X0; X1)�;q ,!
(X0; X1)�;r.

Observación 68 En ciertas situaciones es posible trabajar con cuplas orde-
nadas de espacios de Banach de funciones, lo que simpli�ca algunos aspectos:
Una cupla ordenada (X0; X1) de espacios de Banach es una cupla compatible
donde X1 � X0. En dicho caso se de�ne la norma de la inmersión X1 � X0

como: n0;1 = sup
f2X1

kfkX0
kfkX1

. En ese contexto es posible dar la de�nición natural

para el caso endpoint y el espacio obtenido es no trivial:

De�nición 69 Sea X = (X0; X1) una cupla ordenada, notamos X0;1 = (X0; X1)0;1
= ff : kfkX0;1

=
R n0;1
0

K (t; f;X0; X1)
dt
t <1g

2Ver 6.2
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Observación 70 Los espacios X0;1 aparecen naturalmente en la teoría de ex-
trapolación (cf. [4] y [51]). Un sencillo resultado referente a ellos que necesitare-
mos más adelante es el siguiente:

Lema 71 (cf. [51]) Sea Q un cubo de Rn, y sea ~X = (L1(Q); L1(Q)). En-
tonces, (L1(Q); L1(Q)) es una cupla ordenada y

~X0;1(Q) = (L
1(Q); L1(Q))0;1 = ff :

Z jQj

0

f�(s) log
jQj
s
ds <1g: (11)

Demostración. La inmersión L1(Q) ,! L1(Q) es trivial ya que si f 2 L1 (Q)
es kfkL1(Q) � jQj kfkL1(Q) y además n0;1 = jQj ; y K(t; f ;L1(Q); L1(Q)) =R t
0
f�(s)ds = tf��(t) se vuelve constante cuando t > jQj : Integrando por partes

se obtiene Z n

0

K(s; f ;L1(Q); L1(Q))
ds

s
=

Z jQj

0

sf��(s)
ds

s

=

Z jQj

0

f�(s) log
jQj
s
ds;

como queríamos demostrar .
Los espacios Lp proporcionan algunos casos arquetípicos de espacios de in-

terpolación que nos interesarán. Comentamos algunos resultados bien conocidos
y remitimos para ellos, a [16], [24], [23], o [68], y las referencias allí citadas.
Un caso particular que nos interesará especialmente está dado por la cupla

compatible (X0; X1) donde X0 = L1 y X1 = L1 con las de�niciones usuales de
espacios Lp en un espacio (R;�) de medida totalmente � � finita. Se tiene el
siguiente resultado conocido (ver [24]).

Proposición 72 Si 1 < p < 1 es Lp =
�
L1; L1

�
1=p0;p

. Si además q > p es
Lq = (Lp; L1)1�p=q;q

Observación 73 En la igualdad Lp =
�
L1; L1

�
1=p0;p

-y más abajo al consid-

erar espacios de Lorentz Lp;q también como espacios de interpolación entre L1

y L1- las igualdades son en el sentido de que las normas son equivalentes. Por
ejemplo, teniendo en cuenta que K

�
t; f; L1; L1

�
=
R t
0
f� (s) ds = t � f�� (t) (cf.

75, más abajo) se tiene que con la norma de
�
L1; L1

�
�;q
es

kfk(L1;L1)�;q =

8<:
�R1
0

�
t1��f�� (t)

�q dt
t

� 1
q si 1 � q <1

sup
t>0
ft1��f�� (t)g si q =1

, y no es difícil probar (cf. [24] Lema IV 4.5) que para � 2 (0; 1] y 1 � q � 1
es

kfkLp;q � kfk(L1;L1)�;q �
�
1� 1

p

�
kfkLp;q (12)

para p = 1
1�� donde se de�nen los espacios de Lorentz L

p;q formados por las f ,
funciones medibles, tales que kfkLp;q <1 siendo

kfkLp;q =

8<:
�R1
0

�
t1��f� (t)

�p dt
t

� 1
p si 1 � p <1

sup
t>0
ft1��f� (t)g si p =1

15



. En particular si � = 1
q0 , y por lo tanto p = q0, de la equivalencia 12 resulta

kfkLp;p =
�R1

0

�
t
1
p f (t)

�p
dt
t

� 1
p

=
�R
X
fp
� 1
p = kfkLp �

�R1
0
(f�� (t))

p
dt
� 1
p =

kfk(L1;L1) 1
p0 ;p
, y es en tal sentido en que en la proposición anterior se entiende

que Lp =
�
L1; L1

�
1=p0;p

.

Observación 74 El cálculo de la K � funcional para una cupla arbitraria de
espacios de Banach es un problema variacional. Si bien la fórmula exacta se
conoce solo para algunos pares de espacios, se conocen cotas superiores e inferi-
ores para muchos de los pares de espacios de funciones que tienen importancia
en Análisis (ver, por ejemplo [16], [24]). Una K � funcional bien conocida que
usaremos frecuentemente es la que corresponde al par

�
L1; L1

�
. Esto es lo que

a�rma el siguiente teorema ( para el cual remitimos a las referencias: [16], [24]).

Teorema 75 (Peetre) Si (R;�) es un espacio de medida totalmente ��finita,
para toda f 2 L1 + L1 respecto de (R;�) y para todo t > 0 se tiene que

K
�
t; f; L1; L1

�
=

Z t

0

f� (s) ds = t � f�� (t) (13)

.

Observación 76 Complementamos el resultado anterior (75) con otras carac-
terizaciones de espacios conocidas (ver, por ejemplo [16] o [24]): Para toda f
medible en (R;�) y siendo f� su reordenamiento decreciente, para todo t > 0 se
tiene que si 0 < p <1 :

K (t; f; Lp; L1) �
 Z tp

0

f� (s)
p
ds

! 1
p

(14)

, si además 0 < p < q <1 y � = 1
p �

1
q :

K (t; f; Lp; Lq) �
 Z t�

0

f� (s)
p
ds

! 1
p

+ t

�Z 1

t�
f� (s)

q
ds

� 1
q

(15)

y para espacios de Lorentz se tiene que

K (t; f; L (p; q) ; L1) �
 Z tp

0

sq=pf� (s)
q ds

s

! 1
q

Observación 77 Otras equivalencias similares pero en términos solo de las
K-funcionales pueden obtenerse usando un resultado importante de la teoría
de Interpolación: las fórmulas de Holmstedt (ver el apéndice, o las referencias
[16] o [24]). Una consecuencia permite reemplazar, en la equivalencia de Krée
(14), f� (s) por f�� (s) = K

�
s; f; L1; L1

�
(notar el paralelismo con las normas

kfkL(p;q) y kfkp;q de L (p; q)), y entonces f�� (s)
p
=
�
K
�
s; f; L1; L1

�
s�1=p

0
�p

1
s

obteniendo:

K (t; f; Lp; L1) �
 Z tp

0

�
K
�
s; f; L1; L1

�
s�1=p

0
�p ds

s

! 1
p

(16)
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Observación 78 En la equivalencia de arriba las constantes no son indepen-
dientes de p; mediante una renormalización adecuada (ver la sección 6.2 en el
apéndice) podemos obtener:

K (t; f; Lp; L1) � c�;p

 Z tp

0

�
K
�
s; f; L1; L1

�
s�1=p

0
�p ds

s

! 1
p

donde en este caso � = 1
p0 y donde c�;p = (� (1� �) p)

1
p 3 y las constantes

implícitas en la nueva equivalencia son independientes de � y de p.

2.5. Clases de Hölder-Reversas para cuplas de espacios de
Banach

Los resultados mencionados al �nal de la sección anterior motivan las de�ni-
ciones de clases de Hölder reversas en el contextos de cuplas compatibles de
espacios de Banach de funciones. Delineamos brevemente la idea que guía las
de�niciones y postergamos para una sección posterior la explicación completa
de la conexión entre estas de�niciones y las desigualdades de Hölder-Reversas
en el contexto clásico.
Para motivar las de�niciones que siguen considérese Q0 un cubo �jo de Rn

(que eventualmente puede ser todo Rn). Decíamos que w pertenecía a la clase de
Hölder-reversa RHp si para cierto p 2 (1;1) existe una constante C � 1 tal que

para cada cubo �nito Q � Q0 vale que
�

1
jQj
R
Q
w (x)

p
dx
� 1
p � C 1

jQj
R
Q
w (x) dx.

Esto implica que Mpw (x) � CMw (x) para cada x 2 Q0. Tomando reorde-
namientos decrecientes se tiene que

(Mpw)
�
(t) � C (Mw)

�
(t)

para 0 < t < jQ0j. Teniendo en cuenta la equivalencia de Herz-Stein 8 se tiene
que (Mw)�(t) � w�� (t) y también volviendo a usar dicha equivalencia y la
de�nición de reordenamientos decrecientes y del operador M se tiene que

Mp
p (x) = sup

Q3x

�
1

jQj

Z
Q

w (y)
p
dy

�
=M (wp) (x)

, de donde

C
1

t

Z t

0

w� (s) ds � C (Mw)
�
(t) � (Mpw)

�(t)

= (Mp
pw)

�(t)1=p =M (wp)
�
(t)

1=p � (wp)�� (t)1=p

=

�
1

t

Z t

0

(wp)
�
(s) ds

�1=p
=

�
1

t

Z t

0

w� (s)
p
ds

�1=p
Ahora usando 13 y 14 queda

1

t1=p
K
�
t1=p; w; Lp; L1

�
� 1

t1=p

�Z t

0

w� (s)
p
ds

� 1
p

� C
1

t

Z t

0

w� (s) ds = C
1

t
K
�
t; w; L1; L1

�
3Luego si � = 1

p0 es p =
1

1�� y resulta c�;p = c 1
p0 ;p

= c (p) =
�
1
p0

� 1
p
=
�
p�1
p

� 1
p
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, y teniendo en cuenta que Lp =
�
L1; L1

�
�;p
para � = 1=p0, nos queda que para

tal �, y siendo X = (X0; X1) con X0 = L1 (Q0) y X1 = L1 (Q0) resulta:

1

t1=p
K
�
t1=p; w;X�;p; X1

�
� C

1

t
K (t; w;X)

, o renombrando t = �1=p = �1�� se escribe como

K (� ; w;X�;p; X1)

�
� C

K
�
�

1
1�� ; w;X

�
�

1
1��

para todo � > 0. Esta interpretación motiva las de�niciones del párrafo sigu-
iente; en la referencia [81] se presenta este enfoque para tratar el lema de
Gehring.

De�nición 79 Sea � 2 (0; 1), q 2 [1;1) y X = (X0; X1) una cupla compatible
de espacios de Banach. Llamamos RH�;q (X) � X0+X1, o simplemente RH�;q

si no hay ambigüedad acerca de la cupla X = (X0; X1) a la clase dada por

RH�;q = fw 2 X0+X1�9C > 0 :
K (t; w;X�;q; X1)

t
� C

K
�
t

1
1�� ; w;X

�
t

1
1��

;8t > 0g
(17)

. Se entiende que C = Cw (X) depende de w y de la cupla X; y que el espacio de
interpolación X�;q es (X0; X1)�;q (ver la de�nición 61, arriba). En este contexto
se de�ne la �norma�

kkRH�;q
=��nffC : K (t; w;X�;q; X1)

t
� C

K
�
t

1
1�� ; w;X

�
t

1
1��

;8t > 0g (18)

. Es habitual, en este ámbito, llamar �normas� a los ín�mos de las constantes
para desigualdades que determinan la pertenencia a una clase (v.g. clases Ap,
clases Bp, clases RHp y RH�;q) aunque no sean realmente normas.

Además se de�ne RH
�
X
�
:=

[
(�;q)2(0;1)�[1;1)

RH�;q

�
X
�

Para cuplas ordenadas X = (X0; X1) con X1 � X0, mirando la de�nición 69
y teniendo en cuenta que en este caso la funcional K es constante para t > n0;1,
se de�ne también la clase Hölder-reversa endpoint:

De�nición 80 Si X es una cupla ordenada de espacios de Banach de funciones
se de�ne:

RH0;1 = fw 2 X0�9C > 0 :

Z t

0

K
�
s; w;X

� ds
s
� CK

�
t; w;X

�
;8t 2 (0; n0;1)g

(19)
y con tales C = Cw (X) > 0 se de�ne también la �norma�:

kkRH0;1
=��nffC > 0 :

Z t

0

K
�
s; w;X

� ds
s
� CK

�
t; w;X

�
;8t 2 (0; n0;1)g (20)
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Observación 81 A través del teorema de reiteración de Holmstedt podemos,
en efecto, interpretar RH0;1 como un caso límite de RH�;1 con � = 0 ya que la
desigualdad

K (t; w;X�;1; X1)

t
� C

K
�
t

1
1�� ; w;X

�
t

1
1��

que permite de�nir RH�;q para q = 1 queda:Z t
1

1��

0

K
�
s; w;X

�
s��

ds

s
� Ct

K
�
t

1
1�� ; w;X

�
t

1
1��

y usando que s�� es decreciente esto implica que

t
��
1��

Z t
1

1��

0

K
�
s; w;X

� ds
s
� Ct

K
�
t

1
1�� ; w;X

�
t

1
1��

, luego Z t
1

1��

0

K
�
s; w;X

� ds
s
� Ct

K
�
t

1
1�� ; w;X

�
t
1��
1��

, es decir: Z t
1

1��

0

K
�
s; w;X

� ds
s
� CK

�
t

1
1�� ; w;X

�
. De esta manera la desigualdad que de�ne RH0;1 se obtiene reemplazando �
por 0 : Z t

0

K
�
s; w;X

� ds
s
� CK

�
t; w;X

�
.

2.6. Funciones Casi-Crecientes

Una noción que nos será útil al tratar con índices para familias de funciones
es la de casi-monotonía. Esta cuestión está vinculada a la escala de integrabil-
idad de las funciones de pesos. Nos interesará de�nir cuándo una función es
casi-creciente (abreviaremos a.i. por almost increasing). La de�nición de casi-
decreciente se puede realizar mutatis mutandis de manera obvia. La noción de
casi-monotonía fue introducida por S. Bernstein (cf. [13]).

De�nición 82 Una función no negativa � en un intervalo I = (0; l) � R (re-
spectivamente I = [0; l], [0; l) o (0; l]) se dice que es casi-creciente si existe una
constante C � 1 tal que � (t1) � C� (t2) para todo t1 � t2 con t1; t2 2 (0; l)
(resp. [0; l], [0; l) o (0; l]).

Observación 83 La constante C en la de�nición anterior se llama constante
de casi-crecimiento. Evidentemente no es única.

Observación 84 Adelantándonos algo a una discusión posterior, nótese que
si � : I ! R cumple que � (t) = t0� (t) es creciente y � (t) =t = t�1� (t) es
decreciente, parece esperable tener t��� (t) casi-creciente para ciertos valores de
� con 0 � � < 1. La situación �modelo�con � (t) creciente y t�1� (t) decreciente
es la que se presenta si � (t) = K (t; f;X0; X1).
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3. Indices

Una herramienta clave para nuestro estudio de diversas clases de pesos y
sus propiedades es una noción de índices referida a una familia de funciones
indexada a sus vez por cubos. Esta idea permite vincular propiedades locales
de los pesos con el control global de desigualdades que de�nen la pertenencia o
no de un peso a alguna de las clases que nos interesan. Esta noción de índice
tiene interés propio de modo que le dedicaremos esta sección, independiente de
la anterior en la cuál presentamos otras de�niciones y resultados preliminares,
y continuaremos en las precedentes con el estudio de las diversas clases de pesos
y desigualdades de Hölder-reversas, y sus relaciones con las de�niciones clásicas
y las de�niciones vía interpolación.
En el contexto del estudio de espacios de funciones hay una gran cantidad

de nociones de índice; las hay referidas a una función, otras a un espacio, otras
a una clase de funciones. Algunas de ellas están fuertemente ligadas, de modo
que distintas de�niciones son de hecho equivalentes, o son equivalentes si se
cumple alguna condición adicional, y otras no están relacionadas de manera
obvia. Muchas de ellas tienen además algún vínculo o aplicación en alguna otra
rama del análisis. Un tratamiento bastante exhaustivo de distintos índices, sus
propiedades y aplicaciones que aparecen referidos a interpolación y espacios de
Banach de funciones puede hallarse en [76]. La mayoría de estas nociones de
índices empieza a ser estudiada intensamente en la decada de 1960, y aún antes
en el trabajo de N. K. Bari y S. B. Stechkin (cf. [11]). En cualquier caso, las ideas
giran en torno a la comparación con el crecimiento o decrecimiento de alguna
familia de funciones cuyo comportamiento esté asintóticamente determinado por
algún tipo de exponente (v.g. ' (t) = t�).

3.1. Indices y casi-crecimiento

La noción de índice utilizada aquí, que se de�ne en términos de familias
de funciones casi-crecientes, se apoya en gran parte en los trabajos de Natasha
Samko y sus colaboradores (cf. ,por ejemplo, [64], [100], [101]) donde se intro-
duce y se desarrollan índices en términos de casi-crecimiento de funciones; sin
embargo, la idea de trabajar sobre familias de funciones indexadas por cubos
aparentemente es una novedad (introducida en [32]).
Los resultados presentados aquí podrían extenderse a contextos más gen-

erales, por ejemplo cambiando las familias de conjuntos sobre los que se indexa
o las funciones de test, pero nos restringiremos a las nociones que necesitaremos
utilizar aquí.

De�nición 85 Dada una familia de cubos de Rn; Q =fQg. Consideramos fa-
milias de funciones indexadas por familias de cubos de Q, f�QgQ2Q, o más
sencillamente f�QgQ donde las �Q : (0; jQj) ! R�0 son continuas, positivas,

crecientes y tales que
�Q(s)

s es decreciente.
Además, anticipando su uso en el contexto de interpolación consideraremos

familias de funciones indexadas por cubos y parametrizadas por � 2 [0; 1) y
q � 1 de�niendo: �Q;� (s) = s���Q (s) y además �Q;�;q (s) = [s���Q (s)]

q, o
sea �Q;�;q (s) = [�Q;� (s)]

q.
Está claro que si q = 1 es �Q;�;1 = �Q;� y si además � = 0 se tiene

�Q;0;1 = �Q;0 = �Q.
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Observación 86 En la mayoría de las aplicaciones de las secciones que siguen
Q será la familia de todos los cubos de Rn -siempre con lados paralelos a los ejes
coordenados-, o bien la familia de todos los cubos incluidos en un cubo Q0 �jo -
con lados paralelos a los de Q0-. Se aclarará explícitamente si en algún momento
se considera alguna otro tipo de familia Q (por ejemplo, cubos diádicos respecto
de Rn o de un cubo �jo Q0 son posibles casos interesantes). Sin embargo, los
resultados de la presente sección valen para familias de cubos arbitrarios.

Ejemplo 87 Los ejemplos típicos con los que trabajaremos se obtienen con-
siderando K�funcionales de restricciones a cubos de funciones de pesos tales
que dichas restricciones están en la suma de los pares de espacios de Banach de
una cupla compatible, con soporte en dicho cubo. Para concretizar esta situación
con un ejemplo importante sea w un peso en Rn, esto es una función no nega-
tiva localmente integrable; por lo tanto para cada Q � Rn se tiene que w�Q 2
L1 (Q) � L1 (Q), y tomando

�Q (t) : = �w;Q (t) = K
�
t; w�Q; L

1 (Q) ; L1 (Q)
�
=

=

Z t

0

w��Q (s) ds = tw���Q (t) para t 2 (0; jQj)

se tiene que, debido a las propiedades de las K�funcionales las �w;Q (t) son con-
tinuas, positivas, crecientes y tales que

�w;Q(t)

t = 1
tK
�
t; w�Q; L

1 (Q) ; L1 (Q)
�
=

K
�
t�1; w�Q; L

1 (Q) ; L1 (Q)
�
es decreciente, de modo que se cumplen las condi-

ciones requeridas arriba.

Presentaremos ahora la de�nición de índices que necesitamos en términos de
casi-crecimiento (a.i.) y después veremos un lema que establece algunas equiv-
alencias que resultan útiles para establecer algunos resultados al respecto.

De�nición 88 Sea una familia de funciones f�Q;�;qgQ que cumplen las condi-
ciones de la de�nición 85, con � 2 [0; 1) y q � 1. De�nimos su índice

indf�Q;�;qgQ = supf� � 0 : 9
 2 (0; 1) y C � 1 tales que
8Q 2 Q resulta que �Q;�;q (s) s

�� es a:i: en (0; 
 jQj)g

.

Observación 89 Nótese que en la de�nición se asume que 
 y la constante de
casi-crecimiento C son independientes de los cubos Q.

Observación 90 Si � = 0 y q = 1 se tiene �Q;0;1 = �Q y se nota indf�QgQ :=
indf�Q;0;1gQ

Observación 91 Cuando la familia f�Q;�;qgQ = f�w;Q;�;qgQ se obtiene a par-
tir de un peso como se describe en el ejemplo 87 notaremos correspondiente-
mente indf�w;Q;�;qgQ, y indf�w;QgQ si � = 0 y q = 1.

Observación 92 Aunque no abundaremos más allá de lo necesario para nue-
stros objetivos pueden establecerse diversas propiedades de interés que surgen a
partir de la de�nición de índice; por ejemplo, si f�Q;�;qgQ y f Q;�;qgQ están en
las condiciones de�nidas en 85, es decir son continuas, positivas, crecientes y
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tales que las
�Q(�)
s y

 Q(s)

s son decrecientes, y si tenemos exponentes conjugados:

p; p0 2 (1;+1), con 1
p +

1
p0 = 1, se tiene que f�1=pQ;�;q �  

1=p0

Q;�;qgQ es continua,
positiva, creciente y tal que

�
1=p
Q;�;q �  

1=p0

Q;�;q (s)

s
=
�
1=p
Q;�;q �  

1=p0

Q;�;q (s)

s
1
p+

1
p0

=

�
�Q;�;q
s

�1=p
�
�
 Q;�;q
s

�1=p0
es decreciente.

Observación 93 Si además indf�Q;�;qgQ > 0 y indf Q;�;qgQ > 0, entonces
para todos los �1 y �2 con 0 � �1 < indf�Q;�;qgQ, y 0 � �2 < indf Q;�;qgQ con
constantes respectivas 
1; 
2 2 (0; 1) y C1; C2 � 1 de a.i. vale que

�
1=p
Q;�;q (s) 

1=p0

Q;�;q (s) s
�(�1=p+�2=p0) =

�
�Q;�;q (s) s

��1
�1=p �

 Q;�;q (s) s
��2
�1=p0

es casi-creciente en (0;m��n f
1; 
2g jQj) con constante de a.i. C
1=p
1 C

1=p0

2 inde-
pendiente de Q. Luego se obtiene que

indf�Q;�;qg
p

+
indf Q;�;qgQ

p0
� indf�1=pQ;�;q �  

1=p0

Q;�;qgQ

. En particular, si p = p0 = 2 se tiene:

indf�Q;�;qg+ indf Q;�;qgQ
2

� indf
�
�Q;�;q �  Q;�;q

� 1
2 gQ

Observación 94 Una de�nición similar refererida a una sola función (o famil-
ia dependiente de los parámetros � y q, pero no de los distintos cubos) es útil en
ciertos contextos y hay, como ya se mencionó, diversas equivalencias con otras
de�niciones de índices. La de�nición correspondiente sería como sigue (cf. [64]):

De�nición 95 Sea � : (0; l) ! (0;+1) con � (s) creciente y �(s)
s decreciente,

y ��;q (s) =
�
s��� (s)

�q
; se de�ne

if��;qg = supf� � 0 : ��;q (s) s�� es a.i. en (0; l)g

Observación 96 Tanto en el caso de las funciones individuales como para las
familias indexadas por cubos se tiene que la positividad del índice para � 2 [0; 1)
no depende de q � 1. Concretamente se tiene:

indf�Q;�;qgQ > 0, indf�Q;�gQ > 0

y similarmente
if��;qg > 0, if��g > 0

. Esto es claro ya que �Q;� (s) s
�� = �Q (s) s

��s�� es a.i. con exponente mayor
o igual que � y constante C de a.i. si y solo si

�
�Q (s) s

���q s�q� = �Q;�;q (s) s
�q�

es a.i. con exponente q� y constante de a.i. Cq; y de manera similar se ve la
equivalencia para ifg.
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Ahora vamos a establecer un lema que vincula el casi-crecimiento de una
función � o una familia f�g con una desigualdad que puede interpretarse como
la equivalencia entre �(t)

t y P
�
�(t)
t

�
, para lo cual se necesita que ocurra que

P
�
�(t)
t

�
� C �(t)

t , ya que la desigualdad
�(t)
t � P

�
�(t)
t

�
es clara dado que �(t)

t

es decreciente. Es decir que si P
�
�(t)
t

�
� C �(t)

t resulta de hecho P
�
�(t)
t

�
� �(t)

t
.
Teniendo en cuenta que para el operador de Hardy P tenemos P

�
�(t)
t

�
=

1
t

R t
0
�(s)
s ds, la desigualdad mencionada en el párrafo anterior queda: 1t

R t
0
�(s)
s ds �

C �(t)
t , que equivale a

R t
0
� (s) dss � C� (t) la cual será una de las instancias del

lema.
Como de hecho las desigualdades de la forma

R t
0

�
s��� (s)

�p ds
s � C

�
s��� (s)

�p
se automejoran, en el sentido que siendo si valen para cierto � 2 [0; 1) y p � 1
entonces existe un �1 2 (�; 1) tal que vale

R t
0

�
s��1� (s)

�q ds
s � C

�
s��1� (s)

�q
para q � p (cf. [81], lema 2), esto permitirá obtener de manera uni�cada distin-
tas propiedades de apertura o de automejoramiento conocidas (lema de Gehring,
clases RHp, clases Ap, etc).
Vamos entonces al lema:

Lema 97 Sea una familia de funciones indexada por cubos f�Q;�;qgQ parame-
trizada con q � 1 y � 2 [0; 1), de�nida como en 85, las siguientes condiciones
son equivalentes:
(i) Existe una constante C > 0, independiente de �, tal que para todo cubo

Q vale que Z t

0

�Q;�;q(s)
ds

s
� C�Q;�;q(t); para todo t 2 (0; jQj): (21)

(ii) Existe � > 0 tal que para todos los cubos Q, �Q;�;q(s)s
�� es a.i. en (0; jQj),

con constante de casi-crecimiento C � 1 independiente de Q y �:
(iii) Existen � > 0; 
 2 (0; 1) tales que para todos los cubos Q, �Q;�;q(s)s��

es a.i. en (0; 
 jQj), con constante de casi-crecimiento C � 1 independiente de
Q y �:

Demostración. (i) ) (ii) El argumento de esta implicación está implícito en
[81] (lema 2 ). Lo traducimos, en nuestra notación, para que la demostración
esté autocontenida: Sea

FQ;�;q(t) =

Z t

0

�Q;�;q(s)
ds

s
=

Z t

0

[s���Q (s)]
q ds

s

Entonces (i) puede reescribirse como

FQ;�;q(t) � Ct (FQ;�;q (t))
0

, o sea
1

C

1

t
� (FQ;�;q (t))

0

FQ;�;q(t)

Es decir, �
1

C
ln t

�0
� (lnFQ;�;q(t))0
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luego para 0 < x < y < jQj, e integrando entre x e y se obtiene:

ln
�y
x

�1=C
� ln FQ;�;q(y)

FQ;�;q(x)

Tomando exponencial y usando la hipótesis de la condición (i) se obtienen las
desigualdades siguientes:

x�1=CFQ;�;q(x) � y�1=CFQ;�;q(y) � y�1=CC�Q;�;q(y) (22)

. Combinaremos la última desigualdad con lo que sigue, donde se usa la de�nición
de FQ;�;q y que

�Q(s)

s es decreciente,

FQ;�;q(x) =

Z x

0

[s���Q (s)]
q ds

s
(23)

=

Z x

0

sq(1��)[
�Q(s)

s
]q
ds

s

�
�
�Q(x)

x

�q
xq(1��)

q(1� �)

=

�
�Q(x)x

���q
q(1� �) =

�Q;�;q(x)

q(1� �) ;

, luego de 22 y 23 tenemos

x�1=C�w;Q;�;q(x) � (1� �)qCy�1=C�w;Q;�;q(y)
� qCy�1=C�Q;�;q(y):

es decir que obtuvimos que para � = �1=C y con constante de casi-crecimiento
qC se tiene que �Q;�;q(s)s

�� es casi creciente en (0; jQj).
La implicación (ii)) (iii) es inmediata.
Veamos (iii) ) (i): Supongamos que existen � > 0 y 
 2 (0; 1) tales que

para todo Q se tiene que �Q;�;q(s)s
�� es a.i. en (0; 
 jQj), con constante de casi-

crecimiento C, independiente de Q y �. Dividiremos la situación en dos casos:
Primero consideremos t � 
 jQj ; entonces si además es t < 
 jQj podemos
escribir Z t

0

�Q;�;q(s)
ds

s
=

Z t

0

�Q;�;q(s)s
��s�

ds

s
� C

�
�Q;�;q(t) (24)

, y si t = 
 jQj se toma la integral entre 0 y t � " = 
 jQj � ", para " > 0, y se
usa la continuidad de la integral y el crecimiento de �Q;�;q(t) en 
 jQj 2 (0; jQj)
y se obtiene también (24) para t = 
 jQj haciendo tender "! 0.
Por otro lado, si t 2 (
 jQj ; jQj), entoncesZ t

0

�Q;�;q(s)
ds

s
=

Z 
jQj

0

�Q;�;q(s)
ds

s
+

Z t


jQj
�Q;�;q(s)

ds

s

= (I) + (II):
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Usando 24 para t = 
 jQj tenemos

(I) =

Z 
jQj

0

�Q;�;q(s)
ds

s

� C

�
�Q;�;q(
 jQj)

=
C

�

�
�Q(
 jQj)

�q

�q� jQj�q�

� C

�

�
�Q(t)

�q

��qt�q� (ya que �Q es creciente y t < jQj )

=
C

�

��q�Q;�;q(t):

Para estimar la integral que falta se usa en primer término que �Q es creciente
y después que t < jQj, para obtener

(II) =

Z t


jQj
�Q;�;q(s)

ds

s

=

Z t


jQj

�
�Q(s)

�q
s��q

ds

s

�
�
�Q(t)

�q Z t


jQj
s��q�1ds

�
�
�Q(t)

�q 1

��q

�
1

t�q
� 1

(
 jQj)�q

�
=
�
�Q(t)

�q 1
�q

t�q � (
 jQj)�q
t�q(
 jQj)�q

=
�
t���Q(t)

�q 1
�q

t�q � (
 jQj)�q


�q jQj�q

= �Q;�;q(t)
1

�q

1


�q

 �
t

jQj

��q
� 
�q

!

� �Q;�;q(t)
1

�q

1� 
�q

�q

Combinando las estimaciones para (I) y (II) se obtieneZ t

0

�Q;�;q(s)
ds

s
�
 
C

�

��q +

1

�q

 �
1




��q
� 1
!!

�Q;�;q(t)

Pero es fácil obtener una cota independiente de � en el miembro derecho: Por
un lado

C

�

��q =

C

�

�

�q

�� � C

�

�q (25)

porque � < 1 y 
�q > 1.
Por otro lado usando cálculo elemental se puede ver que, dados 
 < 1 y

q � 1, el término g (�) = 1
�q

��
1



��q
� 1
�
es siempre creciente como función de
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� para � 2 [0; 1] -completado por continuidad en 0-, y por lo tanto

1

�q

 �
1




��q
� 1
!
� 1

q

��
1




�q
� 1
�

(26)

Por lo tanto, de (25) y (26) se obtieneZ t

0

�Q;�;q(s)
ds

s
�
�
C

�

�q +

1

q

�

�q � 1

��
�Q;�;q(t)

donde renombrando C a la constante
�
C
� 


�q + 1
q (


�q � 1)
�
que es independi-

ente de � y de Q llegamos a (i).
Teniendo en cuenta la de�nición 88, la condición (i) del lema 97 proporciona

otro criterio operativo para caracterizar los indices:

Proposición 98 Sean q � 1; � 2 [0; 1), las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
(i) Existe C > 0 independiente de Q y de � tal que para todo cubo Q vale

que Z t

0

�Q;�;q(s)
ds

s
� C�Q;�;q(t); para todo t 2 (0; jQj):

(ii)
indf�Q;�;qgQ > 0

Demostración. Supongamos que vale (i): entonces, por el lema 97 (iii), existe
� > 0 y 
 2 (0; 1) tal que para todo Q se tiene que �Q;�;q(s)s

�� es a.i. en
(0; 
 jQj), con constante de a.i. independiente de Q, y por lo tanto la de�nición
88 nos dice que indf�Q;�;qgQ � � > 0.
Por otra parte, si se sabe que indf�Q;�;qgQ > 0 entonces ocurre la condición

(iii) del lema 97 , por lo cual vale la condición (i).

Observación 99 La condición (i) de la proposición anterior, 98, o lo que es
lo mismo, la desigualdad (21) de la condición (i) del lema 97,

R t
0
�Q;�;q(s)

ds
s �

C�Q;�;q(t); para todo t 2 (0; jQj) en realidad resulta una equivalencia:Z t

0

�Q;�;q(s)
ds

s
� �Q;�;q(t), en (0; jQj) (27)

. En efecto, usando que
�Q(s)

s decreciente y la de�nición de �Q;�;q se tiene que
para s 2 (0; jQj) es

�Q;�;q(s) = [s���Q (s)]
q = [

s���Q (s)

s
]qsq

= [
�Q (s)

s
]qsq��q � [

�Q (t)

t
]qsq��q

, luego

Z t

0

�Q;�;q(s)
ds

s
� [

�Q (t)

t
]q
Z t

0

sq��q
ds

s
=

[
�Q (t)

t
]q

tq��q

(1� �) q =
1

(1� �) q [t
���Q (t)]

q =
1

(1� �) q�Q;�;q(t)
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es decir que tenemos en (0; jQj)

1

(1� �) q �Q;�;q(t) �
Z t

0

�Q;�;q(s)
ds

s
� C�Q;�;q(t)

lo que nos da la equivalencia (27).

La siguiente proposición reduce a efectos prácticos, de alguna manera, el
cálculo de indf�Q;�;qgQ al cálculo de indf�QgQ:

Proposición 100

indf�Q;�;qgQ > 0, indf�Q;�gQ > 0, indf�QgQ > �:

Demostración. La primera equivalencia fue probada en la observación 96, así
que solo tenemos que probar la segunda equivalencia. Para ello �jemos un cubo
Q arbitrario. El caso � = 0 se cumple por de�nición ya que �Q;0 = �Q;0;1 = �Q.
Asumamos entonces que � > 0, y supongamos, además, que indf�QgQ > �,
entonces podemos hallar � > 0, y 
 2 (0; 1), tales que � > � y �Q(s)s

�� es a.i.
en (0; 
 jQj) con constante de a.i. independiente de Q. Entonces, como

�Q;�(s)s
�(���) = �Q(s)s

��

es casi-creciente en (0; 
 jQj), con ��� > 0, y como Q era arbitrario, vemos que
indf�Q;�gQ > 0. Recíprocamente, si indf�Q;�gQ > 0, entonces podemos encon-
trar � > 0 tal que para todo cubo Q resulta que �Q;�(s)s

�� = �Q(s)s
�(�+�)

es a.i. en (0; 
 jQj) para cierto 
 2 (0; 1) �jo resulta que indf�QgQ � � + � de
donde

indf�QgQ > �

.

3.2. Relación con otras de�niciones de índices

Las de�niciones usuales de índices en la literatura se re�eren al índice de
una función individual. Ahora compararemos los resultados de la sección an-
terior con resultados clásicos usando algunas de las de�niciones más comunes
de índices. Aunque dichas de�niciones se plantean habitualmente con menos
restricciones, con el proposito de compararlas con la de�nición proporcionada
arriba mantendremos la hipótesis de que � : (0; l)! R>0 es creciente y que �(s)

s
es decreciente y consideraremos nuestros resultados solo para funciones de la
forma 	(s) = (s���(s))q: En esta situación varias de�niciones son equivalentes.
Sea (cf. [11], [100]),

�	 = sup
�>1

ln

�
l��m inf
h!0

	(�h)
	(h)

�
ln�

= l��m
�!0

ln

�
l��m sup
h!0

	(�h)
	(h)

�
ln�

(en el contexto de la teoría de espacios de Orlicz, suele denominarse como índice
inferior de Matuszewska-Orlicz). Entonces tenemos el siguiente resultado cono-
cido (cf. [11], [68], [76], [80], [100], y las referencias allí contenidas donde se
presenta el mismo resultado bajo diferentes de�niciones de índices).
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Lema 101 Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Existe una constante C > 0 tal queZ t

0

	(s)
ds

s
� C	(t); for all t 2 (0; l): (28)

(ii) �	 > 0:

Combinando la proposición 98 y el lema 101 se ve que nuestra de�nición de
índice para una función individual (95) es compatible con las clásicas.

Corolario 102 Sea 	 una función en (0; l) en las condiciones mencionadas al
comienzo de esta sección. Entonces,

�	 > 0, if�	g > 0:

Demostración. La demostración de la proposición 98 para funciones individ-
uales nos muestra que la condición (28) vale si y solo si if�	g > 0. Por otro
lado, por el lema 101 se sabe que (28) se cumple si y solo si �	 > 0, con lo que
se obtiene el resultado.

Observación 103 La compatibilidad de la de�nición de índice en términos de
a.i. (para una función individual) con los índices clásicos se discute en [64].
Desarrollamos ahora un ejemplo donde se ve un cálculo simple que sugiere la
razón por la cual los índices considerados aquí coinciden con los clásicos para
las clases de funciones que estamos considerando: Supongamos que �(s)s�� es
casi-creciente (a.i.), entonces, para alguna constante c � 1, se tiene que para
� > 1;

(�h)���(�h) � 1

c
h���(h):

De donde se sigue que

�� = sup
�>1

ln

�
l��m inf
h!0

	(�h)
	(h)

�
ln�

� sup
�>1

ln
�
1
c�

�
�

ln�

= sup
�>1

f� � ln(c)
ln�

g

= �

4. Caracterización de clases de pesos por medio
de índices

A continuación utilizaremos los índices de�nidos en la sección anterior para
caracterizar diversas clases importantes de pesos y obtener resultados acerca de
ellos. Naturalmente las clases alcanzadas por nuestros índices dependen de cuáles
sean las familias de funciones indexadas por cubos sobre las que se consideren
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dichos índices. En esta sección consideraremos familias especí�cas de cubos Q,
f�QgQ�Q consistentes en todos los cubos contenidos en un cubo �jo Q0 de Rn,
admitiendo que Q0 sea un cubo in�nito como un cuadrante, un semiplano o
todo Rn; y de hecho el caso que se sobreentiende si no se aclara otra cosa es
Q = fcubos �nitos de Rn con lados paralelos a los ejes cooredenadosg.
Además las familias de funciones indexadas por Q serán K-funcionales para

cuplas
�
L1 (Q) ; L1 (Q)

�
de pesos w�Q, es decir, restricciones a cubos Q de

pesos en Q0. En nuestro contexto es irrelevante si los cubos �nitos son abiertos
o cerrados. Concretamente, si w es un peso en Rn y p 2 [1;1), la familia
de funciones que usaremos se puede de�nir como sigue: Dado w un peso en
Q0 � Rn, en cada Q � Q0 tomamos

�w;Q(s) = K(s; w�Q; L
1; L1)

; y además consideraremos

�w;Q;1=p0(s) = s�1=p
0
K(s; w�Q; L

1; L1); 0 < s < jQj

�w;Q;1=p0;q(s) =
�
s�1=p

0
K(s; w�Q; L

1; L1)
�q
; 0 < s < jQj

. Con respecto a la notación de la sección anterior, donde �Q;�;q(s) = [s
���Q(s)]

q,
convendrá a veces aclarar el peso w con el que generamos las funciones, y tomare-
mos � = 1=p0.
En esta situación estaremos en condiciones de obtener resultados acerca

de, entre otras, clases de Hölder reversas, pesos de Muckenhoupt, clases dadas
por condiciones de Gurov-Reshetnyak, y de BMO�. En secciones posteriores
se podrán estudiar otras clases considerando diferentes familias de funciones
indexadas.

4.1. Clases de Hölder-Reversas

Empezaremos tratando con desigualdades de Hölder-reversas y pesos que las
satisfacen. Como ya se mencionó, estas cuestiones surgen al tratar con el orden
de integrabilidad de soluciones de ecuaciones diferenciales. Nos interesa tratar
con las clases de pesos que cumplen estas desigualdades tanto en el contexto
clásico como en en el marco abstracto de cuplas compatibles de espacios de
Banach.
Empezaremos entonces estableciendo algunos resultados que permiten conec-

tar con precisión las desigualdades clásicas con las de�niciones en el marco de
la teoría de interpolación. Luego de ello veremos resultados que relacionan los
índices con las clases de Hölder-reversas abstractas, y posteriormente usaremos
lo anterior para caracterizar las clases de Hölder-reversas clásicas.

4.1.1. Clases de Hölder-reversas. Relación entre de�niciones clásicas
y abstractas

Veremos por separado, primero el caso p > 1 y después el caso p = 1, ya que
este último requiere algún resultado preliminar.

Teorema 104 Sea p > 1. Se tiene que w 2 RHp si y solo si para todo cubo
Q0 vale que w�Q0

2 RH1�1=p;p(L
1(Q0); L

1(Q0)) y

sup
Q



w�Q

RH1�1=p;p(L1(Q);L1(Q))
<1
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.

Demostración. Supongamos primero que w 2 RHp. Por de�nición tenemos
que para todo cubo Q se tiene:�

1

jQj

Z
Q

w (x)
p
dx

� 1
p

� kwkRHp

1

jQj

Z
Q

w (x) dx

(en
Fijemos un cubo Q0. Entonces, para todo x 2 Q0 se tiene la desigualdad

puntual,

Mp;Q0(w�Q0
)(x) = sup

Q3x;Q�Q0

�
1

jQj

Z
Q

(w�Q0
(x))pdx

� 1
p

� kwkRHp
sup

Q3x;Q�Q0

1

jQj

Z
Q

w�Q0
(x)dx

= kwkRHp
MQ0

(w�Q0
)(x):

Por el teorema 44 aplicado a MQ0 , tenemos que para 0 < t < jQ0j, valen las
siguientes equivalencias con constantes absolutas, independientes de w, y de Q0 :

(Mp;Q0(w�Q0
))�(t) �

�
1

t

Z t

0

(w�Q0
)�(s)pds

�1=p
;

(MQ0
(w�Q0

))�(t) � 1

t

Z t

0

(w�Q0
)�(s)ds:

Se sigue de allí que existe una constante universal C > 0, independiente de w y
Q0, tal que para todo 0 < t < jQ0j, se tiene que�

1

t

Z t

0

(w�Q0
)�(s)pds

�1=p
� C kwkRHp

1

t

Z t

0

(w�Q0
)�(s)ds: (29)

Además, utilizando resultados bien conocidos de teoría de interpolación (cf.
[24, Teorema 3.8, pag 122]), sabemos que Lp(Q0) = (L1(Q0); L

1(Q0))1�1=p;p
y la K� funcional de la cupla compatible (Lp(Q0); L1(Q0)); 1 � p < 1; está
dado por

K(t1=p; w�Q0
;Lp(Q0); L

1(Q0)) �
�Z t

0

(w�Q0
)�(s)pds

�1=p
; (30)

donde la equivalencia ocurre con constantes independientes de w�Q0
, y podemos

reescribir (29) como sigue: Para todo 0 < t < jQ0j, se tiene

K(t1=p; w�Q0
; (L1(Q0); L

1(Q0))1�1=p;p; L
1(Q0))

� ~C kwkRHp
t�(1=p�1)K(t; w�Q0

; L1(Q0); L
1(Q0)): (31)

Más aún, como el cubo Q0 era arbitrario, y la constante en (31) no depende
de Q0, obtenemos que w�Q0

2 RH1�1=p;p(L
1(Q0); L

1(Q0)) para todo cubo Q0
y, además,

sup
Q



w�Q

RH1�1=p;p(L1(Q);L1(Q))
� ~C kwkRHp

<1

30



.
Recíprocamente, supongamos que sup

Q



w�Q

RH1�1=p;p(L1(Q);L1(Q))
< 1, y

�jemos un cubo Q0. Entonces, para todo t > 0 vale

K(tp; w�Q0
; (L1(Q0); L

1(Q0))1�1=p;p; L
1(Q0))

�
�
sup
Q



w�Q

RH1�1=p;p(L1(Q);L1(Q))

�
t�(1=p�1)K(t; w�Q0

; L1(Q0); L
1(Q0)):

Ahora, tomamos t = jQ0j y usamos la equivalencia (30) para obtener cierta
constante absoluta eC que no depende de Q0, tal que(

1

jQ0j

Z jQ0j

0

(w�Q0
)�(s)pds

)1=p

� ~C

�
sup
Q



w�Q

RH1�1=p;p(L1(Q);L1(Q))

�
1

jQ0j

Z jQ0j

0

(w�Q0
)�(s)ds:

de donde,�
1

jQ0j

Z
Q0

w(x)pdx

� 1
p

(32)

� ~C

�
sup
Q



w�Q

RH1�1=p;p(L1(Q);L1(Q))

�
1

jQ0j

Z
Q0

w (x) dx:

En consecuencia como Q0 era arbitrario,

kwkRHp
� ~C

�
sup
Q



w�Q

RH1�1=p;p(L1(Q);L1(Q))

�
y por lo tanto w 2 RHp como queríamos ver.

Observación 105 Se mostró en el curso de la demostración anterior la equiva-
lencia que sigue, con constantes que solo dependen, posiblemente, de p 2 (1;1) :

sup
Q



w�Q

RH1�1=p;p(L1(Q);L1(Q))
� kwkRHp

: (33)

Para obtener un resultado análogo al anterior en el caso p = 1; y relacionar
RH0;1 con la de�nición 3 y la condición 4 como caso endpoint de los RH, nece-
sitamos primero comparar diferentes normas para el espacio LLogL. Resultados
similares al lema que sigue son más o menos parte del folklore del tema pero no
podemos señalar una referencia donde la formulación se ajuste exactamente a la
que necesitamos, de manera que precisaremos estas cuestiones y las probaremos
en el siguiente lema:

Lema 106 Supongamos que f 2 LLogLloc(Rn): Entonces,
(i) Para todos los cubos Q vale

1

jQj

Z
Q

jf(y)j log(e+ jf(y)j

f�Q

L1(Q; dxjQj ) )dy
� 2 kfkLLogL(Q; dxjQj )

� 2 1jQj

Z
Q

jf(y)j log(e+ jf(y)j

f�Q

L1(Q; dxjQj ) )dy
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, donde kfkLLogL(Q; dxjQj ) denota la LLogL(Q;
dx
jQj )-norma de Luxemburg de f;

kfkL(LogL(Q; dxjQj )) =��nffr :
1

jQj

Z
Q

jf(y)j
r

log(e+
jf(y)j
r

)dy � 1g: (34)

(ii) Existe una constante absoluta tal que para todos los cubos Q se tiene

1

jQj

Z
Q

jf(y)j log(e+ jf(y)j

f�Q

L1(Q; dxjQj ) )dy �
1

jQj

Z jQj

0

(f�Q)
�(s) log(e+

jQj
s
)ds

� c


f�Q

LLogL(Q; dxjQj ) :

Demostración. (i) Como la función 	(y) = y log(e+ y) satisface trivialmente
la condición �2, por ejemplo con constante c = 4 entonces (ver 16) el ín�mo en
(34) se alcanza y además vale:

1

jQj

Z
Q

jf(y)j log(e+ jf(y)j

f�Q

LLogL(Q; dxjQj ) )dy = kfkLLogL(Q; dxjQj ) : (35)

Por otra parte, como log(e+ jf(y)j
kf�QkLLogLQ; dxjQj )

) � 1; de dicha identidad se obtiene

la conocida igualdad

f�Q

L1(Q; dxjQj ) = 1

jQj

Z
Q

jf(y)j dy � kfkLLogL(Q; dxjQj ) : (36)

, es decir, resulta
kfk

L(LogL(Q; dxjQj )

kf�QkL1(Q; dxjQj )
� 1 y debido a ello se tiene,

e+
jf(y)j

f�Q

L1(Q; dxjQj ) = e+

jf(y)j

f�Q

L1(Q; dxjQj )


f�Q

LLogL(Q; dxjQj )

f�Q

LLogL(Q; dxjQj )

� (e+ jf(y)j

f�Q

LLogL(Q; dxjQj ) )


f�Q

LLogL(Q; dxjQj )

f�Q

L1(Q; dxjQj ) :

En consecuencia,

1

jQj

Z
Q

jf(y)j log(e+ jf(y)j

f�Q

L1(Q; dxjQj ) )dy
� 1

jQj

Z
Q

jf(y)j log

8<:(e+ jf(y)j
kfkLLogL(Q; dxjQj )

)
kfkLLogL(Q; dxjQj )

f�Q

L1(Q; dxjQj )

9=; dy

= (I) + (II);

donde

(I) =
1

jQj

Z
Q

jf(y)j log

0@e+ jf(y)j

f�Q

LLogL(Q; dxjQj )
1A dy =



f�Q

LLogL(Q; dxjQj )
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(por (35)), y

(II) = log

0@

f�Q

LLogL(Q; dxjQj )

f�Q

L1(Q; dxjQj )
1A 1

jQj

Z
Q

jf(y)j dy

= log

0@

f�Q

LLogL(Q; dxjQj )

f�Q

L1(Q; dxjQj )
1A

f�Q

L1(Q; dxjQj )

�


f�Q

LLogL(Q; dxjQj )

donde en la última desigualdad usamos que log
�
A
B

�
� A

B para cualesquiera
A;B > 0.
Por tanto, hemos visto que

1

jQj

Z
Q

jf(y)j log(e+ jf(y)j

f�Q

L1(Q; dxjQj ) )dy � 2


f�Q

LLogL(Q; dxjQj ) :

Por otra parte, usando sucesivamente (35) y (36), obtenemos

kfkLLogL(Q; dxjQj ) =
1

jQj

Z
Q

jf(y)j log(e+ jf(y)j
kfkLLogL(Q; dxjQj )

)dy

� 1

jQj

Z
Q

jf(y)j log

0@e+ jf(y)j

f�Q

L1(Q; dxjQj )
1A dy:

de donde se obtiene la desigualdad de (i) que faltaba.
Veamos (ii). Por la de�nición de reordenamiento decreciente y teniendo en

cuenta que � (y) = y log
�
e+ y

A

�
, para A > 0, es una función estrictamente

creciente y positiva en [0;1) se tiene,

1

jQj

Z
Q

jf(y)j log (e+ jf(y)j

f�Q

L1(Q; dxjQj ) )dy (37)

=
1

jQj

Z jQj

0

(f�Q)
�
(s) log (e+

(f�Q)
�(s)

f�Q

L1(Q; dxjQj ) )dy

Ahora, como (f�Q)
�(u) es decreciente, se tiene que, para todo 0 < s < jQj ;

(f�Q)
�(s) � 1

s

Z jQj

0

(f�Q)
�(u)du

=
1

s
jQj


f�Q

L1(Q; dxjQj ) :

Utilizando esto último en (37) vemos que

1

jQj

Z
Q

jf(y)j log(e+ jf(y)j

f�Q

L1(Q; dxjQj ) )dy �
1

jQj

Z jQj

0

(f�Q)
�(s) log(e+

jQj
s
)ds:
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Sea 
 = fs 2 (0; jQj) :
�
ejQj
s

�1=2
� (f�Q)

�(s)

kfk
LLogL(Q; dxjQj )

g, entonces podemos ver

que, con una constante independiente de f y Q (por ejemplo c = 2 ya que

e+ jQj
s �

�
ejQj
s

�2
), se tiene

1

jQj

Z jQj

0

(f�Q)
�(s) log(e+

jQj
s
)ds � c

jQj

Z jQj

0

(f�Q)
�(s) log(

e jQj
s
)ds (38)

=
c

jQj

Z



(f�Q)
�(s) log(

e jQj
s
)ds

+
c

jQj

Z
(0;jQj)n


(f�Q)
�(s) log(

e jQj
s
)ds

= (I) + (II):

Para estimar (I) procedemos como sigue -donde c denota una constante absoluta
(que no depende de Q) cuyo valor puede variar de una línea a otra-

(I) � c

jQj

Z



(f�Q)
�(s) log(

(f�Q)
�(s)

f�Q

LLogL(Q; dxjQj ) )ds

� c

jQj

Z jQj

0

(f�Q)
�(s) log(

(f�Q)
�(s)

f�Q

LLogL(Q; dxjQj ) )ds

=
c

jQj

Z
Q

jf(y)j log( jf(y)j

f�Q

LLogL(Q; dxjQj ) )dy
� c

jQj

Z
Q

jf(y)j log(e+ jf(y)j

f�Q

LLogL(Q; dxjQj ) )dy
= c



f�Q

LLogL(Q; dxjQj ) :
Por otra parte, c

jQj
R
(0;jQj)n
(f�Q)

�(s) log( ejQjs )ds

(II) =
c

jQj


f�Q

LLogL(Q; dxjQj )

Z
(0;jQj)n


(f�Q)
�(s)

f�Q

LLogL(Q; dxjQj ) log(

e jQj
s
)ds

� c

jQj


f�Q

LLogL(Q; dxjQj )

Z jQj

0

�
e jQj
s

�1=2
log(

e jQj
s
)ds

= c


f�Q

LLogL(Q; dxjQj )

Z 1

0

� e
u

�1=2
log(

e

u
)du

= ~c


f�Q

LLogL(Q; dxjQj ) :

Lo que concluye la demostración del lema.
Ahora podemos establecer un resultado análogo al teorema 104 que corre-

spondería al caso límite con p! 1.
Para interpretar adecuadamente la situación hay que tener en cuenta que

en un espacio de medida �nita (R;�) -v.g. para
�
Q; dxjQj

�
para un cubo �nito

Q � Rn-, se tienen las siguientes inmersiones continuas (cf. [24] teorema IV-6.5)
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L1 ,! Lexp ,! Lp ,! L logL ,! L1. El resultado que sigue nos dice, de alguna
manera, que el caso endpoint natural en este contexto cuando p se acerca a 1
corresponde en realidad a L logL. Esta situación no es inusitada; más adelante
cuando analicemos las imágenes por M de clases de pesos (ver también [26] y
[27]) veremos que M (Mrw) � Mrw si r > 1 pero M (Mw) � ML logLw (cf.
[34], [95, ecuación (13) pag 174] y [17]).

Teorema 107 w 2 RHL(LogL) si y solo si para todos los cubos Q, la restricción
de w en el cubo Q, w�Q, pertenece a RH0;1(L

1(Q); L1(Q)) y

sup
Q



w�Q

RH0;1(L1(Q);L1(Q))
� kwkRHLLogL

:

Demostración. Sea un cubo �jo Q0, tenemos

ML(LogL);Q0
(w�Q0

)(x) = sup
x"Q�Q0



w�Q0




LLogL(Q; dxjQj )

Supongamos que w 2 RHLLogL, entonces para x 2 Q0;

ML(LogL);Q0
(w�Q0

)(x) � kwkRHLLogL
MQ0(w�Q0

)(x)

Combinando la estimación previa con la versión localizada de la estimación de
C. Perez para el operador maximal iterado (cf. [95, (13) page 174])

MQ0(MQ0(w�Q0
))(x) � CML(LogL);Q0

(w�Q0
)(x)

se obtiene

MQ0
(MQ0

(w�Q0
))(x) � C kwkRHLLogL

MQ0
(w�Q0

)(x); a:e: en Q0: (39)

Tomando reordenamientos decrecientes y usando la equivalencia de Herz-Stein
mencionada arriba en 44 para la función maximal de Hardy-Littlewood, vemos
que para 0 < t < jQ0j, se tiene

1

t

Z t

0

(w�Q0
)��(s)ds � 1

t

Z t

0

(MQ0
(w�Q0

))�(s)ds

� (MQ0(MQ0(w�Q0
)))�(t)

� C kwkRHLLogL
(MQ0(w�Q0

))�(t)

� C kwkRHLLogL

1

t

Z t

0

(w�Q0
)�(s)ds:

Escrito en términos de K�funcionales tenemos, por tanto, que para 0 < t <
jQ0j,Z t

0

K(s; w�Q0
;L1(Q0); L

1(Q0))
ds

s
� C kwkRHLLogL

K(t; w�Q0
;L1(Q0); L

1(Q0));

(40)
donde C es una constante universal. Se sigue de la de�nición (20), que para
todos los cubos Q resulta que w�Q 2 RH0;1(L

1(Q); L1(Q)), y además,

sup
Q



w�Q

RH0;1(L1(Q);L1(Q))
� C kwkRHLLogL

:
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Recíprocamente, supóngase que para todos los cubos Q se tiene que w�Q 2
RH0;1(L

1(Q); L1(Q)), con supQ


w�Q

RH0;1(L1(Q);L1(Q))

< 1. Entonces por
(19) y (20), para cualquier cubo Q0, ocurre queZ t

0

K(s; w�Q0
;L1(Q0); L

1(Q0))
ds

s

� C

�
sup
Q



w�Q

RH0;1(L1(Q);L1(Q))

�
K(t; w�Q0

;L1(Q0); L
1(Q0)):

Tómese t = jQ0j : Entonces, usando el lema 71, se obtiene

1

jQ0j

Z jQ0j

0

(w�Q0
)�(s) log

jQ0j
s
ds

� C

�
sup
Q



w�Q

RH0;1(L1(Q);L1(Q))

� 

w�Q0




L1(Q0)

jQ0j
: (41)

Combinando con el lema 106 y la desigualdad (38) se sigue que para cualquier
cubo Q0,



w�Q0




LLogL( dx

jQ0j
;Q0)

� C

�
sup
Q



w�Q

RH0;1(L1(Q);L1(Q))

� 

w�Q0




L1(Q0)

jQ0j

. En consecuencia w 2 RHLLogL, y

kwkRHLLogL
� C

�
sup
Q



w�Q

RH0;1(L1(Q);L1(Q))

�
;

como queríamos demostrar.

4.1.2. Caracterización de clases Hölder-reversas abstractas

Más arriba hemos visto que las desigualdades de Hölder-reversas implican
condiciones sobre las K-funcionales que hemos utilizado para de�nir clases de
Hölder abstractas en cuplas compatibles de espacios de Banach donde quedan
de�nidos espacios de interpolación. Concretamente si X = (X0; X1) era una
cupla compatible de espacios de Banach de�nimos RH�;q = fw 2 X0+X1=9C >

0 :
K(t;w;X�;q;X1)

t � C
K

�
t

1
1�� ;w;X

�
t

1
1��

;8t > 0g, y si además X está ordenado, con

X1 � X0 y n0;1 = sup
f2X1

kfkX0
kfkX1

también se de�ne RH0;1 = fw 2 X0=9C > 0 :R t
0
K (s; w;X) dss � CK (t; w;X) ;8t 2 (0; n0;1)g. Es natural que al de�nir X�;q

por un espacio de parámetros dado por potencias, nuestra de�nición de índices
sea adecuada para caracterizar los RH�;q. Veremos brevemente en esta sección
algunas conclusiones al respecto. Resultados similares en el marco de espacios
quasi-Banach pueden verse en [80] usando índices de Matuzsewska-Orlicz.

Teorema 108 Sea ~X una cupla compatible de espacios de Banach, � 2 (0; 1);
y q � 1: Entonces,

RH�;q(X) = fw 2 X0 +X1 : ifK(�; w;X)g > �g:
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Demostración. Usaremos el siguiente caso de la fórmula de Holmstedt (cf. [16]
corolario 3.6.2 b)) donde la equivalencia involucra constantes que dependen de
� y q pero no de w:

K(t; w;X�;q; X1) �
(Z t1=(1��)

0

[s��K(s; w;X)]q
ds

s

)1=q
: (42)

Fijados (�; q) 2 (0; 1) � [1;1), sea w 2 RH�;q(X). Usando (42) podemos ree-
scribir (17) como(Z t1=(1��)

0

[s��K(s; w;X)]q
ds

s

)1=q
� C kwkRH�;q(X)

t
K(t

1
1�� ; w;X)

t
1

1��
;8t > 0;

(43)
reemplazando t1=(1��) por t y despajandoZ t

0

[s��K(s; w;X)]q
ds

s
� C kwkq

RH�;q(X)
[t��K(t; w;X)]q;8t > 0: (44)

Como K(s; w;X) crece y K(s;w;X)
s decrece, por el lema 101 y el corolario 102

tenemos
if[(�)��K(�; w;X)]qg > 0: (45)

Consecuentemente, por la proposición 100, se obtiene que

ifK(�; w;X)g > �:

Como se ve fácilmente todos los pasos se pueden revertir. De hecho, si se tiene
la desiguldad previa, entonces, por proposición 100, vemos que se cumple (45)
y, por lema 101, encontramos que ocurre (44) para todo t > 0. Intercambiando
t por t1=(1��) en la desigualdad y despejando, se ven sucesivamente (43), (42),
y, �nalmente se tiene 17, como queríamos mostrar.

Observación 109 Nótese que el segundo índice no aparece en la caracteri-
zación abstracta de RH�;q(X), por lo tanto se sigue que para todo q � 1;

RH�;q(X) = fw 2 X0 +X1 : ifK(�; w;X)g > �g
= RH�;1(X):

El análisis previo también nos proporciona la siguiente caracterización de la
unión de las clases anidadas, RH(X), de�nida por

RH(X) :=
[

�2(0;1)
q2[1;1)

RH�;q(X) =
[

�2(0;1)

RH�;1(X)

Como parece natural, esto se vincula con el valor límite de los índices:

Teorema 110
RH(X) = fw : ifK(�; w;X)g > 0g:
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Demostración. Sea w 2
S

�2(0;1)
q2[1;1)

RH�;q(X). Se sigue que existen � 2 (0; 1), y

q � 1, tales que w 2 RH�;q(X): Entonces, por el teorema previo,

ifK(�; w;X)g > � > 0

.
Recíprocamente, supongamos que

ifK(�; w;X)g > 0:

Sea q � 1, y elijamos � tal que ifK(�; w;X)g > � > 0: Entonces, por el teorema
108, w 2 RH�;q(X) � RH(X).
El caso límite � = 0 se puede obtener usando los mismos argumentos:

Corolario 111 Sea X una cupla ordenada de espacios de Banach. Entonces,

RH0;1(X) = RH(X):

Demostración. Sea n0;1 = sup
f2X1

kfkX0
kfkX1

la norma de la inmersión, X1 � X0.

Por de�nición, w 2 RH0;1(X) si y solo si para todo 0 < t < n0;1 vale,Z t

0

K(s; w;X)
ds

s
� cK(t; w;X): (46)

Por el lema 101 y corolario 102, (46) es equivalente a

ifK(�; w;X)g > 0:

Consecuentemente, por teorema 110, w 2 RH(X).
Recíprocamente, si w 2 RH(X), entonces, por teorema 110, ifK(�; w;X)g >

0; luego, por lema 101, vemos que vale (46), de donde w 2 RH0;1(X).
En este contexto el teorema de Gehring -es decir, su versión interpolatoria-

es inmediato:

Teorema 112 (Gehring�s Lemma) (i) Sea � 2 (0; 1); 1 � q < 1: Supongamos
que w 2 RH�;q(X), entonces existe �

0 > �, tal que, para todo 1 < p < 1;
w 2 RH�0;p(X):
(ii) Supóngase que w 2 RH0;1(X), entonces existe �

0 > 0; 1 < p < 1; tal
que w 2 RH�0;p(X):

Demostración. (i) Por teorema 108, ifK(�; w;X)g > �.
Tómese �0 en el intervalo (�; ifK(�; w;X)g) entonces por teorema 108, w 2

RH�0;p(X), para todo p > 1:
(ii) Se sigue directamente del corolario 111.

4.1.3. Caracterización de las clases clásicas RH y RHp

En esta sección combinaremos los resultados de la sección precedente con
los resultados que relacionan las desigualdades de Hölder reversas clasicas y las
de�nidas mediante clases de Hölder abstractas dadas en términos interpolatorios
que fueron obtenidas en la Sección 4.1.1.
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Recordemos que en esta sección, si no se aclara lo contrario, las familias de
funciones sobre las que de�niremos los índices vienen dadas por:

�w;Q(s) = K(s; w�Q; L
1; L1)

para cada cubo Q � Rn de lados paralelos a los ejes coordenados, donde w es
un peso en Rn y p 2 [1;1). Además consideraremos

�w;Q;1=p0(s) = s�1=p
0
K(s; w�Q; L

1; L1); 0 < s < jQj

�w;Q;1=p0;q(s) =
�
s�1=p

0
K(s; w�Q; L

1; L1)
�q
; 0 < s < jQj

Entonces, la caracterización de las clases de Hölder reversas clásicas en térmi-
nos de los índices para estas familias de funciones viene expresada en el siguiente

Teorema 113 (i) Sea p > 1, entonces

RHp = fw : indf�w;Q;1=p0;pgQ > 0g = fw : indf�w;QgQ > 1=p0g

(ii)
RH = fw : indf�w;QgQ > 0g

(iii)
RH = RHLLogL:

Demostración. (i) Supongamos que w 2 RHp. Entonces por el Teorema 104
y la equivalencia (33) que se demuestra en el curso de su demostración (ver obser-
vación 105) tenemos que para todos los cubosQ, w�Q 2 RH1=p0;p(L

1(Q); L1(Q))
y

sup
Q



w�Q

RH1=p0;p(L
1(Q);L1(Q))

� kwkRHp
:

Además, por dicho Teorema 104 existe una constante c > 0, tal que para todos
los cubos Q valeZ t

0

�Q;1=p0;p(s)
ds

s
� c kwkpRHp

�Q;1=p0;p(s); 0 < t < jQj :

Luego, por la proposición 98 seguida por la proposición 100, resulta

indf�w;QgQ > 1=p0

.
Recíprocamente, supongamos que w es tal que indf�w;Q;1=p0;pgQ > 0.
Entonces, por proposición 98, existe una constante c > 0 tal queZ t

0

�Q;1=p0;p(s)
ds

s
� c�Q;1=p0;p(s); 0 < t < jQj :

Se sigue por teorema 104 que

sup
Q



w�Q

RH1�1=p;p(L1(Q);L1(Q))
� c;

y, además, w 2 RHp; con
kwkRHp

� c:
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(ii) Supóngase que w 2 RH; entonces w 2 RHp para algún p > 1. Entonces,
por la parte (i) de este teorema, indf�w;QgQ > 1=p0 > 0. Recíprocamente, si w
es un peso tal que indf�w;QgQ > 0, entonces podemos elegir p > 1 tan próximo
a 1 como para que 1

p0 = 1�
1
p < indf�w;QgQ. Por lo tanto, por (i) tenemos que

w 2 RHp � RH.
(iii) Primero veremos la inclusión RH � RHLLogL. Supongamos que w 2

RH, entonces existe p > 1 tal que w 2 RHp. Ahora, es fácil comprobar que
para 0 < � < 1, tenemos que log(e+ 1

x ) � x��, x 2 (0; 1); en consecuencia, por
la desigualdad de Hölder, tenemos

1

jQj

Z jQj

0

(w�Q)
�(s) log(e+

jQj
s
)ds

� ( 1jQj

Z jQj

0

(w�Q)
�(s)pds)1=p(

1

jQj

Z jQj

0

jQj��p
0
s�p

0
ds)1=p

0

� ( 1jQj

Z jQj

0

(w�Q)
�(s)pds)1=p

� 1

jQj

Z jQj

0

(w�Q)
�(s)ds (ya que w 2 RHp).

Por lo tanto, la conclusión se sigue del lema 106.
Probemos ahora la inclusión opuesta. Supongamos que w 2 RHLLogL. Por el

teorema 107, para todos los cubosQ tenemos que w�Q 2 RH0;1

�
L1 (Q) ; L1 (Q)

�
y, que, supQ



w�Q

RH0;1(L1(Q);L1(Q))
� kwkRHLLogL

. Se sigue que

Z t

0

K(s; w�Q;L
1 (Q) ; L1 (Q))

ds

s
� kwkRHLLogL

K(t; w�Q;L
1 (Q) ; L1 (Q)):

En consecuencia, por la proposición 98

indfK(�; w�Q;L1 (Q) ; L1 (Q))gQ > 0

.

4.2. Clases de Muckenhoupt

En esta sección nos ocuparemos de la relación entre los índices y los pesos Ap
de Muckenhoupt. Como mencionamos más arriba (ver 26) estos pesos han sido
muy estudiados debido a su interés en la acotación de los operadores de Hardy-
Littlewood M y de Hilbert H, sus vínculos con los espacios BMO vía el Lema
de John-Nirenberg, y con el operador maximal sharp M#, y la relación con las
clases de Hölder-Reversas RHp y RH. En relación con estas últimas, un conocido
resultado de R. Coifman y C. Fe¤erman establece que

S
p�1

Ap = A1 = RH =S
q>1

RHq (cf. [30]). En particular 9p > 1 : w 2 Ap si y solo 9q > 1 : w 2 RHq;

nótese que aquí usamos otra letra q en lugar de p al indexar las clases RH
para evitar que se establezcan inadvertidamente asociaciones no válidas entre
la clase de Muckenhoupt y la clase Hölder-Reversa a la que pertenece un peso
w 2 A1 = RH -algunos resultados al respecto pueden verse en [33] y las
referencias allí citadas-.
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Empezaremos entonces estableciendo algunas cuestiones vinculando distintos
tipos de índices, los resultados obtenidos en las secciones anteriores para las
clases RH y RHq, y la clase A1.
Comenzaremos mirando otra noción de índices introducida en [2], donde se

utilizan esos índices para estudiar la clase A1, y analizaremos la relación con los
que introdujimos en la sección anterior. Para describir la relación en forma abre-
viada podemos señalar que en [2] se plantean índices para las k�funcionales para�
L1; L1

�
de las restricciones w�Q, de los pesos en los cubos Q, en lugar de hac-

erlo para las K�funcionales para
�
L1; L1

�
de los w�Q. Hace falta recordar que

la k-funcional de
�
L1; L1

�
de una función f viene dada por su reordenamiento

decreciente k
�
t; f; L1; L1

�
= f� (t) mientras que la K-funcional de

�
L1; L1

�
de

f viene dada por su funcional K
�
t; f; L1; L1

�
= tf�� (t) =

R t
0
f� (s) ds, es decir

que
dk(t;f;L1;L1)

dt = K
�
t; f; L1; L1

�
. El manejo de los índices que propusimos

es quizás más �exible; la teoría estudiada aquí abarca todo tipo de familia � de
funciones indexadas por cubos tales que � (t) sea creciente y �(t)

t decreciente,
no solo familias de funciones generadas por el funtor K

�
�; �; L1; L1

�
, e incluso

en este caso al utilizar la equivalencia de Herz-Stein evitamos tener que tratar
con lemas de descomposición tipo Calderón-Zygmund como en [2]. De todos
modos los autores de dicho trabajo establecen, por otros medios, varios resul-
tados interesantes algunos de los cuales queremos recuperar mediante nuestros
índices.
En cualquier caso empezaremos estableciendo la relación entre ambos tipos

de índices y algunos resultados.

4.2.1. Indices de reordenamientos versus Indices de K-funcionales y
clases de Muckenhoupt

Empecemos estableciendo la noción de índice que se de�ne en [2]:

De�nición 114 Se dice que un peso w tiene indice �nito, en el sentido de [2],
si existen constantes r 2 (0; 1) y �; e
 > 0 tales que, para todos los cubos Q, si
0 < s � t < r jQj ; se cumple

(w�Q)
� (s)

(w�Q)
� (t)

� e
 �s
t

���
(47)

De�nición 115 En el contexto de la de�nición de arriba en [2] los autores
de�nen la siguiente noción de índice4 :

gind(w) = ��nff� > 0=9r 2 (0; 1) ; e
 > 0 se cumplen las condiciones de 114g
donde se entiende que .

Posteriormente en ese trabajo se prueba que

A1 = fw :gind(w) < 1g (48)

4En [2] los autores, naturalmente, notan ind, lo que aquí notamos gind para evitar confu-
siones.
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, aunque en rigor podría escribirsegind �k ��; w�Q; L1 (Q) ; L1 (Q)��, ya que en
realidad la de�nición depende de los reordenamientos decrecientes

w��Q = k
�
�; w�Q; L1 (Q) ; L1 (Q)

�
más que del propio w en el sentido de que pesos equimedibles tienen el mismo
reordenamiento decreciente y por lo tanto el mismo índice; sin embargo es más
cómodo escribir gind(w) de modo que mantendremos la notación. A menudo,
para simpli�car la notación, escribiremos indfwg para denotar

indfwg = indf�w;QgQ = indfK(�; w�Q; L1(Q); L1(Q))gQ

. Usaremos la notación simpli�cada, indfwg,en esta sección y en las siguientes
pero volveremos a las notaciones originales como indf�QgQ, indf�Q;�gQ, y
indf�Q;�;qgQ cuando una demostración requiera referirse a ciertos cubos o cuan-
do tengamos que usar otras familias de funciones indexadas por cubos distintas
de las K(�; w�Q; L1(Q); L1(Q)).
Para comparación, y teniendo en cuenta que

A1 = RH

(cf. [40]) nuestro Teorema 113 se lee en forma simpli�cada como:

Teorema 116 (i) Sea p > 1; entonces

RHp = fw : indfwg > 1=p0g

(ii)
A1 = fw : indfwg > 0g (49)

(iii)
RHLLogL = A1

Observación 117 Como es claro, la condición (47) dice que s�(w�Q)
� (s) es

casi creciente. Los índices gind funcionan, por decirlo así, en sentido opuesto
de los ind, ya que las K(t; w�Q; L

1(Q); L1(Q)) =
R t
0
w��Q (s) ds son crecientes

(con
K(t;w�Q;L

1(Q);L1(Q))

t decreciente), mientras que las k
�
t; w�Q; L

1 (Q) ; L1 (Q)
�
=

w��Q (t) son decrecientes. Otra manera sugestiva de leer 114 es observar que
equivale a pedir que para todos los cubos Q, ocurra

s(w�Q)
� (s) s�(1��) � e
t(w�Q)� (t) t�(1��)

, siempre que 0 < s � t < r jQj, es decir que la función s(w�Q)� (s) s�(1��)
es casi creciente (es decir a.i.) en (0; r jQj), con constante de casi crecimientoe
 independiente of Q. En ese sentido el comportamiento de s(w�Q)� (s) es en
cierta forma similar al de

R t
0
w��Q (s) ds y la diferencia es análoga a la que se

establece entre las nociones de L1 y débil-L1. En ese sentido la de�nición degind se puede reformular como
gind(w) = sup

�>0
f� > 0=9e
 > 0; r 2 (0; 1) : 8Q cubo

s(w�Q)
� (s) s�� es a.i. en (0; r jQj) con constante e
g:
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. Si aplicamos nuestra de�nición a la familia de funciones

ft�0Q(t)gQ = ft(w�Q)�(t)gQ

siendo �Q(t) =
R t
0
w��Q (s) ds vemos que formalmente se tiene

gind(w) = indft�0Q(t)gQ = indft(w�Q)�(t)gQ:

El teorema que sigue establece la relación entre ambas nociones de índices.

Teorema 118

indfK(�; w�Q; L1(Q); L1(Q))gQ > 0,gind(w) < 1: (50)

Demostración. Supongamos quegind(w) < 1. Entonces existe 9� > 0; 
 2 (0; 1)
tal que para todos los cubos Q, t�0Q(t)t

�� es a.i. en (0; 
 jQj): Se sigue que para
cualesquiera 0 < t < h < 
 jQj ; tenemos

�Q(t)t
�� = t��

Z t

0

�0Q(s)s
1��s��1ds

� Ct���0Q(t)t
1�� t

�

�

� C

�
�0Q(h)h

1��

=
C

�
h��

�
�0Q(h)h

�
� C

�
h��

Z h

0

�0Q(r)dr

=
C

�
h���Q(h):

Por lo tanto, para todos los cubos Q; t���Q(t) es a.i. en (0; 
 jQj). Luego,
indf�QgQ > 0.
Recíprocamente, si indf�QgQ > 0, entonces por el Teorema 113 y el Lema

97 existen p > 1; C > 0; tales que para t 2 (0; jQj) es�
1

t

Z t

0

[(w�Q)
��(s)]pds

�1=p
� C

�
1

t

Z t

0

(w�Q)
�(s)ds

�
;

lo que implica�Z t

0

[(w�Q)
�(s)]pds

�1=p
� C

�
t�1=p

0
Z t

0

(w�Q)
�(s)ds

�
: (51)
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Sea � > 1 un valor que precisaremos más abajo. Entonces, para t 2
�
0; jQj�

�
;

tenemos Z t

0

(w�Q)
�(s)ds

�
�Z t

0

[(w�Q)
�(s)]pds

�1=p
t1=p

0

�
�Z t�

0

[(w�Q)
�(s)]pds

�1=p
t1=p

0

� C

�
(t�)�1=p

0
Z �t

0

(w�Q)
�(s)ds

�
t1=p

0
(por (51))

= C��1=p
0
Z t

0

(w�Q)
�(s)ds+ C��1=p

0
Z �t

t

(w�Q)
�(s)ds

Reordenando términos, y usando el hecho de que (w�Q)
� es decreciente, encon-

tramos que

(1� C��1=p
0
)

Z t

0

(w�Q)
�(s)ds � C��1=p

0
(�� 1)t(w�Q)�(t):

Por tanto, si elegimos � > 1 tal que C��1=p
0
< 1 y usamos una vez más el hecho

de que (w�Q)
� decrece, obtenemos que en

�
0; jQj�

�
se tiene

t(w�Q)
�(t) �

Z t

0

(w�Q)
�(s)ds � C��1=p

0
(�� 1)

(1� C��1=p0) t(w�Q)
�(t): (52)

Ahora, como indf�QgQ > 0, existen � > 0, 
 2 (0; 1) tales que t��
R t
0
(w�Q)

�(s)ds
es a.i. en (0; 
 jQj). En consecuencia, si además pedimos que � > 1=
; vemos
que (52) implica que t��

�
t(w�Q)

�(t)
�
es a.i. y por lo tanto, por la observación

117 encontramos que gind(w) < 1
, como queríamos demostrar.

Observación 119 Es interesante observar que aunque la noción de [2] fue de-
sarrollada, aparentemente, en forma independiente de la teoría clásica de in-
dices, y de la teoría de interpolación, uno de los primeros resultados que se
requiere obtener en [2] es el control de las integrales de la forma

R t
0
f (t) dt por

las funciones tf (t), cuando f es decreciente, relación que ya señalamos en la
observación 117.

4.2.2. Clases Ap y A1

Para continuar la caracterización de los pesos Ap, con p > 1, mediante
índices utilizaremos un importante resultado debido a J. O. Strömberg y R. L.
Wheeden que podemos recuperar usando índices. La demostración original, por
otros medios, se puede ver en [109], y con un argumento diferente en [61].
El resultado en cuestión es el siguiente:
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Teorema 120 w 2 RHp si y solo si wp 2 A1.

Demostración. Supóngase que wp 2 A1. Por la caracterización de A1 = RH
dada en el Teorema 113 (ii) sabemos que wp 2 A1 si y solo si

indfK(t; wp�Q;L1(Q); L1(Q))gQ > 0: (53)

De allí se sigue que existe � > 0 tal que
K(t;wp�Q;L

1(Q);L1(Q))

t�
es a.i. en (0; 
 jQj);

pero la demostración del Teorema 118 muestra que [(w�Q)
�(s)]ps1�� es a.i.; por

lo tanto, elevando esta función a la potencia 1=p, tenemos que (w�Q)
�(s)s

1��
p

también es casi creciente. Por tanto, si ponemos � = 1 � 1=p + �=p, nos queda
1��
p = 1� �, y usando otra vez la demostración del Teorema 118, tenemos que

K(s; w�Q;L
1(Q); L1(Q))s�� = K(s; w�Q;L

1(Q); L1(Q))s�1=p
0��=p es a.i., de

donde
indfK(�; w�Q;L1(Q); L1(Q))gQ > 1=p0: (54)

, y de allí, por el Teorema 113:

w 2 RHp:

Para la recíproca, vemos que todos los pasos pueden revertirse. De hecho,
supongamos que w 2 RHp. Entonces vale (54) y, en consecuencia, para al-
gun � > 0 resulta que K(s; w�Q;L

1(Q); L1(Q)))s�1=p
0��=p es casi creciente.

Ahora, la demostración del Teorema 118 implica que (w�Q)
�(s)s

1��
p es a.i.; por

lo tanto, [(w�Q)
�(s)]ps1�� es a.i., y usando de nuevo la demostración del Teo-

rema 118,
K(t;wp�Q;L

1(Q);L1(Q))

t�
es casi creciente. Por ende se cumple (53), lo

que nos proporciona que wp 2 A1.

Observación 121 Recordemos que, en el contexto de la teoría de pesos de
Muckenhoupt, para p > 1 y para cualquier peso w, se utiliza habitualmente
� para designar otro peso, � = w1�p

0
, donde 1

p +
1
p0 = 1, y hay una estrecha

relación estrecha recíproca entre w y �; de hecho, la condición usual Ap

kwkAp
= sup

Q

0@ 1

jQj

Z
Q

w (x) dx

1A0@ 1

jQj

Z
Q

w (x)
1�p0

dx

1Ap�1

<1

se puede escribir como

sup
Q

0@ 1

jQj

Z
Q

w (x) dx

1A1=p0@ 1

jQj

Z
Q

� (x) dx

1A1=p0

<1

y entonces es obvio que w 2 Ap , � 2 Ap0. y kwkAp
= k�kAp0

A continuación estableceremos la relación de ind con Ap, y dejaremos asenta-
do previamente un lema que está implícito en las demostraciones de los teoremas
104 y 118, pero que escribimos aislado para mayor claridad:

Lema 122 Si indfwg > 0 entonces K(�;w�Q;L1;L1)
(�) � w��Q (�) en (0; 
 jQj] para

todo cubo Q con 
 2 (0; 1) independiente de Q.
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Demostración. Por el teorema 116 existen p > 1 y C > 0 tales que�
1

jQj

Z
Q

w (x)
p
dx

� 1
p

� C
1

jQj

Z
Q

w (x) dx (55)

para todo Q y podemos elegir C = kwkRHp
(el ín�mo de las constantes para las

cuales la desigualdad (55) ocurre para todo Q). Ahora recordando la de�nición
de los operadores Mp;Q0

, es decir

Mp;Q0
(w�Q0

)(x) = sup
Q3x;Q�Q0

�
1

jQj

Z
Q

(w�Q0
(x))pdx

� 1
p

, donde si p = 1 queda el operador maximal local de Hardy-Littlewood restringi-
do al cubo Q0, o seaMQ0

= sup
Q3x;Q�Q0

1
jQj
R
Q
w(x)dx. Entonces, �jando un cubo

Q0, tenemos las siguientes desigualdades para todo x 2 Q0, tomando supremos
en (55):

Mp;Q0(w�Q0
)(x) � CMQ0(w�Q0

)(x) (56)

Por las equivalencias de Herz-Stein (cf. [24, Teorema 3.8, pag 122]) aplicadas
a MQ0

; tenemos que, para 0 < t < jQ0j, y con constantes absolutas independi-
entes de w; y Q0;

(Mp;Q0
(w�Q0

))�(t) �
�
1

t

Z t

0

(w�Q0
)�(s)pds

�1=p
;

(MQ0
(w�Q0

))�(t) � 1

t

Z t

0

(w�Q0
)�(s)ds:

Por las mencionadas desigualdades de Herz-Stein y (56) obtenemos para cualquier
cubo Q0 y con una constante universal C independiente de Q0 que:�

1

t

Z t

0

(w�Q0
)�(s)pds

�1=p
� C

1

t

Z t

0

(w�Q0
)�(s)ds (57)

para todo 0 < t < jQ0j. Ahora, repitiendo un argumento del teorema 118
consideramos 
 2 (0; 1) a ser elegido más abajo. Usando la desigualdad de
Hölder y (57) para t=
, donde t 2 (0; 
 jQ0j] tenemosZ t

0

(w�Q0
)�(s)ds �

�Z t

0

[(w�Q0
)�(s)]pds

�1=p
t1=p

0

�
 Z t=


0

[(w�Q0
)�(s)]pds

!1=p
t1=p

0

=

 
1

t=


Z t=


0

[(w�Q0
)�(s)]pds

!1=p
(t=
) 
1=p

0

� C

 
1

t=


Z t=


0

(w�Q0
)�(s)ds

!
(t=
) 
1=p

0

= C
1=p
0
Z t=


0

(w�Q0
)�(s)ds

= C
1=p
0
Z t

0

(w�Q0
)�(s)ds+ C
1=p

0
Z t=


t

(w�Q0
)�(s)ds
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= C��1=p
0 R t
0
(w�Q)

�(s)ds+ C��1=p
0 R �t
t
(w�Q)

�(s)ds
Reordenando términos y simpli�cando se tieneZ t

0

(w�Q0
)�(s)ds � C
1=p

0

1� C
1=p0
Z t=


t

(w�Q0
)�(s)ds

y entonces usando que (w�Q0
)� es decreciente en ambos lados:

(w�Q0
)�(t) (t� 0) �

Z t

0

(w�Q0
)�(s)ds � C
1=p

0

1� C
1=p0 (w�Q0
)�(t)t (1=
 � 1)

por lo tanto, si elegimos 
 2 (0; 1) su�cientemente pequeño como para que

C
1=p
0
< 1, entonces para eC = C
1=p

0

1�C
1=p0 (1=
 � 1) se obtiene que

(w�Q0
)�(t) � 1

t

Z t

0

(w�Q0
)�(s)ds � eC(w�Q0

)�(t)

Teniendo en cuenta que 
 fue elegido en términos de kwkRHp
y de las con-

stantes de la equivalencia de Herz-Stein (cf. 8) que no dependen de Q y que

K(t; w�Q; L
1; L1) =

R t
0
(w�Q0

)�(s)ds, hemos probado que
K(�;w�Q;L1;L1)

(�) �
w��Q (�) en (0; 
 jQj] para todo cubo Q.

Observación 123 En el lema de arriba podemos asumir que 
 � 1
2 , pagan-

do el precio de mayores constantes. Esto puede ser demostrado directamente
mediante una descomposición diádica adecuada de subconjuntos de Q. Un argu-
mento más corto usando resultados bien conocidos es como sigue: indfwg > 0
implica desiguldades de Hölder reversas para algún p > 1 en todo cubo Q y
en particular en cualquier cubo Q � Q0, para un cubo �jo Q0, y entonces
w�Q0

2
S
p>1

RHp = A1 (Q0) =
S
p>1

Ap (Q0), lo que signi�ca que w�Q0
satis-

face una condición Ap para los cubos Q contenidos en Q0 para algún p > 1;
entonces es sabido que w��Q0

es un peso Ap en (0; jQ0j] (cf. [114]), por lo tanto
es doblante (cf. [49]) en (0; jQ0j].
Es fácil ver que la propiedad de ser doblante en la recta, para w��Q0

, implica
que w��Q0

(J) � r:w��Q0
(L) para alguna constante r > 1 si J y L son intervalos

adyacentes de la misma longitud. Ahora, para t > 0 tal que (3=2) t � jQj, usando
el decrecimiento de w��Q0

y la propiedad de ser doblante para los intervalos
J = [t=2; t] y L = [t; (3=2)t] tenemos

(t=2) :w��Q0
(t) �

Z (3=2)t

t

w��Q0
(s) ds �

r:

Z t

t=2

w��Q0
(s) ds � r: (t=2) :w��Q0

(t=2)

, luego
w��Q0

(t) � r:w��Q0
(t=2)

. Ahora, si 
 < 1
2 y

K(�;w�Q;L1;L1)
(�) � w��Q (�) en (0; 
 jQj] entonces para t 2

(0; 12 jQj] �jamos m 2 N, con m > log2

�
1



�
, por tanto t=2m 2 (0; 
 jQj] y usando
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el resultado del lema anterior en (0; 
 jQj] y el decrecimiento de
K(�; w�Q; L1; L1)

(�)
obtenemos

w��Q0
(t) � rm:w��Q0

(t=2m) � rm eC 1

(t=2m)

Z t=2m

0

w��Q0
(s) ds

= rm eCK(t=2m; w�Q; L1; L1)
(t=2m)

� rm eCK(t; w�Q; L1; L1)
t

y entonces

K(t; w�Q; L
1; L1)

t
� w��Q0

(t) � rm eCK(t; w�Q; L1; L1)
t

para t 2 (0; 12 jQj].

Ahora ya podemos ver la caracterización por índices de los pesos Ap:

Teorema 124 (i) Sea p > 1, entonces

Ap = fw : indfwg � indf�g > 0g

(ii) A1 = fw : indfwg > 0g
Observación: como por de�nición ind � 0, la condición indfwg � indf�g > 0

es solo un atajo para decir que indfwg > 0 y indf�g > 0.

Demostración. (ii) Resulta inmediato del teorema 116 ya que, como men-
cionamos, es bien sabido que A1 = RH (ver, por ejemplo, [49]). Así que solo
necesitamos probar (i). Además es trivial que si w 2 Ap entonces � 2 Ap0 , por lo
tanto w; � 2 A1 = RH, luego, por (ii) sabemos que indfwg > 0 y indf�g > 0.
Entonces solo queda por probar que si indfwg > 0 y indf�g > 0, entonces
w 2 Ap.
Usando el lema 122 tenemos que existen algún 
1 2 (0; 1) tal que

K(�; w�Q; L1; L1)
(�) � w��Q (�)

en (0; 
1 jQj] para todo cubo Q, y algún 
2 2 (0; 1) tal que

K(�; ��Q; L1; L1)
(�) � ���Q (�)

en (0; 
2 jQj]. Por la observación 123 podemos tomar 
j � 1
2 ; entonces eligiendo


 = m��nf
1; 
2g � 1
2 , para cierta constante C0 independiente de Q, tenemos

K(�; w�Q; L1; L1)
(�) � w��Q (�) , y

K(�; ��Q; L1; L1)
(�) � ���Q (�) (58)

en (0; 
 jQj].
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Sea Q un cubo, entonces tenemos

I =

0@ 1

jQj

Z
Q

w (x) dx

1A0@ 1

jQj

Z
Q

� (x) dx

1Ap�1

=

 
1

jQj

Z jQj

0

�
w�Q

��
(s) ds

! 
1

jQj

Z jQj

0

�
��Q

��
(s) ds

!p�1

=

 
K
�
jQj ; w�Q; L1; L1

�
jQj

! 
K
�
jQj ; ��Q; L1; L1

�
jQj

!p�1

�
 
K
�

 jQj ; w�Q; L1; L1

�

 jQj

! 
K
�

 jQj ; ��Q; L1; L1

�

 jQj

!p�1

usando en la última desigualdad que las funciones K(�)(�) son decrecientes.
Ahora, por 58 y el hecho de que w��Q (s) � w��Q0

(s) para todo s, porque
w�Q (x) � w�Q0

(x) para todo x se tiene

I �
 
K
�

 jQj ; w�Q; L1; L1

�

 jQj

! 
K
�

 jQj ; ��Q; L1; L1

�

 jQj

!p�1
� C0w�

�
Q (
 jQj)

�
���Q (
 jQj)

�p�1
De la de�nición de reordenamientos decrecientes, es fácil ver que para � >

0 es
�
���Q (� jQj)

�p�1
=
�
w1�p

0
��Q (� jQj)

�p�1
� 1

w��Q((1��)jQj)
. De hecho si

tomamos � = 1
2 tenemos medianas de w�

�
Q y

1
w��Q

, y siendo 
 � 1
2

I � C0w�
�
Q (
 jQj)

�
���Q (
 jQj)

�p�1
� C0

w��Q0
(
 jQj)

w��Q ((1� 
) jQj)
� C0

w��Q0

�
1
2 jQj

�
w��Q

�
1
2 jQj

� = C0

, esto signi�ca que para una constante C0 independiente de Q tenemos0@ 1

jQj

Z
Q

w (x) dx

1A0@ 1

jQj

Z
Q

� (x) dx

1Ap�1

� C0

, es decir que w 2 Ap.

Observación 125 La demostración del último teorema nos muestra que w 2
Ap si

K(�;w�Q;L1;L1)
(�) � w��Q (�) y

K(�;��Q;L1;L1)
(�) � ���Q (�) en (0; 12 jQj]. En tal

caso, si � 2 [0; 1] tenemos que w� 2 Ap: En efecto: si � = 0 ó � = 1 es trivial,
y si 0 < � < 1 entonces como

K(�;w�Q;L1;L1)
(�) � w��Q (�) en (0; 12 jQj] tenemos,
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para cualquier Q, que w���Q (�) �
K(�;w��Q;L1;L1)

(�) . Veamos esto último:

w���Q (t) � 1

t

Z t

0

(w��Q0
)�(s)ds =

K(t; w��Q; L
1; L1)

t

=
1

t

Z t

0

�
(w�Q0

)�(s)
��
ds �

�
1

t

Z t

0

(w�Q0
)�(s)ds

��
(Hölder)

=

 
K(t; w�Q; L

1; L1)

t

!�
� C

�
w��Q (t)

��
= Cw���Q (t)

y a partir de esto y usando también ����Q (�) �
K(�;���Q;L1;L1)

(�) que se obtiene
de manera análoga, se sigue que w� 2 Ap.

Observación 126 Cuando p 2 (1; 2] podemos reescribir la primera declaración
del último teorema en términos de w�1 en lugar de � = w1�p

0
. Desde luego,

w�1 = �p�1 y � =
�
w�1

�p0�1
, luego cada uno es una potencia positiva del otro

y es fácil de ver que indfw�1g > 0 si y solo si indf�g > 0. Una manera de
demostrar esto es por medio del teorema de Strömberg-Wheeden, que probamos
arriba -120- utilizando índices, y cuyo enunciado recordamos: u 2 RHq , uq 2
A1; usando esto junto con 116 tenemos que:

indf�g > 0, � 2 RH = A1 , � =
�
w�1

�p0�1 2 A1
, y si p0 � 1 > 1 (lo que signi�ca que p < 2), por Strömberg-Wheeden tenemos
que

w�1 2 RHp0�1

y aplicando el teorema 116 a w�1 y p0 � 1 se tiene:

indfw�1g > 1= (p0 � 1)0

,o sea
indfw�1g > 2� p

Por otro lado si p < 2, es decir p0 � 1 > 1, y tenemos

indfw�1g > 2� p = 1= (p0 � 1)0

, luego
w�1 2 RHp0�1

y por Strömberg-Wheeden queda

indf�g > 0

Luego, tenemos que para 1 � p < 2 se tiene que

indf�g > 0, indfw�1g > 2� p

.
Además si p = 2 entonces w�1 = �, y de nuevo tenemos

indf�g > 0, indfw�1g > 0 = 2� p

.
Tomando en cuenta que w 2 Ap , � 2 Ap0 y p > 2 , 1 < p � 2 llegamos

al siguiente:
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Corolario 127 (i) Dado p con 1 < p � 2 vale que

w 2 Ap , indfwg > 0 y indfw�1g > 2� p

.
(ii) Dado p > 2 vale que

w 2 Ap , indf�g > 0 y indf��1g > 2� p0

.

4.2.3. El caso endpoint

Como ya mencionamos las clases Ap están anidadas por inclusión y A1 =S
p>1

Ap. Ahora queremos ver el otro extremo, considerando las intersecciones de

clases Ap. Recordemos que para p = 1 se dice que w 2 A1 si existe C > 0 que
depende solo de w tal que para todo cubo Q � Rn y para casi todo x 2 Q vale
que

1

jQj

Z
Q

w (x) dx � Cw (x) :

, o equivalente w 2 A1 si y solo si existe C > 0 tal que para casi todo x 2 Rn
vale que

Mw (x) � Cw (x)

. Cabe mencionar que A1  
T
p>1

Ap.

Otra clase de pesos incluidos en todos los Ap con p > 1 introducido por R.
L. Johnson y C. J. Neugebauer en [33] que nos interesa considerar es BMO� �T
p>1

Ap, correspondente a funciones reales en Rn, positivas que son, junto con su

recíproca, de oscilación media acotada. Para mayor precisión vamos a introducir
un par de de�niciones:

De�nición 128 Si f 2 L1loc (Rn) la función maximal sharp de Fe¤erman-Stein
f# se de�ne por

f# (x) = sup
Q3x

1

jQj

Z
Q

jf (x)� fQj dx:

siendo fQ el promedio de f en Q es decir fQ = 1
jQj
R
Q
f (x) dx = f(Q)

jQj , donde
notamos f (Q) =

R
Q
f (x) dx.

Observación 129 A veces denotaremosM#f en lugar de f# cuando queremos
enfatizar o estudiar el aspecto de operador de la aplicación f 7�! f#. Tenien-
do en cuenta su uso habitual no reemplazaremos el término �sharp� por algún
adjetivo en español.

De�nición 130 BMO (Rn) = ff 2 L1loc (Rn) : f# 2 L1 (Rn)g es el espacio
de funciones con oscilación media acotada, y kfk� =



f#

1.
Observación 131 Debe observarse que kk� es una seminorma para BMO (Rn)
puesto que



f#

1 = 0 si y solo si f es constante (a.e.). Es usual identi�car
BMO con las clases cociente respecto de las funciones constantes en casi todo
punto con lo que kk� resulta una norma en el espacio cociente (a veces notaremos
kfk� = kfkBMO si queremos destacar el papel de BMO como espacio normado).
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A continuación consideramos las funciones positivas que son BMO junto
con sus recíprocas:

De�nición 132 BMO� = fw : Rn ! R+ : w 2 BMO; 1w 2 BMOg

Observación 133 A diferencia de lo que pasaba con los promedios de potencias
de pesos, donde por la desigualdad de Hölder tenemos que para p > 1 es

1

jQj

Z
Q

w (x) dx �
�
1

jQj

Z
Q

w (x)
p
dx

� 1
p

, y solo aquellos pesos w 2 RHp satisfacen una desigualdad reversa de la forma�
1

jQj

Z
Q

w (x)
p
dx

� 1
p

� c

�
1

jQj

Z
Q

w (x) dx

�
, para las funciones maximales sharp de�nidas por potencias de jf (x)� fQj, en
cambio, es conocido que son equivalentes para 1 � p <1, es decir que:

kfk� = sup
Q

1

jQj

Z
Q

(jf (x)� fQj) dx

es equivalente a

kfk�;p = sup
Q

�
1

jQj

Z
Q

(jf (x)� fQj)p dx
� 1

p

, o sea kfk�;p ' kfk�, ya que vale

kfk� � kfk�;p � c kfk�

para p 2 [1;1) con constante c dependiendo solo de p y n, e independiente de
f y Q. La desigualdad izquierda, kfk� � kfk�;p, es trivial por la desigualdad
de Hölder, mientras que la de la derecha, kfk�;p � c kfk�, se sigue de la de-
sigualdad de John-Nirenberg (cf. [63], observación 3.19) una de cuyas versiones
recordamos a continuación (cf. [24]):

Teorema 134 (John-Nirenberg) Existen constantes c1 y c2 dependientes solo
de n tal que para toda f 2 BMO(Rn) y para todos los cubos Q����fx 2 Q : f (x)� 1

jQj

Z
Q

�����f (x)� 1

jQj

Z
Q

(jf (x)� fQj) dx
����� dx > �g

����
� c1 exp

�
�c2�
kfk�

�
jQj

para todo � > 0.

En el artículo [61], citado en el párrafo anterior, de Johnson and Neugebauer,
el resultado principal es que BMO� �

T
p>1

Ap. En cierto modo hay una relación

entre A1 y BMO� que es similar a la que hay entre L1 y BMO. De hecho, si
w es un peso tal que w 2 A1 y 1

w 2 A1 entonces w 2 L1 y 1
w 2 L1, lo que
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equivale a que w � 1 a.e., es decir es equivalente a una función constante. Dichos
espacios no son iguales y la inclusión mencionada es estricta; un par de ejemplos

ilustrativos en R tomados de [61] muestran que w = m�axflog
�
1
jxj ; e

�
g 2 BMO�

pero w =2 A1 y por otra parte para la misma w tenemos que w2 2
T
p>1

Ap pero

w2 =2 BMO�. Recuperaremos algunos de los resultados que vinculan BMO�,
las clases Ap y las clases RHq desde el punto de vista de los índices.

Algunas cuestiones sobre BMO� Hemos visto en la observación 127 que
si w y 1

w pertenecen ambos a Ap con 1 < p � 2 entonces indfwg > 0 y
indfw�1g > 0. Pero es posible mejorar ese resultado para pesos en BMO�,
obteniendo que para tales pesos indfwg = 1 y indfw�1g = 1. De hecho ese
es el signi�cado, desde el punto de vista de la teoría de índices, del resultado
principal de [61] que dice que BMO� �

T
p>1

Ap. Revisitaremos tal resultado:

Por supuesto, basta con tratar con p 2 (1; 2] ya que si w y 1=w están en A1
entonces w 2 A2, e intercambiando roles también 1=w 2 A2. Esto es totalmente
inmediato de nuestros teoremas 116 y 124 (cf. [32]), veámoslo:

Lema 135 Si w y w�1 están en A1 entonces w y w�1 están en A2

Demostración. Tomando p = 2, se tiene que p0 = 2 y � = w1�p
0
= w�1 y de

acuerdo con 124 (i) tenemos que w 2 A2 si y solo si indfwg > 0 y indfw�1g > 0
pero, por 116, esto es equivalente a w 2 RH y w�1 2 RH, lo que es inmediato
recordando que RH = A1.

Observación 136 De hecho es bastante fácil comprobar directamente que los
pesos en BMO� están, en primera instancia, incluidos en A2. Veamos esto:

Adoptaremos la notación fQ = 1
jQj

Z
Q

f (x) dx para aligerar las fórmulas. Sigu-

iendo [61] tenemos que si p = 2 y w; 1w 2 BMO se obtiene que:0@ 1

jQj

Z
Q

w (x) dx

1A0@ 1

jQj

Z
Q

�
1

w (x)

�1�p0
dx

1Ap�1

=

0@ 1

jQj

Z
Q

w (x) dx

1A0@ 1

jQj

Z
Q

1

w (x)
dx

1A
= wQ

�
1

w

�
Q

= 1 + wQ

�
1

w

�
Q

� wQ
�
1

w

�
Q

� 1 + wQ
�
1

w

�
Q

= 1 +

 
1

jQj

Z
Q

w (x)

�
1

w

�
Q

� wQ
�
1

w

�
Q

� w (x) 1

w (x)
+ wQ

1

w (x)
dx

!

� 1 +

 
1

jQj

Z
Q

jw (x)� wQj
����� 1

w (x)
�
�
1

w

�
Q

����� dx
!
� (por Hölder)
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� 1 +

�
1

jQj

Z
Q

jw (x)� wQj2 dx
� 1

2

0@ 1

jQj

Z
Q

����� 1

w (x)
�
�
1

w

�
Q

�����
2

dx

1A 1
2

� 1 + C kwk�




 1w





�
<1

donde en la última desigualdad usamos la equivalencia kfk�;p ' kfk� (ver arriba
133), y hemos obtenido que w 2 A2 con kwkA2

� 1 + C kwk�


 1
w




� y lo mismo

vale para 1
w .

Observación 137 Tanto Ap como RHq son clases abiertas en el sentido de
que tienen propiedades de automejoramiento, esto es que si w 2 Ap entonces
w 2 Ap�" para algún " > 0, y si w 2 RHq entonces w 2 RHq+" para algún
" > 0 (no necesariemente se trata del mismo " > 0). Tales propiedades de tipo
Gehring pueden verse utilizando índices como arriba en 112 (comparar con la
versión del lema de Gehring en [32]). Pero en el caso de los pesos BMO� el
mejoramiento nos lleva dramáticamente de A2 a Ap para cualquier p 2 (1; 2).
Para ver este punto transcribimos lo que es, esencialmente, la segunda parte del
Teorema 6 de la referencia [61] y su demostración corregida (hay un error en la
que �gura en [61]):

Teorema 138 Si w 2 BMO� entonces w; 1w 2 Ap0 para cualquier p0 2 (1; 2).

Demostración. Sea Q cualquier cubo, p0 2 (1; 2) y r = 1
p0�1 , por lo que r > 1 ,

y considérese

IQ =

 
1

jQj

Z
Q

jw (x)� wQjr
����� 1

w (x)
�
�
1

w

�
Q

�����
r

dx

! 1
r

=

 
1

jQj

Z
Q

�����(w (x)� wQ)
 

1

w (x)
�
�
1

w

�
Q

!�����
r

dx

! 1
r

Observación 139 Demostración. Enmendando un error en [61] usaremos la
desigualdad

ja� bjr � ar

2r�1
� br (59)

para a; b � 0 (en [61] en lugar de ja� bjr aparece jar � brj que proporciona
otra desigualdad cierta pero que no sirve para demostrar lo que se propone). La
desigualdad de arriba, 59, es equivalente a�

ja� bjr + br
2

� 1
r

� a

2

, la cual es trivial para b � a, y para 0 � b < a se sigue de la desigualdad de
Hölder discreta.
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Usando (59) para
���(w (x)� wQ)� 1

w(x) �
�
1
w

�
Q

����r y utilizando también que
(c+ d)

r � cr + dr para r � 1 c; d � 0 tenemos:�����(w (x)� wQ)
 

1

w (x)
�
�
1

w

�
Q

!�����
r

=

�����
 
w (x)

�
1

w

�
Q

+ wQ
1

w (x)

!
�
 
1 + wQ

�
1

w

�
Q

!�����
r

�

�
w (x)

�
1
w

�
Q
+ wQ

1
w(x)

�r
2r�1

�
 
1 + wQ

�
1

w

�
Q

!r

�
w (x)

r � 1
w

�r
Q
+ wrQ

�
1

w(x)

�r
2r�1

�
 
1 + wQ

�
1

w

�
Q

!r
Y volviendo a IQ, e integrando, se tiene:

IQ =

 
1

jQj

Z
Q

jw (x)� wQjr
����� 1

w (x)
�
�
1

w

�
Q

�����
r

dx

! 1
r

�
 
1

jQj

Z
Q

w(x)r( 1w )
r

Q
+wrQ( 1

w(x) )
r

2r�1 �
 
1 + wQ

�
1

w

�
Q

!r
dx

! 1
r

=

 
1

jQj

Z
Q

w(x)r( 1w )
r

Q
+wrQ( 1

w(x) )
r

2r�1 dx�
 
1 + wQ

�
1

w

�
Q

!r! 1
r

=

 
1

2r�1

 
(wr)Q

�
1

w

�r
Q

+ wrQ

��
1

w

�r�
Q

!
�
 
1 + wQ

�
1

w

�
Q

!r! 1
r

y simpli�cando queda 
(wr)Q

�
1

w

�r
Q

+ wrQ

��
1

w

�r�
Q

!
� 2r�1

 
(IQ)

r
+

 
1 + wQ

�
1

w

�
Q

!r!

. Ahora, teniendo en cuenta que wQ
�
1
w

�
Q
� kwkA2

< 1 puesto que ya hemos
mostrado que w 2 A2 (en la observación 136) y usando Hölder para algún p > 1
y la equivalencia entre q�normas of BMO : k�k�;q ' k�k� para cualquier q > 1
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(es decir 133) tenemos

(IQ)
r
=

1

jQj

Z
Q

jw (x)� wQjr
����� 1

w (x)
�
�
1

w

�
Q

�����
r

dx

�
�
1

jQj

Z
Q

jw (x)� wQjrp dx
� 1

p

0@ 1

jQj

Z
Q

����� 1

w (x)
�
�
1

w

�
Q

�����
rp0

dx

1A
1
p0

=

 �
1

jQj

Z
Q

jw (x)� wQjrp dx
� 1

rp

!r0B@
0@ 1

jQj

Z
Q

����� 1

w (x)
�
�
1

w

�
Q

�����
rp0

dx

1A
1
rp0
1CA
r

� kwkr�;rp




 1w




r
�;rp0

� C kwkr�




 1w




r
�
= C

�
kwk�





 1w





�

�r
<1

porque w 2 BMO� y entonces w; 1w 2 BMO. Resumiendo tenemos: 
(wr)Q

�
1

w

�r
Q

+ wrQ

��
1

w

�r�
Q

!
� 2r�1

�
C

�
kwk�





 1w





�

�r
+
�
1 + kwkA2

�r�
<1

y hemos obtenido que

wrQ

��
1

w

�r�
Q

� C <1

y también

(wr)Q

�
1

w

�r
Q

� C <1:

Recordando que r = 1
p0�1 = p00 � 1 y tomando potencia r llegamos a

wQ

�
w1�p

0
0

�p0�1
Q

� C <1

lo cual es la condición Ap0 para w, y además�
1

w

�
Q

 �
1

w

�1�p00!p0�1
Q

� C <1

lo cual es la condición Ap0 para
1
w . Entonces w;

1
w 2 Ap0 para cualquier p0 2

(1; 2) y por lo tanto para todo p0 2 (1;+1).

El argumento de estas dos últimas observaciones reproduce la demostración
del teorema de [61] que dice que BMO� �

T
p>1

Ap. Ahora, usando nuestro

corolario 127 podemos expresar la propiedad BMO� �
T
p>1

Ap en términos de

índices:

Proposición 140 Si w 2 BMO� entonces indfwg = 1 y indfw�1g = 1.
Demostración. Hemos visto por 138 que si w 2 BMO� entonces w; 1w 2
Ap para todo p 2 (1; 2) y por 127 aplicado a w tenemos que indfwg > 0 y
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indfw�1g > 2 � p. Como vale para p arbitrariamente próximo a 1 tenemos
que indfw�1g � 1; recordando que 0 � indf�QgQ � 1 se tiene que no puede
ser indfw�1g > 1 luego indfw�1g = 1. Análogamente, aplicando 127 a w�1

tenemos que indfwg > 2�p para p 2 (1; 2) y de ello llegamos a que indfwg = 1.

Como es comentado en [61], la relación entre BMO� y las clases Ap implica
un resultado acerca de las clases RHr por medio del siguiente teorema (Teorema
7 de [61]) el cual también podemos probarlo usando propiedades de nuestros
índices:

Teorema 141 Para 1 � r <1 los siguientes enunciados son equivalentes:
i) w; 1w 2 RHr

ii) w; 1w 2 A1+ 1
r

iii) wr 2 A2

Demostración. Para r = 1 la equivalencia es trivial. Supongamos que r > 1.
Si w; 1w 2 RHr entonces por 116 es indfwg > 1=r0 > 0 y indfw�1g > 1=r0 =

1� 1
r = 2�

�
1 + 1

r

�
, luego indfwg > 0 y indfw�1g > 2� p para p = 1+ 1

r � 2.
Por lo tanto nuestro corolario 127 (i) implica que w 2 A1+ 1

r
, e intercambiando

los roles de w y w�1 también obtenemos que 1
w 2 A1+ 1

r
. Por otra parte si

w; 1w 2 A1+ 1
r
, siendo p = 1 + 1

r � 2, y usando de nuevo 127 (i) tenemos que

indfwg > 2 � p = 1=r0 y indf 1wg > 2 � p = 1=r0, y por 116 llegamos a que
w; 1w 2 RHr. Así i) y ii) son equivalentes.
Además por el teorema de Strömberg-Wheeden (véase la observación 126

arriba) w; 1w 2 RHr , wr; 1
wr 2 A1 y por el lema 135 es wr 2 A2 y además,

por supuesto,
�
1
w

�r 2 A2, entonces i) implica iii). Por otra parte, si wr 2 A2

entonces tenemos w�r = (wr)�1 =
�
1
w

�r 2 A2 también. Tomando � = 1
r < 1,

de wr 2 A2 tenemos que w = (wr)
� 2 A2 porque si u 2 Ap y 0 � � � 1

entonces u� 2 Ap como consecuencia fácil de la desigualdad de Hölder. Luego
w 2 A2 � A1, y entonces indfwg > 0 por 124. Más aún llamando p = 1 + 1

r

tenemos que w�r = w1�p
0
= � y siendo � = w�r 2 A2 � A1 también tenemos

que indf�g > 0. Es decir, indfwg > 0 y indf�g > 0, y por el teorema 124
tenemos que w 2 Ap = A1+ 1

r
. Por lo tanto iii) implica ii) y la demostración está

completa.

Corolario 142 Si w 2 BMO� entonces 8r 2 R : indfwrg > 0.

Demostración. Como BMO� �
T
p>1

Ap, tomando p = 1 + 1
r tenemos que

w; 1w 2 A1+ 1
r
para cualquier r 2 (1;+1) y por iii) del teorema precedente es

wr 2 A2, entonces del corolario 127 se tiene que indfwrg > 0 y indf 1
wr g > 0

para todo r 2 (1;+1), i.e. indfwrg > 0 para r 2 (1;+1) [ (�1;�1). Más
aún, como ya hemos señalado, si 0 � � � 1 entonces w� 2 Ap � A1 porque
w 2 Ap para cualquier p > 1, y por ende tomando r = � 2 [0; 1] tenemos que
wr 2 A1 y entonces indfwrg > 0 por el teorema 124. El mismo enunciado es
cierto para

�
w�1

��
= w�� = wr con � 2 [0; 1], y entonces, para r 2 [�1; 0] es

wr 2 A1; luego indfwrg > 0 también en este caso. Resumiendo hemos visto
que indfwrg > 0 para todo r 2 R.
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Condiciones de Gurov-Reshetnyak Otras clases relacionadas se obtienen
de las condiciones de Gurov-Reshetnyak que tienen conexiones interesantes con
aplicaciones Quasi-Conformes, propiedades de integrabilidad superior, desigual-
dades de Hölder-Reversas, espacios BMO, entre otras cuestiones. Recordemos
la de�nición (cf. por ejemplo [63])

De�nición 143 Sea Q0 � Rn un cubo �jo, se dice que una función no-negativa
f 2 L1 (Q0) satisface una condición de Gurov-Reshetnyak GR" para 0 < " < 2
si para todo cubo Q � Q0, ocurre que

1

jQj

Z
Q

����f (x)� 1

jQj

Z
Q

jf (x)j dx
���� dx � "

1

jQj

Z
Q

jf (x)j dx (60)

Observación 144 La desigualdad 60 ocurre siempre para " = 2, así que su
cumplimiento es relevante solo para " < 2. En términos de operadores maximales
locales implica que

f# (x) � C"Mf (x) (61)

para todo x 2 Q0 donde Mf es el operador maximal de Hardy-Littlewood de f ,
y f# es su operador maximal sharp. Hay muchas propiedades interesantes rela-
cionadas; por ejemplo en términos de reordenamientos decrecientes de funciones
f soportadas en Q0 se puede probar (ver, p. ej. [24]) que para una constante
absoluta c :

f�� (t)� f� (t) � c
�
f#
��
(t) (62)

para 0 < t < 1
6 jQ0j y cualquier f 2 L

1 (Q0). Entonces, usando esto y tomando
reordenamientos en (61) y utilizando la equivalencia de Herz-Stein, (Mf)

�
(t) �

f�� (t), tenemos
f�� (t)� f� (t) � Cn"f

�� (t) (63)

para 0 < t < � jQj para algún � 2 (0; 1), digamos 1=6 y Cn una constante
que solo depende de n. Esto también puede ser interpretado en términos de
K � funcionales (cf. [84]):

K
�
t; f ;L1 (Q0) ; L

1 (Q0)
�
� t d

dt
K
�
t; f ;L1 (Q0) ; L

1 (Q0)
�

(64)

� Cn"K
�
t; f ;L1 (Q0) ; L

1 (Q0)
�

(65)

Adicionalmente, a partir de (64) se puede mostrar que f 2 Lp (Q0) para p <
1
Cn"

, y que �
1

t

Z t

0

f� (s)
p
ds

� 1
p

� c

t

Z t

0

f� (s) ds

para 0 < t < � jQj, esto signi�ca que f� satisface una p-Condición de Hölder
Reversa (remitimos a [84] para más detalles al respecto). Más aún, de hecho,
para f 2 GR" se puede obtener una Condición de Hölder Reversa para la propia
f , (cf. [63] observación 5.9.) de manera que�

1

jQj

Z
Q

f (x)
p
dx

� 1
p

� c

jQj

Z
Q

f (x) dx

para cualquier Q � Q0, para todo p tal que 1 < p < p0 ("; n) =
1
"

n(21=n�1)
3�2n�21=n y c =

c ("; n; p). En eI caso unidimensional se pueden obtener constantes más precisas,
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para el reordenamiento decreciente f�. Resultados análogos para otras medidas
absolutamente continuas respecto de la medida de Lebesgue pueden encontrarse
en [66].

Nótese que en el siguiente parágrafo consideramos clases soportadas en un
cubo �jo Q0 � Rn y para aligerar la notación Ap denotará a Ap (Q), y RHq

signi�cará RHq (Q) -o sea las desigualdades de las condiciones son predicadas
acerca de todos los cubos Q incluidos en Q0-; los supremos en las de�niciones de
operadores maximales son para todos los cubos Q : x 2 Q � Q0, y así en general.
También las de�niciones de índices sobre familias de cubos, f�Q;�;qgQ, están
referidas a cubos Q � Q0; en particular indfwg := indf�w;QgQ con �w;Q(s) =
K(s; w�Q; L

1 (Q) ; L1 (Q)) para Q � Q0 y la mayoría de las propidades son
todavía ciertas (mutatis mutandis).
Otra condición relacionada con A1 viene de las condiciones de Gurov-

Reshetnyak, de hecho, A1 =
S
p>1

Ap =
S
q>1

RHq =
S

0<"<2
GR", pero los vínculo

entre las clases GR" y las clases de pesos de Muckenhoupt o las clases de Hölder
Reversas no son tan simples, probablemente porque las condiciones de Gurov-
Reshetnyak están relacionadas con la oscilación mientras que las otras hablan
acerca de la la integrabilidad de w, o la de w junto con la de w�1.
Sin embargo podemos obtener algunas relaciones con los índices:

Proposición 145 Hay una constante Cn, dependiendo solamente de la dimen-
sión n, tal que indfwg � 1� Cn" para todo w 2 GR" con 0 < " < 2.

Demostración. Como hemos visto arriba, en la observación 144 aplicada para
f = w�Q0

, a partir de la condición GR" se tiene que hay una constante Cn > 0,
dependiendo solo de n, pero independiente de w y Q tal que:

w���Q (t)� w��Q (t) � Cn"w�
��
Q (t) (66)

para 0 < t < 1
6 jQj. Ahora tomamos el argumento del teorema 2.1. de [84]: Si

Cn" < 1, de (66) tenemos

w���Q (t) �
1

1� Cn"
w��Q (t)

para 0 < t < � jQj, entonces

1� Cn"
t

�
w��Q (t)R t

0
w��Q (s) ds

esto es
d

dt
log
�
t1�Cn"

�
� d

dt
log

�Z t

0

w��Q (s) ds

�
e integrando entre u y t para 0 < u < t < � jQj se obtiene

log

 �
t

u

�1�Cn"!
� log

 R t
0
w��Q (s) dsR u

0
w��Q (s) ds

!
y entonces

t1�Cn"

u1�Cn"
�
R t
0
w��Q (s) dsR u

0
w��Q (s) ds
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, por ello:

u�(1�Cn")
Z u

0

w��Q (s) ds � t�(1�Cn")
Z t

0

w��Q (s) ds

, o sea que �w;Q(s)s
�� es creciente y a fortiori es casi creciente, con � = 1�Cn";

para 0 < t < � jQj con � independiente de Q, luego indfwg � 1� Cn".
Probablemente no es plausible esperar una caracterización completa de GR"

en términos del índice. Las sospechas se basan en el hecho de que, las relación del
índice con RHp es más clara puesto que w 2 RHp , indfwg > 1=p0 (cf. 116),
pero sin embargo la relación entre las condiciones de Hölder Reversas y las de
Gurov-Reshetnyak requieren tener en cuenta las constantes de las desigualdades,
no solo el exponente. Remitimos, por ejemplo, a [63], donde, en esa línea, se
puede ver el siguiente resultado:

Teorema 146 (Korenovskii) Sea w una función no-negativa en el cubo Q0 �
Rn, que satisfaga la condición�

1

jQj

Z
Q

w (x)
p
dx

� 1
p

� B
1

jQj

Z
Q

w (x) dx

para todo Q � Q0, para ciertos p;B > 1. Entonces existe ", con 0 < " < 2
dependiendo únicamente de p y de B tales que w 2 GR". Más aún, " = " (p;B)
puede tomarse como:

" =

(
2
p if B < (p= (p� 1))(p�1)=p

2 (1�B)�p=(p�1) if B � (p= (p� 1))(p�1)=p
(67)

.

Observación 147 La condición mencionada arriba que vincula " con p y B
quizás puede mejorarse pero no parece que pueda ser removida porque GR" #
RHp para todo " < 2 (cf. [63]).

Observación 148 Una línea interesante para ser explorada en el estudio de las
clases GR", mediante índices indexados por cubos, puede ser considerar índices
para familias de funciones de�nidas por �w;Q(s) = K(s; w�Q; L

1; BMO) en
lugar de K(s; w�Q; L

1; L1).

Desigualdades de Hölder reversas en Espacios de Lorentz Está claro,
de las de�niciones de los Espacios de Lorentz y de las clases de Hölder reversas
para espacios de Lorentz que si p = q es Lp;q = Lp (normas equivalentes, cf. 73)
y se tiene que RHp;q = RHp. A continuación veremos que, en cierto sentido, el
primer índice determina la clase de Hölder reversa.

Teorema 149 Sean 1 < p � q <1 o 1 < p < q � 1. Entonces

RHLp;q = RHp

Antes de demostrar el teorema necesitaremos algunos lemas cuyas cortas
demostraciones incluímos. Los dos primeros son bien conocidos:
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Lema 150 Si f 2 Lp y 1 < p � q <1 entonces f 2 Lp;q y kfkp;q � p0 kfkp.

Demostración.Usando la de�nición de las normas en Lp;q tenemos que kfkp;q =�R1
0
t
q
p f�� (t)

q dt
t

� 1
q

. Usando la desigualdad i) del Lema de Hardy, que además

trivialmente k�kLp;1 � k�kLp , y que f� � f�� decreciente y tenemos que

kfkp;q =

 Z 1

0

�
t
1
p

�
1

t

Z t

0

f� (s) ds

��q
dt

t

! 1
q

� p0
�Z 1

0

�
t
1
p f� (s)

�q dt
t

� 1
q

� p0
�
sup

0<t<1

�
t
1
p f� (t)

�q�p� 1
q

�
�Z 1

0

�
t
1
p f� (t)

�p dt
t

� 1
q

� p0 sup
0<t<1

�
t
1
p f�� (t)

�1� p
q �
 �Z 1

0

�
t
1
p f�� (t)

�p dt
t

� 1
p

! p
q

� p0 kfk1�
p
q

p;1 � kfk
p
q
p � p0 kfk1�

p
q

p � kfk
p
q
p = p0 kfkp

.

Lema 151 Si 1 < p � q < 1 o 1 < p < q � 1 y w es localmente integrable,
entonces Mp;qw (x) � p0Mpw (x) para todo x.

Demostración. Si p = q <1 el resultado es trivial. Supongamos p < q � 1.
Si q <1 se tiene Mp;qf (x) = sup

Q3x

kf�Qkp;q
jQj1=p , sea Q un cubo cualquiera y x 2 Q.

Por el lema anterior tenemos

w�Q

p;q � p0


w�Q

p

luego 

w�Q

p;q
jQj

1
p

� p0



w�Q

p
jQj

1
p

de modo que si

Mp;qw (x) = sup
Q3x



w�Q

p;q
jQj

1
p

� p0 sup
Q3x



w�Q

p
jQj

1
p

= p0Mpw (x)

. Por otra parte, si p < q =1 tenemos

Mp;1w (x) = sup
Q3x



w�Q

p;1
jQj

1
p

= sup
Q3x

sup
0<t<jQj

t
1
pw��Q (t)

jQj
1
p

= sup
Q3x

 
sup

0<t<jQj

t
1
pw��Q (t)

jQj
1
p

!
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, dado 0 < t < jQj, llamando � = w��Q (t) tenemos

t
1
pw��Q (t)

jQj
1
p

=
(jfx 2 Q : w (x) � �gj � �p)

1
p

jQj
1
p

�
���fx 2 Rn : w�Q (x)p � �pg

�� � �p� 1p
jQj

1
p

�
�
1

jQj

Z
Q

wp (x) dx

� 1
p

, luego tomando supremos tenemos

Mp;1w (x) �Mp (x)

.
Menos conocido es el lema que sigue, que es una versión local de un resultado

de [19]:

Lema 152 Sea p 2 (1;+1) y 1 < p � q � 1 (evidentemente esto equivale a
1 < p � q <1 o 1 < p < q � 1), w un peso y Q0 un cubo �jo de Rn, entonces
existe C > 0 tal que para todo 0 < t < jQ0j vale que

1

t
1
p

�Z t

0

��
w�Q0

��
(s) s

1
p

�q ds
s

� 1
q

� C
�
MLp;q(Q0)w�Q0

��
(t)

Demostración. Necesitamos ver primero que existe una constante C > 0 tal
que si ffjgnj=1 � Lp;q es una familia �nita de funciones que tienen soportes

disjuntos entonces






 nP
j=1

fj







Lp;q

� C

 
nP
j=1

kfjkpLp;q

! 1
p

. Teniendo en cuenta la

de�nición de la norma de Lp;q en términos de funciones de distribución (ver
arriba la observación 47) y que los soportes son disjuntos tenemos que la función
de distribución de la suma es la suma de las funciones de distribución, es decir:
nP
j=1

�fj (u) = �f donde f =
nP
j=1

fj , entonces escribiendo la norma Lp;q, para

q <1 es,






nX
j=1

fj








p

Lp;q

=

�Z 1

0

�f (s)
q
p sq

ds

s

� p
q

=

0B@Z 1

0

0@ nX
j=1

�fj (u)

1A
q
p

sq�1ds

1CA
p
q

y usando la desigualdad de Minkowski respecto de L
q
p (�) con � = sq�1ds queda:








nX
j=1

fj








p

Lp;q

=

0B@Z 1

0

0@ nX
j=1

�fj (u)

1A
q
p

sq�1ds

1CA
p
q

�
nX
j=1

 �Z 1

0

�
�fj (u)

� q
p sq�1ds

� 1
q

!p
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es decir 






nX
j=1

fj








p

Lp;q

�
nX
j=1

kfjkpLp;q (68)

Por otra parte si q =1 es kfkL(p;q) = sup
0<t<1

ft1=pf� (t)g








nX
j=1

fj








p

Lp;q

=

�
sup

0<s<1
fs � �f (s)1=pg

�p

=

0B@ sup
0<s<1

fs

0@ nX
j=1

�fj (u)

1A1=p

g

1CA
p

=

0B@ sup
0<s<1

f

0@ nX
j=1

sp�fj (u)

1A1=p

g

1CA
p

=

0B@
0@ sup
0<s<1

f
nX
j=1

sp�fj (u)g

1A 1
p

1CA
p

�
nX
j=1

sup
0<s<1

fsp�fj (u)g

=
nX
j=1

�
sup

0<s<1
fs � �fj (u)

1
p g
�p
=

nX
j=1

kfjkpL(p;q)

es decir también obtenemos la desigualdad (68).
Por otra parte, como la desigualdad (68) no depende de n podemos exten-

derla para una familia numerable de funciones siempre que la serie del miembro
derecho converja: 







1X
j=1

fj








p

Lp;q

�
1X
j=1

kfjkpLp;q <1

Sea ahora un cubo Q0, w un peso y tomemos f = w�Q0
y sea 0 < t < jQ0j.

Se toma � = (MLp;qf)
�
(t) y 
 = fx 2 Q0 : MLp;qf (x) > �g. Como MLp;q es

semicontinua superiormente podemos elegir un cubrimiento del abierto 
 � Q0
con las propiedades del Lema de Bennett-Sharpley (ver apéndice), es decir existe
una sucesión -�nita o numerable- de cúbos diádicos fQjg de interiores dos a
dos disjuntos tales que 
 �

S
j

Qj con Qj \ 
c 6= ; para todo j y tal que j
j �P
j

jQj j � 2n j
j. Podemos escribir entonces a f como: f = g+h con g = f�S
j

Qj
,

y h = f�Q0�
S
j

Qj
.

Como Qj \ 
c 6= ;, para cada Qj existe x 2 Qj tal que MLp;qf (x) � � y

por lo tanto




f�Qj


Lp;q(Q0)
jQj j1=p

� � es decir


f�Qj





Lp;q(Q0)

� � jQj j1=p (69)
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. Luego, para g = f�S
j

Qj
�
P
j

f�Qj
=
P
j

fj tenemos:




 g
�





Lp;q

�

0@X
j

1

�




f�Qj




p
Lp;q

1A 1
p

�

0@X
j

�
jQj j1=p

�p1A 1
p

=

0@X
j

jQj j

1A 1
p

� (2n j
j)
1
p = (2nt)

1
p

donde hemos usado la desigualdad (68), el hecho de que kgkLp;q �
 P

j

kfjkpLp;q

! 1
p

,

la desigualdad (69), que los Qj tienen interiores disjuntos y que por la de�nición
de reordenamiento decreciente: j
j =

��fx 2 Q0 :MLp;qf (x) > (MLp;qf)
�
(t)g

�� �
t. Entonces kgkLp;q � 2

n
p �t

1
p y como � = (MLp;qf)

�
(t), en de�nitiva, se tiene

para una constante positiva C que solo depende de n y de p que:

kgkLp;q � C (MLp;qf)
�
(t) � t

1
p (70)

Por otro lado, observése que Q0 �
S
j

Qj � Q0 � 
, luego si h = f�Q0�
S
j
Qj

se tiene que para casi todo x 2 Q0 vale que h (x) � �, ya que si x 2
S
j

Qj

es h (x) = 0 � �, y si x 2 Q0 �
S
j

Qj entonces x =2 
 y por lo tanto h (x) =

f�Q0�
S
j
Qj
(x) = f (x) � � para todo punto de Lebesgue de f -y por lo tanto

para casi todo punto- ya que si x es un punto de Lebesgue de f y f (x) > �
existirían cubos centrados en x de diámetro arbitrariamente pequeño (y por
lo tanto, incluídos en Q0) tales que 1

jQj
R
Q
fdx > � y por lo tanto tendríamos

� < 1
jQj
R
Q
f � Mf (x) � 5MLp;q(Q0)f (x) lo que contradiría el hecho de que

x =2 
. Luego
khkL1 � (MLp;qf)

�
(t) (71)

.
De las desigualdades (71) y (70) tenemos

1

t
1
p

�
kgkLp;q + t

1
p khkL1

�
� C (MLp;qf)

�
(t)

es decir
1

t
1
p

K
�
t
1
p ; f; Lp;q; L

1
�
� C (MLp;qf)

�
(t)

Considerando las fórmulas de Holmstedt (ver 200 (c), en el apéndice) para
el par de espacios de Banach

�
L1; L1

�
y teniendo en cuenta que Lp:q (Q0) =

5



� 1

jQj
R
Q f
�
�Q





X
�


f�Q

X para todo X espacio invariante por reordenamientos (en

particular si X = Lp;q) ya que la aplicación P (f) =
�

1
jQj
R
Q f
�
�Q es una proyección y por

lo tanto kPk � 1. Luego Mf �MLp;qf puntualmente (para cada x se toma Q con x 2 Q)
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�
L1 (Q0) ; L

1 (Q0)
�
�;q
con � = 1� 1

p y queK
�
s; f; L1 (Q) ; L1 (Q)

�
=
R s
0
f� (u) du =

sf�� (s) y que f�� � f� tenemos que

C (MLp;qf)
�
(t) � K

�
t
1
p ; f; Lp;q; L

1
�

�
�Z t

0

�
s
1
p�1 � s � f�� (s)

�q ds
s

� 1
q

�
�Z t

0

�
s
1
p � f� (s)

�q ds
s

� 1
q

y recordando que f = w�Q0
, tenemos:

�Z t

0

�
s
1
p � w��Q0

(s)
�q ds

s

� 1
q

� C
�
MLp;q(Q0)w�Q0

��
(t)

para cada 0 < t < jQ0j, como queríamos ver.
Ahora sí, vamos a la demostración del teorema 149:

(Demostración del teorema 149). Por un lado, la inclusión:RHp � RHL(p;q)

se obtiene inmediatamente ya que, para 1 < p � q <1, por el lema 150 se tiene

w�Q

p;q � p0


w�Q

p de donde para cada cubo Q es

kf�Qkp;q
jQj1=p �

kf�Qkp
jQj1=p , y

entonces
kf�Qkp
jQj1=p � C 1

jQj
R
Q
w (x) dx implica que

kf�Qkp;q
jQj1=p � C 1

jQj
R
Q
w (x) dx.

Para ver la inclusión opuesta, supongamos que w 2 RHL(p;q): Tomemos Q0
un cubo �jo. Aplicando la de�nición (51) a w�Q0

, obtenemos que para:

ML(p;q);Q0
(w�Q0

)(x) := sup
Q0�Q3x



(w�Q0
�Q)




L(p;q)

jQj1=p

se tiene que

ML(p;q);Q0
(w�Q0

)(x) � C kwkRHL(p;q)
M(w�Q0

)(x): (72)

Tomando reordenamiendos decrecientes y usando la equivalencia de Herz-Stein
(es decir M�f � f��) en el lado derecho se tiene:

(ML(p;q);Q0
(w�Q0

))�(t) �
C kwkRHL(p;q)

t

Z t

0

(w�Q0
)�(s)ds

si 0 < t < jQ0j.
Por otra parte, por el lema (152) tenemos,

1

t1=p

Z t

0

[(w�Q0
)�(s)s1=p]q

ds

s
� c(ML(p;q);Q0

w(x))�(t); 0 < t < jQ0j :

Usando las dos desigualdades anteriores llegamos a que existe C > 0, tal que
para todo t > 0 vale:

1

t1=p

Z t

0

(w�Q0
)�(s)qsq=p

ds

s
� C

kwkRHL(p;q)

t

Z t

0

(w�Q0
)�(s)ds: (73)
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Por otro lado, recordando la conocida fórmula para la K � funcional del par�
L1; L1

�
; K(t; w;L1; L1) =

R t
0
w�(s)ds y usando la fórmula (c) de Holmstedt

(ver Apéndice, más abajo) y que debido a que Lp:q (Q0) =
�
L1 (Q0) ; L

1 (Q0)
�
�;q

con � = 1� 1
p , y reemplazando t por t

1
p se obtiene:

K(t; w;L(p; q); L1) �
(Z tp

0

[w�(s)s1=p]q
ds

s

)1=q
:

Entonces tomando � = 1� 1=p = 1=p0, y usando lo anterior podemos reescribir
(73) como

1

t1��
K(t1��; w�Q0

; (L1; L1)�;q; L
1) � C

kwkRHL(p;q)

t
K(t; w�Q0

;L1; L1)

Siendo Q0 arbitrario, un cambio de variables nos muestra que w satisface una

desigualdad similar a la de arriba para Q � Q0 arbitrario, es decir:

1

t1��
K(t1��; w�Q; (L

1; L1)�;q; L
1) � C

kwkRHL(p;q)

t
K(t; w�Q;L

1; L1)

. Teniendo en cuenta la de�nición 79 hemos visto que para cada cubo Q tenemos
que la restricción w�Q 2 RH1=p0;q(L

1(Q); L1(Q)), y que se cumple que:

sup
Q



w�Q

RH1=p0;q(L
1(Q);L1(Q))

� kwkRHL(p;q)
:

Y entonces, aplicando el teorema 104, llegamos a que w 2 RHp, lo que demuestra
la inclusión que faltaba.
Del teorema anterior, reescribiendo la condición RHp en términos de las

K � funcionales de las restricciones de w a los cubos se obtiene el siguiente:

Corolario 153 Sea 1 < p � q <1: Entonces, w 2 RHL(p;q) si y solo si existe
C > 0 tal que para todo cubo Q y para cada t con 0 < t < jQj, se tiene:Z t

0

[K(s; w�Q;L
1(Q); L1(Q))s�1=p

0
]q
ds

s
� C[t�1=p

0
K(s; w�Q;L

1(Q); L1(Q))]q

4.3. Operadores que actúan en pesos RH y un teorema de
interpolación que involucra espacios de extrapolación.

Otra forma interesante de caracterizar RH = A1, fue considerada por Fujii
(cf. [46], [42] y las referencias allí mencionadas). Dicha caracterización es la
siguiente: w 2 A1 si y solo si existe C � 1 tal que para todo cubo Q;Z

Q

M(w�Q)(x)dx � C

Z
Q

w(x)dx: (74)

Estudiamos a a continuación la relación entre (74) y nuestra caracteri-
zación de A1 usando interpolación. Concretamente, en esta sección se demues-
tra un teorema de interpolación abstracto que toma como modelo un resultado
obtenido en [2] (el resultado también está estrechamente relacionado con una
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versión en términos de extrapolation de un teorema de Zygmund (cf. [4], [51],
[58] y la discusión, más abajo en la observación 158). Este teorema, aplicado al
operador maximal M de Hardy-Littlewood muestra que si w 2 RH entonces
w satisface la condición de Fujii (74). Posteriormente miraremos la implicación
contraria para M .
Sea X = (X0; X1) una cupla ordenada de espacios de Banach. Recordemos

la de�nición de k�kRH0;1(X)
que dimos más arriba -cf. fórmula (20)-,

kwkRH0;1(X)
=��nffc :

Z t

0

K(s; w;X)
ds

s
� cK(t; w;X)g: (75)

Necesitamos también introducir la de�nición de la noción de �tipo débil
generalizado (1; 1); (1;1)�como puede hallarse en [39]: Diremos que T es de
tipo débil generalizado (1; 1); (1;1) si existe una constante C > 0 tal que

K(r; Tf ;X)

r
� Cf1

r

Z r

0

K(s; f ;X)
ds

s
+

Z 1

r

K(s; f ;X)

s

ds

s
g;8r > 0: (76)

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 154 Sea X = (X0; X1) una cupla ordenada de espacios de Banach,

y sea n = sup
f2X1

kfkX0
kfkX1

la norma de la inmersión X1 � X0. Sea T un operador

de tipo débil generalizado (1; 1); (1;1). Entonces existe una constante absoluta
c > 0; tal queZ t

0

K(r; Tw;X)

r
dr � c kwkX0

(kwk2RH0;1(X)
+kwkRH0;1(X)

+1); 0 < t < n; (77)

kTfkX0;1
� c kwkX0

(kwk2RH0;1(X)
+ 1 + kwkRH0;1(X)

): (78)

Demostración. Sea w 2 RH0;1(X): Integrando la desigualdad (76) se obtiene,Z t

0

K(r; Tw;X)

r
dr �

Z t

0

1

r

Z r

0

K(s; w;X)
ds

s
dr +

Z t

0

Z 1

r

K(s; w;X)

s

ds

s
dr

= (I) + (II):

Para acotar (I) usamos dos veces la de�nición de kwkRH0;1(X)
:

(I) �
Z t

0

1

r
kwkRH0;1(X)

K(r; w;X)dr

� kwk2RH0;1(X)
K(t; w;X)

� kwk2RH0;1(X)
kwkX0

:

Para acotar (II), vamos a integrar por partes en
R t
0

R1
r

K(s;w;X)
s

ds
s dr. Para esto

tenemos en cuenta que:

d

�Z 1

r

K(s;w;X)
s

ds
s

�
dr

= �K(r; w;X)
r2

+ l��m
s!1

K(s; w;X)

s2
= �K(r; w;X)

r2
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puesto que K(s; w;X) � l��ms!1K(s; w;X) = kwkX0
y entonces K(s;w;X)

s2 �
kwkX0
s2 ! 0; y por otra parte como

l��m
r!0+

�
r

Z 1

r

K(s; w;X)

s

ds

s

�
� r kwkX0

l��m
s!1

�1
s

����1
r

= kwkX0

,y además recordamos que
R t
0
K(s; w;X)dss � kwkRH0;1(X)

K(t; w;X). Entonces
lo que queda al integrar por partes (II) resulta:

(II) =

Z t

0

1 �
�Z 1

r

K(s; w;X)

s

ds

s

�
dr = r

Z 1

r

K(s; w;X)

s

ds

s

����t
0

+

Z t

0

K(r; w;X)

r
dr

� t

Z 1

t

K(s; w;X)

s

ds

s
+ kwkRH0;1(X)

K(t; w;X)

� kwkX0
+ kwkRH0;1(X)

kwkX0
:

Juntando las acotaciones de (I) y (II) se obtiene:Z t

0

K(r; Tw;X)

r
dr � kwkX0

(kwk2RH0;1(X)
+ kwkRH0;1(X)

+ 1): (79)

Entonces tomando haciendo tender t hacia n = sup
f2X1

kfkX0
kfkX1

obtenemos (78).

Ejemplo 155 Aplicaremos el resultado de arriba al operador maximal M y la
familia de cuplas X = (L1(Q); L1(Q)). Como es bien conocido el operador
maximal de Hardy-Littlewood M satisface (76). Esto puede comprobarse rápi-
damente usando la equivalencia de Herz-Stein (8), veámoslo: Se tiene que

K(r;Mf;X)

r
= (Mf)��(r) =

1

r

Z r

0

(Mf)�(s)ds

� 1

r

Z r

0

f��(s)ds =
1

r

Z r

0

K(s; f;X)
ds

s

. Supongamos ahora que w 2 RHLLogL; entonces por el teorema 107, tenemos
que para todo cubo Q, se tiene w 2 RH0;1(L

1(Q); L1(Q)), con

sup
Q
kwkRH0;1(L1(Q);L1(Q))

� kwkRHLLogL
:

Entonces aplicando la acotación (79) con t = jQj, se obtieneZ jQj

0

K(r;M(w�Q);X)

r
dr � kwkL1(Q) (kwk

2
RHLLogL

+ kwkRHLLogL
+ 1):

Por otra parte, se tiene queZ
Q

M(w�Q)(x)dx =

Z jQj

0

[M(w�Q)]
�(r)dr

�
Z jQj

0

K(r;M(w�Q);X)

r
dr:
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Combinando las dos estimaciones de arriba se llega a queZ
Q

M(w�Q)(x)dx � kwkL1(Q) (kwk
2
RHLLogL

+ kwkRHLLogL
+ 1)

= (kwk2RHLLogL
+ kwkRHLLogL

+ 1)

Z
Q

w(x)dx (80)

Esto muestra que nuestra caracterización de RHLLogL = RH = A1; implica
la condición de Fujii.

Por otro lado es posible mostrar en forma directa que la condición (74)
implica la condición que de�ne la clase RHLLogL, como vemos en la siguiente
observación:

Observación 156 Supóngase que w satisface la condición de Fujii (74). Sean
x 2 Rn y Q 3 x entonces se tiene la siguiente estimación (el argumento de estas
acotaciones está implícito en el teorema II-3.4 de [49])

1

jQj

Z
Q

M(w)(y)dy � 1

jQj

Z
Q

M(w�3Q)(y)dy +
1

jQj

Z
Q

M(w(1� �3Q))(y)dy

� 3n

j3Qj

Z
3Q

M(w�3Q)(y)dy + c ��nf
z2Q

Mw(z) (ver abajo)

� 3n

j3Qj

Z
3Q

w(x)dx+ cMw(x) (por (74))

� CMw(x):

La justi�cación de la desigualdad 1
jQj
R
Q
M(w(1��3Q))(y)dy � c��nfz2QMw(z)

puede verse al pie 6 .
De la estimación de arriba nos queda que, para todo x 2 Rn, vale:

M(Mw)(x) � CMw(x)

y como trivialmente
Mw(x) �M(Mw)(x)

tenemos
M(Mw)(t) �Mw(t)

Tomando reordenamientos decrecientes se obtiene

(M(Mw))
�
(t) � (Mw)

�
(t): (81)

6

Observación 157 Sea x 2 Q con M(w(1 � �3Q)) (x) > 0 y sea eQ : 1

j eQj
R eQ w(1 �

�3Q) (x) dx � 1
2
M(w(1 � �3Q)) (x) > 0. Como 2

j eQj
R eQM(w(1 � �3Q)) (x) dx > 0 entonceseQ \ (Rn � 3Q) 6= ; y de ahí es fácil ver que Q � 3 eQ. Entonces si z 2 Q es z 2 3 eQ, y resulta

Mw (z) � 1

j3 eQj
R
3 eQ w (x) dx = 1

3n
1

j eQj
R
3 eQ w (x) dx � 1

3n
1

j eQj
R eQ w(1��3Q)dx � 1

3n
1
2
M(w(1�

�3Q)) (x). Es decir que con c = 3
n2 es cMw (z) �M(w(1��3Q)) (x) de donde para cualquier

z 2 Q �jo tenemos cMw (z) = 1
jQj
R
Q cMw (z) dx � 1

jQj
R
QM(w(1 � �3Q)) (x) dx luego

c ��nf
z2Q

Mw (z) � 1
jQj
R
QM(w(1� �3Q)) (x) dx
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Ahora, aplicando un par de veces la equivalencia de Herz-Stein y usando que
K(s; f ;L1; L1) = t � f�� (t), obtenemos las siguientes expresiones equivalentes
a los lados izquierdo y derecho de (81):

(M(Mw))
�
(t) � 1

t

Z t

0

(Mw)�(s)ds � 1

t

Z t

0

f��(s)ds =
1

t

Z t

0

K(s; f ;L1; L1)
ds

s
;

(Mw)
�
(t) � 1

t

Z t

0

f�(s)ds =
1

t
K(t; f ;L1; L1):

Reescribiendo en consecuencia la acotación no trivial de la equivalencia (81)
nos queda que Z t

0

K(s; f ;L1; L1)
ds

s
� K(t; f ;L1; L1):

Así, si w es un peso que satisface (74) se tiene que w 2 RHLLogL.

Observación 158 Como ejemplo, es posible destacar una conexión interesante
con la teoría de Extrapolación de Jawerth-Milman. De hecho, esta teoría pro-
porciona muchos ejemplos de operadores de tipo débil (1; 1); (1;1) mediante la
extrapolación de desigualdades (cf. [58]). Un resultado prototípico puede enun-
ciarse como sigue: Si T es un operador en una escala de interpolación real
fX�;qg�;q; � 2 (0; 1); q � 1; tal que

kTkX�;q!X�;q
� (1� �)��1

entonces T satisface (76). En particular, si X está ordenado (es decir X1 �
X0 con inclusión continua) y solo nos interesa el comportamiento en espacios
cercanos al espacio mayor X0, es decir cuando � ! 0, entonces los operadores
que satisfacen kTkX�;q!X�;q

� ��1 cuando � ! 0; pueden ser caracterizados
por la desigualadad que sigue (cf. [58])

K(r; Tf ;X)

r
� Cf1

r

Z r

0

K(s; f ;X)
ds

s
g (82)

En particular, para X = (L1; L1) esto nos lleva a las desigualdades de reorde-
namiento,

1

r

Z r

0

(Tf)�(s)ds � C

r

Z r

0

f��(s)ds: (83)

La idea que subyace al Teorema 154 es que si f 2 RHLLogL tenemos

1

r

Z r

0

K(s; f ;X)
ds

s
� kfkRHLLogL

K(r; f ;X)

r

por lo tanto si integramos (83) podemos usar la condición RHLLogL dos veces
en el lado derecho para obtenerZ t

0

K(r; Tf ;L1; L1)

r
dr � C kfk2RHLLogL

K(t; f ;L1; L1)

lo cual en efecto revierte la desigualdad de (82).
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4.4. Clases Hölder reversas y pesos no doblantes

Para medidas absolutamente continuas d� = w (x) dx con w una función
positiva y localmente integrable se de�nen de manera natural las clases Hölder
reversas: Así, para 1 < p <1 decimos que g 2 RHp(w); si existe C � 1 tal que
para todo cubo Q, se tiene:�

1

w(Q)

Z
Q

g(x)pw(x)dx

�1=p
� C

w(Q)

Z
Q

g(x)w(x)dx;

siendo w(Q) =
R
Q
w(x)dx.

Si � es doblante (es decir que existe cierta constante c � 1 tal que para
toda bola B (x; r) se tiene: �(B(x; 2r)) � c�(B(x; r))) se mantiene la equivalen-
cia de Herz-Stein (con los reordenamientos decrecientes respecto de la medida
w (x) dx):

(Mwg)
�
w(t) � g��w (t); (84)

, donde el operador maximal Mw se de�ne como:

Mwg(x) = sup
Q3x

1

w(Q)

Z
Q

g(x)w(x)dx

. Esto nos proporciona la correspondiente relación con las K�funcionales:

(Mwg)
�
w(t) �

K(t; g;L1w; L
1
w )

t

, así como �
(Mwg

p)
�
w

� 1
p (t) � K(t1=p; g;Lpw; L

1)

t1=p
(85)

, y por lo tanto podemos usar, con los cambios obvios, el análisis de las sec-
ciones precedentes. Por otra parte, cuando w (x) dx es un peso no doblante, en
general no puede asegurarse la validez de (84), y por lo tanto puede no valer la
equivalencia:

tg��w (t) � K(t; g;L1w; L
1
w );

por lo que es necesario modi�car el enfoque. Esto es posible, mediante una idea
introducida en [3], usando empaquetamientos: Un empaquetamiento � es una
familia �nita o numerable de cubos (de lados paralelos a los ejes coordenados)
cuyos interiores no se intersecan. Dado un empaquetamiento se de�nen las fa-
milias de operadores de promediación S�, donde

S�(g)(x) =

j�jX
i=1

�
1

w(Qi)

Z
Qi

g(y)w(y)dy

�
�Qi

(x); g 2 L1w(Rn) + L1(Rn);

y claramente se tiene que

Mwg (x) = sup
�
S� jgj (x)

de donde se tiene

(Mwg)
�
w(t) =

�
sup
�
S� jgj

��
w

(t)
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.En este contexto, para restaurar la equivalencia (84), se de�ne un operador
maximal modi�cado invirtiendo el orden del reordenamiento y los supremos:
Consideramos sup

�
(S� jgj)�w (t) y para 1 � p <1; tenemos (cf. [3])

sup
�
((S�(jgjp))

�
w (t))

1=p � K(t1=p; g;Lpw; L
1)

t1=p

como sucedáneo de (85).
La clave de esta construcción es que permite expresar en términos de las

K�funcionales la información provista por las desigualdades de Hölder reversas
sustituyendo por el operador maximal modi�cado sup

�
((S�(jgjp))

�
w (t))

1=p allí

donde Mw puede no estar acotado. De hecho, si g 2 RHp(w(x)dx), de las
de�niciones tenemos que

t1�1=pK(t1=p; g;Lpw(Rn); L1(Rn)) � C kgkRHp(w(x)dx)
K(t; g;L1w(Rn); L1(Rn)):

Luego, si tomamos � = 1� 1=p; se tiene
t�K(t1��; g;Lpw(Rn); L1(Rn)) � C kgkRHp(w(x)dx)

K(t; g;L1w(Rn); L1(Rn))

lo que en de�nitiva nos da

K(t; g;Lpw(Rn); L1(Rn)) (86)

� C kgkRHp(w(x)dx)
t�

�
1��K(t

1
1�� ; g;L1w(Rn); L1(Rn)) (87)

= C kgkRHp(w(x)dx)
t
K(t

1
1�� ; g;L1w(Rn); L1(Rn))

t
1

1��
:

Por lo tanto, se obtiene la condición de (17) y obtenemos que RHp(w(x)dx) �
RH�;p(L

1
w(Rn); L1(Rn)). Se puede localizar este resultado usando las fórmulas

para las K�funcionales para cada cubo (cf. [77]):

K(t; g�Q;L
p
w(Q); L

1(Q)) � C kgkRHp(w(x)dx)
t
K(t

1
1�� ; g�Q;L

1
w(Q); L

1(Q))

t
1

1��

. Usando la fórmula de Holmstedt (ver apéndice) podemos realizar el análisis
en el caso con pesos como lo hicimos en el caso sin pesos. De hecho, obtenemos
que si g 2 RHp(w(x)dx) entonces, para 0 < t < w(Q), vale:Z t

0

[K(s; g�Q;L
1
w(Q); L

1(Q))s��]p
ds

s
� C[K(s; g�Q;L

1
w(Q); L

1(Q))s��]p:

Además de la referencia [3], donde se introduce el operador sup
�
((S�(jgjp))

�
w (t))

1=p

como sustituto de (Mwg)
�
w(t), cabe referir al lector interesado a [77] donde se

calcula la K�functional para el par (L1w (Q) ; L1 (Q)).

5. La preimagen de Ap para el Operador de Hardy-
Littlewood

5.1. La situación en Rn

En esta sección queremos brindar alguna caracterización de los pesos u en
Rn tales que Mu 2 A1. Esta era según parece una cuestión abierta, por ejem-
plo veáse ([36]) donde se re�ere a ([35]) donde hay resultados parciales para
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funciones monótonas en R, y hasta donde sabemos ([26] -en Rn- y [27] -en
Q � Rn-) son los primeros que dan resultados sin hipótesis adicionales sobre los
pesos. Mostraremos que si para un peso u vale que Mu 2 A1 de hecho tiene
que ocurrir la condición, mucho más fuerte: Mu 2 A1. A partir de un resultado
debido a Neugebauer se sabe que estos pesos se pueden caracterizar por una
condición puntual para el operador maximal: (M (ur) (x))

1
r � CMu (x) para

cierta C > 0; r > 1 y 8x 2 Rn a.e., por lo que esto se satisface inmediatamente
para un peso perteneciente a cualquier clase Hölder reversa. Remarquemos que
en Rn la condición puntual, (M (ur) (x))

1
r � CMu (x) a.e. para cierto C > 0

�jo, es estrictamente más débil que pedir una condición de Gehring: 9C > 0

tal que
�

1
jQj
R
Q
ur
� 1
r � C 1

jQj
R
Q
u para todo cubo Q; por ejemplo cualquier

u perteneciente a d�ebil � A1 (de�nición más adelante) pero no a A1, satis-
face una condición de Neugebauer pero, para tal u no existe C > 0 tal que�

1
jQj
R
Q
ur
� 1
r � C 1

jQj
R
Q
u para todo cubo Q. Esta situación contrasta con el

caso del operador maximal local -es decir: restringidas a cubos incluidos en un
cubo abierto �nito �jo Q0, donde la condición de Neugebauer a.e. para x 2 Q0
es en realidad equivalente a una condición de Gehring con alguna constante �ja
C > 0 para todo Q � Q0. Remitimos al lector a la referencia [26] para este caso
con el operador maximal local M .

También presentaremos otra condición en términos de las medidas de los con-
juntos fju (x) > �jg, mediante el uso de algunas desigualdades puntuales útiles
encontradas por A. Lerner, que involucran el operador maximal sharp u#, el op-
erador maximal local m� (u) y el operador maximal de Hardy-Littlewood Mu.
La condición resultante es más débil que algunas condiciones similares que carac-
terizan los pesos A1. Una consecuencia interesante que podemos obtener de este
resultado es una caracterización de los pesos A1 similar a la conocida construc-
ción de Coifman y Rochberg (que está dada en términos de k (x) (Mu (x))

� -con
k y k�1 pertenecientes a L1- para � 2 [0; 1)), pero involucrando u# y m� (u)
en lugar de Mu (x). Como otra consecuencia podemos mejorar, para esos pe-
sos u tales que Mu 2 A1 -y por lo tanto, como veremos, Mu 2 A1-, algunas
desigualdades conocidas para operadores integrales singulares.
Los pesos que pertenecen a A1 pueden ser descriptos por varias condiciones.

En la referencia [42] se enumeran muchas de dichas condiciones las cuales son
mutuamente equivalentes para los pesos habituales de Muckenhoupt (con el
operador maximal asociado a las bases de cubos -con lados paralelos a los ejes
coordenados en Rn-) pero que pueden proporcionar diferentes clases de pesos
para otras bases7 . Aquí trataremos con las bases habituales de los cubos y los
correspondientes pesos de Muckenhoupt, pero uno podría traducir algunos de
los resultados para varias otras bases B de abiertos para las cuales las clases Ap;B
se de�nen análogamente a las clases Ap (cambiando cubos por conjuntos B 2 B)
y para los cuales las propiedades que relacionan los pesos y sus normas-Ap aún
se mantienen.

7Con una base nos referimos a una colección B de abiertos de Rn, y en realidad aquí las
bases B serán siempre bases de Muckenhoupt lo que signi�ca que el operador MB está acotado
en Lp (w), donde MBf (x) = sup

fB2B:x2Bg

1
w(B)

R
B jf jwdx para cada w 2 Ap;B (que se de�nen

como en 25 reemplazando los cubos Q por los abiertos B 2 B)
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Además también veremos que los pesos tales que Mu 2 A1 satisfacen una
condición puntual análoga a las de tipo Gehring o a las Hölder reversas.
Resumiendo, los principales resultados de esta sección son:

Proposición 159 Sea u un peso en Rn, se tiene que Mu 2 A1 si y solo si
Mu 2 A1.

Teorema 160 Sea u un peso en Rn, Mu 2 A1 si y solo si existe s > 1 y
C0 > 0 tal que (Mus)

1
s (x) � C0Mu (x).

Criterio 161 Sea u un peso en Rn, Mu 2 A1 si y solo si para algún � 2 (0; 1)
ocurre que m� (Mu) tM (Mu).

Teorema 162 Sea u un peso en Rn; entonces para casi todo x 2 Rn, existe
cierto cubo Qx con x 2 Qx, tal que para todo cubo Q con x 2 Q vale que:

Mu 2 A1 () 9� > 0; � 2 (0; 1) :
���fy 2 Qx :Mu (y) � � (Mu)Qg

��� � � jQxj

.

Desde luego que los cuatro resultados previos pueden englobarse en una
equivalencia entre Mu 2 A1 y las condiciones de dichos resultados, pero prefe-
rimos desglosarlos de esta manera más manejable. Además tenemos el siguiente
resultado análogo:

Teorema 163 (1) Si 0 < � < 1, f 2 L1loc (Rn), u 2 A1 y C1; C2 son constantes
no negativas entonces C1

�
f# (x)

��
+ C2 (m�u (x))

� 2 A1.
(2) Recíprocamente, si w 2 A1 entonces existen f 2 L1loc (Rn), u 2 A1,

constantes no negativas C1 y C2, y k (x) tal que k y k�1 2 L1 tales que:

w (x) = k (x)
�
C1f

# (x)
�
+ C2m�u (x)

�
�
.

El teorema de arriba es análogo a un resultado útil ya mencionado debido a
Coifman, R. y Rochberg, R. para caracterizar los pesos de la clase A1:

Teorema 164 (1) Sea f 2 L1loc (Rn) tal que Mf (x) <1 a.e. y sea 0 � � < 1,
entonces w (x) =Mf (x)

� está en A1. Además la constante A1 depende solo de
�.
(2) Recíprocamente, si w 2 A1 entonces existen f 2 L1loc (Rn) y k (x) con k

y k�1 pertenecientes a L1 tal que w (x) = k (x)Mf (x)
�.

Observación 165 La prueba del teorema de Coifman y Rochberg se puede en-
contrar en [38] (o véase [31] para el trabajo original), usando una descomposi-
ción adecuada de f y la desigualdad de Kolmogorov para probar (1). El punto
(2) es bastante elemental.

Recopilamos algunas propiedades conocidas que usaremos a lo largo de esta
sección. Las tres primeras se pueden obtener fácilmente usando la de�nición de
las clases Ap, y la de�nición de las constantes [Ap], y la desigualdad de Hölder
(ver, por ejemplo [38]):
A) Ap � Aq si p < q, y también [w]Aq

� [w]Ap
.

B) w 2 Ap si y solo si w
1

1�p 2 A 1
1�p
.
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C) Si w0; w1 2 A1 entonces w0w1�p1 2 Ap.
Otra propiedad que necesitaremos es el recíproco de la propiedad C). Esa

propiedad (Teorema de Factorización de P. Jones) es mucho más profunda que
la anterior (ver por ejemplo [106]).
D) Si w 2 Ap existen w0; w1 2 A1 tales que w = w0w

1�p
1 .

Finalmente, una última propiedad que necesitaremos es:
E) Si w 2 Ap existe � > 1 tal que w� 2 Ap.
Esta última propiedad suele probarse mediante el uso de desigualdades de

Hölder inversas que satisfacen los pesos Ap (ver [38], [50] o [49]); pero se puede
obtener fácilmente a partir de la construcción Coifman-Rochberg, algo quizás
no tan conocido: Si w 2 A1 por (2) es w (x)

�
= k (x)

�
Mf (x)

�� y tomando
1 < � < 1

� tenemos, por (1), que Mf (x)
�� 2 A1 y entonces

Mw (x)
� �M

�
kkk�1Mf (x)

��
�
� [(Mf)

�
]A1
kkk�1

�
Mf (x)

��
�
�

[(Mf)
�
]A1
kkk�1



k�1

�1 k (x)
�
Mf (x)

��
= [(Mf)

�
]A1
kkk1



k�1

�1 w (x)
�
:

Luego w (x)� 2 Ap con [w]Ap
� [(Mf)

�
]A1
kkk1



k�1

�1. Por otro laso, para
p > 1 y w 2 Ap por la propiedad D) tenemos w = w0w

1�p
1 con w0; w1 2 A1, y

para j = 0; 1 escribimos wj (x) = kj (x)Mfj (x)
�j , y para 1 < � < m��n

n
1
�j

o
tenemos que w�0 ; w

�
1 2 A1 y usando C) obtenemos que w� = w�0 (w

�
1 )
1�p 2 Ap.

Por la propiedad A, las clases Ap están anidadas, así que queda bien de�nida
la clase A1 =

S
p<1

Ap.

Una caracterización de un peso w por pertenecer a A1 es la siguiente:

w 2 A1 () 9�; � 2 (0; 1) : jfy 2 Q : w (y) � �wQgj � � jQj (88)

para todo cubo Q (ver, por ejemplo, [42] para esta y otras caracterizaciones para
bases generales).
El mencionado teorema 162 nos muestra una condición necesaria y su�ciente

para queMu pertenezca a A1 con un enunciado más débil pero bastante similar
a (88):

Mu 2 A1 () 9� > 0; � 2 (0; 1) :
���fy 2 Qx :Mu (y) � � (Mu)Qg

��� � � jQxj
(89)

para x 2 Rn (a.e.), para cierto cubo Qx 3 x, y para cada cubo Q al que x
pertenezca.
De la de�nición de pesos Ap se deduce fácilmente que si u 2 Ap entonces o

bien u es localmente integrable, o sino u =1 a.e.
Como llamamos pesos a funciones no negativas localmente integrables, y

queremos describir esos pesos w tales que Mw es un peso A1, asumimos que
siempre estamos tratando con pesos w tales que Mw es localmente integrable y
luego Mw <1 (a.e.) aunque en alguna ocasión omitamos mencionarlo explíci-
tamente.
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5.1.1. Algunos resultados

El primer paso es la proposición 159 que muestra que siMu 2 A1, entonces
de hecho Mu 2 A1, y como A1 � A1 se tiene que Mu 2 A1 () Mu 2 A1.
Entonces, lo que tenemos que hacer es caracterizar los pesos u tales que Mu 2
A1.
Naturalmente A1 $ A1, así que hay pesos w tales que w 2 A1 and w =2 A1.

Este resultado nos muestra que ningún peso w que esté en A1 r A1 es de la
forma w = Mu. En términos de índices lo que nos dice es que si Mu 2 A1

entonces ind
n
(Mu)

�1
o
= 1.

Demostración de la Proposición 159:
Demostración. La implicación Mu 2 A1 =) Mu 2 A1 es trivial ya que
A1 � A1.
Solo tenemos que mostrar que Mu 2 A1 =) Mu 2 A1.
Si Mu 2 A1 =

S
p<1

Ap, se tiene que Mu 2 Ap para algún p � 1. Si p = 1

no hay nada que probar. Sea p > 1, debido al resultado de Coifman y Rochberg
antes mencionado tenemos que (Mu)

� 2 A1 para algún � with 0 � � < 1 y
cualquier u localmente integrable, pero generalmente no es cierto queMu 2 A1,
de hecho estamos en el proceso de probar que si además tenemos que Mu 2 Ap,
en efecto Mu 2 A1.
Necesitamos el siguiente resultado (ver, por ejemplo, [97], ej 5 d) Cap 3):

Para un espacio de probabilidad (
; �), es decir con medida � (
) = 1, si�R


jf jr d�

� 1
r <1 para algún r > 0, se tiene que

l��m
r!0+

�Z



jf jr d�
� 1

r

= exp

�Z



log (jf j) d�
�
:

Nótese que usando que � (
) = 1 y la desigualdad de Hölder se obtiene�Z



jf jr1 d�
� 1

r1

�
�Z




jf jr2 d�
� 1

r2

si r1 � r2. Entonces para r > 0 tenemos que�Z



jf jr d�
� 1

r

� exp
�Z




log (jf j) d�
�
= l��m
r!0+

�Z



jf jr d�
� 1

r

:

Ahora, para todo q > p, usando que

sup
Q

Mu(Q)

jQj

�
1

jQj

Z
Q

Mu (x)
� 1
q�1 dx

�q�1
= [Mu]Aq

� [Mu]Ap

(propiedad A), se tiene que para cualquier cubo Q :

Mu(Q)

jQj

�
1

jQj

Z
Q

Mu (x)
� 1
q�1 dx

�q�1
� [Mu]Ap <1:
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Si q tiende a in�nito entonces 1
q�1 tiende a 0

+, luego tomando r = 1
q�1 y

aplicando el resultado de arriba para f = w�1, 
 = Q y d� = dx
jQj , se tiene

l��m
q!+1

�
1

jQj

Z
Q

Mu (x)
� 1
q�1 dx

�q�1
= exp

�Z
Q

log
�
Mu (x)

�1
�
dx

�

= exp

�Z
Q

� log (Mu (x)) dx

�
=

1

exp
�R

Q
log (Mu (x)) dx

� :
Tomando límite en

Mu(Q)

jQj

�
1

jQj

Z
Q

Mu (x)
� 1
q�1 dx

�q�1
� [Mu]Ap

tenemos que
Mu(Q)

jQj
1

exp
�R

Q
log (Mu (x)) dx

� � [Mu]Ap

luego
Mu(Q)

jQj � [Mu]Ap
exp

�Z
Q

log (Mu (x)) dx

�
:

Además, la observación de arriba aplicada para f = Mu nos da que para
cualquier r > 0 se cumple que�

1

jQj

Z
Q

(Mu)
r
dx

� 1
r

� exp
�Z

Q

log (Mu (x)) dx

�
:

Así

Mu(Q)

jQj � [Mu]Ap exp

�Z
Q

log (Mu (x)) dx

�
� [Mu]Ap

�
1

jQj

Z
Q

jMujr dx
� 1

r

y entonces
Mu(Q)

jQj � [Mu]Ap

�
1

jQj

Z
Q

jMujr dx
� 1

r

:

Tomando r = � con 0 � � < 1 y usando que para tal � vale que (Mu)
r
=

(Mu)
� 2 A1, entonces

1

jQj

Z
Q

jMujr dx � [(Mu)
r
]A1 (Mu (x))

r

a.e, para cada x 2 Q.
Entonces tenemos que para casi todo x 2 Q

Mu(Q)

jQj � [Mu]Ap

�
1

jQj

Z
Q

jMujr dx
� 1

r

� [(Mu)
r
]A1

([(Mu)
r
]A1

(Mu (x))
r
)
1
r

= [(Mu)
r
]A1

([(Mu)
r
]A1
)
1
r (Mu (x)) :
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Tomando C = [(Mu)
r
]A1 ([(Mu)

r
]A1)

1
r independiente de Q, para todo Q se

obtiene que
Mu(Q)

jQj � C Mu (x)

a.e para x 2 Q.
Entonces casi en todo x 2 Rn tenemos que

M (Mu) (x) = sup
Q3x

Mu(Q)

jQj � C Mu (x)

, es decir,
M (Mu) (x) � C Mu (x)

y por lo tanto llegamos a que Mu 2 A1.
La proposición anterior junto con un lema debido a Neugebauer (publica-

do en [35]) nos permite dar una caracterización de todos los pesos u tal que
Mu 2 A1. Hasta hace unos años, este era un problema abierto con interesantes
consecuencias para mejorar algunas desigualdades de dos pesos para varios op-
eradores (cf. [36]).
Para completar transcribimos a continuación el lema de Neugebauer y su

fácil demostración. En [35] el lema es considerado en R, pero la demostración
funciona, mutatis mutandis, en Rn.

Teorema 166 (Neugebauer) Para un peso u se tiene que Mu 2 A1 si y solo si
existen s > 1 y C0 > 0 tales que (Mus)

1
s (x) � C0Mu (x).

Demostración. Si tal s > 1 existe entonces 1
s < 1 y la caracterización de

Coifman-Rochberg de los pesos A1 nos dice que (Mus)
1
s está en A1. Luego

M
�
(Mus)

1
s

�
� C1 (Mus)

1
s , y utilizando la hipótesis y el hecho de que por

Hölder: Mu � (Mus)
1
s , obtenemos M (Mu) � M

�
(Mus)

1
s

�
� C1 (Mus)

1
s �

C1CMu, y entonces M(Mu) � CMu, es decir Mu 2 A1.
Recíprocamente, si Mu 2 A1 entonces Mu satisface una desigualdad de

Hölder inversa (RHI), eso signi�ca que para algunos s > 1 y C > 0 se cumple
para cualquier cubo Q �

1

jQj

Z
Q

Mus
� 1

s

� C
1

jQj

Z
Q

Mu

y tomando supremos sobre los cubos tenemos:

(Mus)
1
s � CMu:

Como ya hemos mencionado del lema de Neugebauer junto con la Proposi-
ción 159, que recordamos que establece que Mu 2 A1 si y solo si Mu 2 A1,
obtenemos el Teorema 160, cuyo enunciado recordamos:
Sea u un peso en Rn, Mu 2 A1 si y solo si existen s > 1 y C0 > 0 tales que

(Mus)
1
s (x) � C0Mu (x).

Demostración. Es inmediato del lema de Neugebauer y la Proposición 159.
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Observación 167 Observemos que se obtiene una acotación para la constante
[Mu]A1

, esto es:

[Mu]A1
� [(Mu)

r
]A1
([(Mu)

r
]A1
)
1
r :

Observación 168 Debido a los resultados anteriores los pesos u conMu 2 A1
son aquellos para los que hay algún C > 0 tal que (a.e.)

M(Mu) (x) � CMu (x)

Como mencionamos arriba, para los pesos Mu 2 A1, también tenemos el
siguiente resultado en término de índices:

Proposición 169 Si Mu 2 A1 entonces ind
n
(Mu)

�1
o
= 1.

Demostración. Esto es casi inmediato a partir de 127 y 159: Sea w = Mu 2
A1 = RH es indfwg > 0 y por 159 tenemos que w 2 A1 y por lo tanto w 2 Ap
para cada p entre 1 y 2; por lo que debido a 127 tenemos que indfw�1g > 2� p
para todo p > 1, por lo tanto ind

�
w�1

	
� 1, como por la de�nición de índices

es ind f�g � 1 nos queda ind
n
(Mu)

�1
o
= 1.

5.1.2. Algunas de�niciones y propiedades adicionales.

Ahora usaremos algunas desigualdades puntuales para ciertos operadores
maximales para debilitar la condición anterior. Necesitamos de�nir la función
maximal local (sharp), redescubierta por O. Strömberg ([107]); la noción ya
había sido considerada por F. John ([60]).

De�nición 170 Sea f una función medible y � 2 (0; 1), la función maximal
local m� (f) se de�ne como:

m�f (x) = sup
Q3x

�
f�Q

��
(� jQj) :

Señalemos algunas propiedades básicas de f�, m�f (x), y f#, que son in-
mediatas a partir de sus de�niciones:
(i) f# (x) � 2Mf (x).
(ii) Si c > 0 entonces (cf)� (t) = c (f)

�
(t).

(iii) Si f (x) � g (x) a:e: entonces f� (t) � g� (t) para todo t � 0.
(iv) Usando iii), si f (x) � g (x) a:e: entonces m� (f) (x) � m� (g) (x) para

todo x.
(v) Si c > 0, usando ii) tenemos que m� (cf) (x) = cm� (f) (x).
También necesitaremos el resultado (vi) algo menos trivial que presentamos

a continuación:

Lema 171 (vi) Si f 2 L1loc (Rn) se tiene que m� (f) (x) � jf (x)j en cada punto
de Lebesgue de f , y por lo tanto a.e.

Demostración. Tendremos que recordar una de�nición y un resultado conocido
de análisis real. La de�nicion es la siguiente: Una sucesión fEigi2N de conjuntos
de Borel de Rn se dice que se contrae bien a x si hay un número � > 0 tal que
hay una sucesión de cubos fQ(x;ri)gi2N de Rn centrados en x de radios ri ! 0,
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tales que Ei � Q(x;ri) y jEij � �
��Q(x;ri)��. El resultado es: Si x 2 Rn es un

punto de Lebesgue de f 2 L1loc (Rn) y fEigi2N es una secuencia de conjuntos
que se se contrae bien a x entonces

f (x) = l��m
i!1

1

jEij

Z
Ei

f (z) dz

(ver [97], teorema 7.10 -cambiando cubos por bolas y f 2 L1loc (Rn) en lugar de
f 2 L1 (Rn) la demostración igual funciona-).
Ahora, para cualquier � positivo con � < 1, usando las de�niciones de reor-

denamientos decrecientes y de m� tenemos que

8Q 3 x : jfy 2 Q : jf (y)j > �m�f (x)gj � � jQj :

Entonces, si tomamos ri = 1
i ! 0 y nombramos

fEigi2N = fy 2 Q(x;ri) : jf (y)j � �m�f (x)g

entonces
Ei = Q(x;ri) n fy 2 Q(x;ri) : jf (y)j > �m�f (x)g

y obtenemos que

jEij =
��Q(x;ri) n fy 2 Q(x;ri) : jf (y)j > �m�f (x)g

�� � Q(x;ri) � �
��Q(x;ri)��

, es decir
jEij � (1� �)

��Q(x;ri)��
y entonces fEigi2N es una secuencia de conjuntos que se contrae bien a x. Pero
ahora, con estos conjuntos Ei podemos aplicar el resultado mencionado para
cualquier punto de Lebesgue para obtener:

f (x) = l��m
i!1

1

jEij

Z
Ei

f (z) dz � l��m
i!1

1

jEij

Z
Ei

�m�f (x) dz

y usando jf (x)j en lugar de f (x) :

jf (x)j � l��m
i!1

�m�f (x)

jEij

Z
Ei

dz = l��m
i!1

�m�f (x)

jEij
jEij = �m�f (x) :

Entonces
jf (x)j � �m�f (x)

8� < 1, y tomando límite para � ! 1� obtenemos:

jf (x)j � m�f (x)

para cada punto de Lebesgue de f y por lo tanto a.e.
Continuando enumerando unas pocas propiedades más que necesitaremos:
(vii) Para cualquier � 2 (0; 1) hay una constante c�;n (dependiendo solo de

� y n) tal que para todo u 2 L1loc y x 2 Rn se tiene (ver [70] o [71]):

m� (Mu) (x) � c�;nu
# (x) +Mu (x) :
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(viii) Usando vii) y aplicando vi) a f =Mu obtenemos

m� (Mu) (x) � cMu (x) a.e.

para algún c > 0.
(ix) m� (Mu) y Mu son puntualmente equivalentes (a.e.), es decir

m� (Mu) tMu

, o sea hay constantes positivas A y B tales que m�(Mu) (x) � AMu (x) y
Mu (x) � Bm�(Mu (x)) (a.e.). Obtenemos esto tomando A = c en viii), y
B = 1 en vi).
(x) Es inmediato de la de�nición de M que Mf (x) � f (x) a.e.

5.1.3. Algunos resultados más

De la proposición 159 tenemos queMu 2 A1 si y sólo siMu tM(Mu). En
realidad, un enunciado más débil es su�ciente para garantizar que Mu 2 A1.
Este es el Criterio 161 y se sigue de nuestra proposición 159 y la desigualdad
vii). Recordemos su enunciado: Mu 2 A1 si y solo si m� (Mu) �M(Mu) para
algún � 2 (0; 1). Veámoslo:
Demostración. Por la Proposición 1 tenemosMu 2 A1 () Mu 2 A1, luego
Mu 2 A1 si y solo si hay algún C > 0 : M (Mu) (x) � CMu (x) a.e. y usando
que M (f) (x) � f (x) a.e. para f 2 L1loc tenemos que M (Mu) (x) � Mu (x)
a.e., y entonces ix) nos da que Mu 2 A1 () Mu 2 A1 () Mu t
M (Mu) () m� (Mu) tM (Mu).

Observación 172 Podemos observar que es su�ciente quem� (Mu) tM (Mu)
para algún � 2 (0; 1) para obtener que Mu 2 A1 y entonces m� (Mu) t
M (Mu) para todo � 2 (0; 1).

A causa de viii), dado cualquier u siempre podemos asegurar que para un ade-
cuado c > 0 vale m� (Mu) (x) � cMu (x) � cM (Mu) (x), y así m� (Mu) (x) �
cM (Mu) (x) a.e.; de este modo, por el criterio de arriba, una condición nece-
saria y su�ciente sobre u, para que Mu pertenezca a A1 es la existencia de una
constante C > 0 tal que M (Mu) (x) � Cm� (Mu) (x) a.e.

Como mencionamos en la introducción a esta sección, ahora queremos pro-
bar que (89) es una condición necesaria y su�ciente sobre un peso u para que
Mu esté en A1.
Una condición como (89) pero aplicada para un peso arbitrario w en lugar

de Mu es más débil que (88), esto es:

Condición 173 Si w 2 A1 entonces 9�1 > 0; �1 2 (0; 1) tales que para casi
todo x 2 Rn existe un cubo Qx 3 x que veri�ca que, para todo cubo Q 3 x, se
cumple jfy 2 Qx : w (y) � �1wQgj � �1 jQxj.

Para ver la implicación de la condición 173 recordemos la siguiente equiva-
lencia conocida (cf. [42]):

Condición 174 w 2 A1 si y solo si 9�; � 2 (0; 1) :
8Q cubo se tiene jfy 2 Q : w (y) � �wQgj � � jQj.
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Veamos ahora 173: si w 2 A1 �jamos algún k 2 (0; 1), por ejemplo k = 1
2 ,

y para cualquier x se tiene un cubo Qx 3 x tal que wQx
= w(Qx)

jQxj � kMw (x).
Entonces, tomemos �1 = �k y para todo Q 3 x tendremos que

fy 2 Qx : w (y) � �1wQg � fy 2 Qx : w (y) � �1Mw (x)g

� fy 2 Qx : w (y) �
�1
k

w (Qx)

jQxj
g

luego aplicando la condición 174 a Qx se tiene

jfy 2 Qx : w (y) � �1wQgj �
���fy 2 Qx : w (y) � �1

k
wQxg

���
= jfy 2 Qx : w (y) � �wQxgj � � jQxj

por lo que la condición 173 (LocalAINF) se cumple con �1 = �k, �1 = � y con
Qx el cubo elegido para el cual

w(Qx)
jxj � kMw (x).

Aunque la condición 173 es más débil que A1 para un peso genérico cuando
se aplica a un peso que es la función máximal de otro peso, es decir, si w =Mu
entonces la condición 173 implica A1, por lo que son condiciones equivalentes
para pesosMu. Ese es el enunciado del teorema 162 cuyo enunciado recordamos:
Sea u un peso en Rn; entonces para casi todo x 2 Rn, existe cierto cubo

Qx con x 2 Qx, tal que para todo cubo Q con x 2 Q vale que:para casi todo
x 2 Rn para algún cubo Qx 3 x, y para todo cubo Q al que x pertenezca.
Probémoslo:
Demostración. Por la observación anterior Mu 2 A1 si y solo si existe una
constante positiva B y un � 2 (0; 1) :

M(Mu) (x) � Bm�(Mu (x))a:e: (90)

Luego, garantizar Mu 2 A1 es equivalente a tener:

�M(Mu) (x) � m�(Mu (x)) (91)

para algún � > 0 y casi todo x 2 Rn. Ahora usando la de�nición de m� tenemos
que (91) equivale a decir que para casi todo x 2 Rn

9Qx 3 x :
�
Mu�Qx

��
(� jQxj) � � (Mu)Q

para todo cubo Q 3 x. Ahora, por la de�nición de reordenamientos decrecientes,
esto signi�ca que para casi todo x 2 Rn

9Qx 3 x :
���fy 2 Qx :Mu (y) > � (Mu)Qg

��� > � jQxj

para todo cubo Q 3 x. Tomando complementos respecto a Qx y llamando
� = (1� �) 2 (0; 1), tenemos (90), y por lo tanto Mu 2 A1 es equivalente a la
existencia de � > 0; � 2 (0; 1) tales que para casi todo x 2 Rn hay algún cubo
Qx 3 x : ���fy 2 Qx :Mu (y) � � (Mu)Qg

��� � � jQxj

para todo Q 3 x.
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Ejemplo 175 Es fácil ver que una clase de pesos u tal que Mu 2 A1 es la
propia clase A1, es decir, M(A1) � A1, y por nuestra primera proposición
de hecho M(A1) � A1. De hecho, podemos proporcionar una prueba elemental
de esto usando el teorema anterior y la caracterización (88) de pesos A1: Fi-
jamos algún k 2 (0; 1), y para cada x tomamos un cubo Qx tal que Mu(Qx)

jQxj �
kM (Mu) (x); debido a (88) y al hecho de que u 2 A1 tenemos �1; �1 tales

que para cualquier cubo eQ vale que:
���fy 2 eQ : u (y) � �1u eQg

��� � �1

��� eQ���. En-
tonces para eQ = Qx, � = �1

k , � = �1 y para cualquier Q 3 x, y usando

las inclusiones triviales debidas a las desigualdades Mu(Qx)
jQxj � kM (Mu) (x);

MMu (z) �Mu (z) a.e., y Mu (z) � u (z) a.e. se tiene que:����fy 2 Qx :Mu (y) � �
Mu (Q)

jQj g
���� � ����fy 2 Qx :Mu (y) � �

MMu (Q)

jQj g
���� �

� jfy 2 Qx :Mu (y) � �M (Mu) (x)gj � jfy 2 Qx : u (y) � �M (Mu) (x)gj

�
����fy 2 Qx : u (y) � �

k

Mu (Qx)

jQxj
g
���� � � jQxj

es decir que obtenemos����fy 2 Qx :Mu (y) � �

k

Mu (Q)

jQj g
���� � � jQxj

y por el teorema 162 llegamos a que Mu 2 A1.

Ejemplo 176 En realidad, para las Mu con u 2 A1 hay una forma más corta
de probar que Mu 2 A1: Debido a la desigualdad de Hölder tenemos que para
todo r > 1 :

1

jQj

Z
Q

u (x) �
�
1

jQj

Z
Q

ur (x)

� 1
r

y tomando supremos
Mu (x) � (M (ur) (x))

1
r :

Ahora por la caracterización Coifman-Rochberg de los pesos A1, para cualquier
función g localmente integrable y � 2 [0; 1) se tiene queMg (x)

� 2 A1 y entonces
(M (ur) (x))

1
r 2 A1, por lo tanto para alguna constante C > 1 :

MMu (x) �M
�
(M (ur) (x))

1
r

�
� C (M (ur) (x))

1
r

a.e. Pero si u 2 A1 entonces u 2 Ap para algún p � 1, y luego satisface una
desigualdad de Hölder reversa (ver [38]) para algún r > 1, esto es�

1

jQj

Z
Q

ur (x)

� 1
r

� C
1

jQj

Z
Q

u (x)

para cierto C > 0, así
(M (ur) (x))

1
r � CMu (x)

y entonces
MMu (x) � CMu (x)

a.e. Esto es: Mu 2 A1.

83



Observación 177 Veremos, sin embargo (en el ejemplo que sigue abajo) que
el argumento del ejemplo previo no sustituye a la proposición 159 ya que hay
pesos u =2 A1 tales que Mu 2 A1. En el ejemplo de arriba, al demostrar que
M (A1) � A1 hemos requerido dos fuertes resultados: la caracterización de A1
y una desigualdad de Hölder reversa para pesos Ap.

Ejemplo 178 Una clase más grande de pesos cuya imagen por M está incluida
en A1 son los pesos d�ebil � A1. Antes de introducirla, con �nes comparativos,
recordemos que u 2 A1 si y solo si existen constantes positivas C y � tales que
para cualquier cubo Q y cualquier E � Q medible se tiene:

u (E) � C

�
jEj
jQj

��
u (Q) :

De�namos ahora la clase d�ebil �A1.

De�nición 179 u 2 d�ebil �A1 si y solo si existen constantes positivas C y �
tales que para cualquier cubo Q y cualquier E � Q medible se tiene:

u (E) � C

�
jEj
jQj

��
u (2Q) : (92)

Observación 180 Señalemos que es fácil probar que podemos reemplazar el
factor 2 con cualquier constante k > 1 obteniendo una de�nición equivalente de
d�ebil �A1.

Es evidente que si u 2 A1 entonces u 2 d�ebil �A1.
Recordemos también que u 2 A1 si y solo si está en alguna clase RH, es

decir, existen r > 1 y C > 0 tales que para todo cubo Q se tiene:�
1

jQj

Z
Q

ur
� 1

r

� C
1

jQj

Z
Q

u:

Observación 181 Observemos que aquellos pesos que pertenecen a d�ebil�A1
pero que no pertenecen a A1 son siempre pesos no doblantes.

Un corolario que podemos obtener inmediatamente para pesos A1 tomando
supremos en la condición para pertenecer a la case RHr es que para cualquier
x 2 Rn

(M (ur) (x))
1
r � CMu (x) :

Se puede obtener fácilmente para pesos en la clase d�ebil�A1 una condición
análoga a RH, incluimos el enunciado y, por completitud, una demostración:

Lema 182 Si u 2 d�ebil � A1 existen r > 1 y C > 0 tales que para cualquier
cubo Q �

1

jQj

Z
Q

ur
� 1

r

� C
1

j2Qj

Z
2Q

u:

Demostración. Sea Q un cubo cualquiera y consideremos los conjuntos: Et =
fx 2 Q : u (x) > tg. Ahora, aplicando la de�nición de Et y (92) se tiene que
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t jEtj � u (Et) � C jEtj�
jQj� u (2Q). Luego, usando que j2Qj = 2

n jQj e incorporando
el factor 2n a la constante C queda:

t jEtj1�� � C jQj1�� u (2Q)j2Qj
entonces

jEtj � Ct
�1
1�� jQj

�
u (2Q)

j2Qj

� 1
1��

:

Ahora usamos esta desigualdad en la �layer-cake fórmula�. Sea k 2 (0;1)
que elegiremos más adelante:Z
Q

ur =

Z 1

0

rtr�1 jEtj dt =
Z 1

0

rtr�1 jEtj dt =
Z k

0

rtr�1 jEtj dt+
Z 1

k

rtr�1 jEtj dt

entoncesZ
Q

ur �
Z k

0

rtr�1 jQj dt+ C
Z 1

k

rtr�1t
�1
1�� jQj

�
u (2Q)

j2Qj

� 1
1��

dt

esto es: Z
Q

ur � jQj trjk0 + C jQj
�
u (2Q)

j2Qj

� 1
1��

r

r � 1
1��

tr�
1

1��

���1
k

entonces, para r : 1 < r < 1
1�� obtenemos:

1

jQj

Z
Q

ur � kr + C
r

1
1�� � r

�
u (2Q)

j2Qj

� 1
1��

kr�
1

1�� :

Ahora, eligiendo k = u(2Q)
j2Qj resulta:

1

jQj

Z
Q

ur �
�
u (2Q)

j2Qj

�r
+ C

r
1
1�� � r

�
u (2Q)

j2Qj

� 1
1�� �

u (2Q)

j2Qj

�r� 1
1��

, por lo tanto:
1

jQj

Z
Q

ur �
 
C

r
1
1�� � r

!�
u (2Q)

j2Qj

�r
y renombrando la constante tenemos:�

1

jQj

Z
Q

ur
� 1

r

� C
u (2Q)

j2Qj :

Corolario 183 Del lema anterior es obvio que la desigualdad puntual

(M (ur) (x))
1
r � CMu (x) (93)

aún permanece cierta para pesos d�ebil � A1, y usando el lema de Neugebauer
los pesos u 2 d�ebil �A1 satisfacen que Mu 2 A1.
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De hecho, la condición:
�

1
jQj
R
Q
ur
� 1
r � C 1

j2Qj
R
2Q
u caracteriza los pesos

d�ebil � A1; se puede probar que el recíproco del lema anterior también es
cierto, sin embargo no necesitaremos aquí ese resultado. Como mencionamos en
un comentario anterior podemos reemplazar la constante 2 por cualquier k > 1,
entonces u 2 d�ebil � A1 si y solo si existe alguna constante positiva C tal que
para cualquier k > 1 y todo cubo Q se tiene�

1

jQj

Z
Q

ur
� 1

r

� C
1

jkQj

Z
kQ

u: (94)

Ya hemos visto que A1 � d�ebil � A1 � M�1 (A1), donde denotamos:
M�1 (A1), a la clase de pesos u tales que Mu 2 A1.
Es interesante observar que esta pregunta tiene una estrecha relación con

otra que involucra la desigualdad ponderada de Fe¤erman-Stein en Lp (w) :

kfkLp(w) � c


f#



Lp(w)
(1 < p <1) (95)

para algún c > 0, y para todo f 2 Lp tal que f 2 S0 (Rn), donde S0 (Rn) es el
espacio de las funciones medibles f en Rn tales que para cualquier t > 0 vale
que

�f (t) = jfx 2 Rn : jf (x)j > tgj <1:

La desigualdad (95) es equivalente a muchas otras interesantes, por ejemplo,
con las mismas hipótesis de (95):

kMfkLp(w) � c


f#



Lp(w)
(1 < p <1)

o para algún c > 0, y algún r > 1, y para toda f 2 L1loc (Rn)Z
Rn
Mp;r (f; w) jf j dx � c

Z
Rn
(Mf)

p
wdx (1 < p <1) (96)

dondeMp;r (f; w) = sup
Q3x

�
1
jQj
R
Q
jf j
�p�1 �

1
jQj
R
Q
wr
� 1
r

.

La equivalencia de esas desigualdades se prueba en [72].

Observación 184 En relación con la cuestión abierta, hasta dónde sabemos,
acerca de cuáles son todos los pesos que cumplen las desigualdades anteriores,
están las siguientes inclusiones de clases anidadas: A1 � d�ebil�A1 � Cp+" �
Cp donde " > 0 y la condición Cp signi�ca que existen c; � > 0 tales que para
cualquier cubo Q y cualquier E � Q medible ocurre la desigualdad:

u (E) � c

�
jEj
jQj

�� Z
Rn

�
M�Q

�p
u:

Recuérdese que para u 2 A1 y para cualquier cubo Q y cualquier conjunto medible
E � Q :

u (E) � c

�
jEj
jQj

��
u (Q) = c

�
jEj
jQj

�� Z
Rn

�
�Q
�p
u
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; y para pesos d�ebil � A1 se tiene que u 2 d�ebil � A1 si y solo si existen
constantes positivas C y � tales que para cualquier cubo Q y cualquier E � Q
medible:

u (E) � C

�
jEj
jQj

�� Z
Rn

�
�2Q

�p
u

y las inclusiones mencionadas son inmediatas. Se puede encontrar en [72] (véase
también [115]) que Cp es necesario y Cp+" es su�ciente para probar (96) y (95).
En [72] se introduce, en lugar de Cp+", una nueva condición su�ciente denotadafCp pero no se sabe si fCp o Cp+" son necesarias. En [73] puede hallarse un
tratamiento actual de la cuestión y consideraciones de una diferente condición
su�ciente, y en [74] se describe en qué espacios de Banach de funciones son
equivalentes las desigualdades de Coifman-Fe¤erman y de Fe¤erman-Stein.
Las inclusiones A1 � d�ebil � A1 � M�1 (A1) y A1 � d�ebil � A1 �

Cp+" � Cp y las desigualdades mencionadas en el párrafo anterior parecen estar
estrechamente relacionadas: Por ejemplo u 2 Cp es necesaria para (96), y (96)

implica que para cualquier Q se tiene que
�

1
jQj
R
Q
ur
� 1
r � c 1

jQj
R
Rn
�
M�Q

�p
u,

que es un poco más débil que
�

1
jQj
R
Q
ur
� 1
r � C 1

jQj
R
Rn
�
�2Q

�p
u, lo cual es

equivalente a d�ebil �A1.
Además en [72] se prueba que Cp es necesario para

R
RnMp;r (f; w) jf j dx �

c
R
Rn (Mf)

p
wdx, es decir que (96) implica Cp.

Por otro lado, usando el lema de Neugebauer (que dice que (Mur)
1
r (x) �

CMu (x) si u 2 M�1 (A1), para ciertos C > 0; r > 1) y la de�nición de
Mp;r (f; u) obtenemos que si u 2M�1 (A1) entonces

Mp;r (f; w) (u) = sup
Q3x

�
1

jQj

Z
Q

jf j
�p�1�

1

jQj

Z
Q

ur
� 1

r

� sup
Q3x

�
1

jQj

Z
Q

jf j
�p�1

Mru (x) �

sup
Q3x

�
1

jQj

Z
Q

jf j
�p�1

CMu (x) � (Mf)
p�1

(x)CMu (x)

y entonces integrando tenemos:Z
Rn
Mp;r (f; w) jf j dx � c

Z
Rn
(Mf)

p
Mwdx (97)

(compárese con (96)). Luego tenemos que M�1 (A1) implica (97), y (96) im-
plica Cp.

5.1.4. Algunas aplicaciones

Usando el criterio: Mu 2 A1 si y solo si para cualquier � 2 (0; 1) se cumple
quem� (Mu) tM (Mu), podemos derivar de este resultado una caracterización
de los pesos A1 similar a la construcción de Coifman y Rochberg.
En primer lugar introducimos la de�nición del operador maximal sharp local;

para 0 < � < 1 de�nimos:
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M#
� f (x) = sup

Q3x
��nf
c

�
(f � c)�Q

��
(� jQj).

La función maximal sharp local tiene un papel bastante similar al oper-
ador maximal de Hardy-Littlewood para las funciones maximales sharp locales
porque hay constantes positivas c1 y c2 tales que para f 2 L1loc:

c1MM#
� f (x) � f# (x) � c2MM#

� f (x) (98)

(ver [59]). Para un panorama actualizado del papel de M#
� en el estudio de una

escala de diversos espacios, su caracterización mediante índices de Boyd y varias
interesantes cuestiones remitimos a [6] y las referencias allí mencionadas.
Usando las desigualdades anteriores obtenemos fácilmente para la función

maximal sharp un enunciado similar al primero del teorema de Coifman-Rochberg:

Lema 185 Sea f 2 L1loc (Rn) and 0 � � < 1, entonces w (x) = f# (x)
� está en

A1.

Demostración. Por (98) se tiene c�1
�
MM#

� f (x)
��
� f# (x)

� � c�2

�
MM#

� f (x)
��
,

y también vale
�
MM#

� f (x)
��
2 A1 por el resultado ya mencionado de Coifman

y Rochberg. Ahora

Mf# (x)
� �M

�
c�2

�
MM#

� f (x)
���

� c�2[MM#
� f (x)]A1

�
MM#

� f (x)
��
� Cf# (x)

�

con constante C = c�2
c�1
[MM#

� f (x)]A1
, luego f# (x)� 2 A1.

No sabemos si cualquier w 2 A1 siempre puede ser escrito como k (x) f# (x)�
para adecuados: f 2 L1loc; 0 < � < 1 y k; k�1 2 L1, pero podemos obtener
un resultado similar a la segunda parte del teorema de Coifman-Rochberg si
sumamos un múltiplo de la función maximal local m�, en efecto se tiene la
siguiente:

Proposición 186 Si w 2 A1 entonces existen k (x) tal que k; k�1 2 L1 y con-

stantes C1; C2 > 0 tales que w (x) = k (x)

�
C1

�
(w� (x))

#
��
+ C2 (m�w

� (x))
�

�
.

Demostración. Si w 2 A1 podemos usar la propiedad E) para tomar � > 1 tal
que w� 2 A1. Luego M (w�) 2 A1. Usando ahora para w� el criterio visto más
arriba, que establece que Mu 2 A1 si y solo si m� (Mu) t M (Mu), entonces,
en dicha situación es: m� (M (w�)) t M (M (w�)) t M (w�) t w�. También
tenemos que Mw t w ya que w 2 A1 y además usando las desigualdades
puntuales mencionadas en xi) y vii): m� (Mu) (x) � c�;nu

# (x) + Mu (x) y
m� (Mu) (x) � c�;nu

# (x) +Mu (x), para u = w� tenemos:

w (x)
� �M (w�) (x) � c�;n (w

�)
#
(x) +m� (w

�) (x) :

Luego con � = 1
� es 0 < � < 1 y �� = 1. Además usaremos la desigualdad

puntual (i): u# � 2Mu, las propiedades (vi) y (x), es decir (jf (x)j � m�f (x))
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y f (x) � Mf (x), y también que si f (x) � g (x) a.e. para funciones positivas
entonces Mf (x) �Mg (x) y m� (f) (x) � m� (g) (x) a.e.
Además por la sublinealidad de M y el hecho de que w� y w están en A1

podemos usar el criterio 161 para ver que debido a que w 2 A1 entonces se
tiene Mw 2 A1, y luego ocurre que m� (Mw) tM (Mw) tMw t w. También

usaremos que M
�
(Mw�)

�
�
� C (Mw�)

� (ya que (Mf)
� 2 A1 por Coifman-

Rochberg). Entonces (numerando o renombrando las constantes que aparecen)
tenemos:

w (x) �
�
c1 (w

�)
#
(x) +m� (w

�) (x)
��

� c2

�
(w�)

#
(x)
��
+ (m� (w

�) (x))
�

�M

�
c2

�
(w�)

#
(x)
��
+ (m� (w

�) (x))
�

�
� c2M

��
(w�)

#
(x)
���

+M
�
(m� (w

�) (x))
�
�

� c2M
�
2�M (w�) (x)

�
�
+M

�
(m� (Mw�) (x))

�
�

� c3M
�
M (w�) (x)

�
�
+M

�
(m� (Mw�) (x))

�
�

� c3M
�
c4 (w

�) (x)
�
�
+M

�
(c5w (x)

�
)
�
�

� c6Mw (x) + c7Mw (x) = c8Mw (x) � Cw (x) :

Así obtenemos:

w (x) � c�1

�
(w�)

#
(x)
��
+ (m� (w

�) (x))
� � Cw (x)

y entonces k (x) = w(x)

c2((w�(x))#)
�
+(m�w�(x))

�
satisface que k 2 L1 and k�1 2 L1.

Por lo tanto w (x) = k (x)

�
C1

�
(w� (x))

#
��
+ C2 (m�w

� (x))
�

�
con k; k�1 2

L1 y � 2 (0; 1) para C1 = c2 y C2 = 1.

Por otro lado tenemos:

Lema 187 Si 0 < � < 1 y u 2 A1 entonces (m�u (x))
� 2 A1.

Demostración.Usando que u 2 A1, entoncesMu 2 A1 ym� (Mu) tM (Mu) t
Mu t u y utilizando también que (MMu)

� 2 A1 (por el resultado de Coifman-
Rochberg) tenemos las siguientes desigualdades -con constantes multiplicativas
que renumeraremos-:

M
�
(m�u)

�
�

� M
�
(m�Mu)

�
�

� M
�
(C1MMu)

�
�
= C2M

�
(MMu)

�
�

� C3 (MMu)
� � C4 (m� (Mu))

�

� C5 (m� (C4u))
�
= C6 (m�u)

�

y entonces conseguimos: (m�u)
� 2 A1.
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Observación 188 Es elemental que si v1; v2 son funciones no negativas con
v1; v2 2 A1 y si c y d son constantes no negativas entonces cv1 + dv2 2 A1 y
[cv1 + dv2]A1

� m�ax f[v1]A1
; [v2]A2

g.

Compilando los dos últimos lemas, la proposición y la observación anterior
hemos obtenido un resultado análogo al resultado de Coifman-Rochberg: nuestro
teorema 163, cuyo enunciado repetimos:

(1) Si 0 < � < 1, f 2 L1loc (Rn), u 2 A1 y C1; C2 son constantes

no-negativas entonces C1
�
f# (x)

��
+ C2 (m�u (x))

� 2 A1.
(2) Recíprocamente, si w 2 A1 entonces existen f 2 L1loc (Rn), u 2 A1;

constantes no-negativas C1 y C2, y k (x) con k; k�1 2 L1 tales que w (x) =

k (x)
�
C1f

# (x)
�
+ C2m�u (x)

�
�
.

Con lo visto arriba lo probamos brevemente:
Demostración. La primera a�rmación es consecuencia de la última observación
y de los lemas que nos dicen que f# (x)� y (m�u (x))

� están en A1 para f 2 L1loc
y u 2 A1.
El segundo se obtuvo en la última proposición para f = u = w� tomando

un adecuado � > 1 tal que w� 2 A1. La existencia de ese � está garantizada
por la propiedad E.

Aplicación 189 Como otra aplicación de los resultados tenemos que para esos
pesos u tales que Mu 2 A1 y por lo tanto Mu 2 A1 podemos mejorar algunas
desigualdades conocidas para operadores integrales singulares. Por ejemplo si
T es un operador integral singular de Calderón-Zygmund (ver [50] para una
de�nición) se conocen las siguientes desigualdades ponderadas para 1 < p <
1 obtenidas por C. Pérez ([96]) -previamente J.M. Wilson había obtenido la
primera desigualdad para 1 < p < 2 (cf. [38])-:Z

Rn
jTf jp u � Cp

Z
Rn
jf jpMP+1u

y entonces

u (fx 2 Rn : jTf (x)j > �g) � Cp
�p

Z
Rn
jf jpMP+1u

esto último para el caso p = 1 luce así:

u (fx 2 Rn : jTf (x)j > �g) � C2
�

Z
Rn
jf jM2u

donde P = bpc es la parte entera de p yMk indica k iteraciones aplicandoM . La
desigualdad fuerte es sharp en el sentido de que P +1 no puede ser reemplazada
por P , y el caso débil es sharp cuando p no es un número entero; y son preguntas
abierta -hasta donde sabemos- si es posible reemplazar MP+1 con MP si p 2 N,
y si puede reemplazarse M2 con M en la última desigualdad.
Ahora para un peso u tal que Mu 2 A1 tenemos que, de hecho, Mu 2 A1

y luego hay una constante C > 0 tal que para casi todo x 2 Rn : M2u (x) �
CMu (x), y usando que si, en casi todo punto vale f (x) � g (x), entonces
Mf (x) �Mg (x) ; podemos iterar enM2u (x) � CMu (x) para obtenerMku (x) �
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CkMu (x), entonces con C = Ckp tenemos que para los operadores de Calderón-
Zygmund y los pesos u con Mu 2 A1:Z

Rn
jTf jp u � C

Z
Rn
jf jpMu

u (fx 2 Rn : jTf (x)j > �g) � C

�p

Z
Rn
jf jpMu

para cualquier p con 1 < p <1.

5.1.5. La preimagen de Ap(Q) con el operador maximal local

El objetivo de esta subsección es caracterizar los pesos u en un cubo Q0 2 Rn

tales que MQ0
u está en A1 (Q0) =

1S
p=1

Ap (Q0) donde Ap (Q0) son las clases

de Muckenhoupt para MQ0
, esto es, el operador maximal de Hardy-Littlewood

asociado a un cubo �jo Q0, es decir:

MQ0
f (x) = sup

x2Q�Q0

1

jQj

Z
Q

jf (z)j dz

Parte de la argumentación de las subsecciones anteriores aún funciona y
prestaremos atención a lo que hace falta modi�car y dónde las consecuencias
di�eren. Para aligerar la notación, a lo largo de esta subsección escribiremos
Mf (x) en lugar de MQ0

f (x) y recordaremos que los supremos se toman sobre
los cubos Q contenidos en Q0 a los que pertenece un x dado.
Hasta donde sabemos, no existen trabajos previos que caractericen los pesos

en la preimagen de A1 para el operador maximal local M .
Como en la situación vista antes, con M sobre todo Rn, si Mu 2 A1 (Q0)

entonces, Mu 2 A1 (Q0). Entonces, siguiendo las ideas de un resultado de [17]
veremos que los pesos u que satisfacen que Mu 2 A1 (Q0) (y, a fortiori, Mu 2
A1 (Q0)) se pueden caracterizar por medio de una desigualdad para la K �
funcional. Dicha condición asegura que u debe satisfacer una condición de
Hölder reversa, RHp, para algún p > 1, pero esto implica que u mismo pertenece
a A1 (Q0). Esto contrasta con el caso de Rn, donde hay pesos que no pertenecen
a A1 pero tales que Mu 2 A1 -por ejemplo los pesos d�ebil �A1-.
Como una aplicación daremos una nueva prueba de un resultado interesante:

En [114] I. Wik demostró que si u 2 Ap (Q0) entonces u� 2 Ap ([0; jQ0j]), siendo
u� el reordenamiento decreciente de u. Aunque no se menciona en [114], una con-
secuencia inmediata de esto es el hecho de que si tenemos dos pesos soportados
en cubos �nitos que sean equimedibles y que estén en A1, estarán en las mismas
clases Ap -incluso si están en Rn para diferentes n-. La prueba que damos aquí
es mucho más corta; el original requiere varios lemas previos, incluido uno sobre
cubrimientos subsumido aquí en la equivalencia de Herz-Stein. De hecho, cabe
llamar la atención sobre un aspecto quizás subestimado de la equivalencia de
Herz-Stein, referido a que permite �encapsular� resultados sobre cubrimientos
que suelen tener que probarse para diversos resultados (típicamente �desigual-
dades good-��, ver, por ejemplo [9]), es decir, uno usa uno de tales cubrimientos
para probar la equivalencia de Herz-Stein, y luego en algunos casos se usa dicha
equivalencia para probar otros resultados eludiendo la necesidad de bajar al
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�low-level programming�para demostrar otros lemas de cubrimiento especí�cos
para cada situación.
Luego los principales resultados de esta subsección son los siguientes,
Un resultado para cubos �nitos análogo al obtenido para Rn:

Proposición 190 Sea Q0 � Rn y u un peso, Mu 2 A1 (Q0) si y solo si Mu 2
A1 (Q0).

Un resultado de tipo Hölder Reverso local:

Teorema 191 Un peso u satisface Mu 2 A1 (Q0) si y solo si para ciertos
C > 0, s > 1 y para cualquier Q � Q0 se tiene�

1

t
K
�
t; us; L1; L1

�� 1
s

� C:
1

t
K
�
t; u; L1; L1

�
(99)

con 0 < t < jQj, donde L1 y L1 denotan L1 (Q) y L1 (Q).

Y �nalmente, ya que se verá que la condición�
1

t
K
�
t; us; L1; L1

�� 1
s

� C:
1

t
K
�
t; u; L1; L1

�
(100)

para 0 < t < jQj implica que u 2 A1 (Q0), obtendremos el siguiente:

Teorema 192 Sea u un peso en un cubo Q0, los siguientes enunciados son
equivalentes:
i) u 2 A1 (Q0)
ii) u 2

S
r>1

RHr (Q0)

iii) (Mus)
1
s (x) � C:Mu (x) para ciertos s > 1, C > 0 y a:e: x 2 Q0

iv) Mu 2 A1 (Q0)
v) Mu 2 A1 (Q0)
vi) 9C > 0; s > 1 :

�
1
tK
�
t; us; L1; L1

�� 1
s � C:1tK

�
t; u; L1; L1

�
para 0 <

t < jQj ; 8Q � Q0.

Y la mencionada prueba abreviada del teorema de Wik:

Teorema 193 Sea u 2 Ap (Q0) para un cubo �nito Q0 � Rn. Entonces u� 2
Ap ([0; jQ0j]).

Algunas de�niciones, lemas y demostraciones Las de�niciones de las
clases Ap (Q0) y RHp (Q0) son análogas a las de�niciones de Ap y RHp en Rn,
pero requiriendo que los cubos estuvieran incluidos en Q0.
Un peso w 2 Ap (Q0) para 1 < p <1 si y solo si

[w]Ap(Q0) := sup
Q�Q0

�
1

jQj

Z
Q

w

��
1

jQj

Z
Q

w�
1

p�1

�p�1
< +1

Un peso w 2 A1 si y solo si

MQ0
w (x) � Cw (x) a:e: x 2 Q0
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y [w]A1(Q0) es la menor constante C > 0 tal que esta desigualdad se cumple.
Por supuesto notaremos A1 (Q0) =

S
p<1

Ap (Q0).

También de�nimos las clases Hölder reversas: w 2 RHr (Q0) para r > 1 si y
solo si w cumple una desigualdad de Hölder reversa con exponente r para cada

Q � Q0 :
�

1
jQj
R
Q
wr
� 1
r � C: 1jQj

R
Q
w con C independiente de Q. Es bién sabido

(cf [30]) que también en el caso local A1 (Q0) =
S
r>1

RHr (Q0).

Para agilizar la notación, a lo largo de esta sección a veces pondremos sola-
mente Ap, A1, RHp en lugar de Ap (Q0), A1 (Q0) y RHp (Q0).
Como hemos mencionado en la introducción podemos reducir el problema de

describir los pesos cuya imagen está en A1 a aquellos cuyas imágenes están en
A1; de hecho Mu 2 A1 () Mu 2 A1 es cierto tanto para el operador máxi-
mal local como para el usual de Hardy-Littlewood; la prueba para el operador
no local todavía funciona si mostramos que (Mu)

� está en A1 para 0 � � < 1
siendo M el operador maximal local respecto de Q0. Para el operador maximal
habitual de Hardy-Littlewood, esta es la primera declaración de la caracteri-
zación de Coifman y Rochberg para los pesos A1. El resultado análogo es cierto
para el operador local, y además tenemos:

Lema 194 Sea Q0 un dominio en Rn y Mf (x) = sup
x2Q�Q0

1
jQj
R
Q
jf (z)j dz

(1) Si f 2 L1 (Q0) es tal que Mf (x) < 1 a.e. y si 0 � � < 1, entonces
w (x) = (Mf (x))� está en A1. Además la constante A1 depende solo de �.
(2) Recíprocamente, si w 2 A1 entonces existe f 2 L1 (Q0) y k (x) con k y

k�1 ambas pertenecientes a L1 tales que w (x) = k (x) (Mf (x))�.

El resultado es probablemente parte del folclore del tema, pero no vimos el
resultado explícitamente escrito, así que damos la prueba:
Demostración. Para la primera declaración podemos apoyarnos en el resul-
tado correspondiente para Rn. Entonces escribamos provisoriamente, para dis-
tinguir, MRn para el operador habitual de Hardy-Littlewood en Rn y manteng-
amos M para el operador maximal local con respecto a Q0. Además extender-
emos f haciéndola nula fuera de Q0, y así, si x 2 Q0, entonces MRn (f) (x) �
M
�
f � �Q0

�
(x) =Mf (x). Por lo tanto

M
�
(Mf)

�
�
(x) �MRn

�
(Mf)

�
�
(x) =MRn

��
Mf � �Q0

���
(x)

� C �
�
Mf � �Q0

��
(x) = C � (Mf (x))�

donde la segunda desigualdad se sigue del teorema correspondiente para el caso
usual.
Y entonces (Mf (x))� 2 A1. La dependencia de la constante solo en � se

hereda del caso usual.
Para la demostración de (2) podemos observar que para cualquier cubo.

Q1 � Q0 el operador local respecto de Q1: MQ1f (x) = sup
x2Q�Q1

1
jQj
R
Q
jf (z)j dz

satisfaceMQ1
w �Mw � cw y entonces MQ1

(MQ1
w) � cMQ1

w; esta condición
para el operador M local implica una desigualdad de Hölder reversa para w en
Q1 (veáse, por ejemplo [17] secciones 3 y 4 para dos pruebas diferentes) con r y
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C independientes del cubo Q1:�
1

jQ1j

Z
Q1

wr
� 1

r

� C:
1

jQ1j

Z
Q1

w

y entonces de la desigualdad de Hölder:

1

jQ1j

Z
Q1

w �
�

1

jQ1j

Z
Q1

wr
� 1

r

� C:
1

jQ1j

Z
Q1

w

y tomando supremo para Q1 � Q y usando que es w � Mw � cw (a.e. en Q),
tenemos:

w �Mw � (M (wr))
1
r � C:Mw � cCw

y entonces para f = wr and � = 1
r 2 (0; 1) tenemos:

1 � (M (f))
�
(x)

w (x)
� cC

para casi todo x 2 Q0. Luego si k (x) =
w(x)

(M(f))�(x)
se tiene que k 2 L1 (Q0),

k�1 2 L1 (Q0) y w (x) = k (x) (Mf (x))� como queríamos demostrar.
Como mencionamos antes, usando esta versión local del teorema, podemos

obtener para el operador local M la proposición que sigue a continuación. El
resultado es análogo al obtenido para el operador M en Rn en la proposición
159 (cf. [27]). La demostración para M local discurre de la misma manera,
mutatis mutandis, una vez establecido el enunciado del lema anterior con la
caracterización de Coifman-Rochberg para A1 (Q0):

Proposición 195 Si u es cualquier peso en un cubo Q0 � Rn y M = MQ0
el

operador de Hardy-Littlewood en Q0, entonces Mu 2 A1 () Mu 2 A1

Demostración. Basta replicar el argumento de 159 y en el momento en que en
dicha proposición se utiliza Coifman-Rochberg, utilizar el lema 194.
Un resultado similar al siguiente lema para el operadorMRn se debe a Neuge-

bauer (ver [35]). Para el operador maximal local M está esencialmente probado
a lo largo de [17]; para completar, aislamos aquí su argumento:

Lema 196 Sea M el operador maximal local de Hardy-Littlewood asociado a
Q0. Para un peso u se cumple que Mu 2 A1 si y solo si existen s > 1 y C0 > 0
tales que (Mus)

1
s (x) � C0:Mu (x)

Demostración. La implicación no trivial: Si Mu 2 A1 entonces (Mus)
1
s (x) �

C0:Mu (x) ya fue mencionada en la segunda parte del lema previo 194, provinien-
do de las desigualdades de Hölder-reversas.
La otra implicación es consecuencia de la primera parte del lema:
Si (Mus)

1
s (x) � C0:Mu (x), llamamos us = f , � = 1

s y como (Mus)
1
s =

(Mf)
� 2 A1 tenemos que x 2 Q0 a.e., entonces

M (Mu) (x) �M
�
(Mus)

1
s

�
(x) �

[(Mus)
1
s ]A1

(Mus)
1
s (x) � [(Mus)

1
s ]A1

C0:Mu (x)
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, luego para C = [(Mus)
1
s ]A1

C0 se tiene M (Mu) (x) � CMu (x) para casi todo
x 2 Q0. Es decir: Mu 2 A1.
Ahora, juntando el último lema y la proposición 195 tenemos el criterio

correspondiente para el operador local M :

Criterio 197 Sea u un peso en Q0. Mu 2 A1 si y solo si existen s > 1, y
C0 > 0 tales que (Mus)

1
s (x) � C0:Mu (x).

Vinculando los argumentos anteriores para M , el operador maximal local
de Hardy-Littlewood asociado con Q0 y las clases Ap correspondientes, ya ten-
dríamos las siguientes implicaciones del enunciado del Teorema 192:

i), ii)) iii), iv), v)

La primer equivalencia i) , ii) es conocida; la segunda implicación: ii) ) iii)
es obvia tomando supremos; la equivalencia iii), iv) es el criterio mencionado
arriba; y la implicación no trivial de iv), v) se sigue de la Proposición 195.
Para concluir la demostración del Teorema 192 podemos observar que ii) nos

da iii) para cualquier Q � Q0 con la misma constante RHr y podemos seguir un
argumento de [17] (cf. [17] sección 3) para ver que si (Mus) (x) � C: (Mu (x))

s

para algún s > 1, y C > 0, entonces existe C > 0 tal que para todo Q � Q0, y
0 < t < jQj se tiene:�

1

t
K
�
t; us; L1; L1

�� 1
s

� C:
1

t
K
�
t; u; L1; L1

�
; esto es: iii)) vi), y por otra parte se ve que vi) puede ser fácilmente reescrito
para obtener ii), y entonces vi) ) ii) cerrando la cadena de implicaciones y
demostrando el teorema 192.
En la subsección siguiente, para completar la deducción delineamos las prue-

bas del citado argumento de [17] acerca de las implicaciones restantes del Teo-
rema 192.
Antes, remarquemos de nuevo la diferencia con el caso global, donde para

un peso u la condición puntual (Mus)
1
s (x) � C0:Mu (x) es estrictamente más

débil que pertenecer a
S
r>1

RHr como podemos ver tomando cualquier peso

no doblante u que esté en d�ebil � A1; esto es, si u satisface
�

1
jQj
R
Q
us
� 1
s �

C: 1
j2Qj

R
2Q
u para todo Q � Rn para ciertas C > 0 y s > 1 y entonces

(Mus)
1
s � C:Mu y así Mu 2 A1 pero siendo u no-doblante u =2 Ap para

ningún p <1, entonces u =2 A1 y u =2 RHr para ningún r > 1.

Las implicaciones restantes La primera prueba en [17] del hecho que u 2S
r>1

RHr siempre que Mu 2 A1 está basada en interpolación, las K-funcionales

y las fórmulas de Holmstedt.
Recordamos de las secciones introductoria que si (X;�) es un espacio de

medida totalmente �-�nita y si A0 = L1, A1 = L1, para cualquier f 2 L1+L1
se tiene la igualdad

K
�
t; f; L1; L1

�
=

Z t

0

f� (z) dz = t

�
1

t

Z t

0

f� (z) dz

�
= tf�� (t)

95



y que si A0 = Lp y A1 = L1 con 1 < p < 1 se tiene la equivalencia (con
constantes que no dependen de f)

K (t; f; Lp; L1) �
 Z tp

0

f� (z)
p
dz

! 1
p

Ahora si u satisface iii), es decir (Mus) (x) � C: (Mu (x))
s para ciertos

s > 1, C > 0 y tomando reordenamientos en la última desigualdad uno tiene
que �

(Mus)
�
(t)
� 1
s � C: (Mu)

�
(t)

para 0 < t < jQ0j. Para cualquier f localmente integrable de la equivalencia de
Herz-Stein se tiene

(Mf)
�
(t) � f�� (t)

, y aplicándolo a la desigualdad (Mus)
�
(t) � C:

�
(Mu)

�
(t)
�s
se obtiene�

1

t

Z t

0

u� (z)
s
dz

� 1
s

� C:
1

t

Z t

0

u� (z) dz

lo que en términos de las equivalencias mencionadas para las K-funcionales se
escribe así:

1

t
1
s

K
�
t
1
s ; u; Ls; L1

�
� C:

1

t
K
�
t; u; L1; L1

�
, o equivalentemente, usando que K

�
t
1
s ; u; Ls; L1

�
�
�
K
�
t; us; L1; L1

�� 1
s

también podemos escribir�
1

t
K
�
t; us; L1; L1

�� 1
s

� C:
1

t
K
�
t; u; L1; L1

�
para 0 < t < jQ0j. Entonces hemos obtenido que iii)) vi).

Si se vuelve a traducir la última desigualdad obteniendo
�
1
t

R t
0
u� (z)

s
dz
� 1
s �

C:1t
R t
0
u� (z) dz; entonces para t = jQ0j resulta 

1

jQ0j

Z jQ0j

0

u� (z)
s
dz

! 1
s

� C:
1

jQ0j

Z jQ0j

0

u� (z) dz

y entonces �
1

jQ0j

Z
Q0

u (x)
s
dx

� 1
s

� C:
1

jQ0j

Z
Q0

u (x) dx

Como se remarca en [17] el argumento puede ser localizado para cualquier
Q � Q0 ya que M (Mu) �ML(logL) (cf. [95]) donde recordamos que

ML(logL) = sup
Q�Q0;x2Q

kukL(logL)(Q; dxjQj )

con kukL(logL)(Q; dxjQj ) la norma de Luxemburg respecto de la función de Young
� (t) = t(1 + log+ t), siendo log+ t = m�ax (log t; 0).
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Esto es

kukL(logL)(Q; dxjQj ) = ��nff� > 0 :
1

jQj

Z
Q

�

�
u (x)

�

�
dx � 1g

Claramente como para cualquier Q � Q0 es ML(logL) (x) � M (Mu) (x) �
C:Mu (x) para x 2 Q0 a.e. tenemos una desigualdad análoga, con la misma
constante, para casi todo x 2 Q, y entonces para la restricción de u a cualquier
Q el argumento de [17] nos da una desigualdad de Hölder reversa similar con
las mismas constante C y exponente s:�

1

jQj

Z
Q

us
� 1

s

� C:
1

jQj

Z
Q

u

de donde se puede recuperar que (Mus)
1
s (x) � C:Mu (x) para x 2 Q0 a.e..

Entonces tenemos que vi) ) ii) para el enunciado del teorema 192. Ahora,
juntando los resultados de esta sección con las implicaciones demostradas en la
sección anterior, �nalizamos la demostración de dicho teorema.

5.1.6. Una aplicación interesante

Vamos a aprovechar ahora el teorema dado para proporcionar una prueba
muy corta del teorema de Wik ya mencionado. Recordemos su enunciado: Sea
u 2 Ap (Q0) para un cubo �nito Q0 � Rn. Entonces u� 2 Ap ([0; jQ0j]).
El teorema muestra que los reordenamientos decrecientes preservan las clases

Ap. La demostración original requiere una demostración considerablemente más
larga que se apoya en una descomposición, de�nida ad-hoc, tipo Calderón-
Zygmund. En última instancia, esta cuestión no se elude, ya que la equivalencia
de Herz-Stein se prueba también mediante una descomposición de este tipo. Pero
apelar a dicha equivalencia -cómo hicimos al demostrar 192- de alguna manera
permite encapsular esas descomposiciones y utilizarlas sin tener que hacerlas
explícitas y sin tener que adaptarlas al propósito que lo requiere.
Ahora, demos nuestra prueba del Teorema de Wik.

Demostración. A partir de nuestro teorema 192 para Q0 tenemos que

u 2 A1 () Mu 2 A1 () Mu 2 A1

Así, tomamos (Mu)
�
: [0; jQ0j] �! R+ el reordenamiento decreciente de Mu en

Q0, y usamos que para funciones positivas decrecientes coinciden el operador de
Hardy-Littlewood M y el operador de Hardy P , es decir Pf (t) = 1

t

R t
0
jf (s)j ds

para t 2 [0; jQ0j], y usamos también la equivalencia de Herz-Stein (Mf)
�
(t) �

f�� (t), y el hecho mencionado arriba de que si u 2 A1 entonces Mu 2 A1.
Luego tenemos que para algún c > 0 vale que

M
�
(Mu)

��
(t) = P

�
(Mu)

��
(t) = (Mu)

��
(t)

� (M (Mu))
�
(t) � (cMu)

�
)t = c (Mu)

�
(t)

Por tanto (Mu)
� 2 A1; pero usando Herz-Stein nuevamente y que para

u�, que es positiva y decreciente M es lo mismo que P , obtenemos: (Mu)
�

� u�� = P (u�) = M (u�), so M (u�) 2 A1. Ahora usamos de nuevo nuestro
teorema 192 para [0; jQ0j] considerado como cubo de R y para el peso u� tenemos
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que u� 2 A1 ([0; jQ0j]). Hasta ahora tenemos que u� 2 Aq para algún q > 1,
pero no podemos asegurar todavía que q = p como en el resultado de Wik. Para
obtener esto seguimos de la siguiente manera: Debido a que u 2 Ap tenemos
que � = u1�p

0 2 Ap0 y entonces aplicando el argumento de arriba a � = u1�p
0

obtenemos que �� 2 A1 ([0; jQ0j]), pero �� =
�
u1�p

0
��

= (u�)
1�p0 . Luego

conseguimos que u� 2 A1 y (u�)1�p
0
2 A1, y es un resultado bien conocido que

w 2 Ap () w 2 A1 y w1�p
0 2 A1 para cualquier peso w (ver, por ejemplo

[49], teorema 2.17, capítulo IV); así que �nalmente tenemos que u� 2 Ap.

6. Apéndice

6.1. Toolbox

6.1.1. Desigualdades integrales y equivalencias

Aquí transcribimos algunos resultados bien conocidos que usamos a lo largo
del texto y alguna idea y/o referencia de alguna demostración de cada uno.
No necesariamente son las versiones más fuertes posibles de los mismos, pero sí
su�cientes para nuestros propósitos.

Lema 198 (Lema de Hardy) Sea f : (0;1) ! R y sea �1 < � < 1 y
1 � p � 1. Valen las siguientes desigualdades: Z 1

0

�
t�
1

t

Z t

0

f (s) ds

�p
dt

t

! 1
p

� 1

1� �

�Z 1

0

(t�f (t))
p dt

t

� 1
p

(Lema de Hardy (i))�Z 1

0

�
t1��

Z 1

t

f (s)
ds

s

�p
dt

t

� 1
p

� 1

1� �

�Z 1

0

�
t1��f (t)

�p dt
t

� 1
p

(Lema de Hardy (ii))

donde se reemplaza
�R


(� (x))

p
dx
� 1
p por ess sup

x2

f� (x)g si p =1.

Demostración.Ver [24] (Cap. 3, Lema 3.9). La idea es escribir f (s) = s
��
p0
�
s
�
p0 f (s)

�
;

usar la desigualdad de Hölder y permutar el orden de integración.

Observación 199 Bajo ciertas hipótesis, para funciones decrecientes, se pueden
obtener desigualdades que van en sentido opuesto a las de Hardy: Si f : (0;1)!
R es decreciente y 0 < � < 1, usando que f (s) � f (t) en [0; t] es 1t

R t
0
f (s) ds �

f (t) y queda: Z 1

0

�
t�
1

t

Z t

0

f (s) ds

�p
dt

t

! 1
p

�
�Z 1

0

(t�f (t))
p dt

t

� 1
p

Para la segunda solo podemos revertirla si � > 1, en tal caso t1��
R1
t
f (s) dss �

f (t)
R1
t
s1�� dss =

1
��1f (t) t

1��, luego:�Z 1

0

�
t1��

Z 1

t

f (s)
ds

s

�p
dt

t

� 1
p

� 1

�� 1

�Z 1

0

�
t1��f (t)

�p dt
t

� 1
p
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Teorema 200 Sea (X0; X1) una cupla compatible de espacios de Banach y sean
Y0 = (X0; X1)�0;q0 y Y1 = (X0; X1)�1;q1 con 0 � �0 � �1 � 1 y 0 � q0; q1 � 1
(no necesariamente tiene que ser q0 � q1), y sea � = �1 � �0. Entonces para
todo f 2 X0 +X1:
a)

K (t; f;X0; X1) �0@Z t
1
�

0

�
s��0K (s; f;X0; X1)

�q0 ds
s

1A 1
q0

+ t

�Z 1

t
1
�

�
s��1K (s; f;X0; X1)

�q1 ds
s

� 1
q1

b) Si �0 = 0 y � = �1 se puede obtener

K (t; f;X0; X1) � t

�Z 1

t
1
�

�
s��1K (s; f;X0; X1)

�q1 ds
s

� 1
q1

c) Si �1 = 1 y � = 1� �0 se puede obtener

K (t; f;X0; X1) �

0@Z t
1
�

0

�
s��0K (s; f;X0; X1)

�q0 ds
s

1A 1
q0

Demostración. Para la demostración remitimos a [16] -teorema 3.6.1 y coro-
lario 3.6.2-.

6.1.2. Lemas de Cubrimientos y Descomposiciones

Lema 201 (Bennett, C. y Sharpley, R.) Sea 
 � Rn un abierto de medida
de Lebesgue �nita. Existe una sucesión -�nita o numerable- de cúbos diádicos
fQjg de interiores dos a dos disjuntos tales que:
i) 
 �

S
j

Qj

ii) Qj \ 
c 6= ; para todo j = 1; 2; � � �
iii) j
j �

P
j

jQj j � 2n j
j

Demostración. Remitimos a [24] (Lema III.3.7)

Observación 202 (Versión local del Lema de Bennett y Sharpley) Podemos
localizar el resultado anterior para 
 � Q0 un cubo de Rn y cubos diádicos re-
specto de Q0 (con los cambios obvios en la demostración de [24].

Teorema 203 ((Descomposición de Calderón-Zygmund)) Sea f : Rn !
R integrable y no negativa, y sea � > 0, existe una sucesión de cúbos diádicos
fQjg disjuntos tales que:

i) f (x) � � para casi todo x 2
 S
j

Qj

!c
ii)

�����Sj Qj
����� � 1

� kfkL1

iii) � � 1
jQj j

R
Qj
f (x) dx � 2n�

Demostración. (ver, por ejemplo, [38], Teorema 2.11)
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6.2. Normalización de las normas y un breve tour por los
espacios de interpolación y extrapolación

Como mencionamos en la observación 64 para ciertos propósitos es conve-
niente normalizar las normas de los espacios de interpolación multiplicándolas
por constantes adecuadas:

De�nición 204 En el caso de los espacios dados por la funcional K con � 2
(0; 1) y 1 � q <1, ó � 2 [0; 1] y q =1 se de�ne:

X
J
�;q;K = (X0; X1)

J
�;q;K := ff 2 X0 +X1 : kfk(X0;X1)

J
�;q;K

<1g

donde

kfk(X0;X1)
J
�;q;K

=

8<: c�;q
�R1
0

�
t��K (t; f;X0; X1)

�q dt
t

� 1
q si q <1

c�;q sup
t>0
ft�� �K (t; f;X0; X1)g si q =1

para c�;q = (q (1� �) �)
1
q con la convención de que c�;q = 1 si q = 1. Es decir

X
J
�;q;K = c�;qX�;q;K , siendo k�kXJ

�;q;K
= c�;q k�kXJ

�;q;K
.

Por otra parte, otro importante método de interpolación se basa en la fun-
cional J , donde se de�nen espacios formados por elementos de X0 +X1 repre-
sentables mediante una integral de Bochner para una función con rango en X0\
X1. Se de�ne primero la funcional J dada por J (t; u;X0; X1) = m�ax

�
kukX0

; t kukX1

�
para u 2 X0 \X1 y para cada t > 0.
Luego se de�ne el espacio

X�;q;J =
n
f 2 X0 +X1 : kfkX�;q;J

<1
o

para kfkX�;q;J
=��nf

u

8<:
�R1
0

�
t��J (t; u (t) ; X0; X1)

�q dt
t

� 1
q si q <1

sup
t>0
ft�� � J (t; u (t) ; X0; X1)g si q =1 , donde el

ín�mo se toma sobre todas las representaciones: f =
R1
0
u (t) dtt donde u :

(0;1)! X0 \X1 es localmente integrable.
En el caso de los espacios dados por la funcional J se de�ne X

J
�;q;J =

c��;qX�;q;J donde c��;q = (q0 (1� �) �)�
1
q0 si q 6= 1 y c��;q = 1 si q = 1, siendo

q0 tal que 1
q +

1
q0 = 1.

Estas normalizaciones tienen varias ventajas:
Una ventaja es que la función característica de los funtores de interpolación:

(�)J�;q;K y (�)J�;q;J resulta ser exactamente � (t) = t�. Esto signi�ca lo siguiente:
para t > 0 consideramos la acción de un funtor de interpolación I sobre los
pares de dimensión 1, es decir:

�
C; 1tC

�
. Entonces queda de�nida una función

no negativa cuasi-cóncava8 : la función característica � dada por I
��
C; 1tC

��
=

1
�(t)C, para t > 0 . Si consideramos los funtores (�)J�;q;K y (�)J�;q;J en dichos
casos, como dijimos, es � (t) = t� (si en cambio no normalizamos, para (�)�;q;K y
(�)�;q;J es � (t) = Ct� para una "incómodaçonstante C que puede depender de �

8Esto signi�ca que � es creciente y �(t)
t
es decreciente.
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y de q)9 . Como veremos enseguida, cuando tenemos una familia de métodos de
interpolación fI�g0<�<1 tales que la función característica de I� es � (t) = t� se
tienen algunos resultados claves para identi�car espacios de extrapolación para
los métodos extremales � y � -continuaremos con esa historia más abajo-.
Otra ventaja de la normalización es que acotamos uniformemente las normas

de las inmersiones:

X
J
�;1;J

1�! X
J
�;q;J ; X

J
�;q;K

1�! X
J
�;1;K (101)

, y
X
J
�;q;K

1�! X
J
�;r;J , si q � r (102)

; donde X 1�! Y signi�ca que la norma de la inmersión de X en Y es menor
o igual a 1. Con respecto a 101 vale la pena señalar que, entre los funtores de
interpolación I (�) que comparten una función característica dada �, los funtores
X�;1;J y X�;1;K son extremales, en el sentido de que

X�;1;J
1�! I

�
X
� 1�! X�;1;K (103)

donde
X�;1;J =

n
f 2 X0 +X1 : kfkX�;1;J

<1
o

siendo

kfkX�;1;J
=��nf

u

Z 1

0

J (t; u (t) ; X0; X1)

� (t)

dt

t

9Miremos el caso con q < 1 -el caso q = 1 es aún más fácil-. Si de�n-
imos el método (�; �)J�;q;K dado por una norma de�nida como: kfk(X0;X1)

J
�;q;K

=

c
�R1

0

�
t��K (t; f;X0; X1)

�q dt
t

� 1
q con c > 0 a determinar, para z 2 C se tiene

K

�
s; z;C;

1

t
C
�

= ��nf
z0+z1=z

fkz0kC + s kz1k 1
t
Cg = ��nf

z0+z1=z
fjz0j+

s

t
jz1jg

= ��nf
�2[0;1]

�
j(1� �) zj+ s

t
j�zj

�
= jzj ��nf

�2[0;1]

�
1 + �

� s
t
� 1
��

=

�
jzj s

t
si 0 � s < t

jzj si t � s
Luego

kzk(C; 1t C)
J
�;q;K

= c jzj
�Z t

0

�
s��

s

t

�q ds
s
+

Z 1

t

�
s��

�q ds
s

� 1
q

= c

 
1

tq
sq(1��)

q(1� �)

�����
t

0

+
s��q

��q

����1
t

! 1
q

jzj

= c

�
1

tq
tq��q

q(1� �)
+
t��q

�q

� 1
q

jzj

= c

�
t��q

�
1

q(1� �)
+
1

�q

�� 1
q

jzj

= c

�
1

q(1� �)�

� 1
q

t�� kzkC

Con lo cual tenemos que elegir c = c�;q := (q(1� �)�)
1
q para que sea

�
C; 1

t
C
�J
�;q;K

= 1
t�
C

de modo que la función característica es � (t) = t� . La cuenta con la funcional J para obtener

c��;q = (q
0 (1� �) �)�

1
q0 es similar.
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para u : u (t) 2 X0 \X1 y f =
R1
0
u (t) dtt ; y donde

X�;1;K =
n
f 2 X0 +X1 : kfkX�;1;K

<1
o

con

kfkX�;1;K
= sup

t>0

K (t; f;X0; X1)

� (t)

. Referimos, por ejemplo, a [6] para la prueba del teorema anterior, resultado
que se debe esencialmente a Lions y Peetre para � (t) = Ct�, y a S. Janson para
la leve generalización donde � es cualquier función positiva cuasi-cóncava-.

Observación 205 Como mencionamos en la observación previa 63 para 0 <
� < 1 y 1 � q � 1 se tiene que (X0; X1)�;q;K = (X0; X1)�;q;J con normas
equivalentes con constantes de equivalencia que se pueden poner en función solo
de �, y lo mismo podemos decir para (X0; X1)

J
�;q;K = (X0; X1)

J
�;q;J . Pero además

para q = 1 nos queda que (X0; X1)
J
1;q;K = (X0; X1)

J
1;q;J y se tiene que kfk

J
�;1;K �

kfkJ�;1;J � 
 kfkJ�;1;K donde 
 es la constante de la forma fuerte del Lema

Fundamental de la Teoría de Interpolación (en particular 
 � 3 + 2
p
2).

Completemos un poco un cuadro acerca de los espacios de interpolación:
Nos mantendremos momentáneamente en el ámbito de los pares de espacios de
funciones de Banach10 invariantes por reordenamiento11 , que cubre muchos es-
pacios interesantes y donde la situación es bastante transparente. En general,
para un par admisible de espacios de Banach de funciones, (X0; X1), no se conoce
una caracterización simple de todos los espacios de interpolación. Además, de-
pendiendo del par (X0; X1) no siempre es posible obtener todos los espacios
de interpolación mediante la funcional K. Sin embargo, es posible considerar
una clase bastante amplia de espacios de interpolación donde la descripción es
posible: Los espacios de interpolación monótonos.

De�nición 206 Un espacio intermedio12 X del par (X0; X1) es monótono si
para todos los f 2 X0+X1 para los cuales existe g 2 X que cumple K (t; f;X0; X1) �
K (t; g;X0; X1) se tiene que f 2 X y kfkX � kgkX .

Los espacios de interpolación monótonos se pueden representar en la forma

(X0; X1)� =
n
f 2 X0 +X1 : kfk(X0;X1)�

<1
o

donde
kfk(X0;X1)�

= �(K (t; f;X0; X1))

10Para un espacio de medida (R; �) una norma de Banach de funciones � es una aplicación
desde las (clases de) funciones (iguales a:e:), medibles, a valores en [0;+1] tal que: � (f) =
0 , f = 0 a.e., � (�f) = �� (f) 8� � 0; � (f + g) � � (f) + � (g), para todo conjunto E de
medida �nita � (�E) <1 y existe CE con 0 < CE <1, tal que

R
E fd� � CE� (f) para toda

f en dicho cono de (clases) de funciones positivas medibles, y tal que � tenga las propiedades
de Fatou: 0 � fn " f ) � (fn) " � (f) y de monotonía.
En esta situación un espacio de Banach de funciones X está dado por el subespacio del

espacio de funciones medibles tal que kfkX := � (jf j) <1.
11Es decir tal que si f 2 X y g es equimedible con f entonces g 2 X y además kfkX = kgkX.
12Es decir tal que X0 \X1 � X � X0 +X1 con inmersiones continuas.
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siendo � (�) una norma admisible13 , este resultado se debe a J. Brudnyi, y N.
Krugljak (1981); las ideas, sin embargo, se remontan a A.P. Calderón (1966)
que probó el resultado para el par

�
L1; L1

�
, y de hecho C. Bennett y R. Sharpley

(1986) demostraron el caso general para pares (X0; X1) admisibles a partir del
resultado para

�
L1; L1

�
usando un resultado de Lorentz-Shimogaki (1968) (que

anticipa rudimentariamente la noción de divisibilidad utilizada por Brudnyi-
Krugljak). La situación es un poco más amigable para un par (X0; X1) regular
-es decir tal que X0 \ X1 es denso en X0 y en X1- y tal que (X0; X1) es mu-
tuamente cerrado 14 . En esta situación es posible, de hecho, caracterizar cada
espacio X de interpolación monótono para el par (X0; X1) en términos de la
funcional k -es decir k (t; f;X0; X1) =

dK(t;f;X0;X1)
dt -, ya que en tal caso es X =

(X0; X1)� siendo � alguna norma de Riesz-Fischer
15 sobre ((0;+1) ; dx), es de-

cir X = (X0; X1)� =
n
f 2 X0 +X1 : kfk(X0;X1)�

= � (k (t; f;X0; X1)) <1
o
.

En el contexto de un espacio invariante por reordenamiento sobre un espacio
de medida resonante podemos trasladar aquellas cuestiones que solo involucren
a las normas a otro espacio invariante sobre el espacio (0;+1) con la medida
de Lebesgue:

Teorema 207 (Teorema de representación de Luxemburg) Sea X un espacio
invariante por reordenamientos sobre un espacio de medida resonante (R;�) con
norma kfkX := � (jf j) dada por una norma de Banach de funciones �, entonces
existe una norma de Banach de funciones � sobre ((0;+1); dx) -siendo dx, la
medida de Lebesgue en (0;+1)- tal que � (jf j) = � (f�) para toda f medible. Si
además (R;�) es no atómico y de medida in�nita.

Es de esta forma que, como mencionamos, se pueden reformular las cues-
tiones acerca de (X; k�kX) que involucren solo a las normas k�kX = � (j�j) y
tratarlas en términos de

� eX; k�k eX� donde eX es el espacio de funciones medibles

sobre ((0;+1); dx) con kgk eX = � (g�) si � es la representación de Luxemburg
de �.
En esta situación es cómodo clasi�car los espacios de Banach de funciones

invariantes por reordenamientos en términos de su función fundamental:

De�nición 208 Sea X un espacio de Banach de funciones invariante por reor-
denamientos sobre un espacio de medida resonante16 (R;�), se de�ne la función
fundamental: ' (t) = k�EkX para 0 � t = � (E) � � (R).

Observación 209 Está claro que si � (E) = � (F ) es k�EkX = k�F kX por
ser X invariante por reordenamientos de modo que la elección de E no es
relevante. En particular, por ser X un espacio de Banach de funciones es

13Una norma ��subaditiva sobre las clases de funciones iguales a:e:, medibles, a valores en
[0;+1], tal que � solo es �nita para funciones que no sean in�nitas en un conjunto de medida
positiva, y que se comporte adecuadamente para funciones cóncavas: 0 < �(m��n f1; tg) <1
y si !1 y !2 son positivas, cóncavas y !1 � !2 entonces �(!1) � �(!2). (cf. [24])
14Esto signi�ca que para i = 1; 2: si fgngn=2N � Xi es una sucesión acotada (con la norma

de Xi) y g 2 X0 +X1 es tal que kg � gnkX0+X1
entonces g 2 Xi.

15Es decir una norma de Banach de funciones que además sea �-subaditiva.
16Un espacio de medida totalmente ���nita es resonante si tiene lugar alguno de los sigu-

intes casos: o bien no tiene átomos (puntos de medida positiva) o bien es completamente
atómica y todos los puntos tienen la misma medida.
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k�EkX = � (�E) = � (��E) donde � es la norma de Banach de funciones que
corresponde a X, y como ��E = �[0;t] = ��[0;t] es invariante por reordenamientos

se tiene ' (t) = k�EkX = �
�
�[0;t]

�
= �

�
��[0;t]

�
. Es evidente que la función

fundamental de X con k�kX = � (jf j) es la misma que la del espacio eX dado
por las funciones medibles sobre ((0;+1) ; dx) con la norma dada por kfk =
� (f�).

Observación 210 No es difícil ver que las funciones fundamentales son cuasi-
cóncavas, es decir ' (t) es creciente y '(t)

t es decreciente en (0;+1) y ' (t) = 0
si y solo si t = 0. Además ' es continua salvo quizás en el origen.

Observación 211 Es fácil observar que si ' es cónvava en [0;+1), y nula
solo en t = 0 entonces ' es cuasi-cónvava.

Observación 212 Por un célebre resultado de A.P.Calderón ([25]) -e indepen-
dientemente por J.V.Ry¤ en el caso de R = [0; 1]- los espacios invariantes por
reordenamiento sobre un espacio de medida resonante (R;�) son precisamente
los espacios de interpolación exactos para el par

�
L1; L1

�
, de donde la fun-

cional k viene dado por el reordenamiento decreciente: k (t; f) = f� de modo
que si ' es la función fundamental en vista de la observación anterior tenemos

que k�EkX = ' (t) = �
�
��[0;t]

�
= � (k (t; f)).

Para estos espacios hay una relación muy estrecha entre la función caracterís-
tica y la función fundamental: Si identi�camos C con las funciones constantes
a valores en C: C = fz (�) : [0;+1)! C con z (s) � zg con la norma kzkC = jzj,
y en consecuencia para t > 0 1

tC está dado por la norma kzk 1
tC

= 1
t jzj.

Por lo tanto si consideramos el método de interpolación dado por ', es de-
cir I ((X0; X1)) = (X0; X1)� tenemos que si � es la función característica de I
tenemos por un lado que

�
C; 1tC

�
�
= 1

�(t)C, es decir kzk(C; 1tC)� =
1
�(t) jzj. Por

otro lado es

K

�
s; z;C;

1

t
C
�
=

�
s
t jzj si s � t
jzj si s > t

de donde

k

�
s; z;C;

1

t
C
�

= K 0
�
s; z;C;

1

t
C
�
=�

1
t jzj si s � t
0 si s > t

=
1

t
jzj��[0;t]

, luego kzk(C; 1tC)� = �
�
1
t jzj�

�
[0;t]

�
= 1

t jzj�
�
��[0;t]

�
= 1

t jzj' (t). En conclusión
1
t jzj' (t) =

1
�(t) jzj de modo que � (t) =

t
'(t) . De hecho, esto nos dice que la

función característica � es la función fundamental del espacio asociado a X17

Revisitemos ahora las inmersiones dadas por 103, es decir

X�;1;J
1�! I

�
X
� 1�! X�;1;K

17X0, el espacio asociado a X es el espacio de Banach de funciones sobre el espacio de
medida (R; �) de�nido por kfkX0 = �0 (jf j) donde �0 es la norma de Banach de funciones tal
que para f medible se toma �0 (jf j) = sup

�R
R fgd� : � (jgj) � 1

	
donde el supremo se toma

sobre todas las g medibles, siendo � la norma de funciones de X.
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para cualquier funtor de interpolación I (�) de característica �, en el caso de
que los espacios de Banach de funciones invariantes por reordenamientos se
pueden escribir en términos de la función fundamental ' (t) = t

�(t) teniendo en
cuenta algunos resultados conocidos (cf. [24], o también [68]) que a continuación
reseñamos:

Teorema 213 Si X es un espacio de Banach de funciones invariante por re-
ordenamiento sobre un espacio de medida resonante entonces

L1 \ L1 ,! X ,! L1 + L1

. Además X puede renormalizarse (es decir podemos reemplazar kkX por c kkX
con una constante adecuada c) de modo que las inmersiones tengan norma 1,
es decir

L1 \ L1 1
,! X

1
,! L1 + L1

Observación 214 Por el resultado de Calderón y Ry¤ (ver arriba: 212) el
teorema 213 abarca todos los X que sean espacios de interpolación exactos para
el par

�
L1; L1

�
sobre un espacio de medida resonante. Como dichos espacios X

son siempre espacios de Banach de funciones invariantes por reordenamientos
para ellos está de�nida la función fundamental ' (t). Dentro de los espacios de
Banach de funciones invariantes por reordenamientos sobre (R;�) resonante que
tengan la función fundamental ' podemos describir aquellos que son extremales
respecto de la inclusión. Por un lado tenemos:

De�nición 215 Sea M el espacio de funciones medibles sobre un espacio de
medida resonante (R;�) y sea ' : [0;+1)! [0;+1) cuasi-cóncava en [0;+1).
Si de�nimos �0 (f) = sup

t>0

n
'(t)
t

R t
0
f� (s) ds

o
y M' =

n
f 2M : kfkM'

<1
o

donde kfkM'
= �0 (f) resulta que �0 es una norma de funciones invariante

por reordenamientos y M' tiene función fundamental '. Además se tiene el
siguiente:

Teorema 216 Si X es un espacio de Banach de funciones invariante por re-
ordenamiento sobre un espacio de medida resonante con función fundamental '

entonces X
1
,!M' , es decir kfkM'

� kfkX para toda f 2 X. Es decir M' es el
mayor subespacio deM invariante por reordenamientos de función fundamental
'.

Observación 217 Para caracterizar el menor subespacio deM invariante por
reordenamientos hace falta un paso más. Si bien la función fundamental ' no
tiene porqué ser cóncava, es posible encontrar una función cóncava equivalente
a ella, b', tal que 1

2 b' � ' � b'18 . Por otra parte si X tiene función fundamental
' para f 2 X de�nimos � (f) = m�ax fkfk ; 2�0 (f)g donde �0 (f) = kfkM'

de�nido arriba, y es claro por el teorema anterior que

kfkX � � (f) = m�ax
n
kfkX ; kfkM'

o
� 2 kfkX

18Se toma b' la menor función cóncava que mayora a '. Como m�ax f1; tg es cóncava está
claro que ' (t) � ' (1)m�ax f1; tg así que el conjunto de mayorantes cóncavas de ' es no vacío.
Y como el ín�mo de una familia de funciones cóncavas también es cóncava entonces b' está
bien de�nida.
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. así que � (f) es una norma para X equivalente a k�kX . Y además si �E es la
función característica de un conjunto de medida t resulta

� (�E) = m�ax
n
k�EkX ; k�EkM'

o
= m�ax f' (t) ; b' (t)g = b' (t)

, de modo que con esta renormalización X tiene función fundamental cóncavab'.
Y ahora sí podemos completar el cuadro:

De�nición 218 Sea M el espacio de funciones medibles sobre un espacio de
medida resonante (R;�) y sea ' : [0;+1)! [0;+1) cóncava en [0;+1), y nula
solo en t = 0. Si de�nimos �1 (f) =

R t
0
f� (s) d' (s) y �' =

n
f 2M : kfk�' <1

o
donde kfk�' = �1 (f) resulta que �1 es una norma de funciones invariante
por reordenamientos y el espacio de Lorentz �' tienen función fundamental '.
Además tenemos el siguiente:

Teorema 219 Si X es un espacio de Banach de funciones invariante por re-
ordenamiento sobre un espacio de medida resonante con función fundamental

cóncava ' entonces �'
1
,! X , es decir kfkX � kfk�' para toda f 2 X. Es de-

cir �' es el mayor subespacio deM invariante por reordenamientos de función
fundamental cóncava '.

Uniendo los teoremas 219 y 216 junto con la observación 217 tenemos el
siguiente resultado debido a Semenov E.M. [105] (ver también [24] o [68]):

Teorema 220 Si X es un espacio de Banach de funciones invariante por reor-
denamiento sobre un espacio de medida resonante y lo renormalizamos de modo

que su función fundamental ' sea cóncava19 entonces �'
1
,! X

1
,!M'.

Entonces, para empezar, renormalizando adecuadamente si es necesario, ten-
emos el siguiente esquema (donde X tiene función fundamental '):

Si tenemos espacios con funciones fundamentales '1 y '2 ninguna de las
cuales mayora a la otra, tendremos dos esquemas similares pero desvinculados
(salvo en el hecho de que en ambos casos .empiezan en L1 \ L1 y terminan en
L1 + L1". Sin embargo si fuera el caso de que una de ellas mayora a la otra,
digamos '1 (t) � '2 (t) y bajo hipótesis más o menos usuales podríamos juntar

19Con la notación de la observación 217 consideramos la norma � cuya función fundamental
es b', pero renombramos su norma como k�kX = v (�) y su función fundamntal como ' (en
lugar de b'):
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esquemas: Supongamos que kkX1
y kkX2

son absolutamente continuas20 y tales
que para j = 1; 2, si t > 0 y E es medible y tal que � (E) = t entonces vale
quek�EkXj

= G
�
'j (t)

�
donde G es creciente entonces kkX1

� kkX2
y por lo

tanto X2
1
,! X1. En ese caso la situación es más o menos así:

Nótese que el orden es parcial, hay pares de funciones en que ninguna de ellas
(ni sus múltiplos) es mayor que la otra, en cuyo caso no podemos vincular

entre sí los espacios con dichas funciones fundamentales.

Observación 221 Es fácil ver que la función fundamental de L1 \ L1 es
m�ax f1; tg y la función fundamental de L1+L1 es m��n f1; tg y que para cualquier
función positiva cuasi-cóncava con ' (t) = 0 si y solo si t = 0 y tal que
' (1) = 1 es m��n f1; tg � ' (t) � m�ax f1; tg (cf. teorema 213 arriba). Además
�m�axf1;tg = L1 \ L1 =Mm�axf1;tg y �m��nf1;tg = L1 + L1 =Mm��nf1;tg.

Volviendo a mirar lo particular desde una perspectiva más general para
X = (X0; X1), si X0 = L1 y X1 =L

1 para � 2 (0; 1) tenemos una escala
familiar de espacios bien conocidos mediante interpolación (digamos que me-
diante la funcional K). Si tomamos ' (t) = t1�� es �� (t) =

t
'(t) = t� y en-

tonces con (X0; X1)
J
�;q;K obtenemos, con p = 1

1�� , espacios de Lorentz L
p;q

(normas equivalentes), y en particular con (X0; X1)
J
�;q(�);K con q (�) = p = 1

1��
es (X0; X1)

J
�;q(�);K = Lp con equivalencia de normas independiente de p, conc-

retamente (cf. [86] ejemplo 7) resulta kfkLp � kfk(X0;X1)
J
�;q(�);K

� e kfkLp .
Tener una familia paramétrica de espacios de interpolación

�
I�
�
X
�	
21 , por

ejemplo con � 2 (0; 1), va a ser útil a la hora de extrapolar. Las inclusiones
X�;1;J

1�! I�
�
X
� 1�! X�;1;K y X0 \X1

1�! I�
�
X
� 1�! X0 +X1 para I� un

método de interpolación con característica � ordenan parcialmente los espacios
de interpolación (pero recordemos que si para �1 y �2 ninguna mayora a (un
múltiplo positivo de) la otra entonces en principio no podemos asegurar ninguna
inclusión entre I�1

�
X
�
y I�2

�
X
�
) y el esquema tiene el aspecto:

20Esto signi�ca que


f�En

! 0 para toda secuencia de conjuntos medibles fEng tales que

En ! ? a.e.
21Quizás sería aún más sugerente notar

�
I��
	
�2(0;1) indicando que el método tiene función

característica �� .
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Ahora, si tenemos una escala podemos indexar una familia de inmersiones
como referencia:

Observación 222 En el caso de que X = (X0; X1) sea una cupla ordenada,
esto es con X0 � X1

22 -digamos que con norma de la inmersión igual a 1
(eventualmente renormalizando)- se puede ver que

kfkhXi
�;q;K

=

8<:
�R 1

0

�
t��K (t; f;X0; X1)

�q dt
t

� 1
q

si q <1
sup
0<t<1

ft�� �K (t; f;X0; X1)g si q =1

es una norma equivalente a la de X
�;q;K

o X
J
�;q;K

-con constantes de equivalen-
cia dependiendo de � y q-. En este caso, evidentemente, las funciones t� en el
intervalo (0; 1) están ordenadas decrecientemente respecto de � -en el sentido de
que t�1 � t�2 para t 2 (0; 1) si �1 � �2; en cuyo caso tenemos que

hX0; X1i�2;q;K � hX0; X1i�1;q;K (104)

para 0 � �1 � �1 � 1: Por otra parte de un resultado de J. Bergh (posiblemente
no publicado cf. [58] pag. 19) se obtiene que

hX0; X1i�;q;K � hX0; X1i�;r;K (105)

si q � r. Mediante 104 y 105 se obtiene en este caso que si p1 � p2 y pi = 1
1��i

i = 1; 2 se tiene �1 � �2 de donde si (R:�) tiene medida �nita y tomamos
X0 = L1 y X1 = L1 entonces Lp1 =



L1; L1

�
�1;p1;K

�


L1; L1

�
�2;p1;K

�

L1; L1

�
�2;p2;K

= Lp2 , en resumen Lp1 � Lp2 si p1 � p2 cuando (R;�) tiene
medida �nita.

22Este es el caso, por ejemplo, en que (R; �) es un espacio de medida �nita -digamos que
de medida 1- , y tenemos L1 \ L1 = L1 � L1 = L1 + L1.
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A continuación haremos una pequeña reseña sobre extrapolación:

6.2.1. Un poco de extrapolación

En la teoría de extrapolación (para esta sección referencias fundacionales
son [58] y [85]) comenzamos con ciertas familias de espacios de Banach index-
adas por cierto conjunto de índices fX�g�2�, siendo habitualmente � = (0; 1).
Diremos que X = fX�g�2� es compatible si existen dos espacios de Banach
X0 y X1 tales que X1 � X� � X0 con inclusiones continuas para cada � 2 �.
Para un conjunto de índices �jo � consideraremos la categoría de familias de
espacios de Banach compatibles cuyos mor�smos son los operadores entre fa-
milias T : fX�g�2� ! fY�g�2� lo cual signi�ca que hay un operador lineal
T : X0 ! Y0 cuyas restricciones están uniformemente acotadas, y sin pérdida
de generalidad pediremos T : X�

1! Y�
23 para cada � 2 �. En la práctica es

usual que los espacios X� sean espacios de interpolación, por ejemplo de la for-
ma X� = X

J
�;q(�);K . Diremos que X e Y son espacios de extrapolación respecto

de fX�g�2� y fY�g�2� si X1 � X � X0, Y1 � Y � Y0 y T : X ! Y siempre
que T : fX�g�2� ! fY�g�2�. Un método de extrapolación E es un funtor desde
una colección de familias compatibles Dom (E) en una colección de espacios de
Banach tal que E

�
fX�g�2�

�
y E

�
fY�g�2�

�
son espacios de extrapolación re-

specto de fX�g�2� y fY�g�2�. Los más simples pero también más importantes
funtores de extrapolación son los métodos � y �:
Para las familias compatibles tales que las inclusiones X1 ,! X� están uni-

formemente acotadas, es decir si sup
�2�

sup
x2X1

kxkX�
kxkX1

<1, se de�ne

�
�
fX�g�2�

�
=

(
x 2

\
�2�

X� : kxk�fX�g�2�
: sup
�2�

kxkA�
<1

)
, y entonces � nos proporciona un funtor desde la categoría de espacios com-
patibles en la categoría de espacios de Banach.
El método "dual"�, se de�ne para las familias compatibles tales que las

inclusiones X� ,! X0 están uniformemente acotadas, o sea sup
�2�

sup
x2A�

kakX0
kakX�

<1.

En este contexto se de�ne

�
�
fX�g�2�

�
=

(
x 2 X0 : kxk�fX�g�2�

: ��nf
X
�

kx�kX�
<1

)
donde el ín�mo se toma sobre todas las representaciones x =

P
�

x� : x� 2 X�

tales que
X
�

kx�kX�
<1, donde se entiende, como es usual que ��nf ; =1.

23Lo que signi�ca que kTkX�!Y�
� 1
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Bajo hipótesis bastante generales se tiene una relación estrecha entre ex-
trapolación e interpolación: Considérese familias compatibles fX�g�2� donde
X� = F�

�
X
�
para una familia de funtores de interpolación fF�g�2� aplicada

sobre un par compatible de espacios de Banach X = (X0; X1). Hay una carac-
terización debida a Jawerth y Milman (cf. [58]) de aquellas familias de métodos
fF�g�2� tales que se puede revertir, en cierto sentido, la propiedad de extrapo-
lación: De una familia fF�g�2� se dice que es completa si T : F�

�
X
� 1! F�

�
Y
�

para todo � 2 � implica que T : X ! Y siempre que X = (X0; X1) es un par
regular de espacios de Banach24 siendo además X e Y mutuamente cerrados
25(). La descripción de las familias completas puede hacerse en términos de las
funciones características de los funtores F�. Como vimos arriba las funciones
características � eran cuasi-cóncavas y están de�nidas por la acción de los fun-
tores F sobre los espacios de dimensión 1: F

��
C; 1tC

��
= 1

�(t)C; t > 0. Ahora,
la caracterización mencionada arriba esta dada por el siguiente teorema para
cuya demostración referimos a [58]:

Teorema 223 ([58] Teorema. 2.5) Una familia funtores de interpolación exac-
tos fF�g�2� es completa si y solo si ��nf

�2�

��(t)
��(s)

� Cm��n
�
1; ts
�
para todo s; t > 0.

Observación 224 Por el teorema de arriba es inmediato que si F� es exacto
de exponente � (i.e. � (t) = t�) con � 2 (0; 1) entonces fF�g�2� es completo.

Observación 225 Entre los métodos de interpolación exactos con una función
característica dada � recordemos que conocíamos los métodos minimal y maximal
dados por 103: X�;1;J

1! F
�
X
� 1! X�;1;K .

Observación 226 Recordemos que los funtores (�)�;q;K y (�)�;q;J tenían fun-
ción característica � (t) = Ct� y que habíamos renormalizado dichos espacios

multiplicando respectivamente por c�;q = ((1� �) �q)
1
q (con c�;q = 1 en el caso

q =1), y por c0�;q = ((1� �) �q0)
� 1
q0 (con c0�;q = 1 en el caso q = 1) para obten-

er los espacios X
J
�;q;K y X

J
�;q;J en lugar de X�;q;K y X�;q;J . Y recordamos que

uno de los objetivos de esa normalización era porque las respectivas funciones
características de (�)J�;q;K y (�)J�;q;J son exactamente � (t) = t�. Los siguientes
teoremas que citamos a continuación, son claves en la teoría de Jawerth-Milman
para simpli�car la caracterización de espacios de extrapolación, y muestran la
importancia de la mencionada renormalización (cf. [85] Teorema 21, y fórmula
(4.1) en las observaciones que lo preceden, y también [85] Teorema 5)

Teorema 227 Sea X = (X0; X1) una cupla de espacios de Banach mutuamente
cerrada, y sea M (�) una función temperada en � = (0; 1) 26 . Para cualquier
familia fF�g�2� de funtores de interpolación exacta de orden � (i.e. con función
24Esto es que A0 \A1 es densa en A0 y en A1.
25X = (X0; X1) is mutually close if X0 = fX0 where fX0 =�
f 2 X0 +X1 : l��m

t!1

�
��nf

f0;f1:f=f0+f1

h
kf0kX0

+ t kf1kX1

i�
<1

�
and X1 = fX1 (de�ned

analogously).
26Decimos que M (�) es temperada si M (2�) � M (�) para � próximo a 0 y M

�
1+�
2

�
�

M (�) para � próximo a 1.
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característica � (t) = t�), se tiene que:

�0<�<1
�
M (�)F�

�
X
��
= �0<�<1

�
M (�)XJ

�;1;K

�
con normas equivalentes.
Más aún si X1 � X0, o sea si X es un par ordenado, se tiene

��0<�<1
�
M (�)F�

�
X
��
= �0<�<1

�
M (�)F�

�
X
��

(106)

para cualquier �0 2 (0; 1) �jo y entonces

��0<�<1
�
M (�)F�

�
X
��
= ��0<�<1

�
M (�)XJ

�;1;K

�
Teorema 228 Sea X = (X0; X1) una cupla de espacios de Banach mutuamente
cerrada, y sea M (�) una función temperada en � = (0; 1). Para cualquier fa-
milia fF�g�2� de funtores de interpolación exacta de orden � (i.e. con función
característica � (t) = t�), se tiene que:

�0<�<1
�
M (�)F�

�
X
��
= �0<�<1

�
M (�)XJ

�;1;J

�
con normas equivalentes.
Más aún si X1 � X0, o sea si X es un par ordenado, se tiene

�0<�<�0
�
M (�)F�

�
X
��
= �0<�<1

�
M (�)F�

�
X
��

(107)

para cualquier �0 2 (0; 1) �jo y entonces

��0<�<1
�
M (�)F�

�
X
��
= ��0<�<1

�
M (�)XJ

�;1;J

�
Observación 229 Mediante los métodos � y � podemos obtener espacios çer-
canosrespectivamente a X0 \ X1 y a X0 + X1, aunque la elección de M (�)
"modula.el espacio que obtenemos. Pero, en cualquier caso, los teoremas de ar-
riba muestran que podemos abstraernos de la elección de sobre cuáles espacios
de interpolación F�

�
X
�
(exactos de orden �) �ltramos con �, o sobre cuáles

espacios de interpolación F�
�
X
�
(exactos de orden �) sumamos con �, ya que

obtenemos los mismos espacios de extrapolación usando � sobre los espacios
más grandes de orden �, XJ

�;1;K ; o respectivamente usando � sobre los espacios
más chicos de orden �, XJ

�;1;J .
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Ejemplo 230 Ilustremos la observación de arriba en un contexto familiar como
el de los espacios Lp en un espacio de medida �nita, digamos Lp (R) con para
(R;�) con � (R) = 1 donde Lp � Lq si p � q para � = 1

p0 = 1�
1
p tenemos que

p 2 (1;1) si � 2 (0; 1), y
�
L1; L1

�J
�; 1

1�� ;K
=
�
L1; L1

�J
1
p�;p;K

= Lp con normas

equivalentes con constantes independientes de p -como mencionamos más arriba
(cf. [86] ejemplo 7)- y tenemos que para M (�) = M (p) � 1 obtenemos L1 =

�1<p<1 (L
p) = �0<�<1

��
L1; L1

�J
�; 1

1�� ;K

�
= �1<p0<1

��
L1; L1

�J
p0;1;J

�
y per-

mutando en el último término p0 por p -ambos recorren el intervalo (1;1)- y
usando la equivalencia de la observación 205 entre X

J
�;1;J y X

J
�;1;K nos queda

que
�1<p<1

�
Lp;1

�
= �1<p<1 (L

p) = L127

y también de manera análoga

�1<p0<1 (L
p;1) = �1<p<1 (L

p) = L1

. Si en cambio, para � > 0, tomamos M (�) =
�
1��
�

��
= 1

(p�1)� = M (p) ten-

emos (cf. [85]) que �1<p<1
�

1
(p�1)�L

p;1
�
= �1<p<1

�
1

(p�1)�L
p
�
= L (LogL)

�

y tomando M (�) =
�

1
1��

��
= p� = M (p) tenemos que �1<p<1 (p�Lp;1) =

�1<p<1 (p
�Lp) = Exp

�
L

1
�

�
. Nótese que para espacios de medida �nita L1 ,!

L (LogL)
�
,! Lp ,! Exp

�
L

1
�

�
,! L128 .

6.2.2. Las constantes en las clases de Hölder abstractas

Cómo las de�niciones de las clases de Hölder abstractas RH�;q hacen refer-
encia a los espacios de interpolación X�;q queremos considerar la cuestión del
posible papel de las constantes si en lugar de la de�nición clásica 61 (cf. [16])
usamos en cambio los espacios X

J
�;q;K (de�nición 204, cf. [58]). Recordemos, por

ejemplo la de�nición 79:

De�nición 231 Sea � 2 (0; 1), q 2 [1;1) y X = (X0; X1) una cupla compatible
de espacios de Banach. Se de�ne RH�;q � X0 +X1a la clase dada por

RH�;q = fw 2 X0+X1�9C > 0 :
K (t; w;X�;q; X1)

t
� C

K
�
t

1
1�� ; w;X

�
t

1
1��

;8t > 0g

, donde C puede depender de w y de X. En este contexto se de�ne la �norma�

kkRH�;q
=��nffC : K (t; w;X�;q; X1)

t
� C

K
�
t

1
1�� ; w;X

�
t

1
1��

;8t > 0g

27Para los espacios de Lorentz Lp;1 hay que tomar la norma 1
p

R1
0 t

1
p f�� (t) dt

t
.

28En realidad M (�) =
�
1��
�

��
cumple que M (�) � M (2�) para � cercano a 0 -y por

lo tanto para p próximo a 1-, por el otro lado �jando algún p0 > 1 usamos que Lp0 � Lp

para todo p � p0 y eventualmente renombrando M (p) � 1 para p � p0 tenemos que M es

temperada: De manera análoga basta con ver que M (�) =
�

1
1��

��
= M (p) = p� cumple

M (�) �M
�
1+�
2

�
para � próximo a 1 -y por lo tanto p próximo a 1-.
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En términos de la mencionada de�nición también se tenía

RH (X) :=
[

(�;q)2(0;1)�[1;1)

RH�;q (X)

Y para el caso de cuplas ordenadas con X1 � X0 en el caso endpoint, para
� = 0 y q = 1, se daba la de�nición 80:

De�nición 232 Si X = (X0; X1) es una cupla ordenada se de�ne

RH0;1 = fw 2 X0�9C > 0 :

Z t

0

K
�
s; w;X

� ds
s
� CK

�
t; w;X

�
;8t 2 (0; n0;1)g

y para dichos C = C
�
w;X

�
se de�ne la �norma�:

kkRH0;1
=��nffC > 0 :

Z t

0

K
�
s; w;X

� ds
s
� CK

�
t; w;X

�
;8t 2 (0; n0;1)g

Y en las secciones subsiguientes se las caracterizó por medio de índices, se
estudiaron las relaciones con clases de Hölder reversas çlásicaspor ejemplo para
pares dados en términos de espacios Lp, Lp;q, LLogL, etc. Consideremos, por
lo tanto si reemplazamos, en los pares y en las funcionales K, un espacio por
otro equivalente (en el sentido de normas mutuamente comparables) como X�;q

y X
J
�;q.
Empecemos mirando como afecta reemplazar un espacio del par inicial (X0; X1)

por un múltiplo (es decir multiplicando la norma por una constante).
K (t; f;X0; X1) := ��nf

f=f0+f1
fkf0kX0

+ t kf1kX1
con f0 2 X0 y f1 2 X1g

Para c > 0, si fX0 = cX0 (en el sentido de que X0 y fX0 representan el mismo
conjunto con las mismas operaciones de espacio vectorial y kfkfX0

= c kfkX0

para todo f 2 X0) tenemos que si f = f0 + f1 con f0 2 X0 (equivalentemente
f 2 fX0) y f1 2 X1 entonces kf0kfX0

+ t kf1kX1
= c kf0kX0

+ t kf1kX1
.

Tomando ín�mos tenemos que

��nf
n
kf0kfX0

+ t kf1kX1
: f = f0 + f1 con f0 2 fX0 y f1 2 X1

o
= ��nf

�
c

�
kf0kX0

+
t

c
kf1kX1

�
: f = f0 + f1 con f0 2 X0 y f1 2 X1

�
= c��nf

�
kf0kX0

+
t

c
kf1kX1

: f = f0 + f1 con f0 2 X0 y f1 2 X1

�
es decir

K
�
t; f; fX0; X1

�
= cK

�
t

c
; f;X0; X1

�
(108)

.
Por otra parte si fX1 = cX1 tenemos que

��nf
n
kf0kX0

+ t kf1kfX1
: f = f0 + f1 con f0 2 X0 y f1 2 fX1

o
= ��nf

�
kf0kX0

+ ct kf1kX1
: f = f0 + f1 con f0 2 X0 y f1 2 X1

	
de donde

K
�
t; f;X0; fX1

�
= K (ct; f;X0; X1) (109)
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.
Teniendo fX0 = c0X0 y fX1 = c1X1 de 108 y 109 tenemos:

K
�
t; f; fX0; fX1

�
= c0K

�
c1
c0
t; f;X0; X1

�
(110)

Dada w 2 X0 +X1 decíamos que w 2 RH�;q si 9C > 0 :

K (t; w;X�;q; X1)

t
� C

K
�
t

1
1�� ; w;X0; X1

�
t

1
1��

(111)

;8t > 0. Queremos probar que

9 eC > 0 :
K
�
t; w;XJ

�;q; X1

�
t

� eCK
�
t

1
1�� ; w;X0; X1

�
t

1
1��

para mostrar que la equivalencia de las normas preserva la pertenencia a las
clases RH�;q abstractas. Como el miembro derecho es el mismo vamos a prestar

atención solo a las desigualdades entre K (t; w;X�;q; X1) y K
�
t; w;XJ

�;q; X1

�
.

Como el segundo espacio del par es fX1 = X1 tenemos c1 = 1 y X�;q =

c�;qX�;q con c�;q = [(1� �) �q]
1
q . Luego usando 108 es

K
�
t; f;XJ

�;q; X1

�
= c�;qK

�
1

c�;q
t; f;X�;q; X1

�
Debido a que K es positiva, creciente y cóncava -respecto de t- se tiene

K (� ; f) � m�ax
n
1;
�

�

o
K (�; f)

(cf. B-L lemma 3.1.1) o equivalentemente:

m��n
n
1;
�

�

o
K (� ; f) � K (�; f)

; entonces tomando � = t, � = t
c�;q

y teniendo en cuenta que

c�;qm��n

(
1;

t
c�;q

t

)
= c�;qm��n

�
1;

1

c�;q

�
= m��n fc�;q; 1g

tenemos que

m��n f1; c�;qgK (t; f;X�;q; X1) � c�;qK

�
t

c�;q
; f;X�;q; X1

�
= K

�
t; f;XJ

�;q; X1

�
.
Recíprocamente

K
�
t; f;XJ

�;q; X1

�
= c�;qK

�
t

c�;q
; f;X�;q; X1

�
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y tomando � = t
c�;q

y � = t nos queda

K
�
t; f;XJ

�;q; X1

�
= c�;qK (� ; f;X�;q; X1) �

c�;qm�ax

(
1;

t
c�;q

t

)
K (t; f;X�;q; X1) = m�ax f1; c�;qgK (t; f;X�;q; X1)

.
En de�nitiva:

m��n f1; c�;qgK (t; f;X�;q; X1) � K
�
t; f;XJ

�;q; X1

�
� m�ax f1; c�;qgK (t; f;X�;q; X1)

Por lo tanto

K (t; w;X�;q; X1)

t
� C

K
�
t

1
1�� ; w;X0; X1

�
t

1
1��

implica

K
�
t; w;XJ

�;q; X1

�
t

� eCK
�
t

1
1�� ; w;X0; X1

�
t

1
1��

con eC = Cm�ax f1; c�;qg > 0 y por otra parte si

K
�
t; w;XJ

�;q; X1

�
t

� eCK
�
t

1
1�� ; w;X0; X1

�
t

1
1��

entonces vale:

K (t; w;X�;q; X1)

t
� C

K
�
t

1
1�� ; w;X0; X1

�
t

1
1��

con C = eC 1
m��nf1;c�;qg =

eCm�axn1; 1
c�;q

o
> 0.

Con lo cual la pertenencia de w a RH�;q para 0 < � < 1 y 1 � q < 1 �jos
no cambia si reemplazamos la condición

K (t; w;X�;q; X1)

t
� C

K
�
t

1
1�� ; w;X0; X1

�
t

1
1��

por

K
�
t; w;XJ

�;q; X1

�
t

� eCK
�
t

1
1�� ; w;X0; X1

�
t

1
1��

y las "normas"kkRH�;q
son equivalantes -las constantes pueden depender de � y

de q-.
Como ya se mencionó en la teoría de extrapolación el comportamiento de

las normas al variar los parámetros importa, pero los resultados que se obtienen
dentro de una clase RH�;q con � y q dados no se ven afectados por las normal-
izaciones con las constantes c�;q, lo que sucede en la mayoría de los resultados
de este trabajo que re�eren a las clases RH�;q. En el caso límite RH0;1 usamos
que una versión adecuada del teorema de reiteración de Holmstedt (cf. [18] o
[62] lemma 2.2):
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Teorema 233 Para una cupla (X0; X1) ordenada donde X1 � X0 se tiene que

K
�
t; w;XJ

�;q; X1

�
� c�;q

0@Z t
1

1��

0

�
s��K

�
s; w;X

��q ds
s

1A
1
q

;8t > 0

Observación 234 En muchos de los resultados hemos tratado con pesos sopor-
tados en cubos donde la cupla

�
L1 (Q) ; L1 (Q)

�
está ordenada.

Volviendo a las clases endpoint, para q = 1, la condición

K
�
t; w;XJ

�;1; X1

�
t

� C
K
�
t

1
1�� ; w;X0; X1

�
t

1
1��

equivale a

Z t
1

1��

0

s��K
�
s; w;X

� ds
s
� C

K
�
t

1
1�� ; w;X0; X1

�
t

1
1��

(con otra constante) y poniendo formalmente � = 0, en la observación vemos
que tiene sentido la de�nición de RH0;1, de manera análoga a lo observado en
81.

Observación 235 De hecho, con la normalización, es posible tomar límites
a las funcionales K

�
t; f;XJ

�;q; X1

�
respecto de � para obtener casos endpoint.

Ilustrémoslo con el caso donde q = 1, c�;1 = � (1� �), con � ! 0 para un
par regular y mutuamente cerrado de espacios de Banach ordenado -es decir
(X0; X1) con X1 � X0 y X1 denso en X0. Además X1 será denso en XJ

�;q -cf.
[16] teo. 3.4.2 b)-. Además podemos eventualmente renormalizar X1 de modo

que la norma de la inmersión sup
g2X1

kgkX0
kgkX1

= 1 es decir X1
1
,! X0.

Sabemos por 101 que X�;1
1
,! X�;1;K y es fácil ver que X�;1;K

1
,! X0

29

luego X�;1
1
,! X0 y por lo tanto

kfkXJ
�;1
� kfkX0

(112)

para todo f 2 XJ
�;1.

Observemos primero que kfkXJ
�;1
! kfkX0

cuando � ! 0 para f 2 XJ
�0;1

para algún �0 2 (0; 1). Para ello obsérvese que como X1
1
,! X0 se tiene kfkX1

�

29Como kfkX1
� kfkX0

para todo f 2 X1
1
,! X0 tenemos: kfk�;1 = sup

0<t
K (t; f;X0; X1) �

K (1; f;X0; X1) =

��nf
f0+f1=f

�
kf0kX0

+ kf1kX1

�
� ��nf
f0+f1=f

�
kf0kX0

+ kf1kX0

�
� kfkX0
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kfkX0
y por lo tanto K (t; f;X0; X1) = kfkX0

si t > 1 de donde

kfkXJ
�;1

= � (1� �)
Z 1

0

t��K (t; f;X0; X1)
dt

t
(113)

kfkXJ
�;1

= � (1� �)
�Z 1

0

t��K (t; f;X0; X1)
dt

t
+

Z 1

1

t�� kfkX0

dt

t

�
kfkXJ

�;1
= � (1� �)

�Z 1

0

t��K (t; f;X0; X1)
dt

t
+
1

�
kfkX0

�
kfkXJ

�;1
= �

�Z 1

0

(1� �) t��K (t; f;X0; X1)
dt

t

�
+ (1� �) kfkX0

Por otro lado si t < 1 es K (t; f;X0; X1) = ��nf
f0+f1=f

�
kf0kX0

+ t kf1kX1

�
�

��nf
f0+f1=f

�
t kf0kX0

+ t kf1kX0

�
� t kfkX0

de donde

kfkXJ
�;1

= �

�Z 1

0

(1� �) t��K (t; f;X0; X1)
dt

t

�
+ (1� �) kfkX0

� �

�Z 1

0

(1� �) t��dt
�
kfkX0

+ (1� �) kfkX0
= kfkX0

es decir kfkXJ
�;1
� kfkX0

y XJ
�;1

1
,! X0

Por otro lado, nótese que para t 2 (0; 1) es ln t < 0 y se tiene que

d
�
(1� �) t��

�
d�

= t��(�1� (1� �) ln t)

de donde
d
�
(1� �) t��

�
d�

> 0

si 1 < (1� �) (� ln t), o sea si � < 1 � 1
ln t = 1 +

1
ln(1=t) lo cual vale para todo

� 2 (0; 1) y t 2 (0; 1).
Entonces para 0 < �0 < �1 < 1 y para todo t 2 (0; 1) es

(1� �1) t��1 � (1� �0) t��0

, de dondeZ 1

0

(1� �1) t��1K (t; f;X0; X1)
dt

t
�
Z 1

0

(1� �0) t��0K (t; f;X0; X1)
dt

t
� 0

. Luego para cualquier sucesión (�k)k2N tal que �k tiende decrecientemente a 0
se tiene que �Z 1

0

(1� �k) t��kK (t; f;X0; X1)
dt

t

�
k2N

es convergente.
Por lo tanto �k

R 1
0
(1� �k) t��kK (t; f;X0; X1)

dt
t tiende a 0.
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Luego existe

l��m
�!0

�

�Z 1

0

(1� �) t��K (t; f;X0; X1)
dt

t

�
= 0

y por lo tanto de 113 resulta que:

l��m
�!0

kfkXJ
�;1
= kfkX0

Por otra parte dado f 2 X1 y " > 0 y elijamos f0 + f1 = f de modo que
K (t; f;X0; X1) > kf0kX0

+ t kf1kX1
� "

2 , y sea �0 tal que para 0 < � < �0 es
kf0kX0

> kf0kXJ
�;1
� "

2 . Entonces

K (t; f;X0; X1) > kf0kXJ
�;1
+ t kf1kX1

� " � K
�
t; f;XJ

�;1; X1

�
� " (114)

para todo " > 0. Por otro lado como XJ
�;1

1
,! X0 tenemos trivialmente que si

f = f0 + f1 es

K (t; f;X0; X1) = ��nf
f=f0+f1

�
kf0kX0

+ t kf1kX1

�
� ��nf

f=f0+f1

�
kf0kXJ

�;1
+ t kf1kX1

�
= K

�
t; f;XJ

�;1; X1

�
es decir

K (t; f;X0; X1) � K
�
t; f;XJ

�;1; X1

�
(115)

De 114 y 115 se tiene que dada f 2 X1 resulta que para todo " > 0 es

0 � K
�
t; f;XJ

�;1; X1

�
�K (t; f;X0; X1) < " si 0 < � < �0 ("). De modo que

l��m
�!0

K
�
t; f;XJ

�;1; X1

�
= K (t; f;X0; X1) (116)

. Como (X1; X0) es regular tenemos que X1 es denso en X0 y en XJ
�;1
para cada

� 2 (0; 1) de modo que el límite de 116 vale para todo f 2
S

0<�<1

XJ
�;1

30 .

Observación 236 En el caso de RH0;1, en la condición
R t
0
K
�
s; w;X

�
ds
s �

CK
�
t; w;X

�
si reemplazamos X = (X0; X1) por un par

�fX0; eX1

�
con fX0 =

c0X0 y fX1 = c1X1 -por ejemplo reemplazar la norma de espacios clásicos como
Lp o Lp;q por un múltiplo que resulte al usar alguna constante de normalización-
hay que ajustar la norma de la inmersión de eX1 en eX0. Así la condiciónZ t

0

K
�
s; w;X

� ds
s
� CK

�
t; w;X

�
;8t 2 (0; n0;1)

30Nótese que si f 2 XJ
�1;1

y 0 < �0 < �1 < 1 tenemos que kfkXJ
�0;1

=

�0
R 1
0 (1� �0) t

��0K (t; f;X0; X1)
dt
t
+ (1� �0) kfkX0

� �1
R 1
0 (1� �1) t

��1K (t; f;X0; X1)
dt
t
+ (1� �1) kfkX0

+ (�1 � �0) kfkX0
�

(1 + �1 � �0) kfkXJ
�1;1

<1. Luego f 2 XJ
�0;1

.
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es equivalente a la condiciónZ t

0

K
�
s; f; fX0; fX1

� ds
s
� CK

�
t; w; fX0; fX1

�
8t 2 (0;gn0;1)

donde gn0;1 = sup
f2fX1

kfkgX0
kfkgX1 =

c0
c1
sup
f2X1

kfkX0
kfk

X1

.

Observación 237 Otro resultado donde utilizamos la fórmula de Holmstedt es
en 108, pero si utilizamos la normalización XJ

�;q y la fórmula de Holmstedt
correspondiente, 233, como se �jan los parámetros � y q se obtiene un resultado
complétamente análogo (con otras constantes).
Por su parte en el teorema 149 y en el lema previo 152 estudiamos la relación

entre las clases RHLp;q y RHp los resultados tampoco se ven afectados -salvo
constantes- teniendo en cuenta lo señalado arriba y en 236. Otro tanto pasa en
el apartado acerca de clases reversas y pesos no doblantes donde en las desigual-
dades pueden aparecer, a lo sumo, otros factores que dependen de � = w (x) dx
pero se obtienen las mismas clases RHp.

6.3. Marco referencial

Quisiéramos reseñar aquí el contexto en que se insertan algunos de los temas
de este trabajo. Dos cuestiones centrales sobre los que tratamos involucran clases
Ap de Muckenhoupt y clases de Hölder reversas o generalizaciones de ellas. Los
pesos que pertenecen a unas y otras revierten en cada caso desigualdades ciertas
que se apoyan en la desigualdad de Hölder. Las clases de Muckenhoupt tienen
medio siglo de historia, comenzando con el célebre paper de B. Muckenhoupt
[92] (1972), y por sus relaciones (entre otras) con la acotación en Lp (w) y
Lp;1 (w) del operador de Hardy-Littlewood, las transformadas de Hilbert y de
Riesz, con operadores de Calderón-Zygmund, con el espacio BMO, han dado
lugar a un enorme número de trabajos, y se han planteado -y a veces se han
resuelto- muchos problemas en torno a ellos. No es posible hacer un compendio
sucinto de este corpus; remitimos al �survey paper�de Duoandikoetxea, J. [41]
(2013) y las referencias allí citadas como reseña de buena parte de la historia de
las clases de Muckenhoupt -pero desde luego, desde ese entonces muchos otros
artículos han ido apareciendo-. Entre los problemas que se propusieron sobre el
tema y en la que aquí consideramos una respuesta está la cuestión de obtener
una caracterización de los pesos u en Rn tales que Mu 2 A1. Esto se plantea,
por ejemplo, en el trabajo de D. Cruz-Uribe y C. Pérez ([36] -2000-) donde
se re�ere aun trabajo del primero ([35] -1996-) para un resultado parcial para
funciones monótonas en R.
Las desigualdades de Hölder reversas y las clases de pesos correspondientes

están, como vimos, íntimamente ligadas con los pesos de Muckenhoupt y con el
lema de Gehring, y tienen relaciones con la regularidad de soluciones de ecua-
ciones diferenciales parciales y su estudio surge más o menos paralelamente en
los principios de la década de 1970. En [33] (Cruz-Uribe y Neugebauer, 1995)
aparece un estudio sistemático de la estructura de las clases RHq y su relación
con el operador minimal, el lema de Gehring, las clases Ap, etc. El lema de
Gehring, de paso, aparece en 1973 en el paper de F.W. Gehring [50]. Desde
luego que, desde entonces, han aparecido muchos otros resultados para clases
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de Hölder reversas, por ejemplo relacionándolos con extrapolación de desigual-
dades (en el sentido de Rubio de Francia) con estos pesos (ver, p.ej [1] -2018-).
Una de las partes centrales de esta tesis versa acerca de la abstracción (a cu-
plas de espacios de Banach) de las clases RH. Fue a partir de los años 80 y 90
en que empezó a advertirse que este tipo de situaciones y clases admitían ser
consideradas en términos espacios de interpolación, las funcionales K y E; y
los reordenamientos -ver los trabajos de M. Milman [82] y de M. Milman y Y.
Sagher [88] (1984), donde se vinculan las clases Ap, los espacios BMO y W , y
los operadores maximal y maximal sharp, y posteriormente en los trabajos de
M. Milman [82], [83], [84], y [87] de M. Milman y B, Opic (publicados a �nes de
los 90). También durante los 80 se empiezan a considerar los operadores maxi-
males sharp locales (cf. [59] -B. Jawerth y A. Torchinsky-1985) que utilizamos
en algunos resultados del capítulo 5. A �nes de la decada de 1980 y principios
de la de 1990 B. Jawerth y M. Milman desarrollan la idea del proceso de Ex-
trapolación, que puede verse en cierto sentido como una operación recíproca a
la interpolación de cuplas de espacios (y en otro como interpolación para una
familia numerable de espacios) y que proporciona un marco abstracto para la
obtención de ciertos espacios �límite�y desigualdades endpoint. En ese sentido,
la idea de considerar las clases RH para � = 0 aparecen por primera vez en
un trabajo de J. Bastero, M. Milman y F.J. Ruiz (cita [17]); en forma contém-
poranea a dicho artículo un caso particular de una idea similar es utilizada en
un trabajo R. Fe¤erman, C.E. Kenig y J. Pipher para el estudio de la teoría
de pesos en el problema de Dirichlet para ecuaciones elípticas, aunque el au-
tomejoramiento de las clases RH presentado en [17] era nuevo incluso en el caso
clasico, lo que ilustra la utilidad de resultados tipo Gëhring usando funcionales
K.
A pesar de la coincidencia de nombres, la extrapolación de espacios de Jaw-

erth y Milman no tiene una relación inmediata con la extrapolación �a la Rubio
de Francia�, sin embargo J. Martin y M. Milman en 2006 (cf. [79]) mostraron
cómo obtener resultados de tipo �Rubio de Francia� via funtores de extrapo-
lación de espacios mediante la noción de operadores factorizables. También en
la misma época R. Johnson y C.J. Neugebauer (cf. [61] -1993-) advierten la
relación entre clases Ap y BMO� (la clase de funciones que son BMO junto con
sus recíprocas), sobre la que hemos brindado algunos resultados en términos de
los índices que de�nimos sobre familias de conjuntos. La teoría de interpolación
y diversas nociones de índices (índices fundamentales, índices de Boyd, índices
de Matuszewska-Orlicz, etc...) se entrelazan, quizás desde los tardíos 60, a partir
de una serie de artículos de Boyd -por ejemplo: [22] (1967)-, quien mostró su im-
portancia al caracterizar la acotación de la transformada de Hilbert en términos
de los índices de los espacios. Para una vista panorámica de diversos índices,
sus relaciones mutuas relaciones y los vínculos con la interpolación podemos
remitir a la monografá de Maligranda [76] (1985). Posteriormente M. Mastylo
y M. Milman -[80] (2000)- mostraron los nexos entre índices de Matuszewska-
Orlicz y desigualdades de Gehring. Ese trabajo es en cierto modo precursor de
[32] en que presentamos las nociones de clases de Hölder abstractos mediante
índices indexados (la redundancia vale aquí) por familias de cubos; estos últi-
mos índices aprovechan el trabajo de N. Samko (cf., por ejemplo: [100] (2010) y
[101] (2004/2005)) y sus colaboradores en términos de funciones casi crecientes,
que se insertan de manera natural en la escala de funciones, dadas por la fun-
cional K, de la forma: t��K (f; t;X0(Q); X1(Q)) que son crecientes para � = 0
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y decrecientes para � = 1. En relación al papel de los índices, la interpolación,
las clases de pesos Holder-reversas y de Muckenhoupt hay un antecente casi
simultáneo en el trabajo de I. U. Asekritova, M. J. Carro, N. Kruglyak and
J. Soria -[2] (2019)-; como mencionamos en el capítulo 4, ambas teorías tienen
un vínculo análogo al que relacionan las funcionales k y K. En cierto modo, el
uso de la funcional K para las restricciones de los pesos para cubos nos exime
de pedir restricciones de invariancia por reordenamiento. Volviendo al método
real de interpolación, desde luego que los espacios Lp;q de Lorentz proporcionan
algunos de los primeros y más importantes ejemplos (introducidos en 1950 por
G.G. Lorentz [75]); es interesante observar que así como los índices de Boyd
capturan esencialmente el comportamiento del exponente p en el sentido de que
los índices superior e inferior de Boyd de Lp;q son ambos 1

p (para todo q si
1 � q � p � 1 o p = q =1), o sea que son 1� � para

�
L1; L1

�
�;q
= Lp;q, de

manera análoga hemos visto que para nuestra noción de índices, en las clases
de Hölder abstractas se tiene que RHLp;q = RHp, y así mismo se tiene que

w 2 RH�;q

��!
X
�
si y solo si i

n
K
�
�; w;�!X

�o
> �, lo que muestra que lo que se

captura depende esencialmente del primer parámetro.
Nos restan mencionar algunos antecedentes de algunas de las generaliza-

ciones que hemos examinado: El recurso de reemplazar el operador maximal
por el operador maximal modi�cado de�nido mediante empaquetamientos e in-
virtiendo el orden de los reordenamientos y los supremos aparece en el trabajo [3]
de I. Asekritova, N. Ya. Krugljak, L. Maligranda, and L. E. Persson (1997) y fue
utilizado poco después (2000) por J. Martin and M. Milman, para proporcionar
versiones de lema de Gehring para medidas no doblantes (cf. [77]). Otro manera
que consideramos, brevemente, de enfocar una inversión de desigualdades tipo
Hölder es la inversión en términos de las condiciones de Gurov-Reshetnyak y las
clases GR"; que aparecen a mediados de los 70 en el artículo [53] (1976) de L.
G. Gurov and Yu. G. Reshetnyak; una referencia monográ�ca bastante exhaus-
tiva acerca de este tema es el trabajo de A.A. Korenovskii, A.K. Lerner, A. M.
Stokolos: [66] (2002). Las clases GR", además, vinculan las desigualdades rever-
sas con el operador maximal sharp, aquí estos operadores se discuten cuando
presentamos para la función maximal sharp un resultado análogo a la carac-
terización de Coifman y Rochberg de A1 (cf. [27]). El artículo seminal [31] de
R. Coifman y R, Rochberg aparece en 1980 y entre otras cuestiones vincula las
clases de Muckenhoupt y los espacios BMO. Otras referencias a nexos entre
operadores maximales sharp, funciones maximales locales, escalas de espacios
en términos de oscilación y en particulae espacios de Garsia-Rodemich pueden
encontrarse en artículos recientes, por ejemplo [6] (2020) de S. Astashkin y M.
Milman.
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