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1. Prefacio

Los tépicos de este trabajo estdn en la interseccién de varias temédticas ca-
da una de interés por si misma. En buena parte giran sobre distintos aspectos
acerca de clases de pesos, es decir clases de funciones no-negativas localmente
integrables (a menudo conos de funciones), en general agrupadas formando es-
calas. Ejemplos arquetipicos de esto son las clases A, de Muckenhoupt y las
clases de Holder reversas RH,., que en cierto modo estdn organizadas por mayor
o menor integrabilidad o por la posibilidad de revertir -segiin el exponente- de-
sigualdades obtenidas a partir de la de Holder. No es nuestra intencién repetir
aqui el corpus de las teorias de estos pesos, sino, entre otras cosas, observar que
dichas escalas pueden en cierto modo interpretarse en términos de las teorias de
interpolacién y de extrapolacién de espacios de Banach de funciones. Cuando
se esté tratando con espacios que, ademds, sean invariantes por reordenamiento
es posible senalar la altura en la escala de un elemento mediante indices. A veces
es necesario pasar, si es posible, de condiciones locales a condiciones globales, lo
que conseguimos mediante una nocién de indices para familias de funciones in-
dexadas por conjuntos introducidas en un trabajo recientemente publicado con
Mario Milman. Esto permite mirar algunas de las cuestiones planteadas a la
luz de este punto de vista. Por otra parte las clases endpoint pueden obtenerse
en relacién con la teorfa de extrapolaciéon de Jawerth-Milman, que de alguna
manera resulta el enfoque natural para ello .

Por otra parte, estas clases de funciones estdn intimamente ligadas a varios
operadores maximales, integrales y singulares. En ese sentido, otro emergente
de este trabajo involucra el estudio del comportamiento de los pesos (no so-
lo los de las clases A, y RH,) al aplicarles operadores maximales (como M y
M#), en particular acerca de qué se puede decir de aquellos pesos cuya ima-
gen estd en dichas clases A, y RH,. En particular mostramos que si para un
peso u se tiene que Mu € Ay, = RH, de hecho se tiene la condicién, mucho
més fuerte: Mu € A;. Esto lo vemos para pesos u definidos en R™ y tam-
bién para el caso local, donde u estd definida en un cubo @y y M se toma
sobre cubos contenidos en @ -cf. las publicaciones [26] y [27]-. Como coro-
lario del resultado en R™ obtenemos una caracterizacién andloga de la clase
A; andloga a la de Coifman y Rochberg (que afirma que u € Ay si y solo si
u=k(z)(Mf (x))é con k y k! esencialmente acotadas), pero en términos del
operador maximal local y del operador maximal sharp, es decir w € A; siy
solo si hay constantes C1,Cy > 0y k() tal que k, k=1 € L> que satisfacen

w(x) = k(x) (C’1 ((wa (m))#>5 + Cy (maw® (z))é) También resulta de esto

una nueva demostraciéon del teorema de Wik (que afirma que si u € A, (Qo)

1'Una observacién sobre terminologia: En diversos lugares de este escrito tratamos acerca
de espacios o clases de funciones que correponden a un valor final de ciertos pardmetros, y en
algunas circunstancias la eleccién adecuada de como interpretar estos casos frontera de manera
no ingenua es una cuestion sustancial para obtener resultados no triviales. Para designar estos
espacios o clases decidimos incurrir en el anglicismo de importar el adjetivo endpoint, en lugar
de hablar de, por ejemplo, “clases limite” ya que “limite” tiene connotaciones adicionales que
pueden sugerir interpretaciones ambiguas -no necesariamente se estd tomando formalmente
limite de alguna manera natural o categérica-.



entonces u* € A, ([0,]Qo|])) donde se soslaya, via la equivalencia de Herz-Stein,
la necesidad de obtener un cubrimiento ad-hoc de tipo Bagby-Kurtz. Adicional-
mente interpretamos en términos de indices la accién sobre los pesos del oper-
ador maximal de Hardy-Littlewood, esto y la condicién A, (Qo) en términos de
funcionales K vincula estos resultados con los de las clases de Holder reversas
RH,.

También consideramos las clases de Holder reversas generalizadas RHp.q
definidas en funcién de las normas de los espacios de Lorentz LP?. Como el
andlisis general de las clases RH, muestra que éste estd controlado por los
indices, que a su vez vienen determinados por el exponente principal de los
espacios de interpolacién Xy 4, es natural conjeturar que el exponente principal
p de las normas ||| p.q determinard el orden de las clases de Holder reversas, en
tal sentido se prueba que RHype = RH,paral <p<g<ocol <p<g=00.

Otra cuestion interesante es precisar definiciones adecuadas de las clases end-
point para estas familias. En cierta manera, es conveniente eludir el reemplazo
trivial del exponente limite en las definiciones de las normas para las clases men-
cionadas utilizando, en cambio, la norma LLogL, y vemos que, de este modo,
obtenemos naturalmente las clases adecuadas cuando el exponente p tiende a 1
en términos de la teoria de extrapolacién. De hecho, para las clases decrecientes
RH, (es decir RH, D RH, si p < q) se tiene que RHrr0qr, = |J RH, := RH

p>1
-y en ese sentido podriamos decir que RH, — RH[ 041, cuando p — 1). Tam-
bién se tratan las clases de Holder abstractas RHg . A través del teorema de
reiteracion de Holmstedt se puede interpretar interpretar RHp ; como un caso
limite de RHp,1. Se tiene que RHy1 = {w € Xo,/3C > 0: [} K (s,w, X) & <

CK (t,w,X),Vt € (0,n0,1)} donde ng1 = sup H;Hjo es la norma de la inmer-
€Xy 1

sién X7 C Xj. El tipo de desigualdad integral de la definicién estd estrechamente
ligada a la definicién que damos de indices a través de un lema clave (Lema 97).
Es muy interesante la caracterizacién de RHp; en terminos extrapolatorios.
La cuestién de la mejora en la integrabilidad en el sentido del célebre lema de
Gehring puede establecerse de manera natural usando la funcional K (como
se muestra en [81]), aqui también vemos que en términos de las desigualdades
integrales vinculadas a los indices dicho resultado es inmediato. Algunos de los
mencionados resultados acerca de indices, clases de Holder reversas -cldsicas y
abstractas- fueron difundidos en [32].

Otras clases relacionadas con el lema de Gehring y con la inversién de de-
sigualdades de Holder se obtienen en términos de las condiciones de Gurov-
Reshetnyak, las clases GR. (que tienen conexiones interesantes con el operador
maximal sharp, las aplicaciones Quasi-Conformes, y propiedades de integra-
bilidad superior), y la clase de pesos BMO, (los pesos w € BMO tales que
4 € BMO). En ambos casos estudiamos la relacién entre los indices menciona-
dos mds arriba y la pertenencia a GR. o a BMO,.

Hay numerosas relaciones de estos resultados con otros, vinculados en estas
teorias, que también iremos mencionando y refiriendo dentro de lo posible en
la bibliografia citada. Para organizar un poco estas referencias y para situar el
trabajo en el marco de la literatura y el “estado del arte” hemos agregado una
seccién, en el Apéndice, reuniendo alli la informacién al respecto.

En fin, este puede ser un buen “endpoint” para la introduccién, de modo
que proponemos avanzar al texto en si.



2. Definiciones y Notacién

2.1. Algunas clases de pesos y operadores maximales

En esta seccion introducimos algunas de las definiciones necesarias, notacion
y otras convenciones usadas.

Notacién 1 Dadas dos expresiones A y B con un mismo dominio de aplicacion,
denotaremos A (-) < B () cuando existe una constante C > 0 tal que A (X) <

CB (X) para todo X del dominio de dichas expresiones. También escribiremos
A()=B()sies A()SB()yB()SA().

Un cubo Q C R"™ serd siempre un cubo de lados paralelos a los ejes coorde-
nados.

Definicién 2 Un peso serd una funcion no negativa, localmente integrable en
R™.

Nos interesa a continuacién presentar algunas clases de pesos que seran rel-
evantes en lo que sigue.

Definicién 3 Un peso w pertenece a la clase Hélder reversa RHp, con 1 <
p < oo si existe una constante C > 0 que depende de w tal que para todo cubo
Q C R", se tiene:

(5 /. w(x)pdx>; <Cpgp [ wde 1)

Siw € RH)y, se denota
lwll gy, = mE{C : se cumple (1)}. (2)

y se lo suele llamar norma RH, -aunque en general no es una norma-. Estd
claro que en 2 el infimo es de hecho un minimo.

Observacién 4 Ndtese que, debido a la desigualdad de Hélder, se cumple siem-
1

pre que ﬁ wi (x)dz < (ﬁ fQ w (z)? dm) ", es decir que la desigualdad op-

uesta se cumple con constante 1, de ahi el nombre de las clases RH,.

Observacién 5 También, a consecuencia de la desigualdad de Holder, se tiene
1

1 1
que si p < q vale que (I%él fQ w (z)? daz) "< (ﬁ wi (x)? dm) * y por lo tanto
es inmediato que RH, D RH,

Notacién 6 Se nota habitualmente RH = |J RH,
p>1

Observacién 7 La desigualdad 1 se cumple trivialmente para todo peso si p =
1, de modo que una definicion adecuada de una clase endpoint requiere otro
punto de vista como veremos abajo.

Cabe notar que la desigualdad 1 implica una desigualdad inversa para oper-
adores maximales.
Recordemos primero la siguiente:



Definicién 8 Sea f € L} (R") el operador mazimal de Hardy-Littlewood M f

loc

estd dado por M f (z) = ng ﬁ fQ If (v)] dy
1
Andlogamente si T > 1 se define M,.f (x) = sup (Wl\ fQ lf ()|" dy)
Q3

A veces interesan considera los operadores maximales donde el dominio esté
restringido a un cubo fijo:

Definicién 9 Si Qg es un cubo fijo de R™, el operador maximal local de Hardy-
Littlewood para el cubo Qg es:

1
May(xg, )@ = s o | (g, (@)

, y andlogamente se define también para 1 < p < oo:
1
p

Myan(ixg )@ = _sw (o [ wyraz)

Observacién 10 Es también una facil consecuencia de la desigualdad de Hélder
que si s < r entonces Msf () < M, f (x) en casi todo punto. En particular para
cualquier peso w se tiene Mw < M,w a.e. En caso de que w esté en RH,,
tomando supremos en 1 se tiene una desigualdad reversa M,w < CMw a.e.
para alguna constante C > 1.

Observacién 11 Un resultado importante que detallaremos mds adelante, el
Teorema de Coifman-Rochberg, implica que para todo peso w y r > 1 wvale que
M,w ~ M o M,w a.e., es decir M, ~ M o M,; para r = 1, sin embargo, se
tiene que M o M no es equivalente a M sino que se tiene que M oM ~ Mrrogr
(cf. [84]). Esto estd vinculado con la cuestion de que la clase RH wvista como
unidn de las clases anidadas RH, es RHrroq;, = RH = |J RH,. Veremos
p>1
enseguida como se define RHp 091, en términos de las normas ||| p,qr.(q): que
a su vez se usan para definir M roq1. Por otra parte, si tomdramos de manera
ingenua p — 17 en 1 quedaria trivialmente cierta con C = 1 y valdria para toda
f € L},.. Las normas 17 Logr() ¥ €l operador Mppogr, se definen en términos
de promedios de normas de Luremburg:

Sea U : [0,00] — [0,00] tal que ¥ (0) =0, ¥(1) =1y ¥ (c0) = oo se dice
que ¥ es una funcién de Orlicz. Si ademds ¥ es convexa diremos que es una
funcién de Young.

Definicién 12 Sea U una funcion de Young y Q un cubo de R™, f medible, se
define su W—norma de Luzemburg:

=t {a=0: [ o (L0104, 1)

Definicién 13 Se dice que f € LY (Q) si ||f|ly < oo. Notaremos indistinta-
mente || fllg = [ fllps = [|fllvq) st no hay riesgo de confusion.



Observacién 14 Es fdcil ver que si ¥ (t) =t" se tiene que || f||y = || f]

(fQ lf I dy) ’

De manera semejante se definen los ¥ —promedios:

Q) =

Definicién 15 Sea ¥ una funcion de Young y Q un cubo de R™, se define el
U—promedio en @ como: || f||

va=t {3z 05 b [ (L0 oy <od =iy

, es decir la norma de Luzemburg de f con ¥ para la medida ‘%’”‘.

Observacién 16 Es una consecuencia inmediata del teorema de Fatou que, en
ey ) N 1 If ()l ;
la definicion anterior, si A = ||f||\I,(Q|%|) resulta 1o, fQ \I/( X )dy < 1.8

ademds ¥ cumple la condicion (Condicion Asg):
de>0: T (2z) < ¥ (22)

se tiene que en tal caso vale la igualdad:

)|
\QI/ <||f|w, )) ~hetas5)

o1
1
Observacién 17 En este contexto si V(1) =t" es || flly o = (IQI fQ If (y)|" dy) "

Notacién 18 Si W (t) =tlog (e +t) se nota ||| 1010y Generalizando, tam-
bién se nota parap > 0: ||| 1sr,41(q) Para ¥ (t) = (tlog (e + ).

Observacién 19 En realidad para cumplir U (1) = 1 harta falta multiplicar por
una constante tomando b;tlog (e +t) pero trabajaremos con la definicion
g(e+1)

habitual U (t) = tlog (e + t); la unica diferencia es una constante multiplicativa
para las normas y promedios. Es decir que se define:

Definicién 20
T 0]
WAINy ayy <
I sitannrioy =0 gy [ P ogte + E80wy <11, @)

Hay otras maneras equivalentes de introducir esta norma, mds adelante prestare-
mos algunas consideraciones a esta cuestion.

A continuacién ya podemos definir RHp 1041

Definicién 21 Un peso w pertenece a la clase RHyoq1, st existe C > 0, de-
pendiendo de w, tal que para todos los cubos () se tiene

1
ey < OC— d 4
ol zonnya. ) < O /Q w (x) dz, (1)
en dicho caso notamos:

||w||RHLLn_qL = inf{C : se cumple (4)}. (5)



Definicién 22 Si U es una funcidn de Young y si una funcién f medible es tal
que f € LY (Q) para todo Q C R™ definimos, en término de los W—promedios
el operador mazximal My dado por:

My f (z) = sup ”fH\I/Q
Q>3x

Observacién 23 Con esta notacion se tiene que si ¥ (t) = t" es My f (z) =
1

M, f(x) = sup (‘712‘ fQ |f(y)|rdy>; y en particular, con v = 1, el operador
Q3x

maximal de Hardy-Littlewood M corresponde a My para la funcion identidad
U (t) =t. Por otra parte, de este modo, queda definido Mproq1 dado por

M o =S x
LLogLf () sup [wllL(zogry@, )

Observacién 24 Como ya mencionamos, usando la desigualdad de Holder, es
trivial ver que si 0 < r < p < oo entonces es M, f (z) < M,f (z). Ademds son
conocidas (c.f. por ejemplo [34]) las relaciones M, o M, ~ M, o M, ~ M, si
r<p, y MyoM,~ Mivrrogr.. En particular M o M, = M (M) ~ M, sip>1
Yy Mo M =~ MLLogL-

Hay una estrecha conexién entre las clases de pesos Holder reversas y las
clases de pesos A, de Muckenhoupt a las que también nos referiremos. Intro-
ducimos a continuacién las respectivas definiciones:

Definicién 25 Se dice que un peso w € A, para 1 < p < oo si existe una
constante positiva C > 0 que depende solamente de w tal que para todo cubo
Q C R™ wale que

(o o) ([ <o

Para p =1 se dice que w € A; si existe C > 0 que depende solo de w tal que
para todo cubo @ C R™ y para casi todo x € @ wvale que

1
|Q/Qw(a?)dm§0w(a?). (7)

Una condicion equivalente para que w € Ay es que exista C' > 0 que depende
solo de w tal que para casi todo x € R™ valga que

Muw (z) < Cw (x),
stendo M el operador maximal de Hardy-Littlewood.

Observacién 26 Las clases A, se denominan clases de pesos de Muckenhoupt.
Dichas clases de pesos han sido extensamente estudiadas ya que, entre otras
cuestiones, una condicion necesaria y suficiente para que M sea de tipo débil
(p,p) con respecto al peso w para 1 < p < 0o es que w € Ap; ademds es facil
ver, por interpolacidn, que para p > 1 también la condicion w € A, es necesaria
y suficiente para que w esté acotado en LP (w).



Observacién 27 Al contrario de las clases de Hélder reversas, las clases Ay
son crecientes en el sentido de la inclusion, es decir A, C Ay si1 <p <q.

Notacion 28 Se nota habitualmente Aow = |J 4, = U 4,
p>1 p>1

Observacion 29 Los pesos en Ao, tienen la 1util propiedad de que las medidas
que inducen, p := w(x)dx, son doblantes. Esto significa lo siguiente: una medida
definida en un cubo Qo de R™ (finito o infinito, incluyendo o no sus lados, y
admitiendo como posible caso a todo R™), si existe una constante ¢ > 0 tal que
sixz € Qo y B(z,r) y B(x,2r) estan incluidas en Qg entonces u(B(z,2r)) <
cu(B(x,r)). Equivalentemente se puede pedir que Jc > 0 tal que si Q y 2Q
(el cubo con el mismo centro de Q y cuyo lado es el doble del de Q) y Q C
2Q C Qo entonces u(Q) < cu(2Q) -en general la ¢ que sirve para las bolas no
es necesariamente la misma ¢ que para los cubos-.

Mds adelante resenaremos otras propiedades de las clases de pesos Holder
reversos y de pesos de Muckenhoupt que necesitemos.

2.2. Espacios de Banach de Funciones y Reordenamientos
decrecientes

Varios de los espacios de funciones que nos interesars estudiar son Espacios
de Banach de Funciones (BFS), y particularmente BFS invariantes por reorde-
namientos. Introducimos solamente las definiciones que nos seran necesarias vy,
si hace falta, iremos mencionando en el desarrollo las propiedades elementales
que fueren necesarias ( [24] es una referencia para el tratamiento general de
estos temas )

Definicién 30 Sea (R, p) un espacio de medida totalmente o — finita, M la
clase de funciones p—medibles de R en RU {—o00, 00} (0 en CU {c0}, si requir-
iéremos trabajar con escalares complejos). Sea ademds p : M — [0, +00] tal que
sihe Mesp(h):=p(|h]),ysife M (esdecir f € MyIm(f) C RTU{oc})
p cumple:

i)p(f+9) <p(f)+p(9), plaf) =ap(f) Ya >0,y p(f) =0 siy solo si
f=0u—ae

it) 0 < g < f p— a.e implica p(g) < p(f)

1) 0 < fn 1 f u—a.eimplica p(fn) T p(f) (donde T indica convergencia
mondtona creciente)

iv) 1 (E) < oo implica p(xg) < oo para todo E C R medible.

v) p(E) < oo implica [, fdp < Cpp(E) donde Cp € (0,00) depende de E
y de p, pero no de f, para todo E C R medible.

En este caso diremos que X = {f € M : p(f) < oo} es un espacio de
funciones de Banach (BFS), y notaremos || f|| v = p(|f]), v p se dird una norma
de funciones.

1
Muchos espacios usuales son BFS. Por ejemplo, si p (f) = (fR fpdu) P para f
positiva obtenemos X = L? (R, du) y si p (f) = esssup{p} (el supremo esencial)
para f positiva obtenemos X = L™ (R, du) . Luego veremos mds ejemplos.

Definicién 31 Sea (R, i) como en la definicién anteriory f € Mo = Mg (R, p) =
{h € M : h es finita pp — a.e.} se llama funcion de distribucion de f a Ay :



[0, +00) dada por Ay (t) :=p({zx € R:|f (z)| > t}) parat > 0. Es facil ver que
Ay es no-negativa, decreciente y continua por derecha.

Definicién 32 En la misma situacion, sea f € My, llamaramos reordenamien-
to decreciente de f a la funcién f* : [0,400) — [0, +00] dada por f* (t) = inf{s:
)\f (s) < t}.

Observacién 33 Usaremos la convencién de que inf () = oo.

Observacién 34 Una manera equivalente de definir f* (t) es

f7(t) = sup inf |f ()|

|E|=t zcE
donde el supremo se toma sobre los conjuntos E medibles.

Observacién 35 FEs ficil ver que también f* es no-negativa, decreciente y con-
tinua por derecha. Para esta y otras propiedades elementales referiremos a [24]

Definicién 36 Sean (Ri,uq) y (Ra,ps) espacios de medida totalmente o —
finita y sean f1 € Mo (Ri,p1) y fo € Mo (Ra,uy) se dice que f1 y fo son
equimedibles si y solo si Ay, (t) = Ay, (t) ¥t > 0. Equivalentemente, f1 y fo son
equimedibles si y solo si f{ = f5.

Observacién 37 Claramente las funciones f y f*son equimedibles consideran-
do a f* con respecto de la medida de Lebesgue, ||, en [0, +00) y ademds se tiene

que Ap (t) = p({z € R [f ()] > t}) = [{s € [0,+00) : f*(s) > t}] = As- (D).

Observacién 38 Por la observacion anterior, claramente el reordenamiento

decreciente de f* es de nuevo f*, es decir (f*)" = f*. No debe confundirse
* . .

entonces (f*)" con la siguiente:

Definicién 39 Sea f € My y f* su reordenamiento decreciente, denotamos a
= %fot f*(s)ds, la funcion maximal de f .

Observacién 40 Es claro que f** es no negativa, decreciente y continua en
(0, 4+00), que f** > f* y que f** =0 si y solo si f =0, u— a.e.

Definicién 41 El operador P definido por Pu(t) = %fotu(s) ds para u €
Li . (RT) se denomina operador de Hardy.

loc

Observacién 42 Tenemos entonces que f** = P (f*).

Definicién 43 Sea X un espacio de funciones de Banach con norma de fun-
ciones p tal que p (f) = p(g) para todo par de funciones equimedibles entonces
diremos que X es un espacio invariante por reordenamientos (r.i).

También haremos uso del siguiente resultado debido a Hertz y Stein que vin-
cula al reordenamiento decreciente del operador maximal de Hardy-Littlewood
de una funcién f, es decir (M f)", con el operador maximal de Hardy del re-
ordenamiento decreciente de f, es decir P (f*), o sea f** (confrontar con [24],
teorema 3.8).



Teorema 44 (Herz-Stein) Dada f localmente integrable en R™ wvale que para
todot > 0 es:

My~ [ 1

, donde la equivalencia ocurre con constantes que sdélo dependen de n. Es decir,
para cada n € N, para toda f € L}, (R™) y para todo t € (0,00) vale que

loc
(Mf)“(t) = [ (1) (8)
, donde las constantes de la equivalencia sdélo dependen de n.

Pensando en X = L! el operador maximal de Hardy-Littlewood maximal

puede ser escrito en términos de la norma ||-||y = [|-||.: ya que Mf(z) =
| _ [Fxelln _ [#xel :
Zgg@fQ If ()ldy = CSQI;L ol LL1 = 21;12 |XQ|;(. Para un espacio de fun-

ciones de Banach en general, se define andlogamente:

Definicién 45 Sea f medible, llamamos

vt (o) — oy I3l
222 Tellx

, donde el supremo, como es de esperar es sobre los cubos de R™ con lados
paralelos a los ejes coordenados.

2.3. Espacios de Lorentz

Definicién 46 Sea (R, ) un espacio de medida, se denota L (p,q) (R) o tam-
bién L1 (R) al espacio de funciones medibles que satisfacen que | fl|1, . < o0
siendo 1 <p< ooyl <g<oo
\ 1
(fo""t;f*(t)q%)q 5i0< g < oo
sup {t/Pf* ()} siq= oo
0<t<o0

. es decir L (p,q) = {f € Mo (R, p) : [|fll,, < oo} y es facil ver que (cf. [24])
sip=gqcon0<p<ooesL(pp)=LP ylfll, =11, =[fllLpy 5 se
sobreentiende el espacio (R, 1) escribiremos simplemente L (p,q) o LP9.

Hf”L(p,q) =

Observacién 47 Teniendo en cuenta que el reordenamiento decreciente se es-
cribe en términos de la funcion de distribucion, a veces es util escribir, a partir
de esta, la norma en LP9; tenemos:

1
(pfooo)\f(s)%sq%)q $10<g<oo
sup {s~/\f(s)1/p} si g =00

||f||L(p,q) = (9)

Para ¢ = oo sale de tomar parat > 0 : s = f*(t) yt = As(s); si ¢ < o0
para funciones simples donde f y por lo tanto también f* toman valores an >

10



anN_1 > --->a1 >ag =0 y tomando by > by_1 > --- > by > by = 0 donde
|bjs1 —bj| = p({t € (0,00) : f*(t) =an—;}) sale facilmente de las igualdades

Q=

1 N

> a_1q q a q bj+1 a_1q
T (/ B () dt) | e, [
j=0 j
1 1
N 4 N q
p q p aq
= Xk (ha-0) | = (G20 (A —atny)
j=0 j=0
1 1
N a N aN—jt1 a
p N p N 7 1
= (2300 (g -aty) | = (Ebf [ s
¢ 4= an-;

Para f medible se toma una sucesion de funciones simples f, tales que
fo T |f] en casi todo punto, se usa que en tal caso Ay, T Ay (por ejemplo
[24] proposiciones 1.1.3 y 1.1.7) y usando el teorema de convergencia mondtona
de Lebesgue se obtiene (9) en el caso general.

Observacién 48 A pesar de la notacidn, en general, ||-|| 1, ;) solo es una nor-
ma sil < qg<p<ooosip=qg= o0, pero si se reemplaza f* por f** en la
definicion de | f| 1, ) se obtiene una cantidad equivalente | f||, , que si es una

norma, es decir ||-|| Mds concretamente, si definimos

pa ”'HL(p,q)'

1

(fo f** q‘f)q 510 < qg<oo

Hf”p’q B sup {t/Pf** (t)} siq = oo
0<t<oo
se tiene que |||, , es una norma, y si 1 < p < ooyl < q < oo entonces

11l Lp.g) < ||f\|pq <P Ly ¥ L(2a) ={f € Mo (R, ) : [[fl,,4 < o0}

Observacién 49 Ndtese que LP = LPP pero en general ||f|, , # ||fH Lo que

tenemos es | f|, , = [IfIl, ya que [Ifll, = [fllLp) < Hf||pp <7 ||f||L(pp)
[ fll, (véase mds abajo la observacion 73)

Definicién 50 En términos de los operadores mazimales Mx para X = L (p, q)
para 0 < p < q < oo se define usualmente -y ast lo usaremos-:

| xel
My qf (x) = sup —— 24 ((p,a))
" Qe Q'
Esto difiere ligeramente de la definicion dada por 45 es decir sup % pero

@3 Ixell,,
1

puesto que es claro que x{) = X[o,|q|) de donde HXQHL(p o= (fooo t%ng (t)? %) ! =

(I\Q\t dt) <qtg QI

0 ) - ( ) Q" y puesto que HXQHL(WI) HXQHP"?

11



1/p

tenemos también |Q|"" =~ ||XQ||pq de donde My o f (v) = Mppq f (7) y estd

claro que si p = q también recuperamos una cantidad equivalente a la de la
definicion de M, que introdujimos mds arriba, es decir

My ()~ M, (2) = sup (@2 /Q I (y)f’dy) '

puesto que

1 P
Q|/Q|f(y)l dy = [|£xall ..

Irxell, = 17%ell g0 < I7xell,, <P I/xell,

; la primera desigualdad es inmediata por ser fxg (t) < fx¢ (t) para todot >0
y la seqgunda sale usando una de las desigualdades de Hardy (ver apéndice).

Definimos ahora clases de Holder reversas en el contexto de los Espacios de
Lorentz:

Definicién 51 Sean 1 < p < oo y1 < q < o0, decimos que un peso w pertenece
a la clase Hélder reversa RHy, 4, con 1 < p < oo si y solo si existe C' > 0, que
depende de w, tal que para todo cubo Q@ C R™, se tiene:
15xell,.,
1
(o]

Siw € RH), 4 denotamos

1
§C|Q|/Qw(a:)d:£. (10)

||wHRHM = inf{C : se cumple (10)}

2.4. Interpolacién Real y K-funcionales

En esta seccién presentamos algunas cuestiones de interpolacién en el con-
texto de espacios de Banach y la funcional K. Evitando generalizaciones més
amplias solamente introduciremos las definiciones que sean necesarias mds ade-
lante.

Definicién 52 Una cupla de espacios de Banach Xy y Xy constituyen una
cupla compatible (Xo, X1) st existe un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff
U tal que Xo — U y X1 — U (donde X; — U significa que X; son subespacios
de U y que la inclusion es continua)

Observacién 53 Resulta claro que XoN X1 C X; C Xo+ X1 parai=0,1.

Observacién 54 Ademds definiendo | |y, ~x, = méx (||f||X0 , Hf||x1) resulta

una norma para Xo N X1, y [[flx,4x, = fo—slir}f*f {lIfollx, + I f1llx, } resulta
=

una norma para Xo + X1. Con dichas normas respectivas Xo N X1 y Xo + X1
resultan espacios de Banach.

Definicién 55 Un morfismo entre cuplas T : (X, X1) — (Yo,Y1) es un oper-
ador lineal acotado: T : Xo+X1 — Yo+Y1 tal que las restricciones Tx, : X; — Y,
con © = 0,1 son operadores lineales acotados.

12



Observacién 56 A veces notaremos X,Y ,etc. alas cuplas (Xo, X1), (Yo, Y1), etc.,
y andlogamente T : X — Y serd un morfismo de cuplas: T : (Xo,X1) —
(YELYI)'

Definicién 57 Un método de interpolacion I asigna a cada par X un espacio
intermedio XoNX1 C I (X) C Xo+X; (con inclusiones continuas) de modo tal

que siT : X — Y es un morfismo de pares, la restriccion TI(Y) es un morfismo

de espacios de Banach TI(Y) : I(Y) — I(?). FEs decir que un método de

interpolacion es un funtor de la categoria de cuplas de espacios de Banach en
la categoria de espacios de Banach. En ese contexto los espacios (X) Vi (Y)
se dicen espacios de interpolacion para el método 1.

Definicion 58 i I cumple que [T, - < méX{HTHX AT }
— 0o—7Yo 11—

para todo morfismo de cuplas T : (Xo, X1) — (Yo, Y1) diremos qu (I (Y) i (7))
es un par de interpolacion exacto. En el caso de que X =Y diremos que
1 (X) es un espacio de interpolacion exacto para la cupla (Xo, X1). Si ademds

1-0 0 ) — _
||T||I(Y)_’I(?) < ||T||X(ﬁy0 ||THX1"Y1 para 6 € [0,1] diremos que (I (X) v (Y))
es exacto de exponente 6.

Definicién 59 Sea una cupla compatible (Xo, X1) de espacios de Banach. Se
define la K — funcional de Peetre de la siguiente manera: Para todo elemento
feXo+ X1 yt>0es K(t f,Xo, X1) :=mf{[[follx, +tfillx, : f=fo+ fr
con fo e Xoy f1 € Xl}

Observacion 60 Si se sobreentiende la cupla (Xo, X1) escribiremos a veces
K (t, f) en lugar de K (t, f, Xo,X1), si ademds se fija f podremos notarlo sim-
plemente como K (t). En tal caso K es una funcion no-negativa, creciente, con-
cava y continua. Ademds @ =K (%,f, Xl,XO), de modo que en particular
@ es decreciente.

Definicién 61 En el mismo contexto de la definicion anterior, si € (0,1)
yl<g<oo,db¢€ [0,1] y ¢ = oo, se definen los espacios de interpolacion
Xo.qg = (Xo, X1)g o = {f € Xo+ X1+ [[fll(x0,x1),,, < 00} donde [[fll(x, x,), =

B g (K (L, f, Xo, X1)) donde: Bg o (0 (1) = ([ (1% (1))" L) siq < 00, y
Dy q (¢ (1) = igg{fe ~¢ (t)} para g = oo .

Observacién 62 Para cada seleccion de los pardmetros 0 y q -con 0 € (0,1) y
1 < g < o0o- se tiene que 1 (X) = (X07X1)9,q es un método de interpolacion.

Observacién 63 Hay otros métodos de interpolacion real. En particular, a par-
tir de la funcional J dada por J(t,v,Xo, X1) = méx(HvHXO tvllx,) para
v € XogN X1 y para cada t > 0, y definiendo normas

Hf”&,q,J = ﬁ[}f {(I)Q,tz (J (t7u (t) 7X07X1))}

donde el infimo se toma sobre lasw: u(t) € XoN Xy y f = [T u(t)%. Para
0<f#<1lyl<gq< oo setiene que (Xo,X1)g, ¢ = (Xo,X1)p, s (normas
equivalentes) y escribiremos sencillamente (Xo, X1), 4 ~Salvo indicacion en con-
trario asumiremos que la norma es |||y, y pondremos simplemente |||, ,-.
Ampliaremos estos temas en el apéndice (6.2).
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Observacién 64 En el marco de la teoria de extrapolacion es conveniente
renormalizar ||-||(X0 x,), . Mmultiplicando dicha norma por constantes adecuadas
9 91q

-para tener funciones caracteristicas que sean exactamente de la forma te, es-
to también lo detallaremos mejor en el apéndice (6.2)-. Los espacios tienen los
mismos elementos que los Ye’q y normas equivalentes; en los primeros trabajos
de Jawerth y Milman se solian notar también Xy, -y el contexto aclaraba la
cuestion- (por ejemplo, cf. [58] o [85]). En trabajos posteriores (cf. [62] o [5])
se utiliza una notacion diferente para los espacios de interpolacion normaliza-
dos. Adoptaremos la notacion de [5], con la que se tiene Y;%K = 04X 0.9,

o < - o . )
esto significa que Xq, Yy Xo,q coinciden como espacios vectoriales y que

Hf”Y; . = Coq Ifllx,, . donde coq = ((1—6) Gq)% -con la convencion de
5qs i

que ((1—0) 9q)% =1 para q = co-. Como mencionamos, una ventaja de esta
normalizacion es que con ella la funcién caracteristica del funtor X — Y;,q,K
es t7, y esto juega un papel de estabilidad que permite recuperar los mismos
espacios de extrapolacion obtenidos mediante el método A aplicindolo sobre
espacios de interpolacion M (6) Y;’q’K o bien sobre espacios M(G)Y;,OO’K si
M () es temperada® (y andlogamente con el método X para M(G)Y;!q}K 0

para M (0) Y;LJ). Remitimos a la seccion 6.2 del apéndice para algunas cues-
tiones asumidas en este pdrrafo como la funcional J, los métodos ¥ y A, un
sucinto recorrido por las definiciones de los espacios de extrapolacion y el papel
de las constantes de normalizacion en los resultados que veremos acerca de las
clases Hélder reversas abstractas sobre las que trataremos en la préoxima seccion.

Observacién 65 Hay otros métodos de interpolacion real, usando funcionales
diferentes, de modo que en un contexto mds amplio, para aclarar el uso de
la funcional K se escribiria (X07X1)97q7K donde aqui notamos simplemente

(XO?Xl)Q,q'

Algunos resultados bien conocidos para los cuales remitimos a [24] (capitulo
5) son:

Proposicién 66 Si (Xg, X;1) es una cupla compatible, § € (0,1) y 1 < g < oo,

60 €[0,1] y g = oo entonces ||| x, Xy, Tesulta una norma para (Xo, X1)
’ 2q

con la cual Xo N X1 — (Xo, X1), ¢ Xo+ Xy

0,9

Proposicién 67 Si 0 € (0,1) y 1 < g < r < oo, entonces (Xo, X1)p, —
(XO?Xl)O,r'

Observacién 68 En ciertas situaciones es posible trabajar con cuplas orde-
nadas de espacios de Banach de funciones, lo que simplifica algunos aspectos:
Una cupla ordenada (Xo,X1) de espacios de Banach es una cupla compatible
donde X1 C Xo. En dicho caso se define la norma de la inmersion X1 C Xg

como: ng1 = Sup ya—~. En ese contexto es posible dar la definicion natural

fexy
para el caso endpoint y el espacio obtenido es no trivial:

Definicién 69 Sea X = (Xo, X1) una cupla ordenada, notamos X1 = (X(),Xl)o’1
— Wy, = K (5 X X0) 2 < oo}

2Ver 6.2
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Observacién 70 Los espacios Xo1 aparecen naturalmente en la teoria de ex-
trapolacion (cf. [4] y [51]). Un sencillo resultado referente a ellos que necesitare-
mos mas adelante es el siguiente:

Lema 71 (cf. [51]) Sea Q un cubo de R™, y sea X = (LY(Q),L>(Q)). En-
tonces, (L*(Q),L>°(Q)) es una cupla ordenada y

. 1 @ @
K0a(@) = ('@ L7(@)os = 1F: | 7 f (@) log " [ds <oc). (1)

Demostracién. La inmersion L>(Q) — LY(Q) es trivial ya que si f € L™ (Q)
es | Fliroy < 1QUIf o) ¥ ademds no,y = |Q1, y K(t, £ L'(Q), I¥(Q)) =
f(f f*(s)ds = tf**(t) se vuelve constante cuando t > |@Q| . Integrando por partes

se obtiene
n QI
[ wenr@r@% = [sret
0 0

S S

lQl
= f*(s)log — |Q|
0

como queriamos demostrar . |

Los espacios LP proporcionan algunos casos arquetipicos de espacios de in-
terpolacién que nos interesardn. Comentamos algunos resultados bien conocidos
y remitimos para ellos, a [16], [24], [23], o [68], y las referencias allf citadas.

Un caso particular que nos interesara especialmente estd dado por la cupla
compatible (Xg, X1) donde X = L' y X; = L* con las definiciones usuales de
espacios LP en un espacio (R, u) de medida totalmente o — finita. Se tiene el
siguiente resultado conocido (ver [24]).

Proposicién 72 Si 1 < p < co es L? = (L', L>)
L9 = (L, L)

Up' Si ademds q > p es

1-p/q,q
Observacién 73 En la igualdad LP = (Ll,Loo)l/p, »

erar espacios de Lorentz LP4 también como espacios de interpolacion entre L
y L°°- las igualdades son en el sentido de que las normas son equivalentes. Por
ejemplo, teniendo en cuenta que K (t,f,Ll,Loo) fo fr(s)ds=t- f*(t) (cf.

-y mas abajo al consid-

75, mas abajo) se tiene que con la norma de (L1 Lo")19 . 65
1
_ ) e ) ) s 1S < o9
Hf”(Ll)Loo)gﬂ = iug{tl ef** (t)} - 00
>

, y no es dificil probar (cf. [24] Lema IV 4.5) que para 6 € (0,1] y 1 < g < o0
es

1500 < Ul sy, < (15 ) 1o (12)

para p = ﬁ donde se definen los espacios de Lorentz LP-? formados por las f,
funciones medibles, tales que || fl ;.4 < oo siendo

1

(fo (tl af* ) 7)" sil<p<oo
”fHLp,q: Sup{t1 ef*(t)} szoo
t>0
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. En particular si 6 = i, y por lo tanto p = ¢, de la equivalencia 12 resulta

e = (5 (£ 0) %) = Uy )8 = 17l = (57 (5 ) ) =

Ifllzr o) s yesen tal sentido en que en la proposicion antemor se entzende
p’

que LP = (Ll,Loo)l/p,vp,
Observacién 74 El cilculo de la K — funcional para una cupla arbitraria de
espacios de Banach es un problema variacional. Si bien la férmula exacta se
conoce solo para algunos pares de espacios, se conocen cotas superiores e inferi-
ores para muchos de los pares de espacios de funciones que tienen importancia
en Andlisis (ver, por ejemplo [16], [24]). Una K — funcional bien conocida que
usaremos frecuentemente es la que corresponde al par (Ll, L°°). Esto es lo que
afirma el siguiente teorema ( para el cual remitimos a las referencias: [16], [24]).

Teorema 75 (Peetre) Si (R, p) es un espacio de medida totalmente o— finita,
para toda f € L* + L™ respecto de (R, i) y para todo t > 0 se tiene que

K (t f, L' L>®) = /O f*(s)ds=t-f**(t) (13)

Observacién 76 Complementamos el resultado anterior (75) con otras carac-
terizaciones de espacios conocidas (ver, por ejemplo [16] o [24]): Para toda f
medible en (R, ) y siendo f* su reordenamiento decreciente, para todo t > 0 se
tiene que s1 0 < p < 00 :

p

f(s)" dS) (14)

tP

K(t, f,LP, L) ~ (

0

, st ademds 0 <p<qg< oo ya=

1.
K

K (t, f,L*, LY (/ Fr( ”ds) +t(/ e ( qu) (15)

y para espacios de Lorentz se tiene que

K (t, f,L(p,q),L>)~ (/0 sq/pf* (s)? Cf)

Observacion 77 Otras equivalencias similares pero en términos solo de las
K-funcionales pueden obtenerse usando un resultado importante de la teoria
de Interpolacion: las formulas de Holmstedt (ver el apéndice, o las referencias
[16] o [24]). Una consecuencia permite reemplazar, en la equivalencia de Krée
(14), f*(s) por f**(s) = K (s, f,L*, L>) (notar el paralelismo con las normas

AP
1611y 911 g e L (p,0)), y entonces f (s)° = (K (s, £, ', 1) s~/ ) 2
obteniendo:

K (t,f,LP,L%) ~ (/0 (K (s 1,20, 2) s‘””')pds>p (16)

D=

S
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Observacién 78 En la equivalencia de arriba las constantes no son indepen-
dientes de p, mediante una renormalizacion adecuada (ver la seccion 6.2 en el
apéndice) podemos obtener:

tp

K (t, f, L7, L) = co </ (K (s, £.01, L) s‘””’)p ds)
0 S

donde en este caso 0 = i y donde cpp, = (6(1 —H)p)%g’ y las constantes
implicitas en la nueva equivalencia son independientes de 6 y de p.

2.5. Clases de Holder-Reversas para cuplas de espacios de
Banach

Los resultados mencionados al final de la seccién anterior motivan las defini-
ciones de clases de Holder reversas en el contextos de cuplas compatibles de
espacios de Banach de funciones. Delineamos brevemente la idea que guia las
definiciones y postergamos para una seccién posterior la explicacién completa
de la conexidén entre estas definiciones y las desigualdades de Holder-Reversas
en el contexto clasico.

Para motivar las definiciones que siguen considérese (Qy un cubo fijo de R™
(que eventualmente puede ser todo R™). Decfamos que w pertenecia a la clase de
Holder-reversa RH,, si para cierto p € (1, 00) existe una constante C > 1 tal que

para cada cubo finito Q@ C Qg vale que (IQI fQ da:) |Q| fQ x)dx.
Esto implica que Muw (z) < CMw (z) para cada z € Q. Tomando reorde-
namientos decrecientes se tiene que

(Myw)™ (t) < C(Mw)” (t)

para 0 < t < |Qo|. Teniendo en cuenta la equivalencia de Herz-Stein 8 se tiene
que (Mw)*(t) ~ w**(t) y también volviendo a usar dicha equivalencia y la
definicién de reordenamientos decrecientes y del operador M se tiene que

Mg @) = s (7 [ w ) dy) = 31 ) @

Q3x
, de donde

%
ﬁ
g*
©
oW
@

X

C (Mw)”" () = (Mpw)*(t)

(MPw)*(£)? = M (w?)* (t)/7 ~ (wP)™ (£)"/

(1 /Ot (wP)” (s) ds)l/p — (1 /Otw* (s ds>1/p

Ahora usando 13 y 14 queda

1
tli/K (tl/p w, LP LOO>

Q

7 <
< 1/ 1K(t,w,L1,L°°)
t t

1 1
3Luego si 0 = % es p = —119 y resulta g, =c1  =c(p) = <%)p = (7];71);7

P’
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, y teniendo en cuenta que L? = (Ll, L°°)9 , bara 6 =1/p’, nos queda que para
tal 0, y siendo X = (Xo, X1) con Xg = L' (Qo) y X1 = L™ (Qo) resulta:

1 1
—~ K (tl/p,w,X97p,X1) < OZK (tw,X)

tl/p
, o renombrando t = 71/P = 7179 ge escribe como
K ( = X)
TI-0, w
K(T7w7X9,p7X1) S C 1’ ’
T 718

para todo 7 > 0. Esta interpretacién motiva las definiciones del péarrafo sigu-
iente; en la referencia [81] se presenta este enfoque para tratar el lema de
Gehring.

Definicién 79 Sea 6 € (0,1), q € [1,00) y X = (X0, X1) una cupla compatible
de espacios de Banach. Llamamos RHy , (X) C Xo+ X1, o simplemente RHy ,
st no hay ambigiedad acerca de la cupla X = (Xo, X1) a la clase dada por

K (tﬁ Y)
K(t?w7X9,an1) S C ' l’w’
t t1-0

RH97q={w€X0+X1/E|O>OZ ,Vt>0}

(17)
. Se entiende que C = Cy, (X) depende de w y de la cupla X, y que el espacio de
interpolacion Xo 4 es (Xo, X1)g , (ver la definicion 61, arriba). En este contexto
se define la “norma”

K (t77,w,X)
(tvwaXQ,qul) <C & W

K
= inf{C :
s, , = ink{ : <O——

VE>0F (18)

. Es habitual, en este dmbito, llamar “normas” a los infimos de las constantes
para desigualdades que determinan la pertenencia a una clase (v.g. clases Ay,
clases B, clases RH, y RHy ,) aunque no sean realmente normas.

Ademds se define RH (X) := U RHy 4 (X)
(6,a)€(0,1)x[1,00)

Para cuplas ordenadas X = (X, X;) con X; C X, mirando la definicién 69
y teniendo en cuenta que en este caso la funcional K es constante para ¢t > ng 1,
se define también la clase Holder-reversa endpoint:

Definicién 80 Si X es una cupla ordenada de espacios de Banach de funciones

se define:
t — ds —
RHy1 ={we€ Xo,/3C >0: | K (s,w,X) . < CK (t,w,X),vt € (0,n0,1)}
0
(19)

y con tales C = Cy, (X) > 0 se define también la “norma”:

t
_d .
||||RH01:1'nf{C>0:/ K(s,w,X)?sSC’K(t,w,X),VtE(O,nO’l)} (20)
: 0
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Observacion 81 A través del teorema de reiteracion de Holmstedt podemos,
en efecto, interpretar RHy 1 como un caso limite de RHp 1 con 6§ =0 ya que la
desigualdad
K (tﬁ,w,Y>
<C ;
tT-e

K(t7waX9,17Xl>
t

que permite definir RHg 4 para ¢ = 1 queda:

tﬁ - dS K (tlTle,w,Y)
/ K(s,w,X) s <Cct———F— 2L
0 s =
y usando que s=U es decreciente esto implica que
L4 K(tMwX)
tﬂ/ K(s,w,X)—gCt—1
0 S t1-6
, luego
irto 4 K (tlflf*,w,Y)
0 S t1-o
, es decir:

tee ds
/ K(s,w,Y)—§CK(tﬁ7w,Y)
0 S

. De esta manera la desigualdad que define RHy 1 se obtiene reemplazando 6
por O :

t
/ K (5,0.%) © < OK (1,w,X)
0

2.6. Funciones Casi-Crecientes

Una nocién que nos serd 1til al tratar con indices para familias de funciones
es la de casi-monotonfa. Esta cuestion estd vinculada a la escala de integrabil-
idad de las funciones de pesos. Nos interesard definir cudndo una funcién es
casi-creciente (abreviaremos a.i. por almost increasing). La definicién de casi-
decreciente se puede realizar mutatis mutandis de manera obvia. La nocidn de
casi-monotonta fue introducida por S. Bernstein (cf. [13]).

Definicién 82 Una funcion no negativa ¢ en un intervalo I = (0,1) C R (re-
spectivamente I = [0,1], [0,1) o (0,1]) se dice que es casi-creciente si existe una
constante C > 1 tal que ¢ (t1) < C¢ (t2) para todo t1 < ta con ti,ts € (0,1)
(resp. [0,1], [0,1) o (0,1]).

Observacién 83 La constante C' en la definicion anterior se llama constante
de casi-crecimiento. Evidentemente no es unica.

Observacion 84 Adelantindonos algo a una discusion posterior, ndtese que
si¢p: I — R cumple que ¢ (t) = t9¢ (t) es creciente y ¢ (t) /t = t71p(t) es
decreciente, parece esperable tener t=°¢ (t) casi-creciente para ciertos valores de
§ con 0 < § < 1. La situacion “modelo” con ¢ (t) creciente yt~ ¢ (t) decreciente
es la que se presenta si ¢ (t) = K (¢, f, Xo, X1).
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3. Indices

Una herramienta clave para nuestro estudio de diversas clases de pesos y
sus propiedades es una nocién de indices referida a una familia de funciones
indexada a sus vez por cubos. Esta idea permite vincular propiedades locales
de los pesos con el control global de desigualdades que definen la pertenencia o
no de un peso a alguna de las clases que nos interesan. Esta nocién de indice
tiene interés propio de modo que le dedicaremos esta seccién, independiente de
la anterior en la cudl presentamos otras definiciones y resultados preliminares,
y continuaremos en las precedentes con el estudio de las diversas clases de pesos
y desigualdades de Holder-reversas, y sus relaciones con las definiciones clasicas
y las definiciones via interpolacién.

En el contexto del estudio de espacios de funciones hay una gran cantidad
de nociones de indice; las hay referidas a una funcién, otras a un espacio, otras
a una clase de funciones. Algunas de ellas estdan fuertemente ligadas, de modo
que distintas definiciones son de hecho equivalentes, o son equivalentes si se
cumple alguna condicién adicional, y otras no estdn relacionadas de manera
obvia. Muchas de ellas tienen ademads algin vinculo o aplicacién en alguna otra
rama del andlisis. Un tratamiento bastante exhaustivo de distintos indices, sus
propiedades y aplicaciones que aparecen referidos a interpolacion y espacios de
Banach de funciones puede hallarse en [76]. La mayoria de estas nociones de
indices empieza a ser estudiada intensamente en la decada de 1960, y ain antes
en el trabajo de N. K. Bari y S. B. Stechkin (cf. [11]). En cualquier caso, las ideas
giran en torno a la comparacién con el crecimiento o decrecimiento de alguna
familia de funciones cuyo comportamiento esté asintéticamente determinado por
algtin tipo de exponente (v.g. ¢ (t) = t%).

3.1. Indices y casi-crecimiento

La nocién de indice utilizada aqui, que se define en términos de familias
de funciones casi-crecientes, se apoya en gran parte en los trabajos de Natasha
Samko y sus colaboradores (cf. ,por ejemplo, [64], [100], [101]) donde se intro-
duce y se desarrollan indices en términos de casi-crecimiento de funciones; sin
embargo, la idea de trabajar sobre familias de funciones indexadas por cubos
aparentemente es una novedad (introducida en [32]).

Los resultados presentados aqui podrian extenderse a contextos més gen-
erales, por ejemplo cambiando las familias de conjuntos sobre los que se indexa
o las funciones de test, pero nos restringiremos a las nociones que necesitaremos
utilizar aqui.

Definicién 85 Dada una familia de cubos de R™, Q ={Q}. Consideramos fa-
milias de funciones indexadas por familias de cubos de Q, {¢g}tqeq, 0 mds
sencillamente {¢g}q donde las ¢¢ : (0,|Q[) — Rx>o son continuas, positivas,

crecientes y tales que %s(s) es decreciente.

Ademds, anticipando su uso en el contexto de interpolacion consideraremos
familias de funciones indexadas por cubos y parametrizadas por 8 € [0,1) y
q > 1 definiendo: ¢ 5 (s) = s Pdg (s) y ademds ¢q 5, (s) = [sPpg (s)]9, 0
e 6 (5) = [0, (5))°

Estd claro que si ¢ = 1 es ¢g 31 = ¢gp y si ademds B = 0 se tiene

¢Q,0,1 = ¢Q,0 = (bQ'
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Observacién 86 En la mayoria de las aplicaciones de las secciones que siguen
Q serd la familia de todos los cubos de R™ -siempre con lados paralelos a los ejes
coordenados-, o bien la familia de todos los cubos incluidos en un cubo Qq fijo -
con lados paralelos a los de Qq-. Se aclarard explicitamente si en algin momento
se considera alguna otro tipo de familia Q (por ejemplo, cubos diddicos respecto
de R™ o de un cubo fijo Qo son posibles casos interesantes). Sin embargo, los
resultados de la presente seccion valen para familias de cubos arbitrarios.

Ejemplo 87 Los ejemplos tipicos con los que trabajaremos se obtienen con-
siderando K —funcionales de restricciones a cubos de funciones de pesos tales
que dichas restricciones estdn en la suma de los pares de espacios de Banach de
una cupla compatible, con soporte en dicho cubo. Para concretizar esta situacion
con un ejemplo importante sea w un peso en R™, esto es una funcion no nega-

tiva localmente integrable; por lo tanto para cada Q@ C R™ se tiene que wy €
L' (Q) D L>*(Q), y tomando

¢Q (t) : = ¢w,Q (t) =K (tvwXQ7 Ll (Q) aLOO (Q)) =

t
= / wxg () ds = twxgy (t) parat € (0,]Q])
0

se tiene que, debido a las propiedades de las K—funcionales las ¢, ¢ (t) son con-

tinuas, positivas, crecientes y tales que M = %K (t, WX g, LY(Q), L= (Q)) =
K (t_l, wxg, L (Q) JLt (Q)) es decreciente, de modo que se cumplen las condi-

ciones requeridas arriba.

Presentaremos ahora la definicién de indices que necesitamos en términos de
casi-crecimiento (a.i.) y después veremos un lema que establece algunas equiv-
alencias que resultan itiles para establecer algunos resultados al respecto.

Definicién 88 Sea una familia de funciones {¢q 5 ,}q que cumplen las condi-
ciones de la definicion 85, con B € [0,1) y ¢ > 1. Definimos su indice

ind{dg s4te = sup{d>0:3y€(0,1) y C >1 tales que
VQ € Q resulta que dg 5., (s) 579 esai. en (0,7]Q}

Observacién 89 Ndtese que en la definicion se asume que v y la constante de
casi-crecimiento C son independientes de los cubos Q.

Observacién 90 Si3 =0y q =1 se tiene ¢ o1 = ¢g y se nota ind{pg}q =
ind{(ﬁ@,o,ﬁ@

Observacién 91 Cuando la familia {¢q 5 ,}q = {Pw.0.5.4}@ s obtiene a par-
tir de un peso como se describe en el ejemplo 87 notaremos correspondiente-

mente ind{qﬁw’Q’B’q}Q, y ind{(zﬁw’Q}Q siB=0yq=1.

Observacion 92 Aunque no abundaremos mds alld de lo necesario para nue-
stros objetivos pueden establecerse diversas propiedades de interés que surgen a
partir de la definicion de indice; por ejemplo, si{dq 5,tQ ¥ {Vqp.q}q estin en
las condiciones definidas en 85, es decir son continuas, positivas, crecientes y
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tales que las %( ) y ( ) son decrecientes, y si tenemos exponentes conjugados:

1 1
p,p € (1,—|—oo), con %—i— o = 1, se tiene que {¢>Q/537q . wQ/,%,q}Q es continua,

positiva, creciente y tal que

1/p 1/p’ 1/p 1/p’ 1 1/p
Pa.5.0 Y0.6.4) _ 99,50 V384 (8) _ (%m) " (%ﬁ,q) v

1 1
S sp T S S

es decreciente.

Observacién 93 Si ademds ind{¢g 5 ,}q > 0 y ind{tbg 5,tq > 0, entonces
para todos los 61 y 02 con 0 < 61 < ind{¢g 5,tq, y0 < d2 <ind{vg 5 ,}q con
constantes respectivas y1,v, € (0,1) y C1,Cy > 1 de a.i. vale que

o7 ()bt () s OvPrr) — (g0 0 (5)57) 7 (g 5, () 5702) 7

es casi-creciente en (0, min {v,,7v5}|@Q|) con constante de a.i. C; /pC' P inde-

pendiente de Q. Luego se obtiene que

md{é%,g,q} I ind{¢@,ﬁ,q}Q
P P

; 1/p 1/p
< nd{Pg 5.4 Va,5.0)Q
. En particular, si p=1p' = 2 se tiene:

ind{¢qpqt +ind{vgsdo
— = < ind{(dg.5.4 VQ.0.0)

ol

to

Observaciéon 94 Una definicion similar refererida a una sola funcién (o famil-
ia dependiente de los parametros 8 y q, pero no de los distintos cubos) es 1til en
ciertos contextos y hay, como ya se menciond, diversas equivalencias con otras
definiciones de indices. La definicion correspondiente seria como sigue (cf. [64]):

Definicién 95 Sea ¢ : (0,1) — (0,+00) con ¢ (s) creciente y ¢>(s) decreciente,
Y dp,(s)=(sP¢(s))?, se define

i{pp,q} =sup{d >0: g, (s) 5% es a.i. en (0,1)}

Observacién 96 Tanto en el caso de las funciones individuales como para las
familias indexadas por cubos se tiene que la positividad del indice para 8 € [0, 1)
no depende de ¢ > 1. Concretamente se tiene:

y similarmente

i{dp,4} >0 i{gz} >0
. Esto es claro ya que ¢ g (5) 579 = bg (3) s P59 es a.i. con exponente mayor
o0 igual que § y constante C de a.i. si y solo si ((bQ (s)s B)q —40 = =00.5.4(5) 540

es a.i. con exponente qd y constante de a.i. C; y de manera similar se ve la
equivalencia para i{}.
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Ahora vamos a establecer un lema que vincula el casi-crecimiento de una
funcién ¢ o una familia {¢} con una desigualdad que puede interpretarse como

la equivalencia entre @ y P @ , para lo cual se necesita que ocurra que

P (@) < C@, va que la desigualdad @ <P (@) es clara dado que @
es decreciente. Es decir que si P (@) < C’@ resulta de hecho P (@) ~ @

Teniendo en cuenta que para el operador de Hardy P tenemos P (@) =

i Ot ¢(:) ds, la desigualdad mencionada en el parrafo anterior queda: % g @ds <

C @, que equivale a fot ¢ (s) % < Co(t) la cual serd una de las instancias del
lema.

Como de hecho las desigualdades de la forma fg (s7% (s))p ds < C (s7% (s))p
se automejoran, en el sentido que siendo si valen para cierto § € [0,1) y p > 1
entonces existe un §; € (6,1) tal que vale [; (s %1¢ (s))" % < C (s7%1¢(s))*
para g > p (cf. [81], lema 2), esto permitird obtener de manera unificada distin-
tas propiedades de apertura o de automejoramiento conocidas (lema de Gehring,
clases RH,, clases A,, etc).

Vamos entonces al lema:

Lema 97 Sea una familia de funciones indevada por cubos {¢q 5 ,tq parame-
trizada con ¢ > 1 y 8 € [0,1), definida como en 85, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) Eziste una constante C > 0, independiente de (3, tal que para todo cubo
Q wvale que

t

ds

/ ¢Q7ﬁ,q(s)? < Cog p,4(t), para todo t € (0,|Q]). (21)
0

(#3) Existe 6 > 0 tal que para todos los cubos Q, ¢Q’5,q(s)s_'5 es a.i. en (0,]Q)),

con constante de casi-crecimiento C' > 1 independiente de Q y 3.

(ii1) Ezisten 6 > 0, € (0,1) tales que para todos los cubos Q, gf)(;)ﬁ,q(:s)s*‘s
es a.i. en (0,71]Q)|), con constante de casi-crecimiento C' > 1 independiente de

QuypB.

Demostracion. (i) = (i7) El argumento de esta implicacién estd implicito en
[81] (lema 2 ). Lo traducimos, en nuestra notacién, para que la demostracién
esté autocontenida: Sea

t d t d
Fopa® = [ dapas)5 = [ 56 o1

Entonces (i) puede reescribirse como

Fop.q(t) < Ct(Fopq(t)

, O sea
!

11 _ (Fopq(®)

Ct ™ Fop,qlt)

Es decir,

(élnt)/ < (InFgp,4(t)
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luego para 0 < z < y < |Q|, e integrando entre x e y se obtiene:

1/C F
In (g) S In Qﬁyq(y)
x Fg.p,4(2)

Tomando exponencial y usando la hipétesis de la condicién (7) se obtienen las
desigualdades siguientes:

v O pq(@) <y VPG p4(y) <y Coq 5, () (22)

. Combinaremos la tltima desigualdad con lo que sigue, donde se usa la definicién

¢Q(5)

de F 3,4 y que es decreciente,

Fa p.a(x) = / 5P (s))7 2 (23)

S
/ S11-B)] % )]
0 S

> ¢Q z )q x‘l(l 8)
- (1-5)
(% )2 ?)" b p4(2)

=B a1-p)’
, luego de 22 y 23 tenemos

fﬂ_l/cébw,cz,ﬁ,q(l”) <(1- ﬂ)qu_l/C¢w,Q,5,q(y)
< quil/c(z)Q,ﬁ,q(y)'

es decir que obtuvimos que para § = —1/C y con constante de casi-crecimiento
qC se tiene que ¢ 5, (5)s7% es casi creciente en (0, |Q)).

La implicacién (i7) = (ii¢) es inmediata.

Veamos (7ii) = (4): Supongamos que existen § > 0y v € (0,1) tales que
para todo @ se tiene que ¢¢ 5 ,(s)s™° es a.i. en (0,7]Q]), con constante de casi-
crecimiento C, independiente de ) y (. Dividiremos la situacién en dos casos:
Primero consideremos ¢ < «|Q|, entonces si ademds es t < 7|Q| podemos
escribir

t ds C
/ ?qQ.5.4( ¢Q,57q(5)57§5§§ < 5%.4(0) (24)

,y st =~]|Q] se toma la 1ntegral entre 0 y t —e = v|Q| — e, parae > 0, y se
usa la continuidad de la integral y el crecimiento de ¢, 5 ,(t) en v|Q| € (0,]Q))
y se obtiene también (24) para t = v|Q| haciendo tender € — 0.

Por otro lado, si t € (v|Q],|Q]), entonces

t d vlel d t d
/0 ¢Q,B,q(s)§ :/0 ¢Q,5,q(3);+/lel ¢Q,B,q(5)§
= (I) + (11).
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Usando 24 para t = v|Q| tenemos

71Ql S
0= [ basa@

C
< Z00,5,(11Q)

= < (ootr1@D) v Il
C

< 5 ((;SQ(t))q'y*ﬁqt*‘ﬁ (ya que ¢ es creciente y t < [Q])

c _
=37 Y190,5,4(1)-

Para estimar la integral que falta se usa en primer término que ¢, es creciente
y después que t < |Q|, para obtener

t
d
I = [ guq)=
~Y1Q| S

_ / (¢Q(S))q576q§
71Q| $

< )" [ e

71Ql

g1 (1 1
= (%) =5, (tﬂ - m@nﬂq)

_ q itﬁq _ (’Y‘QDBQ
= (%) 5, Zmr qnm

e LT (]Q)%
(t ¢Q(t)) Bq 76Q|Q|ﬂq

11 £\
- ¢Q7ﬁ,q(t)@w <(@|> - ’Yﬁq>

1 1—~Pa
Bq AP

Combinando las estimaciones para (I) y (II) se obtiene

t d c 1 1\
P S

Pero es fécil obtener una cota independiente de 8 en el miembro derecho: Por

un lado o o o
Yo-Ba Y —a\P < 24
57 5 () <5 (25)

§ ¢Q,ﬁ,q(t)

porque S <1y v 7> 1.
Por otro lado usando célculo elemental se puede ver que, dados v < 1y

Baq
g > 1, el término g (8) = é ((i) — 1) es siempre creciente como funcién de
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B para § € [0, 1] -completado por continuidad en 0-, y por lo tanto

1 ([1\" 1/(1)
— (=) —1)<=((=) -1 2
Baq ((7) ) Sg((v) ) (20)
Por lo tanto, de (25) y (26) se obtiene
t d c _, 1, _
[ 005 < (57741 671 =1) 0,00

donde renombrando C' a la constante (%7_‘1 + % (21— 1)) que es independi-

ente de § y de @ llegamos a (7). =
Teniendo en cuenta la definicién 88, la condicién (i) del lema 97 proporciona
otro criterio operativo para caracterizar los indices:

Proposicién 98 Sean g > 1, 8 € [0,1), las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) Existe C > 0 independiente de Q y de B tal que para todo cubo @ wvale
que

¢
d
/0 ¢Q”@,q(s)§ < C(ﬁQﬁ,q(t), para todo t € (0,]Q]).
(44)

ind{¢Q,B,q}Q >0
Demostracién. Supongamos que vale (7): entonces, por el lema 97 (i47), existe
d >0y~ € (0,1) tal que para todo @ se tiene que ¢Qﬁ’q(s)s’5 es a.d. en
(0,71]@Q|), con constante de a.i. independiente de @, y por lo tanto la definicién
88 nos dice que ind{¢q 5,tq =9 > 0.
Por otra parte, si se sabe que ind{qﬁQﬁ’q}Q > 0 entonces ocurre la condicién
(791) del lema 97 , por lo cual vale la condicién (7). m

Observacién 99 La condicion (i) de la proposicion anterior, 98, o lo que es
lo mismo, la desigualdad (21) de la condicion (i) del lema 97, fot bg.p.q(8)% <
Cog p.4(1), para todo t € (0,]Q]) en realidad resulta una equivalencia:

i ds
/0 9Q.8.4(8)5 = 9q,5,4(t). en (0,1Q)) (27)
. En efecto, usando que %T(S) decreciente y la definicion de ¢g g , se tiene que
para s € (0,Q]) es
-8
Papq(s) = [s770q(s)" = [%Q(S)]qsq
= [M]qsqfﬁq > [M]qsqfﬁq
s - t
, luego
' ds 60 ()1 [* 4epyds
; ¢Q,ﬁ,q(s)? > | ; ]q/o s? q?
P ()., t1F7 1 -8B q_ 1
=3 1-pfq (175)(][?3 dq ()] = (17@(1%,@&@)



es decir que tenemos en (0,|Q])

1 K d
T g%sal® < [ Gasa(s)5 < Cog)

lo que nos da la equivalencia (27).

La siguiente proposicién reduce a efectos précticos, de alguna manera, el
cdleulo de ind{¢g 5 ,}q al cdlculo de ind{¢q }q:

Proposicién 100

ind{¢>Q7ﬁ7q}Q >0& ind{¢Q,5}Q >0& ind{qSQ}Q > f.

Demostracién. La primera equivalencia fue probada en la observacién 96, asi
que solo tenemos que probar la segunda equivalencia. Para ello fijemos un cubo
) arbitrario. El caso 8 = 0 se cumple por definicién ya que ¢ o = ¢ 0.1 = Pg-
Asumamos entonces que 3 > 0, y supongamos, ademds, que ind{¢g}tq > S,
entonces podemos hallar § > 0, y v € (0,1), tales que 6 > By qﬁQ(s)s*‘S
en (0,7 |Q|) con constante de a.i. independiente de ). Entonces, como

¢Q,5(5)37(675) = ¢Q(8)376

es casi-creciente en (0,7 |@|), con § — 5 > 0, y como @ era arbitrario, vemos que
ind{dg s}q > 0. Reciprocamente, si ind{dg 5}q > 0, entonces podemos encon-
trar § > 0 tal que para todo cubo @ resulta que quQ’B(s)s_‘S = (bQ(s)s_(‘H‘B)
es a.i. en (0,7|Q|) para cierto v € (0,1) fijo resulta que ind{pg}q > B+ ¢ de
donde

es a.i.

ind{qbQ}Q >0

3.2. Relacién con otras definiciones de indices

Las definiciones usuales de indices en la literatura se refieren al indice de
una funcién individual. Ahora compararemos los resultados de la seccién an-
terior con resultados cldsicos usando algunas de las definiciones mds comunes
de indices. Aunque dichas definiciones se plantean habitualmente con menos
restricciones, con el proposito de compararlas con la definicién proporcionada
arriba mantendremos la hipétesis de que ¢ : (0,1) — Rsq es creciente y que @
es decreciente y consideraremos nuestros resultados solo para funciones de la
forma W(s) = (s 7¢(s))?. En esta situacién varias definiciones son equivalentes.

Sea (cf. [11], [100]),

.. o W(AR) . T(AR)
In <hrhn_}61f Th) > In (hr}? sgp TR )
oy = sup —

A>1 In A A—0 In A

(en el contexto de la teorfa de espacios de Orlicz, suele denominarse como indice
inferior de Matuszewska-Orlicz). Entonces tenemos el siguiente resultado cono-
cido (cf. [11], [68], [76], [80], [100], y las referencias alli contenidas donde se
presenta el mismo resultado bajo diferentes definiciones de indices).
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Lema 101 Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) Existe una constante C > 0 tal que

/t \Il(s)ﬁ < CY(t), forall t e (0,1). (28)
0 s

(ii) ooy > 0.

Combinando la proposicién 98 y el lema 101 se ve que nuestra definicién de
indice para una funcién individual (95) es compatible con las clésicas.

Corolario 102 Sea ¥ una funcion en (0,1) en las condiciones mencionadas al
comienzo de esta seccion. Entonces,

ay >0 i{dg} > 0.

Demostracién. La demostracién de la proposicién 98 para funciones individ-
uales nos muestra que la condicién (28) vale si y solo si i{¢y} > 0. Por otro
lado, por el lema 101 se sabe que (28) se cumple si y solo si ag > 0, con lo que
se obtiene el resultado. m

Observacién 103 La compatibilidad de la definicion de indice en términos de
a.i. (para una funcidn individual) con los indices cldsicos se discute en [64].
Desarrollamos ahora un ejemplo donde se ve un cdlculo simple que sugiere la
razon por la cual los indices considerados aqui coinciden con los cldsicos para
las clases de funciones que estamos considerando: Supongamos que ¢(s)s—° es
casi-creciente (a.i.), entonces, para alguna constante ¢ > 1, se tiene que para
A>1,

(W) 5 6(A) = Zh~7o(h)

De donde se sigue que

. e T(AR)
In (hzn_}élf 1) )

Qg = Sup

A>1 ln/\
In (%XS)
> sup ————=—
RS
In(c)
= sup{d —
)\>Il){ ln)\ }
=4

4. Caracterizacion de clases de pesos por medio
de indices

A continuacion utilizaremos los indices definidos en la seccién anterior para

caracterizar diversas clases importantes de pesos y obtener resultados acerca de

ellos. Naturalmente las clases alcanzadas por nuestros indices dependen de cuédles
sean las familias de funciones indexadas por cubos sobre las que se consideren
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dichos indices. En esta seccién consideraremos familias especificas de cubos Q,
{qbQ}QCQ consistentes en todos los cubos contenidos en un cubo fijo Q¢ de R™,
admitiendo que @y sea un cubo infinito como un cuadrante, un semiplano o
todo R™, y de hecho el caso que se sobreentiende si no se aclara otra cosa es
Q = {cubos finitos de R™ con lados paralelos a los ejes cooredenados}.

Ademss las familias de funciones indexadas por Q seran K-funcionales para
cuplas (L1 (Q),L> (Q)) de pesos wxg, es decir, restricciones a cubos @) de
pesos en (Qg. En nuestro contexto es irrelevante si los cubos finitos son abiertos
o cerrados. Concretamente, si w es un peso en R" y p € [1,00), la familia
de funciones que usaremos se puede definir como sigue: Dado w un peso en
Qo C R™, en cada Q C Qy tomamos

Pu,q(5) = K(s,wxq, L', LY)
; y ademds consideraremos

Suuyp(s) =K (s,wxg, L', L),0 < s < Q]
’ q
¢7~U>Q>1/Pl7q(8) = (S_l/p K<S7wXQ7L17LOO)) ,O < s < |Q|

. Con respecto a la notacion de la seccién anterior, donde ¢, 5 ,(s) = [s P g (s)]?
convendra a veces aclarar el peso w con el que generamos las funciones, y tomare-
mos 3 =1/p'.

En esta situacién estaremos en condiciones de obtener resultados acerca
de, entre otras, clases de Holder reversas, pesos de Muckenhoupt, clases dadas
por condiciones de Gurov-Reshetnyak, y de BMO,. En secciones posteriores
se podrdan estudiar otras clases considerando diferentes familias de funciones
indexadas.

4.1. Clases de Holder-Reversas

Empezaremos tratando con desigualdades de Holder-reversas y pesos que las
satisfacen. Como ya se menciond, estas cuestiones surgen al tratar con el orden
de integrabilidad de soluciones de ecuaciones diferenciales. Nos interesa tratar
con las clases de pesos que cumplen estas desigualdades tanto en el contexto
cldsico como en en el marco abstracto de cuplas compatibles de espacios de
Banach.

Empezaremos entonces estableciendo algunos resultados que permiten conec-
tar con precisién las desigualdades cldsicas con las definiciones en el marco de
la teoria de interpolacién. Luego de ello veremos resultados que relacionan los
indices con las clases de Holder-reversas abstractas, y posteriormente usaremos
lo anterior para caracterizar las clases de Holder-reversas cldsicas.

4.1.1. Clases de Holder-reversas. Relaciéon entre definiciones cldsicas
y abstractas

Veremos por separado, primero el caso p > 1y después el caso p = 1, ya que
este iltimo requiere algin resultado preliminar.

Teorema 104 Sea p > 1. Se tiene que w € RH, si y solo si para todo cubo
Qo vale que wxg, € RH1_1/p,(L'(Qo), L®(Qo)) ¥

S‘ép HwXQHRH1_1/p,p(L1(Q)vL°°(Q)) <
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Demostracién. Supongamos primero que w € RH,. Por definicién tenemos
que para todo cubo @ se tiene:

(@/Qw(x)l’dx); < ||w||RHle?|/Qw(:c)dx
(en

Fijemos un cubo @y. Entonces, para todo = € (g se tiene la desigualdad
puntual,

P

My,qq(wxg,)(T) =l <Q1)| /Q (waO(x))pdx>

<lulm, swp o [ g, (oo
@32,QcQo |Ql Jg
= lwll ga, Mq, (wxq,) (%)
Por el teorema 44 aplicado a Mg, , tenemos que para 0 < ¢t < |Qo|, valen las
siguientes equivalencias con constantes absolutas, independientes de w, y de Q) :

1/p

(auting, )0 = {3 [(wxa)oras)

(May(wxg,)" (1) ~ § / (wxa,)* (5)ds.

Se sigue de alli que existe una constante universal C' > 0, independiente de w y
Qo, tal que para todo 0 < t < |Qp|, se tiene que

{1 / t@XQO)*(S)pdS}W < Cllwlp, 7 / (o) (9)ds. (29)

Ademds, utilizando resultados bien conocidos de teoria de interpolacién (cf.
[24, Teorema 3.8, pag 122]), sabemos que LP(Qq) = (Ll(Qo),LOO(QO))l,l/p’p
y la K— funcional de la cupla compatible (LP(Qq), L*°(Q0)),1 < p < oo, estd
dado por

1/p

K(tl/p,wXQO;LP(QO),LOO(QO)) ~ {/0 (wXQO)*(s)pdS} ) (30)

donde la equivalencia ocurre con constantes independientes de wx, , y podemos
reescribir (29) como sigue: Para todo 0 < t < |Qo], se tiene

K (7, wx g, (LM(Q0)s L™(Q0))1-1/p.ps L™ (Q0))

< Cllwll gy, t~ VPV wxg,, LH(Q0), L(Q)).- (31)

Miés aun, como el cubo Qq era arbitrario, y la constante en (31) no depende
de Qo, obtenemos que wxq, € RHl,l/p’p(Ll(QO), L>(Qo)) para todo cubo Qg
y, ademds,

"o loxellpa, ., 11010y < Clwllnm, < o0
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Reciprocamente, supongamos que sgp HwXQHRHl Lo (LH(@),L(Q) < 00,y

fijemos un cubo Q. Entonces, para todo t > 0 vale

K(tpv wXQO; (LI(Q0)7 LOO(QO))I—I/p,}w LOO(QO))

—(1/p—1 1 o)
< (SuprXQHRHl1/p=p(L1(Q),L°°(Q))>t (A/p )K(tvwXQouL (QO)?L (QO))

Ahora, tomamos ¢t = |Qo| y usamos la equivalencia (30) para obtener cierta
constante absoluta C que no depende de @y, tal que

Qo 1/p
{|Qlo| / <wa0>*(s>pds}

~ [Qol
=C (Sgp H“’XQ”Rml/p,p@l(@),m(@))) @/0 (WX, )" (s)ds.

de donde,

. rde ) 32
(i [, wtere) (32
. 1

s¢ S“pH“’XQHRm e (EH@LE=@) ) Qo] “’(””)dm'

En consecuencia como )y era arbitrario,

s, < <Sgp HwXQHRHl1/p,p(L1<Q>,L°c<Q>>>
y por lo tanto w € RH, como querfamos ver. m

Observacién 105 Se mostré en el curso de la demostracion anterior la equiva-
lencia que sigue, con constantes que solo dependen, posiblemente, de p € (1,00) :

Sgp ||wXQ||RH1*1/P,17(L1(Q)’L°°(Q)) ~ Hw”RHP ’ (33)

Para obtener un resultado anédlogo al anterior en el caso p = 1, y relacionar
RHy,1 con la definicién 3 y la condicién 4 como caso endpoint de los RH, nece-
sitamos primero comparar diferentes normas para el espacio L LogL. Resultados
similares al lema que sigue son mas o menos parte del folklore del tema pero no
podemos senalar una referencia donde la formulacién se ajuste exactamente a la
que necesitamos, de manera que precisaremos estas cuestiones y las probaremos
en el siguiente lema:

Lema 106 Supongamos que f € LLogL;,.(R™). Entonces,
(i) Para todos los cubos @ wvale

1 |f ()l
= log(e + WL )g
Q] /Q|f(y)| og(e HfXQuLl(Q,I%rI)) Y
< 2||fHLLogL(Q,%)
/()
)| 1 —)d
|cz|/‘f e g

QI
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, donde ||fHLLogL(Q"%I‘) denota la LLogL(Q, %)—norma de Luxemburg de f,

£ @)l L @)
dy < 1} 34
M lstzonsio i = 0t 57 [ 1 Py, <1y o)
(ii) Existe una constante absoluta tal que para todos los cubos Q se tiene

1 oo £ () ! oele + 1@
|Q|/Q|f(y)|1 g +foQ¢|L1(ng‘> |Q|/ (Fxq)"(s) log(e +

<c ||fXQ||LLOgL(Q’\%\) .

—)ds

Demostracion. (i) Como la funcién ¥ (y) = ylog(e + y) satisface trivialmente
la condicién Asg, por ejemplo con constante ¢ = 4 entonces (ver 16) el infimo en
(34) se alcanza y ademés vale:

£ ()l

7l
L r)hog(e + )y = 17l Lopria ey - (35)
|Q| Q ||fXQ||LLogL(Q,%) ! <!
Por otra parte, como log(e+ HJ‘H%) > 1, de dicha identidad se obtiene
Q LLogLQ,%)
la conocida igualdad
1
= — < zy -
e P WAL R L e (36)
) 112 Logra, 42
, es decir, resulta 191”0 > 1 y debido a ello se tiene,
||fXQ||L1(Q‘ et
ol ) el
HfXQHLl(Q,%) HfXQHLl(Q 42y HfXQHLLogL(Q )
s W) ”fXQ||LLogL<Qw5n
B HfXQHLLogLQl% HfXQHLl Q&)
En consecuencia,
)
Q L'(Q, ‘dz)
1 ||f||LL L(Q, 4
< f/ ) tog { (e + P! QD L ay
|Q| Q Hf“LLogL( ||fXQ||L1(Q ‘dx)
=)+ (1),
donde
1 ()l
D= [ 1f@)og e+ ay= || fx z
Q1 Jo HfXQHLLogL(Q,%) || QHLLogL(Q,‘%)
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(por (35)), ¥

(II) _ log HfXQHLLogL( %) i/ |f(y)‘dy
”fXQHLLogL(Q dz
1 Q] 1 )
og HfXQHLl(Q,l%TI) HfXQHL (@82

IN

||fXQ||LLogL(Qv\%\)

donde en la tltima desigualdad usamos que log (%) < % para cualesquiera
A,B>0.
Por tanto, hemos visto que

o7 o rhoste + oty <211 xgl s g5

”f QHLl Q%)

Por otra parte, usando sucesivamente (35) y (36), obtenemos

VA

”f“LLogL(Q Te] l)

1 |f(y)]
< T el )
|Q/Q|f(y) o8 | ¢ |\foHL1(Qﬁ> '

de donde se obtiene la desigualdad de (i) que faltaba.

Veamos (ii). Por la definicién de reordenamiento decreciente y teniendo en
cuenta que ¢ (y) = ylog (e+ %) , para A > 0, es una funcién estrictamente
creciente y positiva en [0, 00) se tiene,

Hf”LLogL(Q,%) |Q‘/ |f ‘log )dy

1 Lf ()l
— 1 +——")d 37
0] /Q|f(y)| og (e ||fXQ||L1(Q7%)) Y ( )

Lo (Fxq)" (5
= s)log (e
G| ey otos Thallona g,

)dy
Ahora, como (fxg)*(u) es decreciente, se tiene que, para todo 0 < s < |Q],

QI
(he)' () < 5 [ (o) i

1
= Q) ||fXQ||L1(Q,‘%”‘) :

Utilizando esto tltimo en (37) vemos que

/)l Lol Q
)| 1 d — 1 —)d
o7 /. s Ml ™S o | ey @este+ s
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1/2 f s
Sea Q = {s € (0,|Q]) : (G‘SQ‘) < W} entonces podemos ver

que, con una constante independiente de f y @ (por ejemplo ¢ = 2 ya que
2
e+ |%| < (@) ), se tiene

Q| Q|
@ / (Fg) () log(e + 1Da <15 / (Fro) () oa(“Pyas (3
\Q|/ fXQ s) log( |Q‘)
S RGO L9 46
— (1) + (1))

Para estimar (I) procedemos como sigue -donde ¢ denota una constante absoluta
(que no depende de @) cuyo valor puede variar de una linea a otra-

c ) (Fxq)*(s)

< — s)lo ds

<5 /Q<fo> (9os( foHLLogL(Q,%))
el “(s

< 2 7 (Fxo) (s) log( X))
Q1 Jo

Xl ogia. 22

_ ¢ |f(y)
-5 /Q ()] og( )y

1%l L Logria. 22

c ) ()
<15 /Q ) hos(e + —)dy

||f QHLLogL(Q,W)

= cllfxll Logrig. ) -

Por otra parte, @ f(oﬁ‘QD\Q(fXQ)*(S) log(esQ‘)ds

(fxq)"(s)
1
(IT) = |Q| 17Xl ogriq. 2 )/(O @ne 17l croprio )

c clQ\"*, .l
< @ HfXQHLLogL(Q,l%Tl)/O <S) log(T)dS

1 e\ 1/2 [
—CHfXQHLLogL(Q‘ )/ (ﬂ) log(; )du

= ellxell Lrogrio. ) -

elQ|

log( )ds

Lo que concluye la demostracién del lema. =

Ahora podemos establecer un resultado andlogo al teorema 104 que corre-
sponderifa al caso limite con p — 1.

Para interpretar adecuadamente la situacién hay que tener en cuenta que

en un espacio de medida finita (R, u) -v.g. para (Q, |Q|) para un cubo finito

@ C R™-, se tienen las siguientes inmersiones continuas (cf. [24] teorema IV-6.5)
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L>® < Leyp = LP < Llog L — L'. El resultado que sigue nos dice, de alguna
manera, que el caso endpoint natural en este contexto cuando p se acerca a 1
corresponde en realidad a Llog L. Esta situacién no es inusitada; més adelante
cuando analicemos las imdgenes por M de clases de pesos (ver también [26] y
[27]) veremos que M (M,w) ~ M,w si v > 1 pero M (Mw) ~ Mpiogrw (cf.
[34], [95, ecuacién (13) pag 174] y [17]).

Teorema 107 w € RHp1041) 8t Y s0lo si para todos los cubos Q, la restriccion
de w en el cubo Q, wxg, pertenece a RHo1(LY(Q),L>(Q)) y

~
~

o lexellam, y21@).p= @y = 10110

Demostracién. Sea un cubo fijo @, tenemos

ML(LOQL),QO (wXQo)(:E) = :csz)uCon ||wXQ0 HLLOQL(QV%)

Supongamos que w € RHp 141, entonces para x € Qo,

Mp(LogL),Qo (wXQO)(fE) < Hw”RHLL,,gL Mg, (wXQg)(x)

Combinando la estimacién previa con la versién localizada de la estimacién de
C. Perez para el operador maximal iterado (cf. [95, (13) page 174])

MQO (MQO (UIXQO))(.’E) < CML(LOgL)7Q0 (wXQO)(m)

se obtiene

Mg, (Mg, (wxq,))(@) < Cllwlgp,,,,, Mao(wXq,)(x),a.c. en Qo (39)

Tomando reordenamientos decrecientes y usando la equivalencia de Herz-Stein
mencionada arriba en 44 para la funcién maximal de Hardy-Littlewood, vemos
que para 0 < t < |Qoql, se tiene

¢ ] e s~ 5 [ (0 g, ) (s)as
~ (MQO (MQO (wXQO)))*(t)
< Ol (May(wxg,)) (1)
~Cluly,,,, ¢ [ (X0, (s

Escrito en términos de K —funcionales tenemos, por tanto, que para 0 < t <

|Q0|7
! 1 oo ds 1 0o
; K (s, wxqyi L' (Qo), L7(Q))—~ < Cllwllpy,,,,, K& wxge L (Qo), L7 (Qo)),
(40)
donde C es una constante universal. Se sigue de la definicién (20), que para

todos los cubos @ resulta que wy, € RHy1(LY(Q),L**(Q)), y ademés,

e lexellnm, o @,ee @y < C1wlam, oy -
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Reciprocamente, supéngase que para todos los cubos @ se tiene que wyxg €
1

RHy1(LY(Q), L>(Q)), con supg ||wXQ||RHO’1(L1(Q)’LOO(Q)) < oo. Entonces por

(19) v (20), para cualquier cubo @, ocurre que

t
/0K(s,wao;Ll(Qo),Loo(QO))cis

= <Sgp HwXQ||RH0,1(L1(Q),L00(Q))) K (1, wxqyi L' (Qo), L (Qo))-

Témese t = |Qo| . Entonces, usando el lema 71, se obtiene

L e
m/o (wXQO) (s)log ?Ods
||wXQ0||L1(Q )
S C (S%p HwXQHRHU,1(L1(Q),L°°(Q))> |Qo| 9 . (41)

Combinando con el lema 106 y la desigualdad (38) se sigue que para cualquier
cubo Qo,

[wxq, HLl(QO)

||wXQ0HLLogL( &,Qo0) =C <Sgp ”wXQHRH0,1(L1(Q),L°°(Q))) Qo

. En consecuencia w € RHyrog41,, ¥

HwHRHLLogL S C <81612P HwXQHRHO,I(Ll(Q)’LOQ(Q))) ’

como queriamos demostrar. ®

4.1.2. Caracterizacion de clases Holder-reversas abstractas

Mséds arriba hemos visto que las desigualdades de Holder-reversas implican
condiciones sobre las K-funcionales que hemos utilizado para definir clases de
Holder abstractas en cuplas compatibles de espacios de Banach donde quedan
definidos espacios de interpolaciéon. Concretamente si X = (X, X;) era una
cupla compatible de espacios de Banach definimos RHy , = {w € Xo+X1/3C >

1
K (177 0.
O : K(t7w7)§9,q1X1) g C .
1-0

X1 C Xo y no1 = sup H;HXO también se define RHy1 = {w € Xo/3C > 0 :
fexu X1

,Vt > 0}, y si ademds X estd ordenado, con

fg K (s,w, X) % < CK (t,w,X),Vt € (0,n0,1)}. Es natural que al definir Xy,
por un espacio de pardmetros dado por potencias, nuestra definicién de indices
sea adecuada para caracterizar los RHy ,. Veremos brevemente en esta seccién
algunas conclusiones al respecto. Resultados similares en el marco de espacios

quasi-Banach pueden verse en [80] usando indices de Matuzsewska-Orlicz.

Teorema 108 Sea X una cupla compatible de espacios de Banach, 6 € (0,1),
y q > 1. Entonces,

RHg’q(Y) = {w € Xo+ Xy : Z{K(/U),Y)} > 9}
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Demostraciéon. Usaremos el siguiente caso de la férmula de Holmstedt (cf. [16]
corolario 3.6.2 b)) donde la equivalencia involucra constantes que dependen de
0 y q pero no de w:

1/(1-6) d 1/q
K(t,w; X4, X1) ~ {/ [seK(s,w;X)]qS} . (42)
0

Fijados (6,q) € (0,1) x [1,00), sea w € RHy ,(X). Usando (42) podemos ree-
scribir (17) como

£/(1-0) d 1/q
_ S
{/0 570K (s, 0 X } < Clwl o, . cx) K7 wX)

reemplazando t/(1=% por ¢t y despajando

b ., ds _ _
/0 s OK(&w;X)]q? < Cllwll},, [t~ K (t,w, X)]9,Vt > 0. (44)

(X)
Como K (s,w; X) crece y M decrece, por el lema 101 y el corolario 102
tenemos o
H{[() K (-, w; X))} > 0. (45)
Consecuentemente, por la proposicién 100, se obtiene que
i{K(-,w; X)} > 0.

Como se ve facilmente todos los pasos se pueden revertir. De hecho, si se tiene
la desiguldad previa, entonces, por proposicién 100, vemos que se cumple (45)
y, por lema 101, encontramos que ocurre (44) para todo ¢t > 0. Intercambiando
t por t'/01=9) en la desigualdad y despejando, se ven sucesivamente (43), (42),
y, finalmente se tiene 17, como queriamos mostrar. ®

Observacién 109 Ndtese que el sequndo indice no aparece en la caracteri-
zacion abstracta de RHy ,(X), por lo tanto se sigue que para todo q¢ > 1,

Rng( )—{w€X0+X1 Z{K( w;Y)}>9}
= RHp1(X).

El andlisis previo también nos proporciona la siguiente caracterizacion de la
unién de las clases anidadas, RH(X), definida por

RH(X):= |J RHooX)= |J RHoa(
0€(0,1) 0e(0,1)
q€[1,00)

Como parece natural, esto se vincula con el valor limite de los indices:

Teorema 110 o o
RH(X) ={w:{K(,w; X)} > 0}.
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Demostracién. Sea w € |J RHy ,(X). Se sigue que existen 6 € (0,1), y
0€(0,1)
q€[1,00)

q > 1, tales que w € RHy ,(X). Entonces, por el teorema previo,

i{K(,w; X)} >0>0

Reciprocamente, supongamos que
i{K(-,w; X)} > 0.

Sea g > 1, y elijamos 6 tal que i{K(-,w; X)} > 6 > 0. Entonces, por el teorema

108, w € RHy (X)) C RH(X). =
El caso limite § = 0 se puede obtener usando los mismos argumentos:

Corolario 111 Sea X una cupla ordenada de espacios de Banach. Entonces,
RHy1(X) = RH(X).

‘2 ILF1l . .
Demostracién. Sea ng; = sup W la norma de la inmersién, X; C Xj.
X1

fexa
Por definicién, w € RHp 1(X) si y solo si para todo 0 < t < ng 1 vale,

¢
/ K(&w;f)ﬁ < cK(t,w; X). (46)
0 S

Por el lema 101 y corolario 102, (46) es equivalente a
i{K(-,w; X)} > 0.

Consecuentemente, por teorema 110, w € RH(X).

Recfprocamente, si w € RH(X), entonces, por teorema 110, i{ K (-, w; X)} >
0, luego, por lema 101, vemos que vale (46), de donde w € RHp 1(X). m

En este contexto el teorema de Gehring -es decir, su versién interpolatoria-

es inmediato:

Teorema 112 (Gehring’s Lemma) (i) Sea 6 € (0,1),1 < g < co. Supongamos
que w € RHy ,(X), entonces existe 0 > 0, tal que, para todo 1 < p < oo,
w e RH@/J,(Y).

(ii) Supdngase que w € RHy1(X), entonces existe ' > 0, 1 < p < oo, tal
que w € RHy ,(X).

Demostracién. (i) Por teorema 108, i{ K (-, w; X)} > 6.
Tomese 6 en el intervalo (6,i{K(-,w; X)}) entonces por teorema 108, w €

RHy ,(X), para todo p > 1.
(ii) Se sigue directamente del corolario 111. =

4.1.3. Caracterizacién de las clases clasicas RH y RH,

En esta seccién combinaremos los resultados de la seccién precedente con
los resultados que relacionan las desigualdades de Holder reversas clasicas y las
definidas mediante clases de Holder abstractas dadas en términos interpolatorios
que fueron obtenidas en la Seccién 4.1.1.
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Recordemos que en esta seccién, si no se aclara lo contrario, las familias de
funciones sobre las que definiremos los indices vienen dadas por:

bu.0(s) = K(s,wxg, L', ™)

para cada cubo @@ C R" de lados paralelos a los ejes coordenados, donde w es
un peso en R y p € [1,00). Ademds consideraremos

G, 0,1/ (8) = 3—1/p/K(S,U}XQ,L17LOO)7O <s< Q|
o q
¢wa;1/p’,q(8) = (S_l/p K(S7wXQ7L17LOO)) ,O <s < |Q|

Entonces, la caracterizacién de las clases de Holder reversas clasicas en térmi-
nos de los indices para estas familias de funciones viene expresada en el siguiente

Teorema 113 (i) Sea p > 1, entonces
RH, ={w: ind{gbw’Q’l/p,’p}Q >0} = {w:ind{¢, g}o > 1/p'}

(ii)
RH = {w :ind{¢,, o }q > 0}

(iii)
RH = RHLLogL-

Demostracién. (i) Supongamos que w € RH,. Entonces por el Teorema 104
y la equivalencia (33) que se demuestra en el curso de su demostracion (ver obser-
vacién 105) tenemos que para todos los cubos Q, wxg € RHl/p,,p(Ll (Q), L>(Q))
y

swp [ wXollea, . o1 i@).o= @y = 1,

Ademas, por dicho Teorema 104 existe una constante ¢ > 0, tal que para todos
los cubos @ vale

t
ds

/0 S/ pl8) = < clullir, ./ (), 0< £ <1Q).

Luego, por la proposicién 98 seguida por la proposicién 100, resulta

ind{¢, o} > 1/p'

Reciprocamente, supongamos que w es tal que ind{qﬁw’Q’l/p,’p}Q > 0.
Entonces, por proposicién 98, existe una constante ¢ > 0 tal que

t
ds
/0 PQ.1/pp(8) S equyp p(s), 0<t<|Q.
Se sigue por teorema 104 que
" loxollam, ., 0@ =

y, ademds, w € RH,, con

||wHRH,, =c
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(ii) Supdngase que w € RH, entonces w € RH,, para algin p > 1. Entonces,
por la parte (i) de este teorema, ind{¢,, o}q > 1/p’ > 0. Reciprocamente, si w
es un peso tal que ind{¢w7Q}Q > 0, entonces podemos elegir p > 1 tan préximo
a 1 como para que ﬁ =1- % < ind{, o}q- Por lo tanto, por (i) tenemos que
we RH, C RH.

(iii) Primero veremos la inclusion RH C RHprogr. Supongamos que w €
RH, entonces existe p > 1 tal que w € RH,. Ahora, es facil comprobar que
para 0 < a < 1, tenemos que log(e + %) <z7% z € (0,1); en consecuencia, por
la desigualdad de Holder, tenemos

lQl
L/ (wxg)*(s)log(e + @)ds
1Ql Jo 8

i QI . NP/ i Q] v ap’ g1 /p
1 QI . \pgL/p

1 QI
= @/0 (wxg)*(s)ds (ya que w € RH,).

Por lo tanto, la conclusién se sigue del lema 106.
Probemos ahora la inclusién opuesta. Supongamos que w € RHppog1,. Por el
teorema 107, para todos los cubos @) tenemos que wx € RHo 1 (L1 (Q),L> (Q))

¥, que, supg HwXQ”RHOJ(LI(Q),LOO(Q)) = Hw”RHLLogL' Se sigue que

i d
| K swngi Q) 2™ @) < [0llp,,,,, Ktwxas L (@)1 Q)

En consecuencia, por la proposicién 98

ind{K(-,wxg; L' (Q),L* (Q))}q >0

4.2. Clases de Muckenhoupt

En esta seccién nos ocuparemos de la relacién entre los fndices y los pesos A,
de Muckenhoupt. Como mencionamos mds arriba (ver 26) estos pesos han sido
muy estudiados debido a su interés en la acotacién de los operadores de Hardy-
Littlewood M y de Hilbert H, sus vinculos con los espacios BMO via el Lema
de John-Nirenberg, y con el operador maximal sharp M#, y la relacién con las
clases de Holder-Reversas RH,, y RH. En relacién con estas iltimas, un conocido

resultado de R. Coifman y C. Fefferman establece que |J A, = Aoc = RH =
p>1

U RH, (cf. [30]). En particular 3p > 1:w € A, si y solo 3¢ > 1 : w € RHy;
q>1
notese que aqui usamos otra letra ¢ en lugar de p al indexar las clases RH

para evitar que se establezcan inadvertidamente asociaciones no vélidas entre
la clase de Muckenhoupt y la clase Holder-Reversa a la que pertenece un peso
w € Ay, = RH -algunos resultados al respecto pueden verse en [33] y las
referencias alli citadas-.
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Empezaremos entonces estableciendo algunas cuestiones vinculando distintos
tipos de indices, los resultados obtenidos en las secciones anteriores para las
clases RH y RH,, y la clase Ax.

Comenzaremos mirando otra nocién de indices introducida en [2], donde se
utilizan esos fndices para estudiar la clase A, y analizaremos la relacién con los
que introdujimos en la seccién anterior. Para describir la relacién en forma abre-
viada podemos senalar que en [2] se plantean indices para las k—funcionales para
(Ll, L‘X’) de las restricciones wy ), de los pesos en los cubos @, en lugar de hac-
erlo para las K —funcionales para (Ll, L°°) de los wy. Hace falta recordar que
la k-funcional de (Ll, L°°) de una funcién f viene dada por su reordenamiento
decreciente k (t, f, LY, L°°) = f* (t) mientras que la K-funcional de (Ll, L°°) de
f viene dada por su funcional K (¢, f, L', L>) =t f** (t) = f(f f*(s)ds, es decir

1 oo
que % =K (t7 f, L, L°°). El manejo de los indices que propusimos

es quizds mds flexible; la teoria estudiada aqui abarca todo tipo de familia ¢ de
funciones indexadas por cubos tales que ¢ (t) sea creciente y @ decreciente,
no solo familias de funciones generadas por el funtor K (~7 L LOO), e incluso
en este caso al utilizar la equivalencia de Herz-Stein evitamos tener que tratar
con lemas de descomposicién tipo Calderén-Zygmund como en [2]. De todos
modos los autores de dicho trabajo establecen, por otros medios, varios resul-
tados interesantes algunos de los cuales queremos recuperar mediante nuestros
indices.

En cualquier caso empezaremos estableciendo la relacién entre ambos tipos

de indices y algunos resultados.

4.2.1. Indices de reordenamientos versus Indices de K-funcionales y
clases de Muckenhoupt

Empecemos estableciendo la nocién de indice que se define en [2]:

Definicién 114 Se dice que un peso w tiene indice finito, en el sentido de [2],
si existen constantes v € (0,1) y A,5 > 0 tales que, para todos los cubos @, si
0<s<t<r|Q|, se cumple

(wxg)™ (s)

A < ()" (47)

t
Definicién 115 En el contexto de la definicion de arriba en [2] los autores
definen la siguiente nocidn de indice*:

z,ﬁc/l(w) =inf{\ > 0/3r € (0,1),7 > 0 se cumplen las condiciones de 114}
donde se entiende que .

Posteriormente en ese trabajo se prueba que

A = {w : ind(w) < 1} (48)

4En [2] los autores, naturalmente, notan ind, lo que aqui notamos ind para evitar confu-
siones.
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, aunque en rigor podria escribirse ind (k (-, WX g, LY (Q),L> (Q)))7 ya que en
realidad la definicién depende de los reordenamientos decrecientes

mds que del propio w en el sentido de que pesos equimedibles tienen el mismo
reordenamiento decreciente y por lo tanto el mismo indice; sin embargo es mds
cémodo escribir ind(w) de modo que mantendremos la notacién. A menudo,
para simplificar la notacién, escribiremos ind{w} para denotar

'Lnd{w} = ind{¢w,Q}Q = an{K(a wXQ’ Ll (Q)a LOO(Q))}Q

. Usaremos la notacién simplificada, ind{w},en esta seccién y en las siguientes
pero volveremos a las notaciones originales como ind{¢q}q, ind{dg s}tq, ¥
ind{dq s,,}q cuando una demostracion requiera referirse a ciertos cubos o cuan-
do tengamos que usar otras familias de funciones indexadas por cubos distintas
de las K (-, wxgq, L*(Q), L=(Q)).

Para comparacién, y teniendo en cuenta que
Ao =RH
(cf. [40]) nuestro Teorema 113 se lee en forma simplificada como:
Teorema 116 (i) Sea p > 1, entonces
RH, = {w :ind{w} > 1/p'}
(ii)
As = {w :ind{w} > 0} (49)
(iii)
RHp 1091 = Ao

Observacién 117 Como es claro, la condicion (47) dice que s*(wxg)* (s) es
casi creciente. Los indices ind funcionan, por decirlo asi, en sentido opuesto
de los ind, ya que las K(t,wxg, LY(Q), L>=(Q)) = fg wxg, (s) ds son crecientes

1 oo
(con K(twxg.L t(Q)’L (@) decreciente), mientras que las k (t,wxg, L' (Q), L™ (Q))
wxH (t) son decrecientes. Otra manera sugestiva de leer 114 es observar que
equivale a pedir que para todos los cubos @Q, ocurra

s(wxq)” (s)s~ 17N < Ft(wxg)* (8t~

, siempre que 0 < s <t < r|Q|, es decir que la funcion s(wxg)* (s) s~ (=2
es casi creciente (es decir a.i.) en (0,7 |Q|), con constante de casi crecimiento
7 independiente of Q. En ese sentido el comportamiento de s(wxq)™ (s) es en

cierta forma similar al de fot wxg (s)ds y la diferencia es andloga a la que se
establece entre las nociones de L' y débil-L'. En ese sentido la definicion de
ind se puede reformular como

ind(w) = sup{s > 0/35 > 0,r € (0,1) : VQ cubo
6>0

=

s(wxg)* (s)s7% es a.i. en (0,7]Q]) con constante ¥}.
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. Si aplicamos nuestra definicion a la familia de funciones
{tég()}o = {tlwxe)" (}e
siendo ¢q(t) = fot wxg, (8) ds vemos que formalmente se tiene
ind(w) = ind{t6}p(t)}q = ind{t(wxo)" () }o-
El teorema que sigue establece la relacion entre ambas nociones de indices.
Teorema 118
ind{K (-, wxg, L(Q), L=(Q))}q > 0 & ind(w) < 1. (50)
Demostracién. Supongamos que ind(w) < 1. Entonces existe 36 > 0,y € (0,1)

tal que para todos los cubos @, tqﬁb (1)t~ es a.i. en (0,7]Q|). Se sigue que para
cualesquiera 0 < t < h < v|Q|, tenemos

o)t =170 /t b (s)st 050 Lds
Q Q
0

< C -4 4/ 1—6£
< Ct ¢Q(t)t

§
< olpmmt=
C /
= gh“; (¢ (h)R)
h
< Sh [ grar
5 0
C
= g;f5<z)Q(iL).

Por lo tanto, para todos los cubos @, t_5¢Q(t) es a.d. en (0,7]Q|). Luego,

Reciprocamente, si ind{¢g}q > 0, entonces por el Teorema 113 y el Lema

97 existen p > 1, C' > 0, tales que para t € (0,|Q]) es

{1 /Ot[(wXQ)**(S)]pdS}l/p <C {1 /Ot(wXQ)*(s)ds} ,

lo que implica

{ t[(wm)*(snws}w <ol [wxgrwash. o
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Sea p > 1 un valor que precisaremos mas abajo. Entonces, para t € (0, %) ,

tenemos

/ (wxo)* (s)ds

1/p

{/Ot[(wa)*(s)]pds} RYY
C

{07 [ un)0)as 247 (por (50)

, t , pt
=t [ (ang) (s)ds +Co 7 [ (ung) (91

t

Reordenando términos, y usando el hecho de que (wxg)* es decreciente, encon-
tramos que

(1— o117 / (wxg)*(s)ds < Cp~/7 (p — Dt(wxg)" (1),

Por tanto, si elegimos p > 1 tal que Cp_l/p/ < 1y usamos una vez més el hecho

de que (wXQ)* decrece, obtenemos que en (0, %) se tiene

Cp " (p—1)
(1—Cp=t/v)

IN

Hwxg) (1) < / (wxq)* (s)ds Hoxo) (). (52)

Ahora, como ind{¢q }q > 0, existen § > 0, € (0, 1) tales que t~° fot(wXQ)*(s)ds
es a.i. en (0,7|Q|). En consecuencia, si ademds pedimos que p > 1/v, vemos
que (52) implica que t? [t(wXQ)*(t)] es a.l. y por lo tanto, por la observacién
117 encontramos que L

ind(w) <1

, como querfamos demostrar. =

Observaciéon 119 Es interesante observar que aunque la nocion de [2] fue de-
sarrollada, aparentemente, en forma independiente de la teoria cldsica de in-
dices, y de la teoria de interpolacion, uno de los primeros resultados que se
requiere obtener en [2] es el control de las integrales de la forma fot f (¢)dt por
las funciones tf (t), cuando f es decreciente, relacion que ya senalamos en la
observacion 117.

4.2.2. Clases A, y A,

Para continuar la caracterizacién de los pesos Ap,, con p > 1, mediante
indices utilizaremos un importante resultado debido a J. O. Stromberg y R. L.
Wheeden que podemos recuperar usando indices. La demostracién original, por
otros medios, se puede ver en [109], y con un argumento diferente en [61].

El resultado en cuestién es el siguiente:
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Teorema 120 w € RH), si y solo si wP € A.

Demostracién. Supéngase que wP € A,. Por la caracterizacién de Ao, = RH
dada en el Teorema 113 (ii) sabemos que wP € A si y solo si

ind{K (t,w"xq; L'(Q),L=(Q))}q > 0. (53)

K (t,wPxq;L" (@),L™(Q))
Iz

De allf se sigue que existe d > 0 tal que esa.ld.en (0,7|Q));

pero la demostracion del Teorema 118 muestra que [(wxq)*(s)Ps'~° es a.i.; por

lo tanto, elevando esta funcién a la potencia 1/p, tenemos que (wXQ)*(s)s%
también es casi creciente. Por tanto, si ponemos = 1—1/p+ §/p, nos queda

177‘5 =1 — pu, y usando otra vez la demostracién del Teorema 118, tenemos que

K(s,wxq; LH(Q), L®(Q))s ™ = K(s,wxo: L'(Q), L=(Q))s /P ~%/P es a.i., de
donde
ind{K(-,wxqg; L'(Q),L®(Q))}o > /1. (54)

, y de alli, por el Teorema 113:
w € RH),.

Para la reciproca, vemos que todos los pasos pueden revertirse. De hecho,
supongamos que w € RH,. Entonces vale (54) y, en consecuencia, para al-
gun § > 0 resulta que K(s,wXQ;Ll(Q),LOO(Q)))s_l/p/_‘S/p es casi creciente.

Ahora, la demostracién del Teorema 118 implica que (wXQ)*(s)sl;Ps es a.i.; por

lo tanto, [(wXQ)*(s)]psl_‘s es a.i., y usando de nuevo la demostracién del Teo-

Tl oo
rema 118, K(t’prQ’Lté(Q)’L @) o5 casi creciente. Por ende se cumple (53), lo

que nos proporciona que wP € A,,. ®

Observacién 121 Recordemos que, en el contexto de la teoria de pesos de
Muckenhoupt, para p > 1 y para cualquier peso w, se utiliza habitualmente
o para designar otro peso, ¢ = wl_p/, donde % + ; =1, y hay una estrecha
relacion estrecha reciproca entre w y o; de hecho, la condicion usual Ay

p—1

1 1 1—p
w =sup | — [w(x)dr —/wx P dx < 00
ol = sp 'Q'Q/ () al ()

se puede escribir como

’

1/p 1/p
7 i/
sup [ — [ w(z)dx — [ o (x)dx < o0
& i) @)

y entonces es obvio que w € Ap < 0 € Ay y |l = loll,
D

A continuacién estableceremos la relacién de ind con A, y dejaremos asenta-
do previamente un lema que estd implicito en las demostraciones de los teoremas
104 y 118, pero que escribimos aislado para mayor claridad:

. 1 oo
Lema 122 Siind{w} > 0 entonces Klwxg L L7)

: ~ wxg (1) en (0,7|Q]] para
todo cubo @ con v € (0,1) independiente de Q.
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Demostraciéon. Por el teorema 116 existen p > 1y C' > 0 tales que

(Clﬂ/@w(x)pdx); <C|612|/Qw(w)dw (55)

para todo @ y podemos elegir C' = [[w| z (el infimo de las constantes para las
cuales la desigualdad (55) ocurre para todo Q). Ahora recordando la definicién
de los operadores M, g, , es decir

1

Myan(ng )@ = s (o / (wxg, @)’

Q3z,QCQo
, donde si p = 1 queda el operador maximal local de Hardy-Littlewood restringi-
do al cubo Qp, 0o sea Mg, =  sup . [, w(z)dz. Entonces, fijando un cubo
© T Qsmacq, 9@
z, 0

Qo, tenemos las siguientes desigualdades para todo x € @y, tomando supremos
en (55):
Mp.qo(wxq,)(®) < CMg,(wxq,)(x) (56)

Por las equivalencias de Herz-Stein (cf. [24, Teorema 3.8, pag 122]) aplicadas
a Mg,, tenemos que, para 0 < t < |Qol, y con constantes absolutas independi-
entes de w, y Qo,

1 1/p

(auting, )0 = {3 [(wxa ) oras)

(May ()" (O~ 7 [ (wxg)"(s)ds.

Por las mencionadas desigualdades de Herz-Stein y (56) obtenemos para cualquier
cubo Qg y con una constante universal C' independiente de Qg que:

1 [t 1/p 1 [t
{3 [ wxaoras} <t [ eas 57)
para todo 0 < t < |Qq|. Ahora, repitiendo un argumento del teorema 118

consideramos v € (0,1) a ser elegido m4ds abajo. Usando la desigualdad de
Holder y (57) para t/v, donde t € (0,7 |Qo|] tenemos

1/p

/ot(wx%)*(s)ds < < /0 t[(waO)*(s)}Pds> e

t/’y 1/1) ,
( / [(wag*(s)]Pds) 1/p

/v L/p ,
- (t/l7 / [(wao>*<s>]Pds> (t/7) 77

1 t/y " 1/p'
c (75/7/0 (wxq,) (8)d8> (t/7)7"

.t/
= Cyt/r / (wxg,)"(s)ds
0

IA

IN

’ t ’ t/
= Cyl/r / (wxg,)" (s)ds + Cc~/P / (wxg,)"(s)ds
0 t
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= Cp~ 7 [ (wxg) (s)ds + Cp= /7" [P (wxg)"(s)ds
Reordenando términos y simplificando se tiene

' . Cyl )
[ wna ) eas = T [ g, )i

y entonces usando que (wXQ ,)" es decreciente en ambos lados:

AP

(g, () (= 0) < [ (wxg,)"(8)ds < T (wxg) (O (1/7 = 1)

por lo tanto, si elegimos v € (0,1) suficientemente pequeno como para que
C'yl/P,

C'yl/p/ < 1, entonces para C= ey

(1/v — 1) se obtiene que

(g, () < 7 [ (1wxg,)"(s)ds < laong)"()

Teniendo en cuenta que 7 fue elegido en términos de |w||,y v de las con-
p

stantes de la equivalencia de Herz-Stein (cf. 8) que no dependen de @ y que
. 1 oo

K(t,wXQ,Ll,LOO) = fot(wXQo)*(s)ds, hemos probado que % ~
wxg (1) en (0,7|Q]] para todo cubo Q. =

Observacién 123 En el lema de arriba podemos asumir que vy > %, pagan-
do el precio de mayores constantes. Esto puede ser demostrado directamente
mediante una descomposicion diddica adecuada de subconjuntos de Q. Un argu-
mento mds corto usando resultados bien conocidos es como sigue: ind{w} > 0
implica desiguldades de Holder reversas para algin p > 1 en todo cubo Q y
en particular en cualquier cubo Q C Qq, para un cubo fijo Qu, y entonces

wxg, € U1 RH, = A, (Qo) = U1 Ap (Qo), lo que significa que wyg, satis-
P> p>

face una condicion A, para los cubos @ contenidos en Qo para algin p > 1;
entonces es sabido que wxg, es un peso Ay en (0,|Qol] (cf. [114]), por lo tanto
es doblante (cf. [19]) en (0,|Qol]-

Es facil ver que la propiedad de ser doblante en la recta, para wxg,,, implica
que wxg, (J) < rawxg, (L) para alguna constante v > 1 si J y L son intervalos
adyacentes de la misma longitud. Ahora, parat > 0 tal que (3/2)t < |Q|, usando
el decrecimiento de wxg,, y la propiedad de ser doblante para los intervalos
J=1t/2,t] y L =[t, (3/2)t] tenemos

(3/2)t
(t/2) wxg, (1) = / wxg, (s)ds >
t

r./t wxg, (s)ds > 7. (t/2) . wxg, (t/2)

/2
, luego
Wy, (1) 2 ra, (/2)
. 1 o]
. Ahora, si v < % Yy %)LL) ~ wxg () en (0,7|Ql] entonces para t €

(0, 3 1Ql] fijamos m € N, con m > log, (%), por tanto t/2™ € (0,7 |Q|] y usando
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K('vwXQlev LOO)

el resultado del lema anterior en (0,v|Q|] y el decrecimiento de B

obtenemos

m * m m Y 1 o *
rawxg, (t/2M) > CW/O wxg, (s)ds
o ~K(t/2™, wxg, L', L>) - r7”6'K(t’ wx g, L', L>)
(t/2m) - t

v

wxg, ()

Yy entonces

K(t,wXQ,Ll,LOC) . m~K(t,wXQ,L1,L°°)
" <wxg, (t) <r"C

para t € (0, % Q]

Ahora ya podemos ver la caracterizacién por indices de los pesos Ap:
Teorema 124 (i) Sea p > 1, entonces
A, ={w :ind{w} - ind{c} > 0}

(ii) Aso = {w : ind{w} > 0}
Observacion: como por definicion ind > 0, la condicidn ind{w} -ind{c} > 0
es solo un atajo para decir que ind{w} > 0 y ind{c} > 0.

Demostracion. (ii) Resulta inmediato del teorema 116 ya que, como men-
cionamos, es bien sabido que As, = RH (ver, por ejemplo, [49]). Asi que solo
necesitamos probar (i). Ademds es trivial que si w € A, entonces o € A,, por lo
tanto w,0 € Ao = RH, luego, por (ii) sabemos que ind{w} > 0y ind{c} > 0.
Entonces solo queda por probar que si ind{w} > 0y ind{c} > 0, entonces
wE Ap.

Usando el lema 122 tenemos que existen algin v, € (0,1) tal que

en (0,7, |Q|]. Por la observacién 123 podemos tomar 7; > 3; entonces eligiendo
v =min{yy, vy} > %, para cierta constante Cy independiente de ), tenemos

K("wXC(Q.v)LlﬁLOO) N U)X*Q ),y K(-,UX((Q.,)Ll’LOO) ~ O'XZQ ) (58)

en (0,7]Ql].

48



Sea ) un cubo, entonces tenemos

he IQI/ Z
(oo §<Q ]

— < (|Q|7wXQ7L1 L> ( |Q|,O'XQ,L1 Loo)) !

Q] Q]
_ (K O1QLwxg L1 L®) (K (11QLoxg, L LX)\
B 71Q| 71Q|

usando en la tltima desigualdad que las funciones % son decrecientes.

Ahora, por 58 y el hecho de que wxe (s) < WX, (s) para todo s, porque
wxg (z) < wxg, (z) para todo x se tiene

T K(7|Q|’wXQ’L1’LOO) K(7|Q|50XQaL17LOO) o
71Q 71Q]
Cowxy (71Q1) (ox5 (v1Q))" ™

IN

De la definicién de reordenamientos decrecientes, es fcil ver que para o >
; Pl (b P R -
0 es (oxp (@]QD)"™" = (w''x (a]@)) S ey De hecho s

tomamos a = 1 tenemos medianas de wxg v 5 w0 Y siendo vy > >

1

IN

Cowxy (71Q1) (x5 (v1QN)" "
WG, (V1) wx, (510)
“wxg (T=71QD = " wxy (31Q)

, esto significa que para una constante Cy independiente de @) tenemos

p—1
1 1
M@/w(m)dw |Q|Q/o(m)dx <Cy

,esdecir quew € Ay, =

Observacién 125 La demostracion del dltimo teorema nos muestra que w €
. 1 oo . 1 7o

A, si % ~wxg () y % ~oxy () en (0,1 |Ql]. Bn tal

caso, si o € [0,1] tenemos que w* € A,. En efecto: sia =0 d o =1 es trivial,

. 1 yoo
y si0 < a <1 entonces como % ~ wxg (1) en (0, 11Q|) tenemos,

49



. «a 1 oo
para cualquier Q, que wXgH () = % Veamos esto iltimo:

a L, . K(t,wxg, L', L)
wxp ) < 7 [ g (s)ds = a

t
H ((wxo,) (s))" ds < (1 / t(wx%)*(s)ds)a (Holder)

t
(K(t,wXQ,Ll,LOO

" )> <C (wng (t))a = Cwxg (t)

. a 1 700
y a partir de esto y usando también oxg, (-) ~ % que se obtiene

4 > «
de manera andloga, se sigue que w* € Ay

Observacién 126 Cuando p € (1,2] podemos reescribir la primera declaracién

. , . _ _ /
del wltimo teorema en términos de w™! en lugar de 0 = w'™P . Desde luego,

’
_ _ _1\p —1 . .,
wl=0¢P 1l yo= (w 1) , luego cada uno es una potencia positiva del otro

y es facil de ver que ind{w='} > 0 si y solo si ind{oc} > 0. Una manera de
demostrar esto es por medio del teorema de Stromberg- Wheeden, que probamos
arriba -120- utilizando indices, y cuyo enunciado recordamos: w € RH, < u? €
A ; usando esto junto con 116 tenemos que:

ind{oc} >0& o0€RH=An &0 = (111_1)1771 € As

,ysip —1>1 (lo que significa que p < 2), por Stromberg-Wheeden tenemos

que
wil € RHp/_l

y aplicando el teorema 116 a w™ y p’ — 1 se tiene:
ind{w™'}>1/(p' —1)

,0 sea
ind{w™ '} >2—p

Por otro lado sip < 2, es decir p’ —1 > 1, y tenemos
ind{fw '} >2-p=1/@p —-1)

, luego
w? € RHp/_l

y por Stromberg- Wheeden queda
ind{c} >0
Luego, tenemos que para 1 < p < 2 se tiene que

ind{c} >0 < ind{fw '} >2-p

1

Ademds si p =2 entonces w™ = g, y de nuevo tenemos

ind{c} >0 < indfw '} >0=2—p

Tomando en cuenta que w € Ap & 0 € Ay yp > 21 <p <2 llegamos
al siguiente:
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Corolario 127 (i) Dado p con 1 < p < 2 vale que

w € A, < ind{w} >0 yind{fw '} >2-p

(i) Dado p > 2 vale que

w € Ay & ind{o} >0 yind{o"'} >2—p

4.2.3. El caso endpoint

Como ya mencionamos las clases A, estdn anidadas por inclusién y A, =

U A,. Ahora queremos ver el otro extremo, considerando las intersecciones de
p>1
clases Ap,. Recordemos que para p = 1 se dice que w € A; si existe C > 0 que

depende solo de w tal que para todo cubo @ C R™ y para casi todo z € ) vale
que

1
|Q/Qw(ut:)d{/rsgC’w(at).

, 0 equivalente w € A; siy solo si existe C' > 0 tal que para casi todo = € R"”

vale que
Muw (z) < Cw (x)

. Cabe mencionar que 41 & [ A,.
p>1
Otra clase de pesos incluidos en todos los A, con p > 1 introducido por R.

L. Johnson y C. J. Neugebauer en [33] que nos interesa considerar es BMO, C

() A,, correspondente a funciones reales en R"™, positivas que son, junto con su
p>1
reciproca, de oscilacién media acotada. Para mayor precisién vamos a introducir

un par de definiciones:

Definicién 128 Si f € L}, (R") la funcion mazimal sharp de Fefferman-Stein
f# se define por
1
f# (x) = sup —/ If () — fol dx.
Q3z Q) Q

siendo fq el promedio de f en Q) es decir fgo = ﬁ fQ f(z)dx = %, donde

notamos f(Q) = [, f (z) dz.

Observacién 129 A veces denotaremos M# f en lugar de f# cuando queremos
enfatizar o estudiar el aspecto de operador de la aplicacion f — f#. Tenien-
do en cuenta su uso habitual no reemplazaremos el término “sharp” por algin
adjetivo en espanol.

Definicién 130 BMO (R") = {f € L}, (R") : f# € L (R")} es el espacio

loc
de funciones con oscilacion media acotada, y || f|, = Hf#HDO

Observacion 131 Debe observarse que ||||, es una seminorma para BMO (R™)
puesto que | f#HOO =0 si y solo si f es constante (a.e.). Es usual identificar
BMO con las clases cociente respecto de las funciones constantes en casi todo
punto con lo que ||||, resulta una norma en el espacio cociente (a veces notaremos
If1l, = Ifllgaro St queremos destacar el papel de BMO como espacio normado).
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A continuacién consideramos las funciones positivas que son BMO junto
con sus reciprocas:

Definicién 132 BMO, = {w:R" - R, : w € BMO, L € BMO}

Observacién 133 A diferencia de lo que pasaba con los promedios de potencias
de pesos, donde por la desigualdad de Holder tenemos que para p > 1 es

b s (fy [ora)

, y solo agquellos pesos w € RH), satisfacen una desigualdad reversa de la forma

<@/€2w(m)pdx>; gc%/Qw(x)dx)

, para las funciones maximales sharp definidas por potencias de |f (x) — fol, en
cambio, es conocido que son equivalentes para 1 < p < 0o, es decir que:

T =sgp|§2/Q<|f<x>—fQ|>dx

es equivalente a

11, = sup («clm /Q 17 @) = fol? dx>”

cosea | fll., ~Ifl.. ya que vale

Il < W1l p < ellF1

para p € [1,00) con constante ¢ dependiendo solo de p y n, e independiente de
[y Q. La desigualdad izquierda, ||f|, < ||fll. . es trivial por la desigualdad
de Holder, mientras que la de la derecha, |f|, , < c|/fl., se sigue de la de-
sigualdad de John-Nirenberg (cf. [63], observacion 3.19) una de cuyas versiones
recordamos a continuacion (cf. [24]):

Teorema 134 (John-Nirenberg) Existen constantes ¢ y co dependientes solo
de n tal que para toda f € BMO(R™) y para todos los cubos Q

{xGQ:f(fc)—@/QQf(w)—é/Q(If(w)—fcgl)dx)dw>k}‘

—ea)
< Clex"(nfﬁ )'Q'

para todo A > 0.

En el articulo [61], citado en el parrafo anterior, de Johnson and Neugebauer,

el resultado principal es que BM O, C (] A,. En cierto modo hay una relacién
p>1
entre A; y BMO, que es similar a la que hay entre L>° y BMO. De hecho, si

w es un peso tal que w € Ay y i € A; entonces w € L*® y % € L™, lo que
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equivale a que w = 1 a.e., es decir es equivalente a una funcién constante. Dichos

espacios no son iguales y la inclusién mencionada es estricta; un par de ejemplos

ilustrativos en R tomados de [61] muestran que w = méx{log (\71|’ e)} € BMO.,

pero w ¢ A; y por otra parte para la misma w tenemos que w? € () A, pero
p>1

w? ¢ BMO,. Recuperaremos algunos de los resultados que vinculan BMO,,

las clases A, y las clases RH, desde el punto de vista de los indices.

Algunas cuestiones sobre BMO, Hemos visto en la observacién 127 que
siwy % pertenecen ambos a A, con 1 < p < 2 entonces ind{w} > 0y
ind{w='} > 0. Pero es posible mejorar ese resultado para pesos en BMO,,
obteniendo que para tales pesos ind{w} = 1y ind{w~'} = 1. De hecho ese
es el significado, desde el punto de vista de la teoria de indices, del resultado
principal de [61] que dice que BMO, C [ A,. Revisitaremos tal resultado:
p>1

Por supuesto, basta con tratar con p € (1,2] ya que si w y 1/w estdn en Ao,
entonces w € A, e intercambiando roles también 1/w € A,. Esto es totalmente
inmediato de nuestros teoremas 116 y 124 (cf. [32]), vedmoslo:

Lema 135 Siw y w™! estdn en Ay entonces w y w1 estdn en A,
Demostracién. Tomando p = 2, se tiene que p’ =2y 0 = wl=P = ! y de
acuerdo con 124 (i) tenemos que w € Aj si y solo si ind{w} > 0y ind{w='} >0
pero, por 116, esto es equivalente a w € RH y w™! € RH, lo que es inmediato
recordando que RH = A,,. =

Observacién 136 De hecho es bastante facil comprobar directamente que los
pesos en BMO, estdin, en primera instancia, incluidos en As. Veamos esto:

1

Adoptaremos la notacion fo = @ f (z) dx para aligerar las férmulas. Sigu-

|
Q
iendo [61] tenemos que sip =2 yw,L € BMO se obtiene que:

afoee) (@) (oh) e
_ 22|Q/w(x)dx aQ/wiw)dx
1
- ua(y),
(b)), ),
- ”(cl2|/Q“’(“””)@)Q‘MQ(;)Q“”“M@)*“’Qw@d‘”)
1+<§2|/Qw<x>—wQ w@—(i)@
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]
ol

1 o %L
< 1+(|Q/Q|w(m) wol d:c) |Q|/Q

L+ Cjwl],

IA

< 0

*

w
donde en la iltima desigualdad usamos la equivalencia | ||, , ~ || f|l. (ver arriba

133), y hemos obtenido que w € Ay con [Jwll,, <1+ C v,
vale para L

w "

LIy lo mismo
w %

Observacién 137 Tanto A, como RH, son clases abiertas en el sentido de
que tienen propiedades de automejoramiento, esto es que st w € A, entonces
w € Ap_c para algin € > 0, y si w € RH, entonces w € RHy . para algin
e > 0 (no necesariemente se trata del mismo ¢ > 0). Tales propiedades de tipo
Gehring pueden verse utilizando indices como arriba en 112 (comparar con la
version del lema de Gehring en [32]). Pero en el caso de los pesos BMO, el
mejoramiento nos lleva dramdticamente de A a A, para cualquier p € (1,2).
Para ver este punto transcribimos lo que es, esencialmente, la seqgunda parte del
Teorema 6 de la referencia [61] y su demostracion corregida (hay un error en la

que figura en [61]):
Teorema 138 Si w € BMO, entonces w, i € A,, para cualquier py € (1,2).

Demostracién. Sea @ cualquier cubo, py € (1,2) y r = %, porloquer > 1,

y considérese L
I = (@/Qlw(x)—ler wzx)_cj)dex)i
<|Q1|/Q (w(2) —wg) <w1x)_ (;)@) sz> 1

Observacién 139 Demostracion. Enmendando un error en [61] usaremos la
desigualdad

T

|a o b|r z gr—1
para a,b > 0 (en [61] en lugar de |a —b|" aparece |a” —b"| que proporciona
otra desigualdad cierta pero que no sirve para demostrar lo que se propone). La
desigualdad de arriba, 59, es equivalente a

b (59)

1

<|a—b +br>r y
: >

, la cual es trivial para b > a, y para 0 < b < a se sigue de la desigualdad de
Hoélder discreta.

N
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Usando (59) para ‘(w () —wg) (¥ — (i)Q) ‘T y utilizando también que

w(zx) w

(c+d)" >c" +d" parar >1c,d>0 tenemos:

(w (z) —wq) (11)13;) - <;>Q> ‘T
1

\
)
N

|
_

v
g
&
3
g
SN—
Q
+
g
o}
—~
g
g»—t
~—
5
|
/N
=
+
g
Q
/‘\
N——— Q
Q
N———
<

1 . AN
o = (bl (2)]

o),

g

Il
N
)
Tl
/;\\
-
Q
7/
| =
——
@ S
+
S
@ﬂ
N
I/
g~
N~
~_—
Q
~_—
|
N
—_
+
g
Q
I/
g |
N~
Q
~—
~_—
S

y simplificando queda

(@), ((2)), ) =2 (oo (o 2), )

. Ahora, teniendo en cuenta que wq (%)Q
mostrado que w € Az (en la observacion 136) y usando Hélder para alginp > 1
y la equivalencia entre g—normas of BMO : |-, , ~ |||, para cualquier ¢ > 1

< |lwl| 4, < oo puesto que ya hemos
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(es decir 133) tenemos

.1 N 1\ |
(o) = |Q/Q|w<x>—wQ| w(x)—(w)Q ds
1 rp’ >
1 EUSRT S R S i IS A
< <|Q|/Q'w(“"’ wel dm) |Q/Qw<x> (w)Q &
1 AW 1 1 N\
_ = _ Tp I _ -
- <<Q|/Qw(x) wq| dm) ) |Q/Q e (w>Q dx
S B A B R (A A D

porque w € BMO, y entonces w, i € BMO. Resumiendo tenemos:

(<w’">Q (5, + v ((f))Q) S GG

y hemos obtenido que
, 1\"
(1)), o
wr7q

L

1) g ) <o

y también
1 T
(w")g (w) < C < 0.
Q
Recordando que r = ]ﬁ = pi — 1 y tomando potencia r llegamos a

’

— po—1
weQ (w pO)Q <C <o

lo cual es la condicion Ay, para w, y ademds

B (G, <o

Q

lo cual es la condicion A,, para % Entonces w, i € Ay, para cualquier py €
(1,2) y por lo tanto para todo pg € (1,+00). W

El argumento de estas dos tltimas observaciones reproduce la demostracién

del teorema de [61] que dice que BMO, C () A,. Ahora, usando nuestro
p>1
corolario 127 podemos expresar la propiedad BMO, C () A, en términos de
p>1
indices:

Proposicién 140 Siw € BMO, entonces ind{w} =1 y ind{w™'} = 1.
1

Demostracién. Hemos visto por 138 que si w € BMO, entonces w, ; €
A, para todo p € (1,2) y por 127 aplicado a w tenemos que ind{w} > 0 y
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ind{w='} > 2 — p. Como wvale para p arbitrariamente préximo a 1 tenemos
que ind{w™'} > 1; recordando que 0 < ind{¢g}q < 1 se tiene que no puede
ser ind{w™1} > 1 luego ind{w='} = 1. Andlogamente, aplicando 127 a w~*
tenemos que ind{w} > 2—p parap € (1,2) y de ello llegamos a que ind{w} = 1.
|

Como es comentado en [61], la relacién entre BM O, y las clases A, implica
un resultado acerca de las clases RH, por medio del siguiente teorema (Teorema
7 de [61]) el cual también podemos probarlo usando propiedades de nuestros
indices:

Teorema 141 Para 1 < r < oo los siguientes enunciados son equivalentes:
i)w,1 € RH,

i) w, = € A1
iii) w" € Ay

Demostracién. Para r = 1 la equivalencia es trivial. Supongamos que r > 1.
Siw, =~ € RH, entonces por 116 es ind{w} > 1/r' > 0y ind{w™'} > 1/r' =

1—% =2- (1—|— %), luego ind{w} > 0y ind{w='} > 2 —p parap = 1—|—% <2.

Por lo tanto nuestro corolario 127 (i) implica que w € A, 1, e intercambiando

los roles de w y w~! también obtenemos que i € A; 1. Por otra parte si
1

T w

w, > € Ay 1, siendo p =1+ % < 2, y usando de nuevo 127 (i) tenemos que

ind{w} > 2 —p=1/r" yind{Lt} > 2—p =1/r, y por 116 llegamos a que
w, L € RH,. Asf i) y ii) son equivalentes.

Ademas por el teorema de Stromberg-Wheeden (véase la observacién 126
arriba) w, i € RH, & w", wl € A, y por el lema 135 es w" € Ay y ademas,
por supuesto, (i)r € A,, entonces i) implica iii). Por otra parte, si w” € Ag
entonces tenemos w™" = (w")"' = ()" € A, también. Tomando a = L < 1,
de w” € Ay tenemos que w = (w")" € Ay porque siu € A, y 0 < a <1
entonces u® € A, como consecuencia facil de la desigualdad de Holder. Luego

w € Ay C Aw, y entonces ind{w} > 0 por 124. Mds atn llamando p = 1 + 1

/ . —_ 2
tenemos que w" = w!™P = ¢ y siendo 0 = w™ " € Ay C A, también tenemos

que ind{c} > 0. Es decir, ind{w} > 0y ind{c} > 0, y por el teorema 124
tenemos que w € A, = A, 1. Por lo tanto iii) implica ii) y la demostracién estd
completa. =

Corolario 142 Si w € BMO. entonces Vr € R : ind{w"} > 0.

Demostracién. Como BMO, C () A,, tomando p = 1 + % tenemos que
p>1

w, % € Al-&-% para cualquier r € (1,+00) y por iii) del teorema precedente es
w" € Ay, entonces del corolario 127 se tiene que ind{w"} > 0y ind{-1} > 0
para todo r € (1,400), i.e. ind{w"} > 0 para r € (1,+00) U (—o0, —1). Més
aun, como ya hemos sefialado, si 0 < o < 1 entonces w® € A, C Ay porque
w € A, para cualquier p > 1, y por ende tomando r = « € [0, 1] tenemos que
w" € A y entonces ind{w"} > 0 por el teorema 124. El mismo enunciado es
cierto para (wfl)a =w *=w" con a € [0,1], y entonces, para r € [—1,0] es
w” € Ao, luego ind{w"} > 0 también en este caso. Resumiendo hemos visto
que ind{w"} > 0 paratodor € R. m
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Condiciones de Gurov-Reshetnyak Otras clases relacionadas se obtienen
de las condiciones de Gurov-Reshetnyak que tienen conexiones interesantes con
aplicaciones Quasi-Conformes, propiedades de integrabilidad superior, desigual-
dades de Holder-Reversas, espacios BMO, entre otras cuestiones. Recordemos
la definicién (cf. por ejemplo [63])

Definicién 143 Sea Qo C R™ un cubo fijo, se dice que una funcién no-negativa
f € LY (Qo) satisface una condicion de Gurov-Reshetnyak GR. para 0 < & < 2
si para todo cubo Q C Qq, ocurre que

@Umw@émmm

Observacion 144 La desigualdad 60 ocurre siempre para € = 2, asi que su
cumplimiento es relevante solo para e < 2. En términos de operadores mazimales
locales implica que

1
dm<5@|/Q|f(x)|dac (60)

f* (z) < CeM f () (61)

para todo x € Qg donde M f es el operador mazimal de Hardy-Littlewood de f,
y f# es su operador mazimal sharp. Hay muchas propiedades interesantes rela-
ctonadas; por ejemplo en términos de reordenamientos decrecientes de funciones
f soportadas en Qy se puede probar (ver, p. ej. [24]) que para una constante

absoluta c : .
Fr@) = @) <e(f7) @) (62)

para 0 <t < % |Qo| v cualquier f € L' (Qo). Entonces, usando esto y tomando
reordenamientos en (61) y utilizando la equivalencia de Herz-Stein, (M f)* (t) ~
f*(t), tenemos

@) =7 (1) < Cuef* (1) (63)

para 0 < t < al|Q| para algin « € (0,1), digamos 1/6 y C,, una constante
que solo depende de n. Esto también puede ser interpretado en términos de

K — funcionales (cf. [84]):

K (152 (@0) 1 (Qu) — 5K (6 £: 14 Qo) I (@) (64)

< CueK (4, f; LM (Qo) . L™ (Qo)) (65)

Adicionalmente, a partir de (64) se puede mostrar que f € LP (Qo) para p <

oz Y que
t : t
(; [ rera) <t [ roa
0 0

para 0 < t < al|Q)|, esto significa que f* satisface una p-Condicion de Hélder
Reversa (remitimos a [84] para mds detalles al respecto). Mds aiin, de hecho,
para f € GR. se puede obtener una Condicion de Héolder Reversa para la propia

f, (cf. [63] observacion 5.9.) de manera que

@;Lfm%QYSQQAf@Mx
s n(2/)

para cualquier @ C Qo, para todo p tal que 1 < p < pg(e,n) = S 3onaim YC=
c(e,n,p). En el caso unidimensional se pueden obtener constantes mas precisas,
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para el reordenamiento decreciente f*. Resultados andlogos para otras medidas
absolutamente continuas respecto de la medida de Lebesque pueden encontrarse
en [66].

Noétese que en el siguiente pardgrafo consideramos clases soportadas en un
cubo fijo Qo C R™ y para aligerar la notacién A, denotard a A, (Q), y RH,
significarda RH, (Q)) -o sea las desigualdades de las condiciones son predicadas
acerca de todos los cubos @ incluidos en (Qg-; los supremos en las definiciones de
operadores maximales son para todos los cubos @ : z € @ C @, y asi en general.
También las definiciones de indices sobre familias de cubos, {¢q 5,}q, estdn
referidas a cubos Q C Qo; en particular ind{w} := ind{¢,, o }q con ¢, o(s) =
K(s,wx@Ll (Q),L>(Q)) para Q@ C Qo y la mayoria de las propidades son
todavia ciertas (mutatis mutandis).

Otra condicién relacionada con A., viene de las condiciones de Gurov-

Reshetnyak, de hecho, Aoo = |J 4, = U RHy; = |J GR., pero los vinculo
p>1 q>1 0<e<2

entre las clases GR. y las clases de pesos de Muckenhoupt o las clases de Holder

Reversas no son tan simples, probablemente porque las condiciones de Gurov-

Reshetnyak estdn relacionadas con la oscilaciéon mientras que las otras hablan

acerca de la la integrabilidad de w, o la de w junto con la de w™?.

Sin embargo podemos obtener algunas relaciones con los indices:

Proposicién 145 Hay una constante C,,, dependiendo solamente de la dimen-
sion n, tal que ind{w} > 1 — Cphe para todo w € GRe con 0 < e < 2.

Demostracién. Como hemos visto arriba, en la observacién 144 aplicada para
[ =wxg,, a partir de la condicién GR. se tiene que hay una constante C), > 0,
dependiendo solo de n, pero independiente de w y @ tal que:

wxg () —wxg (¢) < Crewxg (1) (66)

para 0 < ¢ < §|Q|. Ahora tomamos el argumento del teorema 2.1. de [84]: Si
Cre < 1, de (66) tenemos
50 gz ®
w ——w
XQ —1-C,e XaQ

para 0 < t < o |Q|, entonces

~—

_ wyx s (t
1 C’n€< XQ(

esto es
e integrando entre u y t para 0 < u < t < a|Q)] se obtiene
1-Chpe t *
t " w s)ds
log (> < log f(ix+()
u Jo wxg (s)ds

1=Cne [Ty (s)ds
ul=Cne = [ wxy, (s)ds

y entonces




, por ello:

u t
u~(1=Cne) / wxg (s)ds < t=(1=Cne) / wxg (s)ds
0 0

, 0 sea que ¢w7Q(s)s_‘5 es creciente y a fortiori es casi creciente, con § = 1 —Cje,

para 0 < t < o |Q| con « independiente de @, luego ind{w} >1—Cpe. =

Probablemente no es plausible esperar una caracterizacién completa de GR,
en términos del indice. Las sospechas se basan en el hecho de que, las relacién del
indice con RH,, es mds clara puesto que w € RH, < ind{w} > 1/p’ (cf. 116),
pero sin embargo la relacién entre las condiciones de Holder Reversas y las de
Gurov-Reshetnyak requieren tener en cuenta las constantes de las desigualdades,
no solo el exponente. Remitimos, por ejemplo, a [63], donde, en esa linea, se
puede ver el siguiente resultado:

Teorema 146 (Korenovskii) Sea w una funcion no-negativa en el cubo Qo C
R™, que satisfaga la condicion

(o frers) < e

para todo Q@ C Qq, para ciertos p, B > 1. Entonces existe &, con 0 < ¢ < 2
dependiendo unicamente de p y de B tales que w € GR.. Mas ain, € = ¢ (p, B)
puede tomarse como:

if B<(p/(p—1)*" "/

2
€= { 2 (1 - B§7P/(P71) ZfB > (p/ (p _ 1))(p71)/p (67)

Observacion 147 La condicion mencionada arriba que vincula € con p y B
quizds puede mejorarse pero no parece que pueda ser removida porque GR, 2
RH, para todo € < 2 (cf. [63]).

Observacién 148 Una linea interesante para ser explorada en el estudio de las
clases GR., mediante indices indexados por cubos, puede ser considerar indices
para familias de funciones definidas por ¢, o(s) = K(s,wa,Ll,BMO) en
lugar de K (s, wxgq, L', L>).

Desigualdades de Holder reversas en Espacios de Lorentz Esta claro,
de las definiciones de los Espacios de Lorentz y de las clases de Holder reversas
para espacios de Lorentz que si p = g es LP*? = LP (normas equivalentes, cf. 73)
y se tiene que RHp ; = RH),. A continuacién veremos que, en cierto sentido, el
primer indice determina la clase de Holder reversa.

Teorema 149 Sean 1 <p<g< oo 01 <p<q<oo. Entonces
RHLP‘(I - RHP

Antes de demostrar el teorema necesitaremos algunos lemas cuyas cortas
demostraciones incluimos. Los dos primeros son bien conocidos:

60



Lema 150 Si f € LP y1 <p < q < oo entonces f € LP1 y Hf||p7q <p ||pr

Demostracién. Usando la definicién de las normas en LP tenemos que || f[[,, , =
1

(fooo te o (t)? %) *. Usando la desigualdad i) del Lema de Hardy, que ademés

trivialmente ||-|| 5.0 < |||l 10, ¥ que f* < f** decreciente y tenemos que

1, = (/Oo (# 3 /f (s)ds))qi’f)q
< ([ (tif*<s>)”f);
<o o)) ([ ey )
<t (o) (S @reyg))
< PUALZE - IF1E <o IALT 1718 =2 1A,

| |

Lema 151 Sil<p<g<xool<p<qg<ooyw es localmente integrable,
entonces My qw (z) < p’Mpw (z) para todo x.

Demostracién. Si p = ¢ < oo el resultado es trivial. Supongamos p < ¢ < co.
[£xell,

o7 Sea Q@ un cubo cualquiera y x € Q.

Si g < oo se tiene M, ,f (z) = sup
Q3

Por el lema anterior tenemos

lexell,,, <7 wxell,

luego
loxall,, _ lwxall,
T > I
Q" Q|
de modo que si
[wxall [wxall
My qw () = sup ——=% < pf —— " =p' Myw(z)
@ [QF @ [QlF
. Por otra parte, si p < ¢ = oo tenemos
trwxg (1)
sup trwy o,
My ow (z) = su HwXQHp,OO B 0<t<|Q| @ B trwxg (1)
b0 = sup T = sup T = sup sup ————
Q>x Q|7 Q>x Q|7 Q3z \ 0<t<|Q)| |Q| >
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, dado 0 <t < |Q|, llamando A = wxg, (t) tenemos

t%wxé (t) _ (|{x€Q:w($)2)\}|')\p)%
@l 17
({z € R™ s wxq (z)” > AP} /\p)%
: Qlr

< (@L)w”(m)dm)é

, luego tomando supremos tenemos
My cow () < My (z)

A
Menos conocido es el lema que sigue, que es una versién local de un resultado
de [19]:

Lema 152 Sea p € (1,4+00) y 1 < p < ¢ < oo (evidentemente esto equivale a
l<p<g<oool<p<g<oo), wun pesoy Qo un cubo fijo de R™, entonces
existe C' > 0 tal que para todo 0 < t < |Qo| vale que

1
1 t * 1\¢4 dS e *
F (/0 ((wXQO) (8)81”> 5> S C (ML;D,Q(QO)U/XQO) (t)
P
Demostraciéon. Necesitamos ver primero que existe una constante C' > 0 tal

que si { fj}?zl C LPY es una familia finita de funciones que tienen soportes
1

P

n n
S f <C (Z ||fjgp,q> . Teniendo en cuenta la
j=1 Lpa j=1

definicién de la norma de LP? en términos de funciones de distribucién (ver
arriba la observacion 47) y que los soportes son disjuntos tenemos que la funcién
de distribucién de la suma es la suma de las funciones de distribucién, es decir:

disjuntos entonces

n n
> A (u) = Ay donde f = }° f;, entonces escribiendo la norma LP?, para
j=1 j=1
q < o0 es,

Qs

P
- o a ds i * [& 1
ij — (/ Af ()7 sl) = / Z)‘fj (u) | s? 'ds

j=1 0 s 0 j=1

Lp:a

h~

y usando la desigualdad de Minkowski respecto de Lv (p) con pu = s971ds queda:

q P
P q
n

/000 Z)‘fj (u) | s 'ds

j=1

-nl ((/OOO (Ar, (w)? sq_1d8> 3)”

J=

Z I
j=1

Lp.a

IN
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es decir

P
> f < 1l (68)
j=1 j=1

Lpr.a

Por otra parte si ¢ = oo es || f[|;, ) = 0<s)1£1p {t/7 f* (1)}
<oo

Yol = (s g Af<>1“’})
j=1

O<s<oo
Lpria
1/p \ P

_ sup {s A = sup sP

(0<s’<oo{ Z 1 ( ; 0<s<oo{ Z 2
1\ P
P

_ su sPAs. (u < sup {s’A
( 0<£OO{; 5 >}) Zo@gw{ j, (W)
n 1 p n

— Z( sup {s- Ay, (U)”}> = il
=1 0<s<o0 j=1

es decir también obtenemos la desigualdad (68).

Por otra parte, como la desigualdad (68) no depende de n podemos exten-
derla para una familia numerable de funciones siempre que la serie del miembro
derecho converja:

(o] p o0
ij SZ”f]Hipq <o
=1 || ppa =1
Sea ahora un cubo Qo, w un peso y tomemos f = wxg, y sea 0 <t < [Qo.
Se toma o = (Mo f) () y Q ={2 € Qo : Mppaf (x) > a}. Como Mpr.a es
semicontinua superiormente podemos elegir un cubrimiento del abierto Q C Qg
con las propiedades del Lema de Bennett-Sharpley (ver apéndice), es decir existe
una sucesién -finita o numerable- de ciibos diddicos {Q;} de interiores dos a
dos disjuntos tales que 2 C UQJ con Q; NQ° # () para todo j y tal que |Q] <

Z |Q;] < 2™||. Podemos escr1b1r entonces a f como: f = g+h con g = fXU Q0
v h=Ixq- e
Como Q); ﬁ Q¢ # (), para cada Q; existe z € Q; tal que Mo f (z) < ay

H HLP " ™~illLr.a(Qq) < « es decir

por lo tanto 0,7

1/p
< 6
Lp9(Qo) OL|Q | ( 9)

#xe,
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. Luego, para g = fxjq, < Z fxq, = Z [; tenemos:
7 J J

=

g 1 P
HE)LP,Q S ;aHfXQJ Lp:a
< ()] = (X
J

J

=

< (@UQp)r = (2")

donde hemos usado la desigualdad (68), el hecho de que [|g||; .. < (Z 1 £511% oo
J

la desigualdad (69), que los @; tienen interiores disjuntos y que por la definicién
de reordenamiento decreciente: [ = [{z € Qo : Mpr.a f (z) > (Mpoa f)" (1)} <
t. Entonces ||g ;5.4 < 2% atv y como o = (Mps.a f)" (), en definitiva, se tiene
para una constante positiva C' que solo depende de n y de p que:

19]l o < C (Mpoa ) (£) - t7 (70)

Por otro lado, observése que @y — U@] C Qo — Q, luego si h = fXQo—U@-
J 7

se tiene que para casi todo z € Qo vale que h(z) < a, ya que si z € U@7
it

esh(r) =0<a,ysizeQ—JQ; entonces z ¢ Q y por lo tanto h(z) =

j
fXgo-Ua, () = f(z) < « para todo punto de Lebesgue de f -y por lo tanto
- J
J

para casi todo punto- ya que si  es un punto de Lebesgue de fy f(z) > «
existirfan cubos centrados en x de didmetro arbitrariamente pequetnio (y por
lo tanto, incluidos en Qo) tales que ﬁ fQ fdx > a y por lo tanto tendriamos
a < ﬁ fQ f < Mf(x) < Mppag,f () lo que contradirfa el hecho de que
x ¢ Q. Luego

1Rl o < (MLp.a f) (2) (71)

De las desigualdades (71) y (70) tenemos

1 1 *
5 (Igllzna + 65 [l ) < C (Meraf)" (0

es decir

1 1 oo "
FK (tp ) f7 LP,Q7 L ) S C (MLp’qf) (t)

Considerando las férmulas de Holmstedt (ver 200 (c), en el apéndice) para
el par de espacios de Banach (L', L>) y teniendo en cuenta que LP9(Qo) =

5

1 P . .
(@ fQ f) XQHX < HfXQHX para todo X espacio invariante por reordenamientos (en

particular si X = LP+9) ya que la aplicacién P (f) = <ﬁ fQ f) X €s una proyeccién y por
lo tanto ||P|| < 1. Luego M f < Mpp.q f puntualmente (para cada x se toma Q con z € Q)
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(Ll (QO) 7LOO (QO))gﬂ con ) = 1_% y que K (S, f’ L (Q) ’ Lee (Q)) = fos f* (U) du
sf** (s) y que f** > f* tenemos que

C(Mpoaf)" (t) > K(t%,f,LM,LOO)

~ (/Ot <s%—1.5.f** (s))qd:)é

vV
VS
ﬁ

~—~

)

S =
~
*

—

[V
N—
~—

_
“ | &
N—

Q=

y recordando que f = wxg,, tenemos:

t 1 . qd % *
(/O (57 - wxi, () 83) < C (Mrra(@owxg,) (1)

para cada 0 < t < |Qq|, como querfamos ver. m

Ahora si, vamos a la demostracién del teorema 149:
(Demostracién del teorema 149). Por un lado, la inclusion: RH), C RHp; q)
se obtiene inmediatamente ya que, para 1 < p < ¢ < 0o, por el lema 150 se tiene

[[£x [[£x
||wa||p7q <y waQHp de donde para cada cubo @ es lQlQlU;"q < IQI?/EP’ y
! f
entonces Hleli?/Uf < CI%?I fQ w (z) dor implica que % < Cﬁ fQ w (x) dz.

Para ver la inclusién opuesta, supongamos que w € RHp, 4. Tomemos Qo
un cubo fijo. Aplicando la definicién (51) a wyq,,, obtenemos que para:

[ (wxg,xo)ll,
(p,2)
M wy xTr) = sup

L(p,Q),Qo( Qo)( ) QoDOQ>z |Q‘1/p

se tiene que
M0 (0Xa,)(@) < Clull gy, M(wxgy)(@). (72)

Tomando reordenamiendos decrecientes y usando la equivalencia de Herz-Stein
(es decir M* f =~ f**) en el lado derecho se tiene:

C ||w||RHL(p,,1)

prees [ g, ) ()

(ML(P7Q)7Q0 (wXQo))*(t) <

si0 <t <|Qol
Por otra parte, por el lema (152) tenemos,

1t . ds .
m/o [(wxq,) (S)Sl/p]q? < (ML (p,g),Q0w ()" (£),0 <t < |Qol.

Usando las dos desigualdades anteriores llegamos a que existe C' > 0, tal que
para todo ¢t > 0 vale:

1 ¢ B ,ds lwil g v [* .
m/o (wxg,) (s)1s7/P— < C%/o (wxg,)" (s)ds. (73)

S
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Por otro lado, recordando la conocida férmula para la K — funcional del par
(L', L>®), K(t,w; L', L>) = fg w*(s)ds y usando la férmula (c) de Holmstedt
(ver Apéndice, mds abajo) y que debido a que LP? (Qg) = (Ll (Qo), L™ (QO))G .

conf=1-— %, y reemplazando ¢ por ¢7se obtiene:

S

tP s 1/‘1
K(t,w;L(p,q)vL“’)%{/o [w*(S)sl/”]qd} :

Entonces tomando § =1 — 1/p = 1/p’, y usando lo anterior podemos reescribir
(73) como

1 1-60 1 0o o] Hw”RHL(p,q) 1 00
WK(t WX Qs (L5 L7)a,4, L) < CfK(t,wao;L , L)

Siendo @)y arbitrario, un cambio de variables nos muestra que w satisface una

desigualdad similar a la de arriba para Q C @ arbitrario, es decir:

1 1-6 (71 700 oo Hw”RHup,q) .71 100
tli—eK(t 7UJXQ,(L ,L )97q,L ) SC#K(LU}X@,L ,L )
. Teniendo en cuenta la definicién 79 hemos visto que para cada cubo ) tenemos
que la restriccion wxg € RHy )y (LY(Q), L>(Q)), ¥ que se cumple que:

Sgp ||wXQ||RH1/p’=q(L1(Q)sL°°(Q)) j ”w”RHL(P,q) ’

Y entonces, aplicando el teorema 104, llegamos a que w € RH), lo que demuestra
la inclusién que faltaba. m

Del teorema anterior, reescribiendo la condicién RH, en términos de las
K — funcionales de las restricciones de w a los cubos se obtiene el siguiente:

Corolario 153 Sea 1 < p < q < co. Entonces, w € RHy, 4 sty solo si existe
C > 0 tal que para todo cubo Q y para cada t con 0 <t < |Q)|, se tiene:

ds

/0 [K (5, wxq: LN(Q), L=(Q))s™ /7)1 == < Ot /7 K (s, wxq: LN(Q), L=(Q)))°

4.3. Operadores que actiian en pesos RH y un teorema de
interpolaciéon que involucra espacios de extrapolacién.

Otra forma interesante de caracterizar RH = A, fue considerada por Fujii
(cf. [46], [42] y las referencias alli mencionadas). Dicha caracterizacién es la
siguiente: w € A, siy solo si existe C' > 1 tal que para todo cubo @,

/ M(wxg)(z)dz < C / w(z)dz. (74)
Q Q

Estudiamos a a continuacién la relacién entre (74) y nuestra caracteri-
zacién de A, usando interpolacién. Concretamente, en esta seccién se demues-
tra un teorema de interpolacién abstracto que toma como modelo un resultado
obtenido en [2] (el resultado también estd estrechamente relacionado con una
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versién en términos de extrapolation de un teorema de Zygmund (cf. [4], [51],
[58] ¥ la discusién, mds abajo en la observacién 158). Este teorema, aplicado al
operador maximal M de Hardy-Littlewood muestra que si w € RH entonces
w satisface la condicién de Fujii (74). Posteriormente miraremos la implicacién
contraria para M.

Sea X = (X, X1) una cupla ordenada de espacios de Banach. Recordemos
la definicién de ||| gy, , (%) que dimos méds arriba -cf. férmula (20)-,

, ¢ —.ds —
||wHRH0,1(Y) = inf{c: /0 K(s,w;X)? < cK(t,w; X)}. (75)

Necesitamos también introducir la definicién de la nocién de “tipo débil
generalizado (1,1), (c0,00)” como puede hallarse en [39]: Diremos que T es de
tipo débil generalizado (1,1), (00, 00) si existe una constante C' > 0 tal que

K TfX) <C{1/TK(s,f;X)dS+/OOK(S’f;X)dS}7VT>O- (76)
r T Jo S r s s

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 154 Sea X = (Xo, X1) una cupla ordenada de espacios de Banach,

_ 11,

y sean = sup gy
fexy X1
de tipo débil generalizado (1,1), (00, 00). Entonces existe una constante absoluta

c >0, tal que

/t K(r,Tw; X)
0 T‘

la norma de la inmersion X1 C Xg. Sea T un operador

dr < cllwlly, (w3, oo+ ol oo +1:0 < t <n, (77)

2
ITflx,, <clwlx, lwlzrg, ) + 1+ 10lza,, @) (78)

Demostracién. Sea w € RHy 1(X). Integrando la desigualdad (76) se obtiene,
" K(r,Tw; X 17 - b K (s, w; X
/Mdrj/ ,/ K(&w;x)@dr+// K(swi X)ds |
0 r o "Jo S 0 Jr S &
= (1) + (1)

Para acotar (I) usamos dos veces la definicién de ||w||py, | )

t
1 _
()= [ 5 Wl ) K v )
= ||w||§zH0,1(Y) K(t,w; X)
j ||w||§%Ho1(Y) ||w||XU .

fOO K(s,w;X)

, %dr. Para esto

. t
Para acotar (1), vamos a integrar por partes en fo
tenemos en cuenta que:

J /WML _ - B
” 8 s __K(r,w;X)+ i K(s,w;X)__K(r,w;X)
d?" - ’["2 gl{go 82 - r2

67



puesto que K(s,w;X) < limg_, o K(s,w; X) = [wlx, ¥ entonces K(ssigvf) <

llwllx,
S

— 0; y por otra parte como

K( X -1
lim < / sw)ds) <7flwllx, hm —
s

r—0+ S

(oo}

= [lwllx,
T

,y ademds recordamos que fg K(s,w; X)% < lwll g, , 30y K (¢ w; X). Entonces
lo que queda al integrar por partes (I7) resulta:
/ K(r,w; X

(H):/ (/ KS“’X)dSS)dT_T/ K(s,w;X) ds

K(s,w; X) ds
<o [T DB 0 Kt )
t

< wllx, + 1wl ga, , ) 1wl x, -

Juntando las acotaciones de (I) y (II) se obtiene:

/t K(r,Tw; X)
T

dr < |lwll x, (10l e, ) + (@l pag o) + 1 (79)

Entonces tomando haciendo tender ¢t hacia n = sup |mlx" obtenemos (78). m

fexu

Ejemplo 155 Aplicaremos el resultado de arriba al operador maximal M y la
familia de cuplas X = (LY(Q),L>(Q)). Como es bien conocido el operador
mazimal de Hardy-Littlewood M satisface (76). Esto puede comprobarse rdpi-
damente usando la equivalencia de Herz-Stein (8), vedmoslo: Se tiene que

K(r,Mf,X)
e

= )= [ oy

| . e —. ds
S Y R E T

. Supongamos ahora que w € RHp 041, entonces por el teorema 107, tenemos
que para todo cubo Q, se tiene w € RHo 1(LY(Q), L=(Q)), con

sgp ||wHRH0,1(L1(Q),Loo(Q)) ~ HwHRHLLOgL .

Entonces aplicando la acotacion (79) con t = |Q)|, se obtiene

/'Q' K (r, M(wxq); X)
0 r

2
dr 2wl 1) wllgmy 10y, + 1wlgm,,.,,, 1

Por otra parte, se tiene que

M(wxg)@)de = | [M(wxg)]*(r)dr
/0 .




Combinando las dos estimaciones de arriba se llega a que
2
/QM(wXQ)(w)de = wllpr gy Iwllza,,,,, + 1wz, ,,,, +1)
2
= (w2, + 0llpsr,,,, +1) /Q w(z)dz  (80)

Esto muestra que nuestra caracterizacion de RHp 1091, = RH = A, implica
la condicion de Fujii.

Por otro lado es posible mostrar en forma directa que la condicién (74)
implica la condicién que define la clase RHproq1, como vemos en la siguiente
observacion:

Observacién 156 Supdngase que w satisface la condicion de Fujii (74). Sean
x € R" y Q > x entonces se tiene la siguiente estimacion (el argumento de estas
acotaciones estd implicito en el teorema II-3.4 de [49])

= |3Q|/ M(wX3Q)(y)dy +czirelg Muw(z) (ver abajo)

|3Q|/ x)dz + cMw(x) (por (74))
< CMw(x).

La justzﬁcaczon de la desigualdad > a1 fQ w(l—x30))(y)dy < cinf.cq Mw(z)

puede verse al pie
De la estimacio’n de arriba nos queda que, para todo x € R™, vale:

M(Mw)(z) < CMw(x)

y como trivialmente

tenemos
M(Mw)(t) =~ Mw(t)

Tomando reordenamientos decrecientes se obtiene

(M(Mw))" () ~ (Mw)" (t). (81)

6
Observacién 157 Sea © € Q con M(w(l — X3Q))(J:) > 0y sea Q : I%i\f@w 1
X3q) (z)dz > lM( (1 = x3q)) () > 0. Como |Q| fQ w(l = x3¢g)) (x) dz > 0 entonces
Q n (R" - 3Q) #0 y de ahi es faczl ver que Q C 3Q Entonces siz€Q eszE 3Q, y resulta
Muw (z) > SQ fSQw (z)dz = —l f3Qw(x)d$2 31” il wi(l X3Q)dx2 3w 2M( w(l—
X30)) (%) Es deczr que con ¢ = 3"2 es cMw(z) > M(w(1— X3Q)) (:p) de donde para cualquier
2z € Q fijo tenemos cMw(z) = ﬁT‘chMw(z)dx > \QI fQ w(l — x30)) (x) dz luego

c mg Muw(z) > o1 fQ —X3q)) (z) dz
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Ahora, aplicando un par de veces la equivalencia de Herz-Stein y usando que
K(s, f; LY, L>®) =t - f**(t), obtenemos las siguientes expresiones equivalentes
a los lados izquierdo y derecho de (81):

ds
]
S

(M(Mw) (1) ~ 7 / (Muw)* (s)ds ~ 7 / P (s)ds = 7 / K(s, f; L', 1)

(M) ()~ 1 [ s = GE L)

Reescribiendo en consecuencia la acotacion no trivial de la equivalencia (81)
nos queda que

t
d
| Brp )T <K 2t 1)
O s
Ast, siw es un peso que satisface (74) se tiene que w € RH 1og1.-

Observacién 158 Como ejemplo, es posible destacar una conexion interesante
con la teoria de FExtrapolacion de Jawerth-Milman. De hecho, esta teoria pro-
porciona muchos ejemplos de operadores de tipo débil (1,1), (0o, 00) mediante la
extrapolacion de desigualdades (cf. [58]). Un resultado prototipico puede enun-
ciarse como sigue: Si T es un operador en una escala de interpolacion real
{Xo,q}0,4. 0 €(0,1), ¢ > 1, tal que
1T, _x,. < (1—0)0"

entonces T satisface (76). En particular, si X estd ordenado (es decir X; C
Xo con inclusion continua) y solo nos interesa el comportamiento en espacios
cercanos al espacio mayor Xg, es decir cuando 6 — 0, entonces los operadores
que satisfacen ||T||§9.q_>ye,q < 67! cuando & — 0, pueden ser caracterizados
por la desigualadad que sigue (cf. [58])

K(r,Tf; X —.ds

eop [ KesTT) (52)

r s
En particular, para X = (L, L>) esto nos lleva a las desigualdades de reorde-

namiento,
L[ C " .
- /O (T ()ds < = /O 7 (s)ds. (83)

r

La idea que subyace al Teorema 154 es que si f € RHproq1, tenemos

1 T __ ds K’I",f;y
,/ K(s,f;X)* < ||f||RHLLogL Q
™ Jo 8

por lo tanto si integramos (83) podemos usar la condicion RHpog1 dos veces
en el lado derecho para obtener

" K(r,Tf; L', L>)
0 r

2 ]
dr <C ||fHRHLLogL K(t, fQleL )

lo cual en efecto revierte la desigualdad de (82).

70



4.4. Clases Holder reversas y pesos no doblantes

Para medidas absolutamente continuas dy = w (z) dx con w una funcién
positiva y localmente integrable se definen de manera natural las clases Holder
reversas: Asi, para 1 < p < co decimos que g € RHp(w), si existe C' > 1 tal que
para todo cubo @, se tiene:

(Iu(l@ /Q g(m)?w(x)dx)l/ps wa) /Q glw)w(z)de,

siendo w(Q) = [, w(z)dz.

Si p es doblante (es decir que existe cierta constante ¢ > 1 tal que para
toda bola B (z,r) se tiene: pu(B(x,2r)) < cu(B(z,r))) se mantiene la equivalen-
cia de Herz-Stein (con los reordenamientos decrecientes respecto de la medida
w (z) dx):

(Maug)(t) = g3 (2), (84)

, donde el operador maximal M, se define como:

Myg() = sup ﬁ /Q g(w)w(z)da

Qoz W
. Esto nos proporciona la correspondiente relaciéon con las K —funcionales:

oy Ko L, T)
(Mag)y () o I )

, as{ como
wy L K(tYP, g; L L>)
((ngp>w)p (t) ~ tl/pw
, v por lo tanto podemos usar, con los cambios obvios, el andlisis de las sec-
ciones precedentes. Por otra parte, cuando w (x) dz es un peso no doblante, en
general no puede asegurarse la validez de (84), y por lo tanto puede no valer la
equivalencia:

(85)

tgu(t) ~ K(t,g; Ly, L),

por lo que es necesario modificar el enfoque. Esto es posible, mediante una idea
introducida en [3], usando empaquetamientos: Un empaquetamiento 7 es una
familia finita o numerable de cubos (de lados paralelos a los ejes coordenados)
cuyos interiores no se intersecan. Dado un empaquetamiento se definen las fa-
milias de operadores de promediacién S, donde

g(y)w(y)dy) Yo.@). g€ LL®Y) + L®(®"),

Sr(9)(z) = i <1t)(221)/

i=1

y claramente se tiene que
Mg () = sup Sx |g| (z)
T

de donde se tiene

(M09)3(6) = (sup 5. |g|>; (0
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.En este contexto, para restaurar la equivalencia (84), se define un operador
maximal modificado invirtiendo el orden del reordenamiento y los supremos:
Consideramos sup (S |g]);, (t) y para 1 < p < oo, tenemos (cf. [3])

™

K(t'/?, g; L1, L>)
tl/p

sup((Sx(lg1"),, (8))17 =

como sucedéneo de (85).
La clave de esta construccién es que permite expresar en términos de las
K —funcionales la informacién provista por las desigualdades de Holder reversas
sustituyendo por el operador maximal modificado sup((Sx(|g[*))., (£))'/? alli
™

donde M, puede no estar acotado. De hecho, si ¢ € RHp(w(z)dz), de las
definiciones tenemos que

VPR (Y7, g3 LY (R™), L= (R™) < Cllgll g, (uo(wyar) K (8 95 Lip(R™), L (R™)).
Luego, si tomamos § = 1 — 1/p, se tiene
R0, g LE,(R™), LZ(R™) < Cll9ll g, (o)) K (¢ 95 Loy (R™), L (R™))

lo que en definitiva nos da

K(t,g L4, (R"), L= (R")) (36)
JR 1 n o) n

< CHg”RHp(w(m)dz)t =K (t77, g; Ly, (R"), L (R™)) (87)
K(t7,g: L, (R"), [*(R"))

=C ||g||RHp(w($)dz)t ’

1
t1=o
Por lo tanto, se obtiene la condicién de (17) y obtenemos que RH,(w(x)dx) C

RHp ,(LL (R™), L>°(R™)). Se puede localizar este resultado usando las férmulas
para las K —funcionales para cada cubo (cf. [77]):

K(t™7, 9x0; LL(Q), L®(Q))

1
t1-0

K(ta 9xqs Li(Q)a LDO(Q)) <C ”g”RHp(w(x)da:) t

. Usando la férmula de Holmstedt (ver apéndice) podemos realizar el analisis
en el caso con pesos como lo hicimos en el caso sin pesos. De hecho, obtenemos
que si g € RH,(w(x)dz) entonces, para 0 < t < w(Q), vale:

pds

/0/[K<579XQ;L}u(Q%LOO(Q))S_G] — < O[K(s, 9xq; Lw(Q), L=(Q))s~°IF.

s
Ademés de la referencia [3], donde se introduce el operador sup((S, (|g|"))s, (£))*/?

como sustituto de (M, g)% (t), cabe referir al lector interesado a [77] donde se
calcula la K —functional para el par (L. (Q),L> (Q)).

5. Lapreimagen de A, para el Operador de Hardy-
Littlewood

5.1. La situacién en R”

En esta seccién queremos brindar alguna caracterizacién de los pesos u en
R™ tales que Mu € A, . Esta era segiin parece una cuestién abierta, por ejem-
plo vedse ([36]) donde se refiere a ([35]) donde hay resultados parciales para
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funciones monétonas en R, y hasta donde sabemos ([26] -en R"- y [27] -en
@ C R™) son los primeros que dan resultados sin hipétesis adicionales sobre los
pesos. Mostraremos que si para un peso u vale que Mu € A, de hecho tiene
que ocurrir la condicién, mucho mds fuerte: Mu € A;. A partir de un resultado
debido a Neugebauer se sabe que estos pesos se pueden caracterizar por una
condicién puntual para el operador maximal: (M (u") (x))% < CMu (z) para
cierta C' > 0, r > 1y Vx € R™ a.e., por lo que esto se satisface inmediatamente
para un peso perteneciente a cualquier clase Holder reversa. Remarquemos que
en R” la condicién puntual, (M (u") (az))% < CMu (z) a.e. para cierto C' > 0
fijo, es estrictamente mds débil que pedir una condicién de Gehring: 3C > 0

1 r
tal que (|Q| fQu )
u perteneciente a débil — A, (definicién més adelante) pero no a A, satis-

face una condicién de Neugebauer pero, para tal u no existe C' > 0 tal que
1

r

< Cﬁ fQU para todo cubo @; por ejemplo cualquier

(‘le fQ ur) "< Cﬁ fQu para todo cubo (). Esta situacién contrasta con el
caso del operador maximal local -es decir: restringidas a cubos incluidos en un
cubo abierto finito fijo g, donde la condicién de Neugebauer a.e. para x € Qg
es en realidad equivalente a una condicién de Gehring con alguna constante fija
C > 0 para todo Q C Q. Remitimos al lector a la referencia [26] para este caso
con el operador maximal local M.

También presentaremos otra condicién en términos de las medidas de los con-
juntos {|u (z) > Al}, mediante el uso de algunas desigualdades puntuales ttiles
encontradas por A. Lerner, que involucran el operador maximal sharp u#, el op-
erador maximal local my (u) y el operador maximal de Hardy-Littlewood Mu.
La condicién resultante es més débil que algunas condiciones similares que carac-
terizan los pesos A.,. Una consecuencia interesante que podemos obtener de este
resultado es una caracterizacién de los pesos A; similar a la conocida construc-
cién de Coifman y Rochberg (que estd dada en términos de k (z) (Mu (x))5 -con
k y k=1 pertenecientes a L>- para § € [0, 1)), pero involucrando u* y my (u)
en lugar de Mu (x). Como otra consecuencia podemos mejorar, para €sos pe-
sos u tales que Mu € A -y por lo tanto, como veremos, Mu € A;-, algunas
desigualdades conocidas para operadores integrales singulares.

Los pesos que pertenecen a A, pueden ser descriptos por varias condiciones.
En la referencia [42] se enumeran muchas de dichas condiciones las cuales son
mutuamente equivalentes para los pesos habituales de Muckenhoupt (con el
operador maximal asociado a las bases de cubos -con lados paralelos a los ejes
coordenados en R™-) pero que pueden proporcionar diferentes clases de pesos
para otras bases’. Aquf trataremos con las bases habituales de los cubos y los
correspondientes pesos de Muckenhoupt, pero uno podria traducir algunos de
los resultados para varias otras bases B de abiertos para las cuales las clases 4,
se definen andlogamente a las clases A, (cambiando cubos por conjuntos B € B)
y para los cuales las propiedades que relacionan los pesos y sus normas-A, atn
se mantienen.

"Con una base nos referimos a una coleccién B de abiertos de R™, y en realidad aqui las
bases B serdn siempre bases de Muckenhoupt lo que significa que el operador Mp estd acotado
en LP (w), donde Mpf (z) = sup ﬁ S5 |flwdz para cada w € Ap 5 (que se definen

{BeB:zeB}

como en 25 reemplazando los cubos @ por los abiertos B € B)
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Ademsds también veremos que los pesos tales que Mu € A, satisfacen una
condicién puntual andloga a las de tipo Gehring o a las Holder reversas.
Resumiendo, los principales resultados de esta seccién son:

Proposicién 159 Sea u un peso en R™, se tiene que Mu € Ay, si y solo si
Mu € Al.

Teorema 160 Sea u un peso en R™, Mu € Ay si y solo si existe s > 1 y
1

Co > 0 tal que (Mu®)= (z) < CoMu ().

Criterio 161 Sea u un peso en R", Mu € Ay si y solo si para algin X € (0,1)

ocurre que my (Mu) = M (Mu).

Teorema 162 Sea u un peso en R™, entonces para casi todo x € R™, existe
cierto cubo Q, con x € Q,, tal que para todo cubo QQ con x € Q vale que:

Mu€ A < Ja>0,6€(0,1): {yGszMu(y)SOz(MU)Q} < B1Qq|

Desde luego que los cuatro resultados previos pueden englobarse en una
equivalencia entre Mu € Ay y las condiciones de dichos resultados, pero prefe-
rimos desglosarlos de esta manera mas manejable. Ademads tenemos el siguiente
resultado andlogo:

Teorema 163 (1) Si0<d§ <1, fe L (R"), u€ Ay y C1,Cs son constantes

loc
no negativas entonces Cy (f# (:E))5 + Cy (mau (z)) € Ay.
(2) Reciprocamente, si w € Ay entonces exvisten f € L} .(R"), u € A,

constantes no negativas Cy y Ca, y k(x) tal que k y k=* € L tales que:
w(z) =k(x) (C’lf# (Jc)[s + Comyu (37)5)

El teorema de arriba es andlogo a un resultado 1til ya mencionado debido a
Coifman, R. y Rochberg, R. para caracterizar los pesos de la clase A;:

Teorema 164 (1) Sea f € L}, (R") tal que M f (z) < 00 a.e. y sea 0 <6 < 1,

loc
entonces w (z) = M f (1’)6 estd en Ay. Ademds la constante Ay depende solo de
J.
(2) Reciprocamente, si w € Ay entonces existen f € L} (R™) y k(x) con k

loc

y k=1 pertenecientes a L™ tal que w (z) = k (z) M f (z)°.

Observacién 165 La prueba del teorema de Coifman y Rochberg se puede en-
contrar en [38] (o véase [31] para el trabajo original), usando una descomposi-
cion adecuada de f y la desigualdad de Kolmogorov para probar (1). El punto
(2) es bastante elemental.

Recopilamos algunas propiedades conocidas que usaremos a lo largo de esta
seccién. Las tres primeras se pueden obtener facilmente usando la definicién de
las clases Ap, y la definicién de las constantes [A,], y la desigualdad de Holder
(ver, por ejemplo [38]):

A) A, C Ay sip<gq,y tambien [w]a, < [w]a

B) w e A, siy solo si wT € A

—-P

p°
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C) Si wg,w; € A entonces wowifp € A,.

Otra propiedad que necesitaremos es el reciproco de la propiedad C). Esa
propiedad (Teorema de Factorizacién de P. Jones) es mucho mds profunda que
la anterior (ver por ejemplo [106]).

D) Si w € A, existen wg,w; € A; tales que w = wow; .

Finalmente, una tltima propiedad que necesitaremos es:

E) Siw € A, existe a > 1 tal que w® € A,.

Esta diltima propiedad suele probarse mediante el uso de desigualdades de
Holder inversas que satisfacen los pesos A, (ver [38], [50] o [49]); pero se puede
obtener facilmente a partir de la construccién Coifman-Rochberg, algo quizés
no tan conocido: Si w € Aj por (2) es w(x)” = k(z)* M f(z)°" y tomando
l<ac< % tenemos, por (1), que M f (x)‘sa € Ay y entonces

Muw (2)* < M (k1% M (@)°) < [(MF)]a, KIS (M (2)°) <

(M) RN B R () MF (2)° = (M), llo [[EH]) 5 w (2)

Luego w ()" € A, con [w]a, < [(M£)°) 4, &l o Hk_1||zo Por otro laso, para

P con wo, w1 € A1, ¥

para j = 0,1 escribimos w; (z) = k; () M f; (m)‘sj, yparal < a < ml’n{%}

p>1yw e A, por la propiedad D) tenemos w = wowT

tenemos que w§,wf € A; y usando C) obtenemos que w® = w§ (w%)lfp € A,.
Por la propiedad A, las clases A, estdn anidadas, asf que queda bien definida
la clase Ao = U A4,.
p<oo
Una caracterizaciéon de un peso w por pertenecer a A, es la siguiente:

weE A <= 30,6 (0,1): {yeQ:w(y) <awg}| <BIQ]  (88)

para todo cubo @ (ver, por ejemplo, [42] para esta y otras caracterizaciones para
bases generales).

El mencionado teorema 162 nos muestra una condicién necesaria y suficiente
para que Mu pertenezca a A, con un enunciado méas débil pero bastante similar
a (88):

Mu€ A <= Ja>0,8€(0,1): {y € Qu: Mu(y) < a(Mu)y}| < B1Qu]

(89)
para z € R” (a.e.), para cierto cubo @, > z, y para cada cubo @ al que x
pertenezca.

De la definicién de pesos A, se deduce facilmente que si u € A, entonces o
bien u es localmente integrable, o sino u = oo a.e.

Como llamamos pesos a funciones no negativas localmente integrables, y
queremos describir esos pesos w tales que Mw es un peso A., asumimos que
siempre estamos tratando con pesos w tales que Mw es localmente integrable y
luego Mw < oo (a.e.) aunque en alguna ocasién omitamos mencionarlo explici-
tamente.
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5.1.1. Algunos resultados

El primer paso es la proposicién 159 que muestra que si Mu € A, entonces
de hecho Mu € Ay, y como A; C Ay se tiene que Mu € Ay, <= Mu € A;.
Entonces, lo que tenemos que hacer es caracterizar los pesos u tales que Mu €
Ay

Naturalmente A, ; Ao, asf que hay pesos w tales que w € Ay, and w ¢ Aj.
Este resultado nos muestra que ningin peso w que esté en Ay, \ A es de la
forma w = Mu. En términos de indices lo que nos dice es que si Mu € Ay
entonces ind {(Mu)_l} =1.

Demostracién de la Proposicién 159:
Demostracién. La implicaciéon Mu € Ay = Mu € Ay es trivial ya que
Al C Ay,

Solo tenemos que mostrar que Mu € Ao =— Mu € A;.

Si Mu € A = |J A4, se tiene que Mu € A, para alginp > 1. Sip =1
p<oo
no hay nada que probar. Sea p > 1, debido al resultado de Coifman y Rochberg

antes mencionado tenemos que (Mu)5 € Ay para algin 0 with 0 < §d < 1y
cualquier u localmente integrable, pero generalmente no es cierto que Mu € Ay,
de hecho estamos en el proceso de probar que si ademds tenemos que Mu € A,
en efecto Mu € A;.

Necesitamos el siguiente resultado (ver, por ejemplo, [97], ej 5 d) Cap 3):
Para un espacio de probabilidad (2, u), es decir con medida 1 () = 1, si

(Jo 111" du)% < 0o para algiin r > 0, se tiene que
1
i ([ 1) = s ([ rouan).
=0t \Jo Q

Notese que usando que p () =1 y la desigualdad de Holder se obtiene

1

(/Qlfl” du) U (/ﬂlfl’“"‘ du>rl2

si r1 > ro. Entonces para r > 0 tenemos que

([1sran) = e ([ otran) = i ([ 17an)"

Ahora, para todo g > p, usando que

sup Mu(Q)
o 19l

(propiedad A), se tiene que para cualquier cubo @ :

(Cl?|/QMu (2)77 dm) - = [Mu]a, < [Mu]a,

Mu(Q)
Q)

(@/QMu (:B)fﬁ d:c)q_l < [Mu]a, < oo.
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Si g tiende a infinito entonces ﬁ tiende a 07, luego tomando 7 = ﬁ y

aplicando el resultado de arriba para f =w™', Q=Q y du = ‘%‘, se tiene

Jdim (é /Q Mu ()" 71 da:)q_l — exp </Q log (Mu (x)_l) dx)
—o (/Q ~los(Mu () dm) e ( Jolog (lMu (z)) das) '

Tomando limite en

Mu(Q) ( 1 A )
0] |Q/QMu(x) dx < [Mu]a,
tenemos que
Mu(Q) 1

< [MU]A

P

Q) exp (fQ log (Mu (z)) da:)

luego

]Vhé?(f)) < [Mu)a, exp (/Q log (Mu (z)) dx) .

Ademsds, la observacién de arriba aplicada para f = Mwu nos da que para
cualquier 7 > 0 se cumple que

<|22/Q(Mu)rdx>i > exp (/Qlog(Mu(x))dm>.

Asi

ngf?) < [Mula, exp ( /Q log (Mu (x))da:) < [Mula, (Cl?' /Q Ml dx)

y entonces )

Mu(Q) <1 r )

M — Mu| d .
< b, (g7 [, ool

Tomando 7 = § con 0 < § < 1 y usando que para tal § vale que (Mu)" =
(Mu)® € Ay, entonces

3=

1 r T T
@l/Q|Mu| do < [(Mu)']a, (Mu(z))

a.e, para cada = € Q.
Entonces tenemos que para casi todo z € Q



Tomando C = [(Mu)"] 4, ([(Mu)T]Al)% independiente de @, para todo @ se
obtiene que
Mu(Q)

QI

< C Mu(x)

a.e para x € Q.
Entonces casi en todo x € R™ tenemos que

o Mu@
MA@ =50 g

< C Mu(x)

, es decir,
M (Mu) (z) < C Mu(x)

y por lo tanto llegamos a que Mu € A;. &

La proposicién anterior junto con un lema debido a Neugebauer (publica-
do en [35]) nos permite dar una caracterizaciéon de todos los pesos u tal que
Mu € A,.. Hasta hace unos afios, este era un problema abierto con interesantes
consecuencias para mejorar algunas desigualdades de dos pesos para varios op-
eradores (cf. [36]).

Para completar transcribimos a continuacién el lema de Neugebauer y su
facil demostracién. En [35] el lema es considerado en R, pero la demostracién
funciona, mutatis mutandis, en R™.

Teorema 166 (Neugebauer) Para un peso u se tiene que Mu € Ay si y solo si
1
existen s > 1 y Co > 0 tales que (Mu®)* (z) < CoMu (x).

Demostracién. Si tal s > 1 existe entonces % < 1 y la caracterizacién de

Coifman-Rochberg de los pesos A; nos dice que (Mu® )% estd en A;. Luego
M ((Mus)l> < C1 (Mu® ) , y utilizando la hipétesis y el hecho de que por

Holder: Mu < (Mus)é, obtenemos M (Mu) < M ((Mus)f) < C (Mus)g <
C1CMu, y entonces M (Mu) < CMu, es decir Mu € A;.

Reciprocamente, si Mu € A; entonces Mu satisface una desigualdad de
Holder inversa (RHI), eso significa que para algunos s > 1y C > 0 se cumple
para cualquier cubo

(|@|/M“) o J,

y tomando supremos sobre los cubos tenemos:
1
(Mu®)s < CMu.

|

Como ya hemos mencionado del lema de Neugebauer junto con la Proposi-
cién 159, que recordamos que establece que Mu € Ay, si y solo si Mu € Ay,
obtenemos el Teorema 160, cuyo enunciado recordamos:

Sea u un peso en R"”, Mu € Ay, siy solo si existen s > 1y Cy > 0 tales que
(Mu®)? (z) < CoMu ().
Demostracién. Es inmediato del lema de Neugebauer y la Proposicién 159. m
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Observacion 167 Observemos que se obtiene una acotacion para la constante
[Mu]a,, esto es:

=

[Mu]Al < [(Mu)r]Al ([(M’U‘)T]Al)

Observacion 168 Debido a los resultados anteriores los pesos u con Mu € Ay
son aquellos para los que hay algin C > 0 tal que (a.e.)

M(Mu) () < CMu(x)

Como mencionamos arriba, para los pesos Mu € Ay, también tenemos el
siguiente resultado en término de indices:

Proposicién 169 Si Mu € A, entonces ind {(Mu)fl} =1

Demostracién. Esto es casi inmediato a partir de 127 y 159: Sea w = Mu €
A = RH es ind{w} > 0 y por 159 tenemos que w € A; y por lo tanto w € A,
para cada p entre 1y 2, por lo que debido a 127 tenemos que ind{w='} >2—p
para todo p > 1, por lo tanto ind {wil} > 1, como por la definicién de indices

es ind {-} <1 nos queda ind{(Mu)_l} =1 m

5.1.2. Algunas definiciones y propiedades adicionales.

Ahora usaremos algunas desigualdades puntuales para ciertos operadores
maximales para debilitar la condicién anterior. Necesitamos definir la funcién
maximal local (sharp), redescubierta por O. Stromberg ([107]); la nocién ya
habia sido considerada por F. John ([60]).

Definicién 170 Sea f una funcion medible y A € (0,1), la funcion mazimal
local my (f) se define como:

maf (z) = sup (fxg) (MQ))-
Q>3z

Sefialemos algunas propiedades bésicas de f*, maf (z), y f#, que son in-
mediatas a partir de sus definiciones:

(i) f# () <2M f ().

(i) Si ¢ > 0 entonces (cf)” (t) = c(f)" (¢).

(iii) Si f (x) > g () a.e. entonces f* (t) > g* (t) para todo ¢ > 0.

(iv) Usando iii), si f (z) > g (z) a.e. entonces my (f) (x) > my (g9) (z) para
todo z.

(v) Si ¢ > 0, usando ii) tenemos que my (cf) (x) = emy (f) (x).

También necesitaremos el resultado (vi) algo menos trivial que presentamos
a continuacion:
Lema 171 (vi) Si f € L}, (R™) se tiene que my (f) (z) > |f (z)| en cada punto

loc =

de Lebesgque de f, y por lo tanto a.e.

Demostracion. Tendremos que recordar una definicién y un resultado conocido
de an4lisis real. La definicion es la siguiente: Una sucesién {E; };en de conjuntos
de Borel de R" se dice que se contrae bien a x si hay un nimero o > 0 tal que
hay una sucesién de cubos {Q(z,r,) }ien de R™ centrados en z de radios r; — 0,
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tales que E; C Q) ¥ |Ei| > a|Q(m7m)|. El resultado es: Si z € R™ es un
punto de Lebesgue de f € L} . (R") y {E;}ien es una secuencia de conjuntos
que se se contrae bien a x entonces

(ver [97], teorema 7.10 -cambiando cubos por bolas y f € L}, . (R") en lugar de
f € L' (R") la demostracién igual funciona-).

Ahora, para cualquier 7 positivo con 7 < 1, usando las definiciones de reor-
denamientos decrecientes y de m) tenemos que

V@3 z:[{yeQ:|f ()| >rmaf(2)} = A|Q].

Entonces, si tomamos r; = % — 0 y nombramos

{Eitien ={y € Quary) 1 |f W) < mmnf ()}
entonces
Ei = Qari) \{Y € Qi)  |f W) > mmnf ()}
y obtenemos que

1Bi| = Qe \ {¥ € Qo) : |f )| > mmnf ()} = Quairsy — A |Qanr) |

, es decir
Ei] > (1= 2)|Qea.r

y entonces {E; };cn es una secuencia de conjuntos que se contrae bien a x. Pero
ahora, con estos conjuntos F; podemos aplicar el resultado mencionado para
cualquier punto de Lebesgue para obtener:

1) = Jim e [, 16 < Jim g [ rmns (0

y usando |f (z)| en lugar de f (z) :

@< Jim P [ s i P | a).

Entonces
|f (z)] < Tmaf (2)
V7 < 1, y tomando limite para 7 — 1~ obtenemos:

[f (2)] < maf (2)

para cada punto de Lebesgue de f y por lo tanto a.e. m
Continuando enumerando unas pocas propiedades més que necesitaremos:
(vii) Para cualquier A € (0,1) hay una constante cy , (dependiendo solo de
Ay n) tal que para todo u € L}, y © € R™ se tiene (ver [70] o [71]):

my (Mu) (z) < exnu® (2) + Mu(z).
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(viii) Usando vii) y aplicando vi) a f = Mu obtenemos
my (Mu) (z) < cMu (z) a.e.

para algin ¢ > 0.
(ix) my (Mw) y Mwu son puntualmente equivalentes (a.e.), es decir

my (Mu) = Mu

, 0 sea hay constantes positivas A y B tales que my(Mu) (z) < AMu(z) y
Mu(z) < Bmy(Mu(z)) (a.e.). Obtenemos esto tomando A = c¢ en viii), y
B =1 en vi).

(x) Es inmediato de la definicién de M que M f (z) > f (z) a.e.

5.1.3. Algunos resultados mais

De la proposicién 159 tenemos que Mu € A, siy sélo si Mu =~ M(Mu). En

realidad, un enunciado méds débil es suficiente para garantizar que Mu € A.
Este es el Criterio 161 y se sigue de nuestra proposicién 159 y la desigualdad
vii). Recordemos su enunciado: Mu € Ay siy solo si my (Mu) =~ M(Mu) para
algin A € (0,1). Vedmoslo:
Demostracién. Por la Proposicién 1 tenemos Mu € Ay, <= Mu € A;, luego
Mu € Ay siy solo si hay algin C' > 0: M (Mu) (z) < CMu(z) a.e. y usando
que M (f)(x) > f(z) a.e. para f € L}, tenemos que M (Mu) (z) > Mu(z)
a.e., y entonces ix) nos da que Mu € A, < Mu € A; <— Mu =
M (Mu) < my(Mu) = M (Mu). n

Observacién 172 Podemos observar que es suficiente que my (Mu) = M (Mu)
para algin A € (0,1) para obtener que Mu € A y entonces my (Mu) =
M (Mu) para todo X € (0,1).

A causa de viii), dado cualquier u siempre podemos asegurar que para un ade-
cuado ¢ > 0 vale my (Mu) (x) < cMu(z) < cM (Mu) (x), y asi my (Mu) (z) <
cM (Mu) (z) a.e.; de este modo, por el criterio de arriba, una condicién nece-
saria y suficiente sobre u, para que Mu pertenezca a A, es la existencia de una
constante C' > 0 tal que M (Mu) (z) < Cmy (Mu) (z) a.e.

Como mencionamos en la introduccién a esta seccién, ahora queremos pro-
bar que (89) es una condicién necesaria y suficiente sobre un peso u para que
Mu esté en Ao.

Una condicién como (89) pero aplicada para un peso arbitrario w en lugar
de Mwu es més débil que (88), esto es:

Condicién 173 Si w € A entonces Jay > 0,6, € (0,1) tales que para casi
todo x € R™ existe un cubo Q. > = que verifica que, para todo cubo Q > x, se

cumple {y € Qz 1 w (y) < aqwq}| < By Qx|

Para ver la implicacién de la condicién 173 recordemos la siguiente equiva-
lencia conocida (cf. [42]):

Condicién 174 w € A, si y solo si Ja, 3 € (0,1) :
V@ cubo se tiene [{y € Q1w (y) < awg}| < BQ|.
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Veamos ahora 173: si w € A fijamos algin k € (0, 1), por ejemplo k =

1
2
y para cualquier z se tiene un cubo Q. > z tal que wg, = w‘(QCiTl) > kEMw (z).

Entonces, tomemos a; = ak y para todo ) 5 x tendremos que
{ye Qe w(y) <mwe} C{y€Qe:w(y) <arMuw(z)}

o w(Qr)
ko Q]

luego aplicando la condicién 174 a @, se tiene

C{yeQm:w(y)ﬁ

}

Hy € Qu:w(y) <arwel < H{y € Qu:w(y) < %MQI}

={y € Qz:w(y) <awg,}| <B[Q:l

por lo que la condicién 173 (Local AINF) se cumple con oy = ak, 1 = 8 y con
Q. el cubo elegido para el cual % > kMw (x).

Aunque la condicién 173 es mds débil que A, para un peso genérico cuando
se aplica a un peso que es la funcién maximal de otro peso, es decir, si w = Mu
entonces la condicién 173 implica A, por lo que son condiciones equivalentes
para pesos Mu. Ese es el enunciado del teorema 162 cuyo enunciado recordamos:

Sea u un peso en R™, entonces para casi todo z € R", existe cierto cubo
Q. con x € @, tal que para todo cubo @ con =z € @ vale que:para casi todo
x € R™ para algin cubo @, > z, y para todo cubo @ al que x pertenezca.
Probémoslo:

Demostracién. Por la observacién anterior Mu € Ao, si y solo si existe una
constante positiva By un A € (0,1) :

M(Mu) () < Bmy(Mu(x))a.e. (90)
Luego, garantizar Mu € A es equivalente a tener:
aM(Mu) (x) < mx(Mu(z)) (91)

para algin o > 0 y casi todo z € R™. Ahora usando la definicién de my tenemos
que (91) equivale a decir que para casi todo x € R™

Q. 3 0t (Muxg,)” (MQul) > a (Mu),

para todo cubo @) > z. Ahora, por la definicién de reordenamientos decrecientes,
esto significa que para casi todo x € R”

3Q. > ‘{y € Q. : Mu(y) > a(Mu)o}| > A Q.|

para todo cubo @ > z. Tomando complementos respecto a @, y llamando
8 =(1-X) € (0,1), tenemos (90), y por lo tanto Mu € A, es equivalente a la
existencia de a > 0,3 € (0, 1) tales que para casi todo € R™ hay algin cubo

Q.>x:
{y € Qu: Mu(y) < a(Mu)g}| < 8]Qq|

para todo @ > z. m
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Ejemplo 175 FEs facil ver que una clase de pesos u tal que Mu € Ay, es la
propia clase A, es decir, M(As) C Ax, y por nuestra primera proposicion
de hecho M(As) C Ay. De hecho, podemos proporcionar una prueba elemental
de esto usando el teorema anterior y la caracterizacion (88) de pesos A : Fi-

jamos algin k € (0,1), y para cada x tomamos un cubo Q. tal que % >

EM (Mu) (z); debido a (88) y al hecho de que u € A tememos aq,[3; tales
que para cualquier cubo @ vale que: ‘{y € é cu(y) < alu@}‘ < B ‘@’ En-

tonces para @ = Qz, a = G-, B = By y para cualquier Q > x, y usando
las inclusiones triviales debidas a las desigualdades M‘uQ(ﬁ”) > kM (Mu) (x);
MMu (z) > Mu(2) a.e., y Mu(z) > u(z) a.e. se tiene que:
M MM
e ) <ol < |y e 0. aru < oD <
< Hy € Qu: Mu(y) < oM (Mu) ()} < [{y € Qz : u(y) < aM (Mu) (2)}|
<|wequsum < P9 <0l
es decir que obtenemos
wea e < $EHDy < 50,

y por el teorema 162 llegamos a que Mu € A.

Ejemplo 176 FEn realidad, para las Mu con u € Ay, hay una forma mds corta
de probar que Mu € Ay: Debido a la desigualdad de Holder tenemos que para

todor >1: )
1 1 G
M/Qums(m/Qu’“(m))

Mu(z) < (M (u7) ()7 .

Ahora por la caracterizacion Coifman-Rochberg de los pesos Ay, para cualquier
funcion g localmente integrable y § € [0,1) se tiene que Mg (:E)5 € A; y entonces

y tomando supremos

(M (um) (:zc))l € A;, por lo tanto para alguna constante C' > 1:
MMu(2) < M (M (') (@))7) < C (M () (2)"

a.e. Pero siu € Ax entonces u € A, para algin p > 1, y luego satisface una
desigualdad de Holder reversa (ver [38]) para algin r > 1, esto es

() <o

para cierto C > 0, ast
(M (u") ()" < CMu(a)

y entonces

MMu(z) < CMu (x)
a.e. Esto es: Mu € A;.
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Observacién 177 Veremos, sin embargo (en el ejemplo que sigue abajo) que
el argumento del ejemplo previo no sustituye a la proposicion 159 ya que hay
pesos u & Ao tales que Mu € Ay. En el ejemplo de arriba, al demostrar que
M (Ay) C Ay hemos requerido dos fuertes resultados: la caracterizacion de Ay
y una desigualdad de Hélder reversa para pesos Ay.

Ejemplo 178 Una clase mds grande de pesos cuya imagen por M estd incluida
en Ay son los pesos débil — Ao,. Antes de introducirla, con fines comparativos,
recordemos que u € Ay, si y solo si existen constantes positivas C y § tales que
para cualquier cubo Q y cualquier E C Q) medible se tiene:

u(E)<C’<|QEI>5u(Q).

Definamos ahora la clase débil — A.

Definicién 179 u € débil — A, si y solo si existen constantes positivas C' y §
tales que para cualquier cubo Q y cualquier E C Q) medible se tiene:

B[\
w(B) <o () ueg). (92)
1Q
Observacién 180 Senalemos que es facil probar que podemos reemplazar el
factor 2 con cualquier constante k > 1 obteniendo una definicidn equivalente de
débil — A.

Es evidente que si u € A, entonces u € débil — A.
Recordemos también que u € Ay si y solo si estd en alguna clase RH, es
decir, existen r > 1y C' > 0 tales que para todo cubo @ se tiene:

(@) =cailr

Observacion 181 Observemos que aquellos pesos que pertenecen a débil — Ay
pero que no pertenecen a Ay son siempre pesos no doblantes.

Un corolario que podemos obtener inmediatamente para pesos A, tomando
supremos en la condicién para pertenecer a la case RH, es que para cualquier
zeR” .

(M (u") (z))" < CMu(z).

Se puede obtener facilmente para pesos en la clase débil — A, una condicién
andloga a RH, incluimos el enunciado y, por completitud, una demostracién:

Lema 182 Si u € débil — Ay, existen v > 1 y C > 0 tales que para cualquier

cubo Q) .
L) ce b
(@ f*) <“ma fo»

Demostraciéon. Sea ) un cubo cualquiera y consideremos los conjuntos: Ey =
{z € Q : u(z) > t}. Ahora, aplicando la definicién de E; y (92) se tiene que
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tE] <u(Ep) < C‘g"‘:u (2Q). Luego, usando que [2Q| = 2" |Q)| e incorporando

el factor 2™ a la constante C' queda:

u(2Q)
2Q|

tE" <ol

entonces 1

u (2@)) .
2Q

Ahora usamos esta desigualdad en la “layer-cake férmula”. Sea k € (0, 00)
que elegiremos més adelante:

%) o k e’}
/urz/ rtr’1|Et\dt:/ rtr’1|Et|dt:/ rtr’1|Et|dt+/ P71 | B, dt
Q 0 0 0 k

entonces

k 0o =
r r—1 r—1 % U(QQ)
/Qu g/o rt |Q|dt+c/k rt" |Q|( 20 ) dt

esto es:

|Ey| < CtT5 |Q) (

1

u(2@>>” roaa
20 -

[w<i tr|§+0|cz(
Q

1
-5
entonces, parar: 1 <r < flé obtenemos:

1

1 / r (u(?Q))lé 1
— [ W <k"+C k1.
QI Jo =\ [2Q

u(2Q)
12Q|

Ahora, eligiendo k = resulta:

1

() e ()

, por lo tanto:
L r u(%)))r
— [ u C
al, S( ﬁ;—r)( 20

y renombrando la constante tenemos:
1
(1 / u) < o9
QI Jg 12Q|

Corolario 183 Del lema anterior es obvio que la desigualdad puntual

(M (u") (z))* < CMu(z) (93)

atin permanece cierta para pesos débil — Ao, y usando el lema de Neugebauer
los pesos u € débil — Ay satisfacen que Mu € Aj.
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1
De hecho, la condicién: (\UI\ fQ ur) "
débil — A..; se puede probar que el reciproco del lema anterior también es
cierto, sin embargo no necesitaremos aqui ese resultado. Como mencionamos en
un comentario anterior podemos reemplazar la constante 2 por cualquier k£ > 1,
entonces u € débil — Ay siy solo si existe alguna constante positiva C' tal que

para cualquier k£ > 1 y todo cubo Q se tiene

1 AT 1

Ya hemos visto que Ao, C débil — Ao, € M~'(AL), donde denotamos:
M~'(Ay), a la clase de pesos u tales que Mu € A.

Es interesante observar que esta pregunta tiene una estrecha relacién con
otra que involucra la desigualdad ponderada de Fefferman-Stein en L? (w) :

1 : ) o
< C|2Q| f2Qu caracteriza los pesos

”fHLp(w) <c Hf#HLp(w) (1<p<oo) (95)

para algin ¢ > 0, y para todo f € L tal que f € Sy (R™), donde Sy (R™) es el
espacio de las funciones medibles f en R™ tales que para cualquier ¢ > 0 vale
que

py () = {z € R™ : [f (2) > t}] < oc.

La desigualdad (95) es equivalente a muchas otras interesantes, por ejemplo,
con las mismas hipétesis de (95):

1M Fllowy < ellfFlny A <P<00)

o para algin ¢ > 0, y algtin r > 1, y para toda f € L} _(R")

loc

[ M) flas<e [ @rppuds G<p<o) 09
Rn R™

1
p

donde M,, , (f,w) = Zg‘; (ﬁ Js |f|>1’—1 (ﬁ Jo wr)

La equivalencia de esas desigualdades se prueba en [72].

Observacién 184 FEn relacidon con la cuestion abierta, hasta dénde sabemos,
acerca de cudles son todos los pesos que cumplen las desigualdades anteriores,
estdn las siguientes inclusiones de clases anidadas: Ao C débil — Ay C Cpie C
Cp donde € > 0 y la condicion C, significa que existen c,§ > 0 tales que para
cualquier cubo Q y cualquier E C @ medible ocurre la desigualdad:

u(E)gc<%l)6/n (Mxo)

Recuérdese que para u € Ay y para cualquier cubo Q vy cualquier conjunto medible

ree 2]\’ 2]\’
wmze(fo) v@=<(ig) [ (o)
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; Yy para pesos débil — Ay se tieme que u € débil — Ay, si y solo si existen
constantes positivas C' y § tales que para cualquier cubo Q y cualquier E C Q)

medible: s
E p
u(E)<C (IQ:) /Rn (XzQ) (2

y las inclusiones mencionadas son inmediatas. Se puede encontrar en [72] (véase
también [115]) que C), es necesario y Cpic es suficiente para probar (96) y (95).
En [72] se introduce, en lugar de Cpc, una nueva condicion suficiente denotada
5; pero no se sabe si /C\'; 0 Cpte son necesarias. En [13] puede hallarse un
tratamiento actual de la cuestion y consideraciones de una diferente condicion
suficiente, y en [74] se describe en qué espacios de Banach de funciones son
equivalentes las desigualdades de Coifman-Fefferman y de Fefferman-Stein.
Las inclusiones Ao, C débil — Aoy C M1 (As) y Ase C débil — Ay C
Cpie C C} y las desigualdades mencionadas en el pdrrafo anterior parecen estar
estrechamente relacionadas: Por ejemplo u € C), es necesaria para (96), y (96)
1

implica que para cualquier Q) se tiene que (I%QI fQ ur)? < cﬁ fR" (MXQ)pu,
que es un poco mds débil que (ﬁ fQ ur)? < Cﬁ Jan (X2Q)pu, lo cual es
equivalente a débil — Ao .

Ademds en [72] se prueba que C), es necesario para [, My, (f,w) |f|de <
¢ Jon (M f)P wdz, es decir que (96) implica C,.

Por otro lado, usando el lema de Neugebauer (que dice que (Mu")% (x) <
CMu(x) siuw € M~ (As), para ciertos C > 0, r > 1) y la definicion de

M, (f,u) obtenemos que siu € M~ (Ax) entonces

My (f,w) () = su (ﬁq/QW)H (&A“)

1 p=l
<sw (Q| /Q f|) Myu () <
1

0% (|@| /Q |f|)p_1 CMu(z) < (Mf)"™" (x) CMu (x)

y entonces integrando tenemos:

| MurGwlrlas <c [P Muds (o7)
RTL R’VL

(compdrese con (96)). Luego tenemos que M~ (As) implica (97), y (96) im-
plica Cp.

5.1.4. Algunas aplicaciones

Usando el criterio: Mu € A siy solo si para cualquier A € (0,1) se cumple
que my (Mu) = M (Mu), podemos derivar de este resultado una caracterizacién
de los pesos A; similar a la construccién de Coifman y Rochberg.

En primer lugar introducimos la definicién del operador maximal sharp local;
para 0 < A < 1 definimos:
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MY f (2) = sup fuf ((f —¢) Xq) (A1QI).

La funcién maximal sharp local tiene un papel bastante similar al oper-
ador maximal de Hardy-Littlewood para las funciones maximales sharp locales

porque hay constantes positivas ¢; y ¢y tales que para f € L}, :

MM f (x) < % (x) < oMM f () (98)

(ver [59]). Para un panorama actualizado del papel de M f en el estudio de una
escala de diversos espacios, su caracterizaciéon mediante indices de Boyd y varias
interesantes cuestiones remitimos a [6] y las referencias alli mencionadas.
Usando las desigualdades anteriores obtenemos facilmente para la funcién
maximal sharp un enunciado similar al primero del teorema de Coifman-Rochberg:

Lema 185 Sea f € L}, (R™) and 0 < § < 1, entonces w (z) = f# (ac)(s estd en
A;.

5 5
Demostracién. Por (98) se tiene ¢ (MM;\#f (x)) < fH @)’ < (MMff (x)) )

s
y también vale (M M j\# f (:1:)) € A; por el resultado ya mencionado de Coifman
y Rochberg. Ahora

Mf# (@)’ <M (cz (g s (x))é)

< MME f (@)]a, (MMEF (@) < COFF (2

con constante C = %[MMA#]” (7)]a,, luego f# (m)‘s €A nm

No sabemos si cualquier w € A; siempre puede ser escrito como k () f# (ac)[S
para adecuados: f € L}, ; 0 < 6 < 1y k, k™' € L*, pero podemos obtener
un resultado similar a la segunda parte del teorema de Coifman-Rochberg si
sumamos un miltiplo de la funcién maximal local m), en efecto se tiene la

siguiente:

Proposicién 186 Siw € A; entonces existen k (x) tal que k,k=' € L™ y con-

stantes C1,Co > 0 tales que w (z) = k () (Cl ((wo‘ (x))#)6 + C2 (maw® (x))5> .

Demostracion. Si w € A; podemos usar la propiedad E) para tomar « > 1 tal
que w* € Ay. Luego M (w®) € A;. Usando ahora para w® el criterio visto mds
arriba, que establece que Mu € Ay siy solo si my (Mu) = M (Mu), entonces,
en dicha situacién es: my (M (w®)) = M (M (w®)) = M (w*) =~ w®. También
tenemos que Mw = w ya que w € A; y ademds usando las desigualdades
puntuales mencionadas en xi) y vii): my (Mu) () < cxnu® () + Mu(z) y
my (Mu) (z) < ey pu? (z) + Mu (x), para u = w® tenemos:

w (@)™ < M(w®) () < exn ()7 (@) +ma (0*) (2).
Luego con § = é es0 < d <1lyad=1 Ademds usaremos la desigualdad

puntual (i): u¥ < 2Mu, las propiedades (vi) y (x), es decir (|f (z)| < mxf (z))
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y f(x) < Mf(z), y también que si f (z) < g(x) a.e. para funciones positivas
entonces M f () < Mg (z) y mx (f) (x) <my (g) (z) a.e.

Ademis por la sublinealidad de M y el hecho de que w® y w estdn en A
podemos usar el criterio 161 para ver que debido a que w € A; entonces se
tiene Mw € Ay, y luego ocurre que my (Mw) = M (Mw) = Mw = w. También

usaremos que M ((Mwo‘)6> < C(Mwa)6 (va que (Mf)° € A, por Coifman-
Rochberg). Entonces (numerando o renombrando las constantes que aparecen)

tenemos: s

w(@) < (e (@)* (@) +ma (07) (2)
<o (w)* @)’
< a1 (e () @)+ (s (%) @)

+ (ma (w®) (2))°

<ot ( (1w @)") 4 2 ((ma (0) @)')
< oM (2M () (@)°) + M ((ma (Mw®) () )
< esM (M (™) (@) ) + M ((mr (Mu®) (2))°)
< esM (1 () (@)°) + M ((esw (2))°)

< cgMw (z) + erMw (z) = ecsMw (x) < Cw (z) .

Asi obtenemos:

w(@) < o ()* (@)

g 5
+ (ma (w?) (z))” < Cw ()

y entonces k (z) = Q((ﬂ)a(m))#“)’g?(mkwa(z))é satisface que k € L and k=1 € L.

1)
Por lo tanto w (z) = k (z) (C1 ((wo‘ (ac))#) + Cy (maw® (x))5> conk, k=t €
L*yde(0,])paraCi=coyCo=1. m
Por otro lado tenemos:
Lema 187 5i0< 6 <1 yu € Ay entonces (mau (z))° € A;.

Demostracion. Usando que u € Ay, entonces Mu € Ay y my (Mu) = M (Mu) =
Mu = u y utilizando también que (MM u)‘s € A; (por el resultado de Coifman-
Rochberg) tenemos las siguientes desigualdades -con constantes multiplicativas
que renumeraremos-:

M ((mw)‘s) < M ((mAMU)6>
< M((MMu)) = CoM ((MMu)’)
< Cs (MMu)® < Cy (my (Mu))’
< Cs (ma (Caw))” = Cg (myw)’

. s
y entonces conseguimos: (myu)” € A;. ®
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Observacién 188 FEs elemental que si vy,vs son funciones no negativas con
vi,v2 € Ay y si c y d son constantes no negativas entonces cvy + dvy € Ay y
[cv1 + dvo]a, < méx {[v1]a,, [v2]a, }-

Compilando los dos ltimos lemas, la proposicién y la observacién anterior
hemos obtenido un resultado andlogo al resultado de Coifman-Rochberg: nuestro
teorema 163, cuyo enunciado repetimos:

(1) Si 0 <6 <1, fe L (R"), u e Ay y C1,Cy son constantes

loc
no-negativas entonces Cy (f# (33))(s + Cy (myu (a:))5 € A;.
(2) Reciprocamente, si w € Ay entonces existen f € Li . (R™), u € Ay,
constantes no-negativas Cy y Cy, y k() con k, k! € L™ tales que w (z) =

k(@) (CLf# (@) + Comau(2))

Con lo visto arriba lo probamos brevemente:
Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia de la iltima observacion
y de los lemas que nos dicen que f# (x)‘s y (myu (gv))‘S estdn en Ay para f € L}
yuec Al-

El segundo se obtuvo en la iltima proposicién para f = u = w® tomando
un adecuado o > 1 tal que w® € A;. La existencia de ese « estd garantizada
por la propiedad E. m

Aplicacién 189 Como otra aplicacion de los resultados tenemos que para esos
pesos u tales que Mu € Ay, y por lo tanto Mu € Ay podemos mejorar algunas
desigualdades conocidas para operadores integrales singulares. Por ejemplo si
T es un operador integral singular de Calderén-Zygmund (ver [50] para una
definicion) se conocen las siguientes desigualdades ponderadas para 1 < p <
oo obtenidas por C. Pérez ([96]) -previamente J.M. Wilson habia obtenido la
primera desigualdad para 1 < p < 2 (cf. [38])-:

[wruse, [ ity
R™ R»
y entonces
n Op P P+1
u({z €R":Tf (2)| > A}) < 55 A |FP M
esto ultimo para el caso p =1 luce asi:

u({z € R" :|Tf (x)] > A}) < %/R | f| M?u

donde P = |p| es la parte entera de p y M* indica k iteraciones aplicando M. La
desigualdad fuerte es sharp en el sentido de que P+ 1 no puede ser reemplazada
por P, y el caso débil es sharp cuando p no es un nimero entero; y son prequntas
abierta -hasta donde sabemos- si es posible reemplazar M1 con M sip € N,
y si puede reemplazarse M? con M en la ultima desigualdad.

Ahora para un peso u tal que Mu € A tenemos que, de hecho, Mu € Aq
y luego hay una constante C > 0 tal que para casi todo v € R™ : M?u (z) <
CMu (z), y usando que si, en casi todo punto vale f(x) < g(zx), entonces
Mf (z) < Mg (x), podemos iterar en M*u (x) < CMu (x) para obtener M*u (z) <
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C*kMu (), entonces con C = CZ’,C tenemos que para los operadores de Calderdn-
Zygmund y los pesos u con Mu € Ay :

/ ITf\”uSC/ 17 Mo
Rn Rn

u((o €R TT @) >A) < 55 [ 177 b

para cualquier p con 1 < p < oo.

5.1.5. La preimagen de A,(Q)) con el operador maximal local

El objetivo de esta subseccidn es caracterizar los pesos u en un cubo Qg € R"

tales que Mg,u estd en Ay (Qo) = U Ap (Qo) donde A, (Qo) son las clases
p=1

de Muckenhoupt para Mg, , esto es, el operador maximal de Hardy-Littlewood
asociado a un cubo fijo Q, es decir:

1
Mo,f(e)= sw o /Q f ()] dz

Parte de la argumentacién de las subsecciones anteriores atin funciona y
prestaremos atencién a lo que hace falta modificar y dénde las consecuencias
difieren. Para aligerar la notacién, a lo largo de esta subseccién escribiremos
M f (z) en lugar de Mg, f () y recordaremos que los supremos se toman sobre
los cubos @) contenidos en )y a los que pertenece un x dado.

Hasta donde sabemos, no existen trabajos previos que caractericen los pesos
en la preimagen de A, para el operador maximal local M.

Como en la situacién vista antes, con M sobre todo R™, si Mu € A (Qo)
entonces, Mu € Ay (Qop). Entonces, siguiendo las ideas de un resultado de [17]
veremos que los pesos u que satisfacen que Mu € A (Qo) (y, a fortiori, Mu €
A1 (Qop)) se pueden caracterizar por medio de una desigualdad para la K —
funcitonal. Dicha condicién asegura que u debe satisfacer una condicién de
Holder reversa, RH,, para algiin p > 1, pero esto implica que v mismo pertenece
a A (Qo). Esto contrasta con el caso de R™, donde hay pesos que no pertenecen
a A, pero tales que Mu € A, -por ejemplo los pesos débil — Aqo-.

Como una aplicaciéon daremos una nueva prueba de un resultado interesante:
En [114] I. Wik demostré que si u € A, (Qo) entonces u* € A4, ([0,]Qol]), siendo
u* el reordenamiento decreciente de u. Aunque no se menciona en [114], una con-
secuencia inmediata de esto es el hecho de que si tenemos dos pesos soportados
en cubos finitos que sean equimedibles y que estén en A, estardn en las mismas
clases A, -incluso si estdn en R™ para diferentes n-. La prueba que damos aquf
es mucho més corta; el original requiere varios lemas previos, incluido uno sobre
cubrimientos subsumido aqui en la equivalencia de Herz-Stein. De hecho, cabe
llamar la atencién sobre un aspecto quizds subestimado de la equivalencia de
Herz-Stein, referido a que permite “encapsular” resultados sobre cubrimientos
que suelen tener que probarse para diversos resultados (tipicamente “desigual-
dades good-\”, ver, por ejemplo [9]), es decir, uno usa uno de tales cubrimientos
para probar la equivalencia de Herz-Stein, y luego en algunos casos se usa dicha
equivalencia para probar otros resultados eludiendo la necesidad de bajar al
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“low-level programming” para demostrar otros lemas de cubrimiento especificos
para cada situacién.

Luego los principales resultados de esta subseccién son los siguientes,

Un resultado para cubos finitos andlogo al obtenido para R™:

Proposicién 190 Sea Qo C R™ y u un peso, Mu € Ay (Qo) si y solo si Mu €
Aoo (QO)

Un resultado de tipo Holder Reverso local:

Teorema 191 Un peso u satisface Mu € A (Qo) si y solo si para ciertos
C >0, s>1y para cualquier Q C Qq se tiene

1
(11{ (t,uS,Ll,L‘X’)> < C%K (t,u, L', L>) (99)

con 0 <t <|Q|, donde L' y L> denotan L' (Q) y L>™ (Q).

Y finalmente, ya que se verd que la condicién
1 Foo
<tK (t,u®, L', L°°)> <CZK (t,u, L', L) (100)

para 0 < t < |@Q] implica que u € A (Qp), obtendremos el siguiente:

Teorema 192 Sea u un peso en un cubo Qq, los siguientes enunciados son
equivalentes:

Z) (XS Aoo (Qo)

it) ue |J RH, (Qo)

r>1

iii) (Mus)% (x) < C.Mu (x) para ciertos s > 1, C >0 ya.e. € Qo

iU) Mu € A1 ( 0)

v) Mu € A (Qo)

1

0i) 3C > 0,5 > 1: (LK (t,us, LY, 1))

t<|Q‘7vQCQO-

Y la mencionada prueba abreviada del teorema de Wik:

< CAK (t,u,L', L) para 0 <

Teorema 193 Sea u € A, (Qo) para un cubo finito Qo C R™. Entonces u* €
A, ([0, 1Qol])-

Algunas definiciones, lemas y demostraciones Las definiciones de las
clases A, (Qo) y RH, (Qo) son andlogas a las definiciones de A, y RH, en R",
pero requiriendo que los cubos estuvieran incluidos en Q.

Un peso w € Ay, (Qo) para 1 < p < 0o si y solo si

1 1 o\
e =g (i fw) (g f,w™) <+

Un peso w € A; siy solo si

Mg,w (z) < Cw (x) a.e. z € Qo
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¥y [w] 4, (Q,) €s la menor constante C' > 0 tal que esta desigualdad se cumple.

Por supuesto notaremos A, (Qo) = U A, (Qo)-
p<oo
También definimos las clases Holder reversas: w € RH,. (Qg) parar > 1siy

solo si w cumple una desigualdad de Holder reversa con exponente r para cada
1

QCQo: (I%I fQ wr> T < C.ﬁ fQ w con C independiente de Q. Es bién sabido
(cf [30]) que también en el caso local Ay (Qo) = U RH, (Qo).-
r>1

Para agilizar la notacién, a lo largo de esta seccién a veces pondremos sola-
mente A,, A, RH, en lugar de A, (Qo), A (Qo) y RH, (Qo)-

Como hemos mencionado en la introduccién podemos reducir el problema de
describir los pesos cuya imagen estd en A, a aquellos cuyas imdgenes estdn en
Aj; de hecho Mu € Ay, <= Mu € A; es cierto tanto para el operador méxi-
mal local como para el usual de Hardy-Littlewood; la prueba para el operador
no local todavia funciona si mostramos que (Mu)‘S estd en A; para 0 < <1
siendo M el operador maximal local respecto de @g. Para el operador maximal
habitual de Hardy-Littlewood, esta es la primera declaracién de la caracteri-
zacién de Coifman y Rochberg para los pesos A;. El resultado andlogo es cierto
para el operador local, y ademéds tenemos:

Lema 194 Sea Qo un dominio en R™ y M f (x) = sup ﬁ fQ If (2)] dz
QCQo

[AS

(1) Si f € L' (Qo) es tal que Mf(z) < 0o a.e. y si 0 < & < 1, entonces
w(z) = (Mf(x))° estd en Ay. Ademds la constante A; depende solo de 6.

(2) Reciprocamente, si w € Ay entonces existe f € L* (Qo) y k (z) con k y
k=Y ambas pertenecientes a L™ tales que w (z) = k (z) (M f (2))°.

El resultado es probablemente parte del folclore del tema, pero no vimos el
resultado explicitamente escrito, asi que damos la prueba:
Demostracién. Para la primera declaracién podemos apoyarnos en el resul-
tado correspondiente para R™. Entonces escribamos provisoriamente, para dis-
tinguir, Mg~ para el operador habitual de Hardy-Littlewood en R™ y manteng-
amos M para el operador maximal local con respecto a (Jg. Ademds extender-
emos f haciéndola nula fuera de Qq, v asi, si € Qq, entonces Mg~ (f) (x) <
M (f - xq,) (#) = Mf (z). Por lo tanto

M ((1f)°) (@) < M (M) (2) = Mo (M xg,)") @)

<C-(Mf-xgo,) (x)=C - (Mf(x))°

donde la segunda desigualdad se sigue del teorema correspondiente para el caso
usual.

Y entonces (M f (x))° € A;. La dependencia de la constante solo en J se
hereda del caso usual.

Para la demostraciéon de (2) podemos observar que para cualquier cubo.

@1 C Qo el operador local respecto de Q1: Mg, f (z) = sup ﬁ fQ |f (2)| dz
TEQCQ1

satisface Mg, w < Mw < cw y entonces Mg, (Mg, w) < c¢Mg, w; esta condicién
para el operador M local implica una desigualdad de Holder reversa para w en
Q1 (vedse, por ejemplo [17] secciones 3 y 4 para dos pruebas diferentes) con r y
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C independientes del cubo Q:

(L] )
Q1] Jo,

y entonces de la desigualdad de Holder:

3=

1
<C.—— w
Q1] Jo,

1 <( 1 T)r ol
— w< | — w s Cos— w
Q1] Jo, Q1] Jo, Q1] Jq,

y tomando supremo para Q1 C @ y usando que es w < Mw < cw (a.e. en Q),
tenemos: X
w< Mw < (M@w")” <C.Mw< cCw

(
y entonces para f =w" and § = 1 € (0,1) tenemos:

5
LM @
w (z)
para casi todo x € Q. Luego si k (z) = % se tiene que k € L (Qo),

k=1 € L™ (Qo) y w(z) =k (z) (M f (z))° como querfamos demostrar. m

Como mencionamos antes, usando esta version local del teorema, podemos
obtener para el operador local M la proposicién que sigue a continuacién. El
resultado es andlogo al obtenido para el operador M en R™ en la proposicién
159 (cf. [27]). La demostracién para M local discurre de la misma manera,
mutatis mutandis, una vez establecido el enunciado del lema anterior con la
caracterizacion de Coifman-Rochberg para A; (Qo):

Proposicién 195 Si u es cualquier peso en un cubo Qo C R™ y M = Mg, el
operador de Hardy-Littlewood en Qq, entonces Mu € Ay, <= Mu € Ay

Demostracién. Basta replicar el argumento de 159 y en el momento en que en
dicha proposicién se utiliza Coifman-Rochberg, utilizar el lema 194. =

Un resultado similar al siguiente lema para el operador Mg~ se debe a Neuge-
bauer (ver [35]). Para el operador maximal local M estd esencialmente probado
a lo largo de [17]; para completar, aislamos aqui su argumento:

Lema 196 Sea M el operador mazximal local de Hardy-Littlewood asociado a
Qo- Para un peso u se cumple que Mu € Ay si y solo si existen s > 1 y Cy > 0

tales que (Mus)% () < Co.Mu(x)

Demostracién. La implicacién no trivial: Si Mu € A; entonces (Mus)% (z) <
Co.Mu (x) ya fue mencionada en la segunda parte del lema previo 194, provinien-
do de las desigualdades de Holder-reversas.

La otra implicacién es consecuencia de la primera parte del lemas:

Si (Mus)é (z) < Co.Mu(z), lamamos u® = f, § = L y como (Mu*)* =
(Mf)‘S € A; tenemos que x € @y a.e., entonces

w =

M (Mu) (2) < M ((Mu)") (2) <

[(Mu®)*]a, (Mu®)* (z) < [(Mu®)*]a,Co.-Mu ()
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, luego para C' = [(Mus)%]AIC’O se tiene M (Mu) (z) < CMu (z) para casi todo
T € Qo. Es decir: Mu € A;. m

Ahora, juntando el dltimo lema y la proposicién 195 tenemos el criterio
correspondiente para el operador local M:

Criterio 197 Sea u un peso en Qo. Mu € Ay si y solo si existen s > 1, y
1
Co > 0 tales que (Mu®)= (z) < Cy.Mu (x).
Vinculando los argumentos anteriores para M, el operador maximal local
de Hardy-Littlewood asociado con Qg y las clases A, correspondientes, ya ten-
drfamos las siguientes implicaciones del enunciado del Teorema 192:

1) & i) = i) < v) <)

La primer equivalencia i) < i) es conocida; la segunda implicacién: i) = 4i7)
es obvia tomando supremos; la equivalencia iii) < iv) es el criterio mencionado
arriba; y la implicacién no trivial de iv) < v) se sigue de la Proposicién 195.

Para concluir la demostracién del Teorema 192 podemos observar que %) nos
da 4i%) para cualquier QQ C Qg con la misma constante RH,. y podemos seguir un
argumento de [17] (cf. [17] seccién 3) para ver que si (Mu®) (z) < C. (Mu (z))®
para algin s > 1, y C' > 0, entonces existe C > 0 tal que para todo Q C Qq, y
0 <t < |Q| se tiene:

1
(iK(t,us,Ll,Lc’o)> gC%K(t,u,Ll,L“)

; esto es: i4i) = vi), y por otra parte se ve que vi) puede ser facilmente reescrito
para obtener i), y entonces vi) = i) cerrando la cadena de implicaciones y
demostrando el teorema 192.

En la subseccién siguiente, para completar la deduccién delineamos las prue-
bas del citado argumento de [17] acerca de las implicaciones restantes del Teo-
rema 192.

Antes, remarquemos de nuevo la diferencia con el caso global, donde para
1
un peso u la condicién puntual (Mu®) (z) < Co.Mu (z) es estrictamente mds
débil que pertenecer a |J RH, como podemos ver tomando cualquier peso
r>1
1

s

no doblante u que esté en débil — A.o; esto es, si u satisface (ﬁ fQ us> <
C.ﬁ fQQu para todo @ C R”™ para ciertas C > 0y s > 1 y entonces

1
(Mu®)* < C.Muy asi Mu € A pero siendo u no-doblante u ¢ A, para
ningin p < 0o, entonces u ¢ Ao, y u ¢ RH, para ningin r > 1.

Las implicaciones restantes La primera prueba en [17] del hecho que u €
U RH, siempre que Mu € A; estd basada en interpolacion, las K-funcionales
r>1
y>1as férmulas de Holmstedt.

Recordamos de las secciones introductoria que si (X, ) es un espacio de
medida totalmente o-finita y si Ag = L', A; = L™, para cualquier f € L' 4+ L™
se tiene la igualdad

K(t,f,Ll,Loo)/Otf* (z)dth/Otf*(z)dz) =t (1)
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y quesi Ag = LP y Ay = L™ con 1 < p < oo se tiene la equivalencia (con
constantes que no dependen de f)

K(tafaLpaLoo)% (/t f* (Z)pd2’>p
0

Ahora si u satisface iii), es decir (Mu®) (x) < C.(Mu(z))® para ciertos
s > 1, C > 0 y tomando reordenamientos en la tltima desigualdad uno tiene
que

(Mu*)* (1) < C.(Mu)* (2)

para 0 < t < |Qol|. Para cualquier f localmente integrable de la equivalencia de
Herz-Stein se tiene

(Mf)"(t) = f* (t)
, v aplicdndolo a la desigualdad (Mwu®)" (t) < C.

(1 /Otu* (z)sczz>i < c.i/otu* (2) dz

lo que en términos de las equivalencias mencionadas para las K-funcionales se
escribe asf:

((Mu)* (t))" se obtiene

1 1
K (té,u, LS,LOO) < C3K (tu, L' L)

1
s

i
s

, 0 equivalentemente, usando que K (t%,u, LS,LOO) = (K (t,uS,Ll,LOO))
también podemos escribir

1

<1K(t,us,L17L°°)>é < C.%K(t,u,Ll,Lw)

para 0 < t < |Qo|. Entonces hemos obtenido que #ii) = vi).

@ |-

Si se vuelve a traducir la iltima desigualdad obteniendo (% f(f u* (2)° dz) <

C.1 fot u* (2) dz, entonces para t = |Qg| resulta
1

1 |Qol . . 1 [Qol .
(QO/O u* (2) dz> §C.@/O u* (2)dz

y entonces

w |

1 . 1
<Qo . u(x) dx) SC.m ; u(z) dx

Como se remarca en [17] el argumento puede ser localizado para cualquier
Q C Qo ya que M (Mu) ~ Mpog 1 (cf. [95]) donde recordamos que

M = .
post) = o S ulzog (o, )

con [lull;0q 1)(Q. &) la norma de Luxemburg respecto de la funcién de Young
1Q

® (t) = t(1+log™ t), siendo log™ t = méax (logt,0).
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Esto es

3 1 u(x
HUHL(logL)(Q,dg):mf{)‘>0:m/Q(I)( g\)>dﬂc<1}

Claramente como para cualquier Q C Qo es My (g 1) (x) = M (Mu) (z) <
C.Mu (z) para x € Qo a.e. tenemos una desigualdad andloga, con la misma
constante, para casi todo x € @, y entonces para la restriccién de u a cualquier
Q el argumento de [17] nos da una desigualdad de Holder reversa similar con
las mismas constante C' y exponente s:

1 A
(@ k) <om /e

de donde se puede recuperar que (Mus)é () < C.Mu(z) para € Qo a.e..
Entonces tenemos que vi) = i) para el enunciado del teorema 192. Ahora,
juntando los resultados de esta seccién con las implicaciones demostradas en la
seccién anterior, finalizamos la demostraciéon de dicho teorema.

5.1.6. Una aplicacién interesante

Vamos a aprovechar ahora el teorema dado para proporcionar una prueba
muy corta del teorema de Wik ya mencionado. Recordemos su enunciado: Sea
u € A, (Qo) para un cubo finito Q9 C R™. Entonces u* € A, ([0,|Qol]).

El teorema muestra que los reordenamientos decrecientes preservan las clases
Ap. La demostracién original requiere una demostracién considerablemente mas
larga que se apoya en una descomposicién, definida ad-hoc, tipo Calderén-
Zygmund. En tdltima instancia, esta cuestién no se elude, ya que la equivalencia
de Herz-Stein se prueba también mediante una descomposicién de este tipo. Pero
apelar a dicha equivalencia -cémo hicimos al demostrar 192- de alguna manera
permite encapsular esas descomposiciones y utilizarlas sin tener que hacerlas
explicitas y sin tener que adaptarlas al propésito que lo requiere.

Ahora, demos nuestra prueba del Teorema de Wik.

Demostracion. A partir de nuestro teorema 192 para g tenemos que

u€ Ay <— Muc A, < Mue A,

Asi, tomamos (Mu)” : [0,|Qo|]] — RT el reordenamiento decreciente de Mu en
Qo, y usamos que para funciones positivas decrecientes coinciden el opterador de
Hardy-Littlewood M y el operador de Hardy P, es decir Pf (t) = 1 [ |f*(s)| ds
para t € [0,|Qol|], y usamos también la equivalencia de Herz-Stein (M f)" (¢) =
f**(t), y el hecho mencionado arriba de que si u € Ay, entonces Mu € A;.

Luego tenemos que para algin ¢ > 0 vale que
M ((Mu)®) (t) = P ((Mu)") (t) = (Mu)™ (t)

~ (M (Mu))* (1) < (eMu)*)t = ¢ (Mu)* (t)

Por tanto (Mu)® € Aj, pero usando Herz-Stein nuevamente y que para
u*, que es positiva y decreciente M es lo mismo que P, obtenemos: (Mu)”
~u™ = Pu*) = M (u*), so M (u*) € A;. Ahora usamos de nuevo nuestro
teorema 192 para [0, |Qo|] considerado como cubo de R y para el peso u* tenemos
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que u* € Ay ([0,|Qol]). Hasta ahora tenemos que u* € A, para algin ¢ > 1,
pero no podemos asegurar todavia que ¢ = p como en el resultado de Wik. Para
obtener esto seguimos de la siguiente manera: Debido a que uv € A, tenemos

que 0 = ut~? € A, y entonces aplicando el argumento de arriba a 0 = ut=r
N * —p
obtenemos que o* € A ([0,|Qol]), pero o* = (ul_p) = (u*)""?. Luego

conseguimos que u* € Ay, y (u*)lfpl € A,y es un resultado bien conocido que
weEA, <= weA,y w!™P € A, para cualquier peso w (ver, por ejemplo
[49], teorema 2.17, capitulo IV); asi que finalmente tenemos que u* € A,. m

6. Apéndice
6.1. Toolbox

6.1.1. Desigualdades integrales y equivalencias

Aqui transcribimos algunos resultados bien conocidos que usamos a lo largo
del texto y alguna idea y/o referencia de alguna demostracién de cada uno.
No necesariamente son las versiones mas fuertes posibles de los mismos, pero si
suficientes para nuestros propdsitos.

Lema 198 (Lema de Hardy) Sea f : (0,00) — R y sea —o00 < a < 1 y
1 <p < 0. Valen las siguientes desigualdades:

</ (e e )dt> < ([Cerordy

(Lema de Hardy (1))

([ (o [ o)) < ([ o)
(Lema de Hardy (ii))
donde se reemplaza ([, (¢ (x))” dz)? por ess sup{6 (2)} sip = oo.

Demostracion. Ver [24] (Cap. 3, Lema 3.9). La idea es escribir f (s) = s (sﬁf (s)) ,

usar la desigualdad de Holder y permutar el orden de integracién. m

Observacién 199 Bajo ciertas hipdtesis, para funciones decrecientes, se pueden
obtener desigualdades que van en sentido opuesto a las de Hardy: Si f : (O o0) —

R es decreciente y 0 < a < 1, usando que f (s) > f(t) en [0,t] es 7 fo s)ds >
f(t) y queda:

(/ (i1 [ 76 )‘“) > ([ wroy ‘ff)

Para la segunda solo podemos revertirla si o > 1, en tal caso t1=° ftoo f(s) % >
f @ too 31’0‘% = ﬁf (t) 1=, luego:

(/ooo (tla/tmf(s)f)fﬂf)i . ail (/0 (1~ af())pdt>
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Teorema 200 Sea (Xo, X1) una cupla compatible de espacios de Banach y sean
Yo = (Xo, X1)g, 40 ¥ Y1 = (X0, X1)g, 4, c0n 0 <00 <01 <1y0<qo,q <00
(no necesariamente tiene que ser qo < q1), y sea o = 01 — 0y. Entonces para
todo f € Xg+ X1:

a)

K(t7f7X0aXl) ~

1

0

1 1

ta d o] d a1

/ (S_GOK(Sva XOaXl))qO § +t (/1 (S_GIK(Safa AXV()v‘le))q1 SS) 1
0

o

b) Sify =0y «a=0; se puede obtener

==

00 d x
K(t’ f’ X07X1) ~t </1 (S_QIK(st?X[hXI))q ;)
t

¢) Sifh=1ya=1-0 se puede obtener
do @

1

to

K(ta fa X07X1) ~ / (SioOK(Safa X07X1))
0

Demostracién. Para la demostracién remitimos a [16] -teorema 3.6.1 y coro-
lario 3.6.2-. m
6.1.2. Lemas de Cubrimientos y Descomposiciones

Lema 201 (Bennett, C. y Sharpley, R.) Sea Q C R™ un abierto de medida
de Lebesgue finita. Existe una sucesion -finita o numerable- de cibos diddicos
{Q;} de interiores dos a dos disjuntos tales que:

i) Qcye;
J
i) Q; NQ° # 0 para todo j =1,2,- -
iii) 10 < 3 1@, < 27 (]
J
Demostracién. Remitimos a [24] (Lema I11.3.7) =

Observacién 202 (Versién local del Lema de Bennett y Sharpley) Podemos
localizar el resultado anterior para £ C Qo un cubo de R™ y cubos diddicos re-
specto de Qo (con los cambios obvios en la demostracion de [24].

Teorema 203 ((Descomposicién de Calderén-Zygmund)) Sea f: R" —
R integrable y no negativa, y sea a > 0, existe una sucesion de cibos diddicos
{Q,} disjuntos tales que:

i) f(z) < a para cast todo x € (U QJ)
J

i) ‘UQJ-‘ < 1)/fll,.
j
iii) o < \Qiil fQj f(z)dz < 2"a

Demostracion. (ver, por ejemplo, [38], Teorema 2.11) m
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6.2. Normalizacién de las normas y un breve tour por los
espacios de interpolacién y extrapolacién

Como mencionamos en la observacién 64 para ciertos propositos es conve-
niente normalizar las normas de los espacios de interpolacién multiplicindolas
por constantes adecuadas:

Definicién 204 En el caso de los espacios dados por la funcional K con 6 €
(0,1) yl1<g<oo, 60€[0,1] yqg= o0 se define:

<
X@,q,K = (XO,Xl);)q)K = {f € Xo+ Xq: ”f”(XO»Xl);.q,K < OO}

donde
1
I£] ) coa (T (UK (£, Xo, X1)) " %)@ sig < oo
(KXo X0)50xc co.qsuplt=? - K (¢, f, X0, X1)} siq =00
>0

1
para cgq = (q(1 —6)0)< con la convencion de que cpq =1 si ¢ = co. Es decir

< ~ .
Kook = o Xoc, siendo |lgs = coqlllgs

Por otra parte, otro importante método de interpolacién se basa en la fun-
cional J, donde se definen espacios formados por elementos de Xy + X repre-
sentables mediante una integral de Bochner para una funcién con rango en XgN
X1. Se define primero la funcional .J dada por J (t, u, Xo, X1) = méx (|lull ., , [ul x,)
para u € Xo N X y para cada t > 0.

Luego se define el espacio

Xoqo ={f € Xo+ X1:fllx,,, <o}

(Joo (70T (8, u (1), Xo, X1))* d?)q siq<oo

para ||fHY9,W = ngf sup{t=7 - J (,u (£), Xo, X1)} si g = , donde el
>0
infimo se toma sobre todas las representaciones: f = fo dt donde u :

(0,00) — X N X7 es localmente integrable.

En el caso de los espacios dados por la funcional J se define Y;(L J =

J— 1
Cp4X0,q,s donde ¢ = ((1-6)0) a7 siqg#1y cpq = 1sig=1,siendo
q’talque%—i—%:l.

Estas normalizaciones tienen varias ventajas:

Una ventaja es que la funcién caracteristica de los funtores de interpolacién:
(-);7%1{ y (-);,q,J resulta ser exactamente p (t) = t?. Esto significa lo siguiente:
para t > 0 consideramos la accién de un funtor de interpolacién I sobre los
pares de dimensién 1, es decir: (C, %(C) Entonces queda definida una funcién
no negativa cuasi-céncava®: la funcién caracterfstica p dada por I (((C, %(C)) =
p(t C, para t > 0 . Si consideramos los funtores (~);’q,K y (~);’q’J en dichos
casos, como dijimos, es p (t) =t (si en cambio no normalizamos, para (')e,q,K y
(')97q,J es p(t) = Ct? para una "incémodagonstante C' que puede depender de 6

8Esto significa que p es creciente y p(t) es decreciente.
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y de ¢)?. Como veremos enseguida, cuando tenemos una familia de métodos de
interpolacién {Iy},_,., tales que la funcién caracteristica de Iy es p (t) = t? se
tienen algunos resultados claves para identificar espacios de extrapolacién para
los métodos extremales ¥ y A -continuaremos con esa historia més abajo-.

Otra ventaja de la normalizacién es que acotamos uniformemente las normas
de las inmersiones:

< 1 ==« < 1 <<
X071,J X@,q,J’XQ,q,K X0700,K (101)

Xpor — Xopyrsiqg<r (102)

; donde X Ly significa que la norma de la inmersién de X en Y es menor
o igual a 1. Con respecto a 101 vale la pena senalar que, entre los funtores de
interpolacién I () que comparten una funcién caracteristica dada p, los funtores
X1, Y X ook son extremales, en el sentido de que

Xong —1(X) = Xpoo (103)
donde o
Koo ={f€Xo+ X1:/llx,,, <o}
siendo
, > J(t,u(t) ,Xo,Xl) dt
Iflx,, , =t 4
= p(t) t
9Miremos el caso con ¢ < oo -el caso ¢ = oo es ain mds facil-. Si defin-

imos el método (- ado por una norma definida como: < =
i 1 étod ;qK dad definid (Xo0,X1)
'q5 X194 K

1
c (fooo (7K (t, f, X0, X1))* %) 9 con ¢ > 0 a determinar, para z € C se tiene

K (s, z,C, %C)

. o s
it (lolle +slztllych = jnf_ {lzol + 2 l=1]}

. - { S
aen[lof,l] (\(1—a)z|+ |az|> = |z\a€11[10f71] <1+a<t 1))

2| $si0<s<t
|z] sit<s

Luego

1
t oo -
_ —95)9ds —0\9 ds\ 9
lele ey, . = W(A<St>s+ﬂ (s )5)
1
oo\ ¢
>|4
t

ta—0q t—9q % ¥
z
ta q(l —0) 9q

1 21-0) [* —0q

t9 q(1—0)

—0q

1
. H 1

Con lo cual tenemos que elegir ¢ = cg 4 := (¢(1 — 0)8) 7 para que sea ((C (C)e QKT 10 C

de modo que la funcién caracterfstica es p (t) = t%. La cuenta con la funcional J para obtener

_1
=(¢'(1—6)0) 9 es similar.
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para u:u(t) € XoN X1y f= [ u(t) %, y donde

Xk = {f € Xo+ X1 :fl, . < oo}
con
K(t7f7X0aX1)
p(t)
. Referimos, por ejemplo, a [6] para la prueba del teorema anterior, resultado

que se debe esencialmente a Lions y Peetre para p (t) = Ct?, y a S. Janson para
la leve generalizacién donde p es cualquier funcién positiva cuasi-céncava-.

Iflx, . = sup

Observacion 205 Como mencionamos en la observacion previa 63 para 0 <
0 <1yl <gq< oo setiene que (Xo,X1)g,x = (Xo,X1)g, s con normas
equivalentes con constantes de equivalencia que se pueden poner en funcidn solo
de 0, y lo mismo podemos decir para (X, Xl);,q,K = (Xo, X1)(;q,J- Pero ademds
para ¢ = 1 nos queda que (Xo,Xl);(LK = (XO,Xl);’qJ y se tiene que Hf||;71’K <

115 < VIl
Fundamental de la Teoria de Interpolacion (en particular v < 3 +2+/2).

;,LK donde v es la constante de la forma fuerte del Lema

Completemos un poco un cuadro acerca de los espacios de interpolacién:
Nos mantendremos momentdneamente en el &mbito de los pares de espacios de
funciones de Banach!'® invariantes por reordenamiento!!, que cubre muchos es-
pacios interesantes y donde la situacién es bastante transparente. En general,
para un par admisible de espacios de Banach de funciones, (Xg, X1), no se conoce
una caracterizaciéon simple de todos los espacios de interpolacion. Ademss, de-
pendiendo del par (Xp, X1) no siempre es posible obtener todos los espacios
de interpolacién mediante la funcional K. Sin embargo, es posible considerar
una clase bastante amplia de espacios de interpolacién donde la descripcion es
posible: Los espacios de interpolacién mondétonos.

Definicién 206 Un espacio intermedio'?> X del par (Xo, X1) es mondtono si
para todos los [ € Xo+X, para los cuales existe g € X que cumple K (¢, f, Xo, X1) <
K (t,9,Xo0,X1) se tiene que f € X y [[fllx < llgllx-

Los espacios de interpolacién mondtonos se pueden representar en la forma

(X0.X1)g = { £ € Ko+ X1 1l 1, < )

donde
1 llcx vy, = ® 5 (1, . X0, X))

L10Para un espacio de medida (R, 1) una norma de Banach de funciones ¢ es una aplicacién
desde las (clases de) funciones (iguales a.e.), medibles, a valores en [0, +o0] tal que: ¢ (f) =
0 f=0ae, $(A)) = A (f) VA > 0, 6 (f +9) < ¢ (f) + ¢ (9), para todo conjunto E de
medida finita ¢ (xg) < co y existe C con 0 < Cp < oo, tal que [ fdu < Cpe (f) para toda
f en dicho cono de (clases) de funciones positivas medibles, y tal que ¢ tenga las propiedades
de Fatou: 0< f, 1 f = ¢ (fn) T ¢ (f) y de monotonia.

En esta situacién un espacio de Banach de funciones X estd dado por el subespacio del
espacio de funciones medibles tal que ||f|| 5 = ¢ (|f]) < oo.

' Es decir tal que si f € X y g es equimedible con f entonces g € X y ademds ||f|lx = [l9/l x.

12Hg decir tal que XgN X1 C X C Xo + X1 con inmersiones continuas.
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siendo @ (-) una norma admisible'?, este resultado se debe a J. Brudnyi, y N.
Krugljok (1981); las ideas, sin embargo, se remontan a A.P. Calderon (1966)
que probo el resultado para el par (Ll7 LOO), y de hecho C. Bennett y R. Sharpley
(1986) demostraron el caso general para pares (Xo, X;) admisibles a partir del
resultado para (L', L°°) usando un resultado de Lorentz-Shimogaki (1968) (que
anticipa rudimentariamente la nocién de divisibilidad utilizada por Brudnyi-
Krugljak). La situacién es un poco més amigable para un par (X, X7) regular
-es decir tal que Xy N X5 es denso en Xy y en X;i- y tal que (Xo, X1) es mu-
tuamente cerrado 4. En esta situacién es posible, de hecho, caracterizar cada
espacio X de interpolacién monétono para el par (Xg, X7) en términos de la
funcional k -es decir & (¢, f, Xo, X1) = W—, ya que en tal caso es X =
(Xo, X1)5 siendo ¢ alguna norma de Riesz-Fischer'® sobre ((0, +-00) , dz), es de-
cir X = (Xo, X1)5 = {f € Xo+ X1 || fllxgx,)s = 8 (6 (£ £, Xo, X1) < oo}.

En el contexto de un espacio invariante por reordenamiento sobre un espacio
de medida resonante podemos trasladar aquellas cuestiones que solo involucren
a las normas a otro espacio invariante sobre el espacio (0, +00) con la medida
de Lebesgue:

Teorema 207 (Teorema de representacion de Luzemburg) Sea X un espacio
invariante por reordenamientos sobre un espacio de medida resonante (R, 1) con
norma || f|l x = ¢ (|f]) dada por una norma de Banach de funciones ¢, entonces
existe una norma de Banach de funciones ¢ sobre ((0,+00),dx) -siendo dzx, la
medida de Lebesgue en (0,400)- tal que ¢ (|f|) = & (f*) para toda f medible. Si
ademds (R, ) es no atémico y de medida infinita.

Es de esta forma que, como mencionamos, se pueden reformular las cues-
tiones acerca de (X, ||-||y) que involucren solo a las normas |||y = ¢(|-]) ¥

tratarlas en términos de ()Z' S )?) donde X es el espacio de funciones medibles

sobre ((0,+00),dz) con |g|lg = ¢ (g*) si ¢ es la representacién de Luxemburg
de ¢.

En esta situacion es cémodo clasificar los espacios de Banach de funciones
invariantes por reordenamientos en términos de su funcidn fundamental:

Definicién 208 Sea X un espacio de Banach de funciones invariante por reor-
denamientos sobre un espacio de medida resonante'S (R, 1), se define la funcién
fundamental: ¢ (t) = || xgl|lx para 0 <t = p(E) < p(R).

Observacién 209 FEstd claro que si p(E) = p(F) es |xgllx = lxrllx por
ser X invariante por reordenamientos de modo que la eleccion de E no es
relevante. En particular, por ser X un espacio de Banach de funciones es

13Una norma o—subaditiva sobre las clases de funciones iguales a.e., medibles, a valores en
[0, +00], tal que @ solo es finita para funciones que no sean infinitas en un conjunto de medida
positiva, y que se comporte adecuadamente para funciones céncavas: 0 < ® (min{1,t}) < oo
y sl w1 y wa son positivas, céncavas y w1 < wg entonces @ (w1) < @ (w2). (cf. [24])

M Esto significa que para i = 1,2: si {g"}n¢N C X, es una sucesién acotada (con la norma
de X;) y g € Xo + X1 es tal que [|g — gnllx, 4 x, entonces g € X;.

15Es decir una norma de Banach de funciones que ademés sea o-subaditiva.

16Un espacio de medida totalmente o—finita es resonante si tiene lugar alguno de los sigu-
intes casos: o bien no tiene dtomos (puntos de medida positiva) o bien es completamente
atomica y todos los puntos tienen la misma medida.
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Ixellxy = ¢(xg) = ¢ (x}) donde ¢ es la norma de Banach de funciones que
corresponde a X, y como X = X[, = xi‘o 4 €s 1mvariante por reordenamientos

se tiene o (t) = |xglx = & (X[o,t]) =9 (XFO,tO' Es evidente que la funcion

fundamental de X con |||y = ¢ (|f|) es la misma que la del espacio X dado
por las funciones medibles sobre ((0,+400),dx) con la norma dada por ||f|| =

¢ (f)-

Observacién 210 No es dificil ver que las funciones fundamentales son cuasi-
concavas, es decir ¢ (t) es creciente y @ es decreciente en (0,4+00) y ¢ (t) =0
sty solo sit = 0. Ademas p es continua salvo quizds en el origen.
Observacién 211 Es facil observar que si ¢ es cdnvava en [0,4+00), y nula
solo ent =0 entonces ¢ es cuasi-convava.

Observacién 212 Por un célebre resultado de A.P.Calderon ([25]) -e indepen-
dientemente por J.V.Ryff en el caso de R = [0,1]- los espacios invariantes por
reordenamiento sobre un espacio de medida resonante (R, 1) son precisamente
los espacios de interpolacion exactos para el par (Ll,L"o), de donde la fun-
cional k viene dado por el reordenamiento decreciente: k (t, f) = f* de modo
que si @ es la funcion fundamental en vista de la observacidn anterior tenemos

que |xgllx =@ 1) = (xjpy) = & (K (& 1),

Para estos espacios hay una relacién muy estrecha entre la funcién caracteris-
tica y la funcién fundamental: Si identificamos C con las funciones constantes
a valores en C: C ={3(-) : [0,400) — C con 3 (s) = z} con la norma ||3(|c = 2|,
y en consecuencia para t > 0 1C estd dado por la norma ”3”%({: = 1z
Por lo tanto si consideramos el método de interpolacién dado por ¢, es de-
cir I ((Xo,X1)) = (Xo,X1), tenemos que si p es la funcién caracteristica de I
tenemos por un lado que (C, %(C)q5 = ﬁc, es decir ||z||((c,%(c)¢ = ﬁ |z|. Por

1 2 is<
K|s,2 C -C)|= : |l §1s_t
t |z| sis>t

1 1
k <s,z,(C,t(C) = K <s,z,(C,t(C> =

{ Tz sis<t

otro lado es

de donde

1 *
Osis>t = g FIxoa

, luego ||z||((c’%(c)¢ =¢ (% |z XEFOJ]) =1lz|¢ (XFOJ]) = 1 |2| ¢ (t). En conclusién
t
w(t)
funcién caracterfstica p es la funcién fundamental del espacio asociado a X7

Revisitemos ahora las inmersiones dadas por 103, es decir

1lzle () = ﬁ |z| de modo que p(t) = . De hecho, esto nos dice que la

Xp1g—1(X) 5 X, 00k

17X’ el espacio asociado a X es el espacio de Banach de funciones sobre el espacio de
medida (R, p) definido por || f||x, = p’ (|f]) donde p’ es la norma de Banach de funciones tal
que para f medible se toma p’ (|f|) = sup {fR fgdp : p(lg]) < 1} donde el supremo se toma
sobre todas las g medibles, siendo p la norma de funciones de X.
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para cualquier funtor de interpolacién I (-) de caracteristica p, en el caso de
que los espacios de Banach de funciones invariantes por reordenamientos se
pueden escribir en términos de la funcién fundamental ¢ (t) = ﬁ teniendo en
cuenta algunos resultados conocidos (cf. [24], o también [68]) que a continuacién

resenamos:

Teorema 213 Si X es un espacio de Banach de funciones invariante por re-
ordenamiento sobre un espacio de medida resonante entonces

L'NL® — X — L' 4 1™

. Ademds X puede renormalizarse (es decir podemos reemplazar ||| por c|||
con una constante adecuada ¢) de modo que las inmersiones tengan norma 1,
es decir

L'AL® < X < L'+ L™

Observacién 214 Por el resultado de Calderon y Ryff (ver arriba: 212) el
teorema 213 abarca todos los X que sean espacios de interpolacion exactos para
el par (Ll, L°°) sobre un espacio de medida resonante. Como dichos espacios X
son siempre espacios de Banach de funciones invariantes por reordenamientos
para ellos estd definida la funcion fundamental ¢ (t). Dentro de los espacios de
Banach de funciones invariantes por reordenamientos sobre (R, ) resonante que
tengan la funcion fundamental @ podemos describir aquellos que son extremales
respecto de la inclusion. Por un lado tenemos:

Definicién 215 Sea M el espacio de funciones medibles sobre un espacio de
medida resonante (R, p) y sea ¢ : [0,4+00) — [0, +00) cuasi-concava en [0, +00).

Si definimos ¢ (f) = ?3‘8{@ i (s)ds} y M, = {f eM: |flly, < oo}

donde ||f||M¢ = ¢y (f) resulta que ¢, es una norma de funciones invariante
por reordenamientos y M, tiene funcion fundamental p. Ademds se tiene el
stquiente:

Teorema 216 Si X es un espacio de Banach de funciones invariante por re-
ordenamiento sobre un espacio de medida resonante con funcion fundamental

1
entonces X — M, , es decir ||fHMw <||fllx para toda f € X. Es decir M, es el
mayor subespacio de M invariante por reordenamientos de funcion fundamental

®.

Observacién 217 Para caracterizar el menor subespacio de M invariante por

reordenamientos hace falta un paso mds. Si bien la funcion fundamental ¢ no

tiene porqué ser concava, es posible encontrar una funcidn céncava equivalente
—~ 1~ ~18 . . .,

a ella, p, tal que 5p < @ < P°°. Por otra parte si X tiene funcion fundamental

¢ para f € X definimos v (f) = max{[[f|[,2¢, (f)} donde ¢y (f) = [Ifll\,
definido arriba, y es claro por el teorema anterior que

10x < v () = max {1 lx 10, } < 2051

183e toma @ la menor funcién céncava que mayora a . Como méx {1,t} es céncava estd
claro que ¢ (t) < ¢ (1) méx {1,t} asi que el conjunto de mayorantes céncavas de ¢ es no vacio.
Y como el infimo de una familia de funciones céncavas también es céncava entonces @ estd
bien definida.
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. ast que v (f) es una norma para X equivalente a ||-||x. Y ademds si xp es la
funcidn caracteristica de un conjunto de medida t resulta

v () = méx {Ixe L Ixellar, } = méx o (0,2 (0} = 20)

, de modo que con esta renormalizacion X tiene funcion fundamental céncava

o~

P.
Y ahora si podemos completar el cuadro:

Definicién 218 Sea M el espacio de funciones medibles sobre un espacio de
medida resonante (R, u) y sea ¢ : [0,+00) — [0, +00) cdncava en [0, +00), y nula
solo ent = 0. Si definimos ¢, (f) = fotf* (s)dp(s) yAy, = {f eM:|fl, < oo}
donde ||fHA¢ = ¢, (f) resulta que ¢, es una norma de funciones invariante

por reordenamientos y el espacio de Lorentz A, tienen funcion fundamental .
Ademds tenemos el siguiente:

Teorema 219 Si X es un espacio de Banach de funciones invariante por re-
ordenamiento sobre un espacio de medida resonante con funcién fundamental

1 ,

concava ¢ entonces A, — X, es decir || ||y < ||flln para toda f € X. Es de-
cir A, es el mayor subespacio de M invariante por reordenamientos de funcion
fundamental céncava .

Uniendo los teoremas 219 y 216 junto con la observacién 217 tenemos el
siguiente resultado debido a Semenov E.M. [105] (ver también [24] o [68]):

Teorema 220 Si X es un espacio de Banach de funciones invariante por reor-
denamiento sobre un espacio de medida resonante y lo renormalizamos de modo

1 1
19 entonces Ay, — X — M.

que su funcion fundamental ¢ sea concava
Entonces, para empezar, renormalizando adecuadamente si es necesario, ten-
emos el siguiente esquema (donde X tiene funcién fundamental ¢):

M,
nr” Lo x ! N b
A

Si tenemos espacios con funciones fundamentales ¢, y 5 ninguna de las
cuales mayora a la otra, tendremos dos esquemas similares pero desvinculados
(salvo en el hecho de que en ambos casos .®™piezan en L' N L° y terminan en
L' + L>". Sin embargo si fuera el caso de que una de ellas mayora a la otra,
digamos ¢, (t) < ¢, (t) vy bajo hipétesis méds o menos usuales podriamos juntar

Ll

19Con la notacién de la observacién 217 consideramos la norma v cuya funcién fundamental
es @, pero renombramos su norma como [|-||y = v(:) y su funcién fundamntal como ¢ (en
lugar de ).
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esquemas: Supongamos que |||y, ¥ |||y, son absolutamente continuas® y tales
que para j = 1,2, 8i ¢ > 0y F es medible y tal que p (E) =t entonces vale
quellxplly, =G (¢; (t)) donde G es creciente entonces |||y, < |lllx, ¥ por lo

1 . ., . .
tanto X9 <— X;. En ese caso la situacién es méds o menos asi:

w%M

T TN

1
LN % X%X@% L +1®

NS

A%A

Notese que el orden es parcial, hay pares de funciones en que ninguna de ellas
(ni sus muiltiplos) es mayor que la otra, en cuyo caso no podemos vincular
entre si los espacios con dichas funciones fundamentales.

Observacién 221 FEs facil ver que la funcién fundamental de L' N L™ es
max {1,t} y la funcion fundamental de L*+L> es min {1,t} y que para cualquier
funcion positiva cuasi-cdncava con o (t) = 0 si y solo si t = 0 y tal que
(1) =1 esmin{l,t} < p(t) < méx{1,t} (cf. teorema 213 arriba). Ademds
Améx{l,t} =L'NnL>®= Mméx{l,t} ) Aml’n{l,t} =L +L> = Mml’n{l,t}-

Volviendo a mirar lo particular desde una perspectiva mds general para
X = (Xo,X1), si Xo = L' y X3 =L para 6 € (0,1) tenemos una escala
familiar de espacios bien conocidos mediante interpolacién (digamos que me-
diante la funcional K). Si tomamos ¢ (t) = t17% es p, (t) = W(t) =t% y en-

< .
tonces con (XO,Xl)qu obtenemos, con p = ﬁ, espacios de Lorentz P4

(normas equivalentes), y en particular con (X, Xl);,q(O),K cong(f)=p=1L;

es (Xo, X 1)9< W(0),K = LP? con equivalencia de normas independiente de p, conc-

« < .
e S €Il
Tener una familia paramétrica de espacios de interpolacién {Ig (X )}21, por
ejemplo con # € (0,1), va a ser 1til a la hora de extrapolar. Las inclusiones
Yp71)J ; [p (Y) # Yp,oo,K y XO ﬁXl ;) [p (Y) # XO +X1 para Ip un
método de interpolacién con caracteristica p ordenan parcialmente los espacios
de interpolacién (pero recordemos que si para p; y p, ninguna mayora a (un

miiltiplo positivo de)ﬁlzx otra entonces en principio no podemos asegurar ninguna
inclusién entre I, (X) y 1y, (X)) y el esquema tiene el aspecto:

retamente (cf. [86] ejemplo 7) resulta [|f|[,, < [[fllx,,

20 Esto significa que |}fx}_;;7L H — 0 para toda secuencia de conjuntos medibles { Ey, } tales que
E, — g a.e.
21 Quizés serfa atin méds sugerente notar {ng }96(0 1) indicando que el método tiene funcién

caracteristica py.
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Ahora, si tenemos una escala podemos indexar una familia de inmersiones
como referencia:

an X,
0,00
n
Xy
Xo.q
Xo
+
1
Xo1 %
0..0, 6,05 ... - 1

Observacién 222 En el caso de que X = (Xg, X1) sea una cupla ordenada,
esto es con Xo C X1%% -digamos que con norma de la inmersion igual a 1
(eventualmente renormalizando)- se puede ver que

(fo1 (tieK (tafa XO,Xl))q %)E st q < 00

1,0 7Y s 00 K (£ X0, X)) s g = o0
0<t<1
es una norma equivalente a la de YMJ( 0 Y:q « -con constantes de equivalen-

cia dependiendo de 0 y q-. En este caso, evidentemente, las funciones t? en el
intervalo (0,1) estdn ordenadas decrecientemente respecto de 0 -en el sentido de
que t9* > 192 para t € (0,1) si 61 < 02, en cuyo caso tenemos que

<X03X1>92,Q7K C <X03X1>91,Q7K (104)

para 0 < 0y < 0y < 1. Por otra parte de un resultado de J. Bergh (posiblemente
no publicado cf. [58] pag. 19) se obtiene que

(X0, X1)g 4. C (X0, X1)p, 1 (105)

si q < 1. Mediante 104 y 105 se obtiene en este caso que sip1 < pa Yy p; = 1%91_
i = 1,2 se tiene 01 < 0y de donde si (R.u) tiene medida finita y tomamos
Xo = L' y X1 = L™ entonces LP* = <L1,L°°>01 K2 <L1,L°°>02 K 2
<L1,L°°>02 e K = LP2 | en resumen LP* D LP? sip; < py cuando (R, p) tiene
medida finita.

22Este es el caso, por ejemplo, en que (R,p) es un espacio de medida finita -digamos que
de medida 1-, y tenemos L' N L™ = L C L' = L1 + L.
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A continuacién haremos una pequefia resefia sobre extrapolacion:

6.2.1. Un poco de extrapolacién

En la teorfa de extrapolacién (para esta seccién referencias fundacionales
son [58] y [85]) comenzamos con ciertas familias de espacios de Banach index-
adas por cierto conjunto de indices {Xg}4.q, siendo habitualmente © = (0, 1).
Diremos que X = {Xy},.o es compatible si existen dos espacios de Banach
Xo v X; tales que X; C Xy C Xy con inclusiones continuas para cada 6 € O.
Para un conjunto de indices fijo © consideraremos la categoria de familias de
espacios de Banach compatibles cuyos morfismos son los operadores entre fa-
milias 7' : {Xg}ypce — {Yo}pco lo cual significa que hay un operador lineal
T : Xg — Yq cuyas restricciones estdn uniformemente acotadas, y sin pérdida

de generalidad pediremos T : Xy — Y% para cada 6 € ©. En la prctica es
usual que los espacios Xy sean espacios de interpolacién, por ejemplo de la for-
ma Xy = Y;,q(O),K‘ Diremos que X e Y son espacios de extrapolaciéon respecto
de {Xo}pco ¥ {Yolpeo si X1 CX CXo, Y1 CY CYoyT:X — Y siempre
que T': {Xo}yece — 1Yo} geco- Un método de extrapolacion £ es un funtor desde
una coleccién de familias compatibles Dom (€) en una coleccién de espacios de
Banach tal que € ({Xo}yco) v € ({Yo}peeo) son espacios de extrapolacién re-
specto de {Xp}yco ¥ {Yo}ycq- Los mds simples pero también mds importantes
funtores de extrapolacién son los métodos A y 3:

Para las familias compatibles tales que las inclusiones X; — Xy estdn uni-
lzllx
)

< 00, se define
lllx,

formemente acotadas, es decir si sup sup
60€0 zeX,

A ({Xo}geo) = {x & () X+ lellaxyy,., 59 llzly, < oo}
0co 0€S

, vy entonces A nos proporciona un funtor desde la categoria de espacios com-
patibles en la categorfa de espacios de Banach.

El método "dual"X, se define para las familias compatibles tales que las

HaHxO

inclusiones Xy — X estdn uniformemente acotadas, o sea sup sup < 00.

06 zea, 171X
En este contexto se define

Y ({Xo}oeo) = {x € Xp: ”x”E{X‘?}eee : infz lzoll x, < oo}
0

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones x = » g : g € Xp
0

tales que g ||| 5, < o0, donde se entiende, como es usual que inf () = oo.
0

23Lo que significa que Tl x, v, <1
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Bajo hipétesis bastante generales se tiene una relacién estrecha entre ex-
trapolacion e interpolacién: Considérese familias compatibles {Xy},.o donde
Xg = Fy (Y) para una familia de funtores de interpolacion {Fy},.q aplicada
sobre un par compatible de espacios de Banach X = (X, X;). Hay una carac-
terizaciéon debida a Jawerth y Milman (cf. [58]) de aquellas familias de métodos
{Fo}pco tales que se puede revertir, en cierto sentido, la propiedad de extrapo-

lacién: De una familia {.7-'9}96@ se dice que es completa si T : Fy ( ) 4 Fo (7)
para todo 6 € © implica que T : X — Y siempre que X = (X, X;) es un par
regular de espacios de Banach?* siendo ademds X e Y mutuamente cerrados

%5(). La descripcién de las familias completas puede hacerse en términos de las
funciones caracteristicas de los funtores Fy. Como vimos arriba las funciones
caracteristicas p eran cuasi-céncavas y estan definidas por la accién de los fun-
tores F sobre los espacios de dimensién 1: F (((C I(C)) (t)(C t > 0. Ahora,
la caracterizacién mencionada arriba esta dada por el siguiente teorema para
cuya demostracién referimos a [58]:

Teorema 223 ([58] Teorema. 2.5) Una familia funtores de interpolacion exac-
tos {Fo}gcq €5 completa si y solo si 1nf Z:Eti < C'min (1 ’5) para todo s,t > 0.
Observacién 224 Por el teorema de arriba es inmediato que si Fg es exacto
de exponente 0 (i.e. p(t) =1t°) con 6 € (0,1) entonces {Fo}yce €5 completo.

Observacién 225 Entre los métodos de interpolacion exactos con una funcion
caracteristica dada p recordemos que conociamos los métodos minimal y mazximal

dados por 103: X 1,7 LF (X) =S X ) 00.K -

Observacién 226 Recordemos que los funtores (1), . i Y (*)g, s tenian fun-
cion caracteristica p (t) = Ct? y que habiamos renormalizado dichos espacios
multiplicando respectivamente por cg, = ((1 — 6) Hq) (con coq =1 en el caso
q=00), y porcy a, =((1- 9) 0q') T (concy , =1 en el caso g = 1) para obten-

er los espacios Xg’q)K y Xe’q“, en lugar de Xg g5 Yy Xo,q.7. Y recordamos que
uno de los objetivos de esa normalizacion era porque las respectivas funciones
g < < 40 . .

caracteristicas ‘de (6.0 y'(~)9,q"‘] son exactamente p (t) = t¥. Los szguz‘entes
teoremas que citamos a continuacion, son claves en la teoria de Jawerth-Milman
para simplificar la caracterizacion de espacios de extrapolacion, y muestran la
importancia de la mencionada renormalizacion (cf. [85] Teorema 21, y formula
(4.1) en las observaciones que lo preceden, y también [85] Teorema 5)

Teorema 227 Sea X = (Xg, X1) una cupla de espacios de Banach mutuamente
cerrada, y sea M () una funcion temperada en © = (0,1)2%. Para cualquier
familia {Fg}ycq de funtores de interpolacion exacta de orden 6 (i.e. con funcion

24Esto es que Ag N A1 es densa en Ag y en Aj.
2% = (Xo0,X1) is mutually close if Xo = Xo where Xo =

€ Xo+X1: I f +t < d X1 = X1 (defined
{rexorxipm (| wr ol +tlilly,]) <cof and X2 = T (detne
analogously).

26Decimos que M () es temperada si M (20) =~ M (0) para 6 préximo a 0y M (li20) ~
M (0) para 0 préximo a 1.
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caracteristica p (t) = t%), se tiene que:

Bococr (M (6) Fo (X)) = Bococr (M (0) Xoo 1)

con normas equivalentes.
Mds atin si X1 C Xg, o sea st X es un par ordenado, se tiene

Agy<cocr (M (0) Fp (X)) = Agcoer (M (0) Fy (X)) (106)

para cualquier 6y € (0,1) fijo y entonces
Agy<o<t (M (0) Fo (X)) = Dogcocr (M (0) Xitoo i)

Teorema 228 Sea X = (Xo, X1) una cupla de espacios de Banach mutuamente
cerrada, y sea M (0) una funcion temperada en © = (0,1). Para cualquier fa-
milia {Fp}gcq de funtores de interpolacion evacta de orden 0 (i.e. con funcion
caracteristica p (t) = t%), se tiene que:

So<oct (M (6) Fy (%)) = Sococr (M (0) X5,

con normas equivalentes.
Mas ain si X1 C Xo, o sea st X es un par ordenado, se tiene

20<0<90 (M (9) Fo (Y)) = 2:O<0<1 (M (9) Fo (Y)) (107)

para cualquier O € (0,1) fijo y entonces

Sop<o<t (M (6) Fy (X)) = Sopcocr (M (6) X311,

Observacién 229 Mediante los métodos A y X podemos obtener espacios ¢er-
canosrespectivamente a Xo N X1 y a Xo + X1, aunque la eleccion de M (0)
"modula.®! espacio que obtenemos. Pero, en cualquier caso, los teoremas de ar-
riba muestran que podemos abstraernos de la eleccion de sobre cudles espacios
de interpolacion Fy (Y) (exactos de orden 0) filtramos con A, o sobre cudles
espacios de interpolacion Fy (Y) (exactos de orden 6) sumamos con ¥, ya que
obtenemos los mismos espacios de extrapolacion usando A sobre los espacios
mas grandes de orden 0, X;OO,K; o respectivamente usando X sobre los espacios
mds chicos de orden 8, X, ;.

AlXg,0) Xg,0o
XoNX, = _
AlFe (X) =
| ) Fg (X)
Extrapoland Interpoland Extrapoland
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Ejemplo 230 Ilustremos la observacion de arriba en un contexto familiar como
el de los espacios LP en un espacio de medida finita, digamos LP (R) con para
(R, ) con pn(R) =1 donde LP D LI sip<qpara =5 =1— % tenemos que

p/
p € (l,00) si0€(0,1), y (LI,LO"); 1 = (Ll,LOO): = LP con normas

1o K 0K
equivalentes con constantes independientes de p -como mencionamos mdas arriba
(cf. [86] ejemplo 7)- y tenemos que para M (§) = M (p) = 1 obtenemos L' =
< <
Siepeos (E7) = Socoer (LLL%)5 o ) = Siepene (L1225, ) v per-
mutando en el ultimo término p' por p -ambos recorren el intervalo (1,00)- y

. . o —< —<
usando la equivalencia de la observacion 205 entre Xy, ; y Xg 4 ¢ nos queda
que

Sicp<oo (LPY) = Ticpeoo (L) = L7

y también de manera andloga

Alcp<oo (L) = Dicpeoo (LF) = L

. St en cambio, para o > 0, tomamos M (0) = (1#)0‘ = ﬁ = M (p) ten-

emos (cf. [85]) que Licpeoo (ﬁ[}%l) = Yicp<oo (ﬁ[}’) = L (LogL)"”

y tomando M (0) = (ﬁ)a = p® = M (p) tenemos que Ai<pcoo (P*LP>) =

Aicpcos (p*LP) = Exp (Lé). Nétese que para espacios de medida finita L' —
L(LogL)® — LP < Eap (L%) < L0028,

6.2.2. Las constantes en las clases de Ho6lder abstractas

Cémo las definiciones de las clases de Holder abstractas RHy , hacen refer-
encia a los espacios de interpolacién Xy , queremos considerar la cuestién del
posible papel de las constantes si en lugar de la definicién clésica 61 (cf. [16])
usamos en cambio los espacios Y;) q.x (definicion 204, cf. [58]). Recordemos, por
ejemplo la definicién 79:

Definicién 231 Seaf € (0,1), q € [1,00) y X = (Xo, X1) una cupla compatible
de espacios de Banach. Se define RHy , C Xo + X1a la clase dada por
1
K(tT=7,w, X
K (t,w, Xg.4, X ( W, )
(,w,te,q, 1)§C 1 Vi >0}
t1-0

RHg’q = {w € Xo+X1,/73C > 0:

4

, donde C puede depender de w y de X. En este contexto se define la “norma’

K (t%e,w,X)
<C : ,Vt >0}
t1-6

K (¢t X, X
”HRH&Q = fnf{C’ ( ’w’t 0,95 1)

1
- . 1 = d
27Para los espacios de Lorentz loip*l hay que tomar la norma > fooo te f** (t) Tt
28En realidad M () = (1;#) cumple que M (0) ~ M (20) para 6 cercano a 0 -y por
lo tanto para p préximo a 1-, por el otro lado fijando algin pg > 1 usamos que LPO O LP

para todo p > po y eventualmente renombrando M (p) = 1 para p > po tenemos que M es
«
temperada. De manera andloga basta con ver que M (0) = (ﬁ) = M (p) = p® cumple

M(O)~ M (#) para 0 préximo a 1 -y por lo tanto p préximo a co-.
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En términos de la mencionada definicién también se tenfa

RH (X) := U RHy , (X)
(6,9)€(0,1)x[1,00)

Y para el caso de cuplas ordenadas con X; C X en el caso endpoint, para
0 =0y q=1, se daba la definicién 80:

Definicién 232 Si X = (Xo, X1) es una cupla ordenada se define
¢ — ds —

RH[),l = {w S X()/EIC >0: / K (S,?U,X) ? <CK (tﬂU,X) ,Vt c (0,77,0’1)}
0

y para dichos C = C (w,Y) se define la “norma”:

t
—d .
Mz, , :fnf{0>0:/ K(s,w,X);S <CK (t,w,X),VtE (0,m0,1)}
’ 0

Y en las secciones subsiguientes se las caracterizé por medio de indices, se
estudiaron las relaciones con clases de Holder reversas ¢ldsicaspor ejemplo para
pares dados en términos de espacios LP, LP9, LLogL, etc. Consideremos, por
lo tanto si reemplazamos, en los pares y en las funcionales K, un espacio por
otro equivalente (en el sentido de normas mutuamente comparables) como X 4
¥ Xog

Empecemos mirando como afecta reemplazar un espacio del par inicial (Xo, X1)
por un miltiplo (es decir multiplicando la norma por una constante).

K (t, f, Xo, X1) = f7§%£f1{||f0|\xo +tlfillx, con fo € Xoy f1 € X1}

Para ¢ > 0, si E(VO = cXj (en el sentido de que Xy y XVO representan el mismo
conjunto con las mismas operaciones de espacio vectorial y [|f| 5 = c| fllx,
para todo f € Xy) tenemos que si f = fo + f1 con fy € X (equivalentemente

f e Xo)y f1 € Xy entonces [|fol g, +tllf1llx, = cllfollx, +E1Allx,-
Tomando infimos tenemos que

inf { | foll g, + 1 fillx, : f = fo+ fi con fo€ Koy fi € X}

fm&Qmuﬁium&>Jﬁ+ﬁamhe&yﬁex}

, t
ctut {fol, + £ 1fil, = fo+ i con fo € oy fi € X0

es decir
~ t
K (t7f7X0aX1) =cK (C)f, X07X1> (108)

Por otra parte si 5(:/1 = cX1 tenemos que

i {||follx, +tlfill g, : F = fo+ fi con fo € Xo y f1 € X}
= fﬂf{”fo”xo +Ct||f1||X1 : f = fo +f1 con fo € Xop y f1 S Xl}
de donde .
K (t7f7 XOaXl) = K(Ct’fa XOaXl) (109)
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Teniendo )’(vo =coXoy le = ¢1 X1 de 108 y 109 tenemos:
K(Lfvﬁui) :COK (?t,f,X(),Xl) (110)
0
Dada w € Xo + X, decfamos que w € RHy 4 si 3C > 0 :

K (t%e,w,xo,xl)
<C i (111)
t1-0

K (t7w7X07q7X1)
t

,Vt > 0. Queremos probar que

K (t,w,X;q,Xl) K (tflo,w,XO,Xl)
, -6 1
t t1-9

3C>0:

para mostrar que la equivalencia de las normas preserva la pertenencia a las
clases RHy 4 abstractas. Como el miembro derecho es el mismo vamos a prestar

atencién solo a las desigualdades entre K (t,w, Xg 4, X1) y K (t,w, X;q,Xl).

Como el segundo espacio del par es )71 = X; tenemos ¢; = 1y Xg4 =

9. Xo,q con cpq=[(1-10) Hqﬁ. Luego usando 108 es

K (t, f, Xejq,Xl) = co K <celqt f, X{m,Xl)
Debido a que K es positiva, creciente y céncava -respecto de t- se tiene
K(rf) < méx{l, g} K (o, f)
(cf. B-L lemma 3.1.1) o equivalentemente:
min {1, 2} K (7. f) < K (0, f)

; entonces tomando 7 =t, o0 = # y teniendo en cuenta que
:q

" 1
, C ’ ’
cg,q min {1, {;q} = ¢g,qmin {1, c} =min{cpq,1}
6,q

tenemos que

, t
min {1, ¢} K (t, f, Xo.q, X1) < cogkK (C, f, Xg,q,)g) K (t, f, X;q,Xl)

0,9

Reciprocamente

t
K (t7f7 Xaanl) = CQ,qK (C,f’ Xga‘l’X1>

0,9
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y tomando 7 = % y 0 =t nos queda
2q

K (6£.X3,X1) = coqK (7, f, X0 X) <
t
Co,q méx{l, C:q }K(ta fa XQ,anl)

— mé,X{].,C€7q} K (t, f, XG,Q’Xl)

En definitiva:

Hll,n{l’ CG,Q}K (t7 fa X@,anl)

IA

K (t,f,ngqyxl)
max {1,coq} K (t, f, Xo,4, X1)

IN

Por lo tanto

1
K(t,’w,Xg q7X1) K (tl_",’IU,Xo,Xl)
= =0 !
=

implica

K (t,w,X;q,Xl) K (tfle,w,Xo,Xl)
, iy

1

t t1-9
con C = Cméax{l,cpq} > 0y por otra parte si

0,9’

<C
t t1-9

K (t,w,X‘ Xl)

K (tﬁ,w,Xo,Xl)
1

entonces vale:

_1
K(t,’UJ,Xg’q,Xl) < CK (tlingvXOaXl)

1

t ti—0

con C’zé% :éméx{l,i} > 0.
min{1l,cq,q} Co,q

Con lo cual la pertenencia de w a RHyp, para 0 <0 <1y 1< g < oo fijos
no cambia si reemplazamos la condicién

K (tﬁ,w,xo,xl)

K(t7waX9,q7X1) <C .
t t1—0
por
K(t,w,X;q,Xl) ~K(tﬁ,w,xo,xl)
t =C =
t1-6

y las "normas"|||| 5 H,, SO0 equivalantes -las constantes pueden depender de 6 y
de ¢-.

Como ya se mencioné en la teoria de extrapolacién el comportamiento de
las normas al variar los pardmetros importa, pero los resultados que se obtienen
dentro de una clase RHg , con 6 y ¢ dados no se ven afectados por las normal-
izaciones con las constantes cg 4, lo que sucede en la mayorfa de los resultados
de este trabajo que refieren a las clases RHg 4. En el caso limite RHy ; usamos
que una version adecuada del teorema de reiteracion de Holmstedt (cf. [18] o
[62] lemma 2.2):
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Teorema 233 Para una cupla (Xo, X1) ordenada donde X7 C X se tiene que
1
s q

t1-6
K(theq,Xl)zc(97q/ (K (5,0, %)" 2 ) i >0
0

Observacién 234 En muchos de los resultados hemos tratado con pesos sopor-

tados en cubos donde la cupla (L* (Q),L> (Q)) estd ordenada.

Volviendo a las clases endpoint, para ¢ = 1, la condicién

K (t,w7X(;17X1) < CK (tﬁ,w,xo,xl)

t - =
equivale a

t119 __ds K (t1197w7X0,X1)
/ s*HK(&w,X)—SC :
0 S t1-0

(con otra constante) y poniendo formalmente §# = 0, en la observacién vemos
que tiene sentido la definicién de RHy 1, de manera andloga a lo observado en
81.

Observacién 235 De hecho, con la mormalizacion, es posible tomar limites
a las funcionales K (t 1, X q,Xl) respecto de 0 para obtener casos endpoint.

Tlustrémoslo con el caso donde ¢ = 1, cg1 = 0(1—0), con 6 — 0 para un
par regular y mutuamente cerrado de espacios de Banach ordenado -es decir
(Xo,X1) con X1 C Xo y X1 denso en Xg. Ademds X, serd denso en X‘q -cf.
[16] teo. 8.4.2 b)-. Ademds podemos eventualmente renormalzzar X1 de modo

llgll
que la norma de la inmersion sup s ”XO =1 es decir X, 4 Xo.
gex; ¥

1 . 1
Sabemos por 101 que Xg1 — Xp.cox Y €8 facil ver que Xp oo — Xo*°

luego X 1 4 Xo y por lo tanto
1lxs, 2 1711, (112)
para todo f € X!,

Observemos primero que ||f|\X; | fllx, cuando & — 0 para f € X |

para algin 6y € (0, 1). Para ello obsérvese que como X < Xo se tiene || f|x, >

1
29 Como I fllx, = lIfllx, para todo f € X1 < Xo tenemos: || flly o, = (S)l;[;K(t,f, Xo0,X1) >
K (1, f, X0, X1) =

, . .
ot (ol + 71l ) > inf (ollx, +11Allx,) > 11x,
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[ fllx, ¥ por lo tanto K (¢, f, Xo, X1) = || fl[x, si t > 1 de donde

dt

s, = 00-0) [ K5 X030 T (113)

b dt >~ dt
Iflg, = oa-0 ([ resx x0T+ [T, F)

! d
s, = oa-0 ([ oK @rx0x0 4 LIl )
1
s, = o[ a-0r KX x) §) +a -0y,
’ 0

Por otro lado si t < 1 es K (¢, f, X0, X1) = ; E}f ; (Ifollxy +tlf1llx,) =
[0 1=

inf (I follx, +tf1llx,) =l fllx, de donde

f
fot+fi=f
' d
g, = o( [ a-0r K erxex) L) +a-0),,
1
> o [ a-ora) Il + 0=l = 11,

_ 1
es decir Hf||X9<W1 > fllx, v Xt = Xo

Por otro lado, nétese que para t € (0,1) es Int < 0 y se tiene que

d((1-0)t%)
— =t%—1—-(1-0)Int)
de donde d((l 0 t‘e)
a7

sil<(1-0)(—Int),oseasif <1— =1+ m lo cual vale para todo
6e(0,1)yte(0,1).
Entonces para 0 < 0y < 61 < 1y para todo t € (0,1) es

(1—01)t7% > (1—6y)t %

, de donde

! dt ! dt
/ (1—91)t_61K(t7 f7X07X1)7 2/ (1_90)1:_90K(ta f7X07X1)7 >0
0 0

. Luego para cualquier sucesién (6),cy tal que 0, tiende decrecientemente a 0
se tiene que

! dt
</ (1—0,)t " K (t, f,Xo,X1)>
0 t ) ken

es convergente.

Por lo tanto 6y, fol (1—0k)t= 9K (t, f, Xo, X1) % tiende a 0.
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Luego existe

1
lim 6 (/ (1 — 9) t K (t, f7X07X]_) dt) =0
0

0—0 7
y por lo tanto de 113 resulta que:
i [1fllcs, = 1fllx,
Por otra parte dado f € X7 y € > 0 y elijamos fy + f1 = f de modo que

K (t, f, X0, X1) > | follx, +tIlfillx, — 5, v sea 6o tal que para 0 < 6 < g es
1follxe > [ follxz, — 5- Entonces

K (6,4, X0, X1) > Ifollxs, +tlfilly, — 2 K (6.4, X5, X1) == (114)

1
para todo ¢ > 0. Por otro lado como X', — X tenemos trivialmente que si

f=fo+ fies

K, f, X0, X = inf t
(7.f7 05 1) f=1fI(}+f1 (||f0||Xo+ ||f1HX1)
< { P = n
< it (lfollg, i) =& (6,555 X)
es decir
K (t, £, Xo, X1) < K (£, X3, %)) (115)

De 114 y 115 se tiene que dada f € X; resulta que para todo ¢ > 0 es
0<K (t, /s X;l,Xl) —K(t,f,Xo,X1) <esi0<8<b(e). De modo que

lim K (4, £, X7 X1) = K (4 , Xo, X1) (116)

. Como (X7, Xp) es regular tenemos que X; es denso en X y en Xy bara cada

6 € (0,1) de modo que el limite de 116 vale para todo f € |J X;130.
0<f<1

Observacién 236 En el caso de RHy 1, en la condicion fOtK (s,w,Y) % <
CK (t,w,Y) si reemplazamos X = (Xo, X1) por un par ()A(B,f(l) con Xo =

coXo y X1 = 1 X1 -por ejemplo reemplazar la norma de espacios cldsicos como
LP o LP? por un multiplo que resulte al usar alguna constante de normalizacion-
hay que ajustar la norma de la inmersion de X, en Xqo. Asi la condicion

t
/ K (s,w,Y) % <CK (t,ugf) ,Vt € (O,TL()J)
0

30N6tese que si f € X9<11 y 0 < 6 < 601 < 1 tenemos que ||fHX; =
’ 0

1
0o fy (1—00)t=0K (t, f, Xo, X1) 9 + (1 — 60) [|fllx,
< O [y (=00t K (4 f, X0, X1) B4+ (1—01) [Ifllx, + (01 —00)[flx,
(1461 —09) ”f”X; | < oo Luego f € X;OJ‘
1>

A
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es equivalente a la condicion
K = o) ds > o _
K (s, £, X0, X1) = < CK (t,w, Xo, X1) ¥t € (0,751)
0 S

. Iflzy e /11,
donde no1 = Sup s, — a b W

f€X1 f€X1

Observacion 237 Otro resultado donde utilizamos la formula de Holmstedt es
en 108, pero st utilizamos la normalizacion X(;q y la formula de Holmstedt
correspondiente, 233, como se fijan los pardmetros 0 y q se obtiene un resultado
complétamente andlogo (con otras constantes).

Por su parte en el teorema 149 y en el lema previo 152 estudiamos la relacion
entre las clases RHyvr.a y RH), los resultados tampoco se ven afectados -salvo
constantes- teniendo en cuenta lo serialado arriba y en 236. Otro tanto pasa en
el apartado acerca de clases reversas y pesos no doblantes donde en las desigual-
dades pueden aparecer, a lo sumo, otros factores que dependen de p = w (z) dx
pero se obtienen las mismas clases RH,.

6.3. Marco referencial

Quisiéramos resenar aqui el contexto en que se insertan algunos de los temas
de este trabajo. Dos cuestiones centrales sobre los que tratamos involucran clases
A, de Muckenhoupt y clases de Holder reversas o generalizaciones de ellas. Los
pesos que pertenecen a unas y otras revierten en cada caso desigualdades ciertas
que se apoyan en la desigualdad de Holder. Las clases de Muckenhoupt tienen
medio siglo de historia, comenzando con el célebre paper de B. Muckenhoupt
[92] (1972), y por sus relaciones (entre otras) con la acotacién en LP (w) y
LP* (w) del operador de Hardy-Littlewood, las transformadas de Hilbert y de
Riesz, con operadores de Calderén-Zygmund, con el espacio BM O, han dado
lugar a un enorme niimero de trabajos, y se han planteado -y a veces se han
resuelto- muchos problemas en torno a ellos. No es posible hacer un compendio
sucinto de este corpus; remitimos al “survey paper” de Duoandikoetxea, J. [41]
(2013) y las referencias alli citadas como resena de buena parte de la historia de
las clases de Muckenhoupt -pero desde luego, desde ese entonces muchos otros
articulos han ido apareciendo-. Entre los problemas que se propusieron sobre el
tema y en la que aqui consideramos una respuesta estd la cuestion de obtener
una caracterizaciéon de los pesos u en R tales que Mu € A,,. Esto se plantea,
por ejemplo, en el trabajo de D. Cruz-Uribe y C. Pérez ([36] -2000-) donde
se refiere aun trabajo del primero ([35] -1996-) para un resultado parcial para
funciones monétonas en R.

Las desigualdades de Holder reversas y las clases de pesos correspondientes
estdn, como vimos, intimamente ligadas con los pesos de Muckenhoupt y con el
lema de Gehring, y tienen relaciones con la regularidad de soluciones de ecua-
ciones diferenciales parciales y su estudio surge més o menos paralelamente en
los principios de la década de 1970. En [33] (Cruz-Uribe y Neugebauer, 1995)
aparece un estudio sistemadtico de la estructura de las clases RH, y su relacién
con el operador minimal, el lema de Gehring, las clases A, etc. El lema de
Gehring, de paso, aparece en 1973 en el paper de F.W. Gehring [50]. Desde
luego que, desde entonces, han aparecido muchos otros resultados para clases
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de Holder reversas, por ejemplo relaciondndolos con extrapolacién de desigual-
dades (en el sentido de Rubio de Francia) con estos pesos (ver, p.ej [1] -2018-).
Una de las partes centrales de esta tesis versa acerca de la abstraccién (a cu-
plas de espacios de Banach) de las clases RH. Fue a partir de los afios 80 y 90
en que empezé6 a advertirse que este tipo de situaciones y clases admitian ser
consideradas en términos espacios de interpolacién, las funcionales K y E, y
los reordenamientos -ver los trabajos de M. Milman [82] y de M. Milman y Y.
Sagher [88] (1984), donde se vinculan las clases A,, los espacios BMO y W,y
los operadores maximal y maximal sharp, y posteriormente en los trabajos de
M. Milman [82], [83], [84], ¥ [87] de M. Milman y B, Opic (publicados a fines de
los 90). También durante los 80 se empiezan a considerar los operadores maxi-
males sharp locales (cf. [59] -B. Jawerth y A. Torchinsky-1985) que utilizamos
en algunos resultados del capitulo 5. A fines de la decada de 1980 y principios
de la de 1990 B. Jawerth y M. Milman desarrollan la idea del proceso de Ex-
trapolacién, que puede verse en cierto sentido como una operacién reciproca a
la interpolacién de cuplas de espacios (y en otro como interpolacién para una
familia numerable de espacios) y que proporciona un marco abstracto para la
obtencién de ciertos espacios “limite” y desigualdades endpoint. En ese sentido,
la idea de considerar las clases RH para # = 0 aparecen por primera vez en
un trabajo de J. Bastero, M. Milman y F.J. Ruiz (cita [17]); en forma contém-
poranea a dicho articulo un caso particular de una idea similar es utilizada en
un trabajo R. Fefferman, C.E. Kenig y J. Pipher para el estudio de la teoria
de pesos en el problema de Dirichlet para ecuaciones elipticas, aunque el au-
tomejoramiento de las clases RH presentado en [17] era nuevo incluso en el caso
clasico, lo que ilustra la utilidad de resultados tipo Géhring usando funcionales
K.

A pesar de la coincidencia de nombres, la extrapolacién de espacios de Jaw-
erth y Milman no tiene una relacién inmediata con la extrapolacién “a la Rubio
de Francia”, sin embargo J. Martin y M. Milman en 2006 (cf. [79]) mostraron
como obtener resultados de tipo “Rubio de Francia” via funtores de extrapo-
lacién de espacios mediante la nocién de operadores factorizables. También en
la misma época R. Johnson y C.J. Neugebauer (cf. [61] -1993-) advierten la
relacién entre clases A, y BM O (la clase de funciones que son BMO junto con
sus reciprocas), sobre la que hemos brindado algunos resultados en términos de
los indices que definimos sobre familias de conjuntos. La teorfa de interpolacién
y diversas nociones de fndices (indices fundamentales, indices de Boyd, indices
de Matuszewska-Orlicz, etc...) se entrelazan, quizds desde los tardios 60, a partir
de una serie de articulos de Boyd -por ejemplo: [22] (1967)-, quien mostré su im-
portancia al caracterizar la acotacién de la transformada de Hilbert en términos
de los indices de los espacios. Para una vista panordmica de diversos fndices,
sus relaciones mutuas relaciones y los vinculos con la interpolacién podemos
remitir a la monografd de Maligranda [76] (1985). Posteriormente M. Mastylo
y M. Milman -[80] (2000)- mostraron los nexos entre indices de Matuszewska-
Orlicz y desigualdades de Gehring. Ese trabajo es en cierto modo precursor de
[32] en que presentamos las nociones de clases de Holder abstractos mediante
indices indexados (la redundancia vale aqui) por familias de cubos; estos tlti-
mos indices aprovechan el trabajo de N. Samko (cf., por ejemplo: [100] (2010) y
[101] (2004/2005)) y sus colaboradores en términos de funciones casi crecientes,
que se insertan de manera natural en la escala de funciones, dadas por la fun-
cional K, de la forma: t°K (f,t, Xo(Q), X1(Q)) que son crecientes para § = 0
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y decrecientes para 6 = 1. En relacién al papel de los indices, la interpolacién,
las clases de pesos Holder-reversas y de Muckenhoupt hay un antecente casi
simultdneo en el trabajo de I. U. Asekritova, M. J. Carro, N. Kruglyak and
J. Soria -[2] (2019)-; como mencionamos en el capitulo 4, ambas teorias tienen
un vinculo anélogo al que relacionan las funcionales k£ y K. En cierto modo, el
uso de la funcional K para las restricciones de los pesos para cubos nos exime
de pedir restricciones de invariancia por reordenamiento. Volviendo al método
real de interpolacién, desde luego que los espacios LP'? de Lorentz proporcionan
algunos de los primeros y mds importantes ejemplos (introducidos en 1950 por
G.G. Lorentz [75]); es interesante observar que asi como los indices de Boyd
capturan esencialmente el comportamiento del exponente p en el sentido de que
los indices superior e inferior de Boyd de LP¢ son ambos % (para todo ¢ si

1<g<p<ooop=q=0),0sea queson1—0 para (L', L>), = LM, de

manera analoga hemos visto que para nuestra nocién de indices, en las clases
de Holder abstractas se tiene que RHpr.a = RH)p, y asf mismo se tiene que
w € RHy 4 (?) si y solo si z{K <~, w, )_(Z)} > 6, lo que muestra que lo que se
captura depende esencialmente del primer pardmetro.

Nos restan mencionar algunos antecedentes de algunas de las generaliza-
ciones que hemos examinado: El recurso de reemplazar el operador maximal
por el operador maximal modificado definido mediante empaquetamientos e in-
virtiendo el orden de los reordenamientos y los supremos aparece en el trabajo [3]
de I. Asekritova, N. Ya. Krugljak, L. Maligranda, and L. E. Persson (1997) y fue
utilizado poco después (2000) por J. Martin and M. Milman, para proporcionar
versiones de lema de Gehring para medidas no doblantes (cf. [77]). Otro manera
que consideramos, brevemente, de enfocar una inversiéon de desigualdades tipo
Holder es la inversién en términos de las condiciones de Gurov-Reshetnyak y las
clases GR,, que aparecen a mediados de los 70 en el articulo [53] (1976) de L.
G. Gurov and Yu. G. Reshetnyak; una referencia monografica bastante exhaus-
tiva acerca de este tema es el trabajo de A.A. Korenovskii, A.K. Lerner, A. M.
Stokolos: [66] (2002). Las clases GR., ademds, vinculan las desigualdades rever-
sas con el operador maximal sharp, aqui estos operadores se discuten cuando
presentamos para la funcién maximal sharp un resultado andlogo a la carac-
terizaciéon de Coifman y Rochberg de A; (cf. [27]). El articulo seminal [31] de
R. Coifman y R, Rochberg aparece en 1980 y entre otras cuestiones vincula las
clases de Muckenhoupt y los espacios BMO. Otras referencias a nexos entre
operadores maximales sharp, funciones maximales locales, escalas de espacios
en términos de oscilacién y en particulae espacios de Garsia-Rodemich pueden
encontrarse en articulos recientes, por ejemplo [6] (2020) de S. Astashkin y M.
Milman.
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