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Resumen

En este trabajo realizamos un analisis didactico de la propuesta de un libro de texto de nivel
secundario en relacion al tema numeros reales, poniendo un especial énfasis en los numeros
irracionales. A partir de dicho analisis buscamos identificar posibles errores que pueden
producirse en los estudiantes originados por el tratamiento alli realizado. Es decir, nos
centramos en las cuestiones tedricas y actividades que el texto propone pretendiendo
identificar como a partir de lo que el libro muestra u omite se podrian promover
concepciones erroneas en los estudiantes relacionadas a la comprension del concepto de
numero real y, en particular, el de nimero irracional; asi como también aquellos
relacionados a la demostracion y la imagen de la Matematica.

Realizamos un recorrido historico sobre algunos aspectos presentes en el desarrollo del
concepto de numero real, poniendo el foco en el surgimiento de los nimeros irracionales.

Elaboramos un desarrollo matematico particular referido a 2, realizando una
interpretacion de este nimero a partir de areas, construyendo su desarrollo decimal
mediante distintos métodos y probando su irracionalidad.

Para el andlisis didactico, consideramos algunas herramientas que brindan el Enfoque
Cognitivista y el Enfoque Ontosemiodtico, asi como también las nociones de errores,
obstaculos (epistemolégicos y didacticos) y validacion. La importancia de este andlisis
radica en ofrecerle herramientas al profesor sobre los posibles errores que podrian cometer
los estudiantes si se utilizara este texto sin un tratamiento adecuado.

Palabras claves: numero irracional, error, obstaculo, imagen conceptual, norma y
argumentacion.

Abstract

In this paper we present a didactic analysis of a high school level textbook proposal in
relation to the subject of real numbers, with special emphasis on irrational numbers. From
this analysis we seek to identify possible errors that can occur in students due to the
approach of the book. We focus on the theoretical aspects and the exercises that the
textbook presents trying to identify, from what it shows or omits, how it could lead to
misconceptions in students related to the understanding of the concept of real numbers and,
in particular, irrational numbers; as well as those related to demonstration and the image of
mathematics in general.

We conducted a historical overview of several aspects regarding the development of the
concept of a real number, focusing on the emergence of irrational numbers. We developed a
particular mathematical treatment referred to 2, in relation to areas, constructing its
decimal expansion through different methods and proving its irrationality.

For the didactic analysis, we consider several tools that provide the Cognitivist Approach
and Onto-Semiotic Approach, as well as notions of errors, obstacles (epistemological and
didactic) and validation. The importance of this analysis lies on providing teachers with
tools that they can use to detect potential mistakes students might make if this text is used
without proper treatment.

Keywords: irrational number, error, obstacle, conceptual image, norm and argumentation.
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1. Introduccion

La experiencia docente, asi como diversas investigaciones educativas (Crespo, 2009;
Fischbein, Jehiam y Cohen, 1995; Sirotic y Zazkis, 2007) dan cuenta de las dificultades de
aprendizaje de los estudiantes sobre conceptos asociados a los numeros reales. Entre ellos
son particularmente dificiles de ser aprendidos los niimeros irracionales, la densidad, los
desarrollos decimales, etc. Es sabido que sobre estos contenidos los estudiantes cometen
errores sostenidamente y suele ser claro para el docente que no terminan de comprender
algunos de estos conceptos.

En este trabajo analizamos la propuesta didactica de un libro de texto de nivel secundario
para el contenido de nlimeros reales, focalizando en los nimeros irracionales, y mostramos
coémo el tratamiento propuesto fomenta la construccion de concepciones erroneas alrededor
de la irracionalidad. Por lo tanto, teniendo en cuenta el importante rol del libro como
portador de saberes legalizados para ser ensefiados y aprendidos, nos planteamos las
siguientes preguntas que orientaron el trabajo: jen qué medida el docente debe estar alerta a
la hora de seleccionar y usar un libro de texto? ;qué errores en el aprendizaje de los
numeros reales pueden ser inducidos desde la propuesta de un libro?

Los libros de texto tienen un papel muy importante en la educacion, siendo ttiles tanto para
profesores como para alumnos y padres. El profesor puede utilizarlos como una
herramienta en su labor de desarrollar y organizar los contenidos, los alumnos como un
complemento de lo desarrollado en clase junto con los compafieros en el aula o
individualmente en casa, y a los padres les puede servir de orientacion en el seguimiento de
las enseflanzas que reciben sus hijos, asi como para permitirles colaborar en un determinado
momento ante alguna dificultad en el proceso de aprendizaje de los mismos. En
consecuencia, teniendo en cuenta que los libros de texto podrian ser utilizados por el
docente como una herramienta de acompafiamiento al estudiante en el proceso de
aprendizaje, el andlisis de éstos puede proporcionar conocimiento del enfoque de la
Matematica que le subyace.

Desde la perspectiva constructivista, el aprendizaje se considera como un proceso de
construccion activo y personal. El conocimiento es construido al activar estructuras
cognitivas en la mente del individuo y se van transformando mediante la actividad
educativa. Esta perspectiva asigna al profesor y, como consecuencia, al libro de texto en el
que ¢l se apoya, un papel relevante ya que permite, mediante la actividad didactica llevada
a cabo en el aula y fuera de ella, intervenir en el desarrollo cognitivo del alumno. Teniendo
en cuenta esto ultimo, resulta interesante analizar el tratamiento del contenido matematico
realizado en un determinado libro de texto sobre una nocidon compleja como es la de
numeros reales de la que sabemos que los estudiantes suelen manifestar dificultades en su
aprendizaje. Aqui nos detenemos a examinar como a partir del tratamiento del contenido en
un texto se podrian estar favoreciendo concepciones erroneas en los estudiantes.

En consecuencia, nos interesa analizar aspectos relacionados con la ensefianza y el
aprendizaje del concepto de niimero real, a la luz de algunos conceptos de la Didactica de la
Matematica, con el fin de identificar como pueden promoverse concepciones erroneas en
los estudiantes a partir de lo que en el libro de texto se muestra u omite. Entendemos que
este tipo de andlisis aporta a la comprension de los diversos errores que los alumnos
manifiestan a la hora de construir el concepto de nlimero real a la vez que es de utilidad



para los docentes pues estando advertidos de esto, podrian mejorar partes del texto o
atender en la clase ciertas cuestiones clave.

Este trabajo se organiza del siguiente modo: comenzamos realizando un breve recorrido
histérico sobre el surgimiento de los nimeros irracionales seguido de un tratamiento

matematico a un nimero irracional en particular V2. Dicho tratamiento consiste en
interpretar a este niimero utilizando la nocidon de érea, construir su desarrollo decimal
mediante el Método de Biseccion y el de Newton Raphson, seguido de distintas
demostraciones de su irracionalidad.

Pretendiendo que el andlisis realizado en este trabajo aporte a la reflexion sobre la
ensefianza de los numeros reales, describimos algunos conceptos de los enfoques
Cognitivista y Ontosemiotico, las nociones de errores, obstaculos (epistemoldgicos y
didacticos) y validacion. Esto tltimo teniendo en cuenta que el andlisis realizado al libro de
texto serd “a la luz” de estos elementos tedricos.

Finalmente, realizamos un andlisis en términos didacticos de la propuesta de un libro de
texto de nivel secundario sobre el tema numeros reales con el fin de identificar posibles
errores que pueden producirse en los estudiantes originados por el tratamiento alli
realizado.

2. Desarrollo historico de niumeros irracionales

2.1. Elproblema de los inconmensurables

Histoéricamente, los nimeros irracionales surgen vinculados a la geometria (siglo IV a.C.),
mas precisamente asociados a las mediciones. Sin embargo, no es sino hasta el siglo XIX
que comienzan a tener una identidad propia como niimeros y a concebirse bajo el nombre
de irracionales como actualmente los conocemos.

En época de los Pitagéricos se consideraba a los nimeros como la esencia del Universo.
Esto condujo a la creencia de la absoluta conmensurabilidad de los segmentos, es decir, en
la existencia de una medida comun para dos segmentos distintos cualesquiera que permite
establecer entre ellos una proporcion expresable al final como razén de numeros enteros
(Jiménez, 2006). Esta creencia entra en crisis al descubrir que entre el lado de un cuadrado
y su diagonal no hay un submiltiplo de ambos que pueda tomarse como unidad para medir
a ambos segmentos, en otras palabras, se descubre que en el cuadrado la diagonal no es
conmensurable con su lado y se denominan a estas magnitudes como inconmensurables.
Esta aparicion de inconmensurables pone fin a las creencias filosoficas del nimero como
esencia del universo y elimina la posibilidad de medir siempre con exactitud, marcando asi
un cambio de rumbo en la evolucion de la geometria griega (Gonzalez Urbaneja, 2008).
Teniendo en cuenta que la teoria de las proporciones de los Pitagoricos se basaba en la
conmensurabilidad, de repente queda invalidada una extensa parte de su geometria ya que
se convierten en falsas o incompletas muchas suposiciones y demostraciones, acarreando de
esta manera la primera crisis de fundamentos de la Historia de las Matematicas.

Para los Pitagoricos todo procedia de la unidad y a ella se podia reconducir todo. Su orden
estaba basado en la finitud, siendo cualquier nimero racional p/q retornable a la unidad
pitagorica mediante operaciones de fragmentacion y adicidn (Gonzalez Urbaneja, 2008).
Teniendo en cuenta esto, es comprensible la gran inquietud que introducen los
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inconmensurables ya que se escapan al dominio de la unidad pitagérica. En consecuencia,
se los consideré fuera del Logos' por ser algo ininteligible en la aritmética racional
pitagorica produciéndose de esta manera un gran quiebre en su filosofia. De esta manera, la
conmocion que produjo el descubrimiento de las magnitudes inconmensurables fue tal que
llegaron a plantearse la posibilidad de mantenerlos en secreto por el hecho de contradecir su
doctrina.

Un hecho interesante de la Historia de las Matematica es que el problema de la
inconmensurabilidad, al ser imposible de constatar sobre la figura de manera perceptiva,
obliga a recurrir a argumentos teodricos, dando origen a demostraciones de tipo deductivas.
Es decir, visualmente no se puede verificar que no siempre dos segmentos tienen una parte
alicuota comun por lo cual inevitablemente se tiene que recurrir a argumentos teoricos, de
alli el estrecho vinculo con las demostraciones deductivas. De esta manera se establece un
paradigma de actuacion en la Matematica que nunca ha sido sustituido hasta ahora. Al
respecto Gonzalez Urbaneja (2008) menciona:

A partir del descubrimiento de los inconmensurables, la demostracion deductiva, con
base en los principios, se considerd necesaria y consustancial con la propia
naturaleza de la matematica, que renuncia a la experiencia fisica y a los datos
aportados por los sentidos como base del conocimiento y establece un paradigma de
actuacion en esta ciencia que nunca ha sido sustituido hasta ahora. (p. 112)

Tal como vimos hasta el momento, el surgimiento de las magnitudes inconmensurables
produjo un quiebre en las principales concepciones matematicas y filosoficas de la
Matematica griega. Pero esto no es todo, la no conmensurabilidad también enfrenta a los
Pitagoricos a uno de sus miedos mas profundos, el infinito (Jiménez, 2006).

2.2. La inconmensurabilidad de V2

Segun Napoles (2009), la demostracion de la inconmensurabilidad de la diagonal con el
lado de un cuadrado es una de las demostraciones matematicas mas antiguas de cuya
calidad efectivamente demostrativa tenemos constancia (siglo V a. C.). La misma fue dada
a conocer por Aristoteles en su obra “Primeros analiticos” (Logica. Analitica Primera.
Libro I, Cap. 23, 41a): “Se demuestra que la diagonal del cuadrado es inconmensurable
con los lados, mostrando que si se supone que es conmensurable, los nimeros pares seran
igual los nimeros impares.”

Esta prueba se desarrolla por el método de reduccion al absurdo donde se niega la tesis y si
asumiendo esto se arriba a una contradiccidn matematica o logica se concluye que la tesis
es verdadera.

Veamos en un lenguaje actual una aproximacion a esta demostracion:

Supongamos que V2 es racional. Entonces tendremos dos niimeros naturales p y g,
con q # Otales que \/§=§ y con M.C.D. (p,g)=1 (tener en cuenta que como g es

irreducible, p y g no pueden ser ambos pares).

1 , . . . . , . .
El término Logos en griego significa razon. Los inconmensurables fueron considerados fuera del Logos, -
alogon-, ya que debido a su caracter ininteligible representaban la sinrazon.



2
Por lo tanto,(s) =2, p? = 2q*. De esto ultimo podemos observar que p? es un nimero par

por contener al factor 2 y teniendo en cuenta la siguiente propiedad que dice que si p? es
, 2 ,
par (con p un niimero natural) entonces p es par, se concluye que p es un nimero par.

De esta manera, considerando la expresion p? = 2g? podemos observar que comop es un
niimero par también lo ha de ser entonces su cuadrado y por contener éste el factor 4, g2 ha
de contener el factor 2 y, por lo tanto, teniendo en cuenta la propiedad utilizada
anteriormente podemos afirmar que también ¢ es par. Luego, p y ¢ son ambos pares, hemos
llegado a una contraccion ya que eran primos entre si, esto implica la inexistenciade p y g.

Este es el maximo alcance que los griegos pudieron establecer mediante esta prueba
indirecta. Recién en la moderna teoria de los nimeros, Lowenhein (1946) demostrd de
manera directa un resultado paralelo (que la raiz cuadrada de un entero o es entero o es
irracional), el cual es mucho mas informativo e interesante (Napoles Valdés, 1996).

2.3. La solucién de Eudoxo al problema de la inconmensurabilidad

Teniendo en cuenta la crisis producida en la Matematica griega por la imposibilidad de
medir de manera exacta algunas magnitudes geométricas surge la necesidad de realizar una
revision profunda de ciertos fundamentos de la matematica pitagorica.

Eudoxo de Cnido, uno de los matematicos mas importantes de la academia platonica,
presenta una solucion al problema de la inconmensurabilidad y el infinito mediante su
Teoria de la Proporcion al introducir la idea de “tan pequefio como se quiera" (Gonzalez
Urbaneja, 2008). Al respecto, Napoles (1996) sefiala lo siguiente:

El principio se formula en términos de magnitudes, no de niumeros ya que tal como esta
formulado, tiene una aplicacion general y se elimina el problema de tener que tratar con
nameros irracionales: dada una linea cualquiera, por ejemplo, sea ésta racional o
irracional, siempre es posible determinar cual sea su mitad por medios puramente
geométricos. (p. 76)

La solucion que encontré6 Eudoxo consiste en un recurso que posee tres estadios: una
definicidén, un axioma y un método. El primer estadio presenta una definicion de igualdad
de razones, que generaliza la nocion pitagdrica de proporcion. El segundo consiste en el
axioma de Eudoxo-Arquimedes o axioma de continuidad, el cual prescinde del numero
irracional y opera con magnitudes que se hacen menores que otras arbitrariamente

2Propiedad “Si p? es par (con p un numero natural) entonces p es par”

Demostracion:

Si p no fuera par, entonces seria impar. En ese caso, p se podria escribir asi:

p = 2k +1, donde k es algun niimero natural.

Pero entonces, al elevarlo al cuadrado no puede ser par tampoco ya que p? = (2k +1)? = 4k? +4k +1 =
4m+1 (siendom=k ? +k).

Luego, si p? = 4m+1 , es p? un niimero impar.

Por lo tanto p tiene que ser par porque si fuese impar su cuadrado también lo seria.



prefijadas. El Gltimo estadio es el Método mediante el cual se transforman en rigurosos los
argumentos infinitesimales simplemente inductivos.

De esta manera, mediante la Teoria de la Proporcion de Eudoxo, la Matematica griega logra
hacerle frente a la dificultad existente de no poder expresar la razén de dos magnitudes
inconmensurables ya que define la igualdad entre razones y no la razoén en si misma
(Gonzalez Urbaneja, 2008). Al no poder manejar numéricamente longitudes y areas, los
griegos comienzan a operan directamente con las figuras que se tratan como magnitudes.
Asi aparece el Algebra Geométrica del Libro II de Los Elementos de Euclides como un
algoritmo geométrico para resolver los problemas sin calculo literal.

Para ellos los nimeros son segmentos de recta y las operaciones se realizan mediante
construcciones geométricas —la suma de dos nimeros se realiza yuxtaponiendo segmentos,
el producto es el area del rectangulo de lados las longitudes de esos numeros y una raiz
cuadrada es equivalente a la construccion de un cuadrado de area igual a la de un
rectangulo dado—. En las primeras diez proposiciones del Libro II, Euclides establece la
equivalencia geométrica de las principales identidades algebraicas muy habituales en la
préactica escolar. Las figuras geométricas que utiliza Euclides permiten utilizar el Algebra
Geométrica como un eficaz instrumento para la resolucion de ecuaciones cuadraticas,
mediante el método de la aplicacion de las areas, lo que supone que el Libro II juegue un
papel fundamental en la Geometria griega.

En este sentido, podriamos decir que el algebra geométrica viene a solucionar el problema
de los inconmensurables y a través de ella se logra perpetuar la Matematica griego-
helenistica (Valdés, 2009).

Teodoro de Cirene fue otro matematico vinculado a la escuela platonica quien realizd
grandes contribuciones al 4lgebra geométrica. Al respecto Népoles (2009) sefiala que en el
afio 399 a. C. demuestra que las diagonales de los cuadrados de tres y cinco pies de
superficie no son conmensurables con la longitud de los cuadrados de un pie de superficie y
asi fue sacando cada uno hasta el cuadrado de 17 pies. Es decir, Teodoro logré6 demostrar

que \/2, V3, V5, V6, V7, V8, V11, V12, V13, VIsbn didiheros irracionales. Si bien no
se tienen pruebas acerca de como realizd la demostracion, una suposicion es que se detuvo

en 17 porque su método consistia en una aplicacion continua del Teorema de Pitdgoras
en tridngulos en los cuales un cateto tenia como longitud la unidad y el otro \/Z NE) , J5 y
asi sucesivamente. En la siguiente figura se puede observar la construccion en forma de
espiral que podria explicar por qué terminé en J17.

Vis
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Posterior a esto, los matematicos griegos fueron estudiando inconmensurables mas
complicados pero nunca llegaron a tener la nocién general de numero irracional tal como se
conoce actualmente.

2.4. De los griegos a Dedekind

Los griegos descubrieron la existencia de numeros inconmensurables en trabajos
vinculados a la geometria y mediante construcciones con regla y compas trataron de brindar
demostraciones que se fueron completando con el 4lgebra y finalmente con el andlisis. La
introduccion del rigor en el analisis puso de manifiesto la falta de claridad y la imprecision
del sistema de los nimeros reales, y exigia su estructuracion logica sobre bases aritméticas.

Segun Népoles (2009) el camino iniciado por Eudoxo se continud recién en el siglo XIX
con los trabajos del matematico aleman Richard Dedekind (1831-1916), quien mediante las
cortaduras que llevan su nombre permitio identificar a los nimeros irracionales y sus
propiedades. Si bien en el siglo XVI se comienza a considerar la idea de nimeros decimales
cuyas cifras se sucedan indefinidamente sin obedecer a ningun patrén no fue hasta el siglo
XIX que los nimeros irracionales comenzaron a tener identidad propia.

Dedekind abordé el continuo a través de un tratamiento puramente aritmético, en
contraposicion al geométrico que tenia desde la antigliedad griega (Népoles, 2009).
Mediante el concepto de cortaduras este matematico logra identificar a los numeros
irracionales con ayuda de los racionales y formalizar sus propiedades. En su trabajo
“Continuidad y numeros irracionales” (1872), publica cobmo mediante “las cortaduras” en
el dominio de los nimeros racionales se generan los niimeros irracionales marcando un
punto culminante en el proceso de fundamentacion del andlisis (Valdés, 1996).

La fundamentacion de los irracionales con ayuda de los racionales también se realizd por
otra via diferente, recorrida por Cantor (1883), el fundador de la teoria de conjuntos. Este
matematico introdujo las ahora llamadas “sucesiones fundamentales” en el dominio de los
racionales que al no tener un valor limite racional proporcionan los niimeros irracionales,

n
como por ejemplo la sucesion de término general [l +—j .
n

Segun Corry (1994) el concepto de cortadura de Dedekind se basa en la observacion de que
todo punto a de la recta la divide en dos partes de manera tal que otro punto de la recta esta
a la izquierda de a o a su derecha.

En este sentido, Pareja Heredia (2007) sefiala que el concepto de cortaduras pretende
asociar a cada nimero real r el conjunto de los racionales menores a r y el conjunto de los
racionales mayores a r, de esta manera resulta que uno de estos conjuntos tiene a r como
cota superior y el otro lo tiene como cota inferior. En base al axioma de continuidad, este
autor concluye que el extremo superior coincide con el extremo inferior, o sea r. De esta
manera, se define al nimero real como el limite de sucesiones racionales que aproximan al
real r por defecto y por exceso (Pareja Heredia, 2007).

Asimismo, las cortaduras de Dedekind no se limitan a una simple definicion del sistema de
los nlimeros reales, sino que mediante este concepto este matematico también fue capaz de
definir y estudiar las propiedades de orden de los reales y sostener que las propiedades de
aritmética de los reales son deducibles del mismo concepto (Corry, 1994).



Tal como vimos, un real puede definirse como una suma infinita de racionales y, a su vez,
puede aproximarse por defecto o por exceso tanto como se quiera utilizando como base la
suma de racionales. De esta manera, se viene a resolver el problema filosofico iniciado por
los pitagdricos de expresar a los irracionales en términos de racionales. Para que esto fuese
posible fue necesaria la utilizacion del concepto de infinito actual, el cual difiere bastante al
infinito potencial manejado por los griegos, concepto que poseia sdlo una connotacion
simbolica a la cual nunca se puede acceder (Pareja Heredia, 2007). El infinito actual es ya,
desde el tiempo de Cantor, un objeto matematico que permite manipularse a través de
ciertas convenciones.

De esta manera se cierra un interesante capitulo de la Historia de la Matematica, en el cual
participaron filosofos y matematicos en un periodo de mas de dos mil afios llegandose a
comprobar que los nimeros reales tienen existencia fuera de la geometria y que se puede
establecer una relacion biunivoca entre puntos de una recta y niimeros reales gracias a la
geometria analitica.

Se cierra asi el fugaz recorrido histdrico realizado a lo largo de nociones matematicas de
alto nivel de abstraccion que han sido fundamentales en el desarrollo de la Matematica. Es
comprensible que su aprendizaje sea dificil por su lejania a cuestiones intuitivas, por lo cual
seria logico pensar que un estudio de los procesos de construccion de un concepto con estas
caracteristicas puede ser un factor altamente positivo en la comprension del mismo.

3. Elementos matematicos sobre numeros irracionales

3.1. Existencia de V2: interpretacién de 2 mediante el cdlculo de
dreas

Deseamos determinar la medida de la diagonal de un cuadrado cuyo lado
mide 1u.
Consideramos dos de estos cuadrados y observamos que quedan
determinados cuatro tridngulos isésceles (Fig. 1). Al disponer estos tridngulos de la manera
que muestra la Fig. 2 se forma un cuadrado cuyo lado tiene la medida de la diagonal de
cuadrado original (lado 1 u).

Fig 1 Fig 2

Observamos que el cuadrado de la figura 2 tiene area igual a la suma de las areas de los
cuadrados originales, cada uno de los cuales a su vez tiene area 1, de lo cual se deduce que
el area es igual a 2. Se concluye que la medida de la diagonal del cuadrado de lado 1u es
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igual a la medida del lado de un cuadrado cuya area es igual a 2, es decir, es un numero

" 2 , , .
positivo / que /” =2, a ese numero se lo define como raiz cuadrada de 2 y se escribe V2.

3.2. Existencia de /2 sin utilizar el Teorema de Pitdgoras

Calcular la medida de la diagonal de un cuadrado de D
lado 1 u es equivalente determinar la medida de la
hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos catetos
miden uno, para ello recurriremos a la semejanza de

triangulos.

Consideremos a los triangulos ABC y CBD, por

criterio B e
AA ambos semejantes ya que son triangulos
rectangulos

isosceles (los angulos correspondientes son iguales).
Planteando la proporcionalidad entre lados |

correspondientes

resulta: [

I x A

1ox e ) 1 C
X

El conjunto solucion de esta ecuacion estd formado por nimeros que elevados al cuadrado
den por resultado dos, por definicién ese nimero corresponde a la raiz cuadrada de dos o
con su opuesto, es decir:

x=+26 x=—2

Dado que la medida de la diagonal es positiva, la unica solucion posible es x = V2.
Una vez maés, pero esta vez sin recurrir al teorema de Pitagoras, se concluye que la medida
de la diagonal de un cuadrado de lado 1 u es igual a un nimero positivo cuyo cuadrado es

igual a 2. Tal como vimos, a este nimero se lo designa con el simbolo V2.

De esta manera, la Geometria nos brinda la primera aproximacion para la raiz cuadrada de
dos al trasladar la diagonal del cuadrado de lado unidad sobre la recta numérica.

Con el compas se toma la longitud de la diagonal y se la marca en la recta como se ve en la
figura.

- V | : :
0 1 %42 2

De esta manera, tenemos un modo de ubicar en la recta real a v/2 aunque no se conozca su

valor exacto. Desde el punto de vista practico, se puede notar que 1 el valor exacto de V2
es un niamero entre 1 y 2, teniendo asi un primer acercamiento a su expresion decimal.
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3.3. Desarrollo decimal de /2

Con el fin de conocer con mas precision al nimero /2, estudiamos el siguiente problema:

determinar la(s) solucién(es) positiva(s) dex” —2=0. Para ello estamos considerando en
este apartado ideas expresadas en Matera (2012).

En primer lugar, observamos que solo puede tener una solucién positiva, dado que si a, 8
son posibles soluciones positivas distintas, supongamos a <pf , entonces a? <aff <pf 2,
con lo cual solo una de ellas puede ser solucion. Por lo tanto, nos interesa indagar acerca de
la solucién positiva de la ecuacion x° —2 =0 que, tal como “sabemos”, es x = /2. Es mas,
de esta manera se define habitualmente a v2: la tnica solucién positiva de x> —2=0. Sin
embargo, desde el punto de vista practico esta solucion podria resultar poco significativa ya
que simplemente hemos utilizado un simbolo para denotar la solucion que estamos
buscando (Matera, 2012).

Con el objetivo de “resolver de manera exacta” esta ecuacion podriamos preguntarnos si
existe un nimero racional positivo @ tal que a? —2 = 0. Segln el criterio de Gauss, si a/b
es una raiz racional del polinomio x° —2 con (a, b) = 1, entonces b divide a 1 y a divide a
2, lo cual nos deja a a/b = £1, £2 como Unicas posibles raices racionales. Resulta evidente
que ninguno de estos valores es raiz de x* —2 por lo cual podemos concluir que la solucién
no es un numero racional.

Surge entonces naturalmente la idea de aproximar la solucion (evidentemente irracional) de
la ecuacion, supuesto que ésta existe. Tomaremos el éxito de tales estrategias de
aproximacion como una indicacion “efectiva” de la existencia de una solucion del problema
que consideramos.

3.3.1. Una aproximacién de \2: Método de biseccién

Suponiendo que la ecuacion tiene solucion, observamos que ésta es mayor que 1 y menor
que 2, dado que 1> < 2 < 2%y g(x) = x* es una funcion (estrictamente) creciente en los
positivos. Ademas, f (1) < 0y f (2) > 0, con lo cual seria “esperable” que hubiera una
solucion a con 1 < a <2, es decir, en el intervalo “inicial” 1, :=[a,;b,.|:= [1;2].

Como aproximacion inicial, vamos a elegir (arbitrariamente) al punto medio
Cy = (ao +b0)/ 2=15 de I,. Gracias a esta eleccion, tenemos la siguiente estimacion del

error | o - ¢, | que cometemos al aproximar a por ¢,: | a- ¢, | <0,5.

A fin de mejorar nuestra aproximacion inicial ¢,, vamos a refinar /, sucesivamente con

intervalos mas chicos I, que contengan siempre una solucion de la ecuacion, de manera que
“colapsen” a un punto. Si ¢, es el punto medio de I, para cada n en N, es de esperar que

¢, aproxime nuestra solucion a medida que crece n.

Para esto, aplicamos un proceso conocido como biseccion: dividimos a Iy “por ¢,”, y nos
quedamos con la mitad izquierda [ao ;Co ], o derecha [ ¢,;b, ], segln sea el caso, en la cual la
funcion f cambia de signo. En este caso f(c,) > 0, con lo cual definimos I, =[a,;b] :=

[1; 1,5]. Como antes, nuestra nueva aproximacion es ¢, := (a, +b,)/2 = 1,25, y tenemos
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que |a - ¢; [< 0,25. En la siguiente etapa, aplicamos la misma idea a /,: dado que ¢, = (
a,+b)2 =125y f (¢,) <0, definimos 1/, =[a2;b2]:= [cl;bl]. Este proceso puede
proseguirse indefinidamente, obteniendo de esta manera valores ¢, que aproximan cada

vez mas a la solucion de la ecuacion.

Los primeros 10 intervalos con sus correspondientes puntos medios estan tabulados en la
tabla 1.

Tabla 1. El método de biseccion aplicado a x* -2 =0

n An Bn Cn fc,)

0 1.00000000000 2.00000000000 1.50000000000 0.250000000

1 1.00000000000 1.50000000000 1.25000000000 -0.437500000

2 1.25000000000 1.50000000000 1.37500000000 -0.109375000

3 1.37500000000 1.50000000000 1.43750000000 0.066406250

4 1.37500000000 1.43750000000 1.40625000000 -0.022460938

5 1.40625000000 1.43750000000 1.42187500000 0.217285160

6 1.40625000000 1.42187500000 1.41406250000 -0.000427246

7 1.41406250000 1.42187500000 1.41796875000 0.010635376

8 1.41406250000 1.41796875000 1.41601562500 0.005100250

9 1.41406250000 1.41601562500 1.41503906250 0.002335547

10 1.41406250000 1.41503906250 1.41455078125 0.000953913

La cuarta columna (donde los resultados han sido redondeados a 9 digitos decimales) es
fundamental para verificar que efectivamente estamos aproximando V2. Lo tnico que

sabemos de /2 es que es la (hipotética) solucion positiva de la ecuacion, y en tal sentido,
el hecho que las entradas en la cuarta columna van progresivamente acercandose a 0 es una
fuerte indicacion de que ¢, va aproximandose sucesivamente a o, aunque esta percepcion
no es suficiente justificacion, como bien sabemos.
Por lo tanto, tenemos que mediante el método de biseccidon hemos producido una sucesion
de intervalos (con extremos racionales) (I,)neny encajados, es decir, tales que I, D1, D
I, o---, que satisface las siguientes propiedades:

1. b, —a, =27 paracadan >0 dado que by —a, = 1 y la longitud de cada nuevo

intervalo I,, := [a,, B] es la mitad del anterior,

2. f(a,) <0 <f (b,) dado que la eleccion de I,, se realiza de forma tal que a2 —2 <
0<b2-2.
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A fin de justificar los argumentos dados sobre la convergencia de la sucesion (¢,)pey de
puntos medios a la solucion positiva de la ecuacién x> —2=0, realizamos el siguiente
analisis:

Siendo a,, b, y ¢, racionales positivos tales que a, <c, <b, y f(x) =x%—2 una
funcion estrictamente creciente en los positivos, deducimos que

az —2<ci-2<biz-2.
Dado que a2 —2 = f(a,) <0yb2—2 = f(b,) >0, concluimos que
|c2 —2| <mix {b2 -2, & —2}<b2—-2+2—a %2=b:—a?=(b,—a,) b, +ay).
Por otro lado, la suma a, +b es igual a 3, en tanto que a,, <b, <1, S5paran >1.En
consecuencia, a, +b, <3 para cadan =0. Concluimos que |c2 —2| <3 para cada
n >0. Concluimos que |¢2 —2| <3/2™, es decir, tenemos el siguiente resultado.

Lema: La estimacion |c2 —2 | <3. 2™ es valida para cadan >0.

De este resultado deducimos que el valor absoluto de f(c,) puede hacerse “tan chico como
uno quiera” con tal de tomar » suficientemente grande.

3.3.2. Otra aproximacién de \2: Método de Newton Raphson

En esta seccion  desarrollamos un método alternativo que permite obtener una

aproximacion de la solucion positiva (a la que llamaremos a) de la ecuacion x* —2 =0, tan
precisa como sea necesario. El método tiene una geometria sencilla, como se observa a
continuacion:

y=x2—2

/

/

f(gﬂ):gf -2

y
~_ / /a._ a,

/

y = 2a0(x —ap) + f(ao)
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Se comienza por suponer que se tiene una aproximacion inicial g, de la solucion o de la

ecuacion. El método consiste en reemplazar la funcion f(x) = x> —2 por una funcién lineal
que la aproxime para valores del dominio “cercanos” a a,, y buscar la raiz a, de esta

ultima. Esta idea de “linealizar”, es decir, de reemplazar un problema no lineal por uno
lineal, es una estrategia de aproximacion general, que en particular nos va a conducir a la
deduccion del conocido método de Newton Raphson.

Veamos, en primer lugar, como obtener la recta que utilizaremos para aproximar la
pardbola; para ello conviene reinterpretar nuestro problema en términos geométricos. La
solucion positiva de la ecuacién x* —2 =0 puede ser vista como el lado de un cuadrado
cuya area es 2; ademas, resultara util observar que aproximar el grafico de y =x” por una

recta, alrededor de un punto cercano a la solucion, es equivalente a aproximar el valor de la
formula por el valor obtenido mediante el reemplazo en la recta. En otras palabras, en vez
de aproximar la curva por una recta tenemos que aproximar la féormula por una funcion
lineal, aproximacion que puede obtenerse directamente del modelo geométrico propuesto.

Consideremos un cuadrado de longitud L +&. Su 4rea es (L+6) =L* +2L5+5* que,
para valores pequefos de §, ofrece la aproximacion requerida: (L+6) =L*+2LS
aproximacion que resulta lineal en el incremento 6.

Supongamos que partimos de una solucion aproximada del problema, digamos a, =1,5. Si

expresamos a a en términos de la aproximacion q, y el error e, que cometemos en dicha

aproximacion, es decir, @ =a, +¢, =1,5 + ¢,, entonces a’ = (1,5 +e, )2 =2.

Aplicando la formula aproximada 1 tenemos que
21,57 42:15¢,. [

de donde obtenemos la aproximacion

L2 %) f(a)

€ ~
2:15 215 2a

. . .y .y .7 2 r
Finalmente, la nueva aproximacion a; de la solucion de la ecuacion x” —2 =0 sera
a a, 1
S _a 1

2a, 2 a,

1=

Prosiguiendo el argumento, seria esperable obtener una mejor aproximacion que a,

. a 1 , . <,
por medio de a, :=?1+—, y asi sucesivamente. De esta manera, obtenemos la sucesion

a
1
(a, )neN definida de la siguiente manera, comenzando en a, =15

a 1
T

n

a

que esperamos que converja a la hipotética solucion a de la ecuacion.
Lo que hicimos hasta el momento de un modo geométrico es exactamente haber
considerado la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto.
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Cuadro 2: El método Newton Raphson aplicado a x> —2=0.

a, fa,)
1.50000000000000  0.250000000
1.41666666666667  (0.006944444
1.41421568627451 0.000006007
1.41421356237469  (0.000000000
1.41421356237309  0.000000000
1.41421356237309  0.000000000
1.41421356237309  (0.000000000

S IO R

Observamos que solo 4 iteraciones del método —representado por los valores de la primer
columna— son necesarias para conseguir una valor as que se “comporta como una raiz de /7,
en el sentido que f(a;) redondeado a 9 digitos decimales, es 0. Mads no podemos

pretender, en una cantidad finita de pasos logramos que los resultados se repitan, ofreciendo
un valor que sin ser el de la solucion verdadera se le parece bastante.

3.4. La irracionalidad de V2

En el apartado correspondiente al desarrollo historico se realizd6 una demostracion de la
inconmensurabilidad de v/2. A continuacién se presentan dos demostraciones alternativas
de la irracionalidad de V2 que se suman a la anterior.

3. 4. 1. Una denvstracidéndelairracionaf2dad de

Supongamos que \J2 es racional. Entonces existen dos niimeros naturales a y b tales que
a’=2b".

Si descomponemos a”en factores primos es claro que apareceran los factores de a pero
duplicados. Y lo mismo ocurrird con b”. Sin embargo, en la expresion 2b> hay un 2

desparejado. Contradiccion, que parte de suponer que \J2 era racional.

3. 4. 2. Otradenpstracidndelairracional2 dadde

Supongamos que /2 es un niimero racional, es decir, existen a y b nimeros enteros tales

que \/_=% 1

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que b>0. Al elevar al cuadrado los dos

miembros de la igualdad anterior se cumple que:
2

2:Z—Z—>2b2=a2
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Luego, restando “ab” en cada miembro se obtiene:

a2—ab:2b2—ab:>dﬁ—b):be_a):>ﬁng_“ )
b a-b
Por 1y 2, se cumple que: V2 = 2b _;
a_

Por otra parte, siendo p = 2b —a y q = a —b tenemos

2 2
(BJ =2:>1<(£j <4:>l<£<2:>q<p<2q:>0<p—q<q
q q q

Luego, hemos encontrado otra fraccion para V2 cuyo denominador es un entero positivo,
menor al inicial. Repitiendo este procedimiento podemos construir una sucesion de
numeros enteros positivos decreciente, formada por los denominadores de cada una de las
fracciones. Sin embargo, esto es imposible pues contradice el principio de buena
ordenacion, que dice que todo subconjunto no vacio de nimeros enteros positivos tiene un
primer elemento.

La contradiccion vino de suponer que 2 era un nimero racional.

4. Elementos teoricos de Didactica de la Matematica

4.1. Los obstdculos en el aprendizaje matemdtico como origen del
error

La presencia de dificultades y errores en la adquisicion y en el desarrollo del conocimiento
es una constante a lo largo de la historia. Sin embargo, la manera de actuar ante estas
dificultades y errores ha estado en continuo cambio y evolucion.

El avance de la ciencia, como modelo indiscutible de fiabilidad y de verdad, ha estado
plagado de conocimientos incompletos, insuficientes, deficientes y erroneos. En
consecuencia, la preocupacion sobre el papel central que tienen las ideas equivocadas en la
evolucion de la ciencia ha estado y esta presente de forma constante.

Sécrates ya afirmé que “todos nosotros podemos errar, y con frecuencia erramos individual
y colectivamente; pero la idea del error y la fiabilidad implica que podemos buscar la
verdad, la verdad objetiva (...); si respetamos la verdad, debemos aspirar a ella examinando
persistentemente nuestros errores: mediante la infatigable critica racional y mediante la
autocritica” (Rico, 1995, p.2).

El filésofo francés Gaston Bachelard (1938) introduce por primera vez el concepto de
obstaculo en el contexto de las ciencias experimentales, bajo la denominacion de obstdculo
epistemologico, para dar una explicacion a los errores que aparecen en forma inevitable en
el progreso de la ciencia.

Los diferentes enfoques del constructivismo coinciden en que el conocimiento es
construido mediantes estructuras cognitivas que se activan en la mente del individuo y se
van transformando mediante la actividad educativa. Las dificultades y errores apareceran en
el proceso de construccion del conocimiento debido al conflicto producido entre el antiguo
y el nuevo conocimiento. Por lo tanto, resulta necesario incluir el diagndstico de errores, su
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deteccion, correccion y superacion mediante actividades que promuevan la practica
evaluadora del profesor y el ejercicio autocritico por los propios alumnos (Rico, 1995).

Si se pone el centro de atencion en el aprendizaje de la Matematica, la mayoria de los
autores aseguran que los errores no se producen de manera accidental sino que surgen por
las estrategias y reglas personales empleadas por los alumnos en la resolucion de la
situacion problemadtica y son consecuencia de sus experiencias previas en la materia (Socas,
2007). Segun este autor, es necesario diagnosticar los errores de los alumnos con el fin de
poder disefiar procedimientos y remedios que los ayuden en la correccion de dichos errores.
Teniendo en cuenta que los errores se comenzaron a considerar consustanciales a los
procesos de enseflanza y aprendizaje, surgio la necesidad de indagar sobre los equivocos de
los alumnos, pero no solo a través de su clasificacion, sino profundizando en su
pensamiento durante el proceso de construccion de los objetos matematicos.

Es importante considerar aquellos errores motivados por los distintos elementos del proceso
educativo, como por ejemplo la propuesta didactica del docente o libro de texto, el
curriculum, etc. El estudio de errores no se centra Unicamente en las producciones de los
alumnos, también lo hace en los procesos de ensefanza-aprendizaje y en todos los
elementos que intervienen en ambos.

Respecto al origen de los errores en el aprendizaje de la Matematica, Socas (2007) sostiene
que éstos aparecen en los alumnos cuando han de resolver nuevos problemas que los
obligan a hacer una revision o re-estructuracion de los conocimientos que tienen
adquiridos. Se consideran tres ejes de analisis en el origen de los errores que cometen los
alumnos: debidos a un obstaculo, motivados por una ausencia de sentido o producidos por
actitudes afectivas y emocionales (Socas, 1997).

Como se ha mencionado anteriormente, la nocion de obstaculo fue introducida por primera
vez por Bachelard (1938) en el contexto de las ciencias experimentales y enmarcada en el
concepto de obstdculo epistemologico. Este concepto es retomado por Guy Brousseau en
Didéctica de la Matematica, adaptandolo al contexto de la ensefianza. La redefinicion de
dicho concepto se produce en términos de la Teoria de Situaciones Didécticas tratando de
determinar las causas que conducen a los errores de aprendizaje.

Al respecto, Brousseau (1983) menciona que los obstaculos epistemologicos no estan
asociados necesariamente a conocimientos erréneos sino a tipos de conocimientos que
estan obstaculizando la construccion de otros nuevos. En este sentido, el error se produce
como efecto de un conocimiento que, a pesar de aceptarse como adecuado en un momento,
resulta falso en un nuevo contexto. Dicho de otra manera, un conocimiento que era
funcional en un contexto puede resultar disfuncional dentro de otro mas amplio
convirtiéndose asi en un obstaculo. Para Brousseau, los errores de este tipo no son erraticos
e impredecibles sino mas bien son considerados como manifestaciones de obstaculos.

En este sentido, se tiene que los nuevos obstaculos, antes conocimientos, se deben a la
interaccion del alumno con el medio en una situacidn que hace que esos antiguos
conocimientos que eran correctos en un determinado dominio resultan errdneos en el nuevo
problema planteado (Brousseau, 1983).

Este autor distingue tres obstaculos diferentes teniendo en cuenta si el origen estd en el
alumno, el profesor o el saber. Lo hace de la siguiente manera:
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_ Obstaculos epistemologicos .
(el saber) k

l [

-
Obstaculos ontogenéticos > Obstaculos didacticos
(el alumno) (el profesor)

Los obstdaculos de origen ontogenético son los que se deben a las limitaciones y
caracteristicas propias del alumno. Los obstdculos de origen didactico son los vinculados a
la metodologia que caracterizé a la ensefianza, entre los cuales se incluyen las elecciones
que realiza el profesor en el momento de plantear la situacion de ensenanza. Por ultimo, los
obstaculos de origen epistemologico, tal como se ha mencionado anteriormente, son los
relacionados con la dificultad intrinseca del concepto matematico. Este tipo de obstaculo es
inherente a la nocidn a la que se refiere y se puede rastrear a lo largo de la Historia de la
Matematica. En este sentido, es posible hallar los obstaculos que se han presentado en la
comunidad de matematicos de una determinada época y las vias que se han buscado para
superarlos, tarea que suelen llevar a cabo los investigadores que se dedican a la Historia de
la Matematica y que produce resultados muy valiosos para la Educacion Matematica.
Seglin Brousseau (1989), para poder calificar a una concepcion que produce errores en los
alumnos bajo el concepto de obstdculo se deben cumplir las siguientes condiciones:
a) Ser un conocimiento, una concepcion, no una dificultad ni una falta de
conocimiento.
b) Producir respuestas ciertas en determinado contexto pero falsas fuera de dicho
contexto.
c) Resistir a las contradicciones con las que se confronta y al establecimiento de un
conocimiento mejor.
d) Aun después de tomar conciencia de su inexactitud, el obstaculo continta
manifestandose.
Resulta interesante estudiar las condiciones que cumplen las situaciones o problemas
propuestos al estudiante que favorecen la aparicion, el funcionamiento y el resultado de
esas concepciones erroneas, de esta manera explicitar los obstidculos que podrian
presentarse en los alumnos con el objetivo de superarlos.

4.2. Elementos tedricos del Enfoque Cognitivista

Dentro de la Didactica de la Matematica el Enfoque Cognitivista se basa en una vision
constructivista del conocimiento individual, siendo algunos de sus elementos de analisis las
representaciones o esquemas mentales de objetos matematicos y el aprendizaje
significativo, entendido como proceso mediante el cual un nuevo contenido se integra a un
esquema cognitivo ya existente en la mente del individuo (Font, 2002).

Uno de los propositos del Enfoque Cognitivista es el estudio de las representaciones
mentales que un estudiante puede tener sobre objetos matematicos. Enmarcados en este
enfoque mencionamos dos lineas: el Pensamiento Matematico Avanzado y la Teoria APOS
(Acciones, Procesos, Objetos, Esquemas).

En el pensamiento Matematico Avanzado (PMA) consideramos los aportes de Tall y
Vinner (1981), quienes mencionan que cuando el alumno escucha o ve el nombre de un
concepto, algo es evocado en su memoria pero que aquello que evoca no es la definicion
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del concepto sino algo que denominaron imagen conceptual. Introducen esta nocidon para
describir “a la estructura cognitiva de un individuo asociada a un concepto matematico y
que incluye a todas las imagenes mentales, las propiedades y los procesos asociados al
concepto” (Tall y Vinner, 1981, p. 151).

Para estos autores las representaciones visuales tienen un predominio por sobre las
verbales, por tal motivo ante un determinado concepto llegaran primero a la mente del
alumno las representaciones visuales y/o expresiones relacionadas con el mismo, y
posteriormente podré expresarlo en forma verbal (Font, 2002).

Tall y Vinner distinguen la imagen conceptual de la definicion conceptual, entendiendo esta
ultima como el conjunto de palabras usadas para especificar un concepto (Font, 2002). En
la estructura cognitiva ambas se encuentran en dos celdas distintas que pueden interactuar o
no. Teniendo en cuenta que la imagen conceptual no necesariamente refleja todos los
aspectos de la definicion conceptual el comportamiento deseable es que imagen y
definicién actiien de manera complementaria para producir una respuesta (Tall y Vinner,
1981).

La Teoria APOS, desarrollada por Ed Dubinsky (1991) y un grupo de investigadores, se
basa en la integracion de algunas de las ideas desarrolladas por Piaget acerca de la manera
en que se pasa de un estado de conocimiento a otro. En esta teoria se hace una
construccion, o modelo, para hablar de la forma en la que se aprenden los conceptos
matematicos, estableciendo que la construccion del conocimiento pasa por tres etapas
basicas: accion, proceso y objeto (Trigueros, 2005).

Entre estas ideas retomadas de Piaget se encuentra la de abstraccion reflexiva, entendida
como el mecanismo principal en la construccion de conocimiento matematico, dicho
mecanismo es activado a través de las acciones fisicas o mentales que el sujeto hace sobre
el objeto de conocimiento (Trigueros, 2005). Los individuos realizan construcciones
mentales para obtener significados de los problemas y situaciones problematicas. Tal como
se menciond anteriormente, dichas construcciones se caracterizan bajo los conceptos de
accion, proceso y objeto.

En el nivel mas basico se encuentra la accion, entendida como la transformacion de un
objeto por estimulo externo. El individuo reacciona a una indicacion que da informacion
precisa sobre los pasos que se deben seguir (Trigueros, 2005). Esta autora agrega que
“cuando una accion se repite y el individuo reflexiona sobre ella, puede ser internalizada
como un proceso” (p. 9). Por lo tanto, el proceso también resulta ser una transformacion
pero en este caso es interna, en consecuencia, el estudiante tiene mas control sobre lo que
hace y puede determinar qué es lo que le conviene hacer y de qué manera. Es decir, el
alumno toma sus propias decisiones, incorpora la accidon y la lleva a cabo por su cuenta,
aplicandola cuando lo considera necesario y no por indicacién externa.

Una manera de construir un objeto matematico es mediante la encapsulacion de un proceso
para que el sujeto pueda hacer nuevas transformaciones sobre €l (Trigueros, 2005). En otras
palabras, se dice que el individuo tiene una concepcion objeto del concepto si es consciente
del proceso como una totalidad y es capaz de actuar sobre él. Otra manera de construir un
objeto ocurre cuando un individuo reflexiona y puede actuar sobre un esquema (Trigueros,
2005).

Para el aprendizaje de la Matematica se considera necesario que los alumnos realicen la
construccion de esquemas, que se fomenta a través de lograr relacionar las acciones,
procesos y objetos. Estos esquemas son los que los que el alumno evoca cuando intenta
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resolver un problema matematico especifico, poniendo en juego aquellos conceptos de los
que dispone y utilizando la relacion entre éstos.

4.3. Normasy Metanormas

Para este andlisis se utilizan como herramientas teoéricas los conceptos de normas y
metanormas tomados del Enfoque Ontosemiodtico del Conocimiento y la Instruccion
Matematica (EOS) desarrollada por Juan Diaz Godino y colaboradores.

El Enfoque Ontosemidtico plantea un modelo tedrico que pretende articular las facetas
semidtica, epistemologica, antropologica y psicologica implicadas en la enseflanza y
aprendizaje de la Matematica. El mismo surge en la Didactica de la Matematica como un
marco que intenta articular diferentes puntos de vistas y nociones tedricas sobre el
conocimiento matematico, su ensefianza y aprendizaje.

Esta linea propone distintos niveles de analisis pero aqui nos limitaremos al uso de la
dimensién normativa, relacionada con las normas y metanormas que acontecen en los
procesos de ensefanza—aprendizaje.

Se trata de identificar la trama de reglas, habitos, normas que condicionan y hacen posible
el proceso de estudio, y que afectan a cada faceta y sus interacciones. En Godino, Font,
Wilhelmi y Castro (2009) se muestran diferentes criterios de clasificacion de las normas,
segun el momento en que intervienen (diseno curricular, planificacién, implementacion y
evaluacion), segun el aspecto del proceso de instruccién a que se refieren (epistémica,
cognitiva, interaccional, mediacional, afectiva y ecoldgica), segun su origen (disciplina,
escuela, aula, sociedad, etc.), etc.

Las normas epistémicas pueden identificarse en los elementos de las configuraciones de
objetos: situaciones-problema, lenguaje, definiciones, proposiciones, procedimientos y
argumentos; las cuales regulan la practica matematica en un marco institucional especifico
(Godino, 2009).

Teniendo en cuenta que las practicas matematicas e interacciones estan condicionadas y
soportadas por una trama de normas y metanormas que regulan las acciones se considera
que es importante realizar un andlisis de las mismas.

4.4. Formas de argumentar en la clase de Matemadtica

Se considera a la validacidon como una actividad fundamental en la construccion del
conocimiento matematico, por este motivo, resulta de capital interés abordarla con el fin de
lograr un aprendizaje significativo en Matematica (Carnelli, Falsetti, Formica y Rodriguez,
2008).

El término validacion, en el contexto de la ensefianza y el aprendizaje de la Matematica,
toma mayor presencia a partir de su uso en el marco de la Escuela Francesa. Segiin
Brousseau (citado por Calderén y Corredor, 2001), “la validacion es una situacion en la que
se trata de demostrar la verdad de un enunciado o de una teoria y lograr la adhesion de un
publico a ese enunciado o teoria” (p. 7). Una distincion que suele hacerse es si la validacion
es externa o interna al sujeto. La primera se da en los casos en los que el sujeto deja en otro
(docente, par experto, libro de texto, etc.) la responsabilidad del porqué es valido lo que
responde, mientras que en el segundo caso se hace cargo el sujeto de expresar las razones.
En la clase, claramente el interés estd puesto en lograr la validacion interna en los
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estudiantes. Teniendo en cuenta el uso dado por distintos autores de la nocion de validacion
se considera la siguiente definicion:

Un sujeto en situacion de aprendizaje valida un conocimiento matematico si es capaz
de manifestar y sostener en un ambito social las razones, elaboradas autdbnomamente,
de por qué un enunciado es o no verdadero, un procedimiento es o no correcto o un
razonamiento es o no valido. Al manifestar sus razones debe hacer explicita la
asignacion de sentidos de los objetos matematicos que manipula y ésta debe
corresponderse con significados matematicos aceptados por la Institucion Matematica
(Gonzalez y Rodriguez, 2006, p.104).

Dentro de la validacion tiene un papel clave la explicacion, entendida como el
discurso que hace inteligible a otro sujeto una proposicion, un hecho, un
procedimiento, el resultado de una experiencia, etc. En palabras de Balacheff
(1987), la explicacion se encuentra situada al nivel del sujeto locutor, dicho sujeto
considera que la explicacion establece y garantiza la validez de una proposicion
pretendiendo, a través de ella, hacer inteligible la verdad ya adquirida por él. La
explicacion no se reduce necesariamente a una cadena deductiva y su base es
esencialmente la lengua natural (Balacheft, 1987).
Cuando la explicacion busca convencer a otro sujeto y se dan razones del porqué de
ese hecho, resultado, aseveracion, etc., se la considera como argumento, que es
utilizado para justificar o refutar una produccion. Si las explicaciones y los
argumentos son aceptados por la comunidad a la que va dirigida en un momento
dado, toman status de prueba, esto exige que las razones dadas trasciendan el nivel
subjetivo, que si puede tener el argumento, y se basen en normas, practicas,
terminologia, etc., instituidas en esa comunidad.
Seglin Balacheft (1987) el tipo de prueba que se organiza siguiendo un conjunto
bien definido de reglas se denomina demostracion. Es decir, si las pruebas respetan
una cierta estructura deductiva estamos frente a una demostracion matematica, en
este tipo de pruebas se toma un cierto nimero de enunciados que son aceptados
como verdaderos (axiomas o propiedades ya validadas) y otros que se deducen de
éstos (teoremas) a partir de razonamientos 16gicos.
Balacheft (1987) propone distintos niveles y tipos de pruebas, haciendo referencia a
la transicidon de una “problemadtica de la eficacia” a una “problematica del rigor”.
Dicha transicion se basa en que alumno cambia su papel en la practica por uno que
le da mayor acceso a la teoria, permitiéndole “conocer mas”. Este autor distingue
dos tipos de pruebas que le permiten al estudiante convencer o convencerse acerca
de una conjetura, éstas se conocen como pruebas pragmdticas y pruebas
intelectuales.
Pruebas pragmaticas: los estudiantes recurren a la accidbn u ostension para
establecer o validar conjeturas. Se fundamentan en observaciones y construyen
razones personales o grupales para tener confianza en ellas. En este tipo de pruebas
lo que el estudiante trata de mostrar es la eficacia de la conjetura que propone y el
modo de llegar a ella. Aqui se puede tipificar el empirismo ingenuo y la experiencia
crucial.

* Empirismo ingenuo: consiste en asegurar la validez de un enunciado

después de haberlo verificado en algunos casos. Los estudiantes expresan la
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aceptacion del enunciado con frases como: “lo veo en la figura”, “lo medi”,
o “ya lo comprobé con estos valores”. El alumno extrae la conclusion a
partir de un pequefio numero de casos.
= Experiencia crucial: se consolida una conjetura porque se escoge un caso
que reconoce tan poco particular como le es posible. Es decir, surge la
necesidad de generalizar un hecho, apostando a la realizacion de un caso lo
menos particular posible, ya sea para lograr un convencimiento personal y
generar una conjetura o para defenderse contra una posicion.
Segun Balacheff (1987), estos dos tipos de pruebas no permiten establecer la
verdad de una asercion y su condicion de pruebas es reconocida unicamente por
aquellos que la consideran como tales.
Pruebas intelectuales: son aquellas pruebas que, separandose de la accidn, se
apoyan en formulaciones de las propiedades en juego y de sus relaciones. El
proceso se fundamenta en la toma de conciencia del caracter genérico de las
situaciones consideradas. Los alumnos se alejan de las acciones que dan solucion a
casos especificos y del proceso de solucion, para convertir el conocimiento en
objeto de reflexion y discusion.
= Ejemplo genérico: se produce una conjetura y se llega a la validez de ésta
después de estudiar un caso que se supone es representativo de la clase. Si
bien se plantea el andlisis sobre un objeto en particular se evoluciona hacia
una formulacién mas general.
= Experiencia mental: se centra en la accion, interiorizandola y separandola de
su ejecucion sobre un representante en particular (Balacheff, 1987). Es
decir, se evoca la accion desprendiéndola de su realizacion en un contexto y
en una representacion particular.
Seglin Balacheff (1987), la transicion de los procedimientos pragmaticos a los
intelectuales esta marcada por el ejemplo genérico al pasar de acciones efectivas
sobre las representaciones hacia la descontextualizacion y eliminacion de la
atencion en lo particular, siendo esto ultimo necesario para la demostracion.

4.5. Sobre la nocion de heuristicas

Con el fin de entender un problema y abordar su resolucion, los estudiantes podrian
recurrir a una diversidad de estrategias denominadas heuristicas (Marino y
Rodriguez, 2009). Se definen las heuristicas como ‘‘estrategias sistematicas de
busqueda para el analisis, la representacion y la transformacion del problema que
ayudan a un individuo a entender mejor un problema o a hacer progreso hacia su
solucion” (Verschaffel, 1999 citado por Marino y Rodriguez, 2009). Cabe resaltar
que dichas estrategias son personales y no necesariamente conducen a la resolucion
exitosa del problema.

La aparicion de heuristicas suele darse en esos momentos de incertidumbre,
exploracion, indecision y su uso no es necesariamente valido desde el punto de
vista matematico. En este caso esto nos alerta que el uso de heuristicas se da ante
un cierto tipo de actividad, que en la Escuela Anglosajona se denominan
problemas. Dichas tareas generan en el sujeto un bloqueo inicial y lo ubican en una
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situacion de no conocer el camino que debe utilizar para abordar o resolver la
actividad.

5. Analisis didactico de la propuesta de un libro de texto

En el recorrido histdrico, realizado en una de las primeras secciones, se hicieron evidentes
las enormes dificultades presentes en el desarrollo del concepto de nimero irracional y las
vias que se han buscado para superarlas. En este sentido, los investigadores en Historia de
la Matematica advierten acerca de los obstaculos inherentes a esta nocidén, considerando a
los nimeros irracionales como obstaculos epistemoldgicos. Esto se convierte en un valioso
aporte para la Educaciéon Matematica, ya que posibilita prever dificultades de aprendizaje
en los estudiantes y considerar diversas estrategias que permitan superarlas.

El problema de la irracionalidad surge en un contexto muy especifico, el de la geometria
griega, de medicion teorica, y en ¢l subyace el problema de los procesos infinitos. Por lo
tanto, el problema del infinito y su aceptacion se presenta como un concepto clave en la
construccion de la nocion de nimero real, teniendo en cuenta que su evolucion conceptual
es parte esencial de esta construccion.

Consideremos también, que la aparicion de las magnitudes inconmensurables en la antigua
Grecia resultod ser devastadora para la filosofia pitagorica, ya que destruia su creencia mas
sagrada: la conmensurabilidad de los segmentos. Este nuevo conocimiento se convirtié en
una novedad desconcertante que puso en crisis los conocimientos adquiridos
precedentemente, produciendo un cambio de vision que revoluciona para siempre el
pensamiento matematico. Este proceso estuvo lejos de ser rapido y sencillo. Durante por lo
menos dos siglos tuvieron que remontar un cimulo de dificultades para poder expresar
muchas de las ideas que actualmente son objeto de ensefianza en la escuela secundaria.

Por lo tanto, si historicamente los matematicos se rchusaron a admitir a los niimeros
irracionales es esperable que los alumnos presenten dificultades a la hora de construir este
concepto. Un docente que conoce dichas dificultades, sabrd que es muy posible que
también surjan en el aula y esto le permitird estar mejor preparado para afrontarlas.
Asimismo, puede suceder también que, sin advertirlo, desde la propia ensefianza se
promuevan concepciones en los estudiantes que fomenten ideas erroneas. Estos obstaculos
de tipo didacticos, sumados a los anteriormente mencionados, pueden conllevar a que los
estudiantes manifiesten diversidad de errores con notables consecuencias. En este trabajo se
realiza un andlisis, desde el area de la Didactica de la Matematica, de la propuesta de un
libro de texto intentando identificar como a partir de lo que alli se muestra u omite se
podrian promover concepciones erroneas en los estudiantes. Esto ultimo referido a
cuestiones particulares vinculadas al tema niimero irracional, pero también considerando
cuestiones generales relacionadas al quehacer matematico como, por ejemplo,
concepciones erroneas referidas a la validacion.

Resulta de especial interés analizar en profundidad e identificar los diversos obstaculos
asociados al aprendizaje de los niimeros reales con el fin de anticipar posibles errores que
puedan ser causados, para luego alcanzar los nuevos conocimientos a partir de su
superacion. Es importante tener presente que un abordaje superficial del tema es muy
posible que promueva en los alumnos una construccion del concepto totalmente carente de
significado.
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Estas dificultades en el aprendizaje significativo de los nlimeros irracionales podrian estar
relacionadas con los siguientes motivos:

= Ser anti intuitivos.

= Estar alejados de la realidad (salvo longitudes) y vinculados a lo infinito.

= Requerir Matematica avanzada para las demostraciones que alejan del problema
fisico.

Teniendo en cuenta esto, resulta indispensable que el tratamiento otorgado a la ensefianza
del concepto de nimero real y, en particular, al de nimero irracional contemple los posibles
obstaculos (tanto epistemoldgicos como didacticos) y permita que los alumnos construyan
esta nocion de manera significativa, no mediante ideas vagas, incoherentes y fragmentarias.
En muchas ocasiones, estas deficiencias podrian relacionarse con el tipo de abordaje que se
propone en el libro de texto utilizado por los alumnos para el estudio del tema o bien por
los docentes para extraer ejercitacion o definiciones que luego utilizardn en su propuesta
didéctica. Este problema se agrava si se utiliza un unico texto, en lugar de una multiplicidad
de ellos, ya que se generan escasas posibilidades de confrontacion, asumiendo que solo es
posible construir el conocimiento a partir de lo que ese texto “dice”. Se tiene en cuenta que
el tratamiento realizado por el docente a las actividades propuestas por el libro interviene
directamente en las concepciones del alumno. Aun asi, habria que tener especial cuidado en
la seleccion de dichas actividades porque pueden obstaculizar el cumplimiento de los
objetivos planteados por el docente, si es que promueven que los alumnos saquen
conclusiones sobre el tema alejadas al sentido del concepto institucionalmente aceptado.

En la seccion del libro bajo andlisis uno de los objetivos que hacen explicitos los autores es
que los alumnos logren “comprender y saber resolver problemas, seleccionando el tipo de
razonamiento, interpretando los resultados y justificando los procedimientos empleados”™
(p.17) sin aclarar la definicion de “problema” en la cual se basan. Si consideramos que el
texto se alinea con los documentos curriculares vigentes, podemos suponer que el enfoque
deberia estar proximo a la Teoria de Situaciones Didacticas y que los problemas serian
situaciones a-didacticas o de consolidacion o balance (Brousseau, 1986).

Sin embargo, los problemas presentados en el libro se encuentran bastante alejados de este
enfoque ya que, como veremos mas adelante, no parecen propiciar que el alumno actue,
hable, reflexione y evolucione por si mismo, posibilitando que emerja el conocimiento,
requisitos indispensables en dichas situaciones a-didacticas.

A continuacion se realiza una descripcion y andlisis de algunas actividades relacionadas al
tema numeros reales. Tal como mencionamos anteriormente, veremos que dichas
actividades no podrian ser consideradas como problemas en términos de la Teoria de
Situaciones Didacticas sino mds bien como ejercicios rutinarios.

En primer lugar, en relacion a los niimeros racionales y el tratamiento del infinito se opta
por una actividad de baja complejidad como la siguiente:

2. Con la calculadora reaticen los siguientes cocientes escritos en forma fraccionurio y escriban la expresidn
decimal que aparece en el visor,
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275 _ 175 _ —255 7 4 7 _ 37

10 100 10 -2 9 6 33

3. Obseruen, identifiquen y escriban los niimeros racionales cuyas expresiones decimales tienen un niimero de
cifras decimales finito (se pueden contar, las cifras decimales no cubren todo el visor de la calculadora).

4. Observen, identifiquen y escriban los nitmeros racionales que tienen una expresicn decimal en la que se
ohservan (en el visor de la calculadora) infinitas cifras después de la coma (las cifras decimales cubren todo el
visor de la caleuladora).

En esta actividad se busca el trabajo con las distintas escrituras de un numero racional y la
nocion de infinito a partir de la aplicacion directa de un procedimiento conocido
previamente que consiste basicamente en observar lo que muestra el visor de la calculadora.
Este método permite arribar de manera inmediata a una respuesta, teniendo en cuenta esta
caracteristica, la actividad se podria enmarcar de lo que se denomina ejercicio rutinario en
contraposicion de lo que se entiende por problema que, como mencionamos, deberia
generar un bloqueo en el estudiante.

En el comienzo de la actividad se pide a los alumnos que con la calculadora realicen los
cocientes escritos en forma fraccionaria y escriban la expresion decimal que aparece en el
visor. Teniendo en cuenta que las ultimas tres fracciones tienen expresiones decimales
periddicas y que se espera que resuelvan el ejercicio simplemente completando del otro
lado del igual con la expresion decimal que aparece en el visor, los alumnos podrian inferir
erroneamente que la expresion con varios decimales (pero no infinitos) que observan en el
visor de la calculadora corresponde a la expresion decimal de la fraccion. Este hecho puede
verse reforzado por el simbolo de igualdad que separa la expresion fraccionaria de la
expresion decimal.

Otro posible error que se puede favorecer con esta actividad podria ser el pensar que un
numero que no es periddico pero que tiene digitos que se repiten a lo largo del visor,
coincidiendo con lo que la calculadora puede mostrar, sea confundido con un numero
periddico por el hecho que las cifras decimales cubren todo el visor de la calculadora.

Tal como mencionamos anteriormente, si consideramos que para los alumnos la aceptacion
del infinito no es un tema menor, habria que tener especial cuidado en el disefio de la
actividad con la que se pretende trabajar esta cuestion y evitar sumar obstaculos didacticos
que lleven a errores como los anteriormente mencionados. Los alumnos podrian
preguntarse: jqué significa que sean infinitas las cifras decimales?, ;como saben que no se
acaban de golpe?

Se fundamenta que la expresion decimal tiene infinitas cifras decimales por el simple hecho
de cubrir completamente el visor de la calculadora. En este caso, se promueve la validacion
externa, donde se deposita en la calculadora la fuente de la verdad y autoridad. A partir de
este argumento se podria estar conformando o potenciando la imagen conceptual errénea de
“si el nimero que muestra el visor de la calculadora cubre todos los lugares, entonces tiene
infinitas cifras decimales”. Este tratamiento superficial de una cuestion tan compleja como
es la aceptacion de la existencia de infinitas cifras decimales y la comprension del infinito
podria fomentar errores en las concepciones de los estudiantes. Por un lado, la afirmacion
es falsa por lo que podrian asociar expresiones decimales que no representan las fracciones
introducidas.
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Por otro lado, al dividir dos nimeros naturales y observar que las cifras decimales cubren el
visor buscardn reconocer el periodo pero si no pueden observarlo podrian concluir que la
expresion decimal tiene infinitas cifras decimales no periddicas, es decir, estarian asociando
a fracciones nimeros irracionales. Estos errores pueden atribuirse a que el significado que
el estudiante otorga estd limitado por la imagen conceptual de “asociar al visor
completamente cubierto con expresiones con infinitas cifras decimales” y nada mas.

La actividad no da lugar a que se puedan manifestar contradicciones entre las distintas
partes de la imagen conceptual y tampoco a que los alumnos contemplen la definicion del
concepto ya que desde la misma se promueve la operacion desde un nivel mas intuitivo y
menos formal. Al no hacerse evidentes dichas contradicciones no se genera un conflicto
cognitivo por lo cual el estudiante no tomaria conciencia del error.

En general los estudiantes recurren en primer lugar a actuar de manera mas intuitiva y
menos formal por una cuestion de complejidad, a partir de tratamientos como el
recientemente mencionado se refuerzan actitudes de este tipo, promoviendo que el
estudiante responda a una actividad apelando Ginicamente a su imagen conceptual. Teniendo
en cuenta que dicha imagen conceptual no necesariamente refleja todos los aspectos de la
definicion conceptual, el comportamiento deseable es que imagen y definicion actien de
manera complementaria para producir una respuesta (Tall y Vinner, 1981). Esto ultimo no
pareciera promoverse en el tratamiento realizado por este libro ya que las conclusiones se
apoyan de lo observado en la calculadora unicamente. De esta manera, los alumnos pierden
la posibilidad de intentar desarrollar estrategias que les permitan argumentar acerca de las
afirmaciones que realizan tales como estudiar la relacion entre la cantidad de cifras
decimales y los restos del cociente. De haber hecho esto, ante la pregunta ;como sabemos
que son infinitas las cifras decimales? habria explicaciones que les permitan validar de
manera interna, que es donde deberia estar puesto el interés de la clase.

Desde la perspectiva de la relacion entre el alumno y el saber matematico, es necesario
tener en cuenta que respuestas como las mencionadas anteriormente no revelarian ausencia
de conocimiento sino una forma de conocer ligada a lo que la institucion matematica (en
este caso el libro) acepta como valido. Podria analizarse el funcionamiento de este alumno
respecto a la nocion del infinito Unicamente a partir de la imagen conceptual “para saber si
la expresion decimal de un nimero tiene infinitas cifras decimales tengo que observar que
el visor de la calculadora se encuentre completamente cubierto”.

Los errores que son producto de estas concepciones podrian no ser considerados como tales
por los alumnos ya que su accionar no estaria alejado de lo que la institucion matematica
considera correcto. Es decir, para los estudiantes que tienen este libro de estudio como
material de referencia no serian errores pues lo que esté institucionalmente aceptado en el
mismo lo da por correcto. Como el libro funciona en este caso como la institucién
matematica, no habria distancia entre lo que el sujeto hace y lo que la institucion
matematica expresa, entonces no se identificaria el error.

Sélo se advierte el error cuando la institucidn matematica toma algo mas alla del libro
como por ejemplo el uso de otro libro o la explicacion del docente posterior a identificar lo
que alli figuraba mal. Teniendo en cuenta esto ultimo, es importante que el docente esté
atento a todas las cuestiones analizadas para poder intervenir y hacer un tratamiento de
dicho error que no llega a hacerse evidente por si solo. Recién en ese momento el sujeto
podria advertir que “cometi6 un error” porque veria esa distancia entre lo que hace y lo que
la institucion matematica dice (mas alla del libro errado).
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Por otra parte, si se enfoca el andlisis en la relacion entre el alumno y la actividad
matematica, se observa que podrian promoverse concepciones erroneas acerca la misma
debido a que una norma que pareciera establecerse es que “en Matematica hay que observar
y eso permite identificar o clasificar objetos”. Esta norma persiste en las actividades que se
analizan mas adelante, de esto se puede inferir que un estudiante que utiliza este libro como
referencia podria no contemplar que el explorar, probar, equivocarse, argumentar, etc.,
también son acciones que forman parte del quehacer matematico. Es decir, para los
estudiantes el simple hecho de “mirar la pantalla” de la calculadora seria una actividad
matematica, cuando en realidad para el docente no lo es pues dicha actividad conlleva un
andlisis de lo observado, busqueda de sentido, explicaciones, etc.

Se incentiva a que los alumnos acepten sin cuestionamientos el saber matematico
presentado a través de la calculadora o el libro de texto ya que en ningin momento se los
previene de las cuestiones que se estdn omitiendo y se hacen afirmaciones basadas en la
simple observacion. No hay tratamiento alguno sobre razones en las cuales se basan las
afirmaciones que, tal como vimos anteriormente, en muchos casos pueden llegar a ser
falsas. De esta manera, al no justificar utilizando argumentos validos la razon de ser de
estos objetos se podria fomentar la concepcion erronea de que para hacer Matematica
simplemente se necesita entender los mecanismos de funcionamiento y no prestar atencion
a las argumentaciones o estructuras logicas o tedricas que permiten dar cuenta del porqué
de dicho funcionamiento.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que el alumno en ningun momento debe hacerse cargo de
expresar razones para validar una cierta afirmacion podemos afirmar que la validacion
interna no se promueve explicitamente en el texto y se recurre inicamente a la externa, ya
que se deja en la calculadora la responsabilidad de por qué es valido lo que responde. Se
desencadenan asi obstaculos didacticos, motivados por la ausencia de sentido, que podrian
promover la diversidad de concepciones erroneas previamente desarrolladas. En los
fragmentos analizados, podemos identificar la siguiente metanorma que podria condicionar
el proceso de instruccion: “Basta dar la solucion de un problema, no es necesario justificar
la validez de la respuesta”. Esto debido a que tanto en la parte teorica del texto como en las
actividades propuestas se prescinde de la argumentaciéon, en ningin momento se dan
razones o se piden que se den razones del porqué la cantidad de cifras decimales es infinita
o finita.

Al pie de la actividad se incluye el siguiente apartado donde se muestran las conclusiones
que se esperaban de la misma:
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Observamos como se realizan afirmaciones que no se encuentran en relacion a la propuesta
de la actividad, por ejemplo, se dice que como la expresion decimal tiene infinitas cifras
decimales al realizar la division entre el numerador y el denominador de la expresion
fraccionaria nunca se llegara a un resto cero. Teniendo en cuenta que la actividad se basa
en lo que los alumnos ven en el visor de la calculadora, la conclusion antes mencionada
dificilmente pueda surgir de la misma ya que estarian resolviéndola (sin advertir que eso es
incorrecto) prescindiendo totalmente de estudiar la relacion entre la cantidad de las cifras
decimales y el resto de la division.

No se realiza un andlisis de lo que sucede con los restos al realizar la division ni se los hace
reflexionar acerca del hecho de que estos restos se repiten indefinidamente por lo cual las
cifras del cociente también lo haran. Tal como mencionamos anteriormente, los alumnos no
se ven obligados a recurrir a la argumentacion sino que simplemente se generaliza a partir
de la observacion y se fomenta la construccion de afirmaciones tales como que si el visor
esta cubierto significa que hay infinitas cifras decimales, hecho que no siempre es cierto.

Es posible identificar una cierta limitacion al nivel de la explicacion, dejando de lado
aspectos imprescindibles para el logro de un aprendizaje significativo como el promover la
realizacion de validaciones de tipo internas. El alumno en ningin momento debe hacerse
cargo de expresar razones para validar una cierta afirmacion, por lo cual podemos decir que
la validacion interna se encuentra ausente y se recurre Unicamente a la externa ya que se
deja en la calculadora la responsabilidad de por qué es valido lo que responde. Podriamos
identificar en esto un obstidculo didactico que promueve diversidad de concepciones
erroneas en los estudiantes, desencadenando los diversos errores previamente desarrollados.
En consecuencia, teniendo presente que la validacion es una actividad fundamental en la
construccion del conocimiento matematico (Carnelli, Falsetti, Formica y Rodriguez, 2008)
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y que en libro no se aborda, depende del docente prever que su propuesta didéctica la
incluya si quiere lograr un aprendizaje significativo del tema.

Si tenemos en cuenta que los posibles errores hasta ahora identificados se encuentran
ligados a las concepciones que desde el libro de texto se fomentan, es muy posible que
dichos errores se encuentren profundamente arraigados y no puedan ser superados por
medio de una simple charla u observacion por parte del docente. En este sentido, es
necesario diagnosticar los errores con el fin de poder disefiar procedimientos y remedios
que los ayuden en la correccion de los mismos (Socas, 2007), asi como también pensar en
dispositivos especificos que impliquen nuevas mediaciones entre el alumno y el saber.

Asi como la inconmensurabilidad dio lugar a la necesidad de la demostracion, en el aula
puede resultar interesante posibilitar distintas pruebas matematicas, como inicio en el
proceso hacia la demostracion. Es decir, es necesario brindarles a los alumnos una
conceptualizacion mas completa del tema y favorecer la realizacion de pruebas por parte de
ellos.

A diferencia de lo que ocurre en el trabajo matematico, a lo largo de la unidad bajo analisis
de este libro de texto es posible observar que se realizan afirmaciones generales a partir de
algunos ejemplos como si el hecho de que suceda en algunos casos necesariamente implica
que sucede siempre. A modo de ejemplo, podemos citar la siguiente afirmacion:

PENSAR

Todo niimero racional puede escribirse en notacion fraccionaria
-mediante una fraccién- o en notacion decimal o expresion decimal coma
un ntimera coit coma decimal. Esta expresion decimal puede ser finita o
infinita pericdica.

Tal como mencionamos anteriormente, se concluye que la expresion decimal de todo
numero racional puede ser finita o infinita periodica sin fundamento alguno mas alla de la
observacion de lo sucedido en algunos ejemplos. Se omite, por ejemplo, el tratamiento de
lo que sucede con los restos, hecho que podria permitirle a los alumnos arribar a la
conclusion dada.

Algo que se puede observar en reiteradas ocasiones es que se presentan una sucesion de
afirmaciones que no se fundamentan mas alld de la observacion de algunos ejemplos y de
“resultados” mostrados por la calculadora, sin esbozar ni requerir argumentos que
justifiquen la validez de cada una de ellas.

Este tratamiento superficial, conectado a muy pocos ejemplos y sin argumentos validos que
justifiquen las afirmaciones realizadas proporciona a los alumnos una idea totalmente
contraria a lo que realmente sucede en la Matemadtica en cuanto a una ciencia formal en la
que la validacion cumple un rol fundamental. De esta manera se podrian estar fomentando
concepciones erroneas como por ejemplo “todo lo que se observa a partir de algunos casos,
es valido en general” y promover, una vez mads, errores en el modo de argumentar de los
estudiantes.

Anteriormente reconocimos que imagenes conceptuales como la siguiente “para saber si la
expresion decimal de un nlimero tiene infinitas cifras decimales tengo que observar que el
visor de la calculadora se encuentre completamente cubierto”, podrian promover en los
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estudiantes errores en la argumentacion también. En este caso la argumentacion estaria
dada por influencia externa o autoridad, ya que el caracter de verdad estaria sustentado en
razones externas al proceso derivadas de lo observado en la calculadora. Por otro lado, los
errores producidos en la argumentacion a partir de la concepcion “todo lo que se observa a
partir de algunos casos, es valido en general” estarian dados por influencia interna en este
caso. Los estudiantes podrian utilizar un tipo de argumentacion inductiva, ya que la verdad
de un resultado se afirmaria después de verificar para algunos casos, siendo este un tipo de
prueba lo que Balacheff (1987) denomina pruebas pragmaticas del tipo empirismo ingenuo.
Segun este autor, este tipo de prueba no permite establecer la verdad de una asercioén y su
condicion de prueba es reconocida unicamente por aquellos que la consideran como tales.
El estudiante deberia aprender que en Matematica no es suficiente el realizar
comprobaciones empiricas para dar por valida una afirmacion, el proceso de validacion
requiere elaborar explicaciones. Teniendo en cuenta los aportes de Brousseau y Balacheff,
se conocen formas en las que los estudiantes pueden ir aproximandose a las demostraciones
aceptadas por la comunidad, como ya hemos mencionado identificando distintos tipos de
pruebas que los alumnos pueden ir desarrollando en el proceso de aprendizaje hasta obtener
una prueba intelectual o una demostracion.

Respecto a posibles errores que podrian producirse a partir de las concepciones promovidas
en las definiciones, citamos el siguiente fragmento en el que se aborda el concepto de
numero irracional:

Ahora le proponemos lrabajar con el calculo de la siguiente
raiz cuadrada: 43 (raiz cuadrada de 3). Recuerde que si usted desea
calcular esa raiz tendré que buscar un nimero Gue elevado al
cuadrado, es decir multiplicado 2 veces por si mismo, dé por
resultado 3. Si prueba con 1,57 (1,5 - 1,5) obticne 2,25 y es menor
gue tres. Si ahora prueba con 1,77 (1,7 - 1,7) da como resultado 2,89
y es menor que tres. Quizés pensd en probar con 1,87 (1,8 - 1,8): da
por resultado 3,24 y resulta ser mayor que tres.

Si sigue probando con otros valores pucde obtener
resultados mas proximos a tres, pero le sera imposible encontrar
un namero racional que elevado al cuadrado dé exactamente tres.

En primer lugar, al no aclarar que es el nimero no negativo que al cuadrado da por
resultado 3 cabe la posibilidad de que los alumnos asocien a v/3 una expresion decimal
negativa también. Si los alumnos lo llegaran a concebir como niimero, podrian pensar que
tiene dos expresiones decimales asociadas por lo cual en la recta numérica le
corresponderian dos puntos.

En segundo lugar, se observa que, a partir de la definicion de raiz cuadrada, se intenta
realizar un acercamiento al desarrollo decimal de V3. Se dice que si se desea calcular esa
raiz se debe buscar un numero que elevado al cuadrado dé por resultado 3 y propone
distintas expresiones decimales que elevadas al cuadrado se van aproximando a 3, como
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una manera de mostrarle al alumno cémo podria “buscar el verdadero valor de v/3” y
finaliza asegurando que ningun nimero racional elevado al cuadrado da exactamente 3.

A lo largo de la actividad el foco se encuentra en el calculo de la raiz cuadrada por lo cual
una imagen conceptual que se podria generar en el alumno es que éste identifique “ver una
raiz cuadrada” con probar valores para ver si al cuadrado dan el valor del radicando. Es
decir, se podria quedar con la idea de que la raiz representa algo que “tienen que resolver”
porque “no saben cuanto da” y nada mas.

Esto se ve reforzado en actividades posteriores, a modo de ejemplo citamos la siguiente:

1. Exprese el resultado de las raices anteriores en notacion decimal:

2. ;Qué ocurre con la parte decimal de estos niimeros?

Posiblernente penso en que es infinita, es decir, que tienen
infinitas cifras decimales. Pero a esta caracteristica se le agrega
otra: las cifras decimales no son periddicas.

En esta actividad se les pide a los alumnos que “expresen el resultado de las raices” y se
pone un simbolo de igualdad, teniendo en cuenta que es muy probable que los alumnos
recurran al uso de la calculadora, nuevamente se puede observar como los estudiantes
podrian inferir errbneamente que lo que se muestra en el visor de la misma es la expresion
decimal que tiene “como resultado la operacion raiz” y que esas raices son iguales a esas
expresiones cuando en realidad estan obteniendo expresiones decimales aproximadas de
esos nimeros irracionales.

Esto ultimo puede desencadenar errores importantes acerca del concepto de niimero
irracional en las concepciones de los estudiantes como puede ser el hecho de no diferenciar
un nimero real de su expresion decimal aproximada.

Como consecuencia, la utilizacion por parte de los alumnos de imdgenes conceptuales

como las siguientes: “v/2 es una cuenta a realizar” y “hacer Matematica es observar lo que
muestra el visor de la calculadora”, podrian promover la aparicion de diversos errores en

temas posteriores también. Los alumnos pueden no aceptar que V2 se trate de un nimero y
al resolver problemas como, por ejemplo, determinar los ceros de la funcion f(x) = x% —2
interpreten que dichos ceros deben ser expresados en notacion decimal, tal como la
calculadora lo expresa. Para ellos V2 no seria una posible raiz ya que no se trata de un
numero debido a que una imagen conceptual promovida a la hora de construir este concepto
es que es una ‘“cuenta a realizar”.

Otro error posible que puede producirse como consecuencia de imagenes conceptuales

como la mencionada podria ser que ante la presencia del limite de una funcion de valor

V2+1 . . . . ,
—, sientan la necesidad de utilizar la calculadora para realizar los calculos y devolver un
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resultado en el que no aparezcan operaciones ya que tendrian la sensacion de que quedan
cuentas por hacer. En este caso, un error esperable podria ser el considerar correcto el
resultado que da la calculadora ya que no tendrian en cuenta el concepto de irracionalidad
por la falta de significatividad que adquiri6 para ellos en su construccion.

Por lo tanto, tenemos que estos posibles errores podrian provenir de la creencia erronea de
que hacer Matematica es solo “observar lo que la calculadora nos muestra”, teniendo en
cuenta que a lo largo de las distintas actividades el método de resolucidon se baso
unicamente en el uso de la misma, evidenciando una alta autoridad puesta en el recurso
tecnologico. A esto se sumaria la imagen erronea de numero irracional como “cuenta a

realizar”’, motivando a que los estudiantes consideren a numeros irracionales tales como

VZ+1 . .
—, como una “cuenta sin terminar’’.

Ahora bien, los alumnos también podrian concebir a las expresiones dadas no como
“cuentas a realizar” sino como niimeros pero, teniendo en cuenta que el signo igual
establece la equivalencia entre dos expresiones, es posible que infieran erroneamente que lo
observado en el visor de la calculadora corresponde a la expresion decimal del niimero
irracional en cuestion.

Asimismo, tal como se trabajo en la parte de los nimeros racionales se fundamenta que la
cantidad de cifras decimales de estas expresiones es infinita por el simple hecho de cubrir
completamente el visor de la calculadora. Finalmente, se afirma que la cantidad de cifras no
son periddicas sin justificacion alguna.

En relacion a esto ultimo, es importante destacar que el hecho de tener infinitas cifras
decimales no periddicas y no poder expresarse como fraccidbn son aspectos que ya
sabiamos, gracias a los aportes de la Historia de la Matematica, colaboraron para que los
historiadores concluyan que los irracionales constituyen un  obstdculo de origen
epistemologico. En consecuencia, si historicamente la aceptacion de los numeros
irracionales se obstaculiz6 por estas cuestiones es importante que se tenga especial cuidado
en el tratamiento de las mismas si no se quiere obtener efectos no deseados como los
identificados anteriormente.

Al preguntarnos sobre el grado de comprension que los alumnos pueden llegar a tener de
los niimeros irracionales a partir del trabajo con este libro de texto, podriamos conjeturar
que debido al contexto poco significativo mediante el cual se pretende trabajar este nuevo
conocimiento la construccion que los estudiantes haran del mismo resultard ser muy poco
solida. Si las actividades propuestas no capacitan a los alumnos para ir mas alla de su mera
reproduccion ni los ayudan a dotar de sentido el conocimiento producido sino que, al
contrario, dan lugar a multiples interpretaciones alejadas del significado institucionalmente
aceptado de concepto, en lugar de favorecer el aprendizaje pueden terminar favoreciendo
errores en las concepciones de los estudiantes y obstaculizar su aprendizaje.

Considerando nuevamente el tipo de pruebas utilizado, podemos ver que aqui tampoco se
promueve algun tipo de prueba valida ya que sin realizar tratamiento alguno se afirma que
sera imposible encontrar un nimero racional que elevado al cuadrado dé exactamente 3,
simplemente se menciona y no se justifica la validez de la afirmacion.

En ningin momento se demuestra que el desarrollo decimal no puede ser finito ni la
imposibilidad de escribir a este tipo de nimero como fraccion. Tengamos en cuenta que en
el apartado donde se trabajaron los numeros racionales no se reflexiond acerca de la
imposibilidad de que las expresiones infinitas no periddicas provengan de una fraccion por

32



lo cual los alumnos deberian simplemente creer lo que el libro afirma, promoviendo una
vez mas la validacion externa pero en este caso con la autoridad puesta en el libro de texto.
Si bien la argumentacion que justifica la validez de las afirmaciones anteriores puede ser
que exceda los objetivos del curso podrian minimamente mencionarse las cuestiones que se
omiten. De esta manera, el aprendizaje que se produce en los alumnos es superficial y poco
significativo. Esta ausencia de significado podria provocar en ciertos casos la manipulacion
erronea en el mismo uso del texto y posteriormente.

Veamos otra tarea del texto:

Si emplea la calculadora encontrard que ¥3, cifras mas o
cifras menos, es igual a un numero en notacion decimal como el
sipuiente:

V3 = 1,732050807568877293527446341505..... puede chservar
que las cifras decimales son infinitas y no periddicas, por lo que no
es un nimero racional.

En este caso, se recurre una vez mas a las herramientas tecnologicas para asegurar que
V3es “igual a un nimero en notacién decimal como el siguiente

V3 =1, 732050807568877293527446341505".. agregando que el niimero no es
racional porque “segun se observa” las cifras decimales son infinitas y no peridédicas. Una
vez mas la observacion de lo que aparece en el visor de la calculadora se utiliza como
medio para realizar afirmaciones importantes como el hecho de que las cifras decimales no
son periodicas. Sumado a esto se puede notar que nunca se concibe que el nimero tenga un
periodo con varios digitos o que a partir de un determinado momento las cifras decimales
comiencen a repetirse. En esto ultimo podria identificarse como norma que “el periodo de
un numero periddico debe visualizarse en el visor de la calculadora, no verlo significa no
tener”. Las imdagenes conceptuales gestadas en los estudiantes, referidas a numeros
periddicos, nunca incluirian periodos con una gran cantidad de cifras que se repitan.

Por otro lado, podemos identificar posibles errores asociados al tipo de notacion. En el caso

V3 =1, 732050807568877293527446341505,... mediante el uso de los puntos
suspensivos se trata de significar que la parte decimal continuia sin periodo mientras que en
la parte de nimeros racionales indicaban que la parte decimal “seguia con la misma
tendencia”. Es decir, los puntos suspensivos son usados con dos significados diferentes. En
numeros periddicos significan que “continia con la misma tendencia” mientras que en
numeros irracionales indican que continian pero “no con la misma tendencia”. Una norma
que podria identificarse en esto es que “en Matematica un mismo simbolo puede tener
significados diferentes y no hace falta aclararlo porque debe entenderse en cada caso”.

Esto requiere un tratamiento pues los estudiantes podrian no advertir este cambio de
significado y concebir errobneamente que a partir de un determinado momento las cifras
comienzan a repetirse, tal como sucedia con los niimeros racionales. Sin embargo, el tinico
tratamiento que se realiza al hecho de no ser periddicas consiste en mencionarlo debido a
que en la expresion decimal mostrada no se ven regularidades y el autor espera que se
concluya de alli que “la falta de regularidades en las cifras que se ven significa que el
numero tiene infinitas cifras decimales no perioddicas”.
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Teniendo en cuenta esto ultimo, es muy probable que esta simple mencidon no sea tenida en
cuenta por los estudiantes pues no hay sustento alguno mas alld de lo pueden ver, de alli en
adelante queda a criterio del estudiante el significado otorgado a los puntos suspensivos
pues (qué garantia tienen de que en esa parte que no llegan a observar no comienzan a
repetirse?, o que esos ultimos digitos sean los que se repiten, tal como sucedia antes.

Algo similar ocurre en relacién al recurso utilizado de observar que “el visor de la
calculadora esté completamente cubierto” para justificar que una expresion decimal tiene
infinitas cifras decimales. En un primer momento “cubrir el visor” debia ser interpretado
por los alumnos como “el niimero es periddico”, pero en estas ultimas actividades significa
que “es irracional”.

En relacion a las dudas que los alumnos podrian presentar respecto al infinito es muy
probable que ellos tengan diversas dificultades en su aceptacion y comprension. Tal como
sucedio a lo largo de la Historia, la idea de infinito potencial podria manifestarse también
en el aula. Los alumnos pueden considerar una cantidad de cifras decimales tan grande
como se desee involucrando el infinito potencial y no el infinito actual. Es decir, aceptar
que los niimeros irracionales tienen infinitas cifras decimales pero creer que es posible
cortar la cantidad con “tantas cifras como se deseen” y operar con estas aproximaciones sin
comprender que no se trata del nimero correspondiente, sino de una aproximacion.

En relacion a la definicidn de numero irracional se menciona lo siguiente:

PENSAR

El conjunto de los ntimeros irracionales se simboliza asi: 11.

Los elementos de este conjunto son raices no exactas (raices cuyos
resultados no son enteros) o bien ntimeros que expresados en notacion
decimal tienen infinitas cifras decimales que no son periédicas.

Al decir “raices cuyos resultados no son enteros” se refuerza la concepcion de niimero
irracional como “cuenta a realizar”, perdiendo la entidad de niimero. De esta manera, se
corre nuevamente el riesgo de que los estudiantes no diferencien el nimero irracional de su
aproximacion.

Realizando un andlisis de la redaccion de esta definicidn, podemos identificar posibles
errores relacionados a la interpretacion que los alumnos hagan de la misma. Al decir “raices
no exactas o bien numeros que expresados en notacion decimal tienen infinitas cifras
decimales que no son periddicas” podrian presentarse dos posibles errores segun la
interpretacion que le otorguen al “o0” que separa la afirmacion raices no exactas de nimeros
que expresados en notacion decimal tienen infinitas cifras decimales que no son periddicas.
Por un lado, al interpretar que el “o0” funciona en sentido excluyente (una cosa u otra) un
error que podria promoverse consiste en pensar que “las raices no exactas” no entran dentro
de “los nimeros con infinitas cifras decimales no periddicas”, por eso fue necesario en la
definicion incluirlas aparte. Por otro lado, en el caso de que el “0” se entienda como una
especie de aclaracion (lo que sigue explica lo anterior) el error estaria en pensar que todos
los numeros irracionales provienen de raices cuyos resultados no son enteros, hecho que se
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ve reforzado al haber trabajado en las actividades previas solamente estos casos sin
contemplar aquellos Uinicamente que tienen expresion decimal. Podemos observar cémo la
definicion formal dada puede provocar confusion en los estudiantes ya que aparece
impuesta de repente ante una necesidad de definir el objeto matematico, pero sin un trabajo
que le permita al estudiante comprender realmente el significado que alli se define.

Asimismo, podria suceder también que los alumnos interpreten correctamente que los
numeros irracionales son los que tienen expresiones decimales no periddicas pero teniendo
en cuenta el tratamiento realizado para ubicar a V2 en la recta numérica vemos c6mo no se

refuerza esta concepcion tal como analizamos a continuacién. Citamos el siguiente
fragmento:

Para representar nimeros irracionales emnplearemos su
expresion decimal para ubicarlo en la recta numérica. Asi, para
ubicar el nimero irvacional 42 (raiz cuadrada de 2) se considera su
expresion decimal: 42 = 1,414213...... ;Entre qué nirmeros

La ubicacion de nimeros irracionales en la recta numérica se realiza a partir de su
expresion decimal solamente. En el enunciado no se aclara que no es posible representar de
manera exacta este nimero a partir de la misma por lo cual nuevamente aparece la no
diferenciacion entre el nimero y la expresion decimal aproximada del mismo. Si tenemos
en cuenta que se trabaja con sus aproximaciones de manera indistinta podemos identificar
una contradiccion entre la definicion y la imagen conceptual, ya que segin la definicion la

expresion decimal de /2 tiene infinitas cifras decimales pero podemos representarla en la
recta numérica a partir de esta expresion decimal. El conflicto entre la imagen conceptual
de un concepto y la definicion de dicho concepto significa, en la practica, la ausencia de
una verdadera comprension del concepto. En este caso, si hubiese una verdadera
comprension del concepto los alumnos podrian preguntarse ;como puedo representarlo en
la recta numérica si el nimero tiene infinitas cifras decimales? reforzando la imagen
previamente construida de que entonces es lo mismo el nimero V2 que su aproximacion.
De esta manera, vemos como el alumno debe enfrentarse a diversos obstaculos didacticos
que dificultan el aprendizaje del concepto.

Los alumnos no llegan a preguntarse ;qué es V2?2, simplemente se realiza un tratamiento
empirico del mismo a partir de su expresion decimal aproximada. Asimismo, se evita el
conflicto entre la intuicion y la teoria provocado por el hecho de que V2 que depende de
dos niimeros enteros no puede expresarse como razon de dos de ellos.

Observamos que el tratamiento que se le da a este nimero se reduce al trabajo con una
aproximacion del mismo a partir de lo que muestra la calculadora sin diferenciacion alguna
entre esta expresion decimal aproximada y el concepto del v2. Es mas, se omite totalmente
el tratamiento tedrico de este nlimero irracional como creaciéon de nuestra mente para dar
solucion a un problema concreto.

Tengamos en cuenta que historicamente la crisis producida por el surgimiento de los
irracionales provoco6 el auge de la geometria por sobre la aritmética ya que, por ejemplo, la
geometria nos brinda una mejor aproximacion para la raiz cuadrada de dos al trasladar la
diagonal del cuadrado de lado unidad sobre la recta numérica. A pesar de esto, en la
propuesta del libro se opta por representar una aproximacion de este niimero, hecho que
podria ser favorable si se hubiese realizado una construccion previa de la aproximacion
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numérica de V2, ya que de esta manera el concepto de este niimero con su aproximacion
podria adquirir cierto significado.
Es de esperar que asi como se reflejo en la historia de los pitagéricos, los estudiantes se

rehiisen a admitir que numeros como V2 no sean racionales y que intenten sostener por
todos sus medios que es un numero racional. Si ademds se agregan obstaculos didacticos,

como los mencionados anteriormente, se contribuye a esta creencia erronea de que V2 es
racional ya que en la calculadora se observa el nimero 1,414213562 y, ademas, esto es lo
que se pide que representen en la recta numérica. Al no hacer explicito que lo que van a
representar es una expresion decimal aproximada del nimero los alumnos podrian pensar

que lo que estan representando es el niimero V2 que seria racional ya que la cantidad de
cifras decimales es finita. Es decir, desde la actividad se estarian promoviendo imagenes
conceptuales incorrectas desde el punto de vista matematico y contrarias a lo que dice la

definicion formal dada previamente, como por ejemplo que v2 = 1,414213562.
Por mas que en el libro de texto figure la definicion de niimero irracional y se haya

indicado que V2 es uno de ellos es muy probable que los alumnos incurran en errores como
el antes mencionado porque la representacion visual tiene predominio sobre la verbal. Por
lo tanto, resulta de especial interés estar atentos al tipo de imagenes conceptuales que se
promueven desde el tratamiento realizado a un determinado tema independientemente de
que se dé la definiciébn correcta pues las imagenes mentales persisten mas alld de la
ensenanza de la definicion formal.

Una vez mas se estarian dando significados distintos a un mismo hecho. Se observa que V2
tiene un desarrollo decimal que cubre todo el visor por lo cual se esperaria que los alumnos
interpreten que tiene infinitas cifras decimales pero a la vez se dice que se lo va a
representar en la recta numérica a partir de su expresion decimal, por lo cual en algin
momento deberia tener una ultima cifra decimal. Este tipo de procedimiento es probable
que promueva en el alumno el reconocimiento del procedimiento algoritmico como el tinico

valioso, dando lugar a interpretaciones erréneas como pensar que V2 es iguala 1,41,

Si tenemos en cuenta los registros seleccionados por el libro de texto para abordar el tema
vemos que todas las actividades propuestas se encuentran focalizadas tnicamente en el
registro numérico, dejando de lado demds representaciones que puedan dar una
conceptualizacion mas completa del objeto matematico. Tal como mencionamos
anteriormente, histéricamente el surgimiento de los numeros irracionales se dio en
contextos geométricos, sin embargo, no se considera esto como un recurso para abordar el
tema. No se realiza ninguna mencion al surgimiento ni se utiliza la geometria a lo largo de
las distintas actividades y explicaciones.

Duval (1996) establece que s6lo se puede acceder a los objetos matematicos mediante
representaciones semioticas, entendiendo esto como representaciones que utilizan signos,
simbolos, letras, lenguaje natural, etc. Estas representaciones se dan en diferentes registros
semidticos tales como el verbal, algebraico, numérico y grafico, siendo éstos
imprescindibles para comprender el objeto matematico.

Un problema clave en el aprendizaje de la Matematica es la distincion que debe hacerse
entre un objeto y su representacion. La confusion conduce a una especie de aprisionamiento
del objeto por el registro donde se ha producido su representacion y dificilmente podra
aplicarse fuera del contexto donde ha sido ha generado.
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Segun Guzman (1998) retomando los aportes de Duval, para tener acceso al conocimiento
matematico es necesario que los objetos sean representados de diferentes formas. El trabajo
con los diferentes registros de representacion de un concepto y el proceso de convertir un
registro en otro permite construir la nocion del concepto evitando que se confunda al objeto
matematico con su representante, lo cual suele ocurrir cuando no se da la comprension
conceptual del mismo.

El uso de diversos de diversos sistemas de representacion semioticos en un mismo objeto
matematico fortalece la capacidad cognitiva del individuo enriqueciendo sus
representaciones mentales. Para Duval (1996), “en una fase de aprendizaje la conversion
juega un papel esencial en la conceptualizacién” (p.181). En el marco de esta teoria, las
dificultades para convertir una representacion en otra pueden interpretarse como resultado
de una conceptualizacion deficiente del objeto bajo estudio.

Si nos preguntamos acerca de la conceptualizacion que realizan los estudiantes del objeto

matematico V2 a partir de este libro de texto y tenemos en cuenta que, segun los trabajos de
Duval, el proceso de comprension se favorece por el uso de al menos dos registros,
podriamos decir que al privilegiar unicamente el registro numérico no se estaria
favoreciendo realmente la comprension del concepto. Es decir, el hecho de trabajar en un
unico registro podria favorecer errores como confundir el objeto con su representacion y en
este caso la representacion utilizada es una expresion decimal aproximada del mismo dada
por la calculadora por lo cual los estudiantes ficilmente podrian confundir el objeto

matematico v/2 con una representacion decimal aproximada.

De esta manera, la conceptualizacion deficiente del objeto estaria en no darle la entidad de
numero, ya que no se trabaja sobre el sentido del mismo, y pensar que es simplemente el
resultado de una cuenta que se puede visualizar en el visor de la calculadora.

Estos errores de naturaleza cognitiva, serian consecuencia, en algin grado, del tratamiento
del tema que realiza el docente, de los ejemplos que representa, de los ejercicios y
problemas que selecciona y propone, por lo cual lo podemos clasificar como errores
didacticos. Siguiendo Unicamente este libro de texto, se corre el riesgo de que los
estudiantes queden atados a una Unica representacion por lo que deberia estar atento el
docente a proponer actividades extras que permitan la conversion entre los distintos
registros de representacion.

Por lo tanto, vemos que se fomenta la mecanizacion de procedimientos y se recurre al
registro verbal para realizar afirmaciones que no tienen correlacion con lo que los alumnos
pueden interpretar de lo trabajado en registro numérico. De esta manera, los alumnos
podrian no comprender el concepto de niimero irracional pues es preponderante el método
de la observacion de lo que muestra el visor de la calculadora por sobre cualquier otro que
esté mas vinculado a la definicion.

En relacion al papel de la definicion en el libro de texto y su utilizacién, podemos decir que
la misma aparece totalmente desvinculada de las actividades. Observamos que en las
actividades previas no se realiza un tratamiento que les permita a los estudiantes
aproximarse a la comprension del concepto de nimero irracional que posteriormente se
define y las actividades posteriores a la definicion tienen una complejidad tan baja que
pueden abordarse prescindiendo de cualquier tipo de definicion. Todas las actividades
apuntan a una resoluciéon donde apelar inicamente a la imagen conceptual daba por vélida
la respuesta, sin pretender la formalizacion de la respuesta utilizando la definicion
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conceptual. A partir de este tratamiento, se podria identificar como norma que “alcanza con
observar lo que estd de manifiesto, no hace falta utilizar las definiciones”.

De esta manera, teniendo en cuenta que la imagen conceptual es a lo primero que apela un
estudiante en el plano intuitivo, puede suceder que a partir de esta norma los estudiantes se
queden unicamente en este plano. Es decir, podria suceder que en actividades futuras el
estudiante considere mas operativo y accesible poner en juego solamente modelos
superficiales como el de la simple observacion y prescindir de definiciones y argumentos
validos matematicamente, ya que este es el tipo de argumentos que se promovieron y
aceptaron como validos en este libro de texto.

Si se tiene en cuenta el vinculo del alumno con el quehacer matematico, resulta interesante
indagar sobre una posible vision de la actividad matematica fomentada en este libro de
texto. Los estudiantes podrian no concebir a la Matematica como una disciplina en la que
sus objetos deben tener significado y sentido, sino como una coleccion de simbolos, reglas
y procedimientos de forzosa aplicacion que se manipulan mecanicamente. Esto debido a
que en el libro de texto pareciera favorecerse la idea de que “la Matematica se aprende por
repeticion de ejercicios”.

Es decir, bajo la norma de que “hacer Matematica consiste en realizar procedimientos de
forma mecanica”, los alumnos tendrian una concepcion falsa de lo que la Matemaética es. Se
estaria promoviendo una vision de la Matematica como algo mecanico y acabado, donde
los estudiantes tienen que llevar a cabo procedimientos de manera automatica y no ser un
pensador independiente con juicio critico. Esto se encuentra vinculado a una vision
absolutista de la Matematica (Ernest, 2000), “bajo este punto de vista las Matematicas son
consideradas como un cuerpo de sabiduria objetivo, absoluto, cierto e inmutable” (p. 2).
Estas concepciones absolutistas que se extienden en el aula juegan un papel muy
importante en la posible formacion de una imagen negativa de la Matematica en los
alumnos. Tareas rutinarias como las analizadas, que sirven para la aplicacion de
procedimientos mostrados anteriormente lejos de incentivar a los estudiantes pueden
promover en ellos una “fobia a la Matematica”. Al respecto, Ernest (2000) sefiala que “la
opinién generalizada de los profesores de matematicas es que las matematicas escolares
deben estar en contra de esa mala imagen y contrarrestarla con una imagen atractiva,
demostrando que son ttiles y despertando la motivacion de alguna otra forma” (p. 3). Esta
forma limitada de concebir a la Matematica, que la circunscribe solo a la resolucion de
gjercicios, excluye acciones como estimar, comparar, anticipar, argumentar, etc., las cuales
podrian no ser consideradas como parte del hacer matematico por los alumnos que tengan
como referencia este libro de texto. De esta manera, se estaria percibiendo a la Matematica
como algo fijo, pensando que su trabajo se limita a la resolucion de ejercicios. Esta
concepcidn obstaculiza, por ejemplo, la ensefianza por medio de una situacidon-problema, ya
que ante la minima dificultad o incertidumbre sobre qué se debe hacer, el alumno
posiblemente decida que el grado de dificultad es muy elevado, y que no cuenta con los
conocimientos necesarios para resolver el problema.

En el andlisis realizado se identifica como se favorece el aprendizaje memoristico y
mecanico sin promover situaciones en las que el alumno tenga que argumentar. Estas tareas
de baja complejidad podrian promover en los estudiantes la formacion de diversas
imagenes conceptuales incorrectas desde el punto de vista matematico, como por ejemplo

que V2=1,414213562.
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Predomina la utilizacién de argumentos que no pueden clasificarse como pruebas
matematicas:

. En un caso por influencia externa, depositando la autoridad en la calculadora. Por
ejemplo, “si el nimero que muestra el visor de la calculadora cubre todos los lugares,
entonces tiene infinitas cifras decimales”.

- En el otro, por influencia interna, extrayendo conclusiones a partir de lo observado
en un pequefio nimero de casos. Promoviendo la siguiente norma: “todo lo que se observa
a partir de algunos casos, es valido en general”.

La propuesta didactica se centra en la operacion en un nivel mas intuitivo y menos formal
por una cuestion de complejidad, pero esto en lugar de facilitar la comprension del nimero
real parece anadir dificultades para entender el concepto.

Si bien en el libro de texto se incluye la definicion formal de nimero irracional, ésta no
tiene correlacion con lo desarrollado en el resto del libro. Teniendo en cuenta que la
representacion visual tiene predominio sobre la verbal, es muy probable que los estudiantes
tiendan a resolver las actividades apelando unicamente a sus imagenes conceptuales y no a
la definicion. Si a esto le agregamos un abordaje en el que el vinculo entre la imagen
conceptual y su definicidon conceptual estd totalmente ausente, no se estaria dando lugar a
que se puedan manifestar las contradicciones entre las distintas partes de la imagen
conceptual. En consecuencia, al no hacerse evidentes dichas contradicciones no es posible
que se genere conflicto cognitivo que le permita al estudiante tomar conciencia del error.
Por lo tanto, es importante estar atentos a las imagenes conceptuales que desde este libro de
texto se promueven ya que a partir de las mismas se pueden promover diversos errores en
las concepciones de los estudiantes de manera inconsciente. En resumen, las imagenes
conceptuales identificadas en este andlisis presentaron distintas componentes:

. Vinculadas al visor de la calculadora:

1. Ver cualquier nimero que llene el visor de la calculadora y pensar que es irracional.
Por ejemplo, el nimero 2,367891682 como cubre completamente el visor de la calculadora
eso implica que es irracional.

2. Ver cualquier nimero con cifras repetidas y pensar que es periddico. Por ejemplo, el
numero 2,367367367 como llena el visor de la calculadora eso implica que es un “niimero
periodico de periodo 367”.

. Vinculadas a frases:

1. “Lo que muestra el visor de la calculadora siempre es correcto”.

2. “La tendencia que se observa en el visor de la calculadora siempre se mantiene en
las siguientes cifras decimales”

3. “Para saber si la expresion decimal de un numero tiene infinitas cifras decimales

tengo que observar que el visor de la calculadora se encuentre completamente cubierto”.
1 . , 1
4. Verav2oa 3 Y no darle la entidad de nimero pensando que son “cuentas por

realizar”. Por ejemplo, al ver V2 +1 podrian interpretarlo como una cuenta a realizar y no
como un nimero irracional. Lo que podria llevar a que los alumnos no diferencien un
numero de su aproximacion, interpretando que lo que aparece en visor de la calculadora es
el valor que representa el nimero y no una aproximacion del mismo.

5. “Todo lo que se observa a partir de algunos casos, es valido en general”. Lo que
llevaria a que los estudiantes justifiquen afirmaciones que no siempre son validas por el
simple hecho de que en algunos casos se verifican.
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6. “Hacer Matematica consiste en realizar procedimientos de forma mecanica”.

. Vinculadas a la notacion:

1. Los puntos suspensivos son usados con dos significados diferentes. En nimeros
periddicos significan que “continla con la misma tendencia” mientras que en nimeros
irracionales indican que contintian pero “no con la misma tendencia”. Esto refuerza la idea
que “En Matematica un mismo simbolo puede tener significados diferentes y no hace falta
aclararlo porque debe entenderse en cada caso”.

6. A modo de cierre

Observamos que en este libro de texto se realiza una introduccion a los numeros
irracionales en un entorno aritmético, apoyandose fuertemente en el uso de la calculadora.
Teniendo en cuenta que el surgimiento a lo largo de la Historia de este tipo de nimeros se
ha dado en contextos geométricos podria haberse considerado alguno de los problemas
histéricos que dieron origen a estos conocimientos matematicos como herramientas para
construir el significado de estos nimeros. Este tipo de abordaje podria permitirles a los
alumnos que tengan una mirada de la Matematica como construccion social y no como algo
rigido completamente construido tal como pareciera desprenderse de las actividades
analizadas anteriormente.

En relacion a la construccion del concepto de nlimero real observamos que se opta por un
tratamiento superficial del tema, conectado a muy pocos ejemplos y sin argumentos validos
que justifiquen las afirmaciones realizadas, hecho que puede desencadenar en que los
estudiantes no comprendan plenamente el concepto de niimero real. Ademas, pudimos
observar como estos errores didacticos pueden fomentar concepciones erroneas en los
estudiantes, hecho que posteriormente puede verse reflejado en usos incorrectos derivados
posiblemente de la falta de significatividad para los alumnos que tiene este concepto.
Asimismo, también pudimos identificar posibles errores asociados a las concepciones
erroneas relacionadas a lo que significa hacer Matematica, para los alumnos que estudian a
partir de este libro de texto podrian creer errobneamente que validar en Matematica significa
indicar lo que observan en el visor de la calculadora o dar algunos ejemplos que muestren
lo que se afirma, hecho que no puede considerarse como prueba matematica y que puede
producir diversos errores.

Seria interesante ofrecer la posibilidad de que sean los estudiantes quienes en su afan de
resolver se encuentren ante el desafio de justificar la validez de alguna de las tantas
afirmaciones que se dan por ciertas sin argumento alguno o en el mejor de los casos a partir
de ciertos ejemplos. Con el fin de evitar fomentar los diversos errores identificados en el
presente trabajo, habria que explorar las posibilidades didacticas en la introduccion de los
numeros reales que permitan construir su significado. Para ello, resulta interesante tener en
cuenta los diversos obstaculos que se presentaron en la construccion de este concepto a lo
largo de la Historia como asi también los obstaculos del tipo didacticos que desde la
propuesta didéctica del libro se pueden dar, previendo los diversos errores que a causa de
dichos obstéaculos se pueden producir.
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INTRODUCCION

Si usted se detiene a pensar en su vida de todos los dias,
vera que en muchas ocasiones se encuentra con situaciones en las
que necesita hacer uso de los conocimientos matematicos que
aprendi6 en la escuela primaria o, tal vez, después. Esto nos
sucede en la economia del hogar (que nos enfrenta al delicado
equilibrio entre el dinero que ingresay el que se gasta), al hacer
una compra o solicitar un crédito. También en el &mbito del
trabajo, cuando tenemos que hacer un croquis, medir distancias o
leer un gréfico. Es decir, constantemente tenemos que utilizar 1o
gue aprendimos en matematica para resolver pequefios o grandes
inconvenientes.

En este curso le proponemos profundizar o que sabe y
avanzar en el aprendizaje de nuevos conceptos y procedimientos
gue le sirvan de herramientas para su trabajo y su vida cotidianay
que a su vez, le permitan resolver con mas seguridad las
situaciones que se presentan en los contenidos propios de esta
area de estudio.

¢Qué esperamos de usted al finalizar este curso?

Al final de este curso esperamos que usted pueda: identificar,
interpretar y utilizar, en la resolucion de problemas, algunos
conceptos matematicos relacionados con: |os niUmeros racionales,
sus célculos 'y operaciones, figuras planasy tridimensionales, las
medidas y la medicidn, los gréficos y los distintos lenguajes
matematicos.

Esto significa que a finalizar el curso usted podr&

» Comprender y saber resolver problemas justificando los
procedimientos empleados.

* Identificar e interpretar nUmeros racionales, sus céaculosy
operaciones.

* Identificar, describir e interpretar algunos conocimientos
geométricos referidos a figuras planas y tridimensionalesy a sus
propiedades.

* Describir, comunicar e interpretar informacion matematica
utilizando distintos lenguajes.

* Interpretar y usar nociones relacionadas con las medidas y
los procedimientos de medicion.

¢Qué vamos a estudiar? ¢Cémo vamos a hacerlo?
El curso se ha organizado en tres gjes de contenidos: el

primero se denomina Conjuntos numeéricos, en el segundo nos
abocaremos a Relaciones y funciones y en el tercero trabajaremos

11



las Nociones geométricas mas importantes.

Durante el cursado estudiaremos la resolucién de distintas
situaciones cotidianas, utilizando esencialmente dos conjuntos
numéricos. enteros y racionales, sus calculos y operaciones.
También abordaremos el sistema de referencias cartesianas en el
plano. Vamos a reconocer algunas figuras y entes geométricos, sus
propiedades y clasificaciones. Asimismo, trabajaremos con algunas
nociones de relaciones y funciones numeéricas: variables, tablas,
diagramas, expresiones algebraicas, gréficas, férmulas y algunas
nociones de estadistica.

Esperamos que con este curso usted pueda descubrir los
porqués de algunos procedimientos matematicos. General mente,
sera usted el que, a través de algunas actividades o propuestas,
construird distintas nociones y conceptos.

Por ello, es muy importante que siga, paso a paso, las
indicaciones de este material, para que pueda construir, junto con
sus comparieros y profesores, cada uno de los aprendizajes.

Las actividades que se proponen tienen dos funciones
principales: que pueda aplicar y relacionar 1o que sabe o ha
estudiado anteriormente y que pueda construir nuevos
aprendizajes de contenidos, que ahora probablemente desconoce.
Le recomendamos que no saltee partes del material porque las
necesitard para poder avanzar con lo que se encuentre mas
adelante.

En algunos casos trabajaremos con nociones que por su
complejidad o por su origen no vamos a comprobar, las
aceptaremos como verdaderas.

Por altimo, le queremos decir que en matematica, como en
muchas materias, el error es parte del aprendizaje. Necesitarg,
para avanzar en el material, hacer algunas "pruebas’ de lo que
esta estudiando. Realice todos los intentos necesarios, pero nunca
baje los brazos.

¢COmo esta organizado este material?

El material entonces est4 organizado en tres capitulos, uno
para cada e de contenidos, segun sefialdbamos anteriormente.

EE I: Conjuntos numéricos

EE Il: Relaciones y funciones. Nociones de probabilidad y
estadistica

EE IIl: Nociones geométricas

Recuerde que todas las actividades que realizara se
presentan con un icono . Estos iconos son:



PENSAR. Este icono indica que tiene que detenerse
un momento a analizar lo que ha leido. En el caso
de Matemética es fundamental que leala
informacion que indica este icono y la memorice
también, porque en ella se incluye la
“formalizacion” de lo trabajado, es decir, su
conceptualizacion en términos matematicos.

TRABAJAR EN FORMA INDIVIDUAL. Leindicaque
la actividad de aprendizaje propuesta la realizara
usted solo.

TRABAJAR EN FORMA GRUPAL. Significa que la
actividad de aprendizaje propuesta la realizara con
sus comparieros.

RECORDAR. Este icono significa que usted leera
informacion importante a la que tiene que prestar
especial atencién.

LEER. Indicalalectura de otros textos especiales
para comprender los temas.

B = 3 b &

Le recordamos también que usted, dentro del material,
dispone de espacios en blanco (en cada hoja) para realizar los
célculos que necesite a fin de resolver los gercicios que se le
presenten. También tendra, a finalizar cada €e, hojas con lineas
de punto para tomar apuntes de las explicaciones de su profesor.
Puede anotar también ali sus dudas, preguntas o las ideas que
vayan apareciendo a medida que lee el material; justamente para
esto esté reservado el espacio de NOTAS,

¢Como trabajaremos?

Esta propuesta que le hacemos esta pensada con modalidad
a distancia. Se preguntara ¢qué caracteristicas tiene esta
modalidad? Pues bien, esto significa que no asistira todos los dias
a clases durante cuatro o cinco horas, sino que ird realizando el
curso apoyado fundamental mente por tres ayudas valiosas que le
sugerimos aproveche al maximo:

a) Por un lado, las clases con su profesor y su grupo de
comparieros, donde recibird las explicaciones de los contenidos y
se realizaran las actividades previstas. En estos encuentros usted
podra preguntar todo 1o que no entiende. No dude en hacerlo, su
profesor esta para ayudarlo y apoyarlo en su proceso.

13



Mateméticall - BGB3

noveno ano

Usted empieza ghoera el novero afio
de lo EGB3 y en €l tendrd gue hacer
y aprobar cinco cursos: Lengua I,

Matemdtica 1], Ciencias Naturales 11,

Ciencias Secigles I y Tecnologia 1.

14

b) Por otro lado, tendr& a su disposicion este material, para
que lo leay vaya siguiendo el curso, tanto en las clases como en
las horas de estudio que deber& dedicarle diariamente. Este curso
le demandara entre 4y 6 horas de estudio por semana. Comience
a organizar sus tiempos para llevarlo al dia

¢) Y de ahora en adelante aparece una nueva figura en su
proceso de aprendizaje: EL TUTOR. El tutor es un profesional que
lo acompafiara en todo su proceso de aprendizaje, tanto en este
curso como en todos los que realice dentro del noveno afio.
Seguramente usted se preguntar&: ¢cOmo hago para estudiar?,
¢cOmo organizo mi tiempo para llevar a dia el estudio de los cinco
cursos que forman el noveno afio?, ¢de qué se trata esto de una
modalidad a distancia?, ¢qué hago si tengo dudas sobre los textos
del material o alguna de sus actividades y falta tiempo hasta que
vea al profesor en las clases?

Seguramente éstas y otras cuestiones pueden aparecer a
medida que vaya realizando el material. Esjustamente el tutor el
gue estara para solucionar esto. Usted se comunicara con él a
través del "campus virtual" que la Universidad Naciona de Cuyo
ha creado especialmente para este proyecto. Recuerde que en el
altimo curso estudiamos de qué forma realizarlo. Si tiene dudas,
vuelva sobre ese material y las explicaciones que le dio el profesor
oportunamente.

No dude en consultarle a su tutor; é serd su compariero en
este camino y su tarea es fundamentalmente colaborar con usted
para que tenga la menor cantidad de inconvenientes y dudas en
su recorrido.

¢Como vamos a evaluar este curso?
En este curso vamos a tener dos tipos de eval uaciones:

a) de proceso y
b) de resultado.

a) Evaluaciones de proceso

Como usted sabe cada curso se organiza en gjes de
contenidos dentro de los cuales hay distintas actividades de
aprendizaje. Por cada gje de contenidos usted tendra que realizar
"trabajos précticos’ que entregard a su tutor via mail (campus
virtual). El le indicara cudles sony en qué momentos se los debe
entregar. Por eso resulta importantisimo que no pierda el contacto
con él y entre a campus periédicamente. Estos trabajos practicos
serén corregidos y se les asignard una nota numérica.

A su vez, para cada ge de contenidos, le propondremos una
evaluacion sobre todos los contenidos desarrollados dentro del
mismo y que usted ha ido estudiando con el material. Esta
evaluacion podra resolverla de dos formas distintas:



* con el profesor durante las clases.

* O bien en su casa. En este caso, su tutor le enviara a través
del campus virtual la evaluacion y usted la resolverdy entregaré
en papel a su profesor durante las clases.

Tanto su profesor como el tutor le irén indicando las fechas
y cud de estas dos formas se utilizaré para realizar las
evaluaciones. Estas evaluaciones de ge seran corregidas y también
se les asignard una nota numérica.

RECORDAR I1

D

Con las notas de los trabajos practicos entregablesy de la
evaluacion de ge, se hard un promedio numérico y asi se obtendra
la calificacion que le corresponde a ese ge de contenidos. De la
misma manera se procedera con todos los €es previstos para el
CUrso.

b) Evaluacion de resultado

Al finalizar el curso se realizard una evaluacién integradora,
es decir, una evaluacion que nos permita conocer como ha sido su
proceso en el aprendizaje de todos los contenidos del curso. Esta
evaluacion se hara siempre en las clases con su profesor y
también seran corregidas con una calificacion numérica.

RECORDAR Ig

LD

La calificacion definitiva del curso resultara de promediar las
notas que obtuvo en cada ge de contenidos junto con la que
obtuvo en la evaluacién integradora.

En todos los casos, para calificar utilizaremos una escala
numérica de 1 a 10, debiendo obtener como minimo siete para
aprobar el curso. En caso de no aprobar en esta instancia, usted
tendré derecho a una "evaluacién recuperatoria’, es decir, tendra
tiempo para volver a estudiar el material antes de que sea
evaluado nuevamente. Esto también se lo informara su tutor.
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Conjuntos numéricos
¢Qué esperamos que usted logre cuando termine este g¢?
Al final de este ge esperamos que usted pueda:
» Comprender y saber resolver problemas, seleccionando el
tipo de razonamiento, interpretando los resultados y justificando

los procedimientos empleados.

* Identificar e interpretar conocimientos referidos a nUmeros
racionales, sus célculosy operaciones.

¢Qué vamos a estudiar?

Algunos de los contenidos mas importantes que vamos a
estudiar son:

» NUmeros reales, racionales e irracionales. Intervalos.
« Criterios de divisibilidad.

* Las cuatro operaciones bésicas con numeros racionales
bajo distintas notaciones. Potencia. Radicacion. Propiedades.

» Expresiones algebraicas. Operaciones sencillas con
expresiones algebraicas. Ecuaciones.

Un pequefio comentario acerca de o que usted va a realizar
en este comienzo. Trabajaremos con los distintos conjuntos de
ndmeros o conjuntos numeéricos. Para referirnos a cada uno de
€sos conjuntos utilizaremos letras mayusculas. Asi por ejemplo
usaremos IN para designar el conjunto de niUmeros naturales, es
decir @ conjunto formado por los nUmeros: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; etc.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURALES

ACTIVIDADES

1. Leacon atencion y resuelva cada una de las siguientes situaciones:

Stuacion 1
EQUIPOS PUNTOS La siguiente tabla muestra algunos equipos de fltbol y los puntos que tienen
River 33 hasta la fecha
Boca 31
Racing 27 a) ¢Por qué cree que los equipos aparecen en la tabla en ese orden?
Talleres 25
Quilmes 24
Vélez 23
Banfield 22 b) ¢De qué depende la posicion de los eguipos en la tabla?
Arsenal 21
Colo6n 19
San Lorenzo 17
Estudiantes 15
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Marematica [1 - LGE3

Los equipos estdn ordenados seqguin los puntos alcanzados hasta la fecha, desde el equipo que tiene mas puntos
al que tiene menos. Lste orden de los equipos permite determinar qué lugar ocupa cada equipo en la tabla de
posiciones.

¢) Asf por glemplo: squé tugar ocupa en lg tabla el equipo de ArSenal? ....vvecriicmoneone e
IS ol P T N W L e AU R
e) Para responder a las prequntas: jQué hizo?, ;qué estrategia utiliza?

.............................................................................................................................................................................

Coincidird en que para indicar el lugar de un equipo lo que se hace es contar-numerar o simplemente numerar
(1,2, 3, ...) desde el primer lugar hasta llegar al lugar del nombre del equipo que se quiere ubicar. For ejemplo,
para decir qué lugar de la tabla ocupa el equipa de Coldn, se numera desde el lugar que ocupa el primer equipo
(River) hasta llegar al tugar que ocupa Col6n, de esta manera: "1" (River), "2" (Boca), "3" (Racing), y asf hasta
llegar a "9" (Colén). Es decir que Colén ocupa el lugar nimero nueve en la tabla de posicion. Esto también se
expresa indicando el nombre del lugar nimero nueve, es decir noveno y se suele decir gue "Colon es el noveno
en la tabla de posiciones”.

De manera similar, se puede decir que Arsenal ocupa el lugar niimero 8 en la tabla de posiciones, es decir el
octavo lugar (el lugar ntimero 8 recibe el nombre de octavo) y también que Quilmes ocupa el lugar numero 5,
es decir el quinto lugar en la tabla de posiciones (el lugar niimero 5 se lluma quinto).

f) ¢Cudl equipo ocupa el tercer lugar?, sy cudl ocupa el décimo lugar?

...........................................................................................................................................................................

Situacién 2
Martin nacié en el afio 1987. ;Cudntos afios tenia en 19977

Para averiguar los afios que tenia Martin en 1997 usted
penso en el calculo: 1997 - 1987= 10, o lo que bien pudo hacer es
contar los afios (ranscurridos desde 1987 hasta 1997.

In estas dos situaciones sencillas se han utilizado

expresiones como "estan ordenados", "es el quinto en la tabla",

roar

"numerar’, "contar”,

Los niimeros que se uftilizan para contar - enumerar, es decir
para responder a la pregunta ;Cudntos? y para numerar, es decir
para responder a la pregunta jEn queé lugar? (conlar-numerar) son
los nimeros naturales.

20



Conmuntos numaricos

PENSAR

El conjunto de los ntimeros naturales se simboliza con la letra IN,

y en simbolos se puede expresar:

IN={0,1,23,4..}

Se lee: el conjunto IN es igual al conjunto formado por los

elementos 0, 1, 2,....

Recuerde que los puntos suspensivos indican que se pueden

seguir escribiendo mas elementos.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS

ACTIVIDADES

Situacion 1

Variacidon de Finanzas

“n o
il ] I_I

20
Erera Febrora Mum Abril

4
& 0
£ 404

meses

1. En el grafico se muestran las pérdidas y ganancias, o sea la variacién de las finanzas, de una empresa

durante el primer semestre.

a) Indique en qué meses la empresa tuvo pérdidas y en qué meses tuvo ganancias.

d) Calcule la diferencia del estado financiero entre los meses de enera y febrero.



Maternatica 11 - EGR3

Estd claro que utilizando los niimeros naturales solamente no es posible describir la variacion de finanzas.
Tampoco seria posible calcular la diferencia del estado financiero de los meses de enero y febrero con la
siguiente resta de ntmeros naturales: 100 - 200 =A partir del analisis de esta situacion se ve la necesidad de
"ampliar”el conjunto de los riimeros naturales. ;Como se lleva a cabo esta ampliacion?

SCudl es el NUMET0 OPUESLO AL UMY 57 ...ioveuiieesirursesnmeresssessssestnsssmnss e es e s sreessasee nenanresemsisenessese s sess
SCautl os Bl DGR D OPUESK GLTTIIIMENT S3% i amvonsorissmorbrotndimessmmsm s ssssnio s o s s A e S A R
Para encontrar el niimero opuesto al mimero 5, hay que pensar en un numero que, ubicado en la recta
numérica, esté a la misma distancia del O que el niimero 5. Este ntimero es el nimero 5. Es decir, que tanto el

5 como el -5 estdn a la misma distancia del cero. Ubique en la siguiente recta numérica los ntimeros 5 y -5.

R

2. Ubique en la recta numérica anterior el nimero -3 y su opuesto.
3. sPor qué el ntimero 3 es el opuesto del nimero -3?

o

PENSAR

Para cada numero natural "a", distinto de cero, existe su opuesto

El conjunto formado por los niimeros naturales y todos los
numeros opuestos a ellos forman un nuevo conjunto que es el de los
numeros enteros. También podemos decir que el conjunto de niimeros
enteros esta formado por los nuimeros enteros positivos (o naturales) y
los niimeros enteros negativos (nimeros opuestos a los niimeros
naturales).

El conjunto de los niimeros enteros se simboliza con la letra Z,
cuya notacion es:

Z={..-3,2,-1,0,1,2,3, ..}



Se lee: el conjunto de los nGmeros enteros es igual al NOTAS

conjunto formado por los elementos ...-3,-2,-1,0, 1, ...

Los nimeros enteros sirven para expresar cantidades de
temperatura sobre y bajo cero, montos de deudas como también
para resolver el punto d) de la situacion 1, que pide calcular la
diferencia en el estado financicero de los meses de cnero y febrero.

Recuerde gue el calculo a resolver es: 100-200 y que en el
conjunto de los niimeros enleros es posible resolverlo:

» 100 - 200=-100

El resultado es -100, Este nlimero es negalivo, lo que indica
que la empresa tuvo pérdidas en un monto de $100.000 entre los
meses de enero y febrero. Puede observar, a través de este gjemplo,
que cs posible resolver restas entre dos numeros enteros
cualesquiera y que se obtiene olro niimero entero.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS RACIONALES

Hasta el momento con ¢l conjunto de los nimeros naturales
y enteros hemos solucionado problemas propios del quehacer
cotidiano tales como ordenar, interpretar con cantidades negativas
situaciones como temperatura bajo cero, profundidad y altura con
respecto al nivel del mar, interpretacion de las finanzas de una
empresa, por nombrar sélo algunas. Como vera ahora, a partir del
analisis de las siguientes situaciones, sera necesario ampliar el
conjunto de los naimeros enteros.

Situacion 1

Usando los numeros enteros no es posible escribir
expresiones como las que se muestran a continuacion:

a) La temperatura exterior es de 25,5°C bajo cero.

RECORDAR

Recuerde que 25,5 °C es una cantidad de temperatura, donde
el 25,5 es 1a medida de dicha cantidad (el numero) y °C (grados
centigrados) es la unidad usada para medir la temperatura.

b) El 70% de los accidentes automovilisticos se deben al
exceso del consumo de aleohol del conductor. Esto significa que de
cada 100 accidentes automovilisticos, 70 de ellos se deben a
excesos de consumo de alcohol de los conductores.

c) La selva americana ocupa las cinco novenas partes de los
9.300.000 kmZ de la superficic de las selvas del mundo.

d) Por altimo, se pretende encontrar el cociente exacto entre

RSLERER SRR By SRS EI~S R A )
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TAS el numero 8 y 5, es decir resolver la division 8 : 5 y encontrar un
nimero que rnultiplicado por 5 dé por resultado 8, Lsta claro que
dicho cociente no es un niimero entero ya que no existe ningin
nimero entero que multiplicado por 5 dé por resultado 8.

Usted observard, a través de los ejemplos mencionades, que
en &) la medida de cantidad de temperatura exterior es 255y
ésle no es un numero entero, en b) que /0%, es equivalente a
expresar esle porcentaje con el namero TTI , (expresado en forma
fraccionaria) y que tampoco es un nlimero entero, én ¢) que para
indicar qué parte del total de la cantidad de superficie de selvas_
del mundo corresponde a la selva americana se usa el numero
que no es un numero entero y finalmente que, en d), el cociente de
la division entre los nimeros enteros 8 y 5 no es exacto en cl
conjunto de los numeros enteros. Pues ningun nUmero entero
multiplicado por 5 da 8.

: i ; 8 - 8
El cociente exacto entre 8 y 5 es . Pueslo que: 8:5 = 7,

porque—?—- 5=8(pues8:5=40y40:5= 8§).

Los nimeros que se han empleado tanto para expresar la
medida de una cantidad de temperatura, para indicar un
porcentaje de accidentes con determinadas caracteristicas, para
sefiglar una parte de un todo (superficie total de selva del
mundo), como para encontrar el cociente exacto de dos nameros
enteros, son nimeros racionales. Los ndmeros que perlenecen al
conjunto de los ntumeros racionales se simbolizan con la letra @.

En las situaciones anteriores se han utilizado nimeros
racionales escritos (o expresados) mediante una fraccion y
también mediante escritura decimal (el caso de 25,5). Mas
adelante profundizaremos sobre las formas de expresar un
nimero racional.

Por ahora diremos gue: un nimero racional escrito en
forma fraccionaria es el cociente exacto de dos numeros enteros,
siendo el segundo distinto de cero.

Por gjemplo:

En un nlmero racional escrito como [raccién:

i-, a y b son niimeros enteros y b es distinto de cero, se ticne
que:

G | Numerador (numera, indica cudntas pa rtesﬂ

b | Denominador (denomina, da el nombre a las partes) |

Una pregunta: ;los nimeros naturales y los enteros son
también numeros racionales?

94



ACTIVIDADES

1. Resuelva los siguientes cocientes:

a) —85 ........ b —— = . B S 8 === wauw 8 — = .

Resulindos:

a) -4 porque -4.. (-2) =8, b) 2 porque 7 . ( -5) = -10, ¢) 15 porque 15 . 2 = 30, d) 20 porque 20 . 1 = 20
e) -54 porque -54 . 1 = -54

A partir de los cocientes obtenidos podemos asegurar que:

1. Cualquier niimero entero, es posible expresarlo siempre
como un cociente exaclo de dos numeros enteros con la condicion
de que el denominador o divisor sea distinto de cero.

2. Todo nimero enlero se puede expresar como fraccién con
numerador igual a dicho nimero y denominador igual a uno.

PENSAR g

Podemos asequrar que todo entero es un numero racional, por ello
se dice que el conjunto de los ntimeros enteros (Z) esta incluido en el
conjunto de los niimeros racionales (Q).

Esta conclusién se indica simbélicamente: ZCQ.,
Se lee: el conjunto de los ntimeras enteros esta incluido en el

conjunto de los niimeros racionales.

DISTINTAS ESCRITURAS DE UN NUMERO
RACIONAL (FRACCIONARIA, DECIMAL).
EXPRESIONES DECIMALES FINITAS Y PERIODICAS

ACTIVIDADES

1. sLos nuimeros 27,5; 1,75 y -25, 5 son niimeros rdcionuales?

2. Con la calculadora realicen los siguientes coclentes escritos en forma fraccionaria y escriban la expresion
decimal que aparece en el visor.
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Notacién fraccionaria Notacién decimal

275
10

175

100

10

7

= 27,5

o]

li:*:l c.-‘~‘-~; \.Dl-b-

= 112112123

L
s

3. Observen, identifiquen y escriban log nimeros racionales cuyas expresiones decimales tienen un numero de
cifras decimales finito (se pueden contar, las cifras decimales no cubren todo el visor de la calculadora).

Si en lugar de usar la calculadora realiza el cdlculo en um pupel, observardn que llegan a un resto cero. Los
numeros racionales que poseen esta caracteristica son racionales decimales o simplemente decimales. Por
ejemplo, al realizar el cociente 275 : 100 se obtiene el numero racional 2,75 y el resto es cero.

4. Observen, ldentifiquen y escriban los nimeros racionales que tienen una expresion decimal en la que se

observan (en el visor de la calculadora) infinitas cifras después de la coma (las cifras decimales cubren todo el
visor de la calculadora).

En las expresiones decimales de estos nlimeros racionales se
observa que algunas cifras después de la coma se repiten
indefinidamente. Por ejemplo: 1,12121212.... Por ello, se llaman
expresiones decimales periddicas v a la cifta o cifras que se repiten
se las denomina periodo.

Estas expresiones decimales periodicas se pueden expresar
de esta forma: 112,

A continuacion se muestran dos cuadros referidos a los
puntos 3) v 4), en los que se muestra cada niimero racional
expresado como fraccion y en notacion decimal, con el proposito
de gue usledes comparen las cxprasiones decimales,



275
— =275
10

175
100

0,44444444444444 = 07

= 1,75
1,166666666666666... = 1,15

[}

255 o9

Lad [
RN

1,121212121... = 1,12
L =35 '

O &

Estos nameros racionales en su Estos nametos racionales, en

expresion decimnal tienen una su expresién decimal, tienen
cantidad finita de cifras infinitas cifras decimales, 1o
decimales, lo que indica que al que muestra que al realizar la
realizar la divisidn entre el divisién entre el numerador y
numerador y denominador de dencminador de la expresién
la expresién fraccionatia se fraccionaria, nunca se llegara a
llegara a un resto cero. un resto cero.

Estos nimeros racionales se Recuerde que con el arco se
llaman nameros racionales indican las cifras decimales
decimales o simplemente que se repiten infinitamente, es

nameros decimales. Por lo que,  decir, el periodo,

. . .3
por ejemplo, los nimeros ;3

)
1,75; 0,22 son numeros

decimales.

PENSAR

Todo nitmero racional puede escribirse en notacién fraccionaria

-mediante una fraccién- o en notacion decimal o expresion decimal como
un niimero con coma decimal. Esta expresion decimal puede ser finita o

infinita periédica.

ALGUNOS NUMEROS IRRACIONALES

Lea los siguientes ejemplos:

a) y4=2 porque 22=22=4

by y16=4 porque 42=4-4 = 16

Al caleular la raiz cuadrada de 4, en el ejemplo a), se busca
un nurmero racional positivo que elevado al cuadrado
(multiplicado dos veces por si mismo) dé por resultado 4; dicho

nimero es 2 (resultado de la raiz). De manera similar se procede
en el ejemplo b).

Comjuntos rmuméncos

27
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Ahors le proponemos (rabajar con el calculo de la siguiente
rafz cuadrada: v/3 (raiz cuadrada de 3). Recuerde que si usted desea
calcular esa raiz tendra que buscar un numero Gue elevado al
cuadrado, es decir multiplicado 2 veces por si mismo, dé por
resultado 3. Si prueba con 1,57 (1,5 - 1,5) obtiene 2,25 y es menor
que tres. Si ahora prueba con 1,77 (1,7 - 1,7) da como resultado 2,89
y es menor que tres. Quizds pensé en probar con 1,87 (1,8 - 1,8); da
por resultado 3,24 y resulta ser mayor que tres.

Si sigue probando con otros valores puede obtener
resultados mas proéximos a tres, pero le sera imposible encontrar
un numero racional que elevado al cuadrado dé exactamente tres.

Si emplea la calculadora encontrara que {3, cifras mas ¢
cifras menos, es igual a un nimero en notacién decimal como el
siguiente:

\fB = 1,732050807568877293527446341505..... puede observar
que las cifras decimales son infinitas y no periddicas, por lo que no
es un ndmero racional.

Lo mismo ocurre con otras raices que tienen la misma
caracteristica, es decir, que no dan por resultado un nimero

racional, como son las raices: y7, v/5, v2, ¥3.

A cstos numeros se los denomina numeros irracionales.

ACTIVIDADES

Posiblemente penso en que es infinita, es decir, que tienen
infinitas cifras decimales. Pero a esta caracteristica se le agrega
otra: las cifras decimales no son periddicas.

Hay otros nimeros gue tienen esta misma caracleristica en
su parte decimal, como el conocido nimero pi (x) que es utilizado
para calcular la medida de la longitud de la circunferencia (= - d,
donde d es el didametro) y la medida de la cantidad de superficie de



un circula (a0 r2, donde r es el radio). La eseritura deciinal del
numero "pi" tiene infinitas cifras decimales no periédicas, como se
muestra a continuacion: n = 3,141592653589/93238462643383279...
Dadas las caracteristicas de este nimero, podemos decir que es un
nimero irracional.

Estos niimeros analizados pertenecen al conjunto de los
numeros irracionales,

PENSAR

El conjunto de los niimeros irracionales se simboliza asi: 11.

Los elementos de este conjunto son raices no exactas (raices cuyos
resultados no son enteros) o bien niimeros que expresados en notacion
decimal tienen infinitas cifras decimales que no son periédicas.

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

Si se retnen todos los numeros racionales y los numeros
irracionales se obliene un nuevo conjunte numérico llamado
conjunto de los nlmeros reales, que se simboliza asi: R.

In el siguiente esquema se muestra una sintesis de las
sucesivas ampliaciones de los conjuntos de nimeros naturales,
enteros, racionales e irracionales.

3!
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o
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PENSAR

El conjunto de los numeros reales se simboliza con R y se define
como:
R=0Q U I

Se lee: el conjunto de los ntimeros reales es igual al conjunto de
los ntimeros racionales mas el conjunto de los niimeros irracionales.

RECORDAR

NEZCQ

Se lee: el conjunto de los nlimeros naturales esta incluido en
el conjunto de los nimeros enteros y éste esta incluido en el
conjunto de los niimeros racionales,

1 conjunto de los niimeros racionales y el conjunto de los
numeros irracionales no tienen elementos en comun. Es decir, no
existe un numero gue sea racional e irracional a la vez.

Un numero real es un nimero racional (se puede expresar
como el cociente de dos niumeros enteros con el denorninador
distinto de cero) o es un nimero irracional (numero que expresado
en notacién decimal tiene infinitas cifras decimales no periodicas).

ACTIVIDADES

1. Realicen la siguiente actividad uniendo con flechas cada numero con el o los conjuntos al que pertenece. Les
puede ayudar la observacion del diagrama de los niimeros reales. Se muestra un ejemplo.

-15
IN
25 \
0,3 N 7
g
4 k. Q
g
__3 1
]
R




Conjuntos NUMAnRes

LA RECTA REAL NOTAS

Los niumeros pueden ser representados en una recta R,
llamada recta real. Para ello se graduara la recta a partir de una
unidad, como muestra la figura.

Para graduar la recta se considera un punto "o"y se elige un
segmento U como unidad para medir. Luego se dibujan segmentos
congruentes al segmento U en forma consecutiva a partir del
punto o a izquierda y derecha del mismo y a cada punto se le
asigna un numero entero.

q U Fig. 1
- +
2 A 0 B 2 3R

RECORDAR

Recuerde: una recta puede pensarse como un conjunto de
infinitos puntos.

Observe la recta numérica R y responda: jcada punto de la
recta R tiene asignado un nGmero entero?

Por ello, suele decirse que los nimeros enteros al ser
ubicados en la recta numérica "no cubren" toda la recta, ya que
quedan puntos de la misma a los que no se les puede hacer
corresponder un nimero entero.

sEntre dos nimeros enteros siempre es posible encontrar
otro nimero entero? Piense por ejemplo en los ndmeros enteros 2
y 3 shay otro nimero entero entre ellos?

Si ahora tienc que ubicar en la recta numérica un namero
racional, por ejemplo el ndmero - : jentre qué nuimeros enteros lo
ubicaria? ;Por gué?

Para represenlar nimeros racionales, como por ejemplo, =,
y como es un nimero racional que es menor que uno y mayor a
cero (tiene el numerador menor al denominador 3<5), se ubica en
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NOTAS

la recta numnérica entre los puntos correspondientes al nimero 0 y
al numero 1. Por ello se fracciona el segmento a cuyos extremos le
corresponden los numeros O y 1 en tantos segmentos o partes
como lo indica el denominador. Observe que las partes son todas
congruentes, es decir son segmentos congruentes {segmentos
equivalentes en longitud). En este caso el segmento unidad esta
fraccionado en S partes equivalentes porque el denominador del
nlmero racional a representar es 5 y se sefala la tercer "'marca” o
parte, porque el nurnero a ubicar en la recta tiene numerador ires.
De esta forma queda ubicado el punto al cual se le asigna el

ngmers =,
5
Fig. 2
il . - [l uy [ | I T W . 1 [l -
- L] L) T T L] LI 1] LI [] T L] -
3 5 2 5 - 0 3 1 2 25 3 R
2 5

Ahora marque el punto medio del segmento cuyos extrernos
tienen asignados los numeros 0y _r;L . A ese punto asignele el

nimero racional > .
10
De esta manera, si procede de forma similar y marca el
punto medio del segmento cuyos extremos tienen asignados los

numeros 0 y 136 :

A dicho punto le debe asignar el nimero racional 2% .y asi se
podria continuar esta asignacion indefinidamente.

Seguramente, si ubico los puntos que le corresponden a los

nuameros 0, % , % , 23—0 debe haber obtenido una representacién

como la siguiente; en la que se muestra sélo el segmento de la
recta numerica que tiene por extremos los puntos
correspondientes a 10s numeros 0y %

Fig. 3
1 1 e . ]
T 1] L L] L]
0 32 2 2 3
30 20 16 5

Notaréd que se pueden seguir sehialande infinidad de puntos
maés, a los que se les asigna su correspondiente namero racional
siguiendo este procedimiento de serialar el punto medio de cada
segmento que se considera, como se efectud en el analisis anterior,

Esta caracteristica setiala que siempre es posible encontrar
entre dos nimercs racicnales otro numeroe racional. Pero a pesar
de poseer esta caracteristica, 51 Se representaran 1odos 108



numeros racionaies en la recta numeérica no alcanzarian a "cubrir’
toda la recta numeérica. Es deciy, hay puntos que no tienen
asignado ningin numero racional. Esos puntos son los que
corresponden a los ntmeros iiracionales. De esta manera, si se
representan todos los numeros racionales y todos los numeros
irracionales, es decir los ndmeros reales, sucede que a cada punto
de la recta numérica R le corresponde un nimero real y viceversa,
a cada numero real le corresponde un punto en la recta.

Para representar nimeros irracionales emplearemos su
expresion decimal para ubicarlo en la recta numérica, Asi, para
ubicar el nimero irracional ¥2 (raiz cuadrada de 2) se considera su
expresion decimal: 2 = 1,414213...... sEntre qué nimeros
racionales lo ubicaria? Marque en la siguiente recta numérica los
puntos correspondientes a los ntimeros racionales entre log que
ubicaria el numero irracional v2.

Fig. 4
11 1,5 1.9
- [ ] i i ] i L i i i L [l 'l P
d n | ] 1 L T 1 ] T L T L | Ll
4] 1 2 R

En la recta numerica anterior marque aproximadamente el
punto al que le corresponde el numero irracional y2 = 1,414213......

Conclusiones

En la fig.1 se cbserva que al ubicar los numeros entercs en la
recta numerica quedan puntos que no tienen asignado un namero
entero, es decir que 10s niimeros enteros "no cubren” toda la recta
numérica. Entre un par de nimeros enteros consecutivos no existe
otro numero entero.

PENSAR

1. Por esta caracteristica se dice que el conjunto de los niimeros
enteros es discreto.

En las fig.2 y 3, se observa que ertre dos nitmeros ractonales
siempre es posible encontrar otro nitmers racional,

PENSAR

2. Por esta caracteristica el conjunto de los nitmeros racionales es
denso.

COnjuntos nmernaos

e E——
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De todas modos, st se ubicaran todos los ntimeros racionales
quedarian puntos de la recta a los que no les corresponderia ningtiin
numero racional, es decir que no es posible "cubrir" toda la recta
numerica.

PENSAR

Para cubrir toda la recta numeérica es necesario representar a
todos los ntimeros racionales y a todos los irracionales, es decir ubicar
los nitmeros reales.

A partir de esta ultima observacion podemos asegurar que la
recta esta completa.

Al ubicar los ntimeros reales en la recta numérica "se cubren"
todos los puntos de la misma, ya que a cada nimero real le corresponde
un punto de la recta y a cada punto de la recta le corresponde un
numero real.

-L RECORDAR

En adelante cuando nos refiramos a un numero y no
aclaremos a qué conjunto numético pertenece dicho nimero, es
decir, cuando no se especifique: "nimero racional”, "ndmero
natural’, "nGmero entero” o "nlmero irracional’, es porgue el
numero considerado es un "nimero real”. Estudiaremos estos
numeros por lo que acordaremos que cuando consideremos un

namero, eslaremos considerando un nimero real.
VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL

Seguimos trabajando sobre la recta numérica. Observe el
siguiente grafico y particularmente cada una de las Haves.

|5|_5 V| i
El *2|=2
__A__ ..A__
r Y 4
e, T 1 T -1 T 1+ T >
3 mr 2 45 A 0 3 1 2 25 3 R

Cada una de las llaves estd indicando la distancia en la recta
numeérica de los nimeros - l’- y 2 al namero cero. A esta distancia
se la llama médulo o valor absoluto del ntmero -< y médulo o
valor absoluto del namero 2. '

Simbélicamente el médulo se indica;

e |-7] = 2 se lee: el ;odulo o valor absoluto del niimero 2 e5
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